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A TCP-LIKE CONTROL OF NOTIFICATION
DELIVERY FOR SUBSCRIPTION OPERATION IN

SMART SPACES

D. Korzun1, M. Pagano2, A. Vdovenko1
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2 University of Pisa, Pisa, Italy
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Abstract

The paper studies the subscription operation in smart spaces for the
case when the notification delivery to a client is subject to losses. We
consider a TCP-like control of the check interval for adaptation to the
observable loss rate. We propose an adaptive strategy for a client to
manage the check interval based on the number of notification lost. The
performance is analyzed and compared with other strategies under sim-
plified assumptions about the notification loss distribution.

Keywords: smart spaces, mobile clients, control of notification check
interval

1. Introduction

Information sharing in a smart space employs the subscription operation
for content change detection and subsequent delivery of the notification to
clients [4, 9]. Both change detection and notification delivery are subject to
losses in wireless networked environments [10], widely used in emerging Internet
of Things (IoT). In existing solutions, the major role is played by information
brokers. In this paper, we study a solution closer to the Internet philosophy,
in which the control of notification delivery is partially delegated to (typically
mobile) clients. The latter actively request the broker for new notifications, in
addition to default passive waiting for incoming notifications from the broker. A
key performance parameter in this scenario is the check interval, which should
be adapted to the observable loss rate. This issue resembles the congestion
control in TCP (Transmission Control Protocol) [1, 2], by which the window size
is reduced (multiplicative decrease) in case of losses and incremented (additive
increase) otherwise.

This paper continues our research [10]. We consider a TCP-like control
of notification delivery for subscription operation for the case of notification
losses. In our solution, the client follows an adaptive strategy controlling the
check interval based on the number of notifications lost in the latest window.
We compare the performance of this adaptive strategy with other strategies
under simplified assumptions about the distribution of the notification losses.

The rest of the paper is organized as follows. Section 2 states the notification
loss problem for subscription operation in smart spaces. Section 3 introduces
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adaptive strategies for a client to control the notification delivery in a TCP-
like manner. Section 4 provides early simulation experiments to evaluate the
performance of the proposed control strategies. Section 5 concludes the paper.

2. Notification Loss Problem

The pub/sub model is widely used for organizing multi-agent interactions
in distributed systems [3]. We consider the use of pub/sub model in smart
spaces [9, 6]. A smart space forms a sparse-connected multi-agent system de-
ployed in a networked computing environment, typically with access to the
Internet. Such an environment consists of various digital devices, including the
growing family of IoT devices. Running on devices, software agents interact
over the shared information content. This type of interaction involves a lot of
informational sources and destinations in parallel and asynchronously. Infor-
mation sharing makes the interaction indirect, based on a semantic information
broker (SIB). The latter implements a common information storage and serves
requests from agents on read/write operations.

The subscription operation specifies a persistent query from an agent (a
subscription client) to SIB (a subscription server) for a particular part of the
shared content. Whenever the specified part is changed the agent should re-
ceive the subscription notification. Changes are due to parallel activity of other
agents, which act as publishers in this interaction. An agent may combine the
roles of publisher and subscriber (client). SIB monitors all subscriptions of all
clients and maps all incoming content changes to the specified interests. There-
fore, changes are controlled on the SIB side, and corresponding notifications are
sent to the clients. SIB acts as a passive receiver, and we call such subscription
notifications passive [10].

We employ Smart-M3 as a reference platform for creating smart spaces [4].
For each subscription, the SIB maintains a persistent network connection (e.g.,
a TCP connection) established by the client’s request [6, 7]. Knowing the set
of all subscriptions, the SIB regularly checks that they are alive, removing the
subscription if its network connection is lost. Smart-M3 follows the best effort
style. A notification should be sent to a client if a related change in the content
has happened. Some notifications can be unsent by SIB due to its overload or
operability faults. SIB does not check delivery for already sent notifications. A
notification can be sent although the underlying network connection is broken
on the client side. The above properties do not ensure the dependable delivery
even if reliable network protocols are used, such as TCP. Therefore, each client
needs additional mechanisms for reducing the number of undelivered notifica-
tions. The obvious way is augmenting the passive notification delivery with an
active control strategy the client performs individually on its own.

Let i = 1, 2, . . . be the event-based time evolution on the client side, where
i is the index of notification events. An event i is either a passive notification
(received from SIB) or an explicit check the notification delivery (made by
the active client). Denote by ti and ki the time elapsed and the number of
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losses between i and i+ 1, respectively. Assume that some initial t0 is always
defined. The values for ki are non-negative integers. We consider the following
alternatives for possible distributions of the notification losses.

1. Let the time between consecutive losses follow a uniform distribution
U
{
at0, bt0

}
. Hence, the average number of losses in any check interval is pro-

portional to its length ti
2. Let ki follow a Poisson process of parameter λti. The number of losses

during ti has the probability mass function

P(ki = k) =
(λti)

k

k!
e−λti (1)

3. Let ki follow a two-state alternated Poisson process: the loss rate is λ1ti
and λ2ti with probability p1 and p2 = 1 − p1, respectively. The assumptions
0 < p2 < p1 and λ1 � λ2 describe that the network typically operates with
moderate losses (λ1) while from time to time the network suffers from high
losses (λ2), e.g., due to burst overload.

3. Control Strategies

Let the client have observed no losses during ti−1, i.e., ki−1 = 0. It indicates
that the system state becomes “good”. To save its resources, the client increases
additively ti = ti−1 + δ with a fixed parameter δ > 0. The increment is
conservative since high increase of ti is a clear risk for suffering a burst of
losses.

Now let the client have observed losses, i.e., ki−1 > 0. Then, the client
reduces ti to decrease the number of losses in near future. The reduction
is multiplicative since the client is interested in fast achieving ki = 0. The
reaction should take into account the previous observations, thus we apply the
multiplicative average ti = αti−1+(1−α)ti−1/(ki−1+1) with a fixed parameter
0 ≤ α < 1.

As a result, one can construct the recurrent system that describes an adap-
tive strategy [10] by which the check interval ti is reduced (multiplicative de-
crease) in case of losses and incremented (additive increase) otherwise.

ti =


ti−1 + δ if ki−1 = 0,

1 + αki−1
ki−1 + 1

ti−1 if ki−1 > 0.
(2)

Note that (2) is valid only for active control of subscription notifications. When
a passive notification i is delivered then ti cannot be set by the client.

Interestingly that this adaptive strategy provides a TCP-like control [1, 2].
One can consider ti as a TCP congestion window and δ = 1 means the additive
increment by one full-sized segment. In the TCP case, observation of congestion
makes ki−1 = 1, and taking α = 0 leads to halving ti = ti−1/2 in (2).
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In order to evaluate and compare the performance, we consider alternative
strategies and present some auxiliary analytical results. The simplest approach
is the strategy of a constant check interval when ti = t0 for i = 1, 2, . . .. The
mean and variance of the random variable K, which describes the number of
losses, depend only on the loss distributions introduced in Section 2. In case
of Poissonian losses, we have:

E
[
K
]

= Var
[
K
]

= λt0. (3)

Since in many complex systems, randomness can improve the performance,
an interesting strategy is random selection of the check interval. Intuitively,
let ti be chosen at random close to t0. In particular, we consider a continuous

uniform distribution U
{
t0 − ∆, t0 + ∆

}
for small ∆ > 0. For instance, in

case of Poissonian losses, taking advantage of the laws of total expectation and
variance (e.g., see [11]), we have

E
[
K
]

= λt0 Var
[
K
]

= ET
[
Var
[
K|T

]]
+ VarT

[
E
[
K|T

]]
= λt0 +

1

3
λ2∆2,

(4)
where the mean value is the same as in (3), while the variance is increased
due to the variability of the interval length. Roughly speaking, in this case the
randomness does not change the average performance indexes, but increases
the probability that a higher number of notification can be lost.

Finally, we consider a semi-adaptive approach, in which the check interval
is halved in case of losses and set to the initial (reference) value t0 otherwise:

ti =

{
ti−1/2 if ki−1 > 0,

t0 if ki−1 = 0.
(5)

We shall refer this strategy as multiplicative decrease. The evolution of the
check interval can be described by a discrete-time Markov chain [5]. State
i corresponds to a check interval of length ti = 2−it0 and the only possible
transitions from state i are back to state 0 (in case no losses are experienced)
with probability pi and to the following state i+ 1 (the check interval is halved
in case of losses) with probability qi = 1− pi, as shown in Fig. 1.

Due to the particular structure of the Markov chain, the state probabilities
can be easily written as a function of π0 (local balance equations):

πn+i = π0

n∏
i=0

qi (6)

with the additional normalization condition

∞∑
n=0

πn = 1 ⇒ π0

[
1 +

∞∑
n=0

n∏
i=0

qi

]
= 1. (7)
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Fig. 1: Markov chain for the multiplicative decrease strategy.

Note that the sum converges under reasonable assumptions over the loss pro-
cesses. (It is enough to assume that the loss probability goes to zero as n→∞.)
The state probabilities permit to find all the relevant statistics, such as the av-
erage check interval

E
[
T
]
=

∞∑
n=0

πntn = t0

∞∑
n=0

πn2−n.

The numerical values of pn and qn = 1−pn depend on the loss distribution.
In particular, for Poissonian losses we have{

p0 = P(K = 0|T = t0) = e−λt0 ,

pn = P(K = 0|T = tn) = p2
−n

0 n ≥ 1.

In the case of uniformly distributed losses, the transition probability qn =
1 − pn is proportional to the length of the check interval tn = t02−n, i.e.
qn = q02−n, and (6) can be rewritten as

πn = π0q
n
0

(
1

2

)n(n−1)/2
Taking into account the specific values of pn and qn as well as the normal-

ization condition (7), it is possible to calculate the state probabilities (at least
numerically). In the special case in which the loss probabilities do not depend
on the duration of the check interval (i.e., qn = q ∀ n), it is easy to find a
close-form expression for the state probabilities

πn = (1− q)qn

and calculate the average check interval

E
[
T
]
=
∞∑
n=0

πntn = t0
1− q

1− q/2
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as well as its variance

Var
[
K
]

= E
[
T 2
]
−E2

[
T
]

= t20
q(1− q)/4

(1− q/4)(1− q/2)2

The assumption that the number of losses does not depend on the length
of the check interval might be unrealistic, but in any case it provides a lower
bound for the average (and a upper bound for the variance) wrt the more
realistic assumptions described in Section 2.

Moreover, it is worth mentioning that in practice it is meaningless to use
very short check intervals; this corresponds to truncate the Markov chain at
state N , remaining in that state in case of further losses (and going back to
state 0 with probability pN as usual). Hence, (6) is still valid for all the states
up to N − 1, while

πN = π0
1

1− qN

N−1∏
i=0

qi

and the normalization condition (7) involves just N + 1 terms.

4. Simulation Experiments

The simulation applies the notification loss distributions from Section 2. In
all experiments, we take t0 = 20 s and our simulation parameters are summa-
rized in Table 1. Note that every 20 seconds one notification is lost on average
for any of the three considered distributions.

Our simulation parameters for the four experimented control strategies are
summarized in Table 2. The average check interval is t0 for the two strategies:
constant check interval and random selection. The settings give some odds to
these two strategies, which thus can adjust to the average loss rate.

For sake of brevity, in the following we shall discuss only the results for
Poissonian losses. An example experiment is shown in Fig. 2. A clear obser-
vation is that the adaptive strategy makes the check interval longer compared
with the other strategies.

Table 1: Simulation parameters of the notification loss distributions.

Uniform losses Poissonian losses Two-state alternated Poissonian losses
a = 0 b = 0.1 λ = 0.05 p1 = 0.8 p2 = 0.2 λ1 = 0.0375 λ2 = 0.1

Table 2: Simulation parameters of the control strategies for notification deliv-
ery.

Adaptive strategy Constant
check

interval

Random selection Multiplicative
decrease

α = 0.3 δ = t0 = 20 ti = t0 = 20 a = 10 b = 30 factor 0.5
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Fig. 2: Notification delivery control in case of Poissonian losses.

The basic efficiency metrics are the average number of losses kavg and the
average length of the check interval tavg:

kavg =
1

n

n∑
i=1

ki, tavg =
1

n

n∑
i=1

ti.

Intuitively, the client is interested in reducing the losses (i.e., kavg → min) for
high values of the check interval (i.e., tavg → max). Since the two requirements
are in opposition, in analogy with the concept of power in computer networks
defined as the ratio between the throughput and the delay [8], we use the ratio
among the two, such as the following metrics:

Qtot =
kavg
tavg

→ min or Qavg =
1

n

n∑
i=1

ki
ti
→ min .

An example of the performance comparison based on these metrics is shown
in Table 3. The early experiments indicate that the control by the multiplicative
decrease strategy and adaptation strategy achieves the lowest loss level. The
efficiency of multiplicative decrease is due to frequent checks, which consumes
resources of the client and the network. On the other hand, the adaptive
strategy tries to increase the check interval length (on the cost of higher losses).

Table 3: Performance comparison of the experimented strategies

Metric Multiplicative
decrease

Random
selection

Constant
check interval

Adaptive
strategy

kavg / tavg 0.66 / 15.80 1.04 / 20.79 1.04 / 20.00 1.00 / 24.22
Qtot 0.042 0.050 0,052 0.041
Qavg 0.033 0.051 0.052 0.042
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5. Conclusion

This paper has studied the problem of efficient notification delivery for the
subscription operation in smart spaces. We considered different assumptions
on the notification loss distribution in wireless networked environments. We
introduced several control strategies, including a proposal for a TCP-like con-
trol for adaptation of the check interval to the observable loss rate. A client
can implement such a strategy individually to increase the delivery efficiency.
The presented strategies are provided with initial analytical estimates and sim-
ulation experiments for performance comparison.
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Abstract

In this paper, we discuss one approach for development and deployment of
web sites (web pages) devoted to the description of objects (events) with a pre-
cisely delineated geographic scope. This article describes the usage of context-
aware programming models for web development. In our paper, we propose
mechanisms to create mobile web applications which content links to some pre-
defined geographic area. The accuracy of such a binding allows us to distinguish
individual areas within the same indoor space. Target areas for such development
are applications for Smart Cities and retail.

Keywords: Browsers, Computer networks, Context awareness, HTML5, Indoor
communication

1. Introduction

Our paper deals with mobile web presentations of location-based services. How
can we present some local (attached to a certain geographical location) information to
mobile users? We are talking about programming (creating) mobile web sites, which
content pages correspond to the current location of the mobile user. The traditional
scheme is very straightforward. We have to determine the user’s location and then
create a dynamic web page, the issuance of which is clearly defined by specific geo-
graphical coordinates. For example, geo-location is a part of HTML5 standard [1].

As soon as web application obtained (as per user permission, of course) geo-
coordinates, it can build a dynamic web page, which content depends on the current
location (content is associated with obtained location). Technically, we can render our
dynamic page on the client side (right in the browser), when application requests data
from server via some asynchronous calls (AJAX) [2], or right on our server (in some
CGI-script). In both cases obtained location info is used as a parameter either to AJAX
script or to CGI script. For some of the applications (classes of applications), we may
use several location-related datasets (e.g., so-called geo-fence [3]), but the common
principles are similar. It is so called Location Based Services (LBS) [4].

There are different methods for obtaining location information for mobile users
[5]. Not all of them use GPS (GLONAS) positioning actually. Alternative approaches
use Wi-Fi, Cell ID, collaborative location, etc. [6]. The above-mentioned geo-location
in HTML5 has been a wrapper (interface) for location service. For the most of LBS,
their top-level architecture is standard. LBS use obtained location info as a key for
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any database (data store) with location-dependent data. Location info is actually no
more than a key for linking physical space (location) and virtual (e.g., coupon for
the store). Only a small number of services actually use the coordinates. The typi-
cal example is indoor location based services. The paradigm Location first requires
a digital map for an indoor space. This map should be created prior to the deploy-
ment, and it should be supported in an actual state during service’s life time. On the
other hand, there is a direction, called context-aware computing. In context-aware
computing (ubiquitous computing) services can use other information (not related to
geographic coordinates) as the ”characteristics” of a user’s location. Simplistically,
the context is any additional information on the geographical location [7-8]. In this
case, additional information (context), with the presence of certain metrics can serve
as a unique (up to a certain approximation, of course) feature of a user’s location. Or,
in other words, we can substitute geo-location with context identification. Why might
it be necessary? The typical example is indoor LBS [9]. Traditional geo-positioning
can be difficult and positioning accuracy may be insufficient to distinguish the posi-
tion of the mobile subscriber within the same premises. And yet, it is the distinction
between positions within the same space (buildings) may be important for all kinds of
services (for example, the buyer is located on the first or second floor of the hall).

Actually, it is a starting point for new approaches in LBS architecture, when the
stage with obtaining (detecting) location info could be completely eliminated. Indeed,
if location info is no more than a key for some database, then why do not replace geo-
keys (e.g., latitude and longitude) with context-related IDs? It is sufficient to identify
context and use this identification to search data.

The rest of the paper is organized as follows. In section II, we describe context
identification. In section III, we describe how this identification could be used in
web programming. In section IV, we discuss the generic approaches for incorporating
sensing information into web pages.

2. Network Proximity
One of the widely used methods for the identification of context is the use of wire-

less network interfaces of mobile devices (Wi-Fi, Bluetooth). The reasons for this
are straightforward. On the first hand, these interfaces are supported in all modern
smart-phones. Secondly, for obvious reasons, monitoring of network interfaces is di-
rectly supported and executed by the mobile operating systems. Therefore, a survey of
network interfaces on the application level can be simplified and not cause additional
power consumption, as compared with, for example, a specially organized monitoring
for the accelerometer. Information received through the network interface is used to
estimate the proximity of the mobile user to the elements of the network infrastructure
(network proximity [10). Note, that other mobile devices can act as these elements
too (e.g., Wi-Fi access point, opened right onto mobile phone [11]). The classical
form for collecting data about Wi-Fi devices are so-called Wi-Fi fingerprints sets [12].
Wi-Fi fingerprints are digital objects that describe availability (visibility) for network
nodes. Their primary usage is navigation related tasks. The alternative approach lets
users directly associate some data chunks with existing (or artificially created) net-

20



work nodes. In other words, it is a set of user generated links between network nodes
and some content that could be used by those in proximity to networks nodes. This ap-
proach is presented in SpotEx project and associated tools [13-14]. SpotEx lets users
create a set of rules (logical productions) for linking network elements and available
content. A special mobile application (context-aware browser) is based on the exter-
nal set of rules (productions, if-then operators). The conditional part of the each rule
includes predicates with the following objects:

• identity for Wi-Fi network (name, MAC-address)
• RSSI (signal strength),
• time of the day (optionally),
In other words, it is a set of operators like this:

IF AccessPointIsVisible (’Cafe’) THEN { show content for Cafe }

Block { show content for Cafe } is some data (information) snippet presented in the
rule. Each snippet has got a title (text) and some HTML content (it could be simply
a link to any external site for example). Snippets could present coupons/discount info
for malls, news data for campuses, etc. The context-aware browser (mobile appli-
cation) maps current network environment against existing database, detects relevant
rules (fires them) and builds a dynamic web page. This web page is presented to a
mobile user in proximity. In fact, even the name of the application (context-aware
browser) suggests the movement of this functionality in a mobile browser. This would
eliminate the separate rule base as well as the special (separate) application. In fact, the
standard mobile browser should play a role of this application. Rules for the content
(data snippets) must be specified directly on the mobile web pages. And data snippets
itself are HTML code chunks anyway. As applied implementations, we can mention,
for example, Internet of Things applications [15-16]. The usage is very transparent.
Data snippets (data, presented to mobile users) depends on visibility for some Wi-Fi
access points. It lets us specify the positions for mobile users inside of some building
(campus, etc.) Mobile users will see different information for different positions. And
this approach does not use geo-coordinates at all. The next interesting direction is
EU project FI-WARE [17]. Integration with the FI-CONTENT platform is one of the
nearest goals.

3. Information Services

Technically, for the reuse of information about network proximity, we can talk
about the two approaches. At the first hand, the implementation of a mobile browser
can follow the same ideology that supports geo-coding in HTML5 [18]. A function
from browser’s interface

navigator.geolocation.getCurrentPosition()
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accepts as a parameter some user-defined callback (another function). The callback
should be called as soon as geo-location is completed. Obtained data should be passed
as parameters. Note, that the whole process is asynchronous. By the analogue with
the above-mentioned model, a mobile browser can add a new interface function. E.g.,
getNetworks() this function will accept a user-defined callback for accumulating net-
work information (current fingerprint). A good candidate for data model is JSON. The
browser will pass fingerprint as a JSON array to a user-defined callback. Each element
from this array describes one network and contains the following information:

• SSID - name for access point
• MAC - MAC-address
• RSSI - signal strength
Note, that scanning networks is an asynchronous process in mobile OS. So, call-

back pattern is a good fit for this. Firefox OS is closest in ideology to this approach
[19]. Also, Firefox OS offers Bluetooth API [20]. It has got the similar ideology,
but there is no general unifier (e.g., even fields for objects are different). It should be
possible, of course, to create some unified wrapper (shell), which will give a general
list of networks. The biggest problem (we are not mentioning here the own prevalence
and popularity for Firefox OS) is the status for both APIs. Wi-Fi API has just been
scheduled yet. At the same time, the Bluetooth API exists, but it is declared preferred
(privileged). Privileged APIs can be used by the operating system only. So, it could
not be used in applications. The reason for this solution is security. API combines both
network scanning and network connection (data exchange). It is the wrong design by
our opinion. APIs functionality should be separated. The above-mentioned SpotEx
approach is not about the connectivity. Mobile OS should use two separate APIs: one
for scanning (networks poll) and one for connecting. Polling for networks does not
require data exchange. So, scanning API is safe, and it should not be privileged. It
is simple - we should have WiFiManager interface (as is, and it could be privileged),
and WiFiScan with only one function getNetworks():

<script>
function callback function(json data ) { ... }
WiFiScan.getNetworks(callback function);
</script>

The callback function can loop over an array of existing networks IDs and show
(hide) HTML div blocks with data related (associated) to the existing (visible) net-
works. Actually, it is a fundamental question. Traditionally, wireless networks on
mobile phones are used as networks. But they are sensors too. The fact that some
network node is reachable (visible) is a separate issue. And it could be used in mobile
applications even without the ability to connect to that node. It is the main idea be-
hind SpotEx, and it is the feature (option) we suggest to embed into mobile browsers.
How can we present our rules for network proximity? As per our suggestion, each
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data snipped should be presented as a separate div block in HTML code. E.g., the
above-mentioned example looks so:

<div id=”Cafe rule”>
show content for Cafe
</div>

We can use CSS styles to hide/show this block. And this CSS visibility attribute
depends on the visibility of Wi-Fi (Bluetooth) nodes. Of course, CSS visibility could
be changes in JavaScript. So, our rules could be implemented in JavaScript code.
We can directly present the predicates in our code, or describe their parts in CSS too.
HTML5 custom attributes are good candidates for new attributes [21]. It means also,
that adding some set of rules to existing web page looks like as adding (including)
some JavaScript code (JavaScript file).

In general, this approach could change the paradigm of designing mobile web
sites. It eliminates the demand to make separate versions for local sites or events. It
is enough to have one common site with local offers (events, etc.) placed in hidden
blocks. Blocks will be visible to mobile users in a proximity of some network nodes.
Local blocks visibility depends on the network nodes visibility and so, it depends on
the current location of mobile users. E.g., for the above-mentioned example, mobile
users opened Cafe site being physically present in the proximity of Cafe, will see
different (additional) data compared with any regular mobile visitor.

Of course, single data source (just one web site) support simplifies (makes it
cheaper) the maintenance during life time. Web Intents [22] present the next inter-
esting model for this approach. The Web Intents formation is a client framework (ev-
erything is executed in the browser) for the monitoring (polling) and building services
interaction within the application. Interactions include data exchange and transfer of
control. Web Intents form the core architecture of Android OS [23], but their future
status is still unknown after some initial experiments from Google. We should note
in this context a similar (by its concept) initiative from Mozilla Labs - Web Activities
[24]. But the further status of this initiative is also unclear.

The next possible toolbox is seriously underrated in our opinion. It is a local web
server. The first implementation, as far as we know, refers to the Nokia [25]. In our
opinion, this is one of the most promising areas for communicating with phone sen-
sors. The next possible idea resembles in some ways the old projects with WAP (Wire-
less Access Protocol). In this case, a mobile device used some intermediate server
(WAP Gateway) for access to internet resources. This intermediate server should be
able to collect sensing information (including network sensors). Internet service will
get sensing info from our proxy.

4. A generic approach for web sensing

In this part, we would like to discuss the more generic approach (approaches) for
embedding sensing information into web pages. As a workaround and prototype for
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this development, we can present a custom WebView for Android. On Android plat-
form is possible to access from JavaScript to Java code for a web page, loaded into
WebView control. Java code will provide a list of nearby network nodes (calculate the
network fingerprint). The key moment here is the need for an asynchronous call from
JavaScript, because scanning for wireless networks in Java is the asynchronous pro-
cess. Let us describe this approach a bit more detailed. On Android side we activate
JavaScript interface:

public void onCreate(Bundle savedInstanceState) {
super.onCreate(savedInstanceState);
WebView webView = new WebView(this);
setContentView(webView);
WebSettings settings = webView.getSettings();
settings.setJavaScriptEnabled(true);
webView.addJavascriptInterface(new MyJavascriptInterface(), ”Network”); }

Now we can describe our Java code for getting network fingerprint. As a parame-
ter, we will pass a name for callback function in JavaScript.

@JavascriptInterface
public void getNetworks(final String callbackFunction) { }

We skip the code for network scanning and demonstrate the final part only. As soon
as a fingerprint in obtained, we can present it as JSON array and invoke our callback:

webView.loadUrl(”javascript:” + callbackFunction + ”(’” + data + ”’)”);

And on our web page, we can describe our callback function and call Java code:

function f callback(json) { }
Network.getNetworks(”f callback”);

This approach lets us proceed network proximity right in JavaScript (in other
words, right on the web page). Actually, by the similar manner we can work with
other sensors too. It is so-called Data Program Interface [26]. We would like to see
something similar as a standard feature in the upcoming versions of Android.

5. Conclusion

The paper discusses the use of information about the network environment to cre-
ate dynamic web pages. We propose several approaches to the implementation of
a mobile browser that can handle data on a network (network proximity) to provide
users with information tied to the current context. Also, we considered possible im-
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plementation details. The basic idea is to separate the functional for scanning network
information and real data exchange.
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Abstract

The paper deals with a relevant problem of optimal placement of base stations
in broadband wireless networks along the long highways. This problem is formu-
lated in terms of integer linear programming. The exact solution of the problem
as well as the high-speed heuristic algorithm are presented.

Keywords: topology structure synthesis, broadband wireless networks, linear
and nonlinear programming, heuristic algorithm, network protocols

1. Introduction

Broadband wireless networks and communication channels have become recently
one of the main directions of development of the telecommunications industry [1, 2].
The development of networks of this class for creation of a modern infrastructure
for multimedia data transmission along the long transport routes is one of the major
problems of implementation of new transport routes and pipelines and exploiting the
existing ones.

Creation of such communication infrastructure allows to: provide the operating
control over the technical parameters of a route by the means of high-speed data trans-
fer from sensors and data units to the Control Center; provide the security control over
the route sections and strategically important objects using data from the video surveil-
lance systems; provide the voice communication (IP-telephony) and transmission of
multimedia information between the stationary and mobile objects on long highways
as well as communication with the Control Center, etc.

Due to the high practical demands for high-performance communication networks
along the long transport routes based on IEEE 802.11-2012 [3] hardware and soft-
ware, in recent years a considerable number of studies on this class of networks have
appeared [4–11]. Particularly, in [4] the problem of wireless network base stations

1This research was financially supported by the Ministry of Education and Science of the Rus-
sian Federation in the framework of the applied research project №14.613.21.0020 of 22.10.2014
(RFMEFI61314X0020).
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deployment, maximizing the network coverage is investigated under constraints on
the total network cost. The initial data for solution of the problem are the potential
locations for deployment of the base stations, and the beforehand-collected statistics
of traffic from fixed and mobile users. The close problem of the deployment of base
stations, maximizing the coverage, is formulated in [5]. For the analytical description
of the problem, it is modeled as a Maximum Coverage with Time Threshold Prob-
lem (MCTTP), and a genetic algorithm is used to solve it. Strategies for roadside
units (RSUs) placement based on the road traffic characteristics, aiming at improving
connectivity in vehicular ad hoc networks, are presented in [6]. To divide the cover-
age area of each RSU, the authors propose an Expansion and Coloration Algorithm
(ECA). The average connectivity model for all vehicles in the network is established
based on the results obtained from ECA. The RSUs placement problem is formulated
as a combinatorial optimization problem, of which the objective is to maximize the
average connectivity probability by searching for an optimal position combination of
the given RSUs. Taking part of an actual urban road network as an example, the RSUs
placement problem is calculated and the optimal placement scheme is evaluated. Sim-
ulation results show that the optimal placement scheme obtained from the proposed
strategy leads to the best connectivity compared to uniform placement and hot-spot
placement.

The problem of roadside units placement in IEEE 802.11p / WAVE (wireless ac-
cess in vehicular environment) networks is studied in [7]. An analytical model is
presented that allows to analyze the delay of data transmission in communication net-
works along highways. The cases of bound and unbound base stations are investi-
gated. It is shown that only those deployment strategies are efficient in which roadside
units are connected to each other within the line-of- sight range. Paper [8] designs
a connectivity analysis scheme for the roadside-to- vehicle telematics network based
on the real movement history of vehicle objects collected from taxi telematics system
currently in operation, aiming at providing a useful guideline and information to build
a telematics network. The implemented analyzer can locate the current and previous
positions of all vehicles, decide whether it can be connected to an RSU, and calcu-
late the duration of disconnected state, taking into account the transmission range, the
number of RSUs, and RSU deployment. The RSU placement scheme can improve the
network coverage exploiting the analysis result.

The results of simulation and measurement of the performance of a roadside unit
placement scheme for the vehicular telematics network on the road network of Jeju
city (South Korea) are presented in [9]. The calculated optimal topology of the back-
bone wireless network provides improvement of connectivity and reduction of the
disconnection interval for the given number of roadside units, the transmission range,
and the overlap ratio. A research problem of finding the optimal locations to place dis-
semination points (i.e. roadside infrastructure nodes for information dissemination) is
considered in [10]. In this paper a novel approach is proposed for dissemination points
placement in grid road networks without knowing trajectories. Based on the analysis
of path number between two intersections, a probabilistic model is proposed to get
the trajectories estimation of vehicles. The problem of the roadside unit placement
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in vehicular networks is studied in [11], where the authors focus on the highway-like
scenario in which there may be multiple lanes with exits or intersections along the
road. In the proposed model, each vehicle can access RSUs in two ways: 1) direct
delivery, which occurs when the vehicle is in the transmission range of the RSUs, and
2) multi-hop relaying, which takes place when the vehicle is out of RSU transmis-
sion range. Both access patterns in this placement strategy are worked out and this
placement problem is formulated via an integer linear programming model such that
the aggregate throughput in the network can be maximized. The impact of wireless
interference, vehicle population distribution, and vehicle speeds are also taken into
account in the formulation. The performance of the proposed placement strategy is
evaluated via NS-2 simulations to generate vehicle mobility patterns.

In this article is considered RSU optimal placement problem (discrete Case) with
number of practical limitations. This limitations was founded while development
broadband wireless network for Ring Road of Kazan City (M7 “Volga”).

2. Formulation of the problem
The problem is to choose placements of Road Side Units (RSU), where every

RSU has its own connection coverage radius, radio transmission range and cost. Be-
sides this set of RSU must has total cost less than a budget and the arrangement must
cover as big area as possible. Consider a one-dimensional road, which is a straight
line α[A, B] of length a. Consider set of points X ⊂ α, and these points are possible
placements for considered RSU. Consider C - a budget to be spent for net creation.
T={t1 . . . tn} - set of station types, where every type is characterized by three parame-
ters:

• r - coverage radius. It is a half of length of such segment coverage segment,
containing a RSU in the middle of one, as every client inside the segment can
communicate to the RSU and every other one can’t.
• R - transmission range. It is a half of length of such segment connection seg-

ment, containing a RSU in the middle of one, as every another RSU inside the
segment can establish a connection with the RSU and every other one can’t.
• c - station cost.
Let give some definitions. Let the section α has orientation and xA < xB. Designate

r(t), R(t), c(t) as coverage radius, transmission range and station cost of station type t
respectively.

Definition 1. Internal arrangement or just arrangement of RSU is called ending set
of pairs P={(x1, t1), (x2, t2) . . . (xN , tN)} , x1 < x2 < · · · < xN , where xi ∈ X - possible
placement, ti ∈ T - station type.

Definition 2. Correct arrangement of RSU is called an arrangement
P = {(x1, t1), (x2, t2) . . . (xN , tN)}, which:

∀i = 1,N − 1 : xi+1 − xi ≤ min{R(ti),R(ti+1)}, (1)

Ie every neighbour stations can establish a connection with each other.
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Designate x(p) t(p) as coordinate and station type respectively in pair p.

Definition 3. Extended arrangement of RSU is called ending set of such pairs P̂ =

{(xA, t0), (x1, t1) . . . (xN , tN)(xB, t0)}, where {(x1, t1), (x2, t2) . . . (xN , tN)} is an internal ar-
rangement, t0 - is special station type, which:
• c(t0) = 0, RSU of this type has zero cost
• r(t0) = 0, RSU of this type doesn’t serve clients
• R(t0) = |α|, Ie if RSU in xA and in xB of type t0 are situated inside transmission

ranges of RSU in x1 and xn respectively than connections is established. (Ends
of α achievable by internal arrangement)

Type t0 - is an device for connection with gateways.

Obviously, an extended arrangement is correct if and only if its internal arrange-
ment is correct.

Definition 4. Coverage ∆(P) is called set of points, which consists of every points of
α being situated inside coverage radius at least one of placed RSU:

∆(P) = {x ∈ α, ∃p ∈ P : |x(p) − x| ≤ r(t(p))}, (2)

Obviously, ∆(P) is a set of segments.

Definition 5. Let P - an arrangement. Coverage area M(∆(P)) is called summary
length of set of segments defined in .

Definition 6. Coverage percentage is called ratio:

δ(P) =
M(∆(P))
M(α)

, (3)

Considering all definitions above, the general formulation of the problem is:

Problem 1. Find such extended correct arrangement P̂0 as:

M(∆(P̂0)) = max(M(∆(P̂))), (4)

with limitations
P̂ - an extended correct arrangement
N∑

i=1
c(t(pi)) ≤ C, - total system cost is less than budget C

Other words, telecommunications coverage area along segment of highway α is
needed to be maximized considering limitations of total cost and connection avail-
ability as described in 2. That problem is too difficult to solve, so discrete case will
be considered as being of the most practical interest. The discrete case has additional
limitations for set X:

Let X = {x1 . . . xm}, ∀i = 0 . . .m + 1 : xi ∈ α, where m - ending number and every
xi ∈ α, so X is a discrete set of points.

The formulation with last limitation may be used for modeling of real problem,
for example, when there are number of power transmission towers along highway.
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3. Formulation discrete problem in terms of linear programming
Input parameters:
X={x0, x1 . . . xm, xm+1}, - set of possible placement points and x0 = A, xm+1 = B.
T={t0 . . . tn}, - set of available station types and t0 is the special type, described in

definition 3.
C - budget size for purchase RSUs.
Boolean variables are introduced:

ei =

1, If in point i is situated an RSU
0, If point i is empty

,∀i = 0 . . .m + 1, (5)

vi,j =


1, If in point i is situated an RSU of type j
0, If point i is empty

or type installed RSU different.
,∀i = 0 . . .m + 1, (6)

ui,j =



1, If stations are situated in points
i and j respectively and
establish a connection between each other.

0, in other case.
In addtion, the station is considered not
to connect itself. ui, j = 0 if i = j.

,

∀i = 0 . . .m + 1,
∀ j = 0 . . .m + 1,

(7)

zi,j,k =


1, If a station of type j are situated in point i

and establish a connection with
station in point k

0, In other case

,


∀i = 0 . . .m + 1,
∀ j = 1 . . . n,
∀k = 0 . . .m + 1,

(8)

Real variables are introduced:
ρ+

i − segment, left end of one is in point i
ρ−i − segment, left end of one is in point i

This sets of segments are real coverage segment of an RSU:
ρ+

i and ρ−i are covered only by RSU in point i.
if ei = 0 (i.e. point i is empty) than ρ+−

i = 0.
θi − cost of station being situated in point. i ei = 0⇒ θi = 0.
The objective function:

Φ =

m+1∑
i=0

(ρ+
i + ρ−i ), (9)

Maximum of Φ is sought. It ensures the widest area of highway coverage.
Limitations of correctness of arrangement:
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Condition 1. There isn’t more than one RSU in a point:

∀i = 0 . . .m + 1 :
n∑

j=1

vi, j = yi, (10)

Condition 2. Points A and B has RSUs of special type t0

v0,0 = 1,
vm+1,0 = 1,

(11)

This limitation has come from 3.

Condition 3. There aren’t another points except A and B where is installed RSU of
type t0:

∀i = 1 . . .m, vi,0 = 0, (12)

Cost limitations:
Condition 4. Cost of RSU in point i:

∀i = 0 . . .m + 1,
n∑

j=1

c(t( j))vi, j = c̃i, (13)

Condition 5. Total cost of the system is less than budget size:

m+1∑
i=0

θi ≤ C, (14)

As it follows from 4 the sum
m+1∑
i=0
θi is exactly total cost of set all installed RSU.

Limitations of coverage:
Condition 6. Coverage segments ρ+

i ρ−i must be less than coverage radius of RSU in
point i:

∀i = 0 . . .m + 1,
n∑

j=1

r(t( j))vi, j ≥ ρ
+
i ,

∀i = 0 . . .m + 1,
n∑

j=1

r(t( j))vi, j ≥ ρ
−
i ,

(15)

Ie real coverage segment is everywhere equal ar less than declared by RSU type.

Condition 7. Every segments ρ+
i ρ−j don’t have more than one mutual points:

∀i = 0 . . .m + 1, ∀ j = 0 . . .m + 1, xi + ρ+
i ≤ x j − ρ

−
j , (16)
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In terms of coverage area it means that the segments not intersect each other.
Limitations RSUs links :

Condition 8. Every station except RSU in point B has only one RSU with bigger
coordinate value which establish a connection to:

∀i = 0 . . .m + 1,
k+1∑

j=i+1

ui, j = yi, (17)

Condition 9. Every station except RSU in point A has only one RSU with less coor-
dinate value which establish a connection to:

∀i = 0 . . .m + 1,
i−1∑
j=0

ui, j = yi, (18)

Condition 10. Every connection is reciprocal:

∀i = 0 . . .m + 1, j = 0 . . .m + 1, ui, j = u j,i, (19)

That limitations means every RSU except of RSUs in points A and B has exactly
two neighbours one - on the left and one on the right.

Condition 11. Relation between variables zi, j,k and ui,k, vi, j:

∀i = 0 . . .m + 1,∀ j = 1 . . . n,∀k = 0 . . .m + 1, zi, j,k = ui,kvi, j, (20)

This equation matches with zi, j,k description.

Condition 12. RSU of type j installed in point i establish a connection with RSU in
point k only if the last is inside of transmission range of first:

∀i = 0 . . .m + 1,∀ j = 1 . . . n,∀k = 0 . . .m + 1, zi, j,k(R(tk) − |xi − xk |) ≥ 0, (21)

Limitation 11 is not linear. But according to [12] it may be replaced by two linear
ones:

Lemma 1. Let x j and z - boolean variables. Than equality:
J∑

i=1
xi − z ≤ J − 1

−
J∑

i=1
xi + J•z ≤ 0

⇔

J∏
i=1

xi = z, (22)

Using the lemma, Condition 11 becomes identically equal to:

Condition 13. ui,k + si, j − zi, j,k ≤ 1,
2zi, j,k − ui,k − si, j ≤ 0,


∀i = 0 . . .m + 1,
∀ j = 1 . . . n,
∀k = 0 . . .m + 1,

(23)
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Formulation of discrete problem of optimization of topological structure of broad-
band wireless networks along the long traffic routes in terms of linear programming:

Problem 2. Find set ρ+
i (0), ρ−i (0), i = 0 . . .m + 1 which:

Φ(ρ+
i (0), ρ−i (0)) = max(Φ(ρ+

i , ρ
−
i )), (24)

with number of limitations 1-13 (except 12).

4. Solution of discrete problem in terms of linear programming.
To solve the problem of Integer linear programming 2 can be used a variety of

methods including: Branch and bound method, implemented by, inter alia, in the form
of the application package GLPK. For the exact solution of the problem of low dimen-
sion can be used restricted brute-force algorithm. The definition the problem of Low
dimension refers to input parameters, in which the brute-force method works within
a reasonable time. Branch and bound method and other popular methods for solving
the mixed integer linear programming tasks are now implemented in such packages
of applied programs as FortMP, Gurobi, Parma Polyhedra Library, GLPK, etc. This
problem of Integer linear programming (discrete task) solved by using package GLPK
(GNU Linear Programming Kit). GLPK prefers because it is a popular cross- platform
system for solution of linear programming problems using the full power of advanced
algorithms. The GLPK has the ability to solve problems in many different methods,
such as simplex method, branch and bound method and many others. In this case- the
case of the mixed problem of linear programming (Mixed Integer Problem)-branch
and bound method is used. For each ongoing experiment GLPK-project consists of
two text files: file with a description of the model (common for all experiments) and
model data file generated by Java application from user input. Both files are written in
the programming language MathProg (GNU MathProg Language)-main language for
modeling of linear programming solvers (for example, glpsol).

Results of the problem solution by Branch and bound method are presented in
table 1.Time characteristics expressed in seconds. Dashes means that too much time
took calculation of problem with appropriate dimension (reasonable time is 10 min).

Number of RSU types
Number of possible placements T = 4 T = 5 T = 6

X = 18 4,5 9,2 16,9
X = 28 86,4 614,2 -
X = 54 241,5 - -

Table 1: Calculation of problem 2 by Branch and bound method

GLPK successfully copes with 2 of dimensions 0 < |P| < 50, 0 < |T | < 5. It
needs to note, that parameter |T | has more influence to calculation time than parameter
|P|. Heuristic algorithm based on gradient descent is developed for solving bigger
dimension problems.
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5. Conclusion
Practically important and theoretically interesting problem has been formulated in

this article. General results are:
The problem of optimization of topological structure of broadband wireless net-

works along the long traffic routes has been formulated. Exact solution has been got
using GLPK packages. Heuristic algorithm for high dimension cases has been re-
searched. Calculation utilities have been developed.
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Аннотация 

В работе дан анализ качества информационных сервисов, предоставляемых в 

распределенной облачной инфраструктуре Интернет. Для интегральной 

количественной оценки сервисов предложено использовать ключевые 

характеристики производительности, общепринятые в сфере информационных 

технологий. Приведены примеры управления качеством информационных услуг в 

телекоммуникационной компании RingCentral, что позволило достичь уровня 

доступности сервисов 99,998%. 

 

Ключевые слова: облачные сервисы, уровень доступности услуг, качество сервиса, 

ключевые показатели производительности. 

 

1. Введение 

На международной конференции ICUMT-2014 [1] авторами был представлен 

адаптивный подход к управлению облачными сервисами, а также использование 

мониторинговой системы с открытым кодом Zabbix [2] для оперативного контроля 

функционирования распределенной инфраструктуры в телекоммуникационной 

компании RingCentral (RC), предоставляющей до 150 облачных сервисов в США и 

Канаде [3]. Учитывая огромный парк из 10 тыс виртуальных машин (Virtual 

Machines, VMs), а также устойчивый годовой рост 40% и расширение глобального 

рынка информационных услуг RC в Западной Европе и Юго-Восточной Азии, 
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возникла объективная потребность в сравнительной оценке качества сервиса 

(Quality of Service, QoS) на основе общепринятых во всем мире ключевых 

показателей производительности (Key Performance Indicators, KPIs). 

В данной работе описаны метрики KPI, которые вычисляются автоматически на 

базе модели интеграции различных источников данных, предложенной в работе [4], 

и реализованы в единой информационно-управляющей системе (ИУС) масштаба 

крупной компании RingCentral. 

 

2. Процесс обнаружения и устранения аномалий в RC сервисах 

Если раньше Интернет провайдеры обеспечивали пользователям каналы связи и 

передачу по ним потоков данных, то в настоящее время все больше 

телекоммуникационных компаний предоставляют доступ к внутренним ресурсам 

(Infrastructure as a Service, IaaS) и/или информационным сервисам (Software as a 

Service, SaaS), которые реализуются по облачным технологиям виртуализации.  

В компании RC функционирование всей глобальной облачной инфраструктуры 

отслеживается специальным оперативным центром (Global Network Operating 

Center, GNOC), который работает 24 часа в сутки 7 дней в неделю и несет 

ответственность за бесперебойность облачных сервисов в соответствии с принятым 

соглашением об уровне обслуживания (Service Level Agreement, SLA) более 300 тыс 

корпоративных клиентов. Все данные в реальном времени и критические события 

на многочисленных удаленных серверах отслеживаются мониторинговой системой 

Zabbix в единой базе данных (БД) и автоматически отображаются вэб приложением 

на централизованном табло (Network Monitoring Console, NMC) с целью быстрого 

обнаружения и реагирования на возможные аномалии. Анализ оперативных и 

исторических данных в БД Zabbix позволяет оценить динамику, определить 

повторяющиеся аномалии, предсказать и заранее предотвратить многие проблемы 

не допуская полного отказа распределенных сервисов в обслуживании (Distributed 

Denial of Service, DDoS). 

В таблице 1 приведены источники информации и методы отслеживания 

критических событий в RC сервисах. В случае обнаружения аномалии действия 

GNOC, как и в любой другой компании в сфере предоставления SaaS/IaaS, 

включают следующие главные этапы: 

 

 

Источники и способы обнаружения аномалий 
Средняя 

статистика RC 

Автоматические оповещения в мониторинговой 

системе Zabbix 
90% 

Сообщения от внешних партнеров и поставщиков 

Интернет услуг 
4% 

Функциональные тесты, выполняемые вручную с 

заданной периодичностью 
3% 

Уведомления от службы поддержки корпоративных 

клиентов 
2% 

Прочие источники 1% 

 

Таблица 1: Методы обнаружения аномалий в компании RingCentral. 
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1. Обнаружение и подтверждение аномалии посредством NMC либо одним из 

способов, указанных в таблице 1. 

2. Уведомление других членов команды и протоколирование сообщений об 

ошибке в одной из систем документирования. В компании RC для этих целей 

используется популярная в мире информационная система JIRA [5], а также 

инструментальные средства собственной разработки с отдельной базой данных 

инцидентов Incident Management Portal (IMP). 

3. Восстановление SaaS имеющимися автоматизированными средствами GNOC, 

если проблема хорошо известна и для нее предусмотрено оперативное решение, 

например перезагрузка VM или перенаправление рабочей нагрузки на запасной 

сетевой ресурс.  

4. Когда SaaS не может быть восстановлен средствами GNOC, инцидент 

эскалируется инженерам службы технической поддержки. Если в процессе решения 

проблемы модифицируется программное обеспечение или инфраструктура, то все 

изменения отражаются в отдельной информационной системе собственной 

разработки Change Management Portal (CMP), связанной с системой планирования 

проектов Roadmap. 

Для ряда хронических проблем, относящихся к внешним поставщикам и не 

зависящих от внутренних ресурсов RC, предусмотрены автоматические процедуры 

восстановления SaaS. В таких случаях участие GNOC на этапах 1 и 2 не требуется, 

и документ JIRA также создается автоматически. Примером такой реализации 

является автоматическое восстановление Java сервисов в результате общеизвестной 

проблемы утечки памяти при пиковой пользовательской нагрузке на приложения с 

целью предотвращения DDoS, подробно рассмотренные в работе [6]. 

 

3. Ключевые показатели эффективности облачных сервисов 

При оценке эффективности процессов в IMP/CMP/JIRA/Zabbix/Roadmap с 

помощью KPI главная проблема заключается в разрозненности перечисленных 

источников данных, хранящихся в отдельных БД реляционного типа. Поскольку в 

БД мониторинговой системы Zabbix сконцентрирована вся информация об 

удаленных серверах, то было решено использовать встроенные средства Zabbix для 

интеграции всех БД и автоматизации вычислений KPI. С этой целью разработаны 

гетерогенные SQL запросы, которые направляются по заданному расписанию с 

прокси-сервера Zabbix на распределенные серверы БД, и результат их выполнения 

возвращается в Zabbix как отдельные значения метрик по каждой из систем 

IMP/CMP/JIRA/Roadmap.  

В таблице 2 в качестве примера приведены некоторые метрики и их ежедневные 

значения для системы IMP. Интеграция данных в Zabbix в последствии позволяет 

создавать новые метрики KPI на основе агрегированных выражений любой степени 

сложности, которые уже вычисляются локально на стороне сервера Zabbix и 

сохраняются в его БД. Для интегральной оценки QoS в RC реализованы следующие 

метрики KPI, показанные на схеме рис. 1 [1]: 

1. Время обнаружения аномалии (Time To Detect, TTD). Традиционно TTD 

определяется как разница между фактическим событием на удаленном сервере и 

временем его фиксации в мониторинговой системе [7]. В реальности существует 

незначительная задержка, вызванная объективной потребностью передачи самых 

последних данных с удаленного сервера через прокси-сервер в БД мониторинговой 

системы Zabbix. Поэтому в компании RC принято оценивать TTD как время 

реакции GNOC на критическое событие в NMC с максимальным SLA 2 минуты. 
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Наименование метрики IMP в Zabbix 
Значение за 

последний день 

% инцидентов, автоматически обнаруженных в Zabbix 84 

% инцидентов, эскалированных в службу поддержки 0 

% инцидентов по результатам часовых ручных тестов 11 

% инцидентов, выявленных корпоративными клиентами 0 

% инцидентов, обнаруженных другими источниками 5 

Среднее время устранения инцидента, минут 6 

Общее количество инцидентов 19 

Максимальная продолжительность инцидентов, минут 40 

Максимальное число затронутых клиентов 0 

Максимальное число оборванных соединений 500 

 

Таблица 2: Пример ежедневного отчета по инцидентам в Zabbix. 

 

 

 
 

Рис. 1: Схема показателей интегральной оценки качества сервисов. 

 

 

2. Время уведомления об аномалии (Time To Communicate, TTC). Под TTC 

понимается именно письменное уведомление заинтересованных лиц [8]. В 

компании RC для этих целей эффективно используются ИУС IMP и JIRA. Для 

документирования инцидента в GNOC установлен SLA 2 минуты, но на практике 

это занимает не более 1 минуты, поскольку многие процессы передачи информации 

в цепочке Zabbix- JIRA-IMP автоматизированы. 

3. Время восстановления SaaS (Time To Restore/Repair, TTR). TTR – это базовая 

мера оценки периода недоступности SaaS для пользователей от момента времени, 

когда об этом стало известно, независимо от способа его восстановления и степени 

автоматизации [9]. Некоторые провайдеры ошибочно интерпретируют TTR как 

время реакции на инцидент (time to react), однако это некорректно, поскольку SaaS 

недоступен для пользователей до тех пор, пока процедура восстановления не 

закончена и QoS не протестировано. 
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На практике часто оперируют усредненными понятиями MTTD, MTTC, MTTR, 

которые являются частью SLA [10] и в компании RC вычисляются согласно схемы 

рис. 1 по формулам: 

 

MTTD = ∑ (T2 – T1) / N    (1) 

 

MTTC = ∑ (T3 – T2) / N    (2) 

 

MTTR = ∑ (T4 – T3) / N    (3) 

 

где MTTD – среднее время обнаружения аномалии (Mean Time To Detect, MTTD); 

MTTC – среднее время уведомления об аномалии (Mean Time To Communicate, 

MTTC); MTTR – среднее время восстановления SaaS (Mean Time To Restore/Repair, 

MTTR); T1 – время фактического события на удаленном сервере; T2 – момент 

времени обнаружения аномалии в GNOC; T3 – время создания документа JIRA/IMP; 

T4 – время завершения процедуры восстановления SaaS и перевода инцидента 

JIRA/IMP в статус “Resolved/Closed”; N – количество инцидентов. 

4. Время полного цикла изменения/восстановления SaaS (Turnaround Time, 

TAT). TAT – это категория мирового класса, используемая для общей оценки 

эффективности мероприятий по техническому обслуживанию и эксплуатации 

производственных систем независимо от отрасли экономики [11]. В IT сфере TAT 

означает общее время обработки заявки на сервисное обслуживание [12]. В 

компании RC согласно политики CMP в полный цикл TAT включен весь процесс 

создания, планирования, согласования изменений и их внедрение в работающую 

систему (рис. 2). Применительно к IMP эскалациям TAT определяется как 

длительность полного цикла обработки инцидента от момента его возникновения в 

работающей системе до окончательного восстановления SaaS для пользователей.  

Таким образом, справедливо одно из следующих выражений в зависимости от 

процедуры восстановления SaaS: 

 

TAT = MTTD + MTTC + MTTR    (4) 

 

TAT = MTTD + MTTR     (5) 

 

Выражение (5) применимо при наличии полностью автоматических процедур 

обнаружения аномалии и восстановления SaaS, когда MTTC и MTTR происходят 

параллельно и ручного вмешательства в процесс IMP эскалации не требуется. 

 

4. Оценка эффективности управления изменениями в RC сервисах 

Анализ статистики инцидентов в IMP показывает, что они во многих случаях 

являются следствием изменений инфраструктуры, поэтому их контроль в CMP с 

оценкой KPI имеет важное значение для достижения требуемого уровня SLA. 

Любое изменение всегда выполняется как часть одного из проектов, планируемых в 

Roadmap, с установленным рабочим циклом (рис. 2), который включает разработку 

SaaS (Development, DEV), аннонсирование новых функциональных возможностей 

(Release Notes Meeting, RNM), контроль развертывания SaaS (Deployment Tracking, 

DT) сначала на тестовой и затем на реальной системе (Production, PRO), управление 

внедрением (Release Management, RM), тестирование и контроль QoS. 
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Рис. 2: Рабочий цикл выполнения заявок на изменения в RingCentral. 

 

 

Заявка с детальным описанием изменений, включая плановую дату и время 

реализации, пошаговый план работ, целевые VM, план тестирования и отката в 

случае ошибки и т. п., подается на рассмотрение через CMP. В RC как крупной 

компании этот цикл согласования заявки в CMP составляет 8 дней, что позволяет 

провести техническую экспертизу, проверку плана реализации, анализ возможных 

последствий, подтверждение на уровне вовлеченных менеджеров отделов и совета 

директоров (Change Management Board, CMB). Статус заявки, CMB и весь процесс 

согласования отслеживается в CMP в реальном времени и фиксируется в БД CMP 

для последующего анализа и объективной оценки эффективности CMP. 

С этой целью в мониторинговой системе Zabbix созданы метрики CMP KPI 

аналогично метрикам IMP, рассмотренным в разделе 3. Пример ежедневного отчета 

CMP KPI в Zabbix приведен в таблице 3, а на графике рис. 3 показаны исторические 

данные за месяц по одной метрике, вычисляющей длительность обслуживания 

заявок CMP. Данная метрика полезна для анализа загруженности ежедневной 

плановой профилактики. На графике видно, что 4-часовое окно используется в 

среднем менее чем на 50%, а выполнение одной заявки превысило максимальный 

предел 4 ч, но поскольку это произошло в выходной день в часы низкой 

пользовательской нагрузки, то это не считается инцидентом. 

 

Наименование метрики CMP в Zabbix 
Значение за 

последний день 

% изменений, вызванных инцидентами 4 

% изменений, выполненных в запланированное время 84 

% срочных внеплановых изменений 12 

Среднее время выполнения заявки, минут 67 

Всего подано заявок 25 

Всего отказано в обработке заявок 1 

Всего обработано заявок 24 

 

Таблица 3: Пример ежедневного отчета Zabbix по изменениям в RingCentral. 
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Рис. 3: Исторические данные Zabbix о времени выполнения заявок в RingCentral. 

 

 

В работе [13] представлены другие примеры успешной реализации KPI с целью 

повышения эффективности IMP/CMP в условиях непрерывности процесса 

обновления SaaS/IaaS в динамично развивающейся многофункциональной облачной 

инфраструктуре RC. 

 

5. Заключение 

Главная проблема в повышении эффективности управления большой IT 

компанией, предоставляющей инфраструктурные и информационные сервисы в 

глобальной сети Интернет, состоит в разрозненности корпоративных 

информационных систем различного назначения. С целью интеграции и создания 

единого информационного пространства в компании RingCentral предложено 

использовать мониторинговую систему Zabbix масштаба предприятия, поскольку в 

ее централизованной базе данных в реальном режиме времени собираются данные о 

производительности, загруженности ресурсов, пользовательской активности и 

других системных событиях на многочисленных удаленных серверах и сетевых 

каналах связи в облачной инфраструктуре. Исторические данные БД Zabbix 

используются не только при решении текущих задач мониторинга и восстановления 

сервисов после инцидентов, но и для анализа тенденций дальнейшего развития, 

прогнозирования темпов масштабирования и потребности в системных ресурсах. 

В данной работе преимущества автоматизированных средств мониторинга 

Zabbix использованы для интегральной оценки эффективности корпоративных 

систем управления на основе общепринятых в мире ключевых показателей 

производительности, таких как TTD, TTC, TTR, TAT, а также их усредненных 

значений. Внедрение KPI и анализ полученных результатов позволили улучшить 

качество и доступность бизнес сервисов компании RingCentral до уровня 99.998%, 

что является относительно высоким показателем в сфере телекоммуникаций. 
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PERFORMANCE EVALUATION OF A TANDEM
QUEUE WITH COMMON FOR PHASES SERVERS

T. Efimushkina1,2
1 Peoples Friendship University of Russia, Moscow, Russia,

2 Fraunhofer Heinrich Hertz Institute, Berlin, Germany

The fifth generation of mobile technology (5G) is positioned to enable a fully
mobile and connected society by enhancing considerably the performance in
terms of throughput, latency and reliability and controlling a highly heterogeneous
environment characterized by the existence of multi-layer networks, multiple
types of devices, etc. In such an environment, there is a fundamental need for
enablers to achieve a consistent and seamless user experience, and therefore,
the selection of algorithm that manages scarce resources in the network is of
great importance. In this paper a tandem queue in discrete time is proposed
and investigated with servers distributed among the phases. Various resources
allocation schemes, including deterministic algorithms and proportional ones
that adaptively distribute resources between the phases are compared by means
of extensive simulation analysis.

ИССЛЕДОВАНИЕ МНОГОФАЗНОЙ СМО В
ДИСКРЕТНОМ ВРЕМЕНИ С

РАСПРЕДЕЛЯЕМЫМ МЕЖДУ ФАЗАМИ
МНОЖЕСТВОМ ПРИБОРОВ

Т. Ефимушкина1,2
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2 Fraunhofer Heinrich Hertz Institute, Берлин, Германия,
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Аннотация
Одной из задач технологий мобильной связи пятого поколения

(5G) является создание полностью подключенного и мобильного об-
щества за счет улучшения производительности с точки зрения про-
пускной способности, задержки, и обеспечения надежности, а так-
же эффективного управления гетерогенными сетями связи, харак-
теризующихся высокой плотностью пользователей и разнообразием
пользовательских терминалов. При этом для обеспечения стабиль-
ного и приемлемого уровня обслуживания распределение ресурсов в
гетерогенных сетях остается важным исследовательским вопросом.
В статье предлагается и исследуется многофазная СМО с распреде-
ляемым между фазами общим множеством приборов. Разработана
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имитационная модель, на базе которой проведен численный анализ
различных схем распределения ресурсов на базе детерминированного
и пропорциональных алгоритмов.

Ключевые слова: гетерогенная сеть, нисходящий канал, много-
фазная СМО, схема распределения приборов

1. Введение
Введем основные структурные параметры рассматриваемой СМО: пусть

M - число фаз в многофазной системе, 1 ≤ M ≤ ∞. Рассмотрим СМО с
буферным накопителем (БН) фазы m (БНm) емкости rm, 0 ≤ rm ≤ ∞,
rT := (r1, r2, ..., rM ). Здесь и далее в статье, если не определяется особо,
m = 1,M иm соответствует номеруm−й фазы. На БНm поступает неорди-
нарный поток однородных заявок. После обслуживания прибором фазы m
заявка либо с заданной вероятностью покидает СМО, либо с дополнитель-
ной поступает на БНm+1 для обслуживания на фазе m+ 1, m = 1,M − 1;
при m = M все обслуженные заявки покидают СМО. Структура СМО
иллюстрируется рис.1. Представленные на нем, но не введенные выше па-
раметры, определяются далее. Пусть далее точка вместо индекса означает
полную сумму переменной по этому индексу.

Будем считать, что из совокупного числа c, c < ∞, приборов в мно-
гофазной СМО за фазой m постоянно закреплены cm приборов, cT :=
(c1, c2, ..., cM ), а оставшиеся c − c• приборов распределяются между все-
ми фазами случайным образом в соответствии с заданной процедурой;
0 ≤ cm < c, 0 ≤ c• ≤ c, при условии, что c 6= 0, если c = c•. Случай cm = 0
означает отсутствие закрепленных за фазойm приборов; если c• = 0, то все
множество приборов распределяется между фазами; при c• = c приходим
к варианту традиционной многофазной СМО с фиксированным числом cm
приборов на фазе m без распределяемых между фазами приборов.

Будем рассматривать функционирование СМО в дискретном времени
с тактом постоянной длины h, h > 0. Разделим ось времени на такты и
примем, что все изменения в системе происходят лишь в моменты nh, n =
0, 1, .... Для определенности будем считать, что такт n есть полуинтервал
[nh, (n + 1)h). Будем предполагать, что события в СМО в n-м такте (в
момент nh) происходят в следующей последовательности:
• распределение c− c• приборов между фазами;
• окончание обслуживания заявок на фазах, начиная с фазы M , затем

на предыдущей фазе и т.д. до фазы 1; последовательно с обслужива-
нием освобождение мест, занимаемых обслуженными заявками в БН
фазы; уход из СМО или поступление этих заявок на следующую фа-
зу и буферизация на свободные места ее БН (только уход из СМО,
если это фаза M);
• поступление новых заявок на фазы СМО;
• фиксация состояния СМО.
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Рис. 1: Многофазная СМО в дискретном времени с распределяемым между
фазами общим множеством приборов.

1.1. Описание процессов распределения приборов, обслужива-
ния, буферизации и поступления. Далее будем рассматривать лишь
неотрицательные целочисленные случайные величины (СВ). Пусть ξm,n, ξm,n ∈
{0, 1, ..., rm} - СВ числа заявок в БНm на такте n, СВ ξTn := (ξ1,n, ξ2,n, ..., ξM,n)
будем называть состоянием СМО на такте n, n ≥ 0. Рассмотрим подробнее
в соответствии с введенной последовательностью событий в СМО процессы
распределения приборов между фазами, обслуживания на фазах, буфери-
зации и поступления заявок на систему.

Обозначим γm,n, γm,n ∈ {0, 1, ..., c− c•}, - СВ числа приборов, выделяе-
мых фазеm в такте n. Пусть при ξn−1 = q, qT := (q1, q2, ..., qM ), qm = 0, rm,
приборы числом γT

n := (γ1,n, γ2,n, ..., γM,n) = (c′1, c
′
2, ..., c

′
M ) = c′

T из множе-
ства общих приборов выделяются фазам с вероятностями
gT
c′(q) := (g1,c′1 , g2,c′2 , ..., gM,c′M

)(q) = P{γn = c′ | ξn−1 = q}, n ≥ 1, где
gT
c′(q)1 = 1, c′m = 0, c− c•, c′ ∈ C ′

C ′ := {c′ : c′• = c− c•}, | C ′ |=
(
M+c−c•−1

c−c•

)
= (M+c−c•−1)!

(c−c•)!(M−1)! ,
при условии

∃m∀q := cm = 0 ∧ gm,0(q = 1). (1)

Условие (1) обеспечивает возможность выделения фазе m приборов из
множества распределяемых при отсутствии на ней постоянно закреплен-
ных приборов. Чтобы подчеркнуть зависимость в общем случае выбора
c′m от состояния СМО на предыдущем такте в ряде мест далее по тек-
сту используется мнемоника c′m(q). Отметим, что распределение приборов

46



может осуществляться и в качестве последнего действия в последователь-
ности событий в рассматриваемой СМО. Если приведенный выше вариант
последовательности событий позволяет учесть сложившиеся на предыду-
щем такте потребности фаз в обслуживании заявок, то при распределении
приборов в конце такта можно учесть потребности фаз, сформировавшиеся
за текущий такт.

Пусть βm,n, βm,n ∈ {0, 1}- СВ числа окончаний обслуживания за такт
n на любом из приборов, занятом обслуживанием заявки на фазе m, при-
чем вероятность завершения обслуживания заявки на приборе в такте n
зависит в общем случае от ξn−1:
bm(q := P{βm,n = 1 | ξn−1 = q}, 0 < bm(q) ≤ 1, n ≥ 1,
bT (q) := (b1, b2, ..., bM )(q).

С дополнительной вероятностью bm(q) обслуживание заявки будет про-
должено, в т.ч. в следующем такте при наличии прибора. Для удобства
здесь и далее черта над обозначением вероятности будет означать ее до-
полнение до единицы. Таким образом, процесс обслуживания прибором в
текущем такте определяется распределением Бернулли с параметром, за-
висящим от состояния СМО на предыдущем такте. Введем обозначение
c′′m(q) := cm + c′m(q) для общего числа приборов на фазе m после распре-
деления приборов, c′′T (q) := (c′′1 , c

′′
2 , ..., c

′′
M )(q) = cT + c′T (q).

Пусть ηm,n, ηm,n ∈ {0, 1, ..., c′′m(q) ◦ qm} - СВ числа окончаний обслужи-
вания за такт n на приборах, занятых обслуживанием заявок на фазе m.
Здесь и далее используется обозначение x ◦ y := min(x, y), где x и y могут
быть выражениями, и знак ◦ действует на выражение x слева и выражение
y справа от него; обозначение x ◦ y есть минимум между x и y без учета
других членов выражения, в котором стоит x ◦ y. Вследствие предполо-
жения о распределении Бернулли окончания обслуживания на приборе,
распределение числа обслужившихся за такт на фазе m заявок имеет би-
номиальное распределение: ηm,n ∼ Bin(c′′m(q)◦qm, bm(q)). В случае ухода с
фазы m прибора, обслуживавшего на предыдущем такте заявку, не завер-
шившую за этот такт обслуживание (частично обслуженную), она ожидает
в БНm его продолжения при поступлении прибора в будущем.

Пусть заявка, завершившая обслуживание на фазе m, с вероятностью
dm(q) уходит из СМО, и с вероятностью dm(q) поступает на фазуm+1,0 ≤
dm(q) < 1,m = 1,M − 1, dM (q) = 1,dT (q) := (d1, d2, ..., dM )(q). Отметим,
что распределение числа покидающих СМО заявок из закончивших обслу-
живание за такт n на фазе m также имеет биномиальное распределение.

Будем считать, что заявка, которой не хватило места для буферизации
в БНm с rm < ∞, теряется, не возобновляется и не оказывает влияния на
дальнейшее функционирование системы. Как указывалось ранее на рис.1
и в описании к нему, обслуживаемая заявка занимает одно место в БН,
которое освобождается по окончании обслуживания.

47



Пусть αm,n, αm,n ∈ {0, 1} - СВ числа поступлений извне групп заявок
на фазу m за такт n, причем вероятность поступления группы в такте n
зависит от состояния СМО ξn−1 на такте n− 1 и равна
am(q) := P{αm,n = 1 | ξn−1 = q},m = 1,M, 0 < al(q) < 1, l = 2,M, n ≥ 1.

Хотя al(q) в общем случае может принимать нулевые значения для
некоторых q при условии не блокирования полностью входящего потока,
без ограничения общности будем полагать, что ∀q : a1(q) 6= 0. Вероятность
поступления извне на фазу m за такт группы заявок объема k обозначим

am,k(q) =

{
am(q) ,k = 0

am(q)tk ,k = 1,Km

,

где Km - максимальное значение объема поступившей группы заявок на
фазу m за такт n и tk - вероятность группы объема k.

Таким образом, поступающие на фазы СМО потоки заявок зависят от
состояния системы, являются неординарными геометрическими потоками
второго рода и обозначаются GeomG(q).

Предложенная выше дисциплина распределения приборов между фа-
зами обладает абсолютным приоритетом по отношению к обслуживаемым
заявкам: прибор может прервать обслуживание заявки и перейти на дру-
гую фазу.

1.2. Мнемоническое обозначение. Будем обозначать аббревиату-
рой SAT наличие процедуры распределения приборов между фазами мно-
гофазной СМО (от английского выражения Servers Allocation in Tandem
Queues).

В соответствии с классификацией Кендалла-Башарина [1], установив-
шейся для СМО в дискретном времени мнемоникой [2] и предложенными
обозначениями условимся обозначать введенную многофазную СМО как
(GeomG(q) | Bin(q) | c′′m(q) | rm ≤ ∞ | B(q))Mm=1/SAT .

1.3. Пространство состояний. Функционирование СМО в ее общем
виде при rm < ∞,m = 1,M , можно описать однородным процессом ξTn :=
(ξ1,n, ξ2,n, ..., ξM,n) по моментам nh, n ≥ 0, над множеством состояний

Q =

r1⋃
q1=0

r2⋃
q2=0

...

rM⋃
qM=0

(q1, q2, ..., qM ), | Q |=
M∏

m=1

Rm, Rm := rm + 1. (2)

Из сделанных выше предположений следует, что процесс ξn, n ≥ 0 яв-
ляется однородной цепью Маркова, причем все состояния цепи ξn, n ≥ 0
сообщаются и образуют один эргодический класс без подклассов. При этом
предполагается, что введение зависимости нагрузочных параметров от со-
стояния цепи Маркова на предыдущем такте не приводит к появлению
несообщающихся состояний.

Таким образом, в данном разделе введена и описана новая многофазная
СМО в дискретном времени с распределяемым между фазами множеством
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приборов в самом общем виде. Это вызвано практическими задачами, в
том числе задачами расчета гетерогенных сетей, в которых общие ресур-
сы передачи распределяются на каждом такте между базовой станцией и
ретрансляционными станциями. Предложенный в статье подход с распре-
делением множества общих приборов в многофазной СМО можно исполь-
зовать также в сетях массового обслуживания и системах циклического
обслуживания в дискретном времени. Для случая непрерывного времени
как для многофазной СМО, так и для сетей массового обслуживания или
систем циклического обслуживания временные интервалы между момен-
тами перераспределения общих приборов, соответственно, между фазами,
узлами, подсистемами должны задаваться вероятностным распределени-
ем.

2. Анализ различных схем распределения ресурсов на базе
имитационной модели

2.1. Схемы распределения ресурсов. Для введенной в предыдущем
разделе модели был разработан программный комплекс на языке програм-
мирования C++, реализующий имитационную модель, позволяющую про-
анализировать различные схемы распределения ресурсов между фазами.
Следует отметить, что при численном анализе могут быть рассмотрены
любые схемы, включая детерминированные и пропорциональные алгорит-
мы, однако, в данной статье приведено сравнение трех схем распределения
ресурсов, предложенных в [3]: детерминированного, пропорционального и
пропорционального с ограничениями (далее D, P, P-с соответственно).

В соответствии с алгоритмом D ресурсы выделяются фазам фиксиро-
ванным образом, и не перераспределяются в ходе имитации. Пропорцио-
нальные методы (P, P-c), с зависимостью от состояния системы, нацелены
на повышение общей пропускной способности соты за счет адаптирован-
ного к нагрузке распределения приборов между фазами, поэтому они мо-
гут быть отнесены к классу планировщиков Proportional Fair [4]. Данный
класс планировщиков характеризуется выделением ресурсов пользовате-
лям с наилучшим качеством канала в целях повышения пропускной спо-
собности сети, учитывая при этом среднее число переданных бит всех ак-
тивных пользователей в предыдущих тактах, что позволяет также обеспе-
чить минимальным числом ресурсов пользователей, находящихся в плохих
канальных условиях.

Особенностью алгоритма P-c является выделение ресурсов на обслу-
живание заявок группы объема, не приводящего к потерям на буферных
накопителях следующих фаз. При этом, рассматривается сеть с центра-
лизованной архитектурой, при которой базовая станция обладает полной
информацией о состоянии БН, длительности обслуживания заявок, и т. д.

2.2. Численный анализ. Моделирование проводится для трехфазной
системы с числом приборов, равным 25. При этом предполагается, что ем-
кости БН трех фаз имеют одинаковые значения, равные 15. Объем посту-
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пающей группы заявок имеет распределение Пуассона со средним, равным
числу закрепленных за фазами приборов, т. е. 5. Вероятности завершения
обслуживания и ухода из системы приняты равными 0.5. Вероятности по-
ступления групп заявок на вторую и третью фазы принимают значение
0.25. Выбор исходных данных имеет целью выявить тенденции поведения
системы, но не исследовать ее в реальных условиях. На рис.2-3 представле-
ны графики для некоторых показателей исследуемых алгоритмов распре-
деления ресурсов, указанных в подрисуночных подписях, при изменении
вероятности поступления a на первую фазу за такт.
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Рис. 2: Графики зависимости вероятности потерь в СМО от вероятности
поступления заявки на СМО.

Как видно из графиков, с увеличением нагрузки детерминированный
алгоритм D характеризуется наибольшей вероятностью потерь в СМО(рис.2).
Отметим, что при исследовании гетерогенной сети LTE в виде двухфаз-
ной СМО с неординарным потоком неоднородных заявок и второй фазой
сложной структуры, состоящей из параллельных СМО конечной емкости
[3], пропорциональный метод P-c показал наилучший результат для раз-
личных вероятностно-временных характеристик. В данном численном экс-
перименте два алгоритма показывают сравнительно схожее поведение, что
может быть объяснено более высоким числом случайных процессов, ха-
рактерных для рассматриваемой СМО: введением вероятности ухода из
системы, вероятности поступления группы заявок на каждую из фаз, ве-
роятности обслуживания bm 6= 1. На рис.3 показана зависимость среднего
числа выделенных ресурсов на фазу 1 и фазу 2 в зависимости от измене-
ния нагрузки на первую фазу слева направо, соотвественно. Отметим, что
график для фазы 3 имеет схожее с фазой 2 поведение.
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Рис. 3: Графики зависимости среднего числа выделенных ресурсов от ве-
роятности поступления заявки на СМО для фаз 1 и 2, соответственно.

3. Заключение

В статье предлагается и исследуется многофазная СМО с распределя-
емым между фазами общим множеством приборов. Разработана имитаци-
онная модель, на базе которой приведен численный анализ различных схем
распределния ресурсов на базе детерминированного и пропорциональных
алгоритмов. Предложенный в статье подход с распределением множества
общих приборов в многофазной СМО можно использовать также в сетях
массового обслуживания и системах циклического обслуживания в дис-
кретном времени.
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Abstract

We consider the efficiency of dynamic resource pooling and allocation in a
cloud computing system offering infrastructure-as-a-service (IaaS). We assume
that the demand for service computing by virtual machines (VMs) follows a Pois-
son load pattern and that the response times of the provided computing services
can be classified into several service categories that are governed by exponential
service time patterns. A hierarchical, dynamic, class-dependent balancing policy
based on a least-loading scheme is applied to provide a uniform utilization among
the servers. It is derived from cascaded mutual overflow routing using informa-
tion on the utilization of VM clusters of similar type on adjacent servers within
this resource pool. Regarding the allocation of virtual machines of these differ-
ent service types to the user demand by a pool of physical servers, we derive a
Markovian loss model with adaptive routing induced by cascaded mutual over-
flow as effective, state-dependent load balancing policy. We determine its basic
performance characteristics applying a Markovian fixed-point model. Based on
the latter we gain insight on the power of the proposed dynamic load balancing
policy among service classes.

Keywords: Cloud computing, IaaS, performance analysis, randomized load bal-
ancing, mutual overflow system

1. Introduction

In recent years modern Web services have been provided by cloud computing
systems that are hosted by powerful infrastructures in modern data centers like Mi-
crosoft Windows Azure or Amazon Web Services. The latter environment constitutes
an example of an infrastructure-as-a-service (IaaS) system where users can deploy
their virtualized service computing systems on the physical resources of the infra-
structure provider. Pooling the virtualized resources offers the chance to follow effi-
ciently the dynamically changing demand curves of the Web services advertised by a
service provider, and to satisfy the scalability, elasticity, and resilience requirements
of service-oriented computing.
Effective load balancing and resource allocation schemes are an important ingredient
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of IaaS systems. Recently, new randomized resource assignment policies based on
sampling the utilization of physical servers such as the power-d scheme have been
studied (cf. [2], [3], [4]). Following Mukhopadhyay et al. [3], we can argue that the
resource allocation of virtual machines (VMs) on an interconnected cluster of phys-
ical servers may be considered as a randomized routing among loss systems hosting
the VMs as service units. Then a utilization-oriented resource allocation policy that
first senses the status of the physical servers, allocates VMs and tries to optimize the
load assignment subject to loss minimization and uniformization constraints can be
translated into a state-dependent routing policy of VM requests to the coupled loss
systems (cf. [2], [3], [5]).
Related research [3] has revealed that randomized power-d load balancing schemes for
interconnected loss systems are very powerful mechanisms, but their technical real-
ization requires some overhead. Therefore, we propose a much simpler load balancing
mechanism that is derived from classical mutual overflow routing (MOR) with state-
dependent load splitting (cf. [1]). Its superior performance has already been revealed
in the context of circuit-switched networking and guided a worldwide deployment in
the switching equipment of two big European manufacturers.
We suppose that a cluster of interconnected physical machines is given which hosts
groups of VMs as virtualized computing resources. The latter are divided into different
service classes. VM groups of the same class on two neighboring servers are coupled
by a MOR scheme. In this way we construct a hierarchical binary load balancing tree
among groups of VMs of the same class. Considering a binary tree component, the
load is balanced is such a way that a VM request is first offered to the least loaded
component with the option to overflow to the other one in case of a fully loaded struc-
ture. In this way an effective adaptive local load balancing scheme can be extended to
a tree structure.
In this paper we first analyze the derived performance model of a basic component
of this IaaS system and describe a fixed-point model of the underlying coupled loss
systems with dynamic load balancing in Section 2. Then we investigate its basic per-
formance metrics in Section 3. Finally, some general conclusions are drawn.

2. Performance Modeling of Dynamic Load Balancing Among
Virtualized Server Units in Cloud Computing

We consider a dynamic resource allocation of virtual machines hosted on the inter-
connected physical servers that is governed by a dynamic load balancing scheme. The
latter uses both information about the utilization of the C virtual machines of M differ-
ent service types and the number of different machines on the interconnected cluster
of the N = 2k, k ∈ N, physical servers. Motivated by the approach of Mazumdar et al.
[3] and references therein, we assume that the server i ∈ S = {1, . . . ,N} accomodates
Ci j virtual machines as service units of M different service types j ∈ T = {1, . . . ,M}.
Then we suppose that the resulting number C j̇ =

∑
i∈SCi j of virtualized servers of a

certain type j ∈ T can be arranged such that C1̇ ≤ C2̇ ≤ . . . ≤ CṀ holds.
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2.1. Dynamic Load Balancing by Mutual Overflow Routing. We propose to
apply a dynamic load balancing scheme among two adjacent virtualized clusters of
the same type j ∈ T on pairs (i, i + 1), i = 2l − 1 ∈ {1, . . . ,N − 1}, l = 1, . . .N/2
of adjacent servers that is derived from a mutual overflow scheme (see figure 1, cf.
[1]). Then the scheme can be applied in a hierarchical way to the compound of two
clustered servers (i, i + 1) and (i + 2, i + 3) as single load balancing block of the mutual
overflow scheme and so on. In this way a hierarchical, binary load balancing tree is
formed among the service units of each service type.
The offered traffic to service category j ∈ T is resulting from a splitting of the overall
load to all interconnected servers with rate λS by a splitting ratio p(T )

j . Each server

i ∈ S gets a conditional splitting ratio p(S |T= j)
i of the overall traffic of type j. We

assume that the offered load is determined by a Poisson stream, hence, all traffic of
service demand for virtual machines of a certain class j ∈ T at different servers i ∈ S
is governed by Poisson processes with rates λi j = λS · p

(T )
j · p

(S |T= j)
i .

2.2. Performance Model of a Two-Server System. Let us now consider two
adjacent servers (i, i + 1), i ∈ {1, . . . ,N − 1} within the server farm as building block of
the service infrastructure with hierarchical, dynamic load balancing among a certain
service class. For simplicity we assume i = 1. We call the latter service computing
system 1 and 2, respectively (see figure 1). Then we look at a fixed service category
j ∈ T, e.g. j = 1, and apply the mutual overflow scheme as basic load balancer among
the N1 = C1 j and N2 = C2 j virtual machines on system 1 and 2, respectively, that are
serving the incoming service requests of type j. In this case we interpret the system
of parallel virtual machines on each server as fully available trunk groups 1 and 2
with Poisson arrival streams and rates λ1, λ2 as offered traffic 1 and 2, and exponential
service times. Without loss of generality, we assume a common service time with rate
µ = 1. If all virtual machines in both service groups are busy, an arriving VM service
request is lost in this combined server system. In the binary tree structure this portion
of the traffic will overflow to the neighboring block of the server cascade. Thus, a
coupled system of two isolated Erlang loss models can be used to describe the basic
performance behavior of the coupled virtualized server cluster of fixed type j (cf. [1]).
We propose to use both the information on the relative server capacities N1,N2 and the
VM utilizations ρ1, ρ2 on the different servers 1 and 2 to allocate the incoming requests
to the least loaded server. This state-dependent dynamic routing policy within the
mutual overflow system between system 1 and 2 is modelled by an adaptive routing
with a random splitting of the offered Poisson traffic of class j with common rate:

λ = λi j + λi+1 j = λS · p
(T )
j · (p(S |T= j)

i + p(S |T= j)
i+1 ) i = 1, j ∈ T.

Due to the dynamic MOR-type load balancing subject to the server capacities and
utilization states, we assume that this offered traffic with rate λ is randomly split up
into two portions for system 1 and 2 with rates λ1 and λ2. Then the described policy
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Figure 1: Principle of mutual overflow routing between two coupled loss systems of
virtualized machines that are interpreted as trunk group 1 and 2.

can be modelled by the following splitting probabilities

p =

N1
N1+N2

(1 − ρ1(N1))

1 − ρ(N1 + N2)
, 1 − p =

N2
N1+N2

(1 − ρ2(N2))

1 − ρ(N1 + N2)
(1)

of the Poisson stream with rate λ offered to the consecutive virtualized server groups
on system 1 and 2. Here ρ1(N1) = E(X1)/N1, ρ2(N2) = E(X2)/N2 denote the uti-
lization of a single virtual machine on server 1 and 2, respectively, where the state
variable Xk records the number of active virtual machines on server k ∈ {1, 2}.

ρ(N1 + N2) = E(X1 + X2)/(N1 + N2) =
N1

N1 + N2
· ρ1(N1) +

N2

N1 + N2
· ρ2(N2)

is the utilization of a single machine of the same type on two adjacent servers that are
coupled by mutual overflow load balancing. Here we assume that the systems 1 and 2
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will not be fully utilized. The latter case may be simply incorporated by adopting the
modified splitting probability

p =

N1
N1+N2

(1 − ρ1(N1) + ε)

1 − ρ(N1 + N2) + ε
, 1 − p =

N2
N1+N2

(1 − ρ2(N2) + ε)

1 − ρ(N1 + N2) + ε

for sufficiently small ε > 0. It yields a static splitting according to the relative number
of VMs for fully utilized service blocks in the coupled VM clusters.
Then the resulting fresh Poisson stream of type j to system 1 has the rate

λ1 = λ · p = λ ·

N1
N1+N2

(1 − ρ1(N1))

1 − ρ(N1 + N2)
(2)

and that one offered to system 2 has the rate

λ2 = λ · (1 − p) = λ ·

N2
N1+N2

(1 − ρ2(N2))

1 − ρ(N1 + N2)
(3)

The flow analysis of the interacting server systems coupled by the adaptive routing
which is induced by the mutual overflow load balancing now yields the following
offered traffic rates L1 and L2 on system 1 and 2, respectively:

L1 = L1(p) = λ1 + λ2 · B2 = λ · p + λ · (1 − p) · B2 = λ[1 − (1 − p) · (1 − B2)](4)
L2 = L2(p) = λ2 + λ1 · B1 = λ · (1 − p) + λ · p · B1 = λ[1 − p · (1 − B1)] (5)

Here the terms B1 and B2 denote the arrival-stationary blocking probabilities of sys-
tem 1 and 2, respectively. If we make the simplifying assumption that the Markov-
modulated overflow traffic is again approximated by Poisson streams, the latter coin-
cide with the time-stationary blocking probabilities due to the PASTA property.

2.3. Fixed-Point Approximation of the Blocking Probabilities. The time-station-
ary blocking probabilities B1, B2 are determined by Erlang’s formula B = E(N, A) for
a pure loss system with offered load A and N service units if we suppose that the
overflow streams are Poisson flows. Then they are given by the following quantities

B1 = f1(N1, L1, B2, p) = L1
N1/[N1!(

N1∑
i=0

L1
i/i!)] = E(N1, λ · [1 − (1 − p) · (1 − B2)])

B2 = f2(N2, L2, B1, p) = L2
N2/[N2!(

N2∑
j=0

L2
j/ j!)] = E(N2, λ · [1 − p · (1 − B1)])

if we assume without loss of generality that the service rates of all classes are uni-
formly given by µ = 1. In [1] it has been revealed that this approximation of the
Markov-modulated overflow streams by Poisson flows with identical overflow rates
yields a very accurate approximation of the blocking behavior.
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For any fixed splitting probability p ∈ (0, 1) this overall Erlang loss model yields a
system of fixed-point equations F = ( f1 ◦ f2, f2 ◦ f1) : I → I on the compact unit
square I = [0, 1]2 to determine the blocking probabilities (B1(p), B2(p)) ∈ [0, 1]2 by

B1 = B1(p) = E
(
N1, λ ·

[
1 − (1 − p) · (1 − E(N2, λ · [1 − p · (1 − B1)]))

])
(6)

B2 = B2(p) = E
(
N2, λ ·

[
1 − p · (1 − E(N1, λ · [1 − (1 − p) · (1 − B2)]))

])
. (7)

The existence of a fixed point B∗(p) = (B∗1(p), B∗2(p)) ∈ [0, 1]2 is guaranteed by
Brower’s fixed-point theorem. In [1] it was shown that for fixed p ∈ (0, 1) the in-
dependent offered Poisson streams with the positive rates λ1, λ2 in (2), (3) determine
even a unique fixed point B∗(p) due to the monotonicity of Erlang’s loss formula. Then
they can be computed by a simple power iteration, e.g. B(n)

1 = [ f1 ◦ f2]n(B(0)
1 ), B(0)

1 =

E(N1, L1(p)). Both blocking terms B1, B2 arising as fixed point B∗(p) = (B1, B2) in
(6, 7) are coupled by the common splitting probability p = g(B1, B2) in (1) which
depends in a nonlinear manner on the individual server utilizations

ρ1(N1) = g1(N1, L1, B1) = E(X1)/N1 =
1

N1
· L1 · (1 − B1)

ρ2(N2) = g2(N2, L2, B2) = E(X2)/N2 =
1

N2
· L2 · (1 − B2)

and, hence, blocking probabilities in both loss systems 1 and 2, and on the server
utilization

ρ(N1 + N2) =
E(X1 + X2)
(N1 + N2)

=
N1

N1 + N2
·

L1

N1
· (1 − B1) +

N2

N1 + N2
·

L2

N2
· (1 − B2)

in the overall system. Hence, the splitting probability p ∈ (0, 1) in (1) is determined
by the resulting fixed-point equation:

p = h(B1, B2, p) =

N1
N1+N2

(1 − L1
N1

(1 − B1))

1 − [ N1
N1+N2

L1
N1

(1 − B1) + N2
N1+N2

L2
N2

(1 − B2)]

=
N1 − L1(p)(1 − B1(p))

N1 − L1(p)(1 − B1(p)) + N2 − L2(p)(1 − B2(p))
(8)

=
N1 − λ · [1 − (1 − p) · (1 − B2(p))](1 − B1(p))

(N1 − λ · [1 − (1 − p) · (1 − B2(p))](1 − B1(p))
+N2 − λ · [1 − p · (1 − B1(p))](1 − B2(p)))

(9)

The corresponding fixed-point model (4, 5, 6, 7, 9) of the combined splitting-blocking
model X = (B1(p), B2(p), p) ∈ [0, 1]3 is simple, but analytically complex due to the ra-
tio structure of the term p. It can be solved by a power iteration p(n) = h(B1, B2, p(n−1)),
n ∈ N, p(0) = 0.5 whose local convergence to a fixed point X∗ = (B∗1(p∗), B∗2(p∗), p∗) is
guaranteed by Brower’s fixed-point theorem. Starting with the outcome of our previ-
ous analysis [1], we can reveal the dependence on the splitting parameter p∗ by a
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Steady-state representation result.
We consider the basic IaaS component of two servers that host N1 and N2 virtual
machines (VMs) and serves Poisson arrival streams with offered loads λ1 = λp∗ and
λ2 = λ(1 − p∗), respectively. They are coupled by mutual overflow routing combined
with a least-load balancing scheme with splitting probability p∗ in (1). The steady-
state distribution Π = (πi, j),πi, j = limt→∞ P(X(t) = (i, j)) of the resulting ergodic loss
model X = (X1, X2) ∈ [0,N1] × [0,N2] ⊂ N2 that describes the number of active VMs
in server 1 and 2 is determined by a perturbed product-form solution

πi, j =

N1∑
k=0

ck(p∗)gi(ρk(p∗), λ1, p∗) · g j(−ρk(p∗), λ2, p∗)

+

N2∑
l=0

dl(p∗)gi(γl(p∗), λ1, p∗) · g j(−γl(p∗), λ2, p∗) (10)

for 0 ≤ i ≤ N1, 0 ≤ i ≤ N2. The parameters ρk(p∗) ∈ (−∞,−1), 1 ≤ k ≤ N1,
are the distinct zeros of the Brockmeyer polynomial gN1 (1 + ρ(p∗), λ1, p∗) and γl(p∗) ∈
(1,∞), 1 ≤ l ≤ N2, the distinct zeros of the Brockmeyer polynomial gN2 (1−γ(p∗), λ2, p∗)
and ρ0(p∗) = γ0(p∗) = 0. The N1 + N2 coefficients ck(p∗), 0 ≤ k ≤ N1, dl(p∗), 0 ≤ l ≤
N2 are the unique solution of a linear system determined by these Brockmeyer polyno-
mials. All terms dependent in unique manner on the existing fixed-point p∗ ∈ [0, 1] of
the non-linear system (9). They uniquely determine the IaaS blocking probability:

πN1,N2 = E(N1, λ1) · E(N2, λ2) +

N1∑
k=1

ck(p∗)gi(ρk(p∗), λ1, p∗) · g j(−ρk(p∗), λ2, p∗)

+

N2∑
l=1

dl(p∗)gi(γl(p∗), λ1, p∗) · g j(−γl(p∗), λ2, p∗) (11)

Combining all these coupled loss models arising from the hierarchical binary load bal-
ancing tree, we are able to determine by these analytic means the vector of the server-
dependent blocking probabilities Bi j of class j on server i and the overall blocking
probabilities Bi,∗, B∗, j of all servers and classes as fundamental performance metrics
of the sketched interconnected service computing system.

3. Performance Study
We have investigated the loss and utilization performance of a basic building block of
the proposed IaaS computing model. It consists of two loss systems with C1 = 20 and
C2 = 25 virtual machines of the same class coupled by mutual overflow routing with
a least-load balancing policy in (1). In figure 2a) we depict the dependence relation of
the adaptive splitting probability p∗ ∈ (0, 1) on the overall rate λ of the arriving Poisson
traffic for a heavily loaded system. In figure 2b) we illustrate the dependence of the
utilization ρ1 of system 1 (blue, dashed line) and the corresponding utilization ρ2 of
system 2 (black, solid line) on the fixed-point of the splitting probability p∗ ∈ (0, 1).
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a) Dependence relation of the splitting
probability p∗ ∈ (0, 1) on the overall rate λ
of the arriving Poisson traffic.

b) Dependence of the utilizations ρ1, ρ2 of
system 1 and 2 on the fixed-point splitting
probability p∗ ∈ (0, 1).

Figure 2: Dependence relations in two interconnected loss systems with C1 = 20 and
C2 = 25 VMs and dynamic MOR-based load balancing.

4. Conclusions

We have investigated the basic component of a new IaaS computing model with dy-
namic load balancing that is derived from mutual overflow routing (MOR) among two
physical servers with virtualized computing resources and a state-dependent splitting
of the offered traffic based on a least-load policy. We have first derived a fixed-point
model for the MOR scheme on an underlying binary tree of Erlang loss systems that
can reflect the state-dependent load balancing policy. Then we have developed an
analysis method to compute the loss performance of the service system. The outcome
has been demonstrated by a case study of a single class IaaS block illustrating the
dependence relation of the traffic splitting and the utilization vector of the system.
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Abstract
We continue to examine a discrete time queueing system where the service of

a customer may start at the moment of arrival or at moments differing from it by
the multiples of a given cycle time. We find the distribution and the mean value of
waiting time in the case of general service time distribution.

Keywords: Geo/G/1 cyclic-waiting system, optical signals

1. Introduction
Earlier we have considered a single-server queueing system where an entering

customer might be accepted for service either at the moment of arrival or at moments
differing from it by the multiples of a given cycle time T . Such problem was motivated
by the transmission of optical signals: optical signals enter a node and they should be
transmitted according to the FCFS rule. This information cannot be stored, if it cannot
be served at once is sent to a delay line and returns to the node after having passed
it. So, the signal can be transmitted from the node at the moment of its arrival or at
moments that differ from it by the multiples of time necessary to pass the delay line.
The original problem had been raised in connection with the landing of airplanes, later
it appeared to be an exact model for the transmission of optical signals where because
of the lack of optical RAM the fiber delay lines were used.

First this system was considered from the viewpoint of the number of present
customers [1]. By using Koba’s results [2] in [3] we investigated the distribution
and characteristics of waiting time for the continuous time model. [4] solved this
problem for the discrete time case if the service time had geometrical distribution. In
the present paper we investigate the case of general discrete service time distribution.

2. Preliminaries and theorem
We shortly repeat Koba’s results [2] to find the waiting time distribution in the

cyclic-waiting system.
Let tn denote the time of arrival of the nth customer; its service will begin at the

moment tn + T · Xn, where T is the cycle time and Xn is a nonnegetive integer. Let
ξn = tn+1 − tn and ηn the service time of nth customer. Furthermore, let Xn = i, if

(k − 1)T < iT + ηn − ξn ≤ kT (k ≥ 1),

60



then Xn+1 = k, and if iT + ηn − ξn ≤ 0, then Xn+1 = 0. Hence, Xn is a homogeneous
Markov chain with transition probabilities pik, where

pik = P{(k − i − 1)T < ηn − ξn ≤ (k − i)T }

if k ≥ 1, and
pi0 = P{ηn − ξn ≤ −iT }.

Introduce the notations

f j = P{( j − 1)T < ηn − ξn ≤ jT }, (1)

pik = fk−i if k ≥ 1, pi0 =

−i∑
j=−∞

f j = f̂i. (2)

The ergodic distribution of this chain satisfies the system of equations

p j =

∞∑
i=0

pi pi j ( j ≥ 0),

∞∑
j=0

p j = 1.

Let us divide the cycle time T into n equal parts called slots. For each slot a new
customer may enter with probability r, there is no entry with probability 1 − r; the
service time is k slots with probability qk. Denoting the interarrival time by ξ, the
service time by η, their distributions are

P{ξ = k} = (1 − r)k−1r, P{η = k} = qk (k ≥ 1),

i.e. they have geometrical and general distributions, respectively.
Our result is formulated in the following

Theorem 1. Let us consider the above described system and introduce a Markov
chain whose states correspond to the waiting time (in the sense the waiting time is the
number of actual state multiplied by T) at the arrival time of customers. The matrix
of transition probabilities for this chain is

0∑
j=−∞

f j f1 f2 f3 f4 . . .

−1∑
j=−∞

f j f0 f1 f2 f3 . . .

−2∑
j=−∞

f j f−1 f0 f1 f2 . . .

−3∑
j=−∞

f j f−2 f−1 f0 f1 . . .

...
...

...
...
...
. . .
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its elements are defined by (1) and (2). The generating function of the ergodic distri-
bution is

P(z) =

1 −
∞∑

i=1
qi

⌈ i
n

⌉
−(1 − r)i−1 (mod n) 1 − (1 − r)d

i
n en

1 − (1 − r)n


Q1(1 − r)n

(1 − r)[1 − (1 − r)n]

 ×

×

Q1

1 − r
−

Q1[1 − (1 − r)n]
1 − r

z
z − (1 − r)n

1 − F+(z) −
Q1[1 − (1 − r)n]

1 − r
z

z − (1 − r)n

, (3)

where

F+(z) =

∞∑
j=1

f jz j, Q1 =

∞∑
j=1

q j(1 − r) j;

the condition of existence of ergodic distribution is

∞∑
i=1

qi

⌈ i
n

⌉
−(1 − r)i−1 (mod n) 1 − (1 − r)d

i
n en

1 − (1 − r)n


Q1(1 − r)n

(1 − r)[1 − (1 − r)n]

< 1. (4)

3. Proof of the Theorem

We find the transition probabilities f j. We have

P{ξ = k} = (1 − r)k−1r, P{η = k} = qk,

and we look for the distribution of η − ξ. Let η − ξ = j > 0. Then η = ξ + j, and the
probability of this event is

q̂ j =

∞∑
i=1

(1 − r)i−1rqi+ j =
r

(1 − r) j+1 Q j+1,

where

Qi =

∞∑
k=i

qk(1 − r)k.

If η − ξ = − j ≤ 0 ( j ≥ 0), then η + j = ξ, and we have

q̂− j = P{η − ξ = − j} =

∞∑
i=1

qi(1 − r)i+ j−1r =
r(1 − r) j

1 − r
Q1.
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The transition probabilities f j are obtained from these values, namely

f j =

jn∑
k=( j−1)n+1

q̂k =

jn∑
k=( j−1)n+1

r
(1 − r)k+1

∞∑
i=k+1

qi(1 − r)i

for the positive jumps, and

f− j =

( j+1)n−1∑
k= jn

q̂−k =

( j+1)n−1∑
k= jn

r(1 − r)k−1Q1 =
rQ1

1 − r

( j+1)n−1∑
k= jn

(1 − r)k =

=
Q1[1 − (1 − r)n]

1 − r
(1 − r) jn

for the nonpositive jumps. Later we show that in the case of positive jumps

f j =

jn∑
i=( j−1)n+2

qi

[
1 − (1 − r)i−( j−1)−1

]
+

∞∑
i= jn+1

qi[1 − (1 − n)n](1 − r)i− jn−1.

Furthermore, let

f̂ j =

− j∑
i=−∞

fi =

∞∑
i= j

Q1[1 − (1 − r)n]
1 − r

(1 − r)in =
Q1

1 − r
(1 − r) jn.

By using the transition probabilities f j, the ergodic probabilities are the solution of the
system of equations

p0 = p0 f̂0 + p1 f̂1 + p2 f̂2 + p3 f̂3 + . . .

p1 = p0 f1 + p1 f0 + p2 f−1 + p3 f−2 + . . .

p2 = p0 f2 + p1 f1 + p2 f0 + p3 f−1 + . . .

...

Multiplying the j-th equation by z j, summing up from zero to infinity, for the gener-

ating function
∞∑
j=0

p jz j we have (as in [1])

P(z) = P(z)F+(z) +

∞∑
j=1

p jz j
j−1∑
i=0

f−iz−i +

∞∑
j=0

p j f̂ j, (5)

where F+(z) is the generating function of positive jumps, because of its complexity its
determination is given later.
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In this expression

j−1∑
i=0

f−iz−i =

j−1∑
i=0

Q1[1 − (1 − r)n]
1 − r

(1 − r)inz−i =

=
Q1[1 − (1 − r)n]

1 − r

1 −
(

(1 − r)n

z

) j

1 −
(1 − r)n

z

,

∞∑
j=1

p jz j
j−1∑
i=0

f−iz−i =

∞∑
j=1

p jz j Q1[1 − (1 − r)n]
1 − r

1 −
(

(1 − r)n

z

) j

1 −
(1 − r)n

z

=

=
Q1[1 − (1 − r)n]

1 − r
z

z − (1 − r)n

[
P(z) − P((1 − r)n)

]
,

∞∑
j=0

p j f̂ j =

∞∑
j=0

p j
Q1

1 − r
(1 − r) jn =

Q1

1 − r
P((1 − r)n).

Substituting these expressions, (5) yields

P(z)
[
1 − F+(z) −

Q1[1 − (1 − r)n]
1 − r

z
z − (1 − r)n

]
=

= P((1 − r)n)
[

Q1

1 − r
−

Q1[1 − (1 − r)n]
1 − r

z
z − (1 − r)n

]
.

The value of P((1 − r)n) can be found from the condition P(1) = 1. By using
l’Hospital’s rule we get

P((1 − r)n) = 1 − F′+(1)
(1 − r)[1 − (1 − r)n]

Q1(1 − r)n ,

and the generating function takes on the form

P(z) =

[
1 − F′+(1)

(1 − r)[1 − (1 − r)n]
Q1(1 − r)n

]
×

×

Q1

1 − r
−

Q1[1 − (1 − r)n]
1 − r

z
z − (1 − r)n

1 − F+(z) −
Q1[1 − (1 − r)n]

1 − r
z

z − (1 − r)n

. (6)

From this generating function

p0 =

[
1 − F′+(1)

(1 − r)[1 − (1 − r)n]
Q1(1 − r)n

]
Q1

1 − r
.

64



It is positive if

F′+(1)
(1 − r)[1 − (1 − r)n]

Q1(1 − r)n < 1, (7)

which serves as stability condition.

4. The generating function of positive jumps
As we have mentioned the probability of η − ξ = j ( j ≥ 1) is

q̂ j =
r

(1 − r) j+1

∞∑
i= j+1

qi(1 − r)i = r
∞∑

i= j+1

qi(1 − r)i− j−1.

By using q̂ j we compute the transition probabilities f j. We have

f1 =

n∑
i=1

q̂i = q̂1 + q̂2 + . . . + q̂n,

this sum is represented in the table (for the sake of simplicity we omit the factor r in
all elements)

q2 q3(1 − r) . . . qn(1 − r)n−2 qn+1(1 − r)n−1 qn+2(1 − r)n . . .
q3 . . . qn(1 − r)n−3 qn+1(1 − r)n−2 qn+2(1 − r)n−1 . . .

...
...

...
qn qn+1(1 − r) qn+2(1 − r)2 . . .

qn+1 qn+2(1 − r) . . .

Consequently,
f1 =

= rq2 + rq3[1 + (1 − r)] + rq4[1 + (1 − r) + (1 − r)2] + . . . + rqn[1 + . . . + (1 − r)n−2]+

+rqn+1[1 + (1 − r) + . . . + (1 − r)n−1] + rqn+2[(1 − r) + (1 − r)2 + . . . + (1 − r)n]+

+rqn+3[(1 − r)2 + (1 − r)3 + . . . + (1 − r)n+1] + . . . =

=

n∑
i=2

qi[1 − (1 − r)i−1] +

∞∑
i=n+1

qi[1 − (1 − r)n](1 − r)i−n−1.

On a similar way one gets
f2 =

2n∑
i=n+2

qi

[
1 − (1 − r)i−n−1

]
+

∞∑
i=2n+1

qi
[
1 − (1 − r)n] (1 − r)i−2n−1,

and in the general case

fk =

kn∑
i=(k−1)n+2

qi

[
1 − (1 − r)i−(k−1)n−1

]
+

∞∑
i=kn+1

qi
[
1 − (1 − r)n] (1 − r)i−kn−1.
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After some arithmetics the corresponding generating function will be

F+(z) =

∞∑
k=1

zk


kn∑

i=(k−1)n+2

qi +
1

(1 − r)kn+1

∞∑
i=kn+1

qi(1 − r)i−

−
1

(1 − r)(k−1)n+1

∞∑
i=(k−1)n+2

qi(1 − r)i

 .
Its derivative at z = 1 is

F′+(1) =

n∑
i=2

qi + 2
2n∑

i=n+2

qi + 3
3n∑

i=2n+2

+ . . . + k
kn∑

i=(k−1)n+2

qi + . . .+

+

∞∑
k=1

kq(k−1)n+1 −

∞∑
k=1

1
(1 − r)(k−1)n+1

∞∑
i=(k−1)n+1

qi(1 − r)i =

=

∞∑
k=1

k
kn∑

i=(k−1)n+1

qi −

∞∑
k=1

1
(1 − r)(k−1)n+1

∞∑
i=(k−1)n+1

qi(1 − r)i.

The second term of this expression is

∞∑
k=1

∞∑
i=(k−1)n+1

qi(1 − r)i−(k−1)n−1,

or

q1 q2(1 − r) . . . qn(1 − r)n−1 qn+1(1 − r)n . . . q2n+1(1 − r)2n . . .
qn+1 . . . q2n+1(1 − r)n . . .

q2n+1 . . .

etc.
From each n columns one can factor out

qi(1 − r)i−1 (mod n),

there remain the powers of (1 − r)n, their sums are of the form 1−(1−r) jn

1−(1−r)n , i.e. in the first

n columns 1−(1−r)n

1−(1−r)n , in the second n columns 1−(1−r)2n

1−(1−r)n , etc. The resulting sum will be

∞∑
i=1

qi(1 − r)i−1 (mod n) 1 − (1 − r)d
i
n en

1 − (1 − r)n ,

and

F′+(1) =

∞∑
k=1

k
kn∑

i=(k−1)n+1

qi −

∞∑
i=1

qi(1 − r)i−1 (mod n) 1 − (1 − r)d
i
n en

1 − (1 − r)n ,
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which can be written in the form

F′+(1) =

∞∑
i=1

qi


⌈

i
n

⌉
−(1 − r)i−1 (mod n) 1 − (1 − r)d

i
n en

1 − (1 − r)n

 .
The substitution of this value into (6) leads to the expression (3), the condition of
ergodicity (7) gives (4).

Remark 1. By using the generating function one can compute the mean value of
waiting time (measured in cycles). In our case it is equal to

C = P′(1) =

F′′+ (1) −
2Q1(1 − r)n

(1 − r)[1 − (1 − r)n]

2
{

Q1(1 − r)n

(1 − r)[1 − (1 − r)n]
− F′+(1)

} − 1
1 − (1 − r)n ,

where

F′′+ (1) =

∞∑
k=2

k(k − 1)
kn∑

i=(k−1)n+1

qi −

∞∑
k=1

2k
(1 − r)kn+1

∞∑
i=kn+1

qi(1 − r)i.

Remark 2. One can check that in the case of geometrical service time distribution
qi = qi−1(1 − q) the above formulas lead to the results of [4].
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Abstract

Users of 3GPP LTE networks are provided with a wide range of multi-
media services with varying QoS requirements; due to this fact a problem
of an effective network resources’ distribution arises and, consequently, a
task of the optimal RAC schemes development. According to the interna-
tional standards, two types of services are defined within LTE networks –
GBR services and non-GBR services. The GBR services generate stream-
ing traffic and non-GBR services – elastic traffic the bit rate of which can
dynamically change depending on the cell load. Also, the service priori-
ties differ and are organized with the help of different mechanisms, e.g.
service interruption mechanism and mechanism of bit rate degradation.
The paper proposes a formal unique description of RAC schemes that
is used to developing an example set of models realizing three possible
pre-emption based scenarios in multiservice LTE networks.

Keywords: LTE, radio admission control, RAC, guaranteed bit rate,
GBR, non-GBR, service interruption, bit rate degradation

1. Introduction

Mobile 4G (4th generation) networks based on LTE (Long Term Evolution)
technology [1] provide a wide range of multimedia services with varying quality
of service (QoS) requirements. This is one of the most important trends in
the modern telecommunication systems and networks modernization. A new
classification of multiservice traffic identification has been proposed in LTE
networks for reflecting the varying demands of users. According to the 3GPP
(3rd Generation Partnership Project) consortium recommendations (TS 36.300,
TS 23.401, TS 23.203), nine types of services are singled out in LTE. They are
characterized by different service priorities and network resource requirements:
guaranteed bit rate (GBR) services and non-GBR services.

The GBR services are real time services, e.g. voice telephony, video tele-
phony, or real time gaming, for which a minimum bit rate value is specified,
i.e. guaranteed bit rate. Nevertheless, when free resources are available in the
network, the instantaneous bit rate can exceed the minimum specified one, but
can not exceed some threshold value known as the maximum bit rate (MBR).

The non-GBR services are those for which no minimum (guaranteed) bit
rate value is specified, the instantaneous bit rate can vary depending on the cell
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load. It is determined with the help of the so-called aggregate maximum bit rate
(AMBR), allowing to differentiate services by service priority levels. So, the
bit rate cannot exceed the maximum value specified for user equipments (UE-
AMBR) or determined by network characteristics (access point name AMBR,
APN-AMBR). Examples of such services include e-mail, web browsing, or in-
teractive gaming.

Various radio resource management (RRM) mechanisms are used to guar-
antee QoS. One of these mechanisms is the radio admission control (RAC)
[2, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10] aimed at admitting or rejecting user requests for service
taking into account limited frequency bands and varying QoS requirements. For
this purpose different priority levels (allocation and retention priority, ARP)
are assigned to multimedia services and define pre-emption RAC algorithms
within the corresponding RAC schemes. According to 3GPP TS 23.203: “The
range of the ARP priority level is 1 to 9 with 1 as the highest level of pri-
ority. The pre-emption capability information defines whether a service data
flow can get resources that were already assigned to another service data flow
with a lower priority level. The pre-emption vulnerability information defines
whether a service data flow can lose the resources assigned to it in order to
admit a service data flow with a higher priority level.” In accordance with this
definition of ARP, it is evident that in case of the lack of resources already oc-
cupied by lower priority services a new arrived higher priority request could be
accepted, at best, through service bit rate degradation (partial pre-emption)
[4, 6, 7, 9, 10], or at worst, through service interruption (full pre-emption)
[4, 7, 8]. Other mechanisms such as reservation [5, 6] threshold [5] and proba-
bilistic management [5, 9] could also be applied to realize the priority-service
discipline.

Since the number of services LTE users are interested in varies as well as
the services themselves within this specified range varies, more than 200 RAC
schemes could be set up considering all possible pairwise influences of users on
each others due to various pre-emption algorithms. Taking into account this
fact and the annual growth of mobile traffic, it seems that the increasing need
for the development of a general model considering overall possible priority
mechanisms could be transformed into the need for a set of specific models
reflecting the predefined required services and mechanisms. Nevertheless, a
unique notation is needed to describe at least, firstly each service within a
RAC scheme, and secondly, the pre-emption mechanism applied to each pair of
services. This is exactly the main purpose of the paper, i.e. to propose a such
notation (Section 2) and to illustrate its usage with an example set of specific
models of RAC schemes (Section 3).

2. Formal Description of RAC Models

Thereby, each RAC scheme is characterized by the number K ∈ {1, . . . , 9}
of services (Table 1), as well as by the pre-emption scenario that is realized
with the use of bit rate degradation and service interruption mechanisms.
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Note that for GBR services increasing or decreasing bit rate from a GBR
value to a MBR one does not affect the mean service time. At the same time,
changing bit rate for non-GBR services results in changing the mean transfer
time. So, two types of traffics can be singled out: streaming traffic [11, 12] that
is characterized by fixed values of bit rate and time and elastic traffic [2] that
is characterized by a fixed value of file size and a variable data transfer time
[3]. Traffic can be transferred in two modes – unicast mode or multicast mode.
For the last one two disciplines have been analyzed [4]: T1 – multicast session
is closed when the first user who has opened the session leaves it, – and T2 –
multicast session is closed when the last user leaves the session. T stands for
the so-colled “transparent” service discipline in queuing theory.

QCI Resource
type

Priority
level

Examples of services

1 2 Conversational voice

2 GBR 4 Conversational live streaming video

3 3 Real time gaming

4 5 Non-conversational buffered streaming video

5 1 IMS signalling

7 7 Voice, live streaming video, interactive gaming

6 Non-
GBR

6 Buffered streaming
video, TCP-based appli-
cations

for multimedia priority
services subscribers

8 8 (e.g., www, e-mail, chat, for premium sub-
scribers

9 9 FTP, P2P file sharing,
progressive video, etc.)

for non-privileged sub-
scribers

Table 1: Characteristics of LTE Service Types (TS 23.203)

Each of nine services could be described with the help of the following
parameters:

S = <Priority level, Resource type, Data transfer mode>.

Assume that any RAC scheme is defined by the following mechanisms:
bit rate degradation (partial pre-emption) and service interruption (full pre-
emption). If k is the pre-emption capable service and k′ is the pre-emption
vulnerable service, than the pre-emption algorithm could be defined by the fol-
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lowing matrix: P = (p (k, k′))k,k′=1,...,K = (d (k, k′) , i (k, k′))k,k′=1,...,K , where

d (k, k′) =

 1, if users of service k′ will be degraded,
when a request for service k arrives,

0, otherwise,

i (k, k′) =

 1, if users of service k′ will be interrupted,
when a request for service k arrives,

0, otherwise.

3. Example Set of Markov Models of RAC Schemes

Let us illustrate the proposed formal description by an example set of mod-
els namely three Markov models (Figure 1) with different traffic types, namely:
unicast streaming, multicast streaming, and elastic traffics, as well as some
combinations of different pre-emption mechanisms – first of all, bit rate degra-
dation and service interruption.

Fig. 1: Set of the RAC schemes

Let us consider an LTE cell having the capacity of C bps. The incoming
requests for service generate unicast, multicast, and elastic traffics and arrive as
Poisson processes. Resource occupancy times by unicast and multicast traffics
as well as elastic file sizes are exponentially distributed. Bit rates are d = 1
and b bps for unicast and multicast traffics and e corresponds to the MBR for
elastic traffic. The system states of models will be described by vectors with
the following components: n – number of unicast users, m – state of a multicast
connection (m = 1, if at least one user is being served; m = 0, otherwise), u –
number of transferred elastic files.
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3.1. Model of RAC scheme with multicast traffic degradation.
Let us consider the first model (Figure 1) [4]. Suppose that users are provided
with two services that generate streaming traffic. The service that has a higher
priority level (S1) (e.g. video conference) generates multicast traffic, and the
service that has a lower priority level (S2) (e.g. video on demand) generates
unicast traffic. The number of resources allocated for the establishment of a
multicast connection is adaptively changed along a certain specified value set
of b1 > ... > bk > ... > bK bps and is determined in accordance with the num-
ber of free resources – max {bk, k = 1, ...,K : bk ≤ C − n}. The RAC scheme
is realized by two mechanisms of priority admission control – degradation of
multicast bit rate and interruption of unicast users. So, the scheme could be
defined in the following manner:

K = 2, S1 =<4, GBR, multicast >, S2 =<5, GBR, unicast>,

P 1 2
1 (0, 0) (0, 1)
2 (1, 0) (0, 0)

The admission control is realized in two stages. The first stage is the degra-
dation of number of resources occupied by multicast traffic down to the mini-
mum value of bK . The second stage is the interruption of bK−(C − dn) unicast
users in case of the lack of resources. The state of a multicast connection is
described as mk ∈ {0, 1} , k = 1, ...,K: mk = 1 if the connection is established
and occupies bk bps, mk = 0 if the connection does not occupy bk bps. The
system state space of the corresponding Markov model has the following form

X1 = {(m, n) : m = 0, n = 0, . . . , C, m = e1, n = 0, . . . , C − b1,
m = ek, n = C − bk−1 + 1, . . . , C − bk, k = 2, . . . ,K}.

3.2. Model of RAC scheme with unicast traffic interruption. Let
us consider the second scheme of the set (Figure 1) with two multicast traffic
disciplines – T2 (e.g. real time gaming S1), and T1 (e.g. video conference S2),
– and unicast traffic (e.g. video on demand S3).

The RAC scheme realizes the mechanism of unicast traffic interruption in
case of the lack of resources required for the establishment of a multicast T1
or T2 connection; the admission control is defined by the following services
parameters and matrix:

K = 3, S1 =<3, GBR, multicast>,
S2 =<4, GBR, multicast >, S3 =<5, GBR, unicast>,

P 1 2 3
1 (0, 0) (0, 0) (0, 1)
2 (0, 0) (0, 0) (0, 1)
3 (0, 0) (0, 0) (0, 0)
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Let us denote as l ∈ {0, 1} the state of a multicast connection with discipline
T2, as b1 and b2 bps the number of resources necessary for the establishment
of multicast T1 and T2 connections, respectively. Then models state space has
the following form

X2 = {(l,m, n) ∈ {0, 1} × {0, 1} × {0, 1, ..., C} : b1m + b2l + dn ≤ C} .

3.3. Model of RAC scheme with elastic traffic degradation. Unlike
the previous sections where we have proposed the models with streaming traffic,
let us construct a scheme with two types of services that generate elastic traffic,
and with MBR thresholds e1 > e2 bps [10]. The number of resources occupied
by files can dynamically vary from a maximum to a minimum value that is
necessary to guarantee requirements for the mean transfer time and is realized
through a threshold U of the number of transferred files. In case of low cell load,
the maximum number or resources is occupied for files transfer. If the load rises
so that it is no longer possible to guarantee a MBR for each transferred file,
the instantaneous bit rate is degraded proportionally to an individual MBR,
in accordance with some coefficient of bit rate degradation. Because of this,
the RAC scheme and corresponding state space of the Markov model have the
following forms:

K = 2, S1 =<k, non-GBR, elastic>, S2 =<k, non-GBR, elastic>, k = 6, 9,

P 1 2
1 (0, 0) (1, 0)
2 (1, 0) (0, 0)

X4 = {u ≥ 0 : u1 + u2 ≤ U} .

4. Conclusion

The paper discusses the principle of RAC schemes construction within mul-
tiservice networks with pre-emption based admission control. A set of three
Markov models of RAC schemes with unicast streaming, multicast streaming,
and elastic traffics was proposed. Different scenarios of priority admission con-
trol were analyzed, that are based, first and foremost, on the mechanism of bit
rate degradation and service interruption of users with lower priority levels. In
addition to the results described in the paper a unique input data for numerical
experiments is developed for further performance analysis.
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A SIMPLIFIED MODEL FOR PERFORMANCE
ANALYSIS OF CLOUD COMPUTING SYSTEMS

WITH DINAMIC SCALING
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Abstract
Cloud computing paradigm proved itself to be a good approach for efficient

high-performance computational infrastructure design. Besides performance,
one of the most important measures for cloud service eases performance of
the system, but leads to increase in service costs. To avoid ping-pong effect
in dynamic scaling, hysteresis approach is applied. Considering number of
virtual machines in modern cloud platforms, special attention should be paid to
efficiency of computing algorithm. In this work, we describe behavior of cloud
computing system in terms of queuing system with threshold-based hysteretic
control of active servers number and noninstantaneous server activation. We
use state elimination technique to develop efficient algorithm for stationary
probabilities calculations and estimation of its performance measures.

УПРОЩЕННАЯ МОДЕЛЬ ДЛЯ АНАЛИЗА
ПОКАЗАТЕЛЕЙ ПРОИЗВОДИТЕЛЬНОСТИ
СИСТЕМ ОБЛАЧНЫХ ВЫЧИСЛЕНИЙ С

ДИНАМИЧЕСКИМ МАСШТАБИРОВАНИЕМ
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Аннотация

Cloud computing paradigm proved itself to be a good approach for
efficient high-performance computational infrastructure design. Besides
performance, one of the most important measures for cloud service providers
is energy efficiency of the system. For better energy efficiency, in case of
light load on the system additional virtual machines are switched off,
and will be switched on again when load increases. Dynamic scaling
increases performance of the system, but leads to increase in service
costs. To avoid ping-pong effect in dynamic scaling, hysteresis approach
is applied. Considering number of virtual machines in modern cloud
platforms, special attention should be paid to efficiency of computing
algorithm. In this work, we describe behavior of cloud computing system
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in terms of queuing system with threshold-based hysteretic control of
active servers number and noninstantaneous server activation. We use
state elimination technique to develop efficient algorithm for stationary
probabilities calculations and estimation of its performance measures.

Ключевые слова: cloud computing, hysteretic load control, dynamic
scaling, state elimination method.

1. Introduction

Cloud computing grants to a user computing resources and infrastructure in
the form of Internet service [1]. Cloud computing systems are applied to data
storage and processing, to distributed computing for scientific and business
solutions. Modern cloud systems are usually designed scalable so that the
system can cope with high load and may reduce energy consumption during the
periods of low load. One of the ways for system scalability realization is dynamic
activation-deactivation of servers and virtual machines [2, 3, 4]. Analysis of
such systems can be performed using queuing systems with threshold based
control of active servers number [5, 6]. But the main problem of cloud systems
modeling in terms of teletraffic theory is high computing complexity of derived
algorithms [7, 8, 9]. In [5], a queuing system with hysteretic dynamic scaling and
noninstantaneous additional server activation is applied for video-on-demand
service, stationary characteristics of system are obtained by means of matrix-
geometric methods which are not applicable for cloud computing because of
extremely large amount of servers in modern cloud platforms. In [3, 4], cloud
computing system with dynamic scaling was described in terms of queuing
system with hysteretic control of active servers number, and for a case of three
servers, the effective computing algorithm for stationary probability distribution
was developed. Complexity of received algorithm is linear because of state
elimination technique [11] used for queuing system analysis. In [10], the same
approach was applied for any number of servers in the system. The weak side
of proposed in [10] model is extremely large state space, which has quadratic
dependence on number of servers. Moreover, the majority of states has a
negligible effect on overall system behavior. Therefore, in this article, we consider
a simplified model with reduced state space and perform its analysis using
the same state elimination approach. Finally, in numerical analysis section we
provide a comparative analysis of the initial and simplified models.

2. Simplified model description

For performance measures evaluation we describe cloud computing system
dynamic adding and removing additional servers in terms of queuing system
with 𝐾 servers and hysteretic control of active servers number (figure 1). An
arriving customer enter the system if the total amount of customers is less
than system capacity 𝑅, otherwise the customer is considered lost. Customers
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arrive according to the Poisson process with rate 𝜆. We consider servers to be
uniform, the service times are exponentially distributed with rate 𝜇.

	  

λ µ

µ
µ

1L
2H

1H
2L

...

...
3L3H

4L1KH −

R

µ

...

Рис. 1: Queuing model with thresholds �⃗� and �⃗�.

In the empty system, there is only one active server. Server activation/deactivation
procedures are governed by number of customers in the system upper threshold
vector �⃗� = (𝐻1, 𝐻2, ...,𝐻𝐾−1), 𝐻1 < 𝐻2 < ... < 𝐻𝐾−1) and lower threshold
vector �⃗� = (𝐿1, 𝐿2, ..., 𝐿𝐾−1), 𝐿1 < 𝐿2 < ... < 𝐿𝐾−1) where 𝐿𝑘+1 < 𝐻𝑘,
𝑘 = 1,𝐾 − 2 and 𝐿𝑘 < 𝐻𝑘, 𝑘 = 1,𝐾 − 1. Customers are served in FCFS (First
Come First Served) order. System functions as follows:

∙ if there is 𝐻𝑘 customers in the system, arriving customer causes an
additional (𝑘 + 1)th server activation procedure, server activation time is
not instant and is exponentially distributed with rate 𝛼;

∙ if there is 𝐿𝑘 customers, then on departure of a customer either server
shuts down in case of no running server activation procedure or one of
server activation procedures stops.

For the simplification of initial model [10] we assume that in case of two
running server activation procedures, third server activation procedure is comleted
immediately on start. Thus, it is impossible to have 3 running activation
procedures at once. Provided assumption significantly reduces state space of
the system for big values of 𝐾.

Functioning of system is described by Markov process with a set of states

𝑆 = (𝑘, 𝑖, 𝑛) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
0 ≤ 𝑛 ≤ 𝐻1 for 𝑘 = 1, 𝑖 = 1,
𝐿𝑘−1 ≤ 𝑛 ≤ 𝐻𝑘 for 𝑘 = 2, 𝑖 = 𝑘 − 1, 𝑘,
𝐿𝑘−1 ≤ 𝑛 ≤ 𝐻𝑘 for 𝑘 = 3,𝐾 − 1, 𝑖 = 𝑘 − 2, 𝑘,
𝐿𝑘−1 ≤ 𝑛 ≤ 𝑅 for 𝑘 = 𝐾, 𝑖 = 𝑘 − 2, 𝑘,

where 𝑘 is necessary number of servers; 𝑖 is number of the active servers; 𝑛
is number of customers in the system.

For the chosen arrangement of threshold values, figure 2 depicts state transition
diagram for the system with 𝐾 = 5 servers. Let us denote state levels 𝑘, 𝑖.

3. Stationary probability distribution calculation algorithm

For calculation of stationary probabilities, the method of state elimination
is used. We introduce several auxilary probabilities and intensity, similar to [4]:
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Рис. 2: State transition diagram for the system with 𝐾 = 5 devices.

∙ 𝑎𝑘,𝑖,𝑛 is probability that starting from state (𝑘, 𝑖, 𝑛) the system will pass
to (𝑘, 𝑖, 𝑛− 1) earlier, than to states on levels 𝑘 + 1, 𝑖 or 𝑘, 𝑖 + 1,

∙ 𝑎*𝑘,𝑖 is probability that starting from state (𝑘, 𝑖, 𝐿𝑘) the system will pass
to (𝑘, 𝑖, 𝐿𝑘 − 1) earlier, than to state (𝑘, 𝑖 + 1, 𝐿𝑘 − 1),

∙ Λ𝑘,𝑖,𝑛 is intensity of direct transition from states of level 𝑘, 𝑖−1 to a state
(𝑘, 𝑖, 𝑛) considering that states (𝑘, 𝑖, 𝑛+1), (𝑘, 𝑖, 𝑛+2), ... are eliminated,

∙ 𝐴𝑘,𝑖,𝑛 is probability that starting from state (𝑘, 𝑖,𝐻𝑘−1 + 1) the system
will pass to (𝑘, 𝑖, 𝑛) earlier, than to states of levels 𝑘 + 1, 𝑖 or 𝑘, 𝑖 + 1,

∙ 𝐴*
𝑘,𝑖,𝑛 is probability that starting from state (𝑘, 𝑖,𝐻𝑘−1 + 1) the system

will pass to (𝑘, 𝑖, 𝐿𝑘 − 1) earlier, than to state 𝑘, 𝑖 + 1, 𝐿𝑘 − 1,
∙ 𝐶𝑘,𝑖 is probability that starting from a state (𝑘 + 1, 𝑖,𝐻𝑘 + 1) the system

will pass to (𝑘, 𝑖, 𝐿𝑘 − 1) earlier, than to states of levels 𝑘, 𝑖 + 1.
For these auxilary probabilities and intensities recurrent relations (2)-(8),

(11)-(24), (26)-(30), (32) hold true.
Stationary probabilities for states (𝑘, 𝑖, 𝑛) for 𝑘 = 1,𝐾 − 1, 𝑖 = 𝑘 are

calculated by formula (1).

𝜋𝑘,𝑖,𝑛 =
Λ𝑘,𝑖,𝑛 + 𝜆𝜋𝑘,𝑖,𝑛−1

𝑖𝜇 + 𝜆(1 − 𝑎𝑘,𝑖,𝑛+1)
, 𝐿𝑘−1 ≤ 𝑛 ≤ 𝐻𝑘, (1)
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where threshold value 𝐿0 := 0, initial probabilities are{︂
𝜋𝑘,𝑖,𝐿𝑘−1−1 := 1 for 𝑘 = 1,
𝜋𝑘,𝑖,𝐿𝑘−1−1 := 0 for 𝑘 = 2,𝐾 − 1.
The auxiliary probabilities and intensities used in (1) are calculated using

recurrent formulas (2)-(8).

𝑎𝑘,𝑖,𝐻𝑘+1 := 0; (2)

𝑎𝑘,𝑖,𝑛 =
𝑖𝜇

𝑖𝜇 + 𝜆(1 − 𝑎𝑘,𝑖,𝑛+1)
, 𝐿𝑘 + 1 ≤ 𝑛 ≤ 𝐻𝑘; (3)

𝑎𝑘,𝑖,𝑛+1 := 1, 𝐿𝑘−1 ≤ 𝑛 ≤ 𝐿𝑘 − 1, (4)

Λ𝑘,𝑖,𝐻𝑘+1 := 0; (5)

Λ𝑘,1,𝑛 := 0, 𝐿𝑘−1 ≤ 𝑛 ≤ 𝐻𝑘; (6)

Λ𝑘,𝑖,𝑛 = 𝛼𝜋𝑘,𝑖−1,𝑛 + 𝑎𝑘,𝑖,𝑛+1Λ𝑘,𝑖,𝑛+1, 𝐿𝑘 ≤ 𝑛 ≤ 𝐻𝑘, (7)

Λ𝑘,𝑖,𝑛 = 𝛼

𝐻𝑘∑︁
𝑣=𝑛

𝜋𝑘,𝑖−1,𝑣 + 𝜆(1 − 𝐶𝑘,𝑖−1)𝜋𝑘,𝑖−1,𝐻𝑘
, 𝐿𝑘−1 ≤ 𝑛 ≤ 𝐿𝑘 − 1, (8)

Stationary probabilities for states (𝑘, 𝑖, 𝑛) for 𝑘 = 2,𝐾 − 1, 𝑖 = 𝑘 − 1 are
calculated by formulas (9) and (10).

𝜋𝑘,𝑖,𝑛 =
Λ𝑘,𝑖,𝑛 + 𝜆𝜋𝑘,𝑖,𝑛−1 + 𝜆𝐴𝑘,𝑖,𝑛𝜋𝑘−1,𝑖,𝐻𝑘−1

𝑖𝜇 + 𝛼 + 𝜆(1 − 𝑎𝑘,𝑖,𝑛+1)
, 𝐿𝑘−1 ≤ 𝑛 ≤ 𝐿𝑘−2, 𝐿𝑘 ≤ 𝑛 ≤ 𝐻𝑘,

(9)

𝜋𝑘,𝑖,𝑛 =
Λ𝑘,𝑖,𝑛 + 𝜆𝜋𝑘,𝑖,𝑛−1 + 𝜆𝐴*

𝑘,𝑖𝜋𝑘−1,𝑖,𝐻𝑘−1

𝑖𝜇 + 𝛼 + 𝜆(1 − 𝑎*𝑘,𝑖)
, 𝑛 = 𝐿𝑘 − 1, (10)

where initial probabilities are 𝜋𝑘,𝑖,𝐿𝑘−1−1 := 0.
The auxiliary probabilities and intensity used in formulas (9) and (10) are

calculated using recurrent relations (11)-(24).

𝑎𝑘,𝑖,𝐻𝑘+1 := 0; (11)

𝑎𝑘,𝑖,𝑛 =
𝑖𝜇

𝑖𝜇 + 𝛼 + 𝜆(1 − 𝑎𝑘,𝑖,𝑛+1)
, 𝐿𝑘−1 + 1 ≤ 𝑛 ≤ 𝐿𝑘 − 2, 𝐿𝑘 ≤ 𝑛 ≤ 𝐻𝑘; (12)
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𝑎𝑘,𝑖,𝐿𝑘−1 =
𝑖𝜇

𝑖𝜇 + 𝛼 + 𝜆(1 − 𝑎*𝑘,𝑖)
; (13)

𝑎*𝑘,𝑖 = 𝑎𝑘,𝑖,𝐿𝑘
+ (1 − 𝑎𝑘,𝑖,𝐿𝑘

)
𝜆𝐶𝑘,𝑖

𝜆 + 𝛼
, (14)

Λ𝑘,𝑖,𝐻𝑘+1 := 0; (15)

Λ𝑘,1,𝑛 := 0, 𝐿𝑘−1 ≤ 𝑛 ≤ 𝐻𝑘; (16)

Λ𝑘,𝑖,𝑛 = 2𝛼𝜋𝑘,𝑖−1,𝑛 + 𝑎𝑘,𝑖,𝑛+1Λ𝑘,𝑖,𝑛+1, 𝐿𝑘 ≤ 𝑛 ≤ 𝐻𝑘; (17)

Λ𝑘,𝑖,𝑛 = 2𝛼

𝐻𝑘∑︁
𝑣=𝑛

𝜋𝑘,𝑖−1,𝑣 + 𝜆(1 − 𝐶𝑘,𝑖−1)𝜋𝑘,𝑖−1,𝐻𝑘
, 𝐿𝑘−1 ≤ 𝑛 ≤ 𝐿𝑘 − 1 (18)

𝐶𝑘,𝑖 =
𝑖𝜇

𝑖𝜇 + 𝛼 + 𝜆(1 − 𝑎𝑘+1,𝑖,𝐿𝑘+1)

𝐻𝑘+1∏︁
𝑣=𝐿𝑘+1

𝑎𝑘+1,𝑖,𝑣, (19)

𝐴𝑘,𝑖,𝐻𝑘−1+1 := 1; (20)

𝐴𝑘,𝑖,𝑛 := 0, 𝐻𝑘−1 + 2 ≤ 𝑛 ≤ 𝐻𝑘; (21)

𝐴𝑘,𝑖,𝑛 =

𝐻𝑘−1+1∏︁
𝑣=𝑛+1

𝑎𝑘,𝑖,𝑣, 𝐿𝑘 − 1 ≤ 𝑛 ≤ 𝐻𝑘−1; (22)

𝐴*
𝑘,𝑖 = 𝐴𝑘,𝑖,𝐿𝑘−1 + (1 −𝐴𝑘,𝑖,𝐿𝑘−1)

𝜆𝐶𝑘,𝑖

𝜆 + 𝛼
; (23)

𝐴𝑘,𝑖,𝑛 = 𝐴*
𝑘,𝑖

𝐿𝑘−1∏︁
𝑣=𝑛+1

𝑎𝑘,𝑖,𝑣, 𝐿𝑘−1 ≤ 𝑛 ≤ 𝐿𝑘 − 2. (24)

Stationary probabilities for states (𝑘, 𝑖, 𝑛), 𝑘 = 3,𝐾, 𝑖 = 𝑘−2 are calculated
by formula (25).

𝜋𝑘,𝑖,𝑛 =
𝜆𝜋𝑘,𝑖,𝑛−1 + 𝜆𝐴𝑘,𝑖,𝑛(𝜋𝑘−1,𝑖,𝐻𝑘−1

+ 𝜋𝑘−1,𝑖−1,𝐻𝑘−1
)

𝑖𝜇 + 2𝛼 + 𝜆(1 − 𝑎𝑘,𝑖,𝑛+1)
, 𝐿𝑘−1 ≤ 𝑛 ≤ 𝐻𝑘,

(25)
where threshold value 𝐻𝐾 := 𝑅 probability 𝜋2,0,𝐻2

:= 0, initial probabilities
are 𝜋𝑘,𝑖,𝐿𝑘−1−1 := 0.
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The auxiliary probabilities and intensity used in a formula (25) are calculated
by recurrent relations (26)-(31).

𝑎𝑘,𝑖,𝐻𝑘+1 := 0, 𝑘 ≤ 𝐾 − 1; (26)

𝑎𝐾,𝑖,𝑅+1 := 1, (27)

𝑎𝑘,𝑖,𝑛 =
𝑖𝜇

𝑖𝜇 + 2𝛼 + 𝜆(1 − 𝑎𝑘,𝑖,𝑛+1)
, 𝐿𝑘−1 + 1 ≤ 𝑛 ≤ 𝐻𝑘, (28)

𝐴𝑘,𝑖,𝐻𝑘−1+1 := 1; (29)

𝐴𝑘,𝑖,𝑛 := 0, 𝐻𝑘−1 + 2 ≤ 𝑛 ≤ 𝐻𝑘; (30)

𝐴𝑘,𝑖,𝑛 =

𝐻𝑘−1+1∏︁
𝑣=𝑛+1

𝑎𝑘,𝑖,𝑣, 𝐿𝑘−1 ≤ 𝑛 ≤ 𝐻𝑘−1. (31)

𝐶𝑘,𝑖 =
𝑖𝜇

𝑖𝜇 + 2𝛼 + 𝜆(1 − 𝑎𝑘+1,𝑖+1,𝐿𝑘+1)

𝐻𝑘+1∏︁
𝑣=𝐿𝑘+1

𝑎𝑘+1,𝑖+1,𝑣, (32)

Stationary probabilities for states (𝑘, 𝑖, 𝑛) for 𝑘 = 𝐾, 𝑖 = {𝑘, 𝑘 − 1} are
calculated on a formula (33).

𝜋𝑘,𝑖,𝑛 =
Λ𝑘,𝑖,𝑛 + 𝜆𝜋𝑘,𝑖,𝑛−1 + 𝜆𝐴𝐾,𝑖,𝑛𝜋𝐾−1,𝑖,𝐻𝐾−1

𝑖𝜇 + (𝐾 − 𝑖)𝛼 + 𝜆(1 − 𝑎𝐾, 𝑖, 𝑛 + 1)
, 𝐿𝑘−1 ≤ 𝑛 ≤ 𝑅, (33)

where initial probabilities are 𝜋𝑘,𝑖,𝐿𝑘−1−1 := 0.
The auxiliary probabilities and intensities used in formula (33) are calculated

by recurrent relations (34) - (38).

𝑎𝐾,𝑖,𝑅+1 := 1, (34)

𝑎𝐾,𝑖,𝑛 =
𝑖𝜇

𝑖𝜇 + (𝑘 − 𝑖)𝛼 + 𝜆(1 − 𝑎𝑘,𝑖,𝑛+1)
, 𝐿𝐾−1 + 1 ≤ 𝑛 ≤ 𝑅, (35)

𝑎𝐾,𝐾,𝑁 := 0, 𝐿𝐾−1 + 1 ≤ 𝑛 ≤ 𝑅, (36)

𝐴𝐾,𝐾−1,𝑛 =

𝐻𝐾−1+1∏︁
𝑣=𝑛+1

𝑎𝐾,𝐾−1,𝑣, 𝐿𝑘−1 ≤ 𝑛 ≤ 𝐻𝑘−1. (37)
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Λ𝑘,𝑖,𝑛 = 𝛼
𝑅∑︁

𝑣=𝑛

𝜋𝑘,𝑖−1,𝑣, 𝐿𝑘−1 ≤ 𝑛 ≤ 𝑅, (38)

To recieve stationary probabilities let ̃︀𝜋1,1,0 = 1. Then, using formulas
(1), (9), (10), (25), (33) we will calculate nonnormalized probabilities ̃︀𝜋𝑘,𝑖,𝑛,
(𝑘, 𝑖, 𝑛) ∈ 𝑆 and the normalizing constant 𝐺 =

∑︀
(𝑘,𝑖,𝑛)∈𝑆 ̃︀𝜋𝑘,𝑖,𝑛. Then stationary

probabilities are 𝜋𝑘,𝑖,𝑛 =
̃︀𝜋𝑘,𝑖,𝑛

𝐺 , (𝑘, 𝑖, 𝑛) ∈ 𝑆.

4. Stationary characteristics of queueing system

Knowing stationary probability distribution of the system, it is possible to
estimate some probabilistic and time characteristics of the considered system,
formulas are given below.

Average number of customers in the system:
𝑁 =

∑︀
(𝑘,𝑖,𝑛)∈𝑆 𝑛𝜋𝑘,𝑖,𝑛.

Average number of required servers:
𝑀𝐷 =

∑︀𝐾
𝑘=1 𝑘

∑︀𝐾
𝑖=1

∑︀𝑅
𝑛=1 𝜋𝑘,𝑖,𝑛.

Average number of busy servers:
𝑀𝐹 =

∑︀𝐾
𝑖=1 𝑖

∑︀𝐾
𝑘=1

∑︀𝑅
𝑛=1 𝜋𝑘,𝑖,𝑛.

Blocking probability:
𝜋 =

∑︀𝐾
𝑖=1 𝜋𝐾,𝑖,𝑅.

Average sojourne time:
𝑇 = 𝑁

𝜆(1−𝜋) .

Рис. 3: Mean response time comparison for thresholds arrangement (39)
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Note that three last characteristics correspond to performance measures of
cloud computing system with dynamic scaling, namely to average number of
the activated virtual machines, blocking probability of user request and average
response time of the system. The average number of the activated virtual
machines 𝑀𝐹 can serve for assessment of energy efficiency of cloud computing
system at known energy consumption on maintenance of the virtual computer
in an active state.

5. Numerical analysis

In this section we perform a comparative analysis of initial system, proposed
in [10] and simplified model, described above. We compare two main performance
characteristics for both models, i.e. mean response time and blocking probability.
We provide calculations for the system with 𝐾 = 20 servers, serving rate 𝜇 = 1
and two different arrival rate intensities 𝜆 = {12, 18} for various values of server
switching rate 𝛼, which is key parameter that makes behavior of the systems
differ from each other.

We used two threshold arrangements for numerical analysis:{︃
𝐻𝑖 = 25𝑖, 𝑖 = 1,𝐾 − 1, 𝑅 = 500;

𝐿𝑖 = 𝐻𝑖−1 − 1, 𝑖 = 2,𝐾 − 1, 𝐿1 = 12;
(39)

and {︃
𝐻𝑖 = 50𝑖, 𝑖 = 1,𝐾 − 1, 𝑅 = 1000;

𝐿𝑖 = 𝐻𝑖−1 − 1, 𝑖 = 2,𝐾 − 1, 𝐿1 = 12.
(40)

Figures 3 and 4 show mean response time of both models for thresholds
arrangements (39) and (40) respectively. As it is seen of figure 3, simplified and
initial model have almost the same response time for 𝜇

𝛼 ≈ 1. With the growth of
𝜇
𝛼 ratio to 10, relative error of the simplified model increases to approximately
2% for low load and 1% for high load case and reaches 10% and 5% when
𝜇
𝛼 = 100 for light and heavy loads respectively. Note that simplified model
show lower mean response time because with low additional server activation
rate we assumed activation to complete immediately in some cases.

With wider inter-threshold range arrangement (40), relative error of the
simplified significantly decreases (figure 4). It becomes nearly 0.2% in 𝜇

𝛼 = 10
case and 3% in 𝜇

𝛼 = 100 case.
Figures 5 and 6 show blocking probability of both models for thresholds

arrangement (39) and (40) respectively. Figures show that in light load case,
blocking probability relative error of the simplified model is extremely high
even for 𝜇

𝛼 = 5, but it may be considered feasible in heavy load case. The
reason of that is more frequent immediate server activation, which increases
system utilization. However, in heavy load cases system shows almost maximum
performance already, and additional factors do not have significant effect.
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Рис. 4: Mean response time comparison for thresholds arrangement (40)

Рис. 5: Blocking probability comparison for thresholds arrangement (39)

6. Conclusion
In this paper, we proposed the simplified model for performance analysis

of cloud computing system with dynamic server activation. For the considered
model, we developed an efficient stationary probabilities computing algorithm
based on state elimination technique. Simplificaiton of the model significantly
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Рис. 6: Blocking probability comparison for thresholds arrangement (40)

decreases state space complexity of corresponding Markov process and, consequently,
computing complexity of the algorithm.

Our analysis showed that the simplified system gives good precision of the
mean response time for a variety of system and load parameters. Moreover,
increasing distance between corresponding lower and upper thresholds, improves
the degree of calculation accuracy. However, blocking probability precision can
be considered feasible only in heavy load cases.

Another way to increase computation accuracy of the simplified model is
to increase maximum simultaneously running server activation procedures to
three or four and it will be done if our further research.
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MMAP/M2/N/∞ system with preemptive priority and
servers reservation

A. Dudin, S. Dudin, O. Dudina
Belarusian State University, 4, Nezavisimosti Ave., Minsk, 220030, Belarus

A multi-server queueing system with an infinite buffer, two types of customers
and servers reservation is considered. The flow of customers is described by the
marked Markovian arrival process (MMAP ). Type 1 customers have preemptive
priority over type 2 customers. The ergodicity condition of the system is derived.
The main performance measures are calculated.

СИСТЕМА MMAP/M2/N/∞ С АБСОЛЮТНЫМ
ПРИОРИТЕТОМ И РЕЗЕРВИРОВАНИЕМ
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Белорусский государственный университет, Минск, Беларусь,
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Аннотация

Исследуется система обслуживания с бесконечным буфером и дву-
мя типами запросов. Входной поток запросов моделируемся с помо-
щью маркированного марковского входного потока. Запросы перво-
го типа имеют абсолютный приоритет над запросами второго типа.
Получено условие эргодичности. Найдены основные характеристики
производительности.

Ключевые слова: маркированный марковский входной поток, аб-
солютный приоритет

1. Введение

Важным разделом теории массового обслуживания является теория
приоритетных систем обслуживания. В таких системах запросы разделены
на несколько классов, например, в порядке убывания их важности (эко-
номической, социальной и т.д.) для системы, и пользователи различных
классов требуют различного обслуживания в системе. Запросы из классов
с более высоким приоритетом имеют преимущества перед другими в от-
ношении доступа к свободным приборам, если они имеются, или выбору
запросов из очереди для обслуживания.
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Существуют разные виды приоритетов, предоставляемых важным за-
просам. Наиболее известными являются относительный и абсолютный при-
оритет. Относительный приоритет предполагает, что прибывающий высо-
коприоритетный запрос не может прерывать обслуживание, предоставля-
емое низкоприоритетному запросу. Абсолютный приоритет предполагает,
что поступающий высокоприоритетный запрос прерывает обслуживание,
предоставляемое запросу с низким приоритетом.

В статье мы рассматриваем многолинейную систему с абсолютным при-
оритетом. Очевидно, что абсолютный приоритет является лучшим по срав-
нению с относительным приоритетом с точки зрения приоритетных запро-
сов, но он является худшим вариантом с точки зрения запросов с низким
приоритетом и с точки зрения использования системных ресурсов. В каче-
стве компромисса может быть использована дисциплина с относительным
приоритетом в сочетании с резервированием некоторых приборов исклю-
чительно для обслуживания приоритетных запросов. Системы массового
обслуживания с относительным приоритетом и резервированием некото-
рых приборов были рассмотрены, например, в [1, 2]. Целью комбинации
резервирования с относительным приоритетом в [1, 2] является желание
предоставить больше преимуществ приоритетным запросам по сравнению
с обычным относительным приоритетом. В данной работе мы предлагаем
сочетание резервирования с абсолютным приоритетом. Так как абсолют-
ный приоритет и так дает очень существенное преимущество для прио-
ритетных запросов, они не нуждаются в дополнительном резервирова-
нии приборов, поэтому, мотивацией рассматриваемой дисциплины являет-
ся улучшение качества обслуживания низкоприоритетных запросов путем
уменьшения частоты прерываний их обслуживания.

Результаты анализа, представленного в данной статье, могут быть ис-
пользованы для улучшения работы многих реальных систем, например,
различных технических, производственных, обслуживающих систем, в ко-
торых, во избежание возможного простоя и для увеличения прибыли, при-
боры обеспечивают обслуживание некоторых фоновых или внешних кли-
ентов в моменты отсутствия первичных запросов. Примерами таких систем
могут служить системы когнитивного радио, см., например, [3, 4]

2. Математическая модель

Рассматривается N -линейная система массового обслуживания с беско-
нечным буфером и двумя типами запросов. Запросы поступают в соответ-
ствии с маркированным марковским входным потоком (MMAP -потоком)
запросов, заданным неприводимой цепью Маркова νt, t ≥ 0, с непрерыв-
ным временем и конечным пространством состояний {0, ...,W}. Время пре-
бывания цепи в состоянии ν экспоненциально распределено с положитель-
ным параметром λν . Когда время пребывания в состоянии ν истекло, с
вероятностью p

(0)
ν,ν′ процесс νt переходит в состояние ν′ без генерации за-

88



просов, ν 6= ν′, и с вероятностью p
(r)
ν,ν′ процесс νt переходит в состояние ν′

с генерацией запроса r-го типа, r = 1, 2, ν, ν′ = 0,W .
Поведение MMAP -потока полностью характеризуется матрицами D0,

Dr, r = 1, 2, которые определяются следующим образом: (Dr)ν,ν′ = λνp
(r)
ν,ν′ ,

ν, ν′ = 0,W , r = 1, 2, и (D0)ν,ν = −λν , ν = 0,W , (D0)ν,ν′ = λνp
(0)
ν,ν′

, ν, ν′ =

0,W , ν 6= ν′. Матрица D(1) = D0 +D1 +D2 представляет собой инфините-
зимальный генератор цепи νt, t ≥ 0. Средняя интенсивность поступления
запросов λ имеет вид λ = θ(D1 +D2)e, где θ – вектор стационарного рас-
пределения цепи Маркова νt, t ≥ 0. Вектор θ является единственным ре-
шением системы линейных алгебраических уравнений θD(1) = 0, θe = 1.
Здесь и далее e – вектор-столбец, состоящий из единиц, 0 – вектор-строка,
состоящая из нулей. Средняя интенсивность λr поступления запросов r-го
типа определяется формулой λr = θDre, r = 1, 2.

Мы предполагаем, что запросы первого типа имеют абсолютный при-
оритет. Если в момент поступления запроса первого типа есть свободный
прибор, запрос немедленно начинает обслуживание. Если в момент прихо-
да запроса первого типа все приборы заняты и имеются запросы второго
типа, получающие обслуживание, обслуживание одного запроса второго
типа прекращается, а запрос первого типа занимает освободившийся при-
бор. Запрос второго типа, обслуживание которого прекратилось, возвра-
щается в очередь с вероятностью p или уходит из системы с дополнитель-
ной вероятностью 1− p. Если в момент прихода запроса первого типа все
приборы заняты запросами первого типа, то этот запрос покидает систему
навсегда.

Мы предполагаем, что зафиксирован некоторый параметр (порог) M ,
0 < M ≤ N. Запросы второго типа принимаются на обслуживание, если
число занятых приборов меньшеM . Если в момент прибытия произвольно-
го запроса второго типа число занятых приборы больше, чемM−1, то этот
запрос идет в буфер с вероятностью q, а с дополнительной вероятностью
покидает систему.

Время обслуживания запросов типа r имеет экспоненциальное распре-
деление с параметром µr, r = 1, 2.

3. Процесс изменения состояний системы
Пусть
it, it ≥ 0, – число запросов второго типа в буфере,
nt, nt = (1− δit,0)M,N, – число занятых приборов,
lt, lt = 0,min{nt,M}, – число запросов второго типа на обслуживании,
νt, νt = 0,W , – состояние управляющего процесса MMAP в момент

времени t, t ≥ 0. Здесь δit,0 – это кронекерова дельта.
Поведение изучаемой системы описывается в терминах регулярной непри-

водимой цепи Маркова с непрерывным временем ξt = {it, nt, lt, νt}, t ≥ 0.
Введем следующие обозначения:
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• W̄ = W + 1;
• I – единичная матрица, O – нулевая матрица соответствующего раз-

мера. Если размерность матрицы или вектора не ясна из контекста,
она указывается как нижний индекс;
• ⊕ и ⊗ обозначают кронекеровы сумму и произведение матриц, соот-

ветственно, смотри, например, [5];
• diag{A1, . . . , Al} – диагональная матрица с диагональными элемен-

тами или блоками A1, . . . , Al, diag−{A1, . . . , Al} – матрица с поддиа-
гональными элементами или блоками A1, . . . , Al, diag+{A1, . . . , Al} –
матрица с наддиагональными элементами или блоками A1, . . . , Al;

• Cl = diag{0, 1, . . . , l}, C̄l = diag{l, l − 1, . . . , 0}, l = 0,M ;
• C̃l = diag{l, l − 1, . . . , l −M + 1, l −M}, l = M,N ;
• E+

n , Ê
+
n , n = 0,M − 1, – матрицы размера (n + 1) × (n + 2) со все-

ми нулевыми элементами, кроме элементов (E+
n )l,l+1, l = 0, n+ 1, и

(Ê+
n )l,l, l = 0, n+ 1, которые равны 1;

• E−n , Ê−n , n = 1,M, – матрицы размера (n+ 1)× n со всеми нулевыми
элементами, кроме элементов (E−n )l,l, l = 0, n, и (Ê−n )l,l−1, l = 1, n+ 1,
которые равны 1;
• E− – квадратная матрицы размера M +1 со всеми нулевыми элемен-

тами, кроме элементов (E−)l,l−1, l = 1,M, которые равны 1;
• Cn = µ1C̃n + µ2CM , C−n = µ1C̃n + µ2CME

−, n = M + 1, N ;
• Îl, l = M + 1, N −M + 1, – квадратная матрицы размера l со всеми

нулевыми элементами, кроме элемента (Îl)0,0, который равен 1.
Перенумеруем состояния цепи ξt в лексикографическом порядке компо-

нент (i, n, l, ν). Множество состояний, имеющих значение (i, n) двух первых
компонент цепи, будем называть макросостоянием (i, n).

Пусть Q – генератор цепи Маркова ξt, t ≥ 0, сформированный из бло-
ков Qi,j , состоящих из матриц (Qi,j)n,n′ интенсивностей переходов цепи
ξt, t ≥ 0, из макросостояния (i, n) в макросостояние (j, n′), n, n′ = 0, N.
Диагональные элементы матрицы Qi,i отрицательны и их модули опреде-
ляют интенсивность выхода из соответствующего состояния цепи Маркова
ξt, t ≥ 0.

Лемма 1. Инфинитезимальный генератор Q цепи Маркова ξt, t ≥ 0,
имеет блочно-трехдиагональную структуру:

Q =


Q0,0 Q0,1 O O . . .
Q1,0 Q1 Q2 O . . .
O Q0 Q1 Q2 . . .
...

...
...

...
. . .

 .

Ненулевые блоки Qi,j , i, j ≥ 0, имеют следующий вид:

Q0,0 = diag{A(0), . . . , A(N)}+ diag−{F (1), . . . , F (N)}+
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+diag+{B(0), . . . , B(N−1)}+ I(M+1)(N−M/2+1) ⊗D0,

Q1 = diag{A(M), . . . , A(N)}+ diag−{F (M+1), . . . , F (N)}+

+diag+{B(M), . . . , B(N−1)}+ I(N−M+1)(M+1) ⊗D0,

Q0,1 =

(
OM(M+1)

2 W̄×(N−M+1)(M+1)W̄

Q+

)
,

Q2 = diag{qI(M+1) ⊗D2, . . . , qI(M+1) ⊗D2︸ ︷︷ ︸
N−M

, pE− ⊗D1 + qI(M+1) ⊗D2},

Q1,0 =
(
O

(N−M+1)(M+1)W̄×M(M+1)
2 W̄

Q0

)
,

Q0 = diag{µ1C̄ME
+ + µ2CM , OM+1, . . . , O} ⊗ IW̄ ,

где

A(n) =


−Cn ⊗ IW̄ , 0 ≤ n < M,

−Cn ⊗ IW̄ + (1− q)I(M+1) ⊗D2, M ≤ n < N,
−Cn ⊗ IW̄+

+(ÎM+1 + (1− p)E−)⊗D1 + (1− q)I(M+1) ⊗D2, n = N, i ≥ 0;

B(n) =

{
E+
n ⊗D2 + Ê+

n ⊗D1, 0 ≤ n < M,
IM+1 ⊗D1, M ≤ n < N ;

F (n) =

{
(µ1C̄nE

−
n + µ2CnÊ

−
n )⊗ IW̄ , 0 < n ≤M,

C−n ⊗ IW̄ , M < n ≤ N.

Доказательство леммы опирается на анализ переходов цепи Маркова
ξt, t ≥ 0, за бесконечно малый интервал времени с последующей группи-
ровкой интенсивностей соответствующих переходов в блоки матрицы Q.

Блоки генератора не зависят от компоненты i при i > 1 и цепь Маркова
ξt, t ≥ 0, принадлежит классу квазитеплицевых цепей Маркова (КТЦМ)
с непрерывным временем, см. [6].

Как показано в [6], КТЦМ ξt, t ≥ 0, является эргодической тогда и
только тогда, когда выполнено неравенство

xQ0e > xQ2e, (1)

где вектор x является единственным решением системы линейных алгеб-
раических уравнений

x(Q0 +Q1 +Q2) = 0, xe = 1. (2)

Легко видеть, что система (2) может быть переписана в виде

0 = x(Q0 +Q1 +Q2) = (3)
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= x

[
IM+1 ⊗D0 IM+1 ⊗D1 . . . O O

O IM+1 ⊗D0 . . . O O

...
...

. . .
...

...
O O . . . IM+1 ⊗D0 IM+1 ⊗D1

O O . . . O (E− + Î)⊗D1 + IM+1 ⊗D0

+

+I(N−M+1)(M+1) ⊗D2+

+


−µ1C̃M (I − E+) O O . . . O O

C−M+1 −CM+1 O . . . O O
...

...
...

. . .
...

...
O O O . . . −CN−1 O
O O O . . . C−N −CN

⊗ IW̄
]
,

xe = 1.

Домножив справа на e(N−M+1)(M+1)⊗ IW̄ левую и правую части систе-
мы (3), получим, что

x(e(N−M+1)(M+1) ⊗D(1)) = 0,xe = 1. (4)

Из (4) следует, что вектор x может быть представлен в виде

x = z⊗ θ, (5)

где z – стохастический вектор размера (N −M + 1)(M + 1), θ – вектор
стационарного распределения MMAP -потока запросов.

Подставляя вектор x в виде (5) в систему (3), домножая левую и правую
части (3) справа на I(N−M+1)(M+1)⊗eW̄ , учитывая, что θD1e = λ1, θ(D0 +
D2)e = −θD1e = −λ1, θe = 1, мы получим, что вектор z является реше-
нием системы

zΩ = 0, ze = 1, (6)

где матрица Ω имеет блочно-трехдиагональную структуру с поддиагональ-
ными блоками C−M+1, . . . , C

−
N , диагональными блоками Ã(M), . . . , Ã(N) и над-

диагональными блоками λ1IM+1, . . . , λ1IM+1, где

Ã(n) =


−µ1C̃M (I − E+)− λ1IM+1, n = M,M < N,

−µ1C̃M (I − E+)− λ1(I − E− − Î), n = M = N,
−Cn − λ1IM+1, M < n < N,

−CN − λ1(I − E− − ÎM+1), n = N > M.

Легко видеть, что матрица Ω – это генератор двумерной цепи Маркова
{nt, lt}, t ≥ 0, определяющей число занятых приборов nt, nt = M,N,
и число приборов, занятых запросами второго типа, lt, lt = 0,M, в мо-
мент времени t при условии перегрузки системы. Очевидно, что при усло-
вии перегрузки рассматриваемой системы число занятых приборов nt из-
меняется в интервале [M,N ]. Из системы (6) следует, что вектор z =
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(zM , . . . , zN ), zn = (z(n, 0), . . . , z(n,M)), n = M,N, задает совместное ста-
ционарное распределение числа занятых приборов и числа запросов вто-
рого типа на обслуживании когда система перегружена.

С учетом этого, подставляя вектор x в виде (5) в неравенство (2), вы-
полняя преобразования, получим неравенство:

zM (µ2CM + µ1C̄M )e > qλ2 + pλ1zN ê, (7)

где ê – вектор размера M + 1, первая компонента которого равна 0, а
остальные равны 1.

Таким образом, мы доказали следующее утверждение.
Теорема 1. Цепь ξt, t > 0, эргодична, тогда и только тогда, когда

выполнено условие (7).
Если условие эргодичности системы выполнено, то существуют преде-

лы (стационарные вероятности) π(i, n, l, ν, ) = lim
t→∞

P{it = i, nt = n, lt =

l, νt = ν}, i ≥ 0, n = (1− δi,0)M,N, l = 0,min{n,M}, ν = 0,W .
Сформируем вектор-строки πi следующим образом:

π(i, n, l) = (π(i, n, l, 0), π(i, n, l, 1), . . . , π(i, n, l,W )), l = 0,min{n,M},

π(i, n) = (π(i, n, 0),π(i, n, 1), . . . ,π(i, n,min{n,M})), n = (1− δi,0)M,N,

πi = (π(i, 0),π(i, 1), . . . ,π(i,N)), i ≥ 0.

Общеизвестно, что векторы πi, i ≥ 0, удовлетворяют следующей систе-
ме линейных алгебраических уравнений:

(π0,π1, . . . )Q = 0, (π0,π1, . . . )e = 1.

Для решения данной бесконечной системы, может быть использован
алгоритм, предложенный в [6].

4. Характеристики производительности системы
Найдя векторы стационарных вероятностей πi, i ≥ 0, можно вычислить

различные характеристики производительности системы.

Среднее число запросов в системе L =
N∑
n=1

nπ(0, n)e+
∞∑
i=1

N∑
n=M

(i+n)π(i, n)e.

Среднее число запросов в буфере N buffer =
∞∑
i=1

iπie. Среднее число заня-

тых приборов Nserver =
∞∑
i=0

N∑
n=1

nπ(i, n)e. Среднее число занятых прибо-

ров, обслуживающих запросы первого типа, Nserver−1 =
N∑
n=1

min{n,M}∑
l=0

(n −

l)π(0, n, l)e+
∞∑
i=1

N∑
n=M

M∑
l=0

(n− l)π(i, n, l)e. Среднее число занятых приборов,
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обслуживающих запросы второго типа Nserver−2 = Nserver − Nserver−1.
Средняя интенсивность выходящего потока обслуженных запросов пер-
вого типа λ

(1)
out = µ1N

server−1. Средняя интенсивность выходящего по-
тока обслуженных запросов второго типа λ

(2)
out = µ2N

server−2. Средняя
интенсивность выходящего потока обслуженных запросов λout = λout1 +
λout2 . Вероятность потери запроса первого типа вычисляется как P loss1 =

λ−1
1

∞∑
i=0

π(i,N, 0)D1e = 1 − λout1

λ1
. Вероятность потери запроса второго ти-

па вычисляется как P loss2 = 1 − λout2

λ2
. Вероятность потери произвольного

запроса вычисляется как P loss = 1 − λout
λ1+λ2

. Вероятность потери запроса
второго типа на входе в систему из-за занятости более M − 1 приборов

P ent−loss = (1− q)λ−1
2

∞∑
i=0

N∑
n=M

π(i, n)(I(M+1) ⊗D2)e. Вероятность того, что

запрос второго типа будет выбит запросом первого типа и покинет систему

P knock−out−loss = (1− p)λ−1
1

∞∑
i=0

M∑
l=1

π(i,N, l)D1e.

5. Заключение

В работе исследована многолинейная система обслуживания с беско-
нечным буфером и двумя типами запросов. Найдено условие эргодичности.
Получены основные характеристики производительности.

Данная работа выполнена при частичной поддержке Белорусского рес-
публиканского фонда фундаментальных исследований.
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Abstract

We consider two server queueing system with infinite buffer. Cus-
tomers arrive to the system according to the Markovian arrival process.
Service time of a customer has a phase-type distribution. The servers
use the same equipment (phases of PH) for customers processing. So,
if service of a customer transits to the phase, at which another server is
currently providing the service, the service of the customer is suspended
until the phase will become available. Behavior of the system is described
by the multi-dimensional Markov chain. The generator of this Markov
chain is derived. The main performance measures are calculated.

Keywords: Markovian arrival process, phase-type service time distri-
bution

1. Introduction

The simplest queueing models assume that service time is exponentially dis-
tributed. This allows to ignore the elapsed service time when some Markovian
process describing behavior of the queue is constructed. It is quite obvious that
in many real world applications of queueing theory assumption about the ex-
ponential distribution fails and more general distributions of service time have
to be considered. If service time has an arbitrary distribution, it is mandatory
to take into account the elapsed or residual service times, e.g., by introducing
supplementary variables. This may lead to huge analytical difficulties in analy-
sis of the Markovian process describing dynamics of the queue, especially when
multi-server queue is under study. To avoid such difficulties, so called phase
type (PH) distribution, as natural extension of previously popular Erlangian
and hyper-exponential distribution, was offered, see, e.g., [1]. Nice property
of this distribution is its generality. Any distribution can be approximated, in
sense of weak convergence, by the PH type distribution, see, e.g., [2]. Ran-
dom time having the PH type distribution is interpreted as the sequence of
phases duration of which has exponential distribution. Generally speaking the
number of such phases is random. Formal definition of PH type distribution
is given in the next section. For purposes of this paper, we slightly rephrase
this definition as follows. There is a virtual network with nodes (phases), say,
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{1, . . . ,M}. Random time having the PH type distribution with an irreducible
representation (β, S) is the time during which some virtual customer stays in
this network conditional on the fact that this virtual customer starts its staying
in the network from the visit to the state m of the network with probability
βm, m = 1,M , then it makes transitions inside of the set {1, . . . ,M} with
intensities given by the entries of the matrix S or leaves the network from any
statem with intensity, which is themth component of column vector S0 = −Se,
where e denotes unit column vector. In brief, as it was already noted above,
random time having the PH type distribution consists of the random number
of virtual phases, duration of which is exponentially distributed. This allows
to replace keeping track of the continuous elapsed or residual service time
by the keeping track of the discrete current phase of the service what greatly
simplifies the analysis. However, in many real world situations, random time
having PH type distribution represents the sequence of real phases. E.g., pro-
cessing time of the query in data base consists of implementation of a sequence
of input/output operations alternating with the use of CPU. Processing of a car
in service station consists of a sequence of technological operations. If the ser-
vice is provided by the single server, no collisions occur. However, if there are
several servers operating in parallel, collisions may occur because the servers
use some common resources, e.g. tables of indices of data base of equipment of
service station.

Traditionally, in analysis of multi-server queues with PH type service time
distribution it is assumed that service processes in the servers are independent.
To the best of our knowledge, the systems with interference of phases of service
in different servers are not considered in literature. In this paper, we start
research of such systems from a relatively simple model where there are two
servers, state spaces of the networks, in terms of which PH type service time
distribution is interpreted, coincide and if a phase of the service by a server is
required while it is busy by another server this phase of service is postponed
until this phase will be released by another server. In some sense, in this model
we somehow unite the problems from two popular theories – queueing theory
and scheduling theory which consider the similar objects (service systems) but
with emphasis to different aspects of the problem.

2. Mathematical Model

Queueing system with two servers and an infinite buffer is considered.
Customers arrive at the system according to the Markovian arrival process.

We will code this process as MAP . Arrivals in the MAP are directed by an
irreducible continuous time Markov chain νt, t ≥ 0, with the finite state space
{0, 1, ...,W}. The sojourn time of the Markov chain νt, t ≥ 0, in the state ν has
an exponential distribution with the parameter λν , ν = 0,W . Here, notation
such as ν = 0,W means that ν assumes values from the set {0, 1, ...,W}. After
this sojourn time expires, with probability pk(ν, ν′) the process νt transits to
the state ν′ and k customers, k = 0, 1, arrive at the system. The intensities of

96



transitions from one state to another, that are accompanied by the arrival of
k customers, are combined to the square matrices Dk, k = 0, 1, of size W + 1.
The matrix generating function of these matrices is D(z) = D0 +D1z, |z| ≤ 1.
The matrix D(1) is an infinitesimal generator of the process νt, t ≥ 0. The
stationary distribution vector θ of this process satisfies the system of equations
θD(1) = 0, θe = 1. Here and throughout this paper, 0 is a zero row vector. In
case if the dimension of a vector is not clear from the context, it is indicated
as a lower index.

The average intensity λ (fundamental rate) of the MAP is defined by λ =
θD1e.

The service time of a customer for the server has a PH (phase-type) distri-
bution with an irreducible representation (β, S). This service time can be inter-
preted as the time until the underlying Markov process mt, t ≥ 0, with a finite
state space {1, . . . ,M,M + 1} reaches the single absorbing state M + 1 condi-
tion on the fact that the initial state of this process is selected among the states
{1, . . . ,M} according to the probabilistic row vector β = (β1, . . . , βM ). The
transition rates of the process mt within the set {1, . . . ,M} are defined by the
sub-generator S, and the transition rates into the absorbing state (what leads
to service completion) are given by the entries of the column vector S0 = −Se.
The mean service time is calculated as b1 = β(−S)−1e.

We assume that the service of customers by two servers is not independent.
The state space of the underlying Markov processes for both the servers is the
same. If there is no collision, these processes make transitions according to
definition given above, independently of each other. However if the service of
a customer by the l-th server, l = 1, 2 is at some phase while the underlying
service process of other customer by l′th, l′ = 1, 2, l′ 6= l, server should transit
to the same phase, the l′-th server is blocked and service process is stopped
until the l-th server finishes this phase of the service. The servers are identical
and are enumerated in arbitrary order. However, if two servers need the same
phase of the service, they are assumed being enumerated in order of occupation
of the phase. Number 1 has the server that currently occupies the phase under
the conflict. Number 2 has the server that currently waits for releasing this
phase.

The customers from the buffer are impatient, i.e., the customer leaves the
buffer and the system after an exponentially distributed waiting time described
by the parameter α, 0 < α <∞.

3. Process of system states

It is easy to see that the behavior of the system under study is described
in terms of the following regular irreducible continuous-time Markov chain

ξt = {it, rt, νt, nt, mt}, t ≥ 0,

where, during the epoch t, t ≥ 0,
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• it is the number of customers in the system, it ≥ 0;
• rt is an indicator that indicates whether some server is blocked or not:
rt = 0 corresponds to the case when a server isn’t blocked and rt = 1
otherwise;
• νt is the state of the underlying process of the MAP1, νt = 0,W ;
• nt is the state of PH service process on the first server, nt = 1,M.
• mt is the state of PH service process on the second server, mt = 1,M, mt 6=
nt.

The Markov chain ξt, t ≥ 0, has the following state space:(
{0, 0, ν}

)⋃(
{1, 0, ν, n}, n = 1,M

)⋃
(
{i, 0, ν, n,m}, i ≥ 2, n = 1,M, m = 1,M, m 6= n

)⋃
(
{i, 1, ν, n}, i ≥ 2, n = 1,M

)
, ν = 0,W .

For further use throughout this paper, we introduce the following notation:

• I is the identity matrix, and O is a zero matrix of appropriate dimension;
• ⊗ and ⊕ indicate the symbols of Kronecker product and sum of matrices,

respectively;
• W̄ = W + 1;
• Il1,l2 , l1, l2 = 1,M, l1 6= l2, is the matrix of size (M − 1)× (M − 1) with

all zero entries except the entries (Il1,l2)k,k, k = 0,M − 2, k 6= l2 − 2, in
the case (l1 < l2) and (Il1,l2)k,k, k = 0,M − 2, k 6= l2 − 1, in the case
(l1 > l2) which are equal to 1;
• S̃l, l = 1,M, is the square matrix of size M − 1 that is obtained from

matrix S by removing the l − 1-th column and the l-th row;
• el1,l2 , l1, l2 = 1,M, l1 6= l2, is the column vector of size (M − 1) with

all zero entries except the entry (el1,l2)l2−1 in the case (l1 > l2) and
(el1,l2)l2−2, in the case (l1 < l2) which are equal to 1;
• cl1,l2 , l1, l2 = 1,M, l1 6= l2, is the row vector of size (M − 1) with all zero

entries except the entry (cl1,l2)l1−2 in the case (l1 > l2) and (cl1,l2)l1−1,
in the case (l1 < l2) which are equal to 1;

• βl, l = 1,M, - the row vector that obtained from the vector β by delating
l − 1-th component;
• al, l = 1,M, is the column vector of size M − 1 that is obtained from the
l − 1-th column of the matrix S by removing the l − 1-th entry;
• I+

l , l = 1,M, is the matrix of size (M − 1)×M which obtained from the
identity matrix of size M −1 by adding the zero column in position l−1;

• Sl0, l = 1,M is a column vector of size M − 1 which is obtained from the
vector S0 by removing the l − 1-th component.
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• ãl, l = 1,M, is a row vector of size M with all zero components except
the component (ãl)l−1 which is equal to 1;

• Bl, l = 1,M, is the matrix of size (M − 1)×M(M − 1) which obtained
from the matrix diag{β1, . . . ,βM} by deleting the l − 1-th row;

• Cl, l = 1,M, is the matrix of size (M − 1)×M which obtained from the
matrix diag{β1, . . . , βM} by deleting the l − 1-th row;

Let us enumerate the states of the Markov chain ξt, t ≥ 0, in the direct
lexicographic order of the components r, k, ν, ζ, η and refer to the set of the
states of the chain having values (i, r) of the first two components of the Markov
chain as a macro-state (i, r). Let Q be the generator of the Markov chain
ξt, t ≥ 0, consisting of the blocks Qi,j , which, in turn, consist of the matrices
(Qi,j)r,r′ of the transition rates of this chain from the macro-state (i, r) to
the macro-state (j, r′), r, r′ = 0, 1. The diagonal entries of the matrices Qi,i
are negative, and the modulus of the diagonal entry of the blocks (Qi,i)r,r
defines the total intensity of leaving the corresponding state of the Markov
chain ξt, t ≥ 0.

Analysing all transitions of the Markov chain ξt, t ≥ 0, during an interval
of an infinitesimal length and rewriting the intensities of these transitions in
the block matrix form we obtain the following result.

Theorem 1. The infinitesimal generator Q = (Qi,j)i,j≥0 of the Markov
chain ξt, t ≥ 0, has a block-tridiagonal structure:

Q =


Q0,0 Q0,1 O O . . .
Q1,0 Q1,1 Q1,2 O . . .
O Q2,1 Q2,2 Q+ . . .
...

...
. . .

. . .
. . .

 .

The non-zero blocks Qi,j , i, j ≥ 0, have the following form:

Q0,0 = D0, Q1,1 = D0 ⊕ S, Qi,i =

(
Q

(0,0)
i,i Q

(0,1)
i,i

Q
(1,0)
i,i Q

(1,1)
i,i

)
, i > 1,

Q
(0,0)
i,i = D0⊗IM(M−1)+IW̄⊗(S+diag{S̃1, . . . , S̃M})−(i−2)αIW̄M(M−1), i > 1,

S =


S1,1IM−1 S1,2I1,2 . . . S1,MI1,M
S2,1I2,1 S2,2IM−1 . . . S2,MI2,M

...
... . . .

...
SM,1IM,1 SM,2IM,2 . . . SM,MIM−1

 ,

Q
(0,1)
i,i = IW̄⊗(


0T S1,2e1,2 . . . S1,Me1,M

S2,1e2,1 0T . . . S2,Me2,M

...
... . . .

...
SM,1eM,1 SM,2eM,2 . . . 0T

+diag{a1, . . . ,aM}), i > 1,
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Q
(1,0)
i,i = IW̄ ⊗


0 S1,2c1,2 . . . S1,Mc1,M

S2,1c1,M 0 . . . S2,Mc1,M

...
... . . .

...
SM,1c1,M SM,2c1,M . . . 0

 ,

Q
(1,1)
i,i = D0 ⊕ diag{S1,1, . . . , SM,M} − (i− 2)αIW̄M , i > 1,

Q0,1 = D1 ⊗ β, Q1,2 =
(
Q

(0,0)
1,2 Q

(0,1)
1,2

)
, Q

(0,0)
1,2 = D1 ⊗ diag{β1, . . . ,βM},

Q
(0,1)
1,2 = D1 ⊗ diag{β1, . . . , βM},

Q+ =

(
D1 ⊗ IM(M−1) O

O D1 ⊗ IM

)
,

Q1,0 = IW̄ ⊗ S0, Q2,1 =

(
Q

(0,0)
2,1

Q
(1,0)
2,1

)
, i > 1,

Q
(0,0)
2,1 = IW̄⊗(

 (S0)1I
+
1

...
(S0)MI

+
M

+diag{Sl0, l = 1,M}), Q(1,0)
2,1 = IW̄⊗

 (S0)1ã1

...
(S0)M ãM

 ,

Qi,i−1 =

(
Q

(0,0)
i,i−1 Q

(0,1)
i,i−1

Q
(1,0)
i,i−1 Q

(1,1)
i,i−1

)
, i > 2,

Q
(0,0)
i,i−1 = IW̄ ⊗ (

 (S0)1B1

...
(S0)MBM

+ diag{Sl0βl, l = 1,M}) + (i− 2)αIW̄M(M−1),

Q
(0,1)
i,i−1 = IW̄ ⊗ (

 (S0)1C1

...
(S0)MCM

+ diag{Sl0βl, l = 1,M}),

.
Q

(1,0)
i,i−1 = IW̄ ⊗ diag{(S0)lβl, l = 1,M},

Q
(1,1)
i,i−1 = IW̄ ⊗ diag{(S0)lβl, l = 1,M}+ (i− 2)αIW̄M .

Corollary 1. The Markov chain ξt, t ≥ 0, belongs to the class of continuous-
time asymptotically quasi-Toeplitz Markov chains (AQTMC), see [3].

Let us analyze the properties of this Markov chain. This analysis should
include derivation of conditions which should be imposed on the system param-
eters to guarantee existence of the stationary distribution of the states of the
chain (ergodicity condition) and a procedure for computation of the stationary
probabilities of the states.

100



As follows from [3], a sufficient condition for the existence of a stationary
distribution of AQTMC ξt, t ≥ 0, is expressed in terms of the matrices Y0, Y1

and Y2 defined as follows:

Y0 = lim
i→∞

R−1
i Qi,i−1, Y1 = lim

i→∞
R−1
i Qi,i + I, Y2 = lim

i→∞
R−1
i Qi,i+1

where the matrix Ri is a diagonal matrix with the diagonal entries which
are defined as the moduli of the corresponding diagonal entries of the matrix
Qi,i, i ≥ 0.

It is easy to verify that in the considered case the matrices Y0, Y1 and Y2

have the following form:

Y0 = I, Y1 = O, Y2 = O.

It follows from [3] that sufficient condition of ergodicity of Markov chain
ξt, t ≥ 0, is fulfillment of inequality

yY0e > yY2e (1)

where the vector y is the unique solution to the system

y(Y0 + Y1 + Y2) = y, ye = 1.

It is easy to see that here this ergodicity condition (1) is transformed to in-
equality 1 > 0 which is true for all possible values of the system parameters.

Thus, the following limits (stationary probabilities) exist:

π(i, r, ν, n,m) = lim
t→∞

P{it = i, rt = r, νt = ν, nt = n,mt = m},

i ≥ 0, r = 0, 1, ν = 0,W , n = 1,M, m = 1,M.

Then let us form the row vectors πi of the stationary probabilities as follows:

π0 = (π(0, 0, 0), π(0, 0, 1), . . . , π(0, 0,W )),

π1 = (π(1, 0, 0),π(1, 0, 1), . . . ,π(1, 0,W )),

where

π(1, 0, ν) = (π(1, 0, ν, 1), π(1, 0, ν, 2), . . . , π(1, 0, ν,M)), ν = 0,W .

πi = (π(i, 0),π(i, 1)), i ≥ 2,

where
π(i, r) = (π(i, r, 0),π(i, r, 1), . . . ,π(i, r,W )), i ≥ 2,

π(i, 0, ν) = (π(i, 0, ν, 1),π(i, 0, ν, 2), . . . ,π(i, 0, ν,M)), ν = 0,W ,

π(i, 0, ν, n) = (π(i, 0, ν, n, 1), π(i, 0, ν, n, 2), . . . , π(i, 0, ν, n,M)), n = 1,M,
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π(i, 1, ν) = (π(i, 1, ν, 1), π(i, 1, ν, 2), . . . , π(i, 1, ν,M)), ν = 0,W .

It is well known that the probability vectors πi, i ≥ 0, satisfy the following
system of linear algebraic equations:

(π0,π1, . . . )Q = 0, (π0,π1, . . . )e = 1. (2)

To solve system (2), we use the numerically stable algorithm for computation
of the probability vectors πi, i ≥ 0, developed in [4] which effectively uses
information about the asymptotic behavior of the Markov chain ξt, t ≥ 0, and
the sparse structure of the generator Q.

4. Performance measures

The average number Nbuffer of customers in the buffer is computed by

Nbuffer =
∞∑
i=3

(i− 2)pie.

The average number Nbusy of busy servers at an arbitrary moment is com-
puted by

Nbusy =
∞∑
i=1

min{i, 2}pie.

The probability Pblocked that server is blocked at an arbitrary moment is
computed by

Pblocked =
∞∑
i=2

p(i, 1)e.

The probability Ploss that an arbitrary customer will be lost (due to impa-
tience) is computed by

Ploss =
αNbuffer

λ
.

The average intensity λout of flow of customers who receive service is com-
puted by

λout = λ(1− Ploss).

5. Conclusion

Two server queueing model is analysed. Service times by two servers have
phase type distribution with coinciding state spaces of underlying Markov
chains. These service times are independent if underlying Markov chains cur-
rently have different states (phases). If the phases coincide, service by one of
the servers is postponed until the phase will be released by the competitive
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server. Generator of multi-dimensional Markov chain describing behavior of
the system is written down. Formulas for computation of the key performance
measure of the system in terms of stationary probabilities of the Markov chain
are presented. It is planned to extend the results to the cases when the number
of servers is more than two, when the state spaces of underlying processes of
service coincide partially, when the number of active servers can be dynamically
changed, etc.
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TANDEM INFINITE-SERVER QUEUEING SYSTEM
WITH HIGH-RATE MARKOVIAN ARRIVAL

PROCESS

A. Moiseev, A. Nazarov
Tomsk State University, Tomsk, Russia

We consider a tandem queueing system with infinite number of servers and
Markovian arrival process. Service times at the system stages are i.i.d. and given
by distribution functions individually for each stage. The study is performed
under the asymptotic condition of the arrivals’ rate growth. It is shown that
multi-dimensional probability distribution of customers number at the system
stages can be approximated by multi-dimensional Gaussian distribution which
parameters are obtained in the paper.

АНАЛИЗ МНОГОФАЗНОЙ СИСТЕМЫ
ОБСЛУЖИВАНИЯ С НЕОГРАНИЧЕННЫМ

ЧИСЛОМ ПРИБОРОВ И
ВЫСОКОИНТЕНСИВНЫМ ВХОДЯЩИМ

MAP-ПОТОКОМ

А. Моисеев, А. Назаров
Томский государственный университет, Томск, Россия

moiseev.tsu@gmail.com, nazarov.tsu@gmail.com

Аннотация
В работе представлено исследование многофазной системы массо-

вого обслуживания с входящим MAP-потоком, неограниченным чис-
лом приборов и произвольным обслуживанием на фазах системы. По-
казано, что в условии неограниченно растущей интенсивности входя-
щего потока многомерное распределение вероятностей числа заявок
на фазах системы в стационарном режиме функционирования яв-
ляется асимптотически нормальным, получены параметры соответ-
ствующего многомерного нормального распределения.

Ключевые слова: Многофазная система массового обслуживания,
MAP-поток, асимптотический анализ

1. Введение
В приложениях теории массового обслуживания очень часто приме-

няются модели многофазных систем обслуживания [1, 2], предполагаю-
щих поэтапную обработку поступающих сообщений (заявок). Но обычно в
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литературе встречается исследование моделей с входящим пуассоновским
потоком и/или экспоненциальным обслуживанием на фазах либо анализ
многофазных систем специфической конфигурации (например, двухфаз-
ных систем [3]).

В настоящей работе представлено исследование многофазной системы
обслуживания с входящим MAP-потоком [4], неограниченным числом при-
боров и произвольным обслуживанием на фазах системы. Показано, что в
условии растущей интенсивности входящего потока многомерное распреде-
ление числа заявок на фазах системы в стационарном режиме может быть
аппроксимировано многомерным нормальным распределением, параметры
которого получены в работе.

Аналогичные исследования для многофазной системы с входящим ре-
куррентным потоком выполнено в [5].

2. Постановка задачи
Пусть имеется многофазная система массового обслуживания с неогра-

ниченным числом приборов на каждой фазе и входящим MAP-потоком.
Система состоит из K фаз обслуживания. Время обслуживания на k-й фазе
является случайной величиной с функцией распределения Bk(x), k = 1,K.
Заявка входящего потока поступает на первую фазу. По окончании обслу-
живания на k-й фазе, она переходит на следующую, (k+ 1)-ю фазу до тех
пор, пока не получит обслуживания на последней K-й фазе, после чего
покидает систему.

Входящий поток заявок является MAP-потоком [4], заданный пред-
ставлением (D0,D1). Здесь D0 и D1 – матрицы порядка M . Матрица
D = D0 + D1 является генератором управляющей цепи Маркова m(t).
Обозначим ее стационарное распределение вероятностей через r. Вектор-
строка r удовлетворяет системе уравнений:{

rD = 0,
re = 1.

(1)

Здесь 0 и e – вектор-строка из нулей и вектор-столбец из единиц соответ-
ственно. Величина

λ = rD1e (2)

называется интенсивностью MAP-потока (fundamental rate).
Обозначим ik(t) – число заявок, находящихся в момент времени t на

обслуживании на k-й фазе системы. Ставится задача поиска многомер-
ного стационарного распределения вероятностей вектора состояний i(t) =
{i1(t), . . . , iK(t)} – числа заявок на фазах системы.

3. Метод многофазного динамического просеивания
Прямое исследование случайного процесса i(t) достаточно затруднено.

Поэтому для решения поставленной задачи воспользуемся методом мно-
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гофазного динамического просеивания, подробно представленного в [5].
Кратко опишем его здесь.

Зафиксируем некоторый момент времени T . Обозначим через Sk(t),
k = 1,K, вероятность того, что заявка входящего потока, поступившая
в момент времени t < T , в момент T будет обслуживаться на k-й фазе
системы. Через

S0(t) = 1−
K∑
k=1

Sk(t) (3)

обозначим вероятность того, что указанная заявка покинет систему до мо-
мента T .

Определим K так называемых просеянных потоков событий. Будем
считать, что заявка входящего потока, поступающая в систему в момент
времени t, с вероятностью Sk(t) генерирует событие в k-м просеянном пото-
ке, а с вероятностью S0(t) – не генерирует события ни в одном из потоков.

Пусть в начальный момент времени t0 < T система пуста. Обозначим
nk(t) – число событий, наступивших в k-м просеянном потоке до момента
времени t. Тогда для вектора n(t) = {n1(t), . . . , nK(t)} в момент времени
t = T имеем равенства

P{i(T ) = i} = P{n(T ) = i} (4)

для любых значений i, то есть распределения вероятностей значений слу-
чайных процессов i(t) и n(t) в этот момент времени совпадают. Таким об-
разом, получив выражение для распределения вероятностей многомерно-
го процесса n(t) и подставив t = T , получим распределение вероятностей
значений исследуемого процесса i(t) в момент времени T , который, вообще
говоря, выбран произвольно.

В работе [5] получены следующие выражения для вероятностей Sk(t):

Sk(t) = B∗k−1(T − t)−B∗k(T − t). (5)

где B∗k(x) = (B1 ∗ · · · ∗Bk) (x) есть свертка функций B1(x), . . . , Bk(x) для
значений k = 2,K и B∗0(x) ≡ 1, B∗1(x) = B1(x).

4. Уравнения Колмогорова

Очевидно, что процесс {n(t),m(t)} является марковским (здесь m(t) –
состояние управляющей входящим MAP-потоком цепи Маркова), и для
его распределения вероятностей P (n,m, t) = P {n(t) = n,m(t) = m} можно
записать систему дифференциальных уравнений Колмогорова

∂P (n,m, t)

∂t
=

M∑
η=1

P (n, η, t)(D0)ηm+
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+
M∑
η=1

[
P (n, η, t)(D1)ηmS0(t) +

K∑
k=1

P (n− ek, η, t)(D1)ηmSk(t)

]

для всех значений m = 1,M и неотрицательных n. Здесь ek – вектор, все
элементы которого равны 0 за исключением k-го, который равен 1.

С использованием векторных обозначений эта система перепишется в
виде

∂P(n, t)

∂t
= P(n, t)D0 + P(n, t)D1S0(t) +

K∑
k=1

P(n− ek, t)D1Sk(t), (6)

где P(n, t) = {P (n, 1, t), . . . , P (n,M, t)}, причем P (n, t) = 0, если хотя бы
один элемент вектора n меньше нуля.

Рассмотрим векторную характеристическую функцию

H(u, t) =
∞∑

n1=0

· · ·
∞∑

nK=0

eju1n1+···+juKnKP(n, t).

Для нее система (6) с учетом (3) перепишется в виде

∂H(u, t)

∂t
= H(u, t)

[
D + D1

K∑
k=1

(
ejuk − 1

)
Sk(t)

]
(7)

Начальное условие для уравнения (7) имеет вид

H(u, t0) = r. (8)

Прямое решение задачи Коши (7), (8) с использованием матричной экс-
поненты не представляется возможным, так как матрицы D и D1 не пере-
становочны. В связи с этим в настоящей работе выполнено исследование
свойств его решения в асимптотическом условии неограниченно растущей
интенсивности входящего потока, которое мы называем условием высокой
интенсивности входящего потока. Для этого в уравнении (7) выполним
следующие подстановки: ND0 вместо матрицы D0 и ND1 вместо D1, где
N – большой по величине параметр (в теоретических исследованиях будем
полагать N →∞). Получим:

1

N

∂H(u, t)

∂t
= H(u, t)

[
D + D1

K∑
k=1

(
ejuk − 1

)
Sk(t)

]
. (9)

Интенсивность входящего MAP-потока, заданного таким образом состав-
ляет Nλ и неограниченно растет при увеличении значения параметра N .
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5. Асимптотика первого порядка

Рассматривая условие высокой интенсивности входящего потока N →
∞, выполним в задаче (9), (8) следующие замены:

1

N
= ε, u = εw, H(u, t) = F1(w, t, ε). (10)

С использоваием этих замен задача (9), (8) перепишется в виде

ε
∂F1(w, t, ε)

∂t
= F1(w, t, ε)

[
D + D1

K∑
k=1

(
ejεwk − 1

)
Sk(t)

]
, (11)

F1(w, t0, ε) = r. (12)

Относительно асимптотического решения F1(w, t) = lim
ε→0

F1(w, t, ε) этой
задачи имеет место следующее утверждение.

Теорема 1. Асимптотическое решение F1(w, t) задачи (11)–(12) име-
ет вид

F1(w, t) = r exp

λ
K∑
k=1

jwk

t∫
t0

Sk(τ) dτ

 , (13)

где r и λ определяются выражениями (1) и (2).

Доказательство. Доказательство выполним в два этапа.
Этап 1. Положим в выражении (11) ε→ 0. Получим:

F1(w, t)D = 0.

Сравнивая это уравнение с (1), можем сделать вывод, что функция F1(w, t)
может быть представлена в виде

F1(w, t) = rΦ1(w, t), (14)

где Φ1(w, t) – некоторая скалярная функция, удовлетворяющая условию

Φ1(w, t0) = 1. (15)

Этап 2. Умножим обе части матричного уравнения (11) справа на век-
тор e, поделим на ε, подставим (14) и выполним предельный переход ε→ 0.
Тогда с учетом того, что

De = 0. (16)

Получим следующее дифференциальное уравнение:

∂Φ1(w, t)

∂t
re = Φ1(w, t)rD1e

K∑
k=1

jwkSk(t).
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Учитывая (2) и re = 1, получаем:

∂Φ1(w, t)

∂t
= Φ1(w, t)λ

K∑
k=1

jwkSk(t).

С учетом начального условия (15) получаем следующее решение этого
уравнения:

Φ1(w, t) = exp

λ
K∑
k=1

jwk

t∫
t0

S(τ) dτ

 .

Подставляя это выражение в (14), для функции F1(w, t) получаем вы-
ражение (13). Теорема доказана. �

6. Асимптотика второго порядка
Введем векторную функцию H2(u, t), удовлетворяющую равенству

H(u, t) = H2(u, t) exp

Nλ
K∑
k=1

juk

t∫
t0

Sk(τ) dτ

 . (17)

Подставляя это выражение в (9), (8), получим следующую задачу Коши
относительно функции H2(u, t):

1

N

∂H2(u, t)

∂t
+ H2(u, t)λ

K∑
k=1

jukSk(t) =

= H2(u, t)

[
D + D1

K∑
k=1

(
ejuk − 1

)
Sk(t)

]
,

H2(u, t0) = r.

(18)

Выполним здесь следующие замены переменных:

1

N
= ε2, u = εw, H2(u, t) = F2(w, t, ε). (19)

Тогда задача (18) примет вид
ε2
∂F2(w, t, ε)

∂t
+ F2(w, t, ε)λ

K∑
k=1

jεwkSk(t) =

= F2(w, t, ε)

[
D + D1

K∑
k=1

(
ejεwk − 1

)
Sk(t)

]
,

F2(w, t0, ε) = r.

(20)

Обозначим
F2(w, t) = lim

ε→0
F2(w, t, ε). (21)

Докажем следующее утверждение.
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Теорема 2. Асимптотическое решение F2(w, t) задачи (20) имеет
вид

F2(w, t) = r exp

λ
K∑
k=1

(jwk)2

2

t∫
t0

Sk(τ) dτ + κ
K∑
k=1

K∑
ν=1

jwkjwν
2

t∫
t0

Sk(τ)Sν(τ) dτ

 ,

(22)
где

κ = 2g(D1 − λI)e, (23)

а вектор-строка g удовлетворяет следующей системе линейных алгебра-
ических уравнений:

gD = r(λI−D1). (24)

Доказательство. Доказательство выполним в три этапа.
Этап 1. Выполним в (20) предельный переход ε→ 0, получим:{

F2(w, t)D = 0,
F2(w, t0) = r.

Сравнивая этот результат с (1), можно сделать вывод о том, что функция
F2(w, t) может быть представлена в виде

F2(w, t) = rΦ2(w, t), (25)

где Φ2(w, t) – некоторая скалярная функция, удовлетворяющая условию

Φ2(w, t0) = 1. (26)

Этап 2. Учитывая (25) и (21), функцию F2(w, t, ε) можно представить
в виде разложения

F2(w, t, ε) = Φ2(w, t)

[
r + g

K∑
k=1

jεwkSk(t)

]
+ O(ε2), (27)

где g – некоторая вектор-строка.
Подставим (27) и разложение ejεwk = 1 + jεwk + O

(
ε2
)
в уравнение

задачи (20), получим равенство:

rλ
K∑
k=1

jεwkSk(t) = rD + rD1

K∑
k=1

jεwkSk(t) + gD

K∑
k=1

jεwkSk(t) + O(ε2).

Выполнив здесь предельный переход ε→ 0, с учетом (1)получаем следую-
щее матричное уравнение относительно неизвестного вектора g:

gD = r(λI−D1),
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которое совпадает с (24).
Этап 3.Умножим обе части дифференциального уравнения задачи (20)

справа на вектор e. Используя разложение ejεwk = 1+jεwk+ (jεwk)
2

2 +O(ε3),
учитывая свойства (1), (16) и обозначения (2), (23), выполним в этом урав-
нении предельный переход при ε→ 0. В результате получим следующее ли-
нейное дифференциальное однородное по t уравнение относительно функ-
ции Φ2(w, t):

∂Φ2(w, t)

∂t
= Φ2(w, t)

[
λ

K∑
k=1

(jwk)2

2
Sk(t) + κ

K∑
k=1

K∑
ν=1

jwkjwν
2

Sk(t)Sν(t)

]
,

где величина κ определяется выражением (23). С учетом начального усло-
вия (26) получаем следующее решение этого уравнения:

Φ2(w, t) = exp

λ
K∑
k=1

(jwk)2

2

t∫
t0

Sk(τ)dτ + κ
K∑
k=1

K∑
ν=1

jwkjwν
2

t∫
t0

Sk(τ)Sν(τ)dτ

 .

Подставляя полученное решение в (25), получаем окончательное выра-
жение для функции F2(w, t) в виде (22). Теорема доказана. �

7. Стационарное распределение вероятностей числа заявок в
системе

Выполним в (22) замены, обратные к (19). Учитывая (17), получаем
следующее выражение для векторной характеристической функцииH(u, t)
многомерного распределения числа событий в просеянных потоках, насту-
пивших до момента времени t (см. раздел 3):

H(u, t) = r exp

Nλ
K∑
k=1

[
juk +

(juk)2

2

] t∫
t0

Sk(τ)dτ+

+Nκ
K∑
k=1

K∑
ν=1

jukjuν
2

t∫
t0

Sk(τ)Sν(τ)dτ

 .

Вернемся к исследуемому процессу i(t), который представляет число
заявок на фазах рассматриваемой многофазной системы массового обслу-
живания. С помощью h(u) обозначим характеристическую функцию се-
чения этого процесса в момент времени T . Применяя основную формулу
(4) многофазного динамического просеивания, получаем следующую ап-
проксимацию h(2)(u) для характеристической функции h(u) при условии
достаточно больших значений параметра N :

h(u) ≈ h(2)(u) = exp

Nλ
K∑
k=1

[
juk +

(juk)2

2

] T∫
t0

Sk(τ)dτ+
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+Nκ
K∑
k=1

K∑
ν=1

jukjuν
2

T∫
t0

Sk(τ)Sν(τ)dτ

 .

Рассматривая начальный момент t0 → −∞ и выполнив в интегралах
замену t = T − τ , получаем следующую аппроксимацию для характери-
стической функции h(u) числа заявок на фазах системы в стационарном
режиме функционирования:

h(u) ≈ h(2)(u) = exp

{
juNλSe +

1

2
ju [NλS +NκV] juT

}
, (28)

где S – диагональная матрица с элементами главной диагонали, равными
средним временам обслуживания на соответствующих фазах, а матрица

V составлена из элементов Vkν =
∞∫
0

[
B∗k−1(t)−B∗k(t)

] [
B∗ν−1(t)−B∗ν(t)

]
dt,

k, ν = 1,K.
Таким образом, многомерное стационарное распределение числа заявок

на фазах многофазной системы обслуживания с входящим MAP-потоком,
неограниченным числом приборов и произвольным обслуживанием на фа-
зах системы при достаточно большой интенсивности входящего потока мо-
жет быть аппроксимировано многомерным нормальным распределением с
вектором средних NλSe и матрицей ковариаций N [λS + κV].

Для определения точности полученной гауссовской аппроксимации про-
веден ряд численных экспериментов, в каждом из которых для марги-
нальных стационарных распределений вероятностей числа заявок на фа-
зах системы закон, составленный на основе нормального распределения с
соответствующими параметрами, сравнивался с эмпирическим распреде-
лением, построенным на основе результатов имитационного моделирова-
ния. Для проведения сравнения использовалось расстояние Колмогорова
[6], которое для дискретных распределений имеет вид

d = max
i≥0

∣∣∣∣∣
i∑
l=0

[
P̃ (l)− P (l)

]∣∣∣∣∣,
где P (l) – маргинальное стационарное распределение числа заявок на од-
ной фазе системы, вычисленное на основе аппроксимации (28), P̃ (l) – мар-
гинальное эмпирическое распределение числа заявок на соответствующей
фазе, построенное на основе результатов имитационного моделирования.

Установлено, что полученная аппроксимация дает хорошие результаты
(расстояние Колмогорова d < 0, 05) при значениях параметра N ≥ 30.

8. Заключение
В работе представлено исследование многофазной системы массового

обслуживания с входящим MAP-потоком, неограниченным числом прибо-
ров и произвольным обслуживанием на фазах. Исследование выполнено в
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асимптотическом условии неограниченно растущей интенсивности входя-
щего потока. Показано, что при достаточно большой интенсивности входя-
щего MAP-потока многомерное распределение вероятностей числа заявок
на фазах системы в стационарном режиме с достаточной точностью может
быть аппроксимировано многомерным нормальным распределением. В ра-
боте получены значения вектора математических ожиданий и матрицы
ковариаций для этой гауссовской аппроксимации. Численные эксперимен-
ты с применением имитационного моделирования позволяют определить
область применимости полученной аппроксимации.
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Abstract

In this paper were presented experimental data and model for evaluating the
data transmission speed between the remote moving object-vehicle and base sta-
tion in wireless networks 802.11n and 4G-LTE standarts. Network of 802.11n
standart represent first stage of overall two stage network, involving 4G-LTE
channel. The experimental resalts are used for evaluation of actual speed of data
transmission between the moving vehicle and base station by using IxChariot
program. Network Goodput depending on vehicles speed and vehicles density on
road are represented too.

Keywords: 802.11n, 4G-LTE standarts, model, Goodput

1. Introduction

Short-range vehicle-roadside or V2I communication is expected to be part of the
future intelligent transportation system (ITS) in order to increase the safety of the
roads and efficiency of the traffic. Therefore, investigation on proper communication
for ITS are increasing. Today, the IEEE 802.11n and 802.11ac standard for high data
rate wireless networks is widespread and costs effective. Extension of this standard
could be a part of V2I communication technology.

IEEE 802.11p standard was specially developed for Short Range Drive-thru vehi-
cle Networks, but it use 5.85-5.925 GHz frequencies. These frequencies are paid and
the equipment is not cheap. Unlike the specially developed standard 802.11p allows
transferring short official reports of urgent character only. Protocols 802.11g/n/ac al-
low large-scale data transfer at high speeds, and passing to free range of frequencies.
The problem is – it is necessary to transfer large-scale data in short time intervals
during movement of vehicle. The losses appear during transferring from zone to zone.

Nowadays main wireless system standard is the 802.11n. This standard replaces
the 802.11g standard. Significant improvement of quality of signal and goodput also
should be observed in utilization of this standard in the Drive-thru Internet system. To
prove this fact and to estimate improvements some experiments were conducted, the
results and the analysis are described below.
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We want once again to refer about usefulness of utilization of the 802.11n stan-
dard in Drive-thru Internet system, unless the utilization of specially designed 802.11p
standard:

• Equipment for the 802.11n standard is cheap and available.
• Frequencies of the 802.11n standard are free of charge.
• The 802.11p standard does not provide transfer of data large amount and it is

developed for transfer of short messages.
All these advantages indicate on feasibility of utilization of the 802.11n standard

in the Drive-thru Internet system.
The uniqueness of this research is development of real Drive-thru Internet system

for experiments. Experiments for the 802.11n standard were conducted in polygon
Rumbula in Riga. Inter-connected roadside access points (APs) ASUS RT-N16 with
firmware dd-wrt.v24 were used as workstations. This firmware supports WDS.

In plain terms, this technology allows the access points to establish wireless con-
nection not only with wireless customers, but also between themselves, extending the
zone of wireless net action. The main advantage to such net is that its access points
are interconnected, comprising a drive-thru Internet system. In this case, there is no
need to use landline nets for connection of access points. The net constructed using
WDS technology allows the mobile stations to switch from one access point to an-
other without losing connection with wireless net. Figure 1 shows the scheme of the
Inter-connected roadside access points (APs) interconnection via WDS.

Figure 1: Connection scheme of Inter-connected roadside access points (APs) and
zones of their activity.

The graph in Figure 2 shows goodput dependence on different speeds of Drive-thru
vehicle (20km/h and 100km/h) with 802.11n standard. As WDS was used significant
loss can be seen in left and right zones of the graph.
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Figure 2: Analysis of Goodput (Mbps) at different speeds (20km/h and 100km/h) in
short range drive-thru vehicle network with 802.11n standard.

The graph in Figure 3 shows goodput dependence on speeds of drive-thru vehicle
(40km/h, 60km/h and 80km/h) with 802.11n standard.

Figure 3: Analysis of Goodput (Mbps) at different speeds (40km/h, 60km/h and
80km/h) in short range drive-thru vehicle network with 802.11n standard.

Analyzing these graphs, it can be concluded that by increasing speed of the drive-
thru vehicle, goodput reduced slightly, but at the same time it remains stabile. Signif-
icant growth of productivity can be seen not only on main Inter-connected roadside
access point (APs), but also on secondary Inter-connected roadside access point (APs).
Transitional processes during switching between base stations are not seen practically.
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Main advantage of the 802.11n standard is stability of data transfer in Drive-thru
Internet system at high speed of drive-thru vehicles.

Using Inter-connected roadside access points (APs) with the 802.11n standard,
transition between workstations is performed without fading. Average goodput on all
stages was 9,838 Mbps.

Figure 4 shows average goodput dependence on 802.11n at different speeds.

Figure 4: Average goodput dependence on 802.11n at different speeds.

2. Performance Evaluation of Vehicular Heterogeneous Wireless
Networks

In second part of report, two-stage real data network and model of network are
presented. In this case, differently from first part, server is placed fare away from
position of AP concentrator. Therefore additional data transmission channel is solved
in network. In our experiments LTE channel has been used.

The physical realization of communication for the transmission data from the ve-
hicle to the user’s server and back is the wireless network. At the first stage the data
are transmitted from the mobile object to the nearest Access Point according to the
protocol 802.11n.

However, the distance from the AP object should not exceed 200 meters. Further,
from the AP the data are transmitted to the remote base station (server) by the channel
according to the LTE. This variant provides the data transmission at the distance up to
the several kilometers. Thus, the object of the research represents the two-stage system
of the wireless networks. This system can be represented by the two-stage network
model, as it is shown in Figure 5. The null node stimulates the data transmission from
the movable object with the intensity of the data transmission ε0.

The second node stimulates the AP wireless network providing the data reception
and transmission from the mobile objects of the null node. The intensity of the data
processing is equal to ε1.

ε1 = βi, (1)
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Figure 5: Two-stage vehicular network model.

where βi – transmission rating in the wireless network 802.11n depending on the dis-
tance to the base station as it is shown in the Figure 5.

In order to determine the model parameters, such as the intensity of processing in
nodes and transition probability, it is necessary to evaluate the physical parameters of
prototype. For the purpose of creation of such prototype was used the equipment of
the company Cisco. Using Cisco equipment was built the wireless two rank transport
networks.

This prototype represents ‘test-bed’ for the research of dependence goodput on the
travel speed of the vehicle. Moreover, the measurement of useful data transmission
rate covers not only the first rank of the system: “mobile object” – AP and further the
data transmission channels from AP to the remote server of the user.

Naturally, that the Goodput to a great extent will depend on the data transmission
rate from the AP to server, i.e., from the transmission data characteristics. To carry out
such researches has been taken the router CISCO C819 M2M which has two output
channels. One channel provides the data transmission in GPRS mode. The second
channel, being characterized by a high data transfer rate, uses LTE mode — the mode
of the next generation of mobile communications. Scheme “test-bed” is presented
below (see Figure 6:

The main task in this experiment is the approximate data transmission speed in
accordance with the distance to the base station, as well as the second task should be
resolved, when the Internet speed should be fixed in accordance with the N moving
objects, which are located in the coverage of the wireless network base station.

In order to carry out such study, the program IxChariot should be used. Over the
FTP protocol the file is being sent via base stations from the computer to the remote
server moving along the base station. FTP protocol is being used to transfer large
amounts of data. During the experiment, the actual speed Goodput will be measured
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Figure 6: Two-stage network model.

(the recommended data transmission speed) in the program over FTP protocol in order
to determine the data transmission speed at the speed of the certain vehicle.

The first experiment was carried out with the use of access point in each direction
at the distance of 100 meters from the controller in accordance with the principle as
shown in the scheme. This means that the access points are located at the distance
of 100 meters from one another, we use three access points and the client was mov-
ing with a speed of 20 km/h. It should be mentioned that these experiments have
no authority controllers. Goodput - permeability and Elapsed time are denoting the
experimental measurement time (see Figure 7).

Figure 7: Two-stage goodput with 4G and 802.11n at the speed of 20km/h.

Response time from the device, seconds and Elapsed time are denoting the exper-
imental measurement time (see Figure 8).

The next experiment was carried out at the speed of 50 km/h (Figure 9), traveling
down the road along the access points. The distance between the access points is 100
meters. The Figure 10 shows the goodput at the speed of 90 km/h.
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Figure 8: Response time at the client travel speed of 20 km/h along the access points.

Figure 9: Two-stage goodput with 4G and 802.11n at the speed of 50km/h.

Figure 10: Two-stage goodput with 4G and 802.11n at the speed of 90km/h.

After experimental evaluation main parameters of network, let us return to another
ones in model. Depending on the vehicle’s proximity to the base station, the data
processing rate and data processing intensity in the base station will be different. For
the file transfer with packet length of 1500 bytes, the base stations goodput βi was
estimated experimentally.

In its turn, AP is connected with the remote base station along the wireless network
with the LTE. The intensity of the data transmission of the second node is to be taken
to be equal to ε2.

The route of the data transmission keeps the track from the null node to the first
node and then to the second one [1], if the file transfer is considered from the vehicle
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to the BS. From the BS it is transmitted the ACK confirmations on the packet’s trans-
mission. In this case, the average time for the transmission will be different: more
time is spent on the transmission of the data packets, which is denoted as E(ti)

The ACK transmission takes less time and denotes it as E(t0). Then the average
time of the data processing in the zero node will be:

E(t1) =
E(ti) + E(t0)

2
. (2)

If on the top of each transmitted packet the ACK confirmations are received, the
intensity of the processing in the zero node will be:

ε0 =
1

E(t1)
(3)

The model is present in the parameter N, determining the number of the data
transmission initiators, which compete for the resource sharing of the 1 and 2 nodes
[2]. In our case this is the number of automobiles in the AP coverage area. Then the
three-node and two-stage model of the goodput can be expressed by the (12) formula.
In this formula the parameters a, X1 and X2 are determined by the value from (4).

The valuation problem of the goodput provided by the model consists of the deter-
mination of the value N -– the number of vehicles in the AP coverage area. Moreover,
in the wireless network standard 802.11n the speed of data transmission depends on
the remoteness of the vehicles from AP. The terminal count in each vehicular wireless
network is usually high [3, 4]. The bandwidth equation for a two-stage network being:

X1 =
ε0

ε1P10
; X2 = aX1; a =

ε1

ε2
P12. (4)

The intensity for the ε2:

ε2 =
1
t

(5)

t =
lp

V f
(6)

Where V f – the effective data transfer rate for the LTE. For the having the peak
transfer rate Vn. The actual speed is determined in the following way:

V f =
Vn

2
(7)

The starting point for the calculation is the normalizing function G(N), that is
chosen from the principle of the sum of probabilities being one p(n0, n1, n2), where ni

in vector n̄ = (n1, n2,3 ) is the inquiry count in i-th node. The resulting equation for
G(N) calculation looks like this:
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G(N) =
∑

n̄

3∏
i=1

(Xi)ni, (8)

n̄ ∈

n1, n2, n3)/
3∑

i=1

ni = N, ni ≥ 0∀i

 . (9)

Where N – the number of vehicles.
The function of the studied two layer vehicular network looks like this:

G(N) =
1

1 − a

N∑
j=0

X j
1(1 − a j+1) (10)

The Goodput η of the two-stage network is defined as the count of the processed
inquiries in per unit of time [4, 5]. The finished task is put out trough the subsystem
of input/output, and instantly a new task is loaded through it. The probability of a lack
of inquiries in the i-th node will be [6, 7]:

p{ni = 0} =
G(N) − XiG(N − 1)

G(N)
(11)

The result is:

η = P10ε1(1 − p{ni = 0}) (12)

The particular importance is paid to the assessment of parameter N – the number
of “tasks” or requests, circulating in the network of communication [4, 11]. Taking
into the consideration the fact that the number of mobile customers in the coverage
area of the base station WiFi is limited or fixed, and then the model corresponds to the
class of closed networks of queuing system [9, 10].

If, the average number of customers Nn, who present in the coverage area of the
base station and the average number of packages Z received or transmitted by the
customer in the base station can be determined and the number of inquiries in the
network is:

Nn = N · Z (13)

For the determination the number of customers in the coverage area of the base
station will be consider the highway on which there is a high way flow of cars – the
worst case for the researched network [12]. Such high rate flow according refers to
the class of mobile objects, following for the leaders. It has been affirmed that the
distribution of time intervals for the consecutive vehicles can be approximated by the
Erlang distribution of (k − 1) order.

According to an experimental data this value lies within the range of 5 to 7 . The
intensity of input flow of vehicles:
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λ2 =
1

h2
, (14)

where h2 – is the average value of the interval between the vehicle and the distribution
of intervals itself between vehicles:

f (h2) =
(Kλ2)K · hK−1

1 · e−λ2Kh2

(K − 1)!
. (15)

Erlang law of k − 1 law is formed as a chain of stages on which occur the delays
of requests, distributed exponentially with parameters λ2K.

The intensity of traffic of automobiles, passing through any given point of the road
per unit time [8], including the location point of the base station constitutes:

q = Kϑ. (16)

According to some experimental data the intensity of traffic is 1800-1900 of vehi-
cles/per hour for traffic lane [13]. Naturally, if the number of bands in one direction,
then the service rate of vehicles will be z times more, i.e.

qz = K · z. (17)

At that it is necessary to take into the consideration the density of vehicles per
unit of length of band [14]. In this case the unit of length constitutes the diameter of
coverage area of the base station – 200 meters.

The given initial data allow coming to the estimation of the average number of
vehicles on the road [15]. For this we assume that the ingoing stream of automobiles
Erlang k − 1 order and k = 5. The service time of flow of vehicles of the road with the
bands is a random value of distribution on exponentially law with the parameter qz.

For the evaluation the number of vehicles which are in the coverage area of the
road, use the Ek/M/1 model. According to the number of customers in the system of
service, i.e., the average number of vehicles in segment of road:

L =
ρ

1 − rk
0

. (18)

Where ρ – the load ratio of the system.
In our case:

ρ =
λ2

qz
. (19)

At that there r0 is a root of solution of characteristic equation which lies in the
interval 0,1.

qz · rk+1 − (k · λ2 + qz)r + kλ2 = 0. (20)

In the considered situation k = 5. Note that r0 is comparable with ρ, then the
solution (20) for r0 is sought iteratively. In the Table 1 are presented the results of
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ρ 0.25 0.5 0.6 0.75 0.8 0.9
r0 0.56 0.76 0.84 0.88 0.9 0.92

L = N 0.265 0.67 1.031 1.588 1.954 2.64

Table 1: The number of vehicles on the road section.

Figure 11: The number of vehicles with the different load factor ρ.

solution of equation for the different load factors as well as the resulting indices of
number of vehicles on the road section included in the service area of the base station
(see Figure 11).

From the equation (12) for each segment can be calculated. The network per-
formance influences the probability of transmission of the confirmation ACK, as in-
creases, the number of packages per unit of time increases too.

Figure 12: Goodput for two-stage network model with P10 = 0.999, P12 = 0.001 for
802.11n and LTE at the Erlang distribution.
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Figure 13: Goodput for two-stage network model with P10 = 0.99, P12 = 0.01 for
802.11n and LTE at the Erlang distribution.

3. Conclusion
In fact, we have derived practical analytical models for the distribution of the

number of packets that a vehicle can download from a two-stage network system with
access point and base station. In this work was developed the model to determine the
actual speed of date transmission, depending on the number of mobile objects.

On the basis of obtained data it is possible to conclude that the performance of
the base station is connected both with the traffic parameters and data transmission
feature. In this paper were developed the model for the determination of the actual
speed of data transmission, depending on the number N of the mobile objects, which
are in the coverage area of the base station of the wireless network. On the basis of
the paper the actual rate of datatransmission will depend on the number of objects,
interacting with the base station and their remoteness from it.

REFERENCES
1. Lagershausen S. Performance Analysis of Closed Queueing Networks, Springer.

2013. pp.5-26.
2. B.S.Kerner, Introduction to Modern Traffic Flow Theory and Control, Publisher:

Springer (2009), 265 p.
3. Ipatovs, Aleksandrs. Experimental and Analytical Goodput Evaluationof Drive-

thru Internet Systems: promocijas darbs / A.Ipatovs zinatniskais vaditajs
E.Petersons ; Rigas Tehniska Universitate. ELEKTRONIKAS UN TELEKOMU-
NIKACIJU FAKULTATE. Transporta elektronikas un telematikas katedra. Riga:
[RTU], 2012. 127lp.

4. D. Gross, J. Shortle, J. Thompson, C. Harris. Fundamentals of Queuering Theory.
Willy. 2008, 500 p.

125



5. Garber N. J., Hoel L. A. Traffic & Highway Engineering, Cengage Learning.
2009. 1230 p.

6. R. Jain and J. M. Smith, “Modeling vehicular traffic flow using m/g/c/c state de-
pendent queueing models,” Transportation Science, vol. 31, pp.324–336, 1997.

7. I.A. Ismail, G.S. Mokaddis, S.A. Metwally and Mariam K. Metry, Optimal Treat-
ment of Queueing Model for Highway,Journal of Computations & Modelling,
vol.1, no.1, 2011, pp 61-71,ISSN: 1792-7625

8. J. P.Singh, N. Bambos, B. Srinivassan and D. Clawin, Wireless LAN performance
under varied stress conditions in vehicular traffic scenarios, proceedings of Vehic-
ular Technology Conference, (2002), Vol. 2, pp. 24-28.

9. K. K. Leung, W. A. Massey, and W. Whitt, “Traffic models for wireless commu-
nication networks,” IEEE J. Sel. Areas Commun., vol. 12, pp. 1353–1364, 1994.

10. Window-based rate adaptation in 802.11n wireless networks. Pefkianakis I., Hu
Y., Lee S.B. bez viet. : Springer, 2012. DOI: 10.1007/s11036-011-0347-x.

11. A. Matsumoto, K. Yoshimura, S. Aust, T. Ito, Y. Kondo, Performance evaluation
of IEEE 802.11n devices for vehicular networks, LCN 2009, The 34th Annual
IEEE Conference on Local Computer Networks, LCN 2009, 20-23 October 2009,
Zurich, Switzerland, Proceedings (2009), 669-670.

12. V. Bychkovsky , B. Hull , A. Miu , H. Balakrishnan and S. Madden ”A measure-
ment study of vehicular Internet access using in situ Wi-Fi networks”, Proc. ACM
MobiCom, 2006, pp.50 –61.

13. Luan, T.H., Xinhua Ling, Xuemin Shen. MAC in Motion: Impact of Mobility
on the MAC of Drive-Thru Internet. Mobile Computing, IEEE Transactions on
Volume: 11, Issue: 2, 2012, pp. 305-319

14. Marc Emmelmann, Bernd Bochow, C. Christopher Kellum: Vehicular Network-
ing Automotive Applications and Beyond. A John Wiley and Sons, Ltd, Publica-
tion, 2010, pp. 227-255.

15. Jorg Ott and Dirk Kutscher, “Drive-thru Internet: IEEE 802.11b for ,,Automo-
bile“ Users,” in Proceedings of the IEEE Infocom 2004 Conference, Hong Kong,
March 2004.

126



A CLUSTER CACHING RULE IN NEXT
GENERATION NETWORKS

N. Markovich

V.A. Trapeznikov Institute of Control Sciences of Russian Academy of
Sciences, Moscow, Russia

nat.markovich@gmail.com, markovic@ipu.rssi.ru

Abstract

Probabilistic aspects of caching are considered. The caching serves to
keep popular contents inside a memory unit called ’cache’ to be able to
access them quickly. Using extreme value theory we propose a caching
strategy called Cluster Caching Rule driven by content popularity that
may change in time. A non-Poisson request arrival process is used when
requests are statistically correlated. The idea of the new approach is to
locate in cache only contents whose popularity exceeds a sufficiently large
threshold. Due to dependence and possible heavy-tailed distribution of
inter-requests and inter-arrival times of documents, the popularity pro-
cess builds clusters of exceedances. The cluster and inter-cluster sizes
are geometrically distributed as derived in Markovich (2014). We use it
to calculate means of the cache utilization and occupancy. We escape
assumptions like a constant size of content and a Poisson request process
that are typical in the literature.

Keywords: Caching, content, popularity process, cluster of exceedances,
cache utilization, cache occupancy

1. Introduction

The paper is devoted to probabilistic aspects of caching. A caching policy
serves to keep popular contents inside a short memory unit called ’cache’ to be
able to access them as soon as possible. We consider it from new perspectives
using achievements of extreme value theory.
Let C be the size of a cache and d1, ..., dM be a catalog of documents. Since
the popularity of contents may change over time and place, the hitting of doc-
uments inside the cache has to be changed, too. Cache filling depends on the
input (the arrival) process of document requests, the cache size and the re-
placement policy. The latter may be controled by the time that is allowed for
the document to be in the cache. This called TTL (the Time-to-Live) may be
individual for each document depending on its popularity [1] or cache depen-
dent [2], or the TTL may be fixed, [3]. If a requested document is found in
the cache then the cache content remains unchanged. Then we say that the
document request hits the cache. If the document is new, i.e. it cannot be
found in the cache, then the missing content is brought in from the outside
world (a long memory). In this case, we say that the document request misses
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the cache. The previous cache content may remain unchanged in this case too
if the cache was not full. Otherwise, the new document evicts some content
from the cache according to the replacement rule.1

There are several identification problems in the caching such as size and lo-
cation of caches, statistical estimation of the content popularity, a convenient
modeling of the inter-request time (IRT) process, the optimality evaluation of
the replacement rule, e.g., by hit/miss probabilities as well as the occupancy
and the utilization of the cache. The most popular replacement rule is the
Least-Recently-Used (LRU) caching, [3], [4], where the requested document
hits the first position of the cache. The object at the last position may leave
the cache if the requested document is new or it stays longer otherwise.
Despite of an easy idea, the analytical analysis of the LRU is difficult. Usually,
it is assumed for simplicity that the content size is deterministic despite it is
naturally random. However, one can combine several content units into chunks
of a constant size. Such chunks are assumed to be claimed.
The requesting point process of the object is often assumed to be a renewal
Poisson process and the IRTs are then independent exponentially distributed,
see [1], [4] among others. A superposition of renewal Poisson processes is also
renewal Poisson. This simplifies the use of cache trees where superposed request
processes from leaf-caches arrive to the root-cache, [1]. Generally, the super-
position of two renewal processes is not a renewal process. Markov modulated
processes are closed under superposition. Hence, Markov and semi-Markov
modulated processes are typically used as alternative models of arrival request
processes, [1], [5], [6]. In contrast to renewal Poisson processes such superposed
request processes are correlated.
Usually, the probability of the content popularity is modeled by Zipf’s law that
has a Pareto tail, [7], [8]. In [9] the mixture of Zipf and heavy-tailed Weibull
distributions is found as an appropriate model of the web content popularity. In
[4] real web traces from the National Laboratory for Applied Network Research
(NLANR) were analyzed. It was found that about 70% of all documents are
one-time requested. The caching of such documents is not reasonable. How-
ever, the LRU and TTL rules allow to cache such documents.
Assuming that the document popularity can be modeled by a generalized Zipf’s
law, in [5] it was derived that the cache missing probability is asymptotically,
for sufficiently large cache sizes, the same for the LRU replacement both with
dependent and independent identically distributed IRTs. In [6] similar result
was proved for the Least-Frequently-Used (LFU) rule which only caches the
most popular objects. The IRTs of each object may be dependent and heavy-
tailed distributed which reflects the heavy-tailed popularity of the documents.
According to our new caching rule called Cluster Caching Rule (CCR), only
clusters of frequently requested contents whose popularity exceeds a sufficiently

1If the document size is fixed then a new document evicts one document from the full
cache.
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large threshold may hit the cache. This is similar to TTL and LFU rules, [10]
but there are novelties based on the extreme value theory. The latter allows
us to explain the impact of the dependence and heavy-tailed quantities on the
caching. Due to dependence and a possibly heavy-tailed distribution of IRTs
of the object, the popularity and IRT processes build clusters of exceedances,
see Fig. 1. Such assumptions like (1) the content size is constant; (2) the IRT
process is renewal Poisson; (3) IRTs are independent are avoided.
We consider clusters of exceedances of a popularity process of random sized
content whose IRTs may be statistically correlated. Inter-arrival times of doc-
uments can be heavy-tailed. The clusters provide objects to hit/miss the cache.

Fig. 1: Clusters of exceedances where the popularity of requested documents
exceeds the threshold u within the time frame [0, T ]; T1(u) and T2(u) denote
inter-cluster and cluster sizes for the threshold u, respectively.

We obtain the cache utilization and occupancy by means of clusters and explain
the impact of correlated requests on the fault probability from perspectives of
clustering. The CCR allows to recommend the cache size.
We focus on clusters of exceedances of the popularity process. The popularity
may change over time. When the next cluster of the most popular documents is
requested, it is sent to the cache. The former cache content is evicted. If some
popular content is requested repeatedly then it remains in the cache without
replacement. In case, the cache size is smaller than the cluster size, the thresh-
old u may be increased until the cluster size becomes smaller or equal to the
cache size. The cache content may be changed completely by a new cluster. In
our approach, the document size can be variable, i.e. a random variable (r.v.).
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We concern only probabilistic aspects of fitting the cache avoiding statistical
and combinatorial methods.
The paper is organizing as follows. In Section 2 necessary results from the
extreme value theory are mentioned. Our achievements are given in Section 3.
We finalize our exposition with conclusions.

2. Facts from extreme value theory

We focus on clusters of exceedances of an underlying process over a suffi-
ciently high threshold as a source for caching. The cluster contains a set of con-
secutive exceedances of the process between two consecutive non-exceedances,
[11]. The mean cluster size (i.e. the mean number of exceedances per cluster)
is approximated by the reciprocal of the extremal index θ. θ is the dependence
measure of extremes since it allows to represent the distribution of maxima of
n dependent r.v.s.

Definition 1. The stationary sequence {Xn}n≥1 is said to have extremal
index θ ∈ [0, 1] if for each 0 < τ < ∞ there is a sequence of real numbers
un = un(τ) such that

lim
n→∞

n(1− F (un)) = τ and (1)

lim
n→∞

P{Mn ≤ un} = e−τθ

hold ([12], p.53).

For an iid sequence θ = 1 holds. θ = 0 indicates a total dependence.
Clusters form a compound Poisson process with the rate θτ , [13].

2.1. Clusters of exceedances. Let us consider the inter-cluster size as

T1(u) = min{j ≥ 1 : M1,j ≤ u,Xj+1 > u|X1 > u}

and the cluster size as

T2(u) = min{j ≥ 1 : L1,j > u,Xj+1 ≤ u|X1 ≤ u},

where M1,j = max{X2, ..., Xj}, M1,1 = −∞, L1,j = min{X2, ..., Xj}, L1,1 =
+∞, Fig. 1.
In [11] asymptotically equivalent distributions of T1(un) and T2(un) are derived
for sequence of increasing thresholds {un}. It was proposed to take sufficiently
high quantiles xρn of the level (1 − ρn) (ρn → 0 as n → ∞2) of the process
Xt as un. If specific mixing conditions are fulfilled uniformly in j ∈ [a, n],
a = a(n)→∞, n→∞ then geometric-like models

P{T1(xρn) = j} ∼ ρn(1− ρn)(j−1)θ, P{T2(xρn) = j} ∼ qn (1− qn)
(j−1)θ

(2)

2This follows from (1) since ρn = 1− F (xρn ) ∼ τ/n.
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hold as n → ∞, where qn = 1 − ρn and n is a sample size.3 The required
mixing conditions are equivalent to the condition

|P{Xj+1 ≤ xρn |X1 ≤ xρn} − P{Xj+1 ≤ xρn}| = o(1), n→∞. (3)

In case j = 1 the random sequence {Xi} must be independent with θ = 1
to satisfy (3). (3) is valid, for example, for the wide class of m-dependent
processes for j > m and Markov chains for j ≥ 2.
The ssymptotic expectation of T2(xρn) was obtained in [11]. It was derived
that if for some ε > 0

sup
n
E(T 1+ε

2 (xρn))/Λn,2 < ∞, Λn,2 = qn/(1− (1− qn)θ)2

holds, then it follows
lim
n→∞

E(T2(xρn))/Λn,2 = 1. (4)

In [14] it was derived that if for some ε > 0

sup
n
E(T 1+ε

1 (xρn))/Λn,1 <∞, Λn,1 = 1/(1− (1− ρn)θ)2

holds, then it follows

lim
n→∞

E(T1(xρn))/(Λn,1ρn) = 1. (5)

It is remarkable that models (2) are valid for any distribution of the underlying
process {Xt} if the dependence structure (3) holds.

3. Main results

Let {Xi}1≤i≤M be a stationary process of the content popularity with
marginal cumulative distribution function F (x) and Mn = max{X1, ..., Xn}.
We assume P{X1 = xF } = 0, where xF = sup{x : F (x) < 1} is the right
end-point of F (x). This indicates that xF is infinite and F (x) is heavy-tailed.
Let {Yi} be iid sizes of documents from the catalog with finite mean EYi = α1.
Let {τn}n≥1 and {τi,n}n≥1 be stationary processes of inter-arrival times (IATs)
of documents and IRTs of the ith document, i = 1, ..,M , respectively. The fre-
quency of requests changes over time. We determine the popularity of the ith
document at its jth request time Ti,j =

∑j
n=1 τi,n by

Xi = j/NTi,j , i = 1, ...,M, j ≥ 1,

where NTi,j is the total number of requests in time interval [0, Ti,j ].

3fn ∼ gn implies limn→∞ fn/gn = 1.
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3.1. Cluster Caching Rule. Let us introduce the CCR. Only highly
requested documents corresponding to clusters of exceedances of the popularity
process may hit the cache. The new cluster content renews the cache apart
of objects that could be found both in previous and (or) in present clusters
and thus, they could hit the cache earlier. Frequently requested documents
may appear in the popularity cluster several times. We denote the number of
exceedances in the cluster corresponding to different objects as T ∗2 (u) such as
T ∗2 (u) ≤ T2(u). T ∗1 (u) denotes the number of non-exceedances in the inter-
cluster corresponding to different objects (T ∗1 (u) ≤ T1(u)). The cluster content
or more exactly T ∗2 (u) may be smaller or larger than the cache size C. This may
lead to a not complete cache utilization or to loss of documents exceeding the
cache in size, respectively. One can decrease the cluster content by increasing
of u or vice versa. In case u is fixed, one can send the excess documents to the
next cache if there is a line or a tree of caches. We focus here on the single-
cache control.
The CCR is similar to the TTL and the LFU rules, respectively. Really,
LFU caches only the most popular documents and TTL caches only frequent
documents with sufficiently small IRTs. In contrast to the latter rules, the
CCR may lead to a long random cache occupancy by popular objects if they
are found in several consecutive clusters. By the LRU rule and the TTL rules
any requested documents may hit the cache including one time requested ones.
It leads to a un-effective use of the cache. The CCR does not cache rarely
requested objects. The mean cluster size ET2(u) ≈ 1/θ may be proposed as a
cache size.

3.2. Cache utilization. Let us consider the cache utilization for fixed and
random content sizes. Let Yi be fixed. The utilization may be determined by
the ratio T ∗2 (xρn)/C of the cluster and the cache sizes. Clusters may contain
changing popularity of the same documents. Since ET2(u) ≈ 1/θ holds we get

E(T ∗2 (xρn)/C) ≤ E(T2(xρn)/C) ≈ 1/(θC). (6)

Hence, the mean utilization may reach 100% if C = 1/θ.
Let Yi be random. The cluster content and the inter-cluster duration are de-
termined respectively by

ST2(u) =

T2(u)∑
i=1

Yi, ST1(u) =

T1(u)∑
i=1

τi. (7)

From independence of Yi and T2(u) and from Wald’s equation we get

E(ST∗
2 (u)/C) ≤ E(ST2(u)/C) = E(T2(xρn))E(Yi)/C ≈ α1/(θC) (8)

Thus, the mean utilization may reach 100% if C = α1/θ. The cache size
requires a statistical estimation of the extremal index θ. Since θ is a function
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of the threshold u, one can use (4) to determine C. (6) can be rewritten as

E(T2(xρn)/C) ∼ qn/((1− (1− qn)θ)2C)

for qn ∼ 1−τ/n.4 Then C = qn/(1− (1−qn)θ)2 can be selected. If the content
popularity {Xi} are iid and θ = 1 holds then C = 1/qn may be selected.

3.3. Cache occupancy. The cache occupancy shows how long an object
stays in cache within some time interval. Let C(t) denote a binary process that
shows the presence of the ith document in the cache. Denoting independent
renewal processes of IRTs of individual objects and their TTLs as {τi,k}k≥1
and {Ti,k}k≥1, respectively, in [1] the following formula of the cache occupancy

lim
n→∞

∫ tn

0

C(s)ds/tn = lim
n→∞

n∑
k=1

min{τi,k, Ti,k}/
n∑
k=1

τi,k (9)

was proposed. Here, tn =
∑n
k=1 τi,k is the time of the nth request of the object

and C(s) is a binary process indicating the presence of the object in cache. (9)
corresponds to the TTL rule with R-policy when the stopping time to be in
cache is equal to min{t : τt > Tt}.
The CCR-approach is different from (9). Once the object hits the cache, it will
stay there at least the time equal to the inter-cluster duration ST1(u). Thus,
assuming that the IATs {τi} of the documents are iid r.v.s with β1 = E(τi) <∞
and the mutual independence of τi and T1(u), we obtain from Wald’s equation
and (5), (7)

E(ST1(xρn )
) = E(T1(xρn))E(τi) ∼ β1/(1− (1− ρn)θ)2

with ρn ∼ τ/n. More precisely, the cache occupancy of the ith object may be
longer or equal to

Oi ≥
Li,T∑
j=1

T1,j(u)∑
k=1

τk +

T2,j(u)∑
k=k∗

τk

 ,

where k∗ = min{t : Xt ≥ u} is the first hitting time of the cache by the
ith object located in the cluster, Li,T is the number of consecutive clusters
containing the ith document and, T1,j(u) and T2,j(u) are inter- and cluster
sizes, respectively, at time interval [0, T ].

3.4. Dependent and independent requests. If one uses clusters of the
popularity exceedances over the threshold to fit the cache, then for any sta-
tionary popularity distribution (2) is valid. A consistent statistical estimation
of θ is also required.

4This follows from (1) since 1− F (xρn ) = ρn = 1− qn ∼ τ/n as n→∞.
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Using (2) one can approximate the probability to hit the whole cache by one
cluster as

P{T2(xρn) = C} = qn (1− qn)
(C−1)θ

+ o(1), n→∞. (10)

Looking on the right-hand side probability of (10) one may conclude that

(1− qn)
(C−1)θ

tends to 0 as qn → 1 and qn does not influence much if C →∞.
Since the dependence is accumulated in the extremal index θ, this explains why
correlations of IRTs of some document do not impact on the fault probability
asymptotically as C →∞. The latter conclusion was done in [5], [6] regarding
the LRU and the LFU rules. It was concluded that 1) the LRU and the LFU
caching work the same both for iid and correlated requests, hence one should
not take the dependence into account; 2) the fault probability is generated
by the distribution tail of the requests. We can explain these features by the
clustering and (2). One cannot exclude θ as the dependence measure from the
consideration for a fixed C. The iid requests imply θ = 1. Furthermore, clus-
ters of exceedances are generated by rare events, namely, by exceedances over
a sufficiently high threshold. The latter relate to the tail of the popularity or
IRT distributions. The higher the threshold the more chance to have statisti-
cally independent clusters. Such clusters contain likely new observations that
cannot be found in the cache. Cluster contents cause missing objects in the
cache and the fault probability.

4. Conclusions and future work

A new caching rule CCR based on clusters of exceedances by an underlying
process over a sufficiently large threshold is proposed. Considering the content
popularity as underlying process, its clusters of exceedances indicate popular
frequently requested documents . The latter are to be located in the cache.
The CCR generalizes the TTL and LFU rules. The CCR is formulated for a
single cache. The content size may be random. The IRTs may be correlated.
Future work will concern further investigation of the CCR and its extension to
lines and trees of caches.
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RESEARCH OF THE PROCESS OF TRAFFIC FLOWS
CONTROL BY MEANS OF SIMULATION

M.A. Rachinskaya, M.A. Fedotkin
Lobachevsky State University of Nizhni Novgorod,

Nizhni Novgorod, Russian Federation

The present paper investigates the model of a crossroad controlled by a
cyclic traffic light. Two traffic flows approaching the intersection are supposed
to have different probabilistic structure. The current research conducted by
means of simulation is based on a mathematical model constructed previously
in the form of a queueing system with variable structure. The paper includes
the following investigations: 1) a time moment when transient period is elapsed
is determined; 2) an estimate of crossroad load is proposed; 3) the estimates for
mathematical expectation and dispersion of time an arbitrary vehicle is waiting
for service and the size of a certain vehicular queue approaching the crossroad
before the start of service signal for the corresponding flow are presented; 4) the
optimal values of service duration for the traffic flows are determined.
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Аннотация
В работе исследуется модель перекрестка на пересечении транс-

портных магистральных потоков, управляемых циклически автоматом-
светофором. Входные потоки машин имеют различную вероятност-
ную структуру. На основе ранее построенной математической моде-
ли в виде системы массового обслуживания с переменной структу-
рой средствами имитационного моделирования определяются следу-
ющие характеристики: 1) момент завершения переходных процессов
в системе; 2) оценка загрузки перекрестка по отдельным потокам и
системы по всем потокам; 3) значения оценок математического ожи-
дания и дисперсии основных показателей качества работы системы:
времени ожидания начала обслуживания заявки некоторого потока
и произвольной заявки системы, размера очереди по некоторому по-
току перед началом обслуживания; 4) полигон частот числа машин,
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обслуженных за цикл работы системы для каждого потока; 5) опти-
мальные значения длительностей интервалов обслуживания потоков.

Ключевые слова: Система массового обслуживания, поток пачек,
имитационное моделирование, загрузка системы

1. Постановка задачи

Объект исследований данной работы — перекресток, на который с круп-
ных магистральных дорог поступает 2 транспортных потока Π1 и Π2. При
моделировании перекресток рассматривается как система массового обслу-
живания с переменной структурой. Так, потоки машины воспринимаются
как входные потоки заявок, перекресток с устройством, регулирующим
движение машин, рассматривается как обслуживающее устройство, под
обслуживанием понимается переезд машин через перекресток. Управле-
ние переездом осуществляется автоматом-светофором, в котором выде-
лено 4 следующих состояния (фазы). В фазах Γ(1) и Γ(3) зеленого све-
та по перекрестку осуществляется переезд только машин потоков Π1 и
Π2 соответственно. Фазы Γ(2) и Γ(4) желтого света выделены для пере-
наладки обслуживающего устройства — при этом машины потоков Π1 и
Π2 соответственно, начавшие переезд в фазу зеленого света, завершают
его, новые машины на обслуживание не поступают. Для управления пото-
ками выбран циклический алгоритм переключения состояний светофора:
Γ(1) → Γ(2) → Γ(3) → Γ(4) → Γ(1) → . . .. Для любого k ∈ 1, 4 длитель-
ность фазы Γ(k) обозначена через Tk. Полная смена фаз светофора проис-
ходит за цикл длительностью T =

∑4
k=1 Tk. Устанавливаются интенсивно-

сти µj (здесь и далее j ∈ {1, 2}) обслуживания соответствующих потоков.
Выбранная экстремальная стратегия обслуживания предполагает, что из
очереди машин по потоку Πj , ожидающих возможности переезда, в фа-
зу Γ(2j−1) обслуживания соответствующего потока выбирается как можно
большее число машин, но не превышающее естественной пропускной спо-
собности lj = [µjT2j−1]. Наблюдать за изменением состояния указанной
системы, функционирующей в непрерывном времени, будем в дискретные
случайные моменты τ0 > 0, τ1, τ2, . . . последовательного переключения фа-
зы светофора.

В работах [1, 2, 3] была построена и изучена вероятностная модель ука-
занного перекрестка в случае, когда число транспортных потоков больше
2. Однако, в силу обширности изучаемого объекта, получение некоторых
результатов аналитически не представляется возможным. В связи с этим
на основе результатов исследования математической модели перекрестка
была построена компьютерная имитационная модель, позволяющая прове-
дить численные исследования.

Входные транспортные потоки могли быть сформированы под влияни-
ем различных факторов. Например, исследования [2] показали, что при
плохих дорожных и затрудняющих свободное движение погодных услови-
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ях, в случае низкой плотности дорожного трафика хорошей аппроксима-
цией любого из входных потоков Πj является неординарный поток пачек,
параметрами которого являются интенсивность λj поступления пачек и
вероятности pj , qj и sj = 1 − pj − qj поступления пачек из одной, двух и
трех машин соответственно. Имитационная модель построена для случая
таких входных потоков. Отметим, что варьируя значения параметров, из
потоков указанной вероятностной структуры можно получить, например,
пуассоновские потоки (pj = 1) или потоки Бартлетта (sj = 0). Такая мо-
дель позволяет отражать влияние внешней среды (переменчивой погоды,
участков различного качества дорог и пр.) на образование потоков.

2. Стационарный режим в системе
Согласно результатам работы [3], критерий существования в системе

стационарного режима заключается в одновременном выполнении нера-
венств λjT (2sj + qj + 1) < lj , j ∈ {1, 2}. Наблюдения за реальными пере-
крестками показывают, что до момента окончания всех переходных процес-
сов часто проходит достаточно длительный интервал времени. Для опре-
деления момента достижения стационарного режима в системе по потоку
Πj предлагается следующий метод. Будем имитировать функционирование
перекрестка при отсутствии машин в очереди по потоку Πj в момент τ0, а
также при наличии некоторого количества [λjT ] машин в начальный мо-
мент. Пусть величины γj,v и γ+j,v есть случайные времена ожидания начала
обслуживания машины с номером v потока Πj в системе при отсутствии
и наличии машин в очереди в начальный момент соответственно. Будем
считать значения величин γ̂j,u = 1

u

∑u
v=1 γj,v и γ̂+j,u = 1

u

∑u
v=1 γ

+
j,v. Вве-

дем следующие параметры метода: d,N —натуральные числа и 0 < δ < 1.
Пусть случайная величина θj определяет номер u машины потока Πj , для
которой первый раз произошло d-кратное по u выполнение неравенства

|γ̂+j,u − γ̂j,u| < δγ̂j,u. (1)

Это означает, что траектории процессов обслуживания машин в системе
при отсутствии и наличии машин в момент τ0 сблизились d раз. В свою
очередь величина ζj определяет момент начала обслуживания машины с
номером θj . Эту процедуру повторим N раз с независимыми реализациями
потока Πj , сгенерированными при различных начальных значениях датчи-
ка псевдослучайных чисел. Для каждой из реализаций с номером n (здесь
и далее 1 ≤ n ≤ N) имеем копии введенных величин: θnj и ζnj . Введем также
случайные величины θ∗j и η∗j , определяемые из равенств θ∗j = max1≤n≤N θ

n
j

и θ∗j = θ
η∗j
j . Заметим, что η∗j определяет номер реализации, на которой до-

стигнут максимум величин вида θnj . Тогда длительность переходного про-

цесса по потоку Πj можно определять величинами θ∗j или ζ
η∗j
j . Считаем,

что по истечении времени ζ
η∗j
j стационарный режим по потоку Πj достиг-

нут во всех N реализациях. Длительность переходного процесса в системе
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в целом есть величина ζ∗ = maxj∈{1,2} ζ
η∗j
j . Работа алгоритма для потока

Π1 при N = 10 реализациях и значениях параметров λ1 = 0.19, p1 = 0.55,
q1 = 0.35, T1 = 19, T2 = T4 = 3, T3 = 17, µ1 = 0.65, d = 3, δ = 0.07 проил-
люстрирован на рисунке 1. Для каждой реализации с номером n точки с
абсциссой u (номер машины) и ординатой |γ̂+1,u − γ̂1,u| − δγ̂1,u (разность,
сформированная согласно (1)) соединены для наглядности ломаной. Спра-
ва от графика для каждой n-ой реализации фиксированы значение u ве-
личины θn1 и значение t в минутах величины ζn1 , когда впервые d точек
ломаной окажется ниже оси абсцисс. Длительностью переходного процесса
считаем время t, соответствующее реализации, в которой номер u машины
максимален. В указанном примере стационарный режим достигнут после
266 машины. Длительность переходного процесса 16.1 мин.

Рис. 1: Динамика сближения траекторий потока Π1 для N = 10 реализаций

3. Загрузка перекрестка

Под загрузкой перекрестка по потоку Πj понимаем отношение времени,
которое тратит система на обслуживание машин потока Πj , ко всему вре-
мени функционирования перекрестка. В качестве оценки загрузки (ква-
зизагрузки) ρ̃j исследуемой системы по потоку Πj предлагается исполь-
зовать соотношение ρ̃j =

λj(1+qj+2sj)
µj

. Отметим, что в числителе данной
дроби стоит оценка интенсивности поступления машин на перекресток —
произведение интенсивности поступления пачек потока Πj на математи-
ческое ожидание числа машин в пачке, а в знаменателе — интенсивность
обслуживания машин данного потока в зеленую фазу светофора. Квази-
загрузка ρ̃ системы по всем потокам считается по формуле ρ̃ = ρ̃1 + ρ̃2.
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Обратим внимание на то, что предложенная оценка загрузки по потоку Πj

удовлетворяет следующим естественным условиям:
• 0 < ρ̃j < 1 (в стационарном режиме λjT (1 + qj + 2sj) < [µjT2j−1] и,

следовательно, λj(1+qj+2sj)
µj

<
T2j−1

T < 1);
• с ростом интенсивности машин входного потока (с увеличением зна-

чения параметра λj и/или среднего числа машин в пачке) значение
квазизагрузки ρ̃j растет, в то время как с ростом интенсивности µj
обслуживания машин потока Πj значение квазизагрузки убывает;
• если при некотором изменении параметров λj , qj , µj значение вели-

чины λjT (2sj + qj + 1) − [µjT2j−1] стремится к нулю, то значение
квазизагрузки по потоку стремится к величине T2j−1

T .
Аналогичным условиям удовлетворяет и оценка ρ̃ загрузки перекрестка
по всем потокам. Согласованность таких оценок с реальными данными
может быть подтверждена следующим образом. Пусть процесс имитации
останавливается для каждой реализации с номером n, когда обслужены
все машины хотя бы одного из предварительно сгенерированных входных
потоков с некоторым заданным максимально возможным количеством па-
чек. Тогда введем следующие случайные величины: κ̂j = [ζ

η∗j
j /T ] —номер

цикла функционирования системы, на котором был достигнут стационар-
ный режим для потока Πj , κn —число циклов процесса имитации для n-ой
реализации, κ∗ = min1≤n≤N κ

n. Пусть также αnj,k — случайное число машин
потока Πj , которое было обслужено в течение k-го цикла в реализации с
номером n. Тогда по окончанию процесса имитации случайная величина

ρj =
1

N

N∑
n=1

1

(κ∗ − κ̂j)T

κ∗∑
k=κ̂j

αnj,k
µj

(2)

определяет загрузку перекрестка по потоку Πj . Общая загрузка системы
по потокам вычисляется как ρ = ρ1 + ρ2. Эксперименты показывают бли-
зость значений ρ1, ρ2 и ρ, полученных путем имитации при достаточной
длительности Tst стационарного режима, к значениям квазизагрузок ρ̃1, ρ̃2
и ρ̃. Различные строки таблицы 1 соответствуют различным наборам па-
раметров входных потоков и перекрестка.

Tst (час.) ρ1 ρ̃1 ρ2 ρ̃2 ρ ρ̃

2.98 0.402 0.403 0.411 0.41 0.813 0.813
3.98 0.452 0.453 0.385 0.388 0.838 0.841
6.04 0.333 0.333 0.352 0.353 0.686 0.687
9.73 0.189 0.189 0.225 0.225 0.414 0.414

Таблица 1: Сравнение загрузок и квазизагрузок системы.
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4. Оценки показателей качества функционирования
перекрестка

Известными показателями работы систем массового обслуживания яв-
ляются среднее время ожидания начала обслуживания заявки системы,
средняя длина очереди на обслуживание и т. д. К сожалению, для изу-
чаемой системы не удается найти аналитические формулы для аналогич-
ных показателей, поэтому будем оценивать их средствами имитации. Пусть
случайные величины βnj,k считают число машин потока Πj , находящихся
в очереди перед началом обслуживания потока Πj в k-ом цикле в n-ой
реализации. С применением трех статистических критериев [4] (фазово-
частотный критерий Валлиса-Мура, инверсионный критерий и фазово-
частотный критерий с учетом длин фаз) было показано, что времена ожи-
дания γnj,θ∗j

, 1 ≤ n ≤ N, начала обслуживания первой заявки в стацио-
нарном режиме во всех реализациях являются независимыми и одинако-
во распределенными величинами. То же справедливо и для количества
βnj,κ̂j , 1 ≤ n ≤ N, машин потока Πj в очереди перед началом обслуживания
в первом цикле стационарного режима во всех реализациях. В то же вре-
мя относительно величин последовательности {γnj,u;u ≥ θ∗j }, состоящей из
времен ожидания начала обслуживания последовательно поступивших ма-
шин потока Πj некоторой реализации с номером n, такого вывода сделать
нельзя. Аналогичное утверждение верно и для величин последовательно-
сти {βnj,k; k ≥ κ̂j}. Тогда исходя из представленных рассуждений предла-
гаются следующие выражения для подсчета оценок M̃γj,θ∗j , D̃γj,θ∗j , M̃γ,

M̃βj,κ̂j , D̃βj,κ̂j и M̃β:

• M̃γj,θ∗j = 1
N

∑N
n=1 γ

n
j,θ∗j

и D̃γj,θ∗j = 1
N−1

∑N
n=1(γnj,θ∗j

−M̃γj,θ∗j )2 — оценки
математического ожидания и дисперсии времени ожидания начала
обслуживания заявки с номером θ∗j потока Πj ;

• M̃γ =

∑2
j=1 λj(2sj+qj+1)M̃γj,θ∗

j∑2
j=1 λj(2sj+qj+1)

— оценка для среднего взвешенного вре-
мени ожидания начала обслуживания произвольной заявки в систе-
ме, находящейся в стационарном режиме;
• M̃βj,κ̂j = 1

N

∑N
n=1 β

n
j,κ̂j

и D̃βj,κ̂j = 1
N−1

∑N
n=1(βnj,κ̂j − M̃βj,κ̂j )

2 — оцен-
ки математического ожидания и дисперсии очереди перед началом
обслуживания машин потока Πj в цикле с номером κ̂j ;

• M̃β =
∑2
j=1 λj(2sj+qj+1)M̃βj,κ̂j∑2

j=1 λj(2sj+qj+1)
— оценка для средней взвешенной оче-

реди перед началом обслуживания в произвольном цикле стационар-
ного режима.

На рисунках 2 и 3 отражена динамика изменения значений указанных
оценок в стационарном режиме системы для следующих значений пара-
метров: λ1 = 0.19, p1 = 0.55, q1 = 0.35, λ2 = 0.17, p2 = 0.55, q2 = 0.3,
T1 = 18, T2 = T4 = 2, T3 = 17, µ1 = 0.9, µ2 = 0.92, d = 3, δ = 0.05, N = 200.
Здесь и на графиках время указано в секундах, а очередь — в машинах.
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Рис. 2: Динамика изменения значений оценок с ростом номера заявки

Рис. 3: Динамика изменения значений оценок с ростом номера цикла

Заметим, что для времени ожидания и для размера очереди значения на
графиках колеблются в небольшом диапазоне вблизи полученных значений
M̃γ1,θ∗1 = 11.24, D̃γ1,θ∗1 = 77.79, M̃γ2,θ∗2 = 11.42, D̃γ2,θ∗2 = 77.03, M̃γ = 11.33,
M̃β1,κ̂1

= 6.72, D̃β1,κ̂1
= 15.09, M̃β2,κ̂2

= 6.73, D̃β2,κ̂2
= 14.93 и M̃β = 6.72.

На рисунке 4 приведен полигон частот числа обслуженных машин от-
дельных потоков за цикл функционирования перекрестка для тех же зна-
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чений параметров, но при N = 700. Отметим, что при построении ими-
тационной модели было допущено, что машина некоторого потока Πj еще
может начать обслуживаться непосредственно в момент, когда светофор
переходит в желтую фазу Γ(2j) дообслуживания данного потока. В связи
с этим предположением максимальное число машин потока Πj , которое
может пересечь перекресток за цикл, получается равным lj + 1.

Рис. 4: Полигон частот обслуженных машин за цикл работы системы

В работе [4] указан алгоритм определения оптимальных значений дли-
тельностей T1 и T3 зеленых фаз светофора, при которых достигается мини-
мальное значение оценки M̃γ. Для указанных параметров алгоритм опти-
мизации получает T1 = 6 и T3 = 13 при T2 = T4 = 2 и среднем взвешенном
времени ожидания начала обслуживания произвольной заявки системы
M̃γ = 3, 965 сек.
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Abstract
The quickest change detection/isolation (multidecision) problem is of impor-

tance for a variety of applications. Efficient statistical decision tools are needed
for detecting and isolating abrupt changes in the properties of stochastic signals
and dynamical systems, ranging from on-line fault diagnosis in complex techni-
cal systems (like networks) to detection/classification in radar, infrared, and sonar
signal processing.

Keywords: sequential change detection/isolation, multidecision problems,
anomaly detection, network monitoring

1. Introduction
The quickest change detection/isolation (multidecision) problem is of importance

for a variety of applications. Efficient statistical decision tools are needed for detect-
ing and isolating abrupt changes in the properties of stochastic signals and dynamical
systems, ranging from on-line fault diagnosis in complex technical systems (like net-
works) to detection/classification in radar, infrared, and sonar signal processing. The
early on-line fault diagnosis (detection/isolation) in industrial processes (SCADA sys-
tems) helps in preventing these processes from more catastrophic failures.

The quickest multidecision detection/isolation problem is the generalization of the
quickest changepoint detection problem to the case of K − 1 post-change hypotheses.
It is necessary to detect the change in distribution as soon as possible and indicate
which hypothesis is true after a change occurs. Both the rate of false alarms and the
misidentification (misisolation) rate should be controlled by given levels.

2. Problem statement
Let X1, X2, . . . denote the series of observations, and let ν be the serial number of

the last pre-change observation. In the case of multiple hypothesis, there are several
possible post-change hypotheses H j, j = 1, 2, . . . ,K − 1. Let P j

k and E j
k denote the

probability measure and the expectation when ν = k and H j is the true post-change
hypothesis, and let P∞ and E∞ = E0

0 denote the same when ν = ∞, i.e., there is no
change. Let (see [1] for details)

Cγ =

{
δ = (T, d) : min

0≤`≤K−1
min

1≤ j,`≤K−1
E`0

(
inf
r≥1
{Tr : dr = j}

)
≥ γ

}
, (1)
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where T is the stopping time, d is the final decision (the number of post-change hy-
potheses) and the event {dr = j} denotes the first false alarm of the j-th type, be the
class of detection and isolation procedures for which the average run length (ARL) to
false alarm and false isolation is at least γ > 1. In the case of detection–isolation pro-
cedures, the risk associated with the detection delay is defined analogously to Lorden’s
worst-worst-case and it is given by [1]

ESADD(δ) = max
1≤ j≤K−1

sup
0≤ν<∞

{
esssupE j

ν[(T − ν)+|Fν]
}
. (2)

Hence, the minimax optimization problem seeks to

Find δopt ∈ Cγ such that ESADD(δopt) = inf
δ∈Cγ

ESADD(δ) for every γ > 1, (3)

where Cγ is the class of detection and isolation procedures with the lower bound γ on
the ARL to false alarm and false isolation defined in (1).

Another minimax approach to change detection and isolation is as follows [2, 3];
unlike the definition of the class Cγ in (1), where we fixed a priori the changepoint ν =

0 in the definition of false isolation to simplify theoretical analysis, the false isolation
rate is now expressed by the maximal probability of false isolation supν≥0 P

`
ν(d = j ,

`|T > ν). As usual, we measure the level of false alarms by the ARL to false alarm
E∞T . Hence, define the class

Cγ,β =

{
δ = (T, d) : E∞T ≥ γ, max

1≤`≤K−1
max

1≤ j,`≤K−1
sup
ν≥0
P`ν(d = j|T > ν) ≤ β

}
. (4)

Sometimes Lorden’s worst-worst-case ADD is too conservative, especially for recur-
sive change detection and isolation procedures, and another measure of the detec-
tion speed, namely the maximal conditional average delay to detection SADD(T ) =

supν Eν(T − ν|T > ν), is better suited for practical purposes. In the case of change
detection and isolation, the SADD is given by

SADD(δ) = max
1≤ j≤K−1

sup
0≤ν<∞

E
j
ν(T − ν|T > ν). (5)

We require that the SADD(δ) should be as small as possible subject to the constraints
on the ARL to false alarm and the maximum probability of false isolation. Therefore,
this version of the minimax optimization problem seeks to

Find δopt ∈ Cγ,β such that SADD(δopt) = inf
δ∈Cγ,β

SADD(δ)for every γ > 1 and β ∈ (0, 1).

(6)
A detailed description of the developed theory and some practical examples can

be found in the recently published book [4].

3. Efficient procedures of quickest change detection/isolation
Asymptotic theory. In this paragraph we recall a lower bound for the worst mean
detection/isolation delay over the class Cγ of sequential change detection/isolation
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tests proposed in [1]. First, we start with a technical result on sequential multiple
hypotheses tests and then we give an asymptotic lower bound for ESADD(δ).

Lemma 1. Let (Xk)k≥1 be a sequence of i.i.d. random variables. LetH0, . . . ,HK−1
be K ≥ 2 hypotheses, whereHi is the hypothesis that X has density fi with respect to
some probability measure µ, for i = 0, . . . ,K − 1 and assume the inequality

0 < ρi j
def.
=

∫
fi log

fi
f j

dµ < ∞, 0 ≤ i , j ≤ K − 1,

to be true.
Let Ei(N) be the average sample number (ASN) in a sequential test (N, δ) which

chooses one of the K hypotheses subject to a K × K error matrix A =
[
ai j

]
, where

ai j = Pi(accepting H j), i, j = 0, . . . ,K − 1.

Let us reparameterize the matrix A in the following manner :

1−
∑K−1
`=1 α` α1 . . . αK−1

γ1 1 −
∑K−1
`=2 β1,` − γ1 . . . β1,K−1

γ2 β2,1 . . . β2,K−1

. . . . . . . . . . . .

γi βi,1 . . . βi,K−1

. . . . . . . . . . . .

γK−1 βK−1,1 . . . 1−
∑K−2
`=1 βK−1,l−γK−1



.

Then a lower bound for the ASN Ei(N) is given by the following formula :

Ei(N) ≥ max

(1 − γ̃i) ln
(∑K−1
`=1 αl

)−1
− log 2

ρi0
,

max
1≤ j,i≤K−1

(1 − γ̃i) ln β−1
ji − log 2

ρi j




for i = 1, . . . ,K − 1, where

γ̃i = γi +

K−1∑
`=1,`,i

βi,`.

Theorem 1. Let (Yk)k≥1 be an independent random sequence observed sequen-
tially :

L(Yk) =

{
P0 if k ≤ ν
P` if k ≥ ν + 1 , ν = 0, 1, 2, . . . , for 1 ≤ ` ≤ K − 1
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The distribution P` has density f`, ` = 0, . . . ,K − 1. An asymptotic lower bound for
ESADD(δ), which extends the result of Lorden [5] to multiple hypotheses case, is :

ESADD(T ; γ) &
log γ
ρ∗

as γ→ ∞,

where

ρ
∗ def.

= min
1≤`≤K−1

min
0≤ j,`≤K−1

ρ`, j and 0 < ρ`, j
def.
= El

1

(
log

fl(Yi)
f j(Yi)

)
< ∞

is the K-L information.

Generalized CUSUM test. The generalized CUSUM (non recursive) test asymp-
totically attains the above mentioned lower bound [1]. Let us introduce the following
stopping time and final decision

Ñ = min{Ñ1, . . . , ÑK−1}; d̃ = argmin{Ñ1, . . . , ÑK−1}

of the detection/isolation algorithm. The stopping time Ñ` is responsible for the de-
tection of hypothesisH` :

Ñ` = inf
k≥1

Ñ`(k), Ñ`(k) = inf
{

n ≥ k : min
0≤ j,`≤K−1

S n
k(`, j) ≥ h

}
Ñ` = inf

{
n ≥ 1 : max

1≤k≤n
min

0≤ j,`≤K−1
S n

k(`, j) ≥ h
}
, S n

k(`, j) =

n∑
i=k

log
f`(Yi)
f j(Yi)

.

The generalized matrix recursive CUSUM test, which also attains the asymptotic
lower bound, has been considered in [6, 7]. Let us introduce the following stopping
time and final decision

N̂r = min{N̂1, . . . , N̂K−1}; d̃r = argmin{N̂1, . . . , N̂K−1}

of the detection/isolation algorithm. The stopping time N̂` is responsible for the de-
tection of hypothesisHl :

N̂` = inf
{

n ≥ 1 : min
0≤k, j≤K−1

Qn(`, j) ≥ h
}
,

Qn(`, j) = (Qn−1(`, j) + Zn(`, j))+ , Zn(`, j) = log
f`(Yn)
f j(Yn)

For some safety critical applications, a more tractable criterion consists in mini-
mizing the maximum detection/isolation delay:

SADD(δ) = max
1≤ j≤K−1

sup
0≤ν<∞

E
j
ν(T − ν|T > ν). (7)
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subject to :

Cγ,β =

{
δ : E∞T ≥ γ, max

1≤`≤K−1
max

1≤ j,`≤K−1
sup
ν≥0
P`ν(d = j|T > ν) ≤ β

}
.

for 1 ≤ `, j , ` ≤ K − 1. An asymptotic lower bound in this case is given by the
following theorem [3].

Theorem 2. Let (Yk)k≥1 be an independent random sequence observed sequen-
tially :

L(Yk) =

{
P0 if k ≤ ν
P` if k ≥ ν + 1 , ν = 0, 1, 2, . . . , for 1 ≤ ` ≤ K − 1

Then

SADD(N; γ, β) & max
{

log γ
ρ∗d
,

log β−1

ρ∗i

}
as min{γ, β−1} → ∞,

where ρ∗d =min1≤ j≤K−1 ρ j,0 and ρ∗i =min1≤`≤K−1 min1≤ j,`≤K−1 ρ`, j.

Vector recursive CUSUM test. If γ → ∞, β → 0 and log γ ≥ log β−1(1 + o(1)),
then the above mentioned lower bound can be realized by using the following recursive
change detection/isolation algorithm [2] :

Nr = min
1≤`≤K−1

{Nr(`)}, dr =arg min
1≤`≤K−1

{Nr(`)},

where Nr(`)= inf
{
n ≥ 1 : min0≤ j,`≤K−1

[
S n(`, j)−h`, j

]
≥0

}
,

S n(`, j) = gn(`, 0) − gn( j, 0), gn(`, 0) = (gn−1(`, 0) + Zn(`, 0))+ ,

with Zn(`, 0) = log f`(Yn)
f0(Yn) , g0(`, 0) = 0 for every 1 ≤ ` ≤ K − 1 and gn(0, 0) ≡ 0,

h`, j=
{

hd if 1 ≤ ` ≤ K − 1 and j = 0
hi if 1 ≤ j, ` ≤ K − 1 and j , ` .

4. Applications to network monitoring
In this section the above mentioned theoretical results are illustrated by application

of the proposed detection/isolation procedures to the problem of network monitoring.
Let us consider a network composed of r nodes and n mono-directional links,

where y` denotes the volume of traffic on the link ` at discrete time k (see details in
[8, 9]). For the sake of simplicity, the subscript k denoting the time is omitted now.
Let xi, j be the Origin-Destination (OD) traffic demand from node i to node j at time
k. The traffic matrix X = {xi, j} is reordered in the lexicographical order as a column
vector X =

[
(x(1), . . . , x(m))

]T , where m = r2 is the number of OD flows.
Let us define an n × m routing matrix A =

[
a`,k

]
where 0 ≤ a`,k ≤ 1 represents the

fraction of OD flow k volume that is routed through link `. This leads to the linear
model

Y = A X,
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where Y = (y1, . . . , yn)T is the Simple Network Management Protocol (SNMP) mea-
surements. Without loss of generality, the known matrix A is assumed to be of full
row rank, i.e., rank A = n.

The problem consists in detecting and isolating a significant volume anomaly in an
OD flow xi, j by using only SNMP measurements y1, . . . , yn. In fact, the main problem
with the SNMP measurements is that n � m. To overcome this difficulty a parsi-
monious linear model of non-anomalous traffic has been developed in the following
papers [10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17].

The derivation of this model includes two steps: i) description of the ambient
traffic by using a spatial stationary model and ii) linear approximation of the model by
using piecewise polynomial splines.

The idea of the spline model is that the non-anomalous (ambient) traffic at each
time k can be represented by using a known family of basis functions superimposed
with unknown coefficients, i.e., it is assumed that

Xk ≈ Bµk, k = 1, 2, . . . ,

where the m × q matrix B is assumed to be known and µt ∈ R
q is a vector of unknown

coefficients such that q < n. Finally, it is assumed that the model residuals together
with the natural variability of the OD flows follow a Gaussian distribution, which leads
to the following equation:

Xk = Bµk + ξk (8)

where ξk ∼ N(0,Σ) is Gaussian noise, with the m × m diagonal covariance matrix
Σ = diag (σ2

1, . . . , σ
2
m). The advantages of the detection algorithm based on a para-

metric model of ambient traffic and its comparison to a non-parametric approach are
discussed in [11, 14], (see also [18] for PCA based approach). Hence, the link load
measurement model is given by the following linear equation :

Yk = A Bµk + Aξk = Hµk + ζk + [θ`], (9)

where Yk = (y1, . . . , yn)k
T and ζk ∼ N(0, AΣAT ). Without any loss of generality, the

resulting matrix H = A B is assumed to be of full column rank. Typically, when an
anomaly occurs on OD flow ` at time ν + 1 (change-point), the vector θ` has the form
θ` = ε a(`), where a(`) is the `-th normalized column of A and ε is the intensity of the
anomaly. The goal is to detect/isolate the presence of an anomalous vector θ`, which
cannot be explained by the ambient traffic model Xk ≈ Bµk.

Therefore, after the de-correlation transformation, the change detection/isolation
problem is based on the following model with nuisance parameter Xk :

Yk = HXk + ξk + θ(k, ν), ξk ∼ N(0, σ2In), k = 1, 2, . . . , (10)

where H is a full rank matrices of size n × q, n > q, and θ(k, ν) is a change occurring
at time ν + 1, namely :

θ(k, ν) =

{
0 if k , ν
θ` if k ≥ ν + 1 , 1 ≤ ` ≤ K − 1.
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This problem is invariant under the group G = {Y → g(Y) = Y + HX} (see details in
[19]). The invariant test is based on maximal invariant statistics. The solution is the
projection of Y on the orthogonal complement R(H)⊥ of the column space R(H) of the
matrix H. The parity vector Z = WY is a maximal invariant to the group G.

WH = 0, WT W = PH = Ir − H(HT H)−HT , WWT = In−q.

Transformation by W removes the interference of the nuisance parameter X

Z = WY = Wξ (+Wθ).

Hence, the sequential change detection/isolation problem can be re-written as

Zk = WYk = Wξk + Wθ(k, ν), ξk ∼ N(0, σ2In−q), k = 1, 2, . . . .

Theorem 3. Let (Yk)k≥1 be the output of the model given by (10) observed se-
quentially. Then the generalized CUSUM or matrix recursive CUSUM tests attain the
lower bound corresponding to the minimax setup :

ESADD(N; γ) &
log γ
ρ∗

as γ→ ∞, ρ∗
def.
= inf

X` ,X j
min

1≤`≤K−1
min

0≤ j,`≤K−1
ρ`, j(X`, X j)

where X` (resp. X j) corresponds to the hypothesisH` (resp. H j). The vector recursive
CUSUM test attains the lower bound

SADD(N; γ, β) & max
{

log γ
ρ∗d

,
log β−1

ρ∗i

}
as γ→ ∞, β→ 0, log γ ≥ log β−1(1 + o(1)),

where

ρ∗d = inf
X j,X0

min
1≤ j≤K−1

ρ j,0(X j, X0) and ρ∗i = inf
X` ,X j

min
1≤`≤K−1

min
1≤ j,`≤K−1

ρ`, j(X`, X j).
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Abstract

As it known the optimal policy which minimizes the long-run average
cost per unit of time in a multi-server queueing system with heteroge-
neous servers without preemption has a threshold structure. It means
that the slower server must be activated whenever all faster servers are
busy and the number of customers in the queue exceeds some specified
for this server threshold level. The optimal thresholds can be evaluated
using the Howard iteration algorithm or by minimizing the function of
the average cost which can be obtained in closed form as a function of
unknown threshold levels. The both cases have sufficient restrictions on
dimensionality of the model. In present paper we provide a heuristic
method to derive expressions for the optimal threshold levels in explicit
form as functions of system parameters like service intensities, usage and
holding costs for an arbitrary number of servers. The proposed method
is based on the fitting of the boundary planes between the areas where
the optimal threshold takes a certain value.

Keywords: Controllable queueing system, heterogeneous servers, long-
run average cost, threshold policy, optimal allocation

1. Introduction

Controllable queueing systems with heterogeneous servers and single queue
find wide application in various fields of human activity including resource
allocation in telecommunication and computer networks, control problems in
production lines and so on. For detailed review of the literature on hetero-
geneous queues the reader is referred to [2]. The queues with preemption or
priority interruption of service, i.e. when the customer can change the server
during the service process, are well studied, see e.g [6]. The optimal allocation
mechanism for customers in such systems is defined normally through a simple
Fastest Free Server policy, when a new customer is transfered to the fastest

1This work was funded by the Russian Foundation for Basic Research (RFBR), Project
№15-08-08677-a.
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available server even if it is already under service on some slower server. In
this case the system can be exhaustively studied independently of the number
of servers in the system. In contrast for the queueing systems without pre-
emption the Fastest Free Server allocation policy occurs to be not the best
one. As it was shown in papers [8, 9] the optimal policy, which minimizes
the long-run average cost per unit of time, is of threshold type, i.e. for any
server exists some threshold level, which specifies the number of customers in
the queue when the server must be activated. There are a number of methods
how to calculate the optimal threshold levels of the control policy. They can
be evaluated numerically by means of the Howard iteration algorithm [5] or by
numerical minimization of the average cost function evaluated in closed form,
see e.g. [3, 4]. In both cases we have problems with dimensionality of the model
if the number of servers is relative high. Therefore a natural question arises:
Is there a possibility to get some heuristic solution which will be valid for an
arbitrary number of servers.

In framework of the paper we solve such a problem and construct formulas
for the optimal threshold levels which seems to be quite appropriate for the
studied systems. The kernel element of the proposed heuristic method con-
sists in evaluation of the average cost function in closed form as a function
of unknown threshold levels. It is performed by the method of the difference
equations. Then we analyze the boundaries between the optimality regions
where the fixed threshold level takes a certain value. It can be done at least
for two and three server models but obtained results can be generalized to the
case of an arbitrary number of servers.

The rest of the paper is organized as follows. Section 2 describes the math-
ematical model based on a homogeneous Markov process under fixed threshold
policy. In Section 3 the stationary state probabilities are evaluated by means
of the difference equations approach. Section 4 deals with optimization prob-
lem. Heuristic method for the optimal threshold level estimation is presented
in Section 5. Finally, some numerical examples are illustrated in Section 6.

In further sections we will use the notations ej for the vector with 1 in
the j-th (beginning from 0-th) position and 0 elsewhere, 1{A} for the indicator

function, where 1{A} = 1 if the condition A holds, and 0 otherwise, a, b for the
elements of the set [a, b] ∩ N0.

2. Mathematical model

Consider a queueing system where the customers arrive according to the
Poisson process with intensity λ and K heterogeneous servers have exponen-
tially distributed service times with intensities µ1, µ2, . . . , µK . The service of
the customers is assumed to be without preemption, i.e. the customer being
served on some server can not change this server. The interarrival and service
times are assumed to be mutually independent. Define the control policy

f = (q1, q2, . . . , qK),
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which prescribes how to allocate the customers between the servers and is of
threshold type defined as a sequence of threshold levels

1 = q1 ≤ q2 ≤ · · · ≤ qK <∞.

According to this policy the first k servers must be occupied whenever there
are q customers in the queue and q = qk, qk+1 − 1. The cost structure consists
of the following components:
c0 – the holding cost per unit of time for any waiting customer in the queue,
cj – the usage cost per unit of time for any busy server j.
The servers are enumerated in such a way that

0 < c1µ
−1
1 ≤ c2µ−12 ≤ · · · ≤ cKµ−1K , (1)

0 < µ−11 ≤ µ−12 ≤ · · · ≤ µ−1K ,

where the ratio cjµ
−1
j stands for the average usage cost of the jth server. The

states of the system at time t are described by the vector {Q(t), D(t)}t≥0, where
Q(t) – the number of customers in the queue and D(t) = {D1(t), . . . , DK(t)}
– the states of the servers,

Dj(t) =

{
0, the server j is idle,

1, the server j is busy
, j = 1,K.

The multidimensional random process

{X(t)}t≥0 = {Q(t), D(t)}t≥0 (2)

is a homogeneous Markov process. The state space of the process {X(t)}t≥0 is

E = {x = (q, d); q ∈ N0, d ∈ D(q)}. (3)

Note that the state space of the servers D(q) depends on the queue length q,

D(q) =

{
d;

dj ∈ {0, 1}, j = 1,K, q = 0
dj = 1, di ∈ {0, 1}, 1 ≤ j ≤ k ≤ i− 1 ≤ K − 1, q = qk, qk+1 − 1
dj = 1, j = 1,K, q ≥ qK

}
,

and the number of states |D(q)| is

|D(q)| =


2K , q = 0,

2K−k, q = qk, qk+1 − 1, k = 1,K − 1,

1, q ≥ qK .

Denote by Aqk(x) and Aqk(x), k = 1,K, the following events and their
complements,

Aqk(x) = {q(x) ≥ qk, di(x) = 1, i = 1, k − 1, dk(x) = 0}, (4)

Aqk(x) = {q(x) ≤ qk − 1, di(x) = 1, i = 1, k − 1, dk(x) = 0}.
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Analyzing the transitions of the Markov process {X(t)}t≥0 and using the no-
tations (4) we get the system of balance equations for the stationary state
probabilities πx, x = (q, d) ∈ E,

πx = lim
t→∞

P[X(t) = x]

in the form(
λ+

K∑
k=1

dk(x)µk

)
πx = (5)

= λ
( K∑
k=1

πx−ek
1{Aqk−1(x−ek)} + πx−e0

1{Aqk−1(x−e0)}

)
+

+
K∑
k=1

dk(x)µkπx+e0
1{Aqk

(x+e0)} +
K∑
k=1

(1− dk(x))µkπx+ek
1{Aqk

(x+ek)}.

To get a solution of this system for the fixed threshold policy in closed form
we intend to apply the method of the difference equations.

3. Evaluation of the stationary state probabilities

Theorem 1. For the two-server queueing system M/M/2 with a threshold
policy f = (1, q2) the stationary state probabilities satisfy the relations,

π(0,0,0) = [R−1q2+1Bq2+1 − 1]π(0,0,1), (6)

π(q,1,0) = [Rk−q2Bq2+1 −Bq+1]π(0,0,1), k = 0, q2 − 1,

π(q,1,1) = Bq+1π(0,0,1), q = 0, q2 − 1,

π(q,1,1) = Nq−q2+1π(q2−1,1,1), q ≥ q2

π(0,0,1) =

[
Rq2+1Bq2+1 +

Rq2−1Bq2+1

Rq2+1 −Rq2
+
N1Bq2+1

1−N1

]−1
,

where

Rn =
( λ
µ1

)n
, Nn =

( λ

µ1 + µ2

)n
, Bn = b1β

n
1 + b2β

n
2 ,

β1,2 =
(λ+ µ1 + µ2)±

√
(λ+ µ1 + µ2)2 − 4λµ1

2µ1
,

b1 =
1− β1
β2 − β1

, b2 =
β2 − 1

β2 − β1
.

Proof. Due to threshold structure of the control policy the system of balance
equations (5) are divided into separate subsystems which can be treated as
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homogeneous difference equations.
Subsystem 1.

(λ+ µ2)π(0,0,1) = µ1π(0,1,1), (7)

(λ+ µ1 + µ2)π(0,1,1) = λπ(0,0,1) + µ1π(1,1,1),

(λ+ µ1 + µ2)π(q,1,1) = λπ(q−1,1,1) + µ1π(q+1,1,1), q = 1, q2 − 2.

For this system the solution is assumed to be in form

π(q,1,1) = βq+1π(0,0,1), q = 0, q2 − 1. (8)

The substitution of this solution to the equation of the previous system for the
arbitrary q and subsequent division by βq−1 lead to the equation

µ1β
2 − (λ+ µ1 + µ2)β + λ = 0.

This quadratic equation has two real roots,

β1,2 =
(λ+ µ1 + µ2)±

√
(λ+ µ1 + µ2)2 − 4µ1

2µ1
.

Therefore the probabilities π(k,1,1) as solutions of the difference equations must
satisfy the relation

π(q,1,1) = Bq+1π(0,0,1), q = 0, q2 − 1, (9)

where
Bn = (b1β

n
1 + b2β

n
2 ).

From the first equation of the subsystem (6) for the probability π(0,1,1) we get

b1β1 + b2β2 = β1 + β2 − 1,

b1 + b2 = 1,

whence it appears the relations for the constants b1 b2.
Subsystem 2.
For the states x ∈ E, where the queue length exceeds the level q2, we have

(λ+ µ1 + µ2)π(q,1,1) = λπ(q−1,1,1) + (µ1 + µ2)π(q+1,1,1), q ≥ q2. (10)

Assuming the solution of these difference equations in the form

π(q,1,1) = ηq−q2+1π(q2−1,1,1)

and substituting of this result to the equality (10), it is easy to show, that there
is exist the only one non-trivial solution of the quadratic equation, η = λ

µ1+µ2
,

i.e.

π(q,1,1) = Nq−q2+1π(q2−1,1,1), q ≥ q2, (11)
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where

Nn = ηn =
( λ

µ1 + µ2

)n
.

Subsystem 3.
Consider the following subsystem of the system of balance equations,

(λ+ µ1)π(0,1,0) = λπ(0,0,0) + µ1π(1,1,0) + µ2π(0,1,1), (12)

(λ+ µ1)π(q,1,0) = λπ(q−1,1,0) + µ1π(q+1,1,0) + µ2π(q,1,1), q = 1, q2 − 2,

(λ+ µ1)π(q2−1,1,0) = λπ(q2−2,1,0) + µ2π(q2−1,1,1),

(λ+ µ1 + µ2)π(q2−1,1,1) = λπ(q2−2,1,1) + λπ(q2−1,1,0) + (µ1 + µ2)π(q2,1,1).

To solve the system the corresponding equations are summed up for the prob-
abilities π(q,1,0) and π(q,1,1). As a result we obtain the following equations

π(q,1,1) + π(q,1,0) = Rq+1−q2(π(q2−1,1,1) + π(q2−1,1,0)), q = 0, q2 − 1,

where Rn =
(
λ
µ1

)n
. Now we rewrite the last equation of the subsystem (12),

λ(π(q2−1,1,1) + π(q2−1,1,0)) = (λ+ µ1 + µ2)π(q2−1,1,1) − λπ(q2−2,1,1).

But from the system (7) it follows,

(λ+ µ1 + µ2)π(q2−1,1,1) − π(q2−2,1,1) =
µ1

λ
(b1β

q2+1
1 + b2β

q2+1
2 ),

that in turn leads to the relation

π(q,1,0) = [Rq−q2(b1β
q2+1
1 + b2β

q2+1
2 )− (b1β

q+1
1 + b2β

q+1
2 )]π(0,0,1) = (13)

= [Rq−q2Bq2+1 −Bq+1]π(0,0,1), q = 0, q2 − 1.

Finally from

λπ(0,0,0) = µ1π(0,1,0) + µ2π(0,0,1)

we get

π(0,0,0) = [
(µ1

λ

)q2+1

(b1β
q2+1
1 + b2β

q2+1
2 )− 1]π(0,0,1) (14)

= [R−1q2+1Bq2+1 − 1]π(0,0,1).

�
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Theorem 2. For the three-server queueing system M/M/3 with a threshold
policy f = (1, q2, q3) the stationary state probabilities satisfy the following rela-
tions,

π(0,0,1,1) + π(0,0,1,0) =
( (Rq2+1 − 1)Bq2+1

Rq2+2 −Rq2+1
+

(Nq3−q2+1 −N1)Bq2
N1 − 1

+ (15)

+
Φ1Hq3Nq3−q2+1Bq2

(1− Φ1)Hq3+1

)−1
,

π(0,0,1,1) =
Nq3−q2+1Bq2
Hq3+1Aq2

[π(0,0,1,1) + π(0,0,1,0)],

π(0,0,0,1) = (G−1q2 [Aq2 +R−11 Aq2+1 −N−11 Hq2+1Aq2 ]− 1)π(0,0,1,1),

π(0,0,0,0) = (R−11+q2
Bq2+1 − 1)[π(0,0,1,1) + π(0,0,1,0)]− π(0,0,0,1)

π(q,1,0,0) = (R−1q2−qBq2+1 −Bq+1)[π(0,0,1,1) + π(0,0,1,0)]

−Gq+1[π(0,0,1,1) + π(0,0,0,1)] +Aq+1π(0,0,1,1), q = 0, q2 − 1,

π(q,1,0,1) = Gq+1[π(0,0,1,1) + π(0,0,0,1)]−Aq+1π(0,0,1,1), q = 0, q2 − 1,

π(q,1,1,0) = Bq+1[π(0,0,1,1) + π(0,0,1,0)]−Aq+1π(0,0,1,1), q = 0, q2 − 1,

π(q,1,1,0) = Nq+1−q2Bq2π[π(0,0,1,1) + π(0,0,1,0)]−Hq+1Aq2π(0,0,1,1), q = q2, q3 − 1,

π(q,1,1,1) = Aq+1π(0,0,1,1), q = 0, q2 − 1,

π(q,1,1,1) = Hq+1Aq2π(0,0,1,1), q = q2, q3 − 1,

π(q,1,1,1) = Φq−q3+1Hq3Aq2π(0,0,1,1), q ≥ q3,

where

Rn =
( λ
µ1

)n
, Nn =

( λ

µ1 + µ2

)n
, Φn =

( λ

µ1 + µ2 + µ3

)n
,

An = a1α
n
1 + a2α

n
2 , Bn = b1β

n
1 + b2β

n
2 , Gn = g1γ

n
1 + g2γ

n
2 , Hn = h1ξ

n
1 + h2ξ

n
2 ,

α1,2 =
(λ+ µ1 + µ2 + µ3)±

√
(λ+ µ1 + µ2 + µ3)2 − 4λµ1

2µ1
,

β1,2 =
(λ+ µ1 + µ2)±

√
(λ+ µ1 + µ2)2 − 4λµ1

2µ1
,

γ1,2 =
(λ+ µ1 + µ3)±

√
(λ+ µ1 + µ3)2 − 4λµ1

2µ1
,

ξ1,2 =
(λ+ µ1 + µ2 + µ3)±

√
(λ+ µ1 + µ2 + µ3)2 − 4λ(µ1 + µ2)

2(µ1 + µ2)
,

a1 =
1− α1

α2 − α1
, a2 =

α2 − 1

α2 − β1
, b1 =

1− β1
β2 − β1

, b2 =
β2 − 1

β2 − β1
,

g1 =
1− γ1
γ2 − γ1

, g2 =
γ2 − 1

γ2 − γ1
, h1 =

L2 − L1

K1 −K2
, h2 = 1− h1,
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K1 =
[( 1

ξ2
− 1
)
ξq3−q21 −

( 1

ξ1
− 1
)
ξq3−q22

]
Aq2 ,

L1 =
( 1

ξ1
− 1
)
ξq3−q22 Aq2 ,

K2 =
µ3

λ
Aq2

(ξ1 − ξq3−q2+1
1

1− ξ1
− ξ2 − ξq3−q2+1

2

1− ξ2
−G−1q2

γq2+1
2 − γq2+1

1

γ2 − γ1

( 1

ξ1
− 1

ξ2

))
,

L2 =
µ3

λ
G−1q2

γq2+1
2 − γq2+1

1

γ2 − γ1

((
1− 1

ξ1

)
Aq2 +R−11 Aq2+1

)
+
µ3

λ

ξ2 − ξq3−q2+1
2

1− ξ2
Aq2 .

Proof. The proof can be performed in a similar way as before by dividing the
system of balance equations into subsystems, which are solved as homogeneous
difference equations. �

4. Optimization problem for performance characteristics

For every fixed threshold policy f we wish to guarantee that the process
{X(t)}t≥0 with a state space E is an irreducible, positive recurrent Markov
process defined through its infinitesimal matrix Λ = [λxy(q2, . . . , qK)], which
depends on the threshold policy. The immediate cost c(x) of the specified
controllable Markov model is defined as

c(x) = c0q0(x) +

K∑
j=1

cjdj(x),

where the notations q(x) and dj(x) stand for the elements of the vector state
x ∈ E. As it is known [11], for ergodic Markov process with costs the long-run
average cost per unit of time for the policy f coincides with corresponding
assemble average,

gf = lim
t→∞

1

t
V f (x, t) =

∑
y∈E

c(y)πfy , (16)

where

V f (x, t) =

∫ t

0

∑
y∈E

Pf [X(u) = y|X(0) = x]c(y)du (17)

denotes the total average cost up to time t when the process starts in state x
and πfy = Pf [X(t) = y] denotes a stationary probability of the process given
policy f . The policy f∗ is said to be optimal when for any available policy f

gf
∗

= min
f
gf . (18)

For existence of optimal policies we refer to Aviv and Federgruen [1], Puterman
[7], Sennott [10]. Obviously the optimal policy exists if

∑
y∈E |c(y)πfy | < ∞.
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For the model under study it is always the case, since the infinite part of this
sum is definitely finite,

∞∑
q=0

[
c0(q + qK − 1) +

K∑
j=1

cj

]
ρqπ(qK−1,d) =

c0
qK − 1− ρ(qK − 2)

(1− ρ)2
+

K∑
j=1

cj
1

1− ρ
<∞,

if

ρ =
λ∑K
j=1 µj

< 1,

which coincides with a stability condition of the system. Hence we can obtain
the explicit solution for the function gf := g(q2, . . . , qK) at least up to the case
of three servers. These formulas are used to get a heuristic solution.

Remark 1. The method based on a solution of difference equations can be
applied theoretically to the system with a higher number of servers as well,
although it requires to solve a larger number of subsystems. The number of
rows in the system of balance equations is equal to

∑K
k=0(qk+1 − qk)2K−k,

where q0 = 0 and qK+1 = N ,N - maximal possible number of customers in
the system. It is clear that the calculation of the stationary state probabilities
and minimization of the function g over K parameters is computationally not
feasible for large K, what really motivates us to look for some heuristic solution.

5. Heuristic solution for the optimal thresholds

As it was shown in [2] the optimal thresholds qk, k = 2,K, can be calculated
by means of the Howard iteration algorithm. But it has sufficient restrictions
on dimensionality of the model and number of states. In this section we propose
a heuristic method for optimal thresholds estimation, which provide us with
explicit formulas depending on the system parameters. Two types of model are
discussed: With λ = 0 and λ > 0. In the first case the model reduces to the
equivalent scheduling problem. It is assumed here that there are a number of
customers in the system and no new customers join the system. The optimiza-
tion problem consists in allocation of the customers between the heterogeneous
servers with the aim to minimize the total average cost function until the sys-
tem becomes empty. For the scheduling problem the optimal thresholds qk
are evaluated exactly. For the original problem with new arrivals the optimal
thresholds can be only estimated. Since we are not able to give the rigorous
proofs to all our results, they are summarized in the following conjecture. The
details and main principles of the used approach are given afterwards.
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Conjecture 1. The optimal thresholds qk, k = 2,K, are defined by

qk ≈ q̂k =

⌊
1

c0

[
ck
µk
Fk −

k−1∑
j=1

cj

]⌋
, where (19)

Fk =


k−1∑
j=1

µj , λ = 0,

1
2

[ k−1∑
j=1

µj − λ+

√( k−1∑
j=1

µj − λ
)2

+ 4(k − 1)µkλ
]
, λ > 0.

(20)

Proof. Consider the case λ = 0. Due to our assumption about threshold struc-
ture of the control policy f , we can calculate the total average cost until the
system becomes empty recursively. Assuming the known values of thresholds
q2, . . . , qk−1 we obtain the value of qk. Obviously for the state x = (0, . . . , 0)
we have

V (x) = 0,

V (x+ e1) =
c1
µ1
,

V (x+ e0 + e1) =
c0 + c1
µ1

+ V (x+ e1) =
c0
µ1

+
2c1
µ1

,

. . .

V (x+ (q2 − 1)e0 + e1) =
(q2 − 1)c0 + c1

µ1
+ V (x+ (q2 − 2)e0 + e1) =

q2(q2 − 1)c0
2µ1

+
q2c1
µ1

.

When the queue length has reached the level q2, it becomes optimal to use the
second server. Then we have

V (x+ (q2 − 1)e0 + e1 + e2) =
c2
µ2

+
q2(q2 − 1)c0

2µ1
+
q2c1
µ1

.

Repeating the procedure up to the level qk one can obtain

V
(
x+ (qk − 1)e0 +

k−1∑
j=1

ej

)
=

(qk − qk−1)
∑k−1
j=1 cj∑k−1

j=1 µj
+

(qk − qk−1)(qk−1 + qk − 1)c0

2
∑k−1
j=1 µj

.

Again, since qk is an optimal threshold, the condition

V
(
x+(qk−1)e0+

k∑
j=1

ej

)
=
ck
µk

+V
(
x+(qk−1)e0+

k−1∑
j=1

ej

)
< v
(
x+qke0+

k−1∑
j=1

ej

)
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implies

ck
µk

+
(qk − qk−1)

∑k−1
j=1 cj∑k−1

j=1 µj
+

(qk − qk−1)(qk−1 + qk − 1)c0

2
∑k−1
j=1 µj

<

(qk − qk−1 + 1)
∑k−1
j=1 cj∑k−1

j=1 µj
+

(qk − qk−1 + 1)(qk−1 + qk)c0

2
∑k−1
j=1 µj

.

From the last inequality we get

qk =
1

c0

[ ck
µk

k−1∑
j=1

µj −
k−1∑
j=1

cj

]
.

�

Remark 2. Threshold levels defined by (19) satisfy the inequalities

1

c0

[
ck
µk

( k−1∑
j=1

µj − λ
)
−
k−1∑
j=1

cj

]
≤ q̂∗k ≤

1

c0

[
ck
µk

k−1∑
j=1

µj −
k−1∑
j=1

cj

]
. (21)

Proof. The left inequality of (21) follows directly from

Fk ≥
1

2

[ k−1∑
j=1

µj − λ+

√√√√( k−1∑
j=1

µj − λ
)2]

=
k−1∑
j=1

µj − λ.

To prove the inequality at the right hand side it is necessary to show that

Fk ≤
k−1∑
j=1

µj .

By solving this inequality using simple algebraic manipulations we get

(k − 1)µk ≤
k−1∑
j=1

µj ,

which is true due to the ordering (1). �

To get the formulas for the case λ > 0 consider first the problem of the mean
number of customers minimization, i.e. when cj = 1, j = 0,K. To reduce the
number of system parameters in the system (5) we divide the right and the left
hand side by λ and introduce the notations rj =

µj

λ , j = 1,K. The proposed
algorithm 1 is based on a functional estimation of the boundaries between
the areas where the optimal threshold qk, k = 1,K, takes a certain value.
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Numerical analysis confirms our expectations that the optimal threshold qk
depends only on parameters of the first k servers and the boundaries between
the regions of optimality have a linear structure, i.e. they can be represented
as hyperplanes.

Algorithm 1.
Step 0. Calculation of the optimal thresholds qk, k = 1,K, for all possible
values of (r1, . . . , rK) by means of a function

N̄ := N̄(r1, . . . , rK , q
∗
2 , . . . , q

∗
K) =

∑
x∈E

(
q(x) +

K∑
j=1

dj(x)
)
πx,

derived in closed form as discussed in previous section.
Step 1. Labeling of the regions, where the optimal thresholds (q2, . . . , qK) take
certain values.
Step 2. Identification of the points laying on the boundaries between the re-
gions, where

q∗k = i and qk = i+ 1, i ≥ qk−1.
Step 3. Application of the least-squares method to estimate the unknown coef-
ficients akj of the hyperplanes for each threshold qk, k = 1,K,

k∑
j=1

akjrj + akk+1 = 0,

and their representation as functions of qk, akj := akj(q
∗
k).

Step 4. Express qk, k = 2,K, through r1, . . . , rk.

If K = 2 and K = 3, then the geometric visualization of the algorithm is
possible. For the two-server model the regions of optimality of the level q2 and
asymptotic lines for the boundaries are illustrated in figures 1(a,b). One can
easily identify the boundary lines between the areas,

a21r1 + a22r2 + a23 = 0,

where the unknown coefficients are evaluated through coordinates of the two
points (x1, y1) and (x2, y2): a21 = y2 − y1, a22 = x1 − x2, a23 = x2y1 − x1y2.
By selecting appropriate coordinates we get the coefficients summarized in the
next table:

i 1 2 3 4 5 6 7 8
x1 6.47 9.65 12.74 15.79 18.83 21.85 24.87 27.90
y1 3.00 3.00 3.00 3.00 3.00 3.00 3.00 3.00
x2 10.48 18.66 28.74 40.79 54.83 70.87 88.87 108.90
y2 5.00 6.00 7.00 8.00 9.00 10.00 11.00 12.00
a21 2.00 3.00 4.00 5.00 6.00 7.00 8.00 9.00
a22 -4.01 -9.01 -16.00 -25.00 -36.00 -49.01 -64.00 -81.00
a23 -0.91 -1.92 -2.96 -3.95 -4.98 -5.89 -6.96 -8.09
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Fig. 1: The regions of optimality for q2 = i, i = 1, 8

From the table one can see that the coefficients of the line can be represented
as a function of threshold estimation q̂2,

a21(q̂2) = q̂2 + 1, a22(q̂2) = −(q̂2 + 1)2, a23(q̂2) = −q̂2.

Conjecture 1 follows from solution of the quadratic equation

(q̂2 + 1)r1 − (q̂2 + 1)2r2 − q̂2 = r1(q̂2)2 − (r1 − 2r2 − 1)q̂2 + r2 − r1 = 0,

with two roots

(q̂2)1,2 =
r1 − 1±

√
(r1 − 1)2 + 4r2
2r2

− 1.

Eliminating the negative root due to condition q̂2 ≥ 1 and taking into account
the notations rj , j = 1,K for the integer-valued level q2 we get an estimation
in the form

q̂2 =

⌊
µ2 − λ+

√
(µ2 − λ)2 + 4µ2λ

2µ2
− 1

⌋
.

To get the formulas for the model with costs we assume that it should have the
same structure as (19), where λ = 0. Hence we get the relation (19) for λ > 0.
In the same way one can derive the formulas for the case K = 3. For three
server model the regions of optimality for the levels q2 and q3 are the planes as
illustrated in figures 2. These planes are defined as

a21r1 + a22r2 + a23 = 0, a31r1 + a32r2 + a33r3 + a34 = 0,

where the coefficients are expressed through the estimations q̂2 and q̂3,

a21(q̂2) = q̂2 + 1, a22(q̂2) = −(q̂2 + 1)2, a23(q̂2) = −q̂2,
a31(q̂3) = a32(q̂3) = q̂3 + 2, a33(q̂3) = −(q̂3 + 2)2, a34(q̂3) = −q̂3.
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Fig. 2: The regions of optimality for qk = i, i = qk−1, 5, k = 2, 3

As before, the solution of quadratic equations leads to the formulas correspond-
ing to the problem of the mean number of customers minimization. These
formulas can be rewritten for the scheduling model (λ = 0) with costs as in
(19). The form of the recently derived formulas for the queues with K = 2 and
K = 3 reveals a possible general expression for the estimations of threshold
levels with arbitrary K, as was represented in Conjecture 1.

6. Numerical examples

Example 1. Consider the queueing system M/M/5 arrival intensity λ = 0.9.
Other parameters take the following values:

j 0 1 2 3 4 5

cj 1.50 3.00 2.80 2.60 2.40 2.00
µj - 2.00 0.70 0.50 0.40 0.30

cjµ
−1
j - 1.50 4.00 5.20 6.00 6.66

In the following table we list the results of calculations for the levels q∗k and
q̂∗k, k = 2,K as well as the results for g in case of different control policies and
arrival intensity λ

λ gOTP (q∗2 , q
∗
3 , q
∗
4 , q
∗
5) gHTP (q̂∗2 , q̂

∗
3 , q̂
∗
4 , q̂
∗
5) gFFS gRSS gHS

0.1 0.154 (4,6,7,9) 0.154 (4,6,7,9) 0.162 0.459 0.328

0.9 1.812 (3,4,5,6) 1.812 (3,4,6,7) 2.197 3.707 2.957

1.5 3.687 (2,3,4,5) 3.690 (2,3,5,6) 4.379 5.832 4.972

2.5 8.294 (2,2,3,3) 8.296 (2,2,3,4) 8.917 15.502 8.982

3.5 19.739 (2,2,2,3) 19.857 (2,2,3,3) 19.972 116.274 21.419

3.8 54.689 (2,2,2,2) 54.689 (2,2,2,2) 54.707 586.186 65.852
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Here OTP means Optimal Threshold Policy, HTP – Heuristic Threshold
Policy, FFS – Fastest Free Server policy,RSS – Random Server Selection
policy and HS – Homogeneous System, where the total service rate Kµ of the
homogeneous system is equal to the total service rate

∑K
j=1 µj of the hetero-

geneous system.

Example 2. Consider the queueing system M/M/5 from the previous exam-
ple. Let cj = 1, j = 0,K. The next table includes the results of calculations
for the levels q∗k and q̂∗k, k = 2,K, as well as the values of the mean number of
customers in the system N̄ for different control policies and λ.

λ N̄OTP (q∗2 , q
∗
3 , q
∗
4 , q
∗
5) N̄HTP (q̂∗2 , q̂

∗
3 , q̂
∗
4 , q̂
∗
5) N̄FFS N̄RSS N̄HS

0.1 0.053 (2,4,5,8) 0.053 (2,4,5,8) 0.055 0.191 0.128

0.9 0.692 (2,3,4,6) 0.692 (2,3,4,7) 0.788 1.509 1.156

1.5 1.459 (2,2,3,5) 1.463 (2,2,4,6) 1.649 2.222 1.955

2.5 3.454 (1,2,2,3) 3.510 (2,2,3,4) 3.674 4.506 3.723

3.5 11.181 (1,1,2,3) 11.185 (2,2,2,3) 11.219 28.944 11.109

3.8 29.815 (1,2,2,2) 29.815 (2,2,2,3) 33.029 144.798 40.458

The results show that the difference in performance between the OTP and
HTP does not exceed 1.5% and these policies can be more than 25% superior in
performance comparing to the mostly used in practice allocation policy FFS.

7. Conclusion

In this paper we have obtained heuristic relations for the optimal threshold
levels which minimize the long-run average cost per unit of time or, in partic-
ular, the mean number of customers in the queue system with heterogeneous
servers. These formulas give satisfactory values for the levels qk, k = 2,K,
with a relative error which was less than 1.5% in all realized examples. Also
it was proved that this policy is superior in performance comparing to some
alternative allocation policies. Therefore this policy can be treated at least as
a quasi-optimal one. The formulas were verified for different number of servers
with quite equal relative errors so we may expect the validity of these expres-
sions to an arbitrary K. These approach was successfully applied to the retrial
heterogeneous queueing systems as well, the results will be published shortly.
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Abstract
We establish a computable estimate of the readiness coefficient of a standard

binary-state system in the case where working time and repair time distributions
are both with heavy tails.

Keywords: readiness coefficient, restorable system, polynomial convergence rate

1. Introduction
Let us consider a restorable system, which may be either in the working state

during a random time ξ with a distribution function F1(s) def
== P{ξ 6 s}, or it may be

broken down and being restored by some service during another random time η with
a distribution function F2(s) def

== P{η 6 s}. All periods of working and repairing are
alternate a independent. The readiness coefficient A(t) is defined as the probability
that at time t the system is in the working (serviceable) state.

Often in the literature it is accepted that at initial time t = 0 the system is service-
able and that it is in the beginning of its working period. We consider a more general
case assuming that the activity of the system may have started earlier so that at t = 0
the system can be in one of the two states: perfect functionality or complete failure;
and further that before t = 0 the system already spent time x in its current state.

Let us formalize the definition of readiness coefficient. We assume that (ξi) are ran-
dom variables with a common distribution function F1(x) = P{ξi 6 x}; likewise, (ηi)
are random variables with a (another) common distribution function F2(x) = P{ηi 6
x}; all of them are mutually independent.

If at time t = 0 our system is working and its elapsed working time before t = 0
equals x, then the residual time of this working period is a random variable denoted
by ξ(x); its distribution function is denoted by F(x)

1 (s) def
== P{ξ(x) 6 s} = P{ξ 6 s +

x|ξ > x} = 1 −
F1(x + s)
1 − F1(x)

. Correspondingly, if at the time t = 0 the system is under

repair and the duration of this repair before t = 0 equals x, then the residual time
of this repair period is a random variable denoted by η(x) with a distribution function

F(x)
2 (s) def

== P{η(x) 6 s} = P{η 6 s + x|η > x} = 1 −
F2(x + s)
1 − F2(x)

.
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In the first case we will use notations t0
def
== 0, t1

def
== ξ(x) + η1, ti

def
== ξ(x) + η1 +

i∑︀
j=2

(ξ j + η j), and t′0
def
== ξ(x), t′i

def
== ξ(x) +

i−1∑︀
j=1

(η j + ξ j+1). In the second case t1
def
== η(x),

ti
def
== η(x) +

i∑︀
j=2

(ξ j−1 + η j), t′1
def
== 0, t′1

def
== η(x) + ξ1, t′i

def
== η(x) + ξ1 +

i∑︀
j=2

(η j + ξ j). In this

notation A(t) def
== P

{︃
t ∈

⋃︀
i

[ti, t′i )
}︃

.

It is well known that if distributions of ξ+η are non-arithmetical and E ξ+E η < ∞,

then there exists a limiting value lim
t→∞

A(t) def
== A =

E ξ
E ξ + E η

. Moreover, if for some

n > 1, E ξn + E ηn < ∞, then lim sup
t→∞

|A(t) − A|tn−1 < ∞ (see e.g. [1, Theorem 3,

Appendix 1] or [2, Theorem 10.7.4]). In other words, for any α ∈ (0, n−1] there exists
a constant C(α) such that ∀ t > 0 |A(t) − A| 6 C(α)(1 + t)−α. However the general
theory does not provide neither the value of C(α), nor any bound for it.

Any knowledge of the value C(α) or its bound is rather important in applications.
The goal of this paper is to provide explicit sufficient conditions for C(α) to be finite
and to give explicit estimates to this constant.

2. Assumptions and notations
2.1. Assumption. We suppose that for some Λ > K1 > 3, K2 > 3,

F1(x) = 1 − e
−

x∫︀
0
λ(s) d x

(︃
i.e., almost everywhere λ(s) =

F′1(s)
1 − F1(s)

)︃
,

and Λ > λ(s) >
K1

1 + s
when s > 0; (1)

F2(s) > 1 −
1

(1 + s)K2
when s > 0; we do not assume continuity of F2(s). (2)

Note that from (1) it follows that F1(s) > 1 −
1

(1 + s)K1
. So, (1) and (2) imply that

for all a ∈ (0,K1 − 1) and b ∈ (k2 − 1) we have,
K1

Λ
< E ξa <

a
K1 − a − 1

< ∞ and

E η b <
b

K2 − b − 1
< ∞, which suffices for the existence of A.

Notice that λ(s) is called intensity of failure of the recoverable system, of course,
where it is working.

2.2. Notations.
1. Denote K def

== min(K1,K2).
2. The behaviour of the system under consideration may be presented by the random
process

Xt = (nt, xt) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩(1, t − ti), if t ∈ [ti, t′i );
(2, t − t′i ), if t ∈ [t′i , ti+1);

n(Xt)
def
== nt, x(Xt)

def
== xt.
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The state space of the process Xt is a set 𝒳 def
== {{0, 1} × R+} with a standard σ-algebra.

Let X0 = (n0, x0). Denote 𝒮 j
def
== {( j, x), x ∈ R+} ⊂ 𝒳 ( j = 1, 2).

3. Denote (here j = 1, 2):

M j(k) def
== k

∞∫︁
0

s k−1

(1 + s)K j
d s; M(x)

j (k) def
==

k
1 − F j (x)

∞∫︁
0

s k−1

(1 + s + x)K j
d s;

κ(T ) def
==

∞∫︁
0

K1e−Λs

1 + T + s
d s; F(a)

j (s) def
== 1 −

1 − F j(s + a)
1 − F j(a)

.

4. Let us choose

R > Θ0
def
==

E(ξ + η)2

2(E ξ + E η)

[︃
6

8Λ

K2 − 3K

]︃
, (3)

let N be such that e−ΛR >
1

(1 + NR)K1
, and let

q def
== 1 −

(︃
1 −

Θ0

R

)︃ (︃
e−ΛR −

1
(1 + NR)K1

)︃
κ(NR);

Φ(α, X0) def
==

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝ ∞∑︁
i=0

(i + 4)αqi

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝1 + 1(n0 = 0)2α−1
(︁
M(x0)

1 (α) + M2(α)
)︁

+

+1(n0 = 1)M(x0)
2 (α) + 2α−1A

(︃
α

(K1 − α − 1)E ξ
+ M2(α)

)︃
+

+
(1 − A)α

(K2 − α − 1)E η
+ M1(α) + M2(α)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .
3. Main result

Theorem 1. Let K > 3 and let the conditions (1), (2) be satisfied. Then for the
process described earlier with initial state X0 = (n0, x0), for every α ∈ (1,K − 1) there
exists a constant C(α, X0) 6 Φ(α, X0) such that for all t > 0 the following inequality
is true:

|A(t) − A| 6
C(α, X0)
(1 + t)α

.

In this short paper we only suggest an extended scheme of proof. A complete
proof of the Theorem 1 will be given in a subsequent publication.

4. Scheme of proof

4.1. Properties of the process Xt. The process Xt defined in the Subsection 2.2
(point 2.) is Markov. Moreover, it possesses a strong Markov property. We skip the
standard proof of both claims.

Note that trajectories of the process Xt are right continuous.
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4.2. On the stationary distribution of Xt. In terms of [3], [4], the process Xt is a
linear-type (piecewise linear) Markov process, and it satisfies the conditions of ergodic
theorem from [5, S2.6] (see also [6, Theorem 1]): there exists a stationary distribution
𝒫 on 𝒳 such that there is a limit lim

t→∞
P{nt = j, xt 6 s} = 𝒫({ j} × [0, s]) for any initial

state X0 (again and always in the sequel j = 1, 2);

𝒫({ j} × (s,∞)) =

1{ j = 1}
∞∫︀
s

(1 − F1(s)) d s + 1{ j = 2}
∞∫︀
s

(1 − F2(s)) d s

E ξ + E η
,

and 𝒫(nt = 1) =
E ξ

E ξ + E η
= A.

4.3. Coupling method. To prove the Theorem 1 we will use the coupling method,
which will be now briefly recalled (for details see [7]).

Suppose some strong Markov process Xt weakly converges to its (unique) station-
ary regime; denote its marginal distribution by 𝒫.

Suppose that on some probability space it is possible to construct two independent
versions X′t and X′′t of this Markov process – i.e., both with the same generator but

possibly with different initial distributions – such that the stopping time τ(X′0, X
′′
0 ) def

==

inf{t > 0 : X′t = X′′t } has a finite expectation. If, further, we have an estimate
Eψ(τ(X′0, X

′′
0 )) 6 C(X′0, X

′′
0 ) where ψ(s) ↑ and ψ(s) > 0 as s > 0, then we can use a

strong Markov property and coupling inequality: ∀𝒟 ∈ ℬ(𝒳)⃒⃒⃒
P{X′t ∈ 𝒟} − P{X′′t ∈ 𝒟}

⃒⃒⃒
6 P

{︁
t 6 τ(X′0, X

′′
0 )

}︁
= P

{︁
ψ(t) 6 ψ(τ(X′0, X

′′
0 ))

}︁
.

Hence, due to Markov’s inequality,

⃒⃒⃒
P{X′t ∈ 𝒟} − P{X′′t ∈ 𝒟}

⃒⃒⃒
6

Eψ(τ(X′0, X
′′
0 )

ψ(t)
6

C(X′0, X
′′
0 )

ψ(t)
. (4)

Once the inequality (4) is estalished for the pair of processes, we may conclude
that for the stationary process ̃︀Xt with the initial distribution 𝒫 and for the process Xt

starting from an arbitrary initial state X0 we get,⃒⃒⃒
P{Xt ∈ 𝒟} − P{̃︀Xt ∈ 𝒟}

⃒⃒⃒
= |P{Xt ∈ 𝒟} − 𝒫(𝒟)}| 6

6

∫︀
𝒳

C(X0,Y)𝒫( d Y)

ψ(t)
=

̃︀C(X0)
ψ(t)

. (5)

Note that since the right hand side here does not depend on 𝒟, this inequality, of
course, provides an estimate in total variation, that is,

sup
𝒟∈𝒳

|P{Xt ∈ 𝒟} − 𝒫(𝒟)}| 6
̃︀C(X0)
ψ(t)

.
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Also, if A = {n(Xt) = 0}, then P{Xt ∈ A} = A(t). Hence, in particular, the inequality

(5) implies that |A(t) − A| 6
̃︀C(X0)
ψ(t)

.

Now, the goal is to give an estimate of ̃︀C(X0) for the function ψ(t) = (1 + t)α.
4.4. Coupling, continued. We will be using a procedure first suggested in [8]. On

some probability space we construct a “paired” Markov process Zt = (Z′t ,Z
′′
t ) in the

state space𝒳×𝒳 so that the marginal distributions of the processes Z′t and Z′′t coincide
with the distributions of the processes X′t and X′′t , respectively:(︀

Z′t , t > 0
)︀ 𝒟

=
(︀
X′t , t > 0

)︀
and

(︀
Z′′t , t > 0

)︀ 𝒟
=

(︀
X′′t , t > 0

)︀
; (6)

Z′0 = X′0 and Z′′0 = X′′0 .
In addition, if at some moment ̃︀τ the random variable Z′t coincides with Z′′t , i.e.

Z′̃︀τ = Z′′̃︀τ , then for all t >̃︀τ, Z′t = Z′′t . This pair (Z′,Z′′) is called coupling. Of course,
in general, the processes Z′t and Z′′t will be dependent.

Assuming that the process Zt = (Z′t ,Z
′′
t ) is already constructed, let us denotẽ︀τ(X′0, X′′0 )[= ̃︀τ(Z′0,Z′′0 )] def

== inf{t > 0 : Z′t = Z′′t }. The coupling is called success-
ful if P{̃︀τ(X′0, X′′0 ) < ∞} = 1. Our coupling constructed below will be successful.

Then, we can use the coupling inequality (4) for the processes Z′t and Z′t :

|P{Z′t ∈ 𝒟} − P{Z′′t ∈ 𝒟}| 6 P{t <̃︀τ(X′0, X′′0 )}.

Due to (6) the same inequality holds true for X′t and X′′t .
4.5. About the process Zt. In order to construct a successful coupling, we will use

the idea of the “Lemma about three random variables” (see [9]).
The construction of Zt is based on a sequence of stopping times tk, at which

1
{︁
n(Z′t−0) , n

(︁
Z′t+0

)︁}︁
+ 1

{︁
n
(︁
Z′′t−0

)︁
, n

(︁
Z′′t+0

)︁}︁
> 0, i.e., of (random) times tk where

one of the processes Z′t and Z′′t – or both of them – changes its first component.

Let t0 = 0 and denote m′t
def
== n(Z′t ), m′′t

def
== n(Z′′t ), z′t

def
== x(Z′t ), z′′t

def
== x(Z′′t ).

The sequence (tk) will be built by induction. Assume that tk is already determined for
some k and consider three cases.

4.5.1. Suppose that Z′tk , Z′′tk and m′tk +m′′tk > 2 (that is, at least one of the processes
is in the set 𝒮2). Then on a special probability space (Ω,ℱ ,P)1 we define independent
random variables θ′k and θ′′k with distribution functions F

(z′tk )
m′tk

(s) and F
(z′′tk )
m′′tk

(s) respec-

tively: they are residual times of stay of the processes Z′t and Z′′t in the sets 𝒮m′tk
and

𝒮m′′tk
. Denote θk

def
== min(θ′k, θ

′′
k ) and tk+1

def
== tk + θk.

For t ∈ [tk, tk+1) define,

Z′t
def
== (m′tk , z

′
tk + t − tk); Z′′t

def
== (m′′tk , z

′′
tk + t − tk);

Z′tk+1

def
== 1{θ′k = θk}(m′tk − (−1)m′tk , 0) + 1{θ′k , θk}(m′tk , z

′
tk + tk+1 − tk);

Z′′tk+1

def
== 1{θ′′k = θk}(m′′tk − (−1)m′′tk , 0) + 1{θ′′k , θk}(m′′tk , z

′′
tk + tk+1 − tk).

(7)

1Here we skip the details of this probability space (Ω,ℱ ,P) and the procedures of constructing random
variables on it. A more complete presentation will be provided in further publications.
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4.5.2. Suppose now that Z′tk , Z′′tk and m′tk = m′′tk = 1. In this case, using the
idea of the “Lemma about three random variables” (see [9]) we construct on the space
(Ω,ℱ ,P) the pair of dependent random variables (θ′k, θ

′′
k ) such that:

P{θ′k 6 s} = F
(z′tk )
1 (s), P{θ′′k 6 s} = F

(z′′tk )
1 (s);

P{θ′k = θ
′′
k } =

∞∫︁
0

min
(︂(︂

F
(z′tk )
1 (s)

)︂′
,
(︂
F

(z′′tk )
1 (s)

)︂′)︂
d s >

∞∫︁
0

K1e−Λs

1 + s + max(z′tk , z
′′
tk )

d s =

= κ(max(z′tk , z
′′
tk )). (8)

Note that clearly κ(T ) ↓ 0 if T ↑ +∞.
Next, we again denote tk+1

def
== tk + min(θ′k, θ

′′
k ) and apply the same construction

given in the formulae (7). This definition and (8) imply the inequality P{Z′tk+1
= Z′tk+1

} >
κ(max(z′tk , z

′′
tk )).

4.5.3. Now, suppose Z′tk = Z′′tk . In this case we construct random variables θ′k = θ′′k

(i.e., they are identical) with distribution function F
(z′tk )
m′tk

(s) on the space (Ω,ℱ ,P), and

tk+1
def
== tk + θ′k. Here for t ∈ [tk, tk+1),

Z′t = Z′′t = (m′tk , z
′
tk + t − tk); Z′tk+1

= Z′′tk+1
= (m′tk − (−1)m′tk , 0).

This construction (4.5.1–4.5.3) gives us the desired pair Zt = (Z′t ,Z
′′
t ), which satis-

fies (6) and which is suitable for the successful coupling procedure; we skip the proof
of this fact.

4.6. Using coupling method. Let us fix two initial values X′0 ≡ Z′0 , Z′′0 ≡ X′′0 . In
this step of the proof we will show the coupling inequality for the process Z = (Z′,Z′′);
hence, the same inequality will be established for the couple (X′, X′′).

4.6.1. For t > 0 denote,

τ
′(t) def

==
(︀
inf{s > t : Z′t = (0, 0)}

)︀
, τ

′′(t) def
==

(︀
inf{s > t : Z′′t = (0, 0)}

)︀
.

These are the moments of the beginning of regeneration periods for the processes Z′

and Z′′ after the nonrandom t. Denote also τ(Z′0,Z
′′
0 ) def

== max (τ′(0), τ′′(0)).

At τ′(0) the regeneration period of the process Z′t begins. Its length equals θ 𝒟= ξ+η

where ξ and ηwere introduced in the Section 1. After that, the behaviour of Z′ does not
depend on the initial state Z′0 (given τ′(0)). The same can be said about the process Z′′t .

Let t > τ
(︁
Z′0,Z

′′
0

)︁
. Then, there was at least one beginning of the regeneration

period of each of the processes Z′ and Z′′ before t.
Denote ϑ′(t) def

== (τ′(t) − t) – the residual time of the last regeneration period of Z′′,
which started before time t. From the corollary of W. Smith’s Key Renewal Theorem
(cf. [6, Theorem 2]), the following inequality holds true: if t > τ

(︁
Z′0,Z

′′
0

)︁
, then

E
(︂
ϑ
′
t

⃒⃒⃒⃒
t > τ

(︁
Z′0,Z

′′
0

)︁)︂
6

E θ2

2E θ
=

E (ξ + η)2

2(E ξ + E η)
[= Θ0] . (9)
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The same statement applies to the process Z′′.
Note that τ 6 τ′(0) + τ′′(0), and, by virtue of Jensen’s inequality, for all α ∈

(1,K − 1)
E (τ0)α 6 2α−1 (︀

E
(︀
τ
′(0)

)︀α
+ E

(︀
τ
′′(0)

)︀α)︀ .
4.6.2. Without loss of generality we can assume that τ = τ′′(0). Let τ1

def
== τ′′(0),

τk+1
def
== min{τ′′(t), t > τk+1}; {τk} is a sequence of beginnings of regeneration periods

of Z′′.
Denote ℰk

def
== {ϑ′(τk) < R & (τk+1 − τk) ∈ (R,NR)}, i.e. at timê︀τk

def
== τk + ϑ′(τk)

Z′̂︀τk
= (1, 0), Z′′̂︀τk

= (1, z), and z < NR.
Using (9) and condition (1) by Markov inequality we can estimate P{ℰk}:

P{ℰk} >

(︃
1 −

Θ0

R

)︃ (︃
e−ΛR −

1
(1 + NR)K1

)︃
def
== π(R,N). (10)

Now, using (8), we have: P{Z′τk+1
= Z′′τk+1

} > π(R,N)κ(RN) def
== p.

4.7. Completion of the proof. The number of regeneration periods of Z′′t before
the processes Z′t and Z′′t meet each other according to the scheme from the step 4.6.
(that is, any meeting outside this scheme is ignored) is a random variable ν dominated
by another one with a geometric distribution with parameter p (ν itself has a more
complicated distribution). Denote q def

== 1 − p, and ς
(︁
Z′0,Z

′′
0

)︁ def
== inf

{︀
t > 0 : Z′t = Z′′t

}︀
.

Obviously, ς
(︁
Z′0,Z

′′
0

)︁
6 τν.

Since we know the distribution of τ = τ
(︁
Z′0,Z

′′
0

)︁
and θ 𝒟= ξ + η, we can obtain an

estimation of E
(︁
1 + ς

(︁
Z′0,Z

′′
0

)︁)︁α
for all α ∈ (1,K − 1): by Jensen’s inequality we get,

E
(︁
1 + ς

(︁
Z′0,Z

′′
0

)︁)︁α
6 E

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝1 + τ
(︁
Z′0,Z

′′
0

)︁
+ ξ +

∞∑︁
i=1

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝P{ν = i}
i∑︁

k=1

(ξk + ηk)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠α 6
6
∞∑︁

i=1

qi−1E
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝1 + τ′(0) + τ′′(0) + ξ +

i∑︁
k=1

(ξk + ηk)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠α 6
6
∞∑︁

i=1

qi−1(i + 4)α−1 (︀
1 + E

(︀(︀
τ
′(0)

)︀α
+ E

(︀
τ
′′(0)

)︀α
+ (i + 1)E ξα + E ηα

)︀)︀
6

6
∞∑︁

i=1

qi−1(i + 4)α−1
(︂
1 + 1

(︁
n′0 = 0

)︁
2α−1

(︂
M(x′0)

1 (α) + M2(α)
)︂

+ 1
(︁
n′0 = 1

)︁
M(x′0)

2 (α)+

+ 1
(︁
n′′0 = 0

)︁
2α−1

(︂
M(x′′0 )

1 (α) + M2(α)
)︂
+

+1
(︁
n′′0 = 1

)︁
M(x′′0 )

2 (α) + (i + 1)M1(α) + iM2(α)
)︂

=

= C
(︁
α,Z′0,Z

′′
0

)︁
= C

(︁
α, X′0, X

′′
0

)︁
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It is easy to see that ∫︁
𝒳

C
(︁
α, X′0, X

′′
0

)︁
𝒫

(︁
d X′′0

)︁
6 Φ

(︁
α, X′0

)︁
, (11)

which completes the proof of the theorem.
Remark. The estimate (11) could be improved; moreover, a more careful choice

of parameters R and N may provide some enhancement of this bound.
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Abstract

We consider a queueing system which turns out to be the dual of a queue
with second optional service (see [1] and [2]). When a customer is selected
for service, the server takes him for service that turns out be different from
what is exactly required for him, with probability p and with complementary
probability 1 − p , he is taken for the actual service required. A typical case is
wrong diagnosis of the ailment of a patient. Once the service at the undesirable
stage starts, the customer either completes the service there and goes to the
one where he should have been taken for service at the very beginning, or leaves
the system (gets absorbed) before completing service in the first part.

In either case a clock that starts ticking the moment the service (un desired
one) starts, determines the event to follow: if the clock realizes first (still the
undesired service goes on), the customer leaves the system immediately without
going for the desired service. On the other hand if the service gets completed
first, then he goes for the desired one immediately. The system has only one
server to provide service. We derive the system state distribution. Then sev-
eral system characteristics are analyzed. Next we extent above situation to
a case where initially the customer is given service that is (are) not required
with probabilities p1, . . . , pn, respectively, such that their sum equals p; with
complementary probability the customer is chosen for the right service.

Stochastic decomposition of the system state is established.
We give an application of the above described model in telecommunication

on highways. An emergency message, at the time when it is ready, may get
immediate access for service (with probability 1 − p). With complementary
probability p, the server is found to be busy and so has to pass through con-
tention windows in a sequential manner. In this process if the message does
not get transmitted within the time frame (a maximum of 100 milliseconds)
the message loses its significance. Our objective is to minimize p.
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Abstract
Emergency messages originating on the highways need quick transmission,

lest they loose significance. However, highways are not equipped with much
Road side units (RSU) nor enough of on board units. Thus several emergency
messages do not reach the destination in time which result in accidents and
other untoward incidents.

In this paper we propose model that enables the smooth passage of maxi-
mum number of emergency packets before the expiry time. All messages gener-
ated within a 100 millisecond time slot should be either transmitted within that
time frame or will loose significance. When an emergency packet originates,
if the service facility is idle, the packet is immediately taken for transmission.
Else it is sent to an orbit, exclusively for emergency packets. Once the server
becomes free, a search mechanism is employed to take the first emergency
packet in the orbit for transmission. This is continued, either until all emer-
gency packets are exhausted or the end of the current time slot is arrived at,
whichever occurs first. At the end of the time slot all emergency packets from
the orbit are flushed out to accommodate new ones for the new time slot. We
find a search mechanism that will ensure minimum loss of emergency packets in
any time slot, and at the same time revenue of the system is maximized. It may
be noted that emergency packets do not produce any revenue to the system
and at the same time, the system is duty bound to transmit maximum number
of emergency packets. The messages that provide information on facilities in
the neighbourhood, entertainments etc. bring high revenue to the system. We
look for a trade off between the two.

1The research was financially supported by the Ministry of Education and Science of
the Russian Federation in the framework of the applied research project №14.613.21.0020 of
22.10.2014 (RFMEFI61314X0020).
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Abstract

Unmanned aerial vehicles which are used to build flying ubiquitous sensor
networks are viewed as a queuing system and their swarm — as a queuing net-
work. It is proved that a sufficiently large number of UAVs swarm can be consid-
ered as a network of Jackson. The distribution of the lengths of the shortest paths
for the UAVs swarms with a cube and a sphere is determined.

Keywords: public flying ubiquitous sensor network, unmanned aerial vehicle,
the queuing system, the queuing network, the length of the shortest path

1. Introduction
One of the most attractive areas of the networks and communication systems has

recently been Flying Ad Hoc Networks (FANET) [1, 2, 3]. Initially used mainly for
military purposes, UAVs are currently used in civilian applications [4, 5]. By analogy
with the division of terrestrial in the Ad Hoc network [6, 7] and ubiquitous or wireless
sensor networks [8.9] in the field of Ad Hoc networks there were flying ubiquitous
sensor network FUSN [10]. Widespread public unmanned aerial vehicles and related
networking features FUSN enable to identify a new class of public communications
networks FUSN-P (Public) [11]. One of the main features of FUSN-P is that the
UAV is operated usually by nonprofessional users, so that it requires the simplest
handling of them during operation. For this purpose, in [11] in the FUSN-P it was
proposed to use the UAV flight for the data collection from the sensor fields on a given
route. Simultaneous use of multiple UAVs leads both to creation of a swarm and to
the possibility of considering it as a swarm of the queuing network. Notable works of
UAV swarms as a part of FANET usually pursued the target of cooperation the UAV
opportunities for solving military tasks, for search of the target, etc. [12, 13, 14]. We
believe that the wide spread of public unmanned aerial vehicles enables to consider a
separate UAV as a queuing system [10] and a swarm as a queuing network.

2. UAV as a queuing system
Let sensory nodes FUSN-P which are considered, for example, for the head [15],

are located on the UAV, which perform the flight of the sensor field territory (terrestrial
network USN) and collect the data from the terrestrial-based sensor nodes. While
servicing a plurality of nodes, the UAV can be seen as a queuing system, the input
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of which receives the entity (terrestrial sensor nodes in the service area) which can
expect the service within the time of their stay in the area of accessibility. The entities
(nodes) that have not been serviced during this time are denial of the service. The flow
rate is dependent on the radius of the service area, the density of nodes and the speed
of the UAV. To serve the UAV terrestrial sensor assembly some time is spent and the
node should be in the area of accessibility during the period of service (Figure 1).

Figure 1: UAV as a queuing system.

If the coordinates of the terrestrial nodes are accidental, the entry system receives
the random flow of the entities. The properties of this flow are determined by the
properties of the sensor field (publishing sites on the surface), the radius of the service
drones and its speed. We will make the following assumptions:
• the sensory field is a Poisson field;
• the UAV is believed to move in a straight line at a constant velocity v;
• the zone service is a circle with a radius R.
Define the distribution function for the incoming flow entities. For this purpose we

will examine the service area of the UAV at time 0 and at time t. During t the entities
(nodes) which are found in the area that is defined by a shift of the UAV service area
for time t will go in the system. According to the properties of the Poisson field,
the probability of presence of n points (nodes) in a certain area is determined by the
Poisson distribution and depends only on the field area. The probability of presence
of z entities (nodes) in the field S is

pz =
az

z!
e−a (1)

where a = p * S; p - is the number of points (nodes) in a unit area; S - is the field
area.

pz(t) =
(p · S (t))z

z!
e−p·S (t) (2)

The field area can be defined as

S (t) = 2R · vt (3)
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The flow rate, i.e. the average number of entities per unit of time is equal to

γ = p · 2R · vt (4)

The distribution of the time interval between the entities We will consider the
random variable T as the time interval between two successive events in the stream
and will find its distribution function.

F(t) = P(T < t) (5)

Then the probability that z entities will go to the time section of the length t is

P(T ≥ t) = 1 − F(t) (6)

Therefore, the probability can be calculated by the formula

P(T ≥ t) = p0(t) = e−p·2·R·vt (7)

Considering this fact, the distribution function of the time interval between the
entities is

F(t) = 1 − e−p·2·R·vt (8)

Thus, the elementary flow will enter the system, the time intervals between the
entities, which are distributed exponentially with a mean.

3. Swarm of UAV-P as a queuing network

Taking into consideration the above mentioned facts, the flow of entities (mes-
sages), which arrives at the node of each of the UAV has the properties of a simple
entity flow. Beside the flow of messages from a particular terrestrial sensor field, the
viewed nodes receive the traffic flows from other nodes on the network.

Further we will assume that the output flow of messages from i node with proba-
bility ri j is an input to the node j. With probability

1 −
n∑

j=1

ri j (9)

the entities will leave the node i and will be sent to the external environment, i.e.,
to the gateway, Fig. 2.

In the general case, the service time of the messages on the route segment t consists
of two main components: the time of sending the message on channel τ and the time-
out state of the channel readinessψ, which are generally random.

Changing of the channel status is a random process that occurs under the influence
of many independent factors (events), such as the entry and stepping out of commu-
nication range due to the random deviations from the desired path of movement, the
effect of interference from transmitters located on the other elements of the system
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Figure 2: Model of data delivery route between the source (s) and receiver (t).

and others. It is expected that with a sufficiently large number of independent events
the channel readiness intervals will have the distribution which is close to exponential
distribution, therefore, the state of waiting time readiness ψ will also have the similar
distribution.

If the time distribution of the message sending through the communication channel
τ is close to an exponential one, then the assumption of exponential distribution of
service time t is quite possible.

If we strengthen the above mentioned conditions of the network by the assumption
of exponential service time of messages in the nodes, these conditions will coincide
with the conditions of the network Jackson [16].

Ṫ =

M∑
j=1

λ j

γ
T j (10)

where M - is the number of channels in the network; n - is the number of network
nodes; T j - is the delay in the j-th channel; γ =

∑n
i=1 γi - is the total traffic network; λ -

is the total traffic served in the j-th channel.- is the delay in the j-th channel;
The value T j = 1

µ j−λ j
, where µ j = 1

t j
- is the service rate in the j-th channel.

Delivery time for a particular route network θk can be estimated by using the prop-
erties of the Jackson network. It is known that each node of the network can be con-
sidered as independent QS M/M/1, and the whole route — as a series of independent
QS M/M/1, fig.3.
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Figure 3: Model of data delivery route between the source (s) and receiver (t).

The distribution function of time to deliver a message in this system can be de-
scribed by Erlang distribution.

In case of equality of all λi = λ, and µi = µ with the average value m · t, which is
the average time to deliver a message on the route θk = mk · t where mk is the number
of channels in the k-route.

S (x,m) =
m · µ · (m · µ · x)m−1

(m − 1)!
e−m·µ·x (11)

The order m, in this case, corresponds to the number of transits (hops), assuming
that the message transmission (service) for each of them is equal.

The more accurate approximation of the viewed network as the Jackson network
is, the more n there are and the nearer service time of distribution blitz to exponential
distribution is. With a relatively small number of n nodes and a small number of
routes network the properties can significantly differ from the properties of the Jackson
network. In this case, the route pattern can be described as a multiphase system G/G/1.
Getting of the distribution function of delivery time, in this case, can be very difficult.
However, an approximate estimate of the average delivery time to the j channel route
is possible, as it is shown in [16]

T̃ ≈
p j · t

2(1 − p j)

σ2
a j

+ σ2
t j

t2
j

t2
a j

+ σ2
t j

a2
j + σ2

t j

(12)

Where p j = λ jt j; σ2
a j

- dispersion of intervals between messages; σ2
t j

- dispersion
of service time in j channel; t j - Service time in j channel; a j = 1

λ j
- the mean value of

the interval between messages in j channel.
Then the delivery time on the route will be equal to

θk =

mk∑
j=1

T̃ j (13)
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Figure 4: The probability density of the delivery time on the route of m length =

1,2,3,4 hops.

where mk is the number of channels in the k route.
It should be noted that the more accurate the estimate of the mean delivery time on

the route 4 and 5 is, the higher the intensity of the message flow is λ j and the smaller
relation between the service time in the channel and time of messages receipt on the
input of each channel.

It is obvious that one of the determining factors of the delivery time is the number
of ”hops” (channels) in the route m. This number depends on the used methods of
routing. It is logical to assume that the route of the minimum length (with a minimum
number of ”hops”) is chosen. Figure 5 shows the implementation of the random dis-
tribution of nodes in the space which is defined by a cube 200x200x200 m (a) and by
an equal volume of a sphere (b).

Figure 6 shows the distribution of the lengths of the shortest paths in the network
which is formed by nodes that are arranged in a cube, with a communication node
radius of 50 m.

This distribution was obtained by simulation. The shortest route was chosen by
the criterion of a minimum number of hops. The average path length was 4.47 hop.
For comparison, the same figure shows a Poisson distribution with a mean of 4.47.
The connectivity probability was 0.98.

Figure 7 shows the distribution of the lengths of the shortest paths in the network
with a random arrangement of 100 nodes in the area with a communication network
node radius of 50 m.

183



a) b)

Figure 5: Random placement of 100 nodes in the cube 200x200x200 m (a) and in the
sphere of equal volume (b) 14.

Figure 6: Distribution of the lengths of the shortest paths in the network of 100 nodes
in the cube m 200x200x2004.
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Figure 7: The distribution of the lengths of the shortest paths in the network of 100
nodes in an equal volume area.

The average path length was 5.18 hop. For comparison, the same figure also shows
a Poisson distribution with a mean of 5.18. In this case, the network connectivity was
0.94.

The connectivity probability can be defined as the probability of falling into the
sphere of a given radius of at least one node.

Out of the properties of the Poisson field, this probability is

P ≥ 1 = 1 − e−a (14)

Where a - is the expected number of points in the field.

a = V · p (15)

where V = 4
3π · x

3 is the sphere volume of radius x; p - is the sphere volume of
radius x;

Then the dependence of the probability density and connectivity of the network
node communication radius is equal to

P = 1 − e
4
3π·x

3·p

For the simulated network, starting from (17), it is equal to 0.999. The values of
connectivity which are obtained from the simulation results are within the error due
to the finite size of the sample. It should be noted that the expression (17) gives the
probability of connectivity for the unlimited Poisson field. In this case, the field is
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limited with a certain volume. In the case of restrictions, ”edge effect” takes place
which considers that the probability of connectivity for the nodes near the border is
less than for the nodes that are closer to the center of considered limiting volume of
the figure. This is obvious when considering a node which is located strictly at the
boundary field.

The adjacent to it node can be located within the area. If the boundary is the plane,
the extent to which communication with the neighboring node is possible is less than
half for the site located near the center of the examined area (if the communication
range is smaller than the area of the node). In this regard, it should be expected
that the assessment of the connection probability (17) is the upper bound. Also the
closer to the probability the value of the connected network will be (17), the larger
the ratio of bounding shape to its surface area is. It is obvious that by increasing of
the geometric dimensions the ratio will increase. As it is seen from the given figures
in the case of considering the limited space of a cube, the length of the shortest path
is well described by a Poisson distribution. In the case when the space is limited by
a sphere, the distribution of the lengths of the shortest paths differs from the Poisson
distribution to a greater extent. The average lengths of the shortest path (in the race)
in the cases of cube and sphere are expected to vary.

4. Conclusion
1) While the organization of interaction with UAVs USN nodes to collect data

under the certain conditions, the network connections between the UAV can be
seen as a queuing network.

2) When a sufficiently large number of nodes which are located on the UAV model,
the network Jackson can be used. In this case, the delivery time of data between
the sources and receiver will obey the law of Erlang.

3) With a relatively small number of UAV to estimate the time of the data delivery
it is possible to use familiar approximate estimates for systems G/G/1.

4) The number of ”hops” in the shortest route between the nodes of the UAV is
distributed according to the law which is close to the Poisson law that enables
to estimate the length of the routes and the delay of the data delivery.
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Abstract
This paper describes a model of wireless camera sensor network with

autonomous power sources, taking into account the specifics of such networks.
We present new approach to definition of the energy efficiency in camera
sensor networks based on user requirements. We also discuss the factors which
influence on the image recognition process in sensor nodes and distinguish the
levels of intelligence of camera sensor network.
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Аннотация

В данной работе представлена модель функционирования сенсор-
ной сети камер с автономными источниками питания, учитывающая
специфику ее работы. Рассматривается подход к определению энер-
гетической эффективности сенсорной сети камер на основе учета тре-
бований пользователей. Также определяются факторы, влияющие на
распознавание изображений на оконечных узлах, выделяются уровни
интеллектуальности сети камер.

Ключевые слова: сенсорная сеть камер, модель, энергетическая
эффективность, требования пользователей, уровни интеллектуаль-
ности

188



1. Введение

Сенсорная сеть камер (camera sensor network, wireless image sensor
network, visual sensor network, smart cameras network) – беспроводная сен-
сорная сеть, где в качестве основного сенсора используется маломощная
видео- или фотокамера. Цель развертывания сенсорной сети камер состо-
ит в удаленном получении информации об объектах мониторинга и ее пе-
редача на центральный узел системы в течение длительного промежутка
времени [1, 2, 3, 4].

Модель получения информации камерой по своей природе отличается
от модели получения информации любого другого типа сенсора. Как пра-
вило, датчик собирает данные из окружающей среды на расстоянии сраба-
тывания. Камера, в свою очередь, характеризуется моделью направленно-
го получения информации - она получает изображения удаленных объек-
тов в определенном направлении, так называемом «поле зрения» (Field of
View). Благодаря этому становится возможным бесконтактное измерение
видимых характеристик объекта. Например, в некоторых случаях быва-
ет невозможно или невыгодно измерять, фиксировать наступление собы-
тия каким-либо инструментом, устройством (трещина в стене, аналоговый
прибор со стрелкой и т.д.), которое бы прямо, а не косвенно измеряло бы
требующийся параметр. В этих случаях возможно использование камеры,
которая является универсальным устройством бесконтактного измерения
или датчиком, фиксирующим наступление событий.

Одно из основных отличий сенсорных сетей камер от других видов сен-
сорных сетей состоит в природе того, как камера получает информацию
из окружающей среды. Большинство сенсоров проводят измерения одно-
мерных сигналов. Однако матрица камеры состоит из большого числа фо-
точувствительных ячеек. Одно сделанное камерой измерение обеспечивает
получение двумерного массива данных, который мы видим как изображе-
ние. В результате дополнительной размерности, набор данных имеет боль-
ший объем информации, а также более высокую сложность обработки и
анализа по сравнению с обычными сенсорами. В связи с этим, увеличива-
ется количество первоначально получаемой информации, поскольку объем
данных, занимаемый изображением, значительно больше, чем скалярных
данных (например, показания датчика температуры).

В стандартных сенсорных сетях для измерения физических величин
(температуры, давления, влажности и т.д.) используются датчики, кото-
рые получают скалярные данные. В этом случае полезность информации,
заключенная в самом числе, для пользователя максимальна, поскольку ко-
личество информации, занимаемое числом, нельзя сократить, только если
использовать методы сжатия, агрегирования данных или изменять частоту
их сбора с датчика. При получении изображений объекта камерой полез-
ная информация, которую необходимо извлечь, как бы распределяется по
всему объему данных, занимаемому изображением.
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Поскольку оконечные устройства в системе являются автономными, то
запасы энергетических ресурсов сильно ограничены. Кроме того, объемы
изображений значительно больше объемов данных, получаемых с сенсоров
температуры, влажности в стандартных сенсорных сетях, в результате это-
го особо остро встает вопрос эффективного использования энергетических
ресурсов.

Целью работы является повышение энергетической эффективности бес-
проводной сенсорной сети камер с автономными источниками питания.

Объектом исследования является беспроводная стационарная сеть с
автономными источниками питания, в которой каждый оконечный узел
включает фотокамеру.

Предметом исследования является энергетическая эффективность сен-
сорной сети камер.

2. Новый подход к определению энергетической
эффективности сенсорной сети камер на основе учета

требований пользователей
Эффективность функционирования сенсорной сети камер, главным об-

разом, определяется количеством получаемой/передаваемой информации
по отношению к затратам энергетических ресурсов[5]. Как правило, энер-
гетическая эффективность сенсорной сети камер рассматривается с точки
зрения затрат на передачу одного бита информации. Однако в этом слу-
чае не рассматривается, содержит ли переданный бит полезную инфор-
мацию. Для определения энергетической эффективности сенсорной сети
камер предлагается рассматривать работу сети с точки зрения полезности
передаваемых пользователю данных.

Предлагается новый подход к определению энергетической эффектив-
ности сенсорной сети камер с автономными источниками питания, на ос-
нове учета запросов пользователей. Например, пользователю необходимо
получить информацию о цвете птицы, другому пользователю узнать ее
размеры, третьему – определить вид птицы (это также может быть необ-
ходимо одному пользователю, но в разные моменты времени). Чтобы не
передавать изображение целиком, можно в зависимости от запросов поль-
зователя отправлять только запрашиваемую информацию, то есть только
полезные данные. При этом в некоторых случаях может быть не энергоэф-
фективно распознавать и отправлять данные (например, распознать вид
птицы на изображении), тогда возможна передача изображения целиком
или его предобработка. Предлагается оконечному узлу самостоятельно ре-
шать, передавать изображение целиком или проводить его обработку и
затем передавать распознанные данные.

Для повышения эффективности использования энергетических ресур-
сов сети необходимо максимизировать количество передаваемой полезной
информации по сети и минимизировать суммарные затраты энергии узла-
ми сети. Локальная обработка изображений на оконечном узле сокращает
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общее количество передаваемых по сети данных. Она может включать про-
стые алгоритмы обработки изображений (вычитание фона для детектиро-
вания движения/объектов, детектирования краев), а также более сложные
алгоритмы компьютерного зрения, такие как выделение характерных то-
чек (feature extraction), классификация объектов, вплоть до распознавания
образов и сцены (scene reasoning).

Факторы, влияющие на распознавание изображений на оконечных уз-
лах:

• сложность объекта наблюдения;
• используемые алгоритмы обработки и распознавания;
• условия съемки (темное время суток, погодные условия и т.д.).
Таким образом, в зависимости от приложения, оконечный узел с ка-

мерой может обеспечивать разные уровни интеллектуальности, которые
определяются сложностью используемых алгоритмов обработки [6].

Низкоуровневые алгоритмы обработки (такие алгоритмы как вычисле-
ние разности фреймов для детектирования движения или детектирования
краев) может выполнить оконечное устройство, используя основную ин-
формацию об окружении, и помочь решить или передавать изображение
другим устройствам или продолжить обработку изображения на более вы-
соком уровне.

Более сложные алгоритмы компьютерного зрения (например, выделе-
ние признаков объекта, классификация объектов и т.д.) позволяют, напри-
мер, обеспечивать базовую классификацию полученного объекта. Кроме
того, камеры могут взаимодействовать между собой путем обмена инфор-
мацией о полученных признаках объектов, что позволяет в дальнейшем
коллективно принимать решения. С этой точки зрения сенсорная сеть ка-
мер становится независимой от пользователя, интеллектуальной системой
распределенных камер, которая обеспечивает получение актуальной ин-
формации об объекте мониторинга.

3. Уровни интеллектуальности сети камер
В статье [7] авторы выделяют уровни интеллектуальности видео-

мониторинга. Под интеллектуальным видео-мониторингом авторы пони-
мают любой мониторинг, в котором обработка видео выполняется непо-
средственно на стороне камер. Таким образом, проводится распределенная
обработка информации, снижаются требования к пропускной способности
канала.

В существующих системах видео-мониторинга интеллектуальность се-
ти отсутствует (Рис. 1). В системах видео-мониторинга, в которых обра-
ботка изображений проводится на оконечных модулях, можно выделить
четыре уровня интеллектуальности:

1) На первом уровне осуществляется детектирование движения (motion
detection), таким образом, пользователю передаются только кадры, в
которых зафиксировано движение.
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Рис. 1: Уровни интеллектуальности видео-мониторинга

2) На втором уровне камеры могут производить детектирование объек-
та (object detection), его классификацию (object classification), таким
образом, пользователю передаются кадры, на которых зафиксирова-
но какое-либо движение и включающие объект или группу объектов
наблюдения.

3) На третьем уровне возможна организация коллективного взаимодей-
ствия нескольких камер с целью идентификации объекта и передачи
пользователю его текстового описания вместе со снимком.

4) На четвертом уровне сеть интеллектуальных камер лишь уведомляет
пользователя о наступлении интересующего его события, отправив
пользователю текстово-визуальное или полностью текстовое описа-
ние события.

Таким образом, с увеличением уровня интеллектуальности при перено-
се процесса обработки изображений на оконченные узлы снижаются тре-
бования к пропускной способности канала, поскольку передается меньший
объем данных, однако повышаются требования к вычислительным ресур-
сам оконечных узлов, производящих обработку данных.

Для проведения дальнейших исследований необходимо разработать мо-
дель беспроводной сенсорной сети камер с автономными источниками пи-
тания, учитывающую специфику ее работы.

4. Модель функционирования сенсорной сети камер с
автономными источниками питания

В сети можно выделить 3 типа устройств: координатор, оконечное
устройство и маршрутизатор. Далее проводится расчет потребляемой энер-
гии каждым устройством в сенсорной сети камер.
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Общая формула затрачиваемой энергии при передаче данных от око-
нечного узла координатору через маршрутизаторы (1):

ETOTAL = EED + EROUTER ·NROUTER + ECOORD (1)

, где EED - энергия, затрачиваемая оконечным устройством на получе-
ние, обработку и передачу изображения,
EROUTER - энергия, затрачиваемая маршрутизатором на передачу данных,
NROUTER - количество маршрутизаторов,
ECOORD - энергия, затрачиваемая координатором на прием изображения.

1) оконечное устройство
Общая энергия, затрачиваемая оконечным устройством с камерой на

получение, обработку и передачу данных координатору, составляет (2):

EED = PCamGet · tGET + (PCamTX + Pactive) ·
Npx · bpp
VTX

+ Pactive · tproc +

(Pactive · tWAIT + Prx · tCCA + Ptx · tDATA + Prx · tACK) ·Nframe (2)

, где PCamGet - мощность, затрачиваемая на получение изображения
камерой,
tGET - время затрачиваемое на получение изображения камерой,
PCamTX - мощность, затрачиваемая камерой на передачу изображения
микроконтроллеру,
Pactive - мощность, затрачиваемая микроконтроллером при нахождении в
активном режиме,
Npx - количество пикселей изображения, которое определяется его разре-
шением,
bpp - глубина цвета изображения (количество бит, отводимое на кодирова-
ние одного пикселя изображения),
VTX - скорость передачи данных по интерфейсу, соединяющему память
камеры с памятью микроконтроллера,
tproc - время, требующееся на обработку изображения (сжатие, извлечение
части изображения, распознавание объектов и т.д.),
tWAIT - время, затраченное на ожидание перед проверкой занятости кана-
ла,
Prx - мощность, затрачиваемая микроконтроллером при нахождении в ре-
жиме приема данных,
tCCA - время, затраченное на проверку занятости канала,
Ptx - мощность, затрачиваемая микроконтроллером при нахождении в ре-
жиме передачи данных,
tDATA - время, затраченное на передачу кадра данных,
tACK - время, затраченное на прием подтверждения,
Nframe - количество фреймов, требующих передачи.

2) маршрутизатор, ретранслятор
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По алгоритму асинхронного доступа – CSMA-CA без слотов, марш-
рутизатор всегда должен прослушивать эфир для обнаружения новых
устройств и запросов на передачу данных, поэтому он не может переходить
в режим пониженного энергопотребления. Маршрутизатор должен перио-
дически прослушивать сеть, принимать данные предназначенные ему для
передачи другому устройству сети, отправлять кадр подтверждения о по-
лучении данных, передавать данные другому устройству, принимать кадр
подтверждения о получении данных другим устройством. Таким образом,
формула для расчета потребляемой энергии маршрутизатором при пере-
даче данных имеет вид (3):

tRXframe = tDATA + tACK

PRXframe =
Prx · tDATA + Ptx · tACK

tRXframe

EROUTER = (PRXframe · tRXframe + Ptx · tframe) ·Nframe (3)

3) координатор
В функции координатора входит управление сетью, подключение новых

устройств к сети, соответственно координатор должен периодически про-
слушивать эфир с целью трансляции информации о сети другим устрой-
ствам, обнаружения запросов на подключение от новых устройств.

Для упрощения расчетов не будем учитывать служебные кадры, гене-
рируемые координатором для создания сети и ее управления. Тогда общая
энергия, затрачиваемая координатором при получении данных от оконеч-
ного устройства или маршрутизатора, составляет (4):

ECOORD = (Prx · tDATA + Ptx · tACK + Pactive · tTX) ·Nframe (4)

, где Pactive - мощность координатора, затрачиваемая на передачу дан-
ных компьютеру для последующей обработки,
tTX - время, затраченное координатором на передачу данных компьютеру,
зависящее от пропускной способности проводного канала и объема переда-
ваемых данных.

Как правило, если сеть является небольшой, то координатор напрямую
подключается к более мощному вычислительному устройству (компьюте-
ру) по проводному каналу связи, на котором происходит дальнейшая об-
работка принятой информации и питается от стационарной электросети.
Таким образом, запасы энергии координатора или остаются постоянными,
или зависят от запасов энергии более мощного устройства, и вопрос энер-
гоэффективной работы координатора не стоит так остро, как с вариантом
автономного устройства.

В дальнейшем, в модели планируется учитывать запросы пользовате-
лей, вычислительную сложность алгоритмов обработки изображений.
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Энергия, затрачиваемая на получение изображения, анализ ситуации
(передавать необработанное изображение или распознавать объект), об-
работку данных, передачу распознанных данных координатору должна
быть меньше энергии, затрачиваемой на получение изображения и переда-
чу «сырого» изображения координатору.

5. Заключение

В работе была представлена модель функционирования сенсорной се-
ти камер с автономными источниками питания. Предложен новый подход
к определению энергетической эффективности сенсорной сети камер на
основе учета запросов пользователей. Также определены факторы, влияю-
щие на распознавание изображений на оконечных узлах, выделены уровни
интеллектуальности сети камер.

Данное научное исследование (исследовательский проект №14-05-0064)
выполняется при поддержке Программы «Научный фонд НИУ ВШЭ» в
2014/2015гг.
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This paper focuses on the audio-data transmission model for Wireless Sensor
Networks with Quality of Service support. Since audio sensor networks consist
of autonomous nodes with limited energy and hardware resources, transmission
quality declines, when multiple audio streams are transferred simultaneously
in the network. Unlike existing models, the developed audio-data transmission
model takes into account Quality of Service. In conclusion we present our
method of data transmission for multiple audio streams in the network.
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Аннотация

В статье рассматривается модель передачи аудиоданных по бес-
проводным сенсорным сетям. Поскольку узлы являются автоном-
ными и имеют ограниченные ресурсы, то при передаче нескольких
потоков аудиоданных появляются задержки, в результате которых
качество передачи данных снижается. В отличие от существующих
моделей, в разработанной модели учитывается качество предостав-
ляемого сервиса при передаче аудиоданных. Также рассматривается
предлагаемый метод передачи нескольких потоков аудиоданных.

Ключевые слова: беспроводная аудио-сенсорная сеть, модель пе-
редачи данных, БСС
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1. Введение
В данной работе рассматривается модель беспроводной аудио-

сенсорной сети, состоящей из случайно распределенных автономных дат-
чиков с одинаковыми техническими характеристиками (объемом памяти,
запасами энергии, характеристиками микроконтроллера). Основной зада-
чей сети является организация двусторонней аудио-связи между пользо-
вателями сети, то есть передача нескольких потоков аудиоданных между
распределенными узлами с заданным качеством обслуживания.

Проведенный обзор литературы выявил небольшое число исследований
в области передачи аудиоданных по низкоскоростным сетям, а также отсут-
ствие готовых моделей, которые бы учитывали качество предоставляемого
сервиса при передаче данных. Большинство работ посвящено распознава-
нию полученной аудиоинформации, так как данные сети могут применять-
ся не только в качестве систем аудио-связи [1, 2], но и в качестве систем
мониторинга окружающей среды [3, 4, 5, 6].

При передаче аудиоданных по беспроводной аудио-сенсорной сети воз-
никают две основные проблемы, требующие исследования. Во-первых, ста-
вится вопрос о времени работы подобных систем, в связи с ограниченными
и не восполняемыми во время работы сети запасами энергии на узлах. Во-
вторых, при передаче данных могут возникать задержки и потери пакетов,
что критично для аудиоданных. В связи с этим необходимо применять та-
кие протоколы передачи данных и алгоритмы доступа к передающей среде,
которые бы позволяли передавать множество потоков данных с минималь-
ными задержками и потерями. Необходимо так построить систему для пе-
редачи нескольких потоков аудиоданных, чтобы время ее работы было бы
максимальным.

2. Общая модель реконфигурируемой аудио-сенсорной сети
В рассмотренных работах по беспроводным сенсорным сетям для по-

строения общих моделей используют аппарат теории множеств и теории
графов [7, 8]. В данной работе за основу взята модель из работы [8].

Сеть представляет собой неориентированный граф со множеством вер-
шин Vn = {1, 2, ..., n} и множеством ребер En ⊆ Vn × Vn, где вершины
представляют собой аудио-сенсорные узлы, а ребра - прямые беспровод-
ные соединения между ними (Рис. 1).

Также имеется множество потоков аудиоданных для передачи: S =
{s1, s2, ..., sm}, где si = (u, v, Li), u ∈ Vn, v ∈ Vn, u 6= v, Li — величина пере-
даваемого трафика (байт/с).

Введем понятие энергетической схемы, важное для оценки времени
жизни сети. Энергетическая схема определяет набор мощностей P =
(p1, p2, ..., pn), где pi — мощность, потребляемая i-м узлом сети. Схема опре-
деляет связность сети и, следовательно, маршруты передачи потоков дан-
ных, таким образом, En = f(w), w ∈ Vs, где Vs — множество доступных
энергетических схем.
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С точки зрения качества обслуживания критичным является смена
схем, при которой происходит реконфигурация сети. Введем граф Gs для
энергетических схем: Gs = (Vs, Es). С каждым ребром e ∈ Es связан на-
бор коэффициентов (k1, k2, ..., km) потери качества передаваемых потоков
при соответствующей смене схем. Расчет данных коэффициентов является
отдельной задачей, не рассматриваемой в настоящей работе.

Таким образом, в общем виде работу аудио-сенсорной сети можно пред-
ставить в виде четверки:

N = (Gs,Γn, S,Π), (1)

где Gs — граф энергетических схем (2),
Γn — множество сетевых графов. Каждый граф определяется используе-
мой энергетической схемой (3),
S - множество передаваемых по сети аудио-потоков
Π - последовательность применения энергетических схем (4).

Gs = (Vs, Es) (2)

Γn = {Gn(k), k ∈ Vs} (3)

Π = (< π1, t1 >,< π2, t2 >, ..., < πq, tq >), (4)

πi ∈ Vs, ti — время использования сетью схемы πi

Рис. 1: Беспроводная аудио-сенсорная сеть

Мощность, необходимая для корректной передачи данных от узла i к j
должна удовлетворять следующему неравенству:

Pi
Rαi,j

≥ β (5)

где Pi — мощность, необходимая для успешной передачи данных, Rαi,j —
расстояние между узлами i, j, α — показатель затухания сигнала, β ≥ 1
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— коэффициент, учитывающий качество передачи. Обычно, коэффициент
β = 1, в то время как α зависит от окружающей среды. В идеальной среде
коэффициент α = 2 , но в реальности в интервале [2, 6]. Распростране-
ние сигнала в идеальном случае представляют в виде круга с радиусом r,
однако в реальных условиях в связи с неоднородностью среды (из-за нерав-
номерного затухания сигнала по всей плоскости распространения), данное
упрощение не наблюдается. Тем не менее, оно применимо в работах по
беспроводным сенсорным сетям. Также, в реальных условиях, мощности,
необходимые для передачи данных от узла i к j и от узла j к i со временем
могут изменяться и быть несимметричными. В работе было принято, что в
течение времени работы сети, условия окружающей среды не изменялись
и оставались постоянными, а мощности, требуемые для передачи - оди-
наковыми. Также в работе не учитывался физический уровень передачи
данных, когда на принимающей стороне возникали ошибки в результате
интерференции радиоволн от объектов окружающей среды, а только учи-
тывались факторы, влияющие на передачу данных от элементов сети.

Поскольку узел имеет несколько уровней мощности приемопередатчи-
ка, то каждый сенсор, во время образования и работы сети, может вы-
брать свою мощность, отличающуюся от остальных соседних узлов. Со-
ответственно, при минимальной мощности дальность связи минимальная
и энергопотребление низкое, а при максимальной мощности наоборот. По-
этому выбор первоначальных и последующих значений является важным
этапом в работе сети. За счет регулирования дальности связи не только
освобождается канал передачи данных, но и увеличивается время работы
сети из-за сокращения энергопотребления при равных объемах переданной
информации.

Возможны следующие варианты работы сети:
1) Сеть работает с предустановленным уровнем мощности на узлах (без

смены мощности во время работы)
(a) Все узлы выбирают одинаковый уровень мощности, отличный

от максимального и минимального
(b) Все узлы выбирают максимальный уровень мощности
(c) Все узлы выбирают минимальный уровень мощности
(d) Каждый узел выбирает свой уровень мощности

2) Сеть работает со сменой уровня мощности на узлах во время работы
(a) Все узлы меняют мощность одновременно на одинаковую
(b) Все узлы меняют мощность ондовременно, но каждый выбирает

свою
(c) Каждый узел сам выбирает время изменения мощности приемо-

передатчика на свое значение.

3. Метод пространственно-повторного разделения канала
Обычно, при работе беспроводной сенсорной сети, мощность приемопе-

редатчика устанавливается автоматически при начале работы системы, ли-
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бозадается вручную при ее построении и не изменяется в процессе работы
сети. К преимуществу данного подхода, с одной стороны, можно отнести
предсказуемость маршрутов передачи данных, поскольку дальность свя-
зи, как и соседи, постоянны. Дальность связи, в свою очередь, может быть
выбрана максимальной, когда передача данных другому узлу происходит
с минимальным количеством ретрансляций, то есть передача происходит
как можно ближе к узлу получателю. Минимальная дальность связи под-
разумевает передачу данных самому ближнему узлу, при этом количество
ретрансляций может увеличиться многократно, что влечет к дополнитель-
ным временным задержкам.

При рассмотрении следующей сети преимущество неизменной дально-
сти связи превращается в недостаток. Если в сети имеется единая точка
сбора данных, то ближайшие к ней узлы истощаются быстрее других, об-
разуются так называемые „энергетические дырки“, время работы сети при
этом сокращается в разы. Для решения данной проблемы было предложе-
но изменять дальность связи соседних узлов. Таким образом, энергетиче-
ские затраты распределяются между соседними узлами, в результате чего,
увеличивается общее время работы сети. Пример показан на рисунке 2.

Рис. 2: Пример пространственно-повторного разделения канала

В отличие от классических БСС, когда по сети передаются телеметри-
ческие данные (температура, давление и т.п.), нагрузка на сеть при пере-
даче аудиоданных значительно выше, как и требования к их передаче. Для
распределения энергозатрат вдоль всего маршрута передачи данных каж-
дого аудиопотока, по аналогии с решением проблемы „энергетических ды-
рок“ около узла сбора данных, предлагается по достижению минимального
энергетического порога переназначать дальности связи на узлах, участву-
ющих в передаче. Установленные на узлах мощности называются энерге-
тической схемой. Изменение мощности на узлах предполагает изменение
энергетической схемы. Последовательность смены энергетических схем, в
дальнейшем, необходимо рассчитать на основе предложенной модели. На
рисунке видно, что узел 1 имеет небольшую дальность передачи, в отличие
от узла 5. Со временем энергия на узле 5 будет наименьшей по пути переда-
чи данных, что может привести к нарушению работы системы. Согласно
предлагаемому методу по достижению минимального уровня энергии на
маршруте система изменит энергетическую схему и узел 5 окажется с ми-
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нимальной мощностью приемопередатчика, а узел 1 или 2, например, с
максимальной.

4. Заключение

В работе была представлена модель беспроводной аудио-сенсорной сети
с заданным качеством обслуживания. За счет регулировки мощности при-
емопередатчиков на узлах, то есть применения энергетических схем можно
увеличить время автономной работы сети. Применение динамического из-
менения дальности связи на узлах является необходимостью.

В дальнейшем планируется провести имитационное моделирование с
применением описанного метода регулирования мощности с большим ко-
личеством узлов и конкурирующих потоков.

«Данное научное исследование (исследовательский проект №14-05-
0064) выполняется при поддержке Программы «Научный фонд НИУ
ВШЭ» в 2014/2015гг.»
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Analysis of heterogeneous message delay in heterogeneous data transmission

path is proposed. The data transmission process is modeled by heterogeneous
pipeline. The relationship for message delay with analytical equations are defined.
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Аннотация

Предложен анализ времени передачи неоднородного по длинам
пакетов сообщения в тракте передачи данных с различным быст-
родействием отдельных участков переприема. Процесс передачи мо-
делируется неоднородным по скорости выполнения отдельных фаз
конвейером. Получены соотношения позволяющие выполнять расчет
времени передачи сообщения

Ключевые слова: задержка сообщения, неоднородное транспорт-
ное соединение, конвейерный эффект, неоднородный входной поток
пакетов.

1. Введение

Для ускорения передачи и обработки данных в современных компью-
терных сетях и вычислительных системах широко применяются методы
конвейеризации [1–5]. Конвейерная обработка позволяет одновременно об-
рабатывать на различных фазах конвейера различные экземпляры потока
заявок. Известные результаты исследований быстродействия конвейерной
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обработки [1–9] получены только для случаев, когда свойствами неодно-
родности обладают либо входной поток заявок [3, 6], либо конвейер [7–9].
В реальных системах, с одной стороны трудоемкость предложенных к об-
работке заявок является существенно неоднородной, а с другой стороны
исполнительные элементы этапов конвейера имеют различное быстродей-
ствие. В данной работе предложено аналитическое исследование задерж-
ки мультипакетного неоднородного по длинам пакетов сообщения в де-
терминированном неоднородном по быстродействию отдельных участков
переприема тракте передачи данных. Важным фактором, определяющим
общее время задержки сообщения, является конвейерный эффект прояв-
ляющийся в параллелизме передачи различных пакетов сообщения на раз-
личных этапах пути.

2. Математическое моделирование
Рассмотрим процесс передачи последовательности из N неоднородных

пакетов от источника до адресата по неоднородному транспортному соеди-
нению, состоящему изD участков переприема с различным быстродействи-
ем. Считаем, что время передачи пакета с номером n = 1, N на d-м этапе
пути (d = 1, D) определяется длительностью τdn. Дополнительно к этому
полагаем, что отправка пакета в очередное звено тракта может начаться
только после завершения его передачи на предыдущем этапе пути. При
переносе в d-м звене n-го пакета в неоднородном по скорости передачи
в отдельных звеньях тракта образуются интервалы ожидания завершения
обработки на предыдущем этапе пути следующего ((n+1)-го) пакета, обу-
словленные неоднородностью потока данных:

edn = G

(
n∑

i=1

ed−1i +

n+1∑
i=2

τd−1i −
n−1∑
i=1

edi

)
,

e1n = 0, d = 2, D, G(x) =

{
x, x ≥ 0

0, x < 0.
(1)

Определим задержку сообщения T (D,N). Поскольку перенос всех N паке-
тов в d-м звене транспортного соединения совмещен во времени с переда-
чей n = 2, N пакетов на предыдущей ((d−1)-й) фазе пути, то общее время
передачи N пакетов определится соотношением:

T (D,N) =
N∑

n=1

τ1n +
D∑

d=2

{
N∑

n=1

τdn +
N−1∑
n=1

edn −
N∑

n=2

τd−1n −
N−1∑
n=1

ed−1n

}
=

=
D∑

d=1

τd1 +
N∑

n=2

τDn +
N−1∑
n=1

eDn. (2)

Отсюда нетрудно видеть, что для времени передачи однородной последо-
вательности пакетов в однородном тракте (τdn = τ , d = 1, D, n = 1, N − 1)
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справедливо: T (D,N) = τ(D +N − 1). При переносе однородной последо-
вательности пакетов в неоднородном транспортном соединении (τdn = τd,
n = 1, N) получаем:

T (D,N) =
D∑

d=1,d6=M

τd +NτM , τM = max
d=1,D

τd.

Если же в однородном тракте переносится неоднородная последователь-
ность пакетов сообщения (τdn = τn, d = 1, D), то общее время обработки
составит:

T (D,N) =
N∑

n=1,n6=M

τn +DτM , τM = max
n=1,N

τn.

3. Анализ передачи упорядоченных последовательностей
пакетов в регулярных структурах транспортного соединения

В самом общем случае произвольного расположения пакетов по длинам
друг относительно друга и этапов пути найти время передачи последова-
тельности не удается. Однако для регулярных (упорядоченных) последо-
вательностей пакетов и структур тракта передачи данных удается най-
ти общую задержку T (D,N). Проанализируем время (2) при различных
соотношениях между τdn. Если набор пакетов образует невозрастающую
последовательность τdn ≥ τdn+1, n = 1, N − 1, d = 1, D, а звенья трак-
та — неубывающий по времени передачи на каждой фазе пути порядок
τdn ≤ τd+1n, n = 1, N , d = 1, D − 1, то из (1) нетрудно видеть, что ин-
тервалы ожидания имеют нулевую длительность (eDn = 0, n = 1, N) и
показатель (2) принимает вид:

T (D,N) =
D−1∑
d=1

τd1 +
N∑

n=1

τDn. (3)

В том случае, когда величины τdn удовлетворяют невозрастающему по-
рядку в пространстве этапов конвейерного маршрута (τdn ≥ τd+1n, n = 1, N ,
d = 1, D − 1) и неубывающей по трудоемкости передачи последователь-
ности пакетов во входном потоке (τdn ≤ τdn+1, n = 1, N − 1, d = 1, D),
интервалы ожидания edn задаются выражением

edn =
d−1∑
i=1

τin+1 −
d∑

i=2

τin, n = 1, N − 1, d = 1, D (4)

и время передачи последовательности становится равным

T (D,N) =
D∑

d=1

τdN +
N−1∑
n=1

τ1n. (5)
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Нетрудно видеть, что соотношения (3) и (5) для рассмотренных ограниче-
ний на структуру тракта и набор передаваемых пакетов обобщаются вы-
ражением:

T (D,N) =
N∑

n=1

τMn +
D∑

d=1,d6=M

τdM , τMn = max
d=1,D

τdn, τdM = max
n=1,N

τdn. (6)

Пусть τdn связаны следующими неравенствами: τdn ≥ τd+1n, n = 1, N ,
d = 1, D − 1; τdn ≥ τdn+1, n = 1, N − 1, d = 1, D. Тогда при выполнении
дополнительного условия

τdn+1 ≥ τd+1n, n = 1, N − 1, d = 1, D − 1, (7)

интервалы edn определяются соотношением (4), а общая задержка — вы-
ражением (5). Поскольку из исходных связей между τdn следует, что τdN =
minn=1,N τdn, то соотношение (5) для общего времени передачи сообщения
можно записать в виде:

T (D,N) =
N∑

n=1

τMn +
D∑

d=1,d6=M

τdm, τMn = max
d=1,D

τdn, τdm = min
n=1,N

τdn. (8)

Если же дополнительное ограничение имеет обратный вид

τdn+1 ≤ τd+1n, n = 1, N − 1, d = 1, D − 1, (9)

то интервалы ожидания eDn = 0, n = 1, N и время передачи всего набора
пакетов выражается зависимостью (3), интерпретируемой при указанных
связях между τdn соотношением

T (D,N) =

N∑
n=1,n6=M

τmn +

D∑
d=1

τdM , τmn = min
d=1,D

τdn, τdM = max
n=1,N

τdn. (10)

В том случае, когда τdn связаны неравенствами τdn ≤ τd+1n, n = 1, N ,
d = 1, D − 1; τdn ≤ τdn+1, n = 1, N − 1, d = 1, D, при выполнении до-
полнительного условия (7) edn вычисляются из (4) и T (D,N) принимает
вид (5), эквивалентный обобщающей зависимости (10). При справедливо-
сти (9) eDn = 0, n = 1, N , а задержка последовательности заявок задается
соотношением (3), интерпретируемым выражением (8).

Продолжим изучение интегрального времени передачи набора из N па-
кетов. Рассмотрим транспортное соединение длины D1 + D2, в котором
первые D1 последовательных этапов имеют невозрастающее/неубывающее
быстродействие, а следующие за ними D2 этапов имеют обратную зависи-
мость скорости передачи данных от номера этапа. Тогда такой конвейер
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имеет два варианта регулярности, не сводящихся к уже рассмотренным
случаям:

τdn≥τd+1n, n=1, N, d=1, D1 − 1; τdn≤τd+1n, n=1, N, d=D1, D2 − 1; (11)

τdn≤τd+1n, n=1, N, d=1, D1 − 1; τdn≥τd+1n, n=1, N, d=D1, D2 − 1. (12)

С учетом возможных вариантов соотношений между временами передачи
набора последовательных пакетов, обусловленных различием их длин:

τdn ≤ τdn+1, n = 1, N − 1, d = 1, D1 +D2; (13)

τdn ≥ τdn+1, n = 1, N − 1, d = 1, D1 +D2; (14)

найдем общую задержку неоднородного сообщения в транспортном соеди-
нении. При выполнении связей (11) и (13) интервалы ожидания между
последовательными пакетами до D1-го этапа пути будут нарастать по за-
кону (4). Поскольку на следующих D2 этапах маршрута задержка пакетов,
по крайней мере, не убывает, то при выполнении неравенства

D1−1∑
i=1

τin+1 −
D1∑
i=2

τin ≥
D1+D2−1∑

i=D1

τin+1 −
D1+D2∑
i=D1+1

τin, n = 1, N − 1 (15)

первое звено тракта имеет минимальную скорость передачи пакетов, и об-
щая задержка на маршруте составит

T (D1 +D2, N) =
N∑

n=1

τ1n +

D1+D2∑
d=2

τdN . (16)

Данное выражение, исходя из ограничений (11), (13) и (15), обобщается
зависимостью

T (D1+D2, N) =
N∑

n=1

τMn+

D1+D2∑
d=1,d6=M

τdM , τMn = max
d=1,D1+D2

τdn, τdM = max
n=1,N

τdn.

(17)
При справедливости неравенства, обратного к (15), самое узкое место транс-
портного соединения соответствует последнему (D1+D2) звену, и искомое
время передачи сообщения примет вид

T (D1 +D2, N) =
N∑

n=1

τD1+D2n +

D1+D2−1∑
d=1

τd1, (18)

которое с учетом указанных связей элементарных задержек пакетов на
отдельных фазах пути τdn переписывается как

T (D1+D2, N) =

N∑
n=1

τMn+

D1+D2∑
d=1,d6=M

τdm, τMn = max
d=1,D1+D2

τdn, τdm = min
n=1,N

τdn.

(19)
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Для τdn, удовлетворяющих неравенствам (11), (14) и дополнительному
условию (9), справедливому на этапах пути с первого по D1-й, задерж-
ка сообщения в тракте определится соотношением (18) или его обобще-
нием в виде (17). При справедливости (11), (14), условия (7) для первых
D1 этапов маршрута и неравенства (15) задержка сообщения определится
соотношением (16), обобщающимся до (19). Если же удовлетворяется усло-
вие, обратное к неравенству (15), то время передачи сообщения находится
из (18), или обобщающей зависимости (17). При выполнении (12) задержка
в транспортном соединении аналогично вычисляется из соотношений (17)
и (19).

4. Заключение
Из анализа рассмотренного ряда зависимостей показателя T (D,N) от

длины пути D, количества пакетов в сообщении N и времени передачи
каждого пакета в отдельных звеньях маршрута τdn при различных свя-
зях между τdn можно сделать вывод о том, что хорошим приближением
задержки сообщения с неоднородным по длинам набором пакетов в неод-
нородном тракте является выражение (6), мажорирующее задержку сооб-
щения в транспортном соединении при произвольных соотношениях меж-
ду τdn.
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A mathematical model of access method “carrier sense multiple access with col-
lision avoidance” for two active stations was proposed. The effect of carrier capture
and unimodal dependence of the operating characteristics from the initial width of
the contention window was detected. Measures of preventing the effect of carrier
capture, based on the modifications of the standard protocol were proposed.

1. Random multiple access method in 802.11 wireless networks

Let us analyze the wireless local area network (LAN) based on the IEEE 802.11
standard. The fundamental access method of such LANs is called DCF (Distributed
Coordination Function) [1, 2] known as carrier sense multiple access with collision
avoidance (CSMA/CA) [2, 3, 4].

This mechanism is based upon the fact that the transmitting station checks whether
the carrier signal is present in the medium, and, before starting transmission of a data
frame, expects release of the communication medium. IEEE 802.11 stations, in con-
trast to wired Ethernet, are not capable of detecting collisions in a communication
medium [1, 5]. Due to this fact, detection of collisions and non-conflict transmissions
of protocol-based data units is based on the time-outs mechanism and on the algorithm
of positive decision feedback.

Let us analyze the cycle of a data frame transmission from the sending station to
the recipient station. First and foremost, the sending station senses the medium to
determine if another station is transmitting. Thereafter, at the end of the inter-frame
interval, the random delaying algorithm is initiated to select a random backoff inter-
val (the number of a slot in which the data transmission may be started). The slot
number is selected with equal probability from the interval [0, S n − 1], where S n is
the size of the contention window measured in slot intervals tc and determined by the
relation S n = 2N0+m, m = n if n ≤ 10 − N0 and m = 10 − N0 if n ≥ 10 − N0. Here
N0 = 1, 10 is the initial value predetermining the width of the contention window
during the first attempt of a sender to transfer data, and n ≥ 0 is the number of retrans-
mission. The width of the contention window may not exceed the maximum value
established by the standard. For all physical layers and methods of modulation, the
IEEE 802.11 standard has established the maximum width of the contention window
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equal to S max = 1024 [2]. The number of a selected slot shall be assigned to the back-
off interval counter to, after which the countdown of slot intervals begins. At the end
of each slot interval, the backoff interval counter shall decrement as long as medium is
idle. If the medium is determined to be busy at any time during a backoff slot, then the
backoff procedure is suspended. Decrementing is resumed when the medium is idle
again. Transmission shall commence when the backoff interval counter reaches zero
(to = 0). When the transmission is completed, the sender waits for a acknowledgement
during the time tout, after which it is considered that a conflict has occurred, and sta-
tions having got into such conflict increase the n value by one, and the actions targeted
at data transmission are repeated. The width of the contention window is doubled with
each attempt of data frame transmission, until the maximum value is achieved; and the
width of the contention window remains equal to S max with each subsequent attempt
of data frame transmission. After successful transmission, the window width obtains
the initial value S 0.

Thus, the wireless access technology, due to lack of possibility to detect collisions
in a communication medium, has three significant differences from the random access
method implemented in the wired medium. Firstly, the wireless transmission method
employs the mechanism of positive feedback (positive acknowledgements). Secondly,
in contrast to the random access method, in wired networks the WiFi technology em-
ploys the random delay mechanism as early as during the first transmission. And at
last, the wireless access protocol employs the mechanism of “suspension” of the de-
laying timer from the time of detection of the medium occupation until expiration of
the random delay timer.

2. Mathematic modelling of 802.11 wireless LAN
Let us analyze the operation of a wireless local area network until the first error-

free data frame transmission with obtained acknowledgement on successful delivery
of data. Let us suppose that the wireless LAN contains K stations which are data
sources. Consider that all the sources are independent and equal, and always have data
frames for sending, and all interval spaces are expressed in slot intervals tc. Let all the
stations exchange frames of equal sizes. Then, according to the sequence of protocol
actions, the elementary cycle of data frame transfer to the recipient will be determined
by the size of the interframe space tm, random delay period to, duration of “suspension”
of the random delay timer tz, time of data frame transmission tk, and the value of time-
out for expecting a positive acknowledgement tout, which consists of a short interframe
space plus the time of transmission of a positive acknowledgement [2, 4]. The average
time of data frame transmission T (K,N0) consists of the weighted sum of average
periods of waiting for failed transmissions and the time of successful transmission [6]:

T (K,N0) = d +

∞∑
N=0

[
Nd +

N−1∑
n=0

t(n,K,N0) + τ(N,K,N0)
]

f (N,K,N0). (1)

Here d = tm+tk +tout, t(n,K,N0) and τ(N,K,N0) are the average conditional times until
failed and successful N-th repeated attempts to send a data frame by a subscriber, and
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f (N,K,N0) is the function of probability [7] of the duration of competition between
subscribers for the medium, which is determined by the probability of successful data
frame transmission on the N-th repeated step after N − 1 failures [6]:

f (N,K,N0) = P(N,K,N0)
N−1∏
n=0

π(n,K,N0).

Along with the average time of data frame transmission, one of the main indica-
tors showing the efficiency of functioning the data transfer network is the throughput
performance. In the case under analysis, we will look for an individual throughput
performance, the standardized value of which shall be determined as a ratio between
the time necessary for data frame transmission tk and the average time of data frame
transmission T (K,N0):

C(K,N0) =
tk

T (K,N0)
. (2)

3. The competition of two wireless stations
Let us analyze the competition of two wireless stations (K = 2) of a local area

network. We denote the competing (conflicting) stations through A and B. Let us find
the probability timing characteristics of the data transmission process executed by
the A station. Let us denote via pn(i) the probability of selection of random backoff

interval with a duration equal to i slot intervals on the n-th repeated transmission by
the A station, and via fn( j) the probability of selection of random backoff interval with
a duration equal to j slot intervals on the n-th repeated transmission by the B station.
Then the conditional probability of a conflict on the n-th repeated transmission for the
A station is determined by the relation

π(n, 2,N0) =


S 0−1∑
i=0

p0(i)
i∑

j=0
f0( j)Li− j, n = 0;

n∑
k=1

Ek(n)
[

S k−1∑
i=0

pn(i)
i∑

j=0
fk( j)Li− j +

S n−1∑
i=S k

pn(i)
S k−1∑
j=0

fk( j)Li− j

]
, n ≥ 1.

(3)
Here Lk represents recurrent probabilities of movement of the B station “bottom-up”
from originally selected slot interval j to a conflict slot interval i selected by the A
station (k is a difference between j-th and i-th slots), for many steps with successful
transmissions:

Lk =


∞∑

i=0
f i
0(0)

k∑
i=1

f0(i)Lk−i, k = 1, S 0 − 1, L0 = 1;

∞∑
i=0

f i
0(0)

S 0−1∑
i=1

f0(i)Lk−i, k = S 0, S n − 1.

In other words elements Lk include probabilities of all possible actions of the B station
before collision with the A station, if the B station originally selected slot interval j
and the A station selected slot interval i. From this point, it is not difficult to see
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that, before the conflict with the A rival, the competing B station may carry out an
unlimited number of successful transmissions in case of “fallout” of random delay
having zero duration. Using the relations for the arithmetic-geometrical progression
[8] for Lk with k = 1, S 0 − 1, we obtain the final relation:

Lk =
S k−1

0

(S 0 − 1)k , k = 1, S 0 − 1. (4)

Inserting (4) into (3), we find the probability of a conflict on the first attempt of data
frame transmission:

π(0, 2,N0) =
S 0 − 1

S 2
0

[( S 0

S 0 − 1

)S 0

− 1
]
.

The coefficients Ek(n) in the relation (3) are the probabilities that on the n-th repeated
transmission by the A station, the B station will be in the condition of the k-th repeated
transmission:

E1(1) = 1; E1(n) =

n−1∑
k=1

Ek(n − 1)
π(n − 1, 2,N0)

[S k−1∑
i=1

pn−1(i)
i−1∑
j=0

fk( j)Li− j+

+

S n−1−1∑
i=S k

pn−1(i)
S k−1∑
j=0

fk( j)Li− j

]
, n ≥ 2;

Ek(n) =

Ek−1(n − 1)
S k−1−1∑

i=0
pn−1(i) fk−1(i)

π(n − 1, 2,N0)
, n ≥ 2, k = 2, n.

The average conditional times until failed and successful n-th attempt of data trans-
mission t(N,K,N0) and τ(N,K,N0) consist of the average duration of random delay
Ns(n) (average number of slots until the start of transmission) and the average number
of suspensions caused by medium capture by the B station, Zt(n,N0) in case of failure
and Zτ(n,N0) in case of success, respectively:

t(n, 2,N0) = Ns(n) + Zt(n,N0)d, τ(n, 2,N0) = Ns(n) + Zτ(n,N0)d.

Here Ns(n) =
∑S n−1

i=0 ipn(i) = (S n − 1)/2, and the average numbers of suspensions
Zt(n,N0) and Zτ(n,N0) look similar:

Zt(n,N0) =


S 0−1∑
i=1

p0(i)
i−1∑
j=0

f0( j)Mi− j, n = 0;

n∑
k=1

Ek(n)
[

S k−1∑
i=1

pn(i)
i−1∑
j=0

fk( j)Mi− j +
S n−1∑
i=S k

pn(i)
S k−1∑
j=0

fk( j)Mi− j

]
, n ≥ 1;

(5)

Zτ(n,N0) =


S 0−1∑
i=1

p0(i)
i−1∑
j=0

f0( j)Vi− j, n = 0;

n∑
k=1

Ek(n)
[

S k−1∑
i=1

pn(i)
i−1∑
j=0

fk( j)Vi− j +
S n−1∑
i=S k

pn(i)
S k−1∑
j=0

fk( j)Vi− j

]
, n ≥ 1.

(6)
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The elements Mk and Vk are indicators of the average number of suspensions of the
delaying timer for the A station after selection of random delay with the duration i on
the n-th repeated transmission upon selection of the j-th slot preceding to the i-th one
by the competing B station (k is a difference between j-th and i-th slots):

Mk =


k∑

m=1
f0(m)

∞∑
i=0

(i + 1 + Mk−m) f i
0(0), k = 1, S 0 − 1, M0 = 0;

S 0−1∑
m=1

f0(m)
∞∑

i=0
(i + 1 + Mk−m) f i

0(0), k = S 0, S n − 1;

Vk =


∞∑

i=0
(i + 1) f i

0(0)
S 0−1∑

m=k+1
f0(m) +

k−1∑
m=1

f0(m)
∞∑

i=0
(i + 1 + Vk−m) f i

0(0), k = 1, S 0 − 1;
S 0−1∑
m=1

f0(m)
∞∑

i=0
(i + 1 + Vk−m) f i

0(0), k = S 0, S n − 1.

After inserting here the probabilities of fallout of delay duration f0(m), we obtain the
following relations:

Mk =


S 0

S 0 − 1

( S 0

S 0 − 1

)k

− 1

 , k = 1, S 0 − 1;

S 0

S 0 − 1
+

∑S 0−1
m=1 Mk−m

S 0 − 1
, k = S 0, S n − 1.

Vk =


S 0 − 2
S 0 − 1

(
S 0

S 0 − 1

)k

, k = 1, S 0 − 1;

S 0

S 0 − 1
+

∑S 0−1
m=1 Vk−m

S 0 − 1
, k = S 0, S n − 1.

The indicator of the general throughput performance can be found by analogy with
individual operational speed (2), therewith the numerator of such relation should be
adjusted not only for the package successfully transferred by the A station, but also for
the average number of packages transferred by the B station for the concerned period:

Cg(2,N0) =
(G(N0) + 1)tk

T (2,N0)
,

where G(N0) will be determined by the weighted amount of the average number of
suspensions of the delaying timer of the A station in expectation of failed and suc-
cessful transmissions, which are determined by the relations (5) and (6):

G(N0) =

∞∑
N=0

N−1∑
n=0

Zt(n,N0) + Zτ(N,N0)

 f (N, 2,N0).

4. Numerical results
The numeric research into the average time of data frame transmission by the A

station shows that the function (1) has a strongly manifested minimum at the coordi-
nate N0 (see Fig. 1) determining the initial size of the competition window and, sub-
sequently, the degree of scattering of stations by durations of delays before the start
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Figure 1: Average time of data frame transmission, and individual and general
throughput performances

of the competition procedure. For two competing stations, the minimum is reached
at N0 = 4. It is obvious that the value N0 minimizing the average time of data frame
transmission maximizes the individual throughput (see Fig. 1). Moreover, as early as
at the stage of formalization of the task, the probability of capture of the communi-
cation medium by one of the subscribers mentioned in [9, 10] has become obvious.
This effect manifests itself especially strongly with small values N0. The effect of cap-
turing the communication medium causes discrimination-related individual indicators
against a good level of the general throughput performance of the network (see Fig. 1).

As early as at the first attempt of competition between two stations, capture of the
communication medium becomes possible (e.g. by the B station), and its probability
will be determined by the probabilities that for one of the stations (B) the delay dura-
tion will turn out to be shorter than the duration of delay of the other station (A); then
the “succeeded” station (B) will have fallout of zero duration, which will alternate
with shorter delays than the residual value of the station’s A delaying timer:

Pz(0, 2,N0) =

S 0−1∑
i=1

p0(i)Li−1

∞∑
k=1

f k
0 (0) =

1
S 2

0

(
S 0

S 0 − 1

)S 0−1

.

From this point, it is not difficult to see that the probability of capture is considerably
determined by the initial width of the contention window S 0 (see Fig. 2). After sev-
eral conflicts, the possibility of capture for the “succeeded” station becomes yet more
probable.

The main reason for the effect of capturing the communication medium is the pro-
tocol action — “suspension of delay”, because this results in a fact that after a non-
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Figure 2: Probability of the medium capture by one of the stations

conflict transmission the station may capture the communication medium for an in-
finitely long time, getting into the delay interval from 0 to the residual value of the
delay of other stations.

Another reason for an increase in the probability of capturing the communication
medium by one of the subscribers after several conflicts, consists in various sizes of the
contention window for stations withdrawn from the conflict and stations continuing
resolution of the conflict in the condition of waiting for expiration of delay time and
suspension periods. After a positive resolution of the conflict by one of the stations (or
by several stations), the size of its contention window is reduced in multiples down
to the initial value S 0 < S n, which gives this station a priority right in subsequent
competition for the medium with “conflicting” stations, because the shorter duration of
an occasional delay for such station has a significantly higher probability as compared
with the similar operational indicator of the “conflicting” station.

It is obvious that to reduce the probability of the effect of medium capturing for an
infinitely long time, it is possible to offer, on one hand, to fix the size of the contention
window for the first and all subsequent transmissions, and on the other hand – the
duration of random delay to should be selected within the interval from 1 to 2N0 − 1 of
slot periods tc, thus excluding the delay of the zero size. Therewith, medium capturing
by one station will never exceed 2N0 − 2 successful transmissions until the subsequent
conflict or its resolution.

5. Conclusion

The performed analysis is targeted at studying the method of carrier sense multiple
access with collision avoidance. Analytic correlations have been obtained for prob-
ability timing characteristics of the competition process between two stations. The
“medium capture effect” and the extreme dependence of operational parameters on
the initial contention window size have been revealed.
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It has been suggested to change the parameters of the protocol procedure of com-
petition, ensuring prevention of the capture effect by saving high values of individual
and integral indices of operational speed.

It has been shown that the optimal initial width of the contention window (S 0) is
determined by the active size of the network (the number of competing stations), and
it ensures almost uniform distribution of a jointly used time resource of the medium
between competing subscribers.
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Abstract

Nowadays, access network evaluation is being conducted in both directions:
high bit rate access development for providing high quality of service and de-
crease length of cooper wiring in local line networks. It‘s paid special attention to
the networks, which are based on optical and optoelectronic components. Passive
optical network (PON) is an all optical network, which is based on passive opti-
cal components only and excludes the conversion of electrical signal into optical
form and vice versa. This paper is concerned with the algorithm for calculation of
call blocking probability in upstream traffic multiservice model for PON consid-
ering the functioning process of optical network units and the principle of spectral
channel dynamic distribution. These results are used in the blocking probability
analysis of the model.

Keywords: Passive Optical Network (PON), Optical Line Terminal (OLT), Opti-
cal Network Unit (ONU), upstream, Wavelength Division Multiplexing (WDM),
Time Division Multiple Access (TDMA), blocking probability.

1. Introduction

PON is an optical access network, which supports transmitting various classes
of the network traffic between optical line terminal (OLT) and optical network units
(ONU) through a passive optical multiplexer/demultiplexor, which combines/ splits
signals in various spectral channels through a fiber [1, § 1.5], [2]-[6].

According to the time division multiple access (TDMA) technology [4, 5], ONU
may be in the ON-state, in other words, transmits data through its earlier assigned
frame, or the ONU may be in the OFF-state, in other words, it is in period, when no
data transmission occurs.

According to the wavelength division multiplexing (WDM) technology [1, § 7.5,
7.6], [2]-[6], PON employs a set of spectral channels W to transmit upstream traffic
from ONU to OLT.

Each ONU uses a reconfigurable laser and can transmit upstream traffic in the
selected range of wavelengths. Thus, the dynamically allocating wavelengths mech-
anism allows increasing the system capacity, providing highly scalable. As well as
WDM-TDMA PON provides new users and required quality of service level through
existing frequency plan.
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Let the WDM-TDMA PON with dynamic distribution of W spectral channels,
which we propose is called the Network I.

The Network I solves the problem of the limited number W ≤ L of spectral chan-
nels distribution between finite number L ONU. If there is no free spectral channel
in OLT at the ONU activation moment data transmitting is blocked in the ONU time
domain.

2. Optical network units confunction in the Network I fragment

Examine ONU confunction model in the Network I fragment, the parameters of
which are presented in Table 1.

Parameter Description
L number of optical network units.
W, W ≤ L number of upstream traffic spectral channels.
λl, l = 1, L ONUl transition rate from the passive (OFF) state to the active (ON) state.
µl, l = 1, L ONUl transition rate from ON-state to OFF-state.

Table 1: The model Parameters.

Let us denote
g (L,w) - nonnormalized probability that the first L ONU use w spectral channels;
g−l (w) - nonnormalized probability that optical network units use w spectral chan-

nels, and ONUl is in the OFF-state.
Here and elsewhere, αl is a probability of ONUl, l = 1, L, being in an ON-state or

having the opportunity to go into it at its activation moment and is calculated by the
formulas [7, 8]

αl = 1 −G−1g−l (W) ,G =

W∑
w=0

g (L,w) . (1)

g−l (w) =

{
1, w = 0,
g (L,w) − ρlg−l (w − 1) , w = 1,W,

(2)

g (l,w) =


0, l = 0, w = 1,W,
1, l = 0, L, w = 0,
g (l − 1,w) + ρlg (l − 1,w − 1) , l = 1, L, w = 1,W,

(3)

where
ρl := λl

µl
, l = 1, L,

αl, l = 1, L, is one of the key performance factors of the Network I.
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3. Upstream traffic transmission model of the Network I
Let us consider the upstream traffic transmitting process in the Network I fragment

involving L ONU [9]. Every ONUl has a finite memory buffer of size Rl time-slots,
0 < Rl < ∞, l = 1, L. The analyzed queue system supports K types of service
classes. k-calls arrive at an ONUl according to a Poisson process with mean arrival
rate λl,k, 0 < λl,k < ∞, l = 1, L, k = 1,K. Arrival streams are independent in total
for each ONUl. A k-call is realized by allocating a specific number of time slots, bk,
0 < bk ≤ min Rl

l=1,L
, k = 1,K. The k-call holds bk time slots in the ONUl buffer until it is

serviced, then it unbuffers immediately after the completion of service, thus idling the
spectral channel. A service policy for each ONUl is first come first serve (FCFS).

A new k-call, k = 1,K, will be rejected by the ONUl, l = 1, L, if there are no more
than Rl − bk free time slots in the buffer. The k-call leaves the system and has no effect
on the stream arrival rate.
µk, 0 < µk < ∞, k = 1,K, is the mean service time of a k-call in ONUl, which is

exponentially distributed. This model of the upstream traffic transmitting will encode
M M 1 d1
Λ, b µ R [1, 10].

However, the model described above does not account for the fact that there may
not be free spectral channels in OLT at the ONUl activation moment. This fact leads
to blocking the data transmitting in the ONUl time domain. Then the k-call service
rate, taking into consideration the fact and the results of the previous section, will be

αlµk, l = 1, L, k = 1,K. (4)

The queue system scheme of the upstream traffic transmitting from ONU to OLT
is shown in Figure 1.

R1

...

1111,1 ,, µαλ b

RL

...

KKK b µαλ 1,1 ,,

111, ,, µαλ LL b

KLKKL b µαλ ,,,

Figure 1: The queue system scheme.

The queue system in Figure 1 is described using the following parameters. The
state matrix of the system

M :=
(
ml,k

)
l=1,L,k=1,K ,ml,k ∈

{
0, 1, . . . ,

⌊
Rl

bk

⌋}
. (5)
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The state space of the system

S := {M|0 ≤
K∑

k=1

bkml,k ≤ Rl , l = 1, L}, k = 1,K, l = 1, L. (6)

The state subspace of k-calls received by ONUl

Sl,k := {M ∈ S|
K∑

k=1

bkml,k ≤ Rl − bk}, k = 1,K, l = 1, L. (7)

The state subspace of k-calls blocked by ONUl

S̄l,k = S\Sl,k = {M ∈ S|
K∑

k=1

bkml,k > Rl − bk}, k = 1,K, l = 1, L. (8)

4. Formula derivation for the blocking probability calculation

The queue system functioning is described by a two-dimensional stationary Markov
process Y (t) :=

(
Yl,k (t)

)
l=1,L,k=1,K , where Yl,k (t) is the number of k-calls in an ONUl,

at some instant t > 0.
El,k is a matrix of L × K, where at the intersection of the lth row and kth column is

“1” and the rest matrix elements are “0”. The transition rate diagram for any ONUl is
shown in the Figure 2.

kl µα S∈M1, ≥klm kl ,S∈M

kl ,λ
M kl ,EM +kl ,EM −

kl ,λ

kl µα

Figure 2: The state transition scheme for ONUl, l = 1, L, and k-call, k = 1,K.

Theorem 1. The stationary Markov process Y (t), t > 0, has got a stationary
probability distribution,which does not depend on the starting probability distribution
and is multiplicative

p (M) = G−1
L∏

l=1

1
α

ml,•

l

K∏
k=1

ρ
ml,k

l,k , (9)

G =
1

p (0)
=

∑
M∈S

L∏
l=1

1
α

ml,•

l

K∏
k=1

ρ
ml,k

l,k , (10)

where
M ∈ S, ρl,k := λl,k

µk
, k = 1,K, ml,• :=

∑K
k=1 ml,k, l = 1, L.
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The Theorem 1 proof is similar to that presented in [1, § 2.4].
Then, the blocking probability of k-calls for ONUl

πl,k =
∑

M∈S̄l,k

p (M) , l = 1, L, k = 1,K. (11)

5. Computation algorithm for the blocking probability
Based on the model described in the section 4, we need to solve an allocation

problem of buffer limited capacity Rl between finite number of K call types for each
ONUl, l = 1, L. We apply a convolution Buzen type algorithm [11], which is widely
used at the teletraffic theory nowadays [1, §4.5], [12].

It is necessary to calculate the norming quantity to calculate the blocking proba-
bility of k-calls for ONUl.

Let us denote
gl (k, r) - nonnormalized probability that the first (1, . . . , k) call types use all of the

r time slots of the ONUl buffer.
Theorem 2. Norming quantity G (10) calculated by the formulas

G =

L∏
l=1

Rl∑
r=0

gl (K, r) , (12)

gl (k, r) =


0, k = 1,K, r < 0,
0, k = 0, r = 1,Rl,

1, k = 1,K, r = 0,
gl (k − 1, r) +

ρl,k

αl
gl (k, r − bk) , k = 1,K, r = 1,Rl,

(13)

where
l = 1, L, ρl,k := λl,k

µk
, k = 1,K.

Then, the blocking probability of k-calls for ONUl in the Network I will be

πk =
1
G

R∑
r=R−bk+1

g (K, r) , k = 1,K. (14)

6. Numerical analysis example
Let us consider the dependence of the k-calls blocking probability for ONUl, l =

1, L, and the number of spectral channel W = 0, 16 allocated for the upstream traffic
transmitting process from L ONU to OLT in the Network I. The buffer capacity is
fixed, Rl = 28. The model Parameters values are represented in the Table 2.

The chart of π11 and π12 from the number of spectral channels W is shown in the
Figure 3.

Parameter values αT are calculated according to formulas (1)-(3) based on the
ONU co-operation model in the Network I. This model Parameters values are repre-
sented in the Table 3.
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Param. Value Param. Value Param. Value

K 2 Rl,l = 1, L 28 ρlk, l = 2, L, k = 1,K 1
L 16 bT

(
1 2

)
W 0, 16 ρ11, ρ12 0.5, 0.25

Table 2: The model Parameters.

Param. Value Param. Value Param. Value Param. Value
L 16 ρ4, ρ6 1.7 ρ9 3 ρ13 2.7
ρ1 1.2 ρ5 1.6 ρ10 2.1 ρ14 1.9
ρ2 1.3 ρ7 2 ρ11 2.4 ρ15 1.8
ρ3 1.1 ρ8 2.5 ρ12 2.8 ρ16 2.2

Table 3: The model Parameters.
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Figure 3: The chart of blocking probabilities π11 and π12 from W.

The k-calls blocking probability for ONUl, l = 1, L, is reduced with increasing the
spectral channels number allocated in the upstream traffic transmitting model from L
ONU to OLT in the Network I.

221



7. Conclusion

In this paper, the mathematical model of the upstream multiservice traffic transmit-
ting from L ONU to OLT in the Network I is presented. The algorithm for calculating
of the blocking probability is proposed. In addition, there is the numerical analysis
example in which the role of W is shown to select the optimal functioning behavior of
the ONU.

The authors recommend the use of the concepts described in this paper for the al-
gorithm development to calculate of the blocking probability for the upstream priority
traffic transmitting model in the Network I.

REFERENCES

1. Basharin, G.P. Lectures on mathematical teletraffic theory. The 3rd publication.
PFUR, Moscow, 2009. 342 p. (The 1st pub. – 2004. – 186 p.; The 2nd pub. – 2007.
– 268 p.)

2. Listvin V.N., Treschikov V.N. DWDM-systems. The 2nd publication. TECHNO-
SPHERA, Moscow, 2015. 296 p.

3. Efimushkin V.A., Savangukov I.M. Resource allocation in optical transport net-
works: Textbook. CRIC, Moscow, 2010. 50 p.

4. Ramaswami R., Sivarajan K.N., Sasaki G.H. Optical Networks A practical Per-
spective, Third Edition, 2010. 893 p.

5. Mukherjee, B. Optical WDM Networks. Springer, 2006. 973 p.
6. Siva Ram Murthy C., Gurusamy M. WDM Optical Networks: Concepts, Design

and Algorithms. Prentice Hall PTR, 2002. 430 p.
7. G.P. Basharin, Yu.V. Gaidamaka, N.V. Rusina. Probability characteristic compu-

tation algorithm of ONUs functioning in PON // Vestnik of PFUR, “Mathematics.
Informatics. Physics”. 2015. No 2. In the press.

8. Naymov, V.A., Samyilov, K.Y., Yarkina N.V. Teletraffic theory of multiservice
networks. Monography. PFUR, Moscow, 2008. 191 p.

9. Basharin G., Rusina N. Multirate Loss Model for Optical Network Unit in Passive
Optical Networks // Distributed Computer and Communication Networks: Com-
munications in Computer and Information Networks. Springer, Cham. 2014. Pp.
219-228.

10. Basharin G. P. Maintenance of two streams with relative priority for a fully acces-
sible system with a limited waiting space // Proceedings of the AS of the USSR,
Technical Cybernetics. 1967. No 2. Pp. 72-86.

11. Busen, J. P. Computational algorithms for closed queueing networks with expo-
nential servers // Communications of the ACM. 1973. V. 16. Pp 527-531.

12. G. P. Basharin, Yu. V. Gaidamaka, and K. E. Samouylov Mathematical Theory of
Teletraffic and Its Application to the Analysis of Multiservice Communication of
Next Generation Networks // Automatic Control and Computer Sciences. 2013.
Vol. 47, No. 2. Pp. 62-69.

222



SYNTHESIS OF NOISE-LIKE SIGNAL BASED ON
ATEB-FUNCTIONS
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Abstract
The mathematical model of the noise signal based on Ateb-functions was

proposed. Connectivity of Ateb-functions with the curve of superellipse was
shown. Algorithm for synthesis Gaussian white noise signal based on the periodi-
cal Ateb-functions is created. Investigation for statistical characteristics of
generated signals using MATLAB 7.0 environment is presented. Application
the proposed method of noise-like signals synthesis to protection information
during data transfer in computer networks, in particular networks with CDMA
technology is discussed.

СИНТЕЗ ШУМОПОДОБНЫХ СИГНАЛОВ С
ПОМОЩЬЮ ATEB-ФУНКЦИЙ

И. Дронюк, М. Назаркевич, О. Федевич
Национальный университет "Львовская политехника", г. Львов, Украина
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Аннотация

Предложена математическая модель шумового сигнала на основе
Ateb-функций. Показана связь Ateb-функций с кривой суперэллипса.
Создан алгоритм синтеза Гауссовского белого шума на основе перио-
дических Ateb-функций. Исследованы статистические характеристи-
ки генерируемых сигналов с помощью среды MATLAB 7.0. Обсужда-
ется применение предложенного метода синтеза шумоподобных сиг-
налов для защиты информации при передаче данных в компьютер-
ных сетях, в частности сети с CDMA технологией.

Ключевые слова: Шумоподобный сигнал, Ateb-функции, Гауссов-
ский белый шум, суперэллипс

1. Введение

Для защиты данных в компьютерных сетях часто используются неко-
торые шумовые сигналы [1]. До недавнего времени эти исследования в
большинстве принадлежали к закрытой тематике. С развитием информа-
ционных технологий шумовые сигналы начали использоваться во многих
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системах конфиденциальной связи. Это особенно верно для систем беспро-
водной связи, в том числе сетей, которые используют технологию кодово-
го разделения каналов (CDMA) [2].Технология CDMA основана на техно-
логии передачи SST (DH-SS прямой последовательности распространения
спектра), когда информация, как бы размазывается по широком диапазоне
частот. Гармонические колебания часто играют роль информационного но-
сителя. В книге [2] автор описывает классический подход для описания
примеси, белого и Гауссовой моделей шума. Шум присутствует во всех
коммуникационных системах, и это было препятствием для обнаружения
сигналов и должно быть устранено фильтрами. С дальнейшим развитием
телекоммуникационных технологий, возникли методы передачи информа-
ции, основанные на шумовых сигналах [3]. При строительстве современ-
ных конфиденциальных систем связи, шумовые сигналы преобразуются
из препятствий на пути основных носителей сигнала в непосредственно
сами носители сигналов.

В течение последнего десятилетия началось успешное использование
шумовых сигналов в качестве носителя основной информации, передавае-
мой по каналам связи. Шумовые сигналы имеют ряд преимуществ с точки
зрения информационной безопасности как в коммуникационных кабель-
ных каналах, так и в радиоканалах. Передача данных в шумовом сигнале
может быть хорошей альтернативой для методов криптографической за-
щиты.

Известно [1], что колебание несущей, формируется на основе шумового
сигнала, позволяет эффективно распознавать сигналы по форме. У шумо-
вых сигналов есть и другое преимущество - оно дает возможность обес-
печить передающую защиту на уровне физического канала, что особенно
важно при создании защищенных систем с множественным доступом свя-
зи. Шумоподобные сигналы - это тип шумовые сигналы, где роль носителя
может быть сыграна сигнальными конструкциями, которые осуществляют-
ся на основе гармонических колебаний.

Колебания, которые возникают в нелинейных системах с несколькими
степенями свободы обобщают гармонические колебания и описаны в со-
ответствующими дифференциальными уравнениями. Математически эти
колебания могут быть описаны с помощью Ateb-функций. Это идея этой
статьи: применить метод построения шумоподобных сигналов на основе
гармонических колебаний для того, чтобы обобщить колебания, которые
описываются Ateb-функциями, а также для создания шума, как колебания
на основе Ateb -функций. Так как шумоподобные сигналы используются в
технологии CDMA, в частности, предлагаемый подход является актуаль-
ным и может иметь широкое практическое применение для защиты переда-
чи информации в компьютерных сетях. Предложенный метод может быть
использован для синтеза шумовых сигналов в аппаратных и программных
областях. Целью данного исследования является разработка математиче-
ской модели, основанной на Ateb-функциях для задачи синтеза дискретно-
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го шумового сигнала с заданными спектральными и автокорреляционными
свойствами.

2. Построение математической модели

Введем необходимые обозначения и формулы, связанные сAteb-функциями,
в дальнейшем необходимые для создания шумового сигнала. Подробности
относительно свойств Ateb-функций можно найти в [4]. В этой статье мы
введем обозначение sa(n,m, ω), для Ateb-синуса и ca(m,n, ω), для Ateb-
косинуса. Как известно, [5] что Ateb-функции удовлетворяют тождеству

cam+1(m,n, ω) + san+1(n,m, ω) = 1 (1)

Пусть Γ(x) обозначает Гамма-функцию. Период Π(m,n) Ateb-функций
рассчитывается по следующей формуле

Π(m,n) =
Γ
(

1
n+1

)
Γ
(

1
m+1

)
Γ
(

1
n+1 + 1

m+1

) (2)

в случае, когда n = m = 1 мы получаем ca(1, 1, ω) = cos(ω), sa(1, 1, ω) =
sin(ω), что удовлетворяет уравнению (1), а именно cos(ω)2 + sin(ω)2 = 1.
Таким образом, Ateb-функции есть обобщением обычных тригонометри-
ческих функций. Теперь покажем связь между рассматриваемыми Ateb-
функциями и плоской алгебраической кривой Ламэ, которая также носит
название обобщенного суперэллипса. Тождество (1), которому удовлетво-
ряют периодические Ateb-функции, может быть представлено графически
в виде суперэллипса. Рассмотрим формулу обобщенного суперэллипса за-
данную в [6] ∣∣∣x

a

∣∣∣p +
∣∣∣y
b

∣∣∣q = 1, где p, q > 0. (3)

Для простоты, будем считать, что a = b = 1 и p, q связаны с параметра-
ми Ateb-функций, которые следуют из уравнений p = m+1; q = n+1. Заме-
на x = ca(n,m, ω), y = sa(m,n, ω) в уравнении (3) обобщенного суперэллип-
са, преобразовывает (3) в тождество (1). Таким образом, это показывает,
что основное тождество Ateb-функций (1) есть представлением уравнения
суперэллипса (3). Теперь, обратимся к описанию способа формирования
шумового сигнала на основе Ateb-функций. Принимая во внимание харак-
терные черты реального шумового сигнала, реальный шумовой сигнал s(t)
- это набор одновременно существующих электрических колебаний часто-
ты, фазы и амплитуды, которые являются случайными. Спектр шумовых
сигналов включает в себя широкий диапазон частот. Если этот спектр рав-
номерный на всех частотах от 0 до ∞, тогда такой шум называют белым.
На практике, этот шум не может быть получен, но для каких-либо аппа-
ратных средств, чьи полосы пропускания во много раз меньше, чем спектр
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шумового сигнала, шум можно считать белым. Мощность шумового сиг-
нала, который используется, определяется шириной полосы устройства на
вход которого он приходит. Если излучается управляемый шумовой сиг-
нал с длительностью T , а прием осуществляется с помощью согласованно-
го фильтра или корреляционной схемы, тогда на выходе коррелятора при
совпадении по времени принятого и исходного сигналов (τ = 0) выделится
энергия

E =

∫ T

0

s(t)2dt (4)

При условиях, что эта энергия также случайная величина со средним
значением E0 и дисперсией , флуктуации энергии колебаний носителя мож-
но рассматривать как интерференцию, которая искажает сигнал. Если шум
ограничен полосой ∆f и имеет большую базу , то относительное стандарт-
ное отклонение значения равно [7]:

σ2

E0
≈ 1

∆fT
(5)

Для того чтобы минимизировать искажение информации, передавае-
мой шумом, целесообразно использовать сигнал с большой базой. Затем,
на основе (4), результаты измерения энергии шума станут средними за
время, которое в несколько раз превышает время корреляции τ исследу-
емого сигнала. Белый шум является идеальным шумовым сигналом, ко-
торый имеет бесконечный спектр и корреляционную функцию в форме
дельта-функции. На практике, белый шум не может быть получен, пото-
му что необходимо оборудование с неограниченной полосой пропускания
для его генерирования и обработки. По этой причине в реальных систе-
мах используется шум с ограниченной полосой ∆f . Работа [6] рассматри-
вает метод построения шумоподобных сигналов на основе гармоничных
колебаний. Как Ateb-функции могут генерировать широкий спектр флук-
туаций, что являются обобщениями гармоник и являются периодически-
ми, настоящая работа обобщает предложенный в [4] метод, основанный на
Ateb-функциях. Основное преимущество предлагаемого подхода заключа-
ется в переменном периоде Ateb-функций, определенном по формуле (2). В
зависимости от параметров n и m Ateb-функций, которые позволяют вы-
брать такой период времени, который наилучшим образом соответствует
задаче сокрытия информации на основе сгенерированного шумоподобного
сигнала. Рис. 1 показывает зависимость периода Π(m,n) от параметров n
и m, и изменением параметров последнего в диапазоне от -5 до 5. Расче-
ты проводились с использованием уравнения (2) в вычислительной среде
Wolfram Mathematika 7.0. Рис. 1 показывает, что размер периода в основ-
ном увеличивается с увеличением аргументов, однако он также имеет ряд
локальных экстремумов и некоторые асимптоты для отрицательных зна-
чений аргументов. Это позволяет выбрать требуемое значение периода в
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зависимости от ширины канала. При построении шумоподобного сигнала с
целью сделать его ближе всего к белому шуму, ряд следующих требований
должен быть принят во внимание: сигнал должен быть широкополосным,
т.е. базовый сигнал B = FT >> 1, где Т - длительность сигнала; F -
ширина полосы пропускания частот сигнала.

Рис. 1: Зависимость периода Π(m,n) от параметров n и m, которые при-
надлежат интервалу

[
−5; 5

]
3. Алгоритм для синтеза сигнала белого шума на основе

периодических Ateb-функций
Затем шумоподобный сигнал может быть записан в виде:

u(m,n, t) = U(t)v(t)sa(m,n, 2Π(n,m)s0t+ φ(t)) (6)

где sa(m;n; t) - Ateb-синус с параметрами m,n, U(t) - амплитуда и φ(t)
- фаза, взаимно независимых случайных функций, которые изменяются
медленно в сравнении с Ateb-синусом;s0 - центральная частота спектра шу-
ма; v(t) - нормализированная псевдослучайная последовательность чисел
с заданным законом распределения. Рассмотрим в деталях преимущества
уравнения (6), используя свойства Ateb-функций. Можно увидеть, (Рис.1),
что период функции ca(3, 3, t) на порядок больше, чем период функции
ca(0, 05; 0, 05; t). Мы должны оценить скорость роста и убывания функции
Ateb-синуса в зависимости от параметров. Как показано в работе [8], про-
изводная Ateb-синуса задается формулой
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Рис. 2: Алгоритм формирования дискретного шумового сигнала на основа-
нии sa

(
1
7 ,

1
7 , t
)
(слева представлен суперэллипс, справа - график функции

Ateb-синуса), пунктирные линии соответствуют дискретным сигнальным
точкам.

dsa(n,m, t)

dt
=

2

n+ 1
cam(m,n, t) (7)

График функции Ateb-синуса аналогичен косинусу и представлен на Рис.
2. Когда |ca(n,m, t) << 1|, функция sa(m,n; t) растет более медленно с
увеличением параметров n и m. Это свойство также продемонстрирова-
но на Рис. 2. С помощью параметров n и m, вышеупомянутые свойства
позволяют влияние спектра шумоподобного сигнала u(m,n, t) сгенериро-
ванного с помощью формулы (6). Способ формирования шумового сигнала
на основе Ateb-синуса показано на Рис. 2. Метод будет применяться для
формирования непрерывных или дискретных сигналов. Этот рисунок по-
казывает систему прямоугольных координат с отправной точкой K с ко-
ординатами (1,0) когда начальная фаза в (6) φ(t) = 0, которая движется
против часовой стрелки с постоянной скоростью по суперэллипсу (точка
K1;K2;K3 в дискретном случае), и шумовой сигнал u(m,n, t) формируется
по формуле (6). Графики синтезированных сигналов з дифференциальной
базой В показаны на рисунках 3, 4. Эти и последующие фигуры созданы
при помощи вычислительной системы MatLab 7.0. Для того чтобы улуч-
шить мощность шума и исследовать статистические характеристики сге-
нерированных сигналов, были обсуждены нормированные функции авто-
корреляции и спектры. Белый шум - это случайный сигнал с постоянной
плотностью спектральной мощности. Особым типом является Гауссовский
белый шум (ГБШ), который имеет Гауссовскую амплитуду распределения.
Это математический подход для описания реальных шумовых сигналов. В
соответствии с этими математическими описаниями, сгенерированными с
помощью уравнения (6) широкополосные шумоподобные сигналы относят-
ся к Гауссовскому белому шуму, который иногда называют как шумопо-
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добные сигналы. Статистические характеристики ГБШ: среднее значение
равно нулю, и дисперсия ограниченная.
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Рис. 3: Шум, производимый на основании уравнения (6), базовый сигнал
B = 200 и Ateb параметры n = 1

7 ; m = 1
7

4. Исследование статистических характеристик
сгенерированных шумовых сигналов

Составляет большой интерес исследовать характеристики шумовых сиг-
налов, которые были сгенерированы на основе Ateb-функций. Используя
выражение (6) и имитацию метода моделирования [4], была сформирована
последовательность шумов u(m,n, t). Представим результаты исследова-
ния АКФ этих сигналов и их спектров с использованием расчетной систе-
мы MatLab 7.0. Анализ спектров всех исследованных реализаций сигналов
показывает равномерность спектров сигналов в полосе ∆f , то есть их бли-
зость к белому шуму в этой полосе. Функция автокорреляции (АКФ) шумо-
вого сигнала показана на Рис. 5 с параметрами B = 200 n = 1

7 ,m = 1
7 , а на

Рис.6 с базой сигнала B = 1000 и параметрами Ateb-функции n = 1
20 ,m =

1
20 . АКФ во всех исследуемых случаях имеет один большой пик около нуля
и после этого быстро стремится к нулю. Этот пик также представлен на
Рис.6, но это визуально сливается с вертикальной осью. Анализ АКФ и
спектра сигнала u(m,n, t) показывает его принадлежность к Гауссовскому
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типу шумового сигнала. Полученный спектр синтезированного шумового
сигнала u(m,n, t) (Рис. 5) является постоянным, непрерывным, и его спек-
тральная плотность мощности распределяется по всей полосе частот, что
указывает на его лучшие маскировочные свойства в канале по сравнению
с гармоническим сигналом.
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Рис. 4: Шум, производимый на основании уравнения (6), базовый сигнал
B = 200 и Ateb параметры n = 1

20 ; m = 1
20

В основе технологии CDMA находится технология передачи SST (DH-
SS Direct Sequence Spread Spectrum), где информация "размазывается"по
широкому кругу частот. Последовательность информационных битов умно-
жается на псевдослучайную последовательность коротких импульсов. За-
тем получается сигнал в широком диапазоне частот с гораздо меньшей
интенсивностью. Для декодирования этой последовательности, вы долж-
ны знать, псевдослучайную последовательность, которая была использова-
на в процессе передачи. Этот механизм кодирования обеспечивает защиту
сигнала от подслушивания. Необходимо знать псевдослучайную последо-
вательность - ключ. Ширина полосы сигнала позволяет возобновлять сиг-
нал, особенно если помехи являются узкополосными. Аналогично сигнал
защищен и от временного исчезновения на отдельных частотах (затуха-
ние). Для технологии CDMA могут быть использованы широкополосные
сигналы [1], в частности шумоподобные сигналы. Итак предложенный ме-
тод синтеза шумоподобных сигналов может быть использован для защиты
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Рис. 5: АКФ сгенерированного шумового сигнала B = 200, n = 1
7 ; m = 1
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Рис. 6: АКФ сгенерированного шумового сигнала B = 1000, n = 1
20 ;m = 1
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информации в процессе передачи данных, а также и в других случаях, ко-
гда потребуется Гауссовские шумовые сигналы с большой информационной
емкостью.

5. Заключение

Предложена математическая модель шумового сигнала на основе Ateb-
функций. Показана связь между Ateb-функциями и кривой суперэллипса.
Представлено осуществление способа синтеза непрерывных или дискрет-
ных сигнальных структур с заданными спектральными и автокорреляци-
онными характеристиками на основе Ateb-функций. Необходимые свой-
ства реализации сформированного шума предоставляются путем измене-
ния параметров Ateb-функций. Было показано применение шумовых сиг-
налов для целей информационной безопасности в современных системах
связи, в том числе конфиденциальных. В дальнейших исследованиях, бу-
дет интересным изучить изменение амплитуды, частоты и фазы сигнала,
которые изменяются в соответствии с законом распределения случайных
или псевдослучайных чисел. Также будет интересно исследовать сравни-
тельный анализ реализаций шумовых сигналов, основанных на разных за-
конах распределения.
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LIMITING PROPERTIES OF ADAPTIVE CONTROL
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Abstract
In this paper, we consider the process of managing conflict flows heterogeneous

requirements of the class of adaptive algorithms. This algorithm takes into
account: 1) the state of the operating device; 2) information on the quantities
queues flows; 3) the information on the arrival time requirements for each of the
streams. Recurrence relations for the generating functions of one-dimensional
distributions of the vector sequence, which determines the state of the operating
device and the amount of flow queues. We study the limit properties of these
recurrence relations. This allows you to develop a method to obtain easily
verifiable necessary and sufficient conditions of existence of steady state operation
of the system maintenance requirements and flow control. The method is based
on an analysis of the recurrence relations for multidimensional generating functions.

ПРЕДЕЛЬНЫЕ СВОЙСТВА СИСТЕМЫ
АДАПТИВНОГО УПРАВЛЕНИЯ
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НЕОДНОРОДНЫХ ТРЕБОВАНИЙ
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г. Нижний Новгород, Российская Федерация
fma5@rambler.ru, evgkudryavcev@gmail.com

Аннотация
В данный работе рассматривается процесс управления конфликт-

ными потоками неоднородных требований в классе адаптивных ал-
горитмов. При этом алгоритм учитывает: 1) состояние обслужива-
ющего устройства; 2) информацию о величинах очередей по пото-
кам; 3) информацию о времени поступления требований по каждому
из потоков. Получены рекуррентные соотношения для производящих
функций одномерных распределений векторной последовательности,
которая определяет состояние обслуживающего устройства и вели-
чины очередей по потокам. Изучены предельные свойства указан-
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ных рекуррентных соотношений. Это позволяет разработать метод
получения легко проверяемых необходимых и достаточных условий
существования стационарного режима функционирования системы
обслуживания требований и управления потоками. Метод основан
на анализе рекуррентных соотношений для многомерных производя-
щих функций.

Ключевые слова: конфликтные потоки, предельные свойства, адап-
тивный алгоритм управления

1. Введение

В работе рассматривается транспортный перекресток как система мас-
сового обслуживания. Обслуживаются 2 конфликтных неординарных пуас-
соновских потока Π1,Π2. Вероятность получить количество требований i
в каждый вызывающий момент по потоку j равна Pj(i), i ≥ 1, j = 1, 2,

Pj(1) = (1 + αj + αjβj/(1− γj))−1,

Pj(2) = αj(1 + αj + αjβj/(1− γj))−1,

Pj(m) = αjβjγ
m−3
j (1 + αj + αjβj/(1− γj))−1,m ≥ 3,

где αj , βj и γj — некоторые параметры распределения. Интенсивность по-
ступления вызывающих моментов по потоку Πj равна λj . Свойства таких
потоков изучены в [1, 2, 3, 4].

Обслуживание производится с помощью адаптивного нециклического
алгоритма, подробное описание которого приведено в работе [5].

2. Описание системы

В системе обслуживающим устройством является светофор, а требо-
ваниями — автомобили, подъезжающие к светофору. Множество состоя-
ний светофора Γ = {Γ(1),Γ(2),Γ(3),Γ(4),Γ(5),Γ(6),Γ(7),Γ(8)}. Вкратце опи-
шем назначение каждого из состояний.

Состояние Γ(3j−2) (зеленый сигнал светофора для j-го потока) соответ-
ствует первому этапу периода обслуживания j-го потока. Длительность
обслуживания одной заявки, поступившей из накопителя, равна постоян-
ной величине µ−1

j,1 . Длительность пребывания в Γ(3j−2) равна T3j−2.
Состояние Γ(3j−1) (зеленый сигнал светофора для j-го потока) соответ-

ствует второму этапу периода обслуживания j-го потока. Длительность
обслуживания одной заявки равна величине µ−1

j,2 < µ−1
j,1 . Длительность пре-

бывания в этом состоянии — случайная величина, принимающая значения
kT3j−1 , k = 1, nj , где nj — максимальное число продлений и T3j−1 — дли-
тельность одного продления. Продление происходит в 2 случаях: 1) длина
очереди по j-му потоку не меньше параметра Kj , 2) на предыдущем этапе
продлений поступили требования, которые необходимо обслужить.
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Состояние Γ(3j) (желтый сигнал светофора для j-го потока) соответ-
ствует режиму переналадки для j-го потока. Длительность пребывания в
этом состоянии равна T3j .

Состояние Γ(6+j) (зеленый сигнал светофора для j-го потока) соответ-
ствует первому этапу периода обслуживания j-го потока, в случае, когда
возможен мгновенный переход в состояние Γ(3j). Длительность пребывания
в Γ(6+j) является случайной величиной. Максимальное время пребывания
в этом состоянии равно T3j−2 .

Далее систему будем рассматривать в моменты τi, i ≥ 0, или на про-
межутках [τi, τi+1). Здесь τ0 — начальный момент времени, а τi, i ≥ 0 —
моменты смены состояний обслуживающего устройства. Пусть y0 = (0, 0),
y1 = (1, 0), y2 = (0, 1) и X — целочисленная одномерная неотрицательная
решетка. Для нелокального описания системы при i = 0, 1, . . . введем сле-
дующие случайные величины и элементы:

1) Γi ∈ Γ — состояние обслуживающего устройства на интервале [τi, τi+1);
2) ηj,i ∈ X — число заявок j-го потока, поступивших в систему за про-

межуток [τi, τi+1), ηi = (η1,i, η2,i);
3) η′j,i — случайный вектор, принимающий значения y0, если на i-ом

такте [τi, τi+1) в систему не поступило ни одной заявки, yj , если на
i-ом такте первой пришла заявка (или заявки) j-го потока;

4) κj,i ∈ X — число заявок j-го потока, которые находятся в системе в
момент τi, κi = (κ1,i, κ2,i);

5) ξj,i — максимально возможное число заявок j-го потока, которые си-
стема может обслужить на интервале [τi, τi+1) , ξi = (ξ1,j , ξ2,j).

Примем следующие соотношения:

T3j−2 = µ−1
j,1 + l3j−2αjµ

−1
j,1 ,

T3j−1 = l3j−1αjµ
−1
j,2 ,

T3j = l3jαjµ
−1
j,2 ,

где l3j−1, l3j−2 ∈ X, l3j−1 > 0. Параметр l3j выбирается так, чтобы выпол-
нялось неравенство T3j ≥ µ−1

j,1 . Величина 0 < αj ≤ 1 обозначает часть
обслуживания, которую необходимо пройти требованию, чтобы можно бы-
ло начать обслуживать следующую заявку. В случае αj < 1 одновременно
может обслуживаться несколько требований.
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3. Формализация работы обслуживающего устройства и
изменения длины очереди по потокам Π1,Π2

Адаптивный алгоритм смены состояний обслуживающего устройства
из множества Γ задается с помощью рекуррентного соотношения:

Γi+1 =



Γ(3j−2),

{[
Γi = Γ(3s)

]
& [(κj,i > 0) ∨ (κs,i ≥ Ks) ∨ (η′i = yj)]

}
∨

∨
{[

Γi = Γ(3j)
]

&[κs,i = 0]&[κj,i ≤ Ks]&[η′i = yj ]
}
,

Γ(3j−1),
{

Γi = Γ(3j−2)
}
∨
{[

Γi = Γ(6+j)
]

&[η′i = yj ]
}
,

Γ(3j),
{

Γi = Γ(3j−1)
}
∨
{[

Γi = Γ(6+j)
]

&[η′i 6= yj ]
}
,

Γ(6+j),
[
Γi = Γ(3s)

]
&[κj,i = 0]&[κs,i < Ks]&[η′i = y0].

Как видно из приведенного соотношения состояние обслуживающего устрой-
ства на следующем шаге зависит от состояния на предыдущем шаге, длины
очередей и очередности прихода заявок. При этом динамика длины очере-
ди задается следующими рекуррентными соотношениями

κj,i+1 =

{
max{0;κj,i + ηj,i − ξj,i}, если Γi ∈ Γ\{Γ(3),Γ(6)};
ηj,i + max{0;κj,i − ξj,i}, если Γi ∈ {Γ(3),Γ(6)}.

4. Свойства последовательности {(Γi, κi); i = 0, 1, . . .}
Состояние системы на i-м такте времени [τi, τi+1) описывается случай-

ным элементом (Γi(ω), κi(ω)), i = 0, 1, . . . Для векторной последовательно-
сти {(Γi, κi); i = 0, 1, . . .} доказана марковость и проведена классификация
ее состояний.

Теорема 1. Случайная последовательность {(Γi, κi); i = 0, 1, . . .} с за-
данным начальным распределением вектора (Γ0, κ0) является марковской.

Теорема 2. Пусть j, s = 1, 2, j 6= s, x = (x1, x2) ∈ X2 и

G = {(Γh, x) : Γh ∈ Γ, x ∈ X2},
G(3j−2) = {(Γ(3j−2), xsys) : xs < Ks − l3s},
G(3j−1) = {(Γ(3j−1), xsys) : xs < Ks − l3s},

G(6+j) = {(Γ(6+j), x) : xj > 0} ∪ {(Γ(6+j), x) : xs ≥ Ks − l3s},

Gj =

{
G(6+j) ∪G(3j−2), l3j−2 > 0,
G(6+j) ∪G(3j−2) ∪G(3j−1), l3j−2 = 0.

Тогда состояния из Gj являются несущественными и множество ви-
да G0 = G\(G1 ∪ G2) является неразложимым апериодическим классом
существенных состояний.
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5. Рекуррентные соотношения для распределений
последовательности {(Γi, κi); i = 0, 1, . . .}

Для любого i ≥ 0, r = 1, 8;x ∈ X2 введем обозначение:

Q
(r)
i (x) = P(Γi = Γ(r), κi = x).

В работе [5] были найдены рекуррентные соотношения для одномерных
распределений {Q(r)

i (x) : r = 1, 8, x ∈ X2}, i ≥ 0, марковской последова-
тельности {(Γi, κi); i = 0, 1, . . .}. Приведем одно из таких соотношений

Q
(3j−2)
i+1 (wjyj) =

=

wj∑
xj=1

l3s∑
xs=0

Q
(3s)
i (x)ϕ3s((wj − xj)yj) +

l3s∑
xs=0

Q
(3s)
i (x)ϕ3s,j(wjyj)+

+

l3j∑
xj=0

Q
(3j)
i (x)ϕ3j,j(wjyj) +

min{Kj−1,wj+l3j}∑
xj=l3j+1

Q
(3j)
i (x)ϕ3j,j((wj − l3j)yj),

(1)
где wj ∈ X и ϕ3s(x), ϕ3s,j(x), ϕ3j,j(x) — вспомогательные функции, вид
которых приведен в [5] и определяется распределением входных потоков.

Пусть z = (z1, z2), где z1, z2 действительные или комплексные пере-
менные и |z1| ≤ 1, |z2| ≤ 1. Положим zx = zx1

1 zx2
2 , где x = (x1, x2) ∈ X2.

Рассмотрим теперь производящие функции

W
(r)
i (z) =

∑
x∈X2

Q
(r)
i (x)zx, r = 1, 8;

Wi(z) =

8∑
r=1

W
(r)
i (z).

Используя рекуррентные соотношения типа (1) для одномерных рас-
пределений {Q(r)

i (x) : r = 1, 8, x ∈ X2}, i ≥ 0, векторной последователь-
ности {(Γi, κi); i = 0, 1, . . .}, стандартным образом были получены рекур-
рентные соотношения для производящих функций W (r)

i (z), r = 1, 8, i > 0.
В качестве примера приведем здесь только одно из полученных рекуррент-
ных соотношений

W
(3j)
i+1 (z) = exp(−(λ1 + λ2)T3j−2)W

(6+j)
i (z) + q6+j,s(z)W

(6+j)
i (z)+

+q
nj

3j−1(z)W
(3j−1)
i (z) +

nj−1∑
k=1

(1− qnj−k
3j−1 (z))Φ

(3j−1)
i,k (z) +R

(3j−1)
i (z),

(2)
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где j, s = 1, 2 при j 6= s и

q6+j,s(z) =

l3j−2∑
aj=0

∞∑
k=1

ϕ6+j,s,aj (kys)z
k
s ,

qr(z) = z−lrj exp((λ1(z1 − 1) + λ2(z2 − 1))Tr), r = 3j − 2, 3j,

Φ
(3j−1)
i,k (z) =

Kj+kl3j−1−1∑
xj=0

∞∑
xs=0

Q
(3j−1)
i (x)zxz

−kl3j−1

j

∑
b∈X2

ϕ3j−1,k(xj , b)z
b,

k = 1, nj − 1,

R
(3j−1)
i (z) =

nj∑
k=1

∞∑
xs=0

kl3j−1−1∑
xj=0

Q
(3j−1)
i (x)zxs

s ×

×
kl3j−1−xj∑
bj=0

∞∑
bs=0

ϕ3j−1,k(xj , b)z
bs
s (1− zxj+bj−kl3j−1

j ).

Заметим, что функции ϕ6+j,s,aj (x) определены в [5] и определяются рас-
пределением каждого из входных потоков.

Если очереди неограниченно возрастают, то это является признаком
отсутствия стационарного режима на перекрестке. В случае больших зна-
чений длин очередей адаптивный алгоритм работает как циклический, пе-
реключаясь по состояниям Γ(1) → Γ(2) → . . . → Γ(6) → Γ(1). В силу этого
состояния Γ(r), r = 1, 6, назовем основными состояниями обслуживающе-
го устройства. Целесообразно проитерировать соотношения типа (2) для
производящих функций шесть раз (по числу основных состояний).

Введем теперь следующие операции для произвольных чисел v, v′ ∈ X:

a⊕ b = a+ b при a+ b ≤ 6; a⊕ b = a+ b− 6 при a+ b > 6;

a	 b = a− b при a− b ≥ 0; a	 b = a− b+ 6 при a− b < 0.

Обозначим q(z) = q1(z)qn1
2 (z)q3(z)q4(z)qn2

5 (z)q6(z). Далее, для r, r′ = 1, 6;
i ≥ 0; j, s = 1, 2; j 6= s введем обозначения:

r̄ = r − 1, r 6= 1; r̄ = 6, r = 1;

δ(r) = n1δ2,r + n2δ5,r, δu,v— cимвол Кронекера;

q̄r,r′(z) = qδ(r)r (z) · qδ(r⊕1)
r⊕1 (z) · . . . · qδ(r

′)
r′ (z), r′ 6= r̄;

q̄r,r′(z) = 1, r′ = r̄;
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R(r)
j,6i(z) =

3j−1∑
v=3j−2

q̄v⊕1,r̄(z)R
(v)
6i+(v	r)(z) + q̄3s−2,r̄(z)R

(3j)
6i+(3j	r),s(z)+

+q̄3j−2,r̄(z)R
(3j)
6i+(3s	r),j(z) + q̄3j−1,r̄(z)R

(6+j)
6i+((3j−2)	r),j ;

Ψ
(r)
j,6i(z) = q̄3j,r̄(z)

nj−1∑
k=1

(1− qnj−k
3j−1 (z))Φ

(3j−1)
6i+((3j−1)	r),k(z).

Наконец, обозначим

Υ
(r)
6i (z) =

2∑
j=1

{
q̄3j,r̄(z)(exp(−λT3j−2) + q6+j,s(z))W

(6+j)
6i+((3j−1)	r)(z) +

+q6+j,j(z)q̄3j−1,r̄(z)W
(6+j)
6i+((3j−2)	r)(z)−

q3j,0(z)q̄3s−2,r̄(z)W̄
(3j)
6i+(3j	r)(z)−

− q3j,j(z)q̄3s−2,r̄(z)W̄
(3j)
6i+(3j	r)(z) + q3j,j(z)q̄3j−2,r̄(z)W̄

(3j)
6i+(3s	r)(z).

Тогда для i ≥ 0, r = 1, 6 имеем место соотношение:

W
(r)
6(i+1)(z) = q(z)W

(r)
6i (z) + Υ

(r)
6i (z) +

2∑
j=1

{
R(r)
j,6i(z) + Ψ

(r)
j,6i(z)

}
. (3)

Для i ≥ 0, j = 1, 2 введем следующие обозначения:

Rj,6i(z) =

6∑
r=1

R(r)
j,6i(z);

Ψj,6i(z) =
6∑
r=1

Ψ
(r)
j,6i(z);

Υ6i(z) =
6∑
r=1

Υ
(r)
6i (z)−

2∑
j=1

q(z)W
(6+j)
6i (z) +

2∑
j=1

W
(6+j)
6(i+1)(z).

Используя введенные обозначения, найдем

W6(i+1)(z) = q(z)W6i(z) + Υ6i(z) +
2∑
j=1

{Rj,6i(z) + Ψj,6i(z)} , i ≥ 0. (4)

Соотношения (3) и (4) позволят в дальнейшем найти необходимые и до-
статочные условия существования предельного распределения изучаемой
марковской последовательности. В частности было доказано следующее
утверждение.
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Введем обозначения

T0 = T1 + T3 + T4 + T6; T = T0 + n1T2 + n2T5;

Lj = l3j−2 + nj l3j−1 + l3j ;

Λj = λj(1 + αj + αjβj/(1− γj))−1(1 + 2α+ αβ(
2

1− γ
+

1

(1− γ)2
)).

Теорема 3. Для существования предельного распределения марков-
ской последовательности {(Γi, κi); i ≥ 0} необходимо и достаточно, что-
бы выполнялось следующее условие: существует число ε > 0, что при
любом распределении случайного элемента (Γ0, κ0) найдется номер I та-
кой, что для любых i > I выполняется:

ΛjT − Lj +
d

dzj
Υ6i(zj)|zj=1 + (ΛjT3j−1 − l3j−1)×

×
5∑
v=0

nj−1∑
k=1

(k − nj)Φ(3j−1)
6i+v,k(1) + ΛjT3s−1

5∑
v=0

ns−1∑
k=1

(k − ns)Φ(3s−1)
6i+v,k(1) < −ε.

(5)
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Abstract
This paper presents the description of the method of performance evalu-

ation and assessment of main characteristics of broadband wireless networks
with linear topology, which is based on a model of stochastic multiphase queue-
ing systems with correlated MAP input flows and a cross-traffic. The results
of analytical calculations for the networks of small dimension are given. A
simulation model for assessment of performance characteristics of large-scale
wireless networks with linear topology is developed.
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flow, performance evaluation, analytical modeling and simulation

ОЦЕНКА ПРОИЗВОДИТЕЛЬНОСТИ
ШИРОКОПОЛОСНЫХ БЕСПРОВОДНЫХ СЕТЕЙ

ВДОЛЬ ПРОТЯЖЕННЫХ ТРАНСПОРТНЫХ
МАГИСТРАЛЕЙ1

В.М. Вишневский1, А.Н. Дудин2, Д.В. Козырев1,3, А.А. Ларионов1
1Институт проблем управления им. В.А. Трапезникова РАН, Москва,

Россия
2 Белорусский государственный университет, Минск, Беларусь
3 Российский университет дружбы народов, Москва, Россия

vishn@inbox.ru, dudin@bsu.by, larioandr@gmail.com, kozyrevdv@gmail.com

Аннотация

В статье дано описание метода оценки производительности и ос-
новных характеристик широкополосных беспроводных сетей с линей-
ной топологией на базе модели стохастической многофазной системы
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с коррелированными входными МАР-потоками и кросс-трафиком.
Приводятся результаты аналитических расчетов для сетей неболь-
шой размерности. Разработана имитационная модель для исследова-
ния характеристик беспроводных сетей с линейной топологией боль-
шой размерности.

Ключевые слова: беспроводные сети, стохастические многофаз-
ные системы, MAP-потоки, оценка производительности, аналитиче-
ское и имитационное моделирование

1. Введение

Одной из важнейших проблем при разработке новых и функциони-
ровании существующих транспортных магистралей (железнодорожных и
автомобильных дорог, нефтяных и газовых трубопроводов) является со-
здание современной инфраструктуры беспроводной связи, базирующейся
на международном стандарте IEEE 802.11–2012 [1]. Указанный стандарт
регламентирует создание высокоскоростных каналов связи и беспровод-
ных сетей, функционирующих под управлением протоколов IEEE 802.11n
и IEEE 802.11s, на основе которых могут эффективно реализовываться
беспроводные сети вдоль протяженных транспортных магистралей. Ука-
занные сети обеспечивают не только высокоскоростную передачу мульти-
медийной информации между базовыми станциями, расположенными на
высотных зданиях и вышках вдоль транспортных магистралей, но и опера-
тивную связь со стационарными и мобильными абонентами (автомобили,
поезда, дорожные знаки, пункты весового контроля и пункты контроля
ПДД, управления светофорами и т.д.) [2, 3]. Развертывание и развитие
сетей беспроводной связи вдоль протяженных магистралей требует реше-
ния ряда сложных организационно-технических задач в условиях жест-
ких ограничений на использование частотных, экономических и аппарат-
ных ресурсов. В связи с этим возрастает актуальность решения пробле-
мы оценки характеристик производительности, которая является одной из
важнейших при проектировании широкополосных беспроводных сетей это-
го класса. Ее решение направлено как на реализацию высокоскоростной
магистральной сети, так и максимальное телекоммуникационное покры-
тие трассы с целью обеспечения подключения мобильных пользователей,
а также минимизации интерференции и временных задержек при пере-
даче мультимедийной информации по сети. Исследованию этой проблемы
посвящены многочисленные публикации [4]–[6]. В настоящей работе пред-
ложен новый подход к оценке производительности беспроводных сетей с
линейной топологией на базе модели многофазной стохастической систе-
мы с входящим МАР-потоком и кросс-трафиком. Работа является разви-
тием исследований, начатых в [9, 11], в части разработки эффективных
вычислительных алгоритмов и проведения имитационных экспериментов,
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позволяющих осуществлять оценку характеристик производительности се-
тей большой размерности.

2. Описание модели беспроводной сети с линейной
топологией

Широкополосная беспроводная сеть вдоль протяженных транспортных
магистралей представляет собой совокупность базовых станций, объеди-
ненных высокоскоростными беспроводными каналами связи. Адекватной
математической моделью такой сети является многофазная система массо-
вого обслуживания с входящим МАР-потоком, РН-распределением време-
ни обслуживания на фазах системы и кросс-трафиком (рис.1). Под «обслу-
живанием» каждого сообщения понимается множество технических про-
цессов в реальной сети, длительность которых является случайной вели-
чиной. Так, сообщения обрабатываются одним или несколькими программ-
ными компонентами, время которых зависит от текущей загрузки процес-
сора и памяти базовой станции, числа одновременно обрабатываемых со-
общений, количества ядер процессора и прочих параметров. Затем сооб-
щения поступают в устройство вывода в сеть, и передаются по одному
или нескольким последовательным каналам связи до следующей станции.
Время передачи по каналам связи также является случайной величиной,
поскольку на него влияет фоновый трафик, используемые сетевые техноло-
гии, настройки параметров профилирования трафика и множество других
факторов.

Рис. 1: схема системы массового обслуживания

В общем случае моделировать такое время обслуживания целесообраз-
но при помощи PH-распределений: каждая фаза соответствует определен-
ному техническому процессу (обработка программным компонентом, пе-
редача по линии связи). PH-распределение описывается цепью Маркова с
непрерывным временем с M + 1 состоянием, в котором нулевое состояние
является “поглощающим” - после попадания в него сообщение считается об-
служенным. PH(τ , S) (распределение фазового типа) - распределение вре-
мени до попадания в поглощающее состояние 0 в цепи Маркова с непрерыв-
ным временем, дискретным пространством состояний {0, 1, . . . ,M}, стаци-
онарным распределением (τ0, τ), где τ0 = 1− τ1M , и инфинитезимальным
генератором T :
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T =

(
0 0

−S1M S

)
, S ∈ RM×M

1M = [1 . . . 1]
T ∈ RM×1

Каждая базовая станция беспроводной сети передает не только сообще-
ния, полученные от соседней станции, но и сообщения, полученные от мо-
бильных абонентов (кросс-трафик). Будем полагать, что входные потоки и
потоки сообщений кросс-трафика являются МАР-потоками, что позволяет
учитывать сложный, коррелированный характер потоков в беспроводных
сетях. В цепи Маркова, управляющей MAP-потоком, все переходы делят-
ся на наблюдаемые и невидимые. Когда происходит наблюдаемый переход,
поток генерирует сообщение и, если начальное и конечное состояния раз-
личаются, производится смена состояний. При невидимом переходе проис-
ходит только смена состояний. Интенсивности наблюдаемых и невидимых
переходов записываются в матрицы D1 и D0 соответственно:

D0 =

{
λ
(0)
ij , i 6= j

−λi , i = j
, i, j = 1,W

D1 =
{
λ
(1)
ij

}
, i, j = 1,W

λi = λ
(1)
ii +

W∑
j=1
j 6=i

(
λ
(0)
ij + λ

(1)
ij

)

здесь λ(0)ij - интенсивности невидимых переходов, λ(1)ij - интенсивности
наблюдаемых переходов, а λi - суммарная интенсивность выходов из со-
стояния или генерации сообщения без смены состояния. Сложение матриц
D0 и D1 дает инфинитезимальный генератор марковской цепи:

D = D0 +D1

Элементарной проверкой, с учетом определения λi, можно убедиться в
том, что сумма всех элементов каждой строки генератора D равна нулю.

Стационарные вероятности θ ∈ RW марковского процесса вычисляются
из уравнений баланса и условия нормировки:{

θD = 0W

θ1W = 1
(1)

где 0W =
∥∥0 0 . . . 0

∥∥ ∈ RW - вектор-строка, состоящий из всех
нулей, а 1W =

∥∥1 1 . . . 1
∥∥T ∈ RW - вектор-столбец, состоящий из

всех единиц. Используя найденное стационарное распределение вероятно-
стей, можно вычислить среднюю интенсивность сообщений, генерируемых
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MAP-потоком, как математическое ожидание случайной величины, равной
суммарной интенсивности наблюдаемых переходов из заданного состояния:

λ =
W∑
i=0

θi W∑
j=0

λ
(1)
ij

 = θD11W (2)

Так как базовые станции беспроводной сети имеют ограниченный объем
буферов, то в математической модели необходимо учитывать ограничения
на размеры длин очередей обслуживающих приборов каждой фазы.

Таким образом, описана многофазная система массового обслуживания
MAP/PH/1/N → •/PH/1/N → · · · → •/PH/1/N , адекватно описыва-
ющая функционирование широкополосной беспроводной сети с линейной
топологией.

3. Свойства и характеристики системы MAP/PH/1/N

Прежде, чем переходить к отысканию стационарных характеристик си-
стемы MAP/PH/1/N, сформулируем следующие две теоремы:

Теорема 1. Пусть на вход системы MAP/PH/1/N поступает по-
ток X = MAP (D

(X)
0 , D

(X)
1 ), D(X)

0 , D
(X)
1 ∈ RW×W , время обслуживания

распределено согласно PH-распределению Y = PH(S, τ), S ∈ RM×M , τ ∈
R1×M . Тогда на выходе системы будет MAP-поток Z = MAP (D

(Z)
0 , D

(Z)
1 ),

матрицы переходов которого D(Z)
0,1 ∈ R(WM(N+2))×(WM(N+2)) опеределены

как:

D
(Z)
0 =



D̃0 B1 0 0 . . . 0 0 0

0 R0 D̃1 0 . . . 0 0 0

0 0 R0 D̃1 . . . 0 0 0
0 0 0 R0 . . . 0 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 0 . . . R0 D̃1 0

0 0 0 0 . . . 0 R0 D̃1

0 0 0 0 . . . 0 0 RA



D
(Z)
1 =


0 . . . 0 0 0

IW ⊗ Ct . . . 0 0 0
0 . . . 0 0 0
. . . . . . . . . . . . . . .
0 . . . IW ⊗ Ct 0 0
0 . . . 0 IW ⊗ Ct 0



(3)

где матрицы D̃0, D̃1B1, R0, RA, Ct определены следующим образом:

245



D̃0 = D0 ⊗ IM
D̃1 = D1 ⊗ IM
B1 = D1 ⊗

(
τ ⊗ 1M

)
R0 = D0 ⊗ IM + IW ⊗ S − IW ⊗ Ct

RA = (D0 +D1)⊗ IM + IW ⊗ S − IW ⊗ Ct

Ct =


µ10

µ20

. . .
µM0

⊗ τ = (−S1M )⊗ τ

(4)

Здесь и далее A ⊗ B — кронекерово произведение матриц A и B, а
IK ∈ RK×K - единичная матрица порядка K.

Таким образом, приведенная теорема утверждает, что выходной поток
из системы MAP/PH/1/N является также MAP-потоком.

Учитывая то, что на каждую фазу многофазной системы поступает
MAP-поток кросс-трафика и MAP-поток с предыдущей фазы, можно до-
казать следующую теорему:

Теорема 2. Композиция MAP-потоков X и Y с матрицами переходов
D

(X)
0 , D

(X)
1 ∈ RM×M и D

(Y )
0 , D

(Y )
1 ∈ RN×N - MAP-поток Z = X ⊗ Y ,

матрицы переходов D(Z)
0 , D

(Z)
1 ∈ R(MN)×(MN) которого определены как:

D
(Z)
0 = IN ⊗D(X)

0 +D
(Y )
0 ⊗ IM

D
(Z)
1 = IN ⊗D(X)

1 +D
(Y )
1 ⊗ IM

(5)

Таким образом, приведенная теорема утверждает, что композиция (на-
ложение) двух MAP-потоков образует MAP-поток.

Сформулированные выше теоремы будут использованы для расчета ха-
рактеристик производительности многофазной системы массового обслу-
живания.

Далее рассмотрим метод расчета стационарных вероятностей состояний
вероятности потерь, интенсивности поступления сообщений, маргинальные
распределения длин очередей и других параметров системыMAP/PH/1/N.

Стационарное распределение θ ∈ RL вероятностей состояний выходя-
щего (обслуженного) MAP-потока является решением системы линейных
алгебраических уравнений: {

θD(o) = 0L

θ1L = 1
(6)
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Обозначим через W — число состояний входящего MAP-потока , M —
число непоглощающих состояний управляющей цепи PH-распределения,
N — число мест для ожидания в очереди прибора.

Для удобства примем, что θ =
(
θ0 . . . θN+1

)
, где каждый вектор θi ∈

RWM — компоненты распределения, отвечающие состоянию i, т.е. когда в
системе i заявок.

Пусть η ∈ RN+2 - распределение вероятностей количества сообщений в
системе. Определить значения ηn, n = 0, N + 1 можно из вектора θ:

ηn =
∑
i

θn,i (7)

Из матриц D0, D1, D входящего MAP-потока можно получить стаци-
онарное распределение φ ∈ RW вероятностей состояний входящего MAP-
потока, решив систему линейных алгебраических уравнений:{

φD = 0W

φ1W = 1
(8)

По полученному стационарному распределению рассчитывается сред-
няя интенсивность поступления сообщений в систему λavg:

λavg = φD11W+1 (9)

Среднее число сообщений в системе определяется как математическое
ожидание случайной величины n:

Navg =
N+1∑
n=0

ηnn (10)

Наконец, определим вероятность потери поступившего на вход прибора
сообщения:

Ploss = θN+1
D1

λavg
1W+1 (11)

4. Расчет параметров тандемной системы
MAP/PH/1/N → •/PH/1/N → · · · → •/PH/1/N

В предыдущем разделе было описано, как строится входящий MAP-
поток на i-ую фазу , а также приведены формулы для расчета различных
параметров в системе MAP/PH/1/N. Ниже приводится алгоритм, позволя-
ющий использовать эти сведения для расчета стационарных вероятностей
потери сообщений, интенсивности входящих потоков и средней длины оче-
редей на каждой фазе.
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Пусть K - число фаз, Ψ0 = MAP (A0, A1) - поток, описывающий кросс-
трафик, входящий в каждую фазу, Φi = MAP

(
B

(i)
0 , B

(i)
1

)
- исходящий

поток из i−й фазы, а Ψi = MAP
(
A

(i)
0 , A

(i)
1

)
- поток, входящий в i−ю

фазу, 1 ≤ i ≤ K. Пусть обслуживание в каждом приборе осуществляется
распределением Ω = PH (τ , S).

На основании теоремы 2 можно утверждать, что:

Ψ1 = Ψ0

Ψi = Φi−1 ⊗Ψ0, 2 ≤ i ≤ K
(12)

Для вычисления вероятности потери сообщения, средней интенсивно-
сти поступления сообщений и среднего количества сообщений в системе на
каждой фазе предлагается алгоритм 1, представленный в виде псевдо-кода.

В соответствии с предложенным алгоритмом был разработан программ-
ный комплекс расчета основных характеристик беспроводной сети. Основ-
ной сложностью, возникающей при расчете системы MAP/PH/1/N →
•/PH/1/N → · · · → •/PH/1/N , является огромный размер матриц, описы-
вающих MAP-потоки, поступающие на i-ую фазу, i = 1, k . Их сложность
растет экспоненциально, поэтому для решения задач большой размерности
была создана имитационная модель. Разработанное программное обеспече-
ние позволяет получить точное аналитическое решение для тандемной си-
стемы с малым количеством фаз и MAP-потоком с матрицами небольшой
размерности. Точное решение используется для калибровки имитационной
модели.

5. Сравнение результатов имитационного и аналитического
моделирования

Ввиду огромного размера матриц даже для MAP-потоков с тремя со-
стояниями и PH-распределений времени обслуживания на фазах с двумя
состояниями, точное решение было получено для двух случаев: простейшей
тандемной системыM/M/1/N → •/M/1/N → · · · → •/M/1/N c пуассонов-
ским кросс-трафиком, а также для системы с входящим MAP-потоком с
двумя состояниями. Параметры MAP-потока были получены из реальной
статистики, собранной на автомобильных дорогах города Москвы в разное
время суток.

На рис. 2 приведена плотность распределения вероятностей интервалов
между автомобилями, полученная из собранной статистики, и плотность
распределения вероятностей MAP-потока с матрицами

D0 =

 −0.85 0.85 0.0
0.0 −1.1 0.2
0.0 0.5 −4.0

 , D1 =

 0.0 0.0 0.0
0.9 0.0 0.0
3.5 0.0 0.0


MAP-поток аппроксимирует статистику по первым двум моментам.

248



Data: K — число фаз, N — число мест, Ψ0 = MAP (A0, A1) —
кросс-трафик, Ω = PH (τ , S) — распределение времени
обслуживания

Result: P (i)
loss — вероятность потери сообщения на i-й фазе, λ(i) —

средняя интенсивность поступления сообщений на i-ю фазу,
N

(i)
avg — среднее число заявок на i-й фазе

1 i := 1;
2 while i ≤ K do
3 if i = 1 then
4 A

(i)
0 := A0, A

(i)
1 := A1;

5 else
/* Ψi = Φi−1 ⊗Ψ0 */

6 вычислить A(i)
0 , A

(i)
1 с помощью (5) из Ψ0 = MAP (A0, A1) и

Φi = MAP
(
B

(i)
0 , B

(i)
1

)
;

7 end
8 вычислить Φi = MAP (B

(i)
0 , B

(i)
1 ) с помощью (3);

9 вычислить с помощью (1) π(i) =
(
π
(i)
0 , . . . , π

(i)
N+1

)
– стационарные

вероятности потока Φi;
10 вычислить с помощью (1) α(i) – стационарные вероятности

потока Ψi;
11 вычислить λ(i), используя вектор α, с помощью (9);
12 вычислить N (i)

avg, используя вектор π, с помощью (10);
13 вычислить P (i)

loss, используя вектор π, с помощью (11);
14 i := i+ 1;
15 end

Algorithm 1: Алгоритм расчета параметров тандемной системы

В обоих случаях с помощью имитационной модели и точного анали-
тического расчета были вычислены вероятности потери пакетов Ploss на
каждом приборе, а также вероятности занятости прибора Pbusy.

Для системы MAP/M/1/N → •/M/1/N → · · · → •/M/1/N с кросс-
трафиком интенсивности входящих потоков давались матрицами D0, D1:

D0 =

(
−1 1
0 −1

)
, D1 =

(
0 0
1 0

)
,

что соответствует эрланговскому распределению с двумя фазами и ин-
тенсивностями, равными единице, интенсивность обслуживания равнялась
µ = 2.0, длина очереди N = 2, а число станций Q = 4. Результаты сравне-
ния приведены в таблице 1.
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Рис. 2: MAP-поток и статистическое распределение интервалов

Номер прибора P sim
loss P analytic

loss P sim
busy P analytic

busy

1 0.0018 0.0019 0.2503 0.2495
2 0.0363 0.0365 0.4813 0.4813
3 0.1138 0.1139 0.6469 0.6480
4 0.1797 0.1815 0.7336 0.7350

Таблица 1: Сравнение характеристик системы: P sim
loss и P analytic

loss – стацио-
нарные вероятности потери пакета, полученные из имитационной и анали-
тической моделей соответственно; P sim

busy и P analytic
busy – стационарные вероят-

ности занятости прибора.

Из таблицы видно, что результаты аналитического и имитационного
моделирования совпадают с высокой точностью.

6. Расчет характеристик широкополосной сети большой
размерности

В отличие от аналитического подхода, имитационное моделирование
позволяет получить результаты для тандемной системыMAP/PH/1/N →
•/PH/1/N → · · · → •/PH/1/N с кросс-трафиком при большом количестве
фаз. Все поступающие на вход потоки описывались MAP-потоком, матри-
цы которого были приведены выше. Число станций в тандеме Q = 20,
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а максимальная длина очереди N = 10. Такие ограничения на практи-
ке встречаются, если распределенная система работает на очень слабых
встроенных платформах – программные компоненты имеют буферы огра-
ниченного размера, и при их переполнении новые сообщения отбрасыва-
ются. В случае малого объема доступной памяти буферы некоторых при-
ложений ограничиваются местами под десять сообщений.

Обслуживание моделировалось с помощью экспоненциальных распре-
делений с различными интенсивностями. Рассматривались случаи

µ ∈ {2, 5, 10, 20, 100, 1000},

начиная с быстрой сети и аппаратуры (µ = 1000), кончая совсем медленной
(µ = 2). Последний случай оказывается релевантным, поскольку при пло-
хих телекоммуникационных каналах между станциями и частых простоях
средне-дневная скорость обработки заявок значительно деградирует.

На рис. 3 приведена средняя межконцевая задержка для каждой стан-
ции: на оси абсцисс указан номер станции, которая производит первую
передачу сообщения, на оси ординат - стационарное время, через кото-
рое сообщение успешно покинет сеть (будет обслужен последней станцией
тандема). Из рисунка видно, что начиная со значения µ = 100 задержка
укладывается в 200 милисекунд, однако уже при µ = 20 удается передать
данные от самой удаленной станции за время порядка 1.4 секунды.

Рис. 3: стационарная межконцевая задержка

На рис. 4 приведена средняя вероятность потери сообщения на каждой
станции. Из графика видно, что начиная с µ = 20 потерь практически не
происходит. Однако, ввиду случайного характера трафика, при большем
числе соединенных станций желательно иметь более высокую производи-
тельность.

На рис. 5 приведена вероятность потери сообщения, передаваемого за-
данной станцией, на пути до последней станции. Очевидно, что эта вели-

251



Рис. 4: стационарная вероятность потери сообщения на каждой станции

чина является невозрастающей относительно номера станции, а начиная с
µ = 20 равна нулю практически всюду.

Рис. 5: стационарная вероятность неуспешной доставки сообщения

На рис. 6 показаны стационарные средние длины очередей для каждой
станции. Поскольку на каждой станции добавляется кросс-трафик, интен-
сивность входящих потоков не убывают относительно номера станции, а
поскольку во всех приборах время обслуживания распределено одинаково,
стационарные средние длины очередей оказываются неубывающими функ-
циями номеров станций. Из рисунка видно, что чем выше интенсивность
обслуживания, тем позже “насыщается” очередь. В частности, для случая
µ = 20 очередь каждой станции оказывается большую часть времени сво-
бодной.

Наконец, на рис. 7 и рис. 8 показаны распределения задержек в об-
служивании сообщений на каждой станции и распределения интервалов
между исходящими сообщениями на каждой станции. Графики приведе-
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Рис. 6: стационарные средние длины очередей

ны для различных интенсивностей обслуживания и нескольких станций. В
частности, из графика 8 видно, что, начиная с некоторой фазы, зависящей
от интенсивности обслуживания, исходящие потоки из приборов становят-
ся практически неразличимы.

Рис. 7: распределение длительностей пребывания в системе
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Рис. 8: распеределения интервалов между исходящими (обслуженными)
сообщениями

Как видно, при низкой интенсивности обслуживания сообщений си-
стема быстро деградирует. Это связано, в первую очередь, с наличием
кросс-трафика: каждая последующая базовая станция не только вынуж-
дена обрабатывать все, что передано от предыдущей станции, но и сообще-
ния кросс-трафика. В частности, из приведенных результатов следует, что
для эффективной работы системы на протяженных магистралях длиной в
несколько сот километров и несколькими десятками ретрансляторов, сле-
дует уделять внимание качеству линий связи, соединяющих станции. Для
стабильной работы требуется, в среднем, обслуживать от 20 сообщений в
секунду. Желательно иметь производительность порядка ста сообщений в
секунду.

7. Заключение

Разработан новый подход к оценке основных характеристик многофаз-
ных стохастических системMAP/PH/1/N → •/PH/1/N → · · · → •/PH/1/N
с входным MAP-потоком, кросс-трафиком и PH-распределением времени
обслуживания, адекватно описывающих функционирование широкополос-
ных беспроводных сетей вдоль протяженных транспортных магистралей.
Предложен аналитический алгоритм для расчета характеристик произво-
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дительности сетей небольшой размерности и имитационная модель, обес-
печивающая исследование сетей с большим количеством базовых станций.

Разработанные методы расчета характеристик многофазных стохасти-
ческих систем эффективно использовались при проектировании и реали-
зации широкополосной беспроводной сети вдоль окружной автомобильной
дороги города Казань (М7 Волга).
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Abstract

One-way road traffic model with a local control is considered. For
given density of transportation units we discover phase transitions in
the control parameter space when there exists or not safe transportation.
Also we discuss possible densities and instability in several road networks
with crosses, if no control is imposed.

1. Introduction

Theoretical modelling and computer simulation of transportation systems
is a very popular field, see very impressive review [3]. There are two main
directions in this research - macro and micro models. Macro approach does not
distinguish individual transportation units and uses analogy with the notion
of flow in hydrodynamics, see [2]. Stochastic micro models are most popular
and use almost all types of stochastic processes: mean field, queueing type and
local interaction models. We consider here deterministic transportation flows.
Although not as popular as stochastic traffic, there is also a big activity in this
field, see [1, 4, 5, 6, 7, 8].

In section 2 we do not pursue maximal generality but rather consider the
simplest flow, that is the following one-way road traffic model. Namely, at any
time t ≥ 0 there are many (even infinite) number of point particles (may be
called also cars, units etc.) with coordinates zk(t) on the real line, enumerated
as follows

... < zN (t) < ... < z1(t) < z0(t) (1)

For this infinite chain of cars we try to find control mechanism which garanties
that the distance between any pair of neighbouring cars is greater or equal (on
all time interval (0,∞)) to some fixed number d, called safe distance, but at
the same time is not too far from it (then we say that the density of cars is
admisible).

This control mechanism is assumed to be local - any car has information
only about the previous car. Moreover, this mechanism is of physical nature,
like forces between molecules in crystals but our “forces” are not symmetric.
The safety (stability) conditions appear to be similar to the dynamical phase
transition in the model of the molecular chain rapture under the action of
external force. However here we do not need the double scaling limit, used in
[9].
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In section 3 we consider idealistic models of transportation network as the
collection of roads with crosses (intersections). Along each road the units (cars)
move deterministically. We get admissible density of units on the given trans-
portation network and show the dependence of this density on the number and
multiplicity of crosses and number of cycles in the network.

2. Local flow control

In this section we consider the simplest flow (1), where it is assumed that
the rightmost unit moves “as it wants”. More exactly, the trajectory z0(t) is
only assumed to be sufficiently smooth with positive velocity v0(t) = ż0(t) and
natural upper bounds on the velocity and acceleration

sup
t>0

v0(t) 6 vmax, sup
t>0
|z̈0(t)| 6 amax (2)

We would like to organize such traffic so that for any t and k the distances
rk(t) = zk−1(t) − zk(t) were greater or equal to some number d > 0, which is
chosen to avoid collisions and keep maximal possible density of traffic. More-
over, the organization should use only (maximally) local control. More exactly,
the k-th driver at any time t knows only its own coordinate and velocity and
the coordinate zk−1(t) of the previous car. Thus, for any k ≥ 1 the trajectory
zk(t) is uniquely defined by the trajectory zk−1(t) of the previous particle.

Using physical terminology one could say that if, for example, rk(t) becomes
larger than d, then some positive force Fk increases acceleration of the particle
k. We will see that, besides Fk, for such stability, also friction force −αvk(t),
which, on the contrary, restrains the growth of the velocity vk(t), is necessary.
The constant α > 0 should be chosen appropriately.

Thus the trajectories are uniquely defined by the system of equations for
k ≥ 1

z
′′

k (t) = Fk(t)− αdzk
dt

= ω2(zk−1(t)− zk(t)− d)− αdzk
dt

(3)

where Fk is taken to be simplest possible

Fk(t) = ω2(zk−1(t)− zk(t)− d)

Stability conditions For given α, ω, d, z0(t) and initial conditions the tra-
jectories are uniquely defined and we can denote

I = inf
k>1

inf
t>0

rk(t), S = sup
k>1

sup
t>0

rk(t)

Put also

d∗ = d∗(vmax, amax) =
1

ω2
(amax + αvmax)

Consider firstly the simplest initial conditions

zk(0) = −kd, dzk
dt

(0) = v, k ≥ 0 (4)
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Theorem 1. Assume (4) and α > 2ω > 0. Then for any chosen “safe
distance” parameter d > d∗ in the equations (3) the following bounds hold

I > (d− d∗) > 0, S < 2d.

Now consider more general initial conditions satisfying

z0(0) = 0, z′0(0) = v, 0 < a 6 rk(0) 6 b, |drk
dt

(0)| 6 c, (5)

for any k > 0 and some non-negative a, b. Denote also

D∗ = max{A, d∗},

where

A =
αa

′
+ 2c

2γ
, γ =

√
α2

4
− ω2, a

′
= max{|a− d|, |b− d|}.

Theorem 2. If α > 2ω, αa−2c
α−2γ > a+b

2 , a+b
2 < d∗ < αa−2c

α−2γ then for any

initial conditions (5) and any smooth function z0(t), satisfying (2), there exists
open subset D ⊂ R such that for any choosen ”safe distance” parameter d ∈ D
in the equaitons (3), the following bounds hold

I ≥ (d−D∗) > 0, S ≤ d+D∗.

The proof of both theorems is based on the analysis of the chain of equations
for xk = rk − d, k > 0

x
′′

k(t) + αx
′

k(t) + ω2xk(t) = ω2xk−1(t), k = 1, 2, ...

where

xk(0) = 0, x
′

k(0) = 0, x0(t) =
1

ω2
(z

′′

0 (t) + αz
′

0(t))

Density and currents Let n(t, I) be the number of units on the interval
I ⊂ R at time t and n(T, x) be the number of units passing the point x in the
time interval (0, T ). Then the density and the current through some point x
are defined as follows (|I| is the length of I)

µ(t) = lim
|I|→∞

n(t, I)

|I|

J(x) = lim
T→∞

n(T, x)

T

if these limits exist. For fixed N define also mean length of the chain of cars
0, 1, ..., N

LN (t) =
z0(t)− zN (t)

N
.
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Theorem 3. Under the conditions of theorem 2 assume also that the initial
conditions are such that the following finite limits exist

lim
N→∞

LN (0) = L(0), lim
N→∞

L̇N (0) = L̇(0),

Then for any t there exist

lim
N→∞

LN (t) = L(t),

and moreover

L(t) = L(0) +
1

α
(1− e−αt)dL

dt
(0)

Note that if moreover dzk(0)
dt are uniformly bounded then dL

dt (0) = 0, that
is the mean length does not change with time.

Instability First reason for the instability is the absence of dissipation.

Theorem 4. Let α = 0, then for the initial conditions (4) for k > 0 and
for z0(t) = tv + sinω′t, v > 0, ω′ 6= 0 and k > 2 we have

inf
t>0

rk(t) = −∞

It is sufficiently easy to explain by the resonance effect: x1(t) is the harmonic
movement with frequencies ω, ω′, and the proper frequency of x2 is ω.

Assume again (4). We will prove instability (even for rather simple be-
haviour of the leading unit z0(t)) when k and t tend simultaneously to ∞ so
that t = µk, k →∞ for some constant µ > 0. The following theorem consists
of two parts: the first one exhibits the possible zero density, the second one
exhibits the possibility of collisions.

Theorem 5. Let dz0
dt (t) = v for all t > 0. Then

1. for any α > 0 there exists ω > 0 and constants q+ > 1, µ+ > 0, c+ > 0,
so that for any d > 0

rk(t) ∼ c+√
k
qk+

as t = µ+k, k →∞;
2. for any α > 0 there exists ω > 0 and constants q− > 1, µ− > 0, c− < 0,

so that for any d > 0

rk(t) ∼ c−√
k
qk−

as t = µ−k, k →∞.
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3. Transport in networks without control

Transportation without control means that any unit moves with its own
velocity and does not know anything about the movement of other units. In
other words the functions zk(t) are fixed. We will consider only the case when

zk(t) = ck + vkt

for some constants vk > 0 and

... < ck−1 < ck = zk(0) < ...

The transportation network is defined to be safe if at any time moment t the
distance between any two units is greater or equal to some fixed number d > 0
called safety distance. It is clear that for the safe network all vk should be equal
to some v > 0, their joint constant velocity. It is also clear that µ(t) ≥ d−1

and this density is attained in the case when

zi(t) = zi(0) + vt, zi−1(0)− zi(0) = d =⇒ zi−1(t)− zi(t) = d

It is easy to see that in our case at time t any density µ(t) is admissible iff

µ(t) ≤ d−1

The network (of roads) is defined here as the one-dimensional topological
space, which is the disjoint union of some number of real lines (roads) k =
1, ...,M ≤ ∞ with coordinates zk. It is assumed that any pair of real lines
has finite number of identified points (crosses). Consider the graph G, which
vertices are these identified points (intersections of the real lines) and the edges
are all segments of the roads in-between the vertices. That is we delete all
infinite intervals of the roads. The metrics is defined as usual: the distance
ρ(xk, xl) between two points xk and xl on the network is the minimal length
of paths between these two points.

On any road k the transportation units are labeled as (k, i), where k is the
road along which it moves and i is its order on this road. Here the sequences
are assumed to be infinite to both sides

... < zk,i(t) < zk,i−1(t) < ...

and we again consider networks where the velocities and safe distance are the
same for all roads

Proposition 1. 1. Assume there are M <∞ roads with only one common
cross. In this case the graph G consists of one vertex only. Then at time t any
density µ(t) is admissible iff

µ(t) ≤ (Md)−1 (6)
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2. Assume there are M roads and let L be maximal multiplicity of their
intersections. Assume also that the graph G has no cycles. Then at time t any
density µ(t) is admissible iff

µ(t) ≤ (Ld)−1

3. Consider 4 roads A,B,C,D with 4 different crosses 1 = A ∩ B, 2 =
B ∩C, 3 = C ∩D, 4 = D∩A, Then the graph G is a quadruple and has 4 edges
12, 23, 34, 41. Then the admissible densities are

µ(t) ≤ 3

8
(d)−1

Note that if the number of cycles grows then the coefficient in front of d−1

decreases very quickly. It would be interesting to calculate it explicitely.
There is another reason showing that such transportation network is not

only of small density but also is strongly unstable. Namely, consider the case
when each road k = 1, ...,M has its own safe distance dk and its own velocity
vk, Thus

zk,i(t) = zk,i(0) + vkt, zk,i−1(0)− zk,i(0) = dk =⇒ zk,i−1(t)− zk,i(t) = dk

Then the corresponding currents are Jk = vkd
−1
k . The following proposition

shows extreme instability of the simplest network.

Proposition 2. Consider two roads with one cross. Call the transportation
stable if distances between any two units are greater or equal to some D0 > 0
uniformly in t. Then:

If J1
J2

is not rational, then such transportation cannot be stable.

If J1
J2

= n1

n2
for some integers n1, n2 such that (n1, n2) = 1. Then stable

transportation exists iff
n1
d1

+
n2
d2

<
1

D0

Remark 1. (Control types)
To avoid instability of Proposition 2 some control is necessary. There are

two possibilities for the control. The first one we considered in section 2 - local
internal control, that is depending only on distances between cars. Second type
is the control which forces velocities of cars to change in certain points of the
network. The mostly used such control is the organization of traffic lights where
the cars should stand still for some time. Other control types are also known,
see [1, 4, 5, 6, 7, 8], and it could be interesting to find general classification of
control types.
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Abstract

We review the queueing system with one service device and a queue
with an unlimited number of waiting seats with server vacations. By us-
ing method of asymptotic analysis under large load, we found asymptotic
distribution of probabilities of a number of customers in the system. It
is shown that this probability distribution can be approximated by ex-
ponential distribution.

Keywords: queueing system with server vacations, asymptotic analysis,
exponential distribution

1. Introduction

Single-line queueing systems with server vacations are mathematical models
of telecommunication systems, which are pretty common in practice [1]. In real
systems ”vacations” are considered as a temporal suspension of service either
for device other applications or for its breakdown or repair [2].

2. Mathematical Model

Let’s review the queueing system with one service device and a queue with
an unlimited number of waiting seats [3]. The system receives Poisson process
of requests with intensity λ. Device operation mode consists of two consecutive
intervals. During first interval’s customers are handled at the device for random
time, distributed by exponential law with parameter µ. If there are no requests
in the queue at the beginning of this interval or if the device has handled all
customers that were in the queue at that interval of time, then device is still
operating in the same mode, waiting for requests. When this interval ends, the
server goes on a vacation. During vacations, all requests that came into system
are gathered in the queue and are waiting for device to return to operating
mode.

Durations of these intervals are random and determined by distribution
functions T1(x) and T2(x) respectively. We will review systems with customers
priority service [4].

Let’s denote:
i(t) is number of customers in the system at the time t.
k(t) is device mode: 1 – device is on the service, 2 – device is on vacations.
z(t) is remaining time of device staying in corresponding mode.
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3. Kolmogorov Equations

Let’s review three-dimensional Markov process {i(t), k(t), z(t)} and for dis-
tribution of probabilities

Pk(i, z, t) = P{i(t) = i, k(t) = k, z(t) < z}

Let is set up the direct system of Kolmogorov’s differential equations. We
will assume that system operates in stationary mode:


∂P1(i,z)

∂z − ∂P1(i,0)
∂z +

(P1(i− 1, z)− P1(i, z))λ+ (P1(i+ 1, z)− P1(i, z))µ+ ∂P2(i,0)
∂z T1(z) = 0,

∂P2(i,z)
∂z − ∂P2(i,0)

∂z +

λ (P2(i− 1, z)− P2(i, z)) + ∂P1(i,0)
∂z T2(z) = 0.

Let’s introduce partial characteristic functions Hk(u, z) =
∞∑
i=0

ejuiPk(i, z), for

which we will rewrite the direct system of Kolmogorov’s differential equations
in this form:

∂H1(u,z)
∂z − ∂H1(u,0)

∂z +
(
λ
(
eju − 1

)
+ µ

(
e−ju − 1

))
H1(u, z)+

+∂H2(u,0)
∂z T1(z) +

(
1− e−ju

)
µP1(0, z) = 0,

∂H2(u,z)
∂z − ∂H2(u,0)

∂z + λH2(u, z)
(
eju − 1

)
+ ∂H1(u,0)

∂z T2(z) = 0.

(1)

P1(0, z) is probability of situation where device stays in the service mode,
and there are no customers in the system.

We will solve system (1) by using method of asymptotic analysis in condi-
tions of large system load [5]–[7].

4. Method of Asymptotic Analysis

Let’s denote:

λ = (1 – ε)Sµ, u = εw,

Hk(u, z) = Fk(w, z, ε), P1(0, z) = επ1(z, ε) (2)

S is the system’s load. Its value will be found below. Then we will rewrite
system (1) in this form:

∂F1(w,z,ε)
∂z − ∂F1(w,0,ε)

∂z +
+
(
(1− ε)Sµ

(
ejεw − 1

)
+ µ

(
e−jεw − 1

))
F1(w, z, ε)+

+
(
1− e−jεw

)
µεπ1(z, ε) + ∂F2(w,0,ε)

∂z T1(z) = 0,
∂F2(w,z,ε)

∂z − ∂F2(w,0,ε)
∂z +

+ (1− ε)SµF2(w, z, ε)
(
ejεw − 1

)
+ ∂F1(w,0,ε)

∂z T2(z) = 0.

(3)
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Theorem 1. The limit value for ε→ 0 Fk(w) = Fk(w, ∞) solutions
Fk(w, z, ε) of the system (3) has the form

Fk(w, z) = Rk(z)Φ(w),

where

R1 = S, R2 = 1− S, S =
T1

(T1 + T2)
,

and asymptotic characteristic function Φ(w) is defined by

Φ(w) =
S

S − jw {S + ∆}
,

the value of ∆ is

∆ = −R1R2µ
T1T2
T1 + T2

+R2
1R2µ

T
(2)
2

2T2
+R2

2R1µ
T

(2)
1

2T1
, (4)

where
∞∫
0

(1− Tk(x))dx = Tk is the average time of staying in the corresponding

mode. T
(2)
k is the second initial moment of the time of device’s staying in mode

k.
Prelimit characteristic function H(u) the number of customers i(t) can be

written as

H(u) =
d

d− ju
,

where

d =
S

S + ∆
. (5)

I.e in the form of the characteristic function of exponential distribution the
parameter d.

Proof. We perform the proof by three stages.
Stage 1. By tending ε to zero ε→ 0 in (3) we will obtain:{

∂F1(w,z)
∂z − ∂F1(w,0)

∂z + ∂F2(w,0)
∂z T1(z) = 0,

∂F2(w,z)
∂z − ∂F2(w,0)

∂z + ∂F1(w,0)
∂z T2(z) = 0.

We will seek solution for this system in this form

Fk(w, z) = Rk(z)Φ(w).

We will obtain following system, solution for which we will write down in this
form:
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R1(z) =

z∫
0

(R′1(0)−R′2(0)T1(x))dx,

R2(z) =
z∫
0

(R′2(0)−R′1(0)T2(x))dx.

{R1(z), R2(z)} is a two-dimensional distribution of device mode and value of
remaining time of device staying in that mode.

By tending z to infinity z →∞, considering that T (∞) = 1, we will obtain:
R1(∞) =

∞∫
0

(R′1(0)−R′2(0)T1(x))dx,

R2(∞) =
∞∫
0

(R′2(0)−R′1(0)T2(x))dx.

For improper integral to be convergent it is necessary that the following
condition is met R′1(0)−R′2(0)T1(∞) = 0, then we will obtain

R′1(0) = R′2(0) = R′(0).

We have

Rk(z) = R′(0)

z∫
0

(1− Tk(x))dx.

Let’s denote
∞∫
0

(1− Tk(x))dx = Tk as the average time of staying in the

corresponding mode.
Then we will obtain

R′(0) =
1

(T1 + T2)
.

Then 
R1(∞) = 1

T1+T2

∞∫
0

(1− T1(x))dx = T1

T1+T2
,

R2(∞) =
∞∫
0

(R′2(0)−R′1(0)T2(x))dx = T2

T1+T2
.

Stage 2. We will substitute the following expansion in the system (3).

Fk(w, z, ε) = Φ(w) {Rk(z) + jεwfk(z)}+O(ε2). (6)

We will expand the exponent in a row and after simple transformations we will
obtain

{
jεw (f ′1(z)− f ′1(0) + f ′2(0)T1(z)) + jwε (S − 1)µR1(z) +O(ε2) = 0,
jεw (f ′2(z)− f ′2(0) + f ′1(0)T2(z)) + jεwSµR2(z) +O(ε2) = 0.
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By dividing both equations by ε and be tending ε to zero ε → 0, we will
obtain: 

f1(z) =
z∫
0

{f ′1(0)− f ′2(0)T1(x) +R1(x)µ(1− S)} dx,

f2(z) =
z∫
0

{f ′2(0)− f ′1(0)T2(x)− SµR2(x)}dx.

Let’s find f1(∞), f2(∞)
f1(∞) =

z∫
0

{f ′1(0)− f ′2(0)T1(x) +R1(x)µ(1− S)} dx,

f2(∞) =
z∫
0

{f ′2(0)− f ′1(0)T2(x)− SµR2(x)}dx.

It is necessary that the following is true{
f ′1(0)− f ′2(0)T1(∞) +R1(∞)µ(1− S) = 0,
f ′2(0)− f ′1(0)T2(∞)− SµR2(∞) = 0.

Let’s denote
R1 = R1(∞), R2 = R2(∞),

and we will obtain:
R1 = S, R2 = 1− S.

From the other side

f ′1(0)− f ′2(0) = Sµ(S − 1) = µR1(R1 − 1) (7)

Let’s write down:
f1(∞) = f ′2(0)

∞∫
0

(1− T1(x)) dx− µR2

∞∫
0

(R1 −R1(x)) dx,

f2(∞) = f ′1(0)
∞∫
0

(1− T2(x)) dx+ µR1

∞∫
0

(R2 −R2(x))dx.

Let’s denote

∆k =

∞∫
0

(Rk −Rk(x)) dx.

{
f1(∞) = f ′2(0)T1 − µR2∆1,
f2(∞) = f ′1(0)T2 + µR1∆2.

(8)

Stage 3. In the equation (3) let’s tend z to infinity z →∞.
−∂F1(w,0,ε)

∂z +
(
(1− ε)Sµ

(
ejεw − 1

)
+ µ

(
e−jεw − 1

))
F1(w,∞, ε)+

+
(
1− e−jεw

)
µεπ1(∞, ε) + ∂F2(w,0,ε)

∂z T1(∞) = 0,

−∂F2(w,0,ε)
∂z +

+ (1− ε)SµF2(w,∞, ε)
(
ejεw − 1

)
+ ∂F1(w,0,ε)

∂z T2(∞) = 0.
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Let’s sum the equations of the last system(
(1− ε)Sµ

(
ejεw − 1

)
+ µ

(
e−jεw − 1

))
F1(w,∞, ε)+

+ (1− ε)Sµ
(
ejεw − 1

)
F2(w,∞, ε) +

(
1− e−jεw

)
µεπ1(∞, ε) = 0.

We will substitute expansions (6) in the equality which we got from above. By
dividing both parts of the equations by ε2 and by tending ε2 to zero ε→ 0 we
will obtain:

[jwSµ− Sµ+ jw (S − 1)µf1(∞) + jwSµf2(∞)] Φ(w)+

+µπ1(∞) = 0.

Let’s assume that w = 0 and considering that Φ(0) = 1, we will obtain:

π1 = S, π1 = lim
ε→0

π1(ε2).

Then

Φ(w) =
S

S − jw {S + (S − 1) f1(∞) + Sf2(∞)}
.

Let’s review the expression in the denominator separately

(S − 1) f1(∞) + Sf2(∞).

Considering (7)–(8) we will obtain and denote the following

(S − 1) f1(∞) + Sf2(∞) = R1f2(∞)−R2f1(∞) = R1f
′
1(0)T2 +R2

1µ∆2−

−R2f
′
2(0)T1 +R2

2µ∆1 =

= −R1R2µ
T1T2
T1 + T2

+R2
1R2µ

T
(2)
2

2T2
+R2

2R1µ
T

(2)
1

2T1
= ∆.

Here

∆k =

∞∫
0

(Rk −Rk(x)) dx = Rk
T

(2)
k

2Tk
,

where T
(2)
k is the second initial moment of the time of device’s staying in mode

k. Rk(z) is written down in this form:

Rk(z) =
Tk

T1 + T2

 1

Tk

z∫
0

(1− Tk(x)) dx

 .

Then

Φ(w) =
S

S − jw {S + ∆}
,

269



where ∆ is determined by equation (4). I.e. the function Φ(w) is a characteristic
function of the exponentially distributed random variable.

Let’s denote

d =
S

S + ∆
.

By making backward substitutions, we will tend z to infinity and ε to zero,
z → ∞, ε → 0, and we’ll get the characteristic function of a number of cus-
tomers in the system

H(u) =
∑
k

F (w, ε) =
∑
k

Φ(w)Rk(∞) + o(ε) =
d

d− ju
.

�

5. Conclusions
In this work we have researched mathematical model of the system with

server vacations. By using method of asymptotic analysis under large load, we
have found asymptotic distribution of probabilities of values of a number of
customers in the system. It is shown that this distribution is exponential with
the parameter determined by the equality (5).
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Abstract
We consider the QS with repeated service requests. Using the method of

asymptotic analysis to obtain expressions for the characteristic functions of the
number of repeated requests to each system.
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Аннотация

Рассматриваются СМО с повторным обслуживанием заявок. С
помощью метода асимптотического анализа получены выражения
для характеристических функций числа повторных обращений в каж-
дую систему.

Ключевые слова: система массового обслуживания; поток повтор-
ных обращений; метод асимптотического анализа.

1. Введение

В настоящее время внимание к теории массового обслуживания в значи-
тельной степени стимулируется необходимостью применения ее результа-
тов для важных практических задач, возникающих в связи с бурным раз-
витием систем коммуникаций, возникновением информационно-вычисли-
тельных систем, созданием автоматизированных систем управления, для
задач экономико-математического моделирования.

СМО с неограниченным числом обслуживающих приборов являются
математическими моделями вычислительных, информационных системы
и различных социально-экономических систем [1, 2, 4].
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Основными методами исследования СМО с неограниченным числом
приборов, как правило, являются метод вложенных цепей Маркова и ме-
тод дополнительной переменной. В последнее время также развиваются
матрично-аналитические методы. В случаях, когда не удается найти ха-
рактеристики системы в явном виде, применяют асимптотические мето-
ды [3].

В настоящей работе , помощью метода асимптотического анализа, при-
водится исследование потока повторных обращений за время t в системы
M |M |∞, MMPP |M |∞ и GI|M |∞.

2. Постановка задачи
Рассмотрим системы массового обслуживания с неограниченным чис-

лом обслуживающих устройств, в качестве моделей входящих потоков взя-
ты пуассоновский поток (М), марковский модулированный поток (MMPP)
и рекуррентный поток (GI). Продолжительность обслуживания заявки яв-
ляется случайной величиной и имеет экспоненциальное распределение с
параметром µ. Поступившая заявка занимает любой из свободных при-
боров, завершив обслуживание на котором, с вероятностью 1-r покидает
систему или с вероятностью r возвращается для повторного обслуживания.
Ставится задача исследования потока заявок, обратившхся в рассматрива-
емые системы за время t, для повторного обслуживания.

3. Поток повторных обращений в системе M |M |∞ с
повторным обслуживанием

Рассмотривается система массового обслуживания с неограниченным
числом приборов, на вход которой поступает простейший поток заявок
с интенсивностью λ. Обозначим i(t) - число занятых приборов в момент
времени t, n(t) - число заявок, обратившихся в систему за время t для по-
вторного обслуживания, тогда двумерный поток {i(t), n(t)} является мар-
ковским.

Для распределений вероятностей P (i, n, t) = P{i(t) = i, n(t) = n} запи-
шем систему дифференциальных уравнений Колмогорова для характери-
стических функций

∂H(u,w, t)

∂t
= λ(eju−1)H(u,w, t)+jµ(1−rejw−(1−r)e−ju)

∂H(u,w, t)

∂u
. (1)

Полученное уравнение позволяет определить основные вероятностные
характеристики рассматриваемой системы, в том числе и для потока по-
вторных обращений в систему.

Проведем исследование потока повторных обращений в систему за вре-
мя t, с помощью метода асимптотического анализа в условии растущего
времени обслуживания.

Обозначим
µ = ε, u = εy,H(u,w, t) = F (y, w, t, ε),
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тогда перепишем (1) в виде

∂F (y, w, t, ε)

∂t
= j(1− rejw − (1− r)e−jεy)

∂F (y, w, t, ε)

∂y
+

+λ(ejεy − 1)F (y, w, t, ε). (2)

Теорема 1. Предельное, при ε→ 0, значение функции F (y, w, t) реше-
ния F (y, w, t, ε) уравнения (2) имеет вид

F (y, w, t) = exp

{
λrt(ejw − 1)

1− r
+

jλy

1− r

}
. (3)

Доказательство. Выполняя в уравнении (2) предельный переход при ε→
0 , получаем дифференциальное уравнение первого порядка

∂F (y, w, t, ε)

∂t
= jr(1− ejw)

∂F (y, w, t, ε)

∂y
. (4)

Общее решение полученного уравнения имеет вид

F (y, w, t) = ϕ

(
t+

jy

r(ejw − 1)

)
,

где ϕ(y) некоторая функция вид которой определим, используя начальное
условие.

Рассмотри функцию F (y, w, t) в нулевой момент времени, очевидно, что
данная функция не будет зависеть от w, то начальное условие имеет вид

F (y, w, 0) = Φ(y), (5)

где Φ(y) асимптотическое приближение характеристической функции рас-
пределения числа занятых приборов в системе в условии растущего вре-
мени обслуживания заявок

Φ(y) = exp

{
jλy

1− r

}
.

Таким образом, решение уравнения (2), удовлетворяющее начальному
условию (5), имеет вид

F (y, w, t) = exp

{
λrt(ejw − 1)

1− r
+

jλy

1− r

}
.

которое совпадает с равенством (3).
Теорема доказана.

�
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Полагая в (3) y = 0, имеем асимптотическое приближение характе-
ристической функции числа повторных обращений, в условии растущего
времени обслуживания заявок

h(w, t) = exp

{
λrt(ejw − 1)

1− r

}
.

4. Поток повторных обращений в системе MMPP |M |∞ с
повторным обслуживанием

Рассмотривается система массового обслуживания с неограниченным
числом приборов, на вход которой поступает марковский модулированный
поток (ММРР), управляемый цепью Маркова k(t) с конечным числом со-
стояний, k(t) = 1, 2, . . . , K, заданной матрицей инфинитезимальных ха-
рактеристик Q, i, j = 1, 2, . . . , K и матрицей условных интенсивностей
Λ.

Обозначим i(t) - число занятых приборов в момент времени t, n(t) -
число заявок, обратившихся в систему за время t для повторного обслу-
живания, k(t) - состояние управляющей цепи Маркова, тогда трехмерный
процесс {k(t), i(t), n(t)} является марковским.

Для распределений вероятностей P (k, i, n, t) = P{k(t) = k, i(t) = i, n(t) =
n} запишем систему дифференциальных уравнений Колмогорова для ча-
стичных характеристических функций в матричном виде

∂H(u,w, t)

∂t
+ jµ(rejw − 1 + (1− r)e−ju)

∂H(u,w, t)

∂u
=

= H(u,w, t)[(eju − 1)Λ + Q], (6)

где
H(u,w, t) = [H(1, u, w, t), H(2, u, w, t), ...,H(K,u,w, t)],

Λ =


Λ1 0 · · · 0
0 Λ2 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · ΛK

 ,

Q =


q11 q12 · · · q1K
q21 q22 · · · q2K
...

...
. . .

...
qK1 qK2 · · · qKK

.

Найдем асимптотическую характеристическую функцию числа повтор-
ных обращений в системе MMPP |M |∞ за время t в условии растущего
времени.

Обозначим
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µ = ε, u = εy,H(u,w, t) = F(y, w, t, ε), (7)

Перепишем (6) с учетом введенных обозначений

∂F(y, w, t, ε)

∂t
+ j(rejw − 1 + (1− r)e−jyε)∂F(y, w, t, ε)

∂y
=

= F(y, w, t, ε)[(ejyε − 1)Λ + Q]. (8)

Теорема 2. Сумма компонентов предельного, при ε → 0, значение
вектор-функции F(y, w, t) решения F(y, w, t, ε) уравнения (8) имеет вид

F(y, w, t)E = exp

{
λrt(ejw − 1)

1− r
+

jλy

1− r

}
, (9)

где величина λ определяется выражением

λ = RΛE.

Доказательство. Суммируя все уравнения системы (8) и выполняя пре-
дельный переход при ε → 0, получим уравнение в частных производных
первого порядка

∂F(y, w, t)

∂t
E + jr(ejw − 1)

∂F(y, w, t)

∂y
E = 0,

решение которого имеет вид

F(y, w, t)E = ϕ

(
t+

jy

r(ejw − 1)

)
,

где ϕ(y) некоторая функция.
Так как число обслуженных заявок за интервал нулевой длины с ве-

роятностью единица равно нулю, то начальное условие для определения
вида функции ϕ(y) имеет вид

F(y, w, 0)E = Φ(y),

где Φ(y) - асимптотическое приближение характеристической функции рас-
пределения числа занятых приборов в системе в условии растущего вре-
мени обслуживания заявок, вид которого получен в работе [5]

F(y, w, 0)E = exp

{
jyλ

1− r

}
. (10)

Таким образом, решение уравнения (8), удовлетворяющее начальному
условию (10) имеет вид
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F(y, w, t)E = exp

{
λrt(ejw − 1)

1− r
+

jλy

1− r

}
.

�

Полагая в (9) y = 0, имеем асимптотическое приближение характе-
ристической функции числа повторных обращений, в условии растущего
времени обслуживания заявок

h(w, t) = exp

{
λrt(ejw − 1)

1− r

}
.

5. Поток повторных обращений в системе GI|M |∞ с
повторным обслуживанием

Рассмотривается система массового обслуживания с неограниченным
числом обслуживающих приборов, на вход которой поступает рекуррент-
ный поток заявок с функцией распределения длин интервалов между мо-
ментами поступления заявок A(x). Обозначим i(t) - число занятых при-
боров в системе в момент времени t, n(t) - число заявок, обратившихся в
систему за время t для повторного обслуживания.

Так как полученный случайных процесс i(t), n(t) немарковкий, то мар-
ковизируем его, введя дополнительную переменную z(t), равную длине ин-
тервала от момента t до момента поступления следующей заявки. Тогда
трехмерный процесс z(t), i(t),m(t) будет марковским.

Обозначим распределение вероятностей значений полученного марков-
ского процесса P (z, i, n, t) = P{z(t) < z, i(t) = i, n(t) = n} , для которого
получаем систему дифференциальных уравнений Колмогорова для харак-
теристических функций числа повторных обращений в следующем виде

∂H(z, u, w, t)

∂t
=
∂H(z, u, w, t)

∂z
− jµ(rejw − 1 + (1− r)e−ju)

∂H(z, u, w, t)

∂u
+

+(ejuA(z)− 1)
∂H(0, u, w, t)

∂z
. (11)

Обозначим

µ = ε, u = εy,H(z, u, w, t) = F (z, y, w, t, ε),

тогда перепишем (11) в виде

∂F (z, u, w, t, ε)

∂t
=
∂F (z, u, w, t, ε)

∂z
−j(rejw−1+(1−r)e−jyε)∂F (z, u, w, t, ε)

∂y
+

+(ejyεA(z)− 1)
∂F (0, u, w, t, ε)

∂z
. (12)

276



Теорема 3. Предельное, при ε→ 0, значение функции F (y, w, t) реше-
ния F (y, w, t, ε) уравнения (12) имеет вид

F (y, w, t) = exp

{
λrt(ejw − 1)

1− r
+

jλy

1− r

}
, (13)

где
λ =

∂R(0)

∂z
,

R(z) - стационарное распределение вероятностей значений случайного
процесса z(t).

Доказательство. Выполняя в уравнении (12) предельный переход при ε→
0 , получаем, что F (z, y, w, t) является решением уравнения

∂F (z, u, w, t)

∂t
=
∂F (z, u, w, t)

∂z
−jr(ejw−1)

∂F (z, u, w, t)

∂y
+(A(z)−1)

∂F (0, u, w, t)

∂z
.

В полученном соотношении выполним предельный переход при z →∞,
получаем дифференциальное уравнение вида

∂F (z, u, w, t)

∂t
+ jr(ejw − 1)

∂F (z, u, w, t)

∂y
= 0,

решение которого имет вид

F (y, w, t) = ϕ

(
t+

jy

r(ejw − 1)

)
,

где ϕ(y) некоторая функция.
Для пределения вида функции ϕ(y) используем начальное условие

F (y, w, 0) = Φ(y), (14)

где Φ(y) - асимптотическое приближение характеристической функции чис-
ла занятых приборов в системе в момент времени t в условии растущего
времени обслуживания, вид которого был определен в работе [6]

Φ(y) = exp

{
jλy

1− r

}
.

Тогда частное решение уравнения (12), удовлетворяющее начальному
условию (14) имет вид

F (y, w, t) = exp

{
λrt(ejw − 1)

1− r
+

jλy

1− r

}
.

Теорема доказана.
�
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Полагая в (13) y = 0, имеем асимптотическое приближение характе-
ристической функции числа повторных обращений, в условии растущего
времени обслуживания заявок

h(w, t) = exp

{
λrt(ejw − 1)

1− r

}
.

6. Заключение

В настоящей работе рассмотрены математические модели системM |M |∞,
MMPP |M |∞ и GI|M |∞ с повторными обращениями, получено асимпто-
тическое приближение характеристических функций потока повторных об-
ращений в условии растущего времени обслуживания заявок для каждой
системы.
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Abstract

In this paper, exact and approximate approaches for studying queu-
ing models with state-dependent jump priorities are developed. Mod-
els with finite separate buffers for heterogeneous calls are investigated.
It is shown that the investigated models might be described by two-
dimensional Markov Chains. One of the main challenge in exact ap-
proach for the solution of appropriate system of balance equations for
state probabilities becomes big computation for large scale models. To
overcome the indicated difficulties an approximate approach based on
the state space merging algorithms is developed. This approach allows
constructing simple algorithms to calculate the quality of service metrics
of the examined models.

Keywords: queuing models, jump priority, Markov chains, space merg-
ing, numerical analysis

1. Introduction

Priorities are effective tools to solve the problems of quality of service (QoS)
provisioning of heterogeneous calls in queuing systems. By nature the priorities
can be broadly divided into two classes: static and dynamic. Static priorities
(relative or preemptive) are defined in advance and they do not change during
the whole system operation time [1]. In literature relative static priorities in
queuing systems with buffers sometimes are called HOL-priorities (Head-Of-
Line), .i.e. in static priorities call for service is chosen from the head of line
according to the highest priority. Dynamic priorities in turn are divided into
two classes: dynamical vs time and dynamical vs state. In dynamical versus
time priorities the priority of the calls can be changed according their waiting
times (or sojourn time) [2]. In dynamical versus state priorities (they sometimes
are called state-dependent priorities) calls can change priority according the
state of the system where the state is described by vector whose components
indicate the number of heterogeneous calls in the queue (or in the system) [3].

The drawback of static priorities is that when they are used in real systems
the delay of low priority calls is too large especially for the system with heavy

279



loads of high priority calls. Dynamic priorities allow avoiding the starvation of
low priority calls. Detailed review of priority schemas might be found in [4].

As a rule, classical priorities (static or dynamic) are used to determine type
of call from the buffer which must be send to channel for servicing. However,
some scientific and practical interest represents the priorities which are intro-
duced to change (either increase or decrease) the priorities of calls in buffer.
These changes are realized instantaneously so such kinds of priorities are called
jump priorities (JP).

The pioneer work on the analyzing dynamical vs time HOL-priorities with
priority jumps (HOL-JP) is [5]. In this paper dynamical vs time HOL-JP
was proposed where calls with low priority can jump to another buffer with
high priority after waiting some (deterministic) period of time in native buffer.
Formulas for calculation of the mean waiting time of the heterogeneous calls
were developed in [5].

Dynamical vs states HOL-JP in discrete-time queuing models were proposed
in [6-9]. In [5-9] queuing models with infinite buffers are investigated. So, they
have little applicability in the real communication networks. In particular, real
communication networks have finite buffer capacity. Secondly, investigated
HOL-JP is defined by state-independent probabilities. Therefore they cannot
be adapted for real situations according to the changes of loads of heterogeneous
calls.

Different approach to study queuing models with dynamical versus state
HOL-JP can be found in the papers [10-13] and in chapter 5 of the book [14]
where new type of randomized state-dependent JP for continuous-time queuing
systems with finite buffers was proposed. They make it possible to pass to from
the L-queue (queue for low priority calls, L-calls) into the H-queue (queue for
high priority calls, H-calls) only at the instants of arrival of the L-calls, but
the probability of such transitions depend only on the number of L-calls in
the system. In chapter 5 of the book [14] models with separate buffers which
jump priorities depending only on the number of H-calls in the system were
examined. In the indicated works [10-14] methods of calculation of main QoS
metrics of the investigated models are proposed. To the best of our knowledge,
models in which JP depends on the number of both types of calls in the system
are not examined. In this paper we investigate such kinds of models. Our
contribution consist of two parts; 1) we propose novel kind of state-dependent
jump priorities, and 2) both exact and approximate methods to calculate the
QoS metrics of queuing models with such kind of priorities are developed.

The rest of the paper is organized as follows. In section 2, model with
separate buffers is defined and state-dependent JP is introduced. In section
3, exact method of calculation its QoS metrics is developed. In section 4 an
approximate method to solving the same problem is developed. Conclusion
remarks are given in section 5.
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2. Jump Priorities in Model with Separate Buffer

In the single server queueing system two Poisson traffic of heterogeneous
calls have different arrival rate λi, i = 1, 2. We determined first type of calls
as high priority calls (H-calls) while second type of calls are treated as low
priority calls (L-calls). In general, H-calls have relative priority over L-calls
while channel is idle, namely in the case of absence of H-call in the buffer,
L-call can be served. If there isn’t any call in the buffer, then the channel
becomes free. Service intensity of the server is the same for both types of the
call where it is determined as µ obeying exponential distribution.

Consider the model with separate buffers, i.e. it is assumed that there are
two isolated buffers — H-buffer (for waiting H-calls) and L-buffer (for waiting
L-calls) with size of R1 and R2 (0 < Ri <∝, i = 1, 2) respectively.

Decision epochs coincide with the arrival moments of L-calls. In this model
state-dependent HOL-JP is defined as follows.

• High priority calls are always accepted to the H-buffer with probability 1
if there is a free place in this buffer. If the H-buffer is full then arriving
H-call is dropped with probability 1.
• If upon arrival of L-call the number of calls of this type equals i, i <
R2, and the number of H-call equals j, j < R1, then L-call joins the H-
buffer with probability αi(j) and in future it will be served as H-call; and
arriving L-call joins the L-buffer with probability 1− αi(j).
• If upon arrival of L-call the number of H-call equals R1, then L-call joins

the L-buffer if there is free place in this buffer; otherwise, arriving L-call
is dropped with probability 1.
• If upon arrival of L-call L-buffer is full and the number of H-call equals
j, j < R1, then L-call joins the H-buffer with probability αR2

(j); and
arriving L-call is dropped with probability 1− αR2

(j).
The problem is finding the QoS metrics for this model. The main QoS

metrics are the following: the stationary probability of losing the calls of the
i-th type, the mean number of the i-th type calls in the buffers and the mean
call transmission delay of the i-th type calls, i = 1, 2.

3. Exact Method

The state of the system is defined by 2-D vectors n = (n1, n2) where the first
component indicates the number of H-calls and the second one the number of L-
calls respectively. So, operation of this system is described by the 2-D Markov
Chain (2-D MC) with the following state space:

S = {n : ni = 0, 1, ..., Ri, i = 1, 2}. (1)

Transition intensity from state n ∈ S to state n ′ ∈ S are denoted by
q(n ,n ′). Then nonnegative elements of the generating matrix (Q-matrix) of
the given 2-D MC can be calculated as below:

281



q(n,n′) =



λ1 + λ2αn2(n1), if n1 < R1,n
′ = n + e1

λ2(1− αn2
(n1)), if n1 < R1, n2 < R2,n

′ = n + e2

λ2, if n1 = R1,n
′ = n + e2

µ, if n1 > 0,n′ = n− e1 or n1 = 0,n′ = n− e2

0, in other cases.

(2)

where e1 = (1, 0), e2 = (0, 1).
The stationary probability of state n ∈ S is denoted by p(n). Construc-

tion and solution of the corresponding system of balance equations (SBE) for
the given 2-D MC is the standard way for determining the stationary state
probabilities. It is constructed with regard to (2) and here is omitted.

After determining the state probabilities from SBE, one can establish its
QoS metrics. As indicated above, H-calls are lost if upon their arrivals H-buffer
is full. Hence, the loss probability for H-calls (CLP1) can be determined as
follows:

CLP1 =

R2∑
i=0

p(R1, i). (3)

Similarly, we conclude that the loss probability of L-calls (CLP2) is given
by

CLP2 = p(R1, R2) +

R1−1∑
i=0

p(i, R2)(1− αR2(i)). (4)

The mean numbers of the H-calls (L1) and L-calls (L2) in the queue are
determined as the expected values of appropriate discrete random variables:

L1 =

R1∑
i=1

i

R2∑
j=0

p(i, j); (5)

L2 =

R2∑
i=1

i

R1∑
j=0

p(j, i). (6)

Further, formulas (3)-(6) and modified Little’s formula can be used to eval-
uate the mean times of call transmission delay (CTDi) for the heterogeneous:

CTD1 =
L1

λ
(c)
1

, (7)
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CTD2 =
L1 + L2

λ
(c)
1 + λ

(c)
2

, (8)

where λ
(c)
1 and λ

(c)
2 are carried loads of H-calls and L-calls, respectively. These

parameters are calculated as follows:

λ
(c)
1 = λ1

1−
R2∑
j=0

p(R1, j)

+ λ2

R1−1∑
i=0

R2∑
j=0

p(i, j)αj(i),

λ
(c)
2 =

R1∑
i=0

R2−1∑
j=0

p(i, j) (1− αj(i)) .

By implementation of programming languages it is possible to solve the SBE
for the steady-state probabilities p(n),n ∈ S with a help of numerical methods
of the linear algebra. This method of calculation of QoS metrics is called the
exact (precise) method. In cases of small dimensions of state space (1) this
method is reasonable to calculate QoS metrics of the system. But for large
scale system it isn’t suitable. Therefore, we need to find out a more efficient
method to calculate the QoS metrics of the models with large dimensions of
buffers.

4. Approximate Method

Below we consider asymptotic analysis of the QoS metrics for large scale
models, i.e. when R1 and R2 take large values. The developed approximate
method has high accuracy for heavy traffic regime of H-calls. In other words,
below we consider asymptotic analysis of the large scale model with heavy loads
of H-calls, i.e. it is assumed that ν1 >> ν2 >> 1, where νi = λi/µ, i = 1, 2.
Note that this assumption make sence for the jump priorites for the L-calls in
the systems with heavy loads of H-calls.

Consider the following splitting of the state space (1):

S =

R2⋃
i=0

Si, Si
⋂
Sj = Ø, i 6= j, (9)

where Si = {n ∈ S : n2 = i}, i = 0, 1, 2, ..., R2.
We notice that the assumption made about the relation of the loads of the

heterogeneous calls enables one to satisfy the condition for correct use of the
algorithms of state space merging of the 2-D MC (see [3, Appendix]): transition
intensities within classes Si, i = 0, 1, ..., R2, are essentially higher than those
between states of different classes. The classes of microstates Si are united into
individual merged states < i >, and in the original state space S the following
merge function is defined:

U(n) =< i >, if n ∈ Si. (10)

283



The function (10) defines a merged model with the state space Ω = {< i >:
i = 0, 1, ..., R2}. Let us consider the problem of calculation of state probabilities
inside the splitting models. The stationary probability of the state (k, i) in the
split model with the state space Si is denoted by ρi(k), i = 0, 1, ..., R2, k =
0, 1, ..., R1.

Each split model with state space Si. is a 1-D birth and death process with
the parameters that are calculated as follows:

qi(k1, k2) =


λ1 + λ2αi(k1), if k2 = k1 + 1

µ, if k2 = k1 − 1

0, otherwise.

(11)

Consequently, we have

ρi(k) =
k−1∏
j=0

(ν1 + ν2αi(j))ρi(0), k = 1, ..., R1, (12)

where ρi(0) =
(

1 +
∑R1

k=1

∏k−1
j=0 (ν1 + ν2αi(j))

)−1
.

The elements of the Q-matrix of the merged model are denoted by q(< k >
,< k′ >), < k >,< k′ >∈ Ω. According to the algorithm of state space merging
of the 2-D MC (see [3, Appendix]) these elements are given by

q(< k >,< k′ >) =
∑

n∈S,n′∈Sk′

q(n,n′)ρn1
(n2). (13)

So, by using (2), (12) and (13) after some mathematical transformations
the following formulae are obtained

qi(< k >,< k′ >) =


λ2

(
ρk(R1) +

∑R1−1
i=0 (1− αk(i)

)
, if k′ = k + 1

µρk(0), if k′ = k − 1

0, otherwise.

(14)

From (14) we can calculate the probabilities of the merged states π(< k >
), < k >∈ Ω as follows:

π(< k >) = νk2

k−1∏
j=0

Λjπ(< 0 >), k = 1, 2, ..., R2, (15)

where π(< 0 >) =
(

1 +
∑R2

k=1 ν
k
2

∏k−1
j=0 Λj

)−1
,Λj =

ρj(R1)+
∑R1−1

i=0 (1−αj(i))ρj(i)

ρj+1(0)
, j =

0, 1, 2, ..., R2 − 1.
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The state probabilities of the initial 2-D MC are determined approximately
as follows:

p(i, j) ≈ ρj(i)π(< j >). (16)

By taking into account (16), (12) and (15) we can calculate approximate
values of state probabilities of initial 2-D MC, and omitting the intermediate
mathematical calculations the following approximate formulae to calculate the
QoS metrics (3)-(6) are obtained:

CLP1 ≈
R2∑
i=0

ρi(R1)π(< i >). (17)

CLP2 ≈ π(< R2 >)

(
ρR2

(R1) +

R1−1∑
i=0

ρR2
(i)(1− αR2

(i))

)
. (18)

L1 ≈
R1∑
i=1

i

R2∑
k=0

ρk(i)π(< k > . (19)

L2 ≈
R2∑
k=1

kπ(< k >). (20)

The approximate value of QoS metrics CTDi (see (7), (8)) are determined
from (17)-(20) after the calculation of the parameters CLPi and Li, i = 1, 2.
Here it should be mention that, approximate values of the carried loads of
H-calls and L-calls are calculated according to the formula (16).

The developed approximate formulas allow one to carry out an authentic
analysis of QoS metrics over any range of change of values of loading parame-
ters of the heterogeneous traffic and also at any buffers sizes. Another goal of
performing numerical experiments was the estimation of the proposed approx-
imate formulas accuracy. In order to be short, here the appropriate results are
omitted. Let us only note that accuracy of the proposed approximate formulas
is acceptable for engineering practice. The bigger the ratio of loads of H-calls
to L-calls, the higher the accuracy of approximate value of QoS metrics.

5. Conclusion

This paper proposed a new class of state-dependent JP in queueing systems
with finite separate buffers for heterogeneous calls. An exact and approximate
approaches for calculating the QoS metrics of heterogeneous calls in such sys-
tems are developed. They might be used to investigate the models of queueing
systems with finite common buffer for heterogeneous calls as well. The impor-
tant advantage of approximate approach lies in the use of explicit formulae to
calculate the QoS metrics, which enables our approach to be used for models
of any dimension. In addition, it is possible to use the proposed formulae to
find the optimal (in given sense) values of jump priorities. Latest problems are
important especially for the threshold-based non-randomized JP-schemas and
they are a subject for further study.
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Abstract
Seeing that GPS fails to function inside a building, indoor positioning system

(IPS) has recently gained much attention in the field of rescue, medical application,
public facilities, emerging indoor location based services, etc. This study proposes a
novel strategy based on wireless sensor network (WSN) to achieve high positioning
accuracy for moving entities. Firstly, radial basis function network (RBFN) model for
indoor location estimation is constructed in an unknown environment. Secondly, owing
to the shortcoming of locating instant received signal strength (RSS), we introduce the
benefits of using the average RSS to reduce noise interference and exclude transient
APs. In addition, we integrate Zigbee hardware to realize a set of convenient wireless
IPS with comparatively low cost. Finally, in order to reach an optimal accuracy, we
adopt multiple similar networks within the same environment. Experiments in this
study have demonstrated effective enhancement of existing IPS accuracy with the
average error as little as 2.8 meters 100% when compared with other approaches. The
Russian side has been carried out testing of this approach for the development of
bilateral cooperation in the framework of joint research initiative of the University of
Chung Hua and creative team based on ICS RAS.
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Аннотация
В связи с тем, что GPS невозможно применять внутри зданий,

в последнее время система навигации в помещениях (IPS) стала по-
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лучать больше внимания во многих сферах жизни человека. Данная
научная работа предлагает новую стратегию, основанную на сети бес-
проводных датчиков (WSN) для достижения высокой точности по-
зиционирования для подвижных объектов. В первую очередь, была
смоделирована сеть радиально базисных функций для приближен-
ной оценки местоположения в неизвестном помещении. Затем, из-за
недостатка нахождения силы мгновенно полученного сигнала (RSS),
мы представляем достоинства среднего RSS для снижения шумов и
исключения временных APs. В дополнение, мы использовали Zigbee
для реализации беспроводной IPS со сравнительно малой ценой. В
заключение, с целью достижения оптимальной точности, мы при-
способили несколько одинаковых сетей внутри одной окружающей
среды. Эксперименты продемонстрировали эффективное улучшение
существующей точности IPS со средней ошибкой 2.8 метра по сравне-
нию с другими подходами. В свою очередь, с российской стороны бы-
ла произведена апробация указанного подхода в интересах развития
двухстороннего сотрудничества в рамках совместных инициативных
исследований Университета Чунг Хуа и творческого коллектива на
базе ИПУ РАН.
Ключевые слова: навигация в помещении, сеть беспроводных дат-
чиков, сеть радиально-базисных функций, ZigBee, IPS, WSN

1. Введение

Сравнительно недавно стали активно изучаться применения сетей бес-
проводных датчиков (WSN). WSN это тип технологии беспроводной ком-
муникации для сбора информации об окружающем мире в сети, состав-
ленной из большого количества беспроводных датчиков с низким энерго-
потреблением и стоимостью, использующих самоорганизующуюся связь.
Такой подход может быть применен в различных областях, таких как: ме-
дицина, военное дело, контроль промышленных объектов, умные дома и
так далее. Так или иначе, среди и помимо многочисленных применений се-
ти беспроводных сенсоров, исследование проблемы позиционирования ста-
новится актуальным, поскольку сенсоры должны прежде всего определить
собственное местоположение. Больше внимания было уделено IPS автоном-
ного робота несколько лет назад. Автономного робота можно использовать
для исследования, поиска, картирования и спасательных работ (например,
на месте катастрофы в Фукусиме в 2011 году) в неизвестном помещении
без использования человеческого вмешательства с неопределенной опасно-
стью. Наиболее известной технологией позиционирования вне помещений
является GPS; при этом позиционируемый объект должен находится в пря-
мой зоне видимости спутников. При позиционировании в помещениях с по-
мощью WSN технологии несколько сенсоров устанавливаются в известных
позициях для нахождения позиций принимающих узлов. Существуют два
популярных метода для идентификации по радиочастоте (RFID): позицио-
нирование на интервальное и неинтервальное позиционирование. RFID это
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пассивное устройство, применяемое, в основном, для позиционирования на
коротких дистанциях, при этом требуется, чтобы робот имел дополнитель-
ные встроенные сенсоры и был близко к цели (с меткой). Bluetooth очень
похож на RFID в плане обслуживания малых областей. ZigBee обеспечи-
вает позиционирование на средних расстояниях, потребляя мало энергии,
имея небольшую стоимость малую сложность и хорошую масштабируе-
мость. В наши дни многие технологии позиционирования включены в бес-
проводные сети включающие время прихода (TOA), разницу во времени
прихода (TDOA), угол прихода (AOA), DOA и «мощность полученного
сигнала» (RSS). Так как система позиционирования основана на стандар-
те IEEE 802.11, то требуется больше электричества, и это не оптимальное
решение для долгосрочного отслеживания, например, логистики или тех-
нологии умного дома. Кроме того на точность позиционирования влияет
количество принимающих узлов, что может очень много стоить. Данная
работа направлена на создание системы IPS робота с определенной точ-
ностью. Основной упор делается на использование сети ZigBee с низким
энергопотреблением и хорошей масштабируемостью, а так же на техни-
ки измерения RSS, в которых набор измеренных мощностей беспроводно-
го сигнала дополняется собственной способностью чипа с использованием
RBFN сети для RSS позиционирования. Как показывают эксперименты,
средняя ошибка позиционирования составляет 1.47 метра, которая дости-
гается, когда приближение оценка местоположения выполняется на основе
нескольких RBFN, и общая средняя ошибка оказывается в пределах 2.8
метров.

Структура данной работы выглядит следующим образом. Соответству-
ющие теоретические сведения приведены в разделе 2.3. В разделе 3 дается
ссылка на результаты экспериментов и сравнительный анализ, а заключе-
ние находится в разделе 4. Доклад основан на работе [1].

2. Подготовительные мероприятия
2.1. Технологии позиционирования. Наиболее часто используемые

IPS являются инфра-красными (IR), ультразвуковыми или использующи-
ми беспроводные локальные сети (WLAN). Сравнение показано в табл. 1.

Существуют 4 наиболее часто используемых технологии: AOA, TOA,
TDOA и RSS (Кеген, 2009). AOA определяет местоположение подвижного
объекта на основании угла направления полученного сигнала, как показано
на рисунке 1.

Так или иначе, AOA в большей степени зависит от точности измерения
направления, что резко увеличивает стоимость. TOA подразумевает под-
счет расстояния между обнаруженной целью и маяком на основе времени
передачи сигнала, и обнаруживает цель используя алгоритм, показанный
на рисунке 2.

В методе TDOA два сигнала передаются из узла передачи с разными
скоростями передачи одновременно, а затем производится подсчет рассто-
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Принцип действия Достоинства / Недостатки

IR

Измеренное расстояние
вычисляется по временной
задержке полученного

излучения

Восприимчивы к солнечной
интерференции и их точность
зависит от угла излучения

Ультразвуковые

После излучения
ультразвуковой волны

наблюдаются различные
профили отраженной волны

Восприимчивы к
интерференции окружающей

среды

WLAN

Оценка местоположения
основанная на переданном и
полученном беспроводном
сигнале (RFID и Bluetooth)

Беспроводной сигнал
восприимчив к
интерференции

Таблица 1: Сравнение техник позиционирования в помещениях.

Рис. 1: Конфигурация локализации AOA
яния между этими двумя узлами как показано на рисунке 3. Временная
синхронизация необходима и для TDOA и для TOA. Так или иначе, досто-
инством TDOA является использование относительного времени прибы-
тия вместо абсолютного времени прихода (TOA) для уменьшения ошибки.
Кроме того, недостатком является необходимость в дополнительном T/R
устройстве.
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Рис. 2: Конфигурация локализации TOA

Рис. 3: Конфигурация локализации TDOA

RSS определяет местоположение с помощью нескольких принимающих
узлов, определяющих расстояния между принимающими и передающими
узлами.

2.2. Структура ZigBee. Питание для сенсора является ключевым
элементом беспроводной сети, особенно если это касается установки боль-
шого количества сенсоров вне помещения. В связи с этим появился ZigBee
в качестве беспроводной сети с низким энергопотреблением и низкой сто-
имостью. Протокол стандарта IEEE 802.15.4 показан на рисунке 4 (Лу,
2008).

2.2.1. Топология сети

В терминах функционирования программного обеспечения, узлы се-
ти могут быть разделены на координатор PAN, координатор и конечное
устройство, как показано в таблице 2.

IEEE 802.15.4 обеспечивает три базовых типа топологий сети, показан-
ных на рисунке 5.

2.2.2. Структура приложения

Существуют три уровня в конфигурации программного обеспечения в
узле IEEE 802.15.4, которые показаны на рисунке 6.

291



Рис. 4: Структура IEEE 802.15.4/Zigbee

Функция узла в приложении Тип узла

Координатор
PAN

Присвоение идентификатора PAN сети и
управление.

Поиск частоты и назначение.
Способность связи с другим устройством.

Способность маршрутизации.
Прием и передача пакетов данных.

FFD

Координатор Способность связи с другим устройством.
Способность маршрутизации.
Прием и передача пакетов данных.

FFD

Конечное
устройство

Связь с координатором PAN и
координатором.

Прием и передача пакетов данных.

FFD/RFD

Таблица 2: Функции узлов.

Взаимодействие между приложениями осуществляется с помощью сте-
ка API и стека слоев IEEE 802.15.4. Диалоговый доступ приложений к ап-
паратуре осуществляется встроенным API периферийного оборудования
и встроенного в аппаратуру периферийного оборудования. На аппарат-
ном уровне все виды прерываний могут быть сгенерированы и посланы
в любой элемент приложения через коды прерываний. Кроме того, следу-
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Рис. 5: Топология сети

Рис. 6: Базовая конфигурация приложения IEEE 802.15.4

ющие особенности могут быть использованы при разработке приложений:
Clear Channel Assessment (CCA), Link Quality Indicator (LQI). Значение
LQI больше значения RSS, так, чтобы обеспечивалось большее разреше-
ние.

2.3. Нейросетевой алгоритм.

2.3.1. Алгоритм соревновательного обучения

Искусственная нейронная сеть (нейросеть) имеет возможность обра-
ботки информации, схожую с биологическими нейронами. Это позволя-
ет разрешать нелинейные проблемы. Однослойная нейросеть, основанная
на алгоритме соревновательного обучения, показана на рисунке 7. Дан-
ный обучающий алгоритм обычно используется для кластерного анализа,
который заключается в определении структуры и кластерных отношений
данных без какой-либо предварительной информации о классах. Если мы
предположим, что N -мерный вход может быть представлен как X:

X = [x1, x2, ..., xN ]T (1)
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Вектор весов j-го нейрона выглядит следующим образом:

wj = [wj1, wj2, ..., wjN ]T , j = 1, 2, ...,K (2)

где K – это количество выбранных нейронов.
Обучающий алгоритм приведен ниже.
Шаг 1: Соревновательная фаза: Выбирается победитель Искусственный

нейрон с наименьшим Евклидовым расстоянием между входным вектором
X и весовым вектором wj является победителем:

d(X) = min
j
||X − wj ||, j = 1, 2, ...,K (3)

Шаг 2: Фаза вознаграждения: Изменяется вектор весов победителя

wj(n+ 1) = wj(n) + η(X − wj(n)) (4)

где η и n это количество итераций скорости обучения и обучающего про-
цесса.

Шаг 3: Итерационная фаза: Если количество итераций достигло верх-
него предела, обучение необходимо остановить. Иначе, обучение продол-
жается с соревновательной фазы.

Рис. 7: Сеть соревновательного обучения

2.3.2. Сеть радиально базисных функций (RBFN)

RFBN это многослойная нейронная сеть прямого распространения с
возможностью быстрого обучения. На рисунке 8 изображена трехслойная
RFBN сеть включающая в себя входной слой, скрытый слой и выходной
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слой. Предположим, что входная размерность это p и количество нейронов
в скрытом слое J , тогда выход сети будет следующим:

F (x) =
J∑

j=1

wjφj(x) + Θ =
J∑

j=0

wjφj(x) (5)

где x представляет входной вектор, wj представляет значение веса от

Рис. 8: Структура RBFN

j-го нейрона в скрытом слое до искусственного нейрона в выходном слое,
Θ = w0 представляет регулируемый отступ, а φj(x) представляет базисную
функцию от выходного значения j-го нейрона в скрытом слое, которая
является Гауссовой функцией:

φj(x) = exp(−
||x−mj ||2

2σ2
j

) (6)

где J представляет количество искусственных нейронов в скрытом слое,
mj представляет центральную позицию j-й Гауссовой функции, а σj пред-
ставляет стандартное отклонение j-й Гауссовой функции.

Две фазы алгоритма включены в RBFN. Обучение узлов в скрытом
слое заключается в основном в использовании "non-supervision"для на-
стройки параметровmj и σj , в то время, как выходные узлы настраиваются
адаптацией "supervision"метода LMS для параметров нейросети.

E(n) =
1

2
(yn − F (xn))2 (7)

где F (xn)) это значение n-го выхода, а yn представляет ожидаемое зна-
чение n-го входа. Учитывая выбранную базисную функцию в формуле (6),
настроечные выражения для w, mj и σj запишутся как:

w(n+ 1) = w(n) + η(yn − F (xn))φ(xn) (8)
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mj(n+ 1) = mj(n) + η(yn − F (xn))wj(n)φ(xn)
1

σ2
j

(xn −mj(n)) (9)

σj(n+ 1) = σj(n) + η(yn − F (xn))wj(n)φ(xn)
1

σ2
j

||xn −mj(n)||2 (10)

где η - это коэффициент скорости обучения, в то время, как

φ(xn) = [φ
0
(xn), φ

1
(xn), ..., φ

J
(xn]T (11)

φ
0
(xn) = 1 (12)

и
w(n) = [θ(n), w1(n), ..., wJ(n)]T (13)

2.4. Предлагаемое IPS решение.

2.4.1. Концепция

IPS предлагается разрабатывать с использованием Zigbee и алгоритма
оценки на основе RBFN используемый для достижения требуемой точно-
сти. Прежде всего, RBFN используется для моделирования окружающей
среды. Она разделена на фазы офлайн и реального времени. Офлайн фаза
включает в себя установку экспериментальной окружающей среды, выбора
точек отбора и измерения. Фаза реального времени заключается в после-
дующих проверках. Архитектура системы представлена на рисунке 9.

Рис. 9: Предлагаемая конфигурация локализации с помощью Zigbee
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Метод позиционирования показан на рисунке 10. Он заключается в раз-
мещении трех сенсоров с известными позициями в помещении, а затем в
использовании мощности сигнала, переданного с сенсора к цели (роботу)
для оценки позиции робота.

Рис. 10: Конфигурация RSS локализации

2.4.2. Препроцессинг полученного сигнала

Сигналы, переданные сенсором, должны быть получены в некоторый
период времени. Иными словами, измерение сигнала восприимчиво к влия-
нию окружающей среды, таким, как хождение людей и т.д. Влияние таких
интерференционных факторов может быть снижено адаптацией препро-
цессинга полученного сигнала, как показано на рисунке 11.

Рис. 11: Препроцессинг сигнала Zigbee

2.4.3. Общая система

Комплект для разработки Zigbee FT-6200 разработанный «Fontal» был
адаптирован для измерений LQI, а оценочным алгоритмом является RBFN.

Общая система изображена на рисунке 12.
Процедура позиционирования может быть разделена на два шага.
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Рис. 12: Блок-схема функционирования предложенной системы

(1) Сбор средних значений LQI окружающей среды. После этого, они
могут быть поданы на вход RBFN для обучения. Кластерная классифика-
ция производится для всех значений LQI в базе данных с помощью сорев-
новательного обучения для определения параметров RBFN.

(2) Значения LQI в реальном времени будут переданы в обученную
RBFN для проверки, как это показано на рисунке 13.

Рис. 13: Обработка данных

2.4.4. Основанный на RBFN алгоритм IPS

- Алгоритм соревновательного обучения
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Соревновательное обучение нужно для нахождения похожих характе-
ристик и отношений среди необозначенных наборов образцов для опреде-
ления вектор центра кластера обучающих образцов. Входами на рисунке
13 являются (x, y|LQI1, LQI2, LQI3), где (x, y) представляет координаты
точки, которые необходимо измерить. Следуем шагам алгоритма в разде-
ле 2.3. Число нейронов в наборе в скрытом слое и образец выбраны на
рисунке 8, где

X = [LQI1, LQI2, LQI3]T (14)

В дополнение, вектор центра кластера начальной конфигурации выби-
рается из входного обучения в первый раз. Лидирующий нейрон в скрытом
слое определяется по формуле (3). Весовой вектор лидирующего нейрона
настраивается по формуле (4). Вычисленный вектор центра кластераmj(n)
и стандартное отклонение σj сохраняются затем для конфигурации RBFN.

- RBFN
Далее следует шаг обучения модели RBFN для локализации (см. рис. 8):
Шаг 1: Результат соревновательного обучения используется для ини-

циализации вектора центра кластера mj(n) и стандартного отклонения σj
RBFN. Весовой вектор w, скорость обучения η и условия сходимости так
же установлены. Правильными инициализирующими данными для RBFN
считаются 6000 итераций, 1 выход, 3 скрытых нейрона, 3 входных вектора
и начальные веса -1 1.

Шаг 2: В этом шаге прямого распространения входной обучающий об-
разец подается на вход нейронной сети в n-й итерации так, что выход этого
обучения может быть вычислен.

Шаг 3: В этом шаге обратного распространения выполняется вычисле-
ние средней квадратичной погрешности по ожидаемым выходам нейронной
сети.

Шаг 4: Параметры RBFN, такие, как w, mj(n), σj и θ настраиваются
одновременно в направлении, обратном градиенту функции среднего квад-
рата.

Шаг 5: Проверка, были ли достигнуты условия сходимости. В против-
ном случае, происходит возврат к шагу 2 для продолжения обучения.

Шаг 6: Вывод оценочных координат цели.
Необходимо заметить, что количество векторов центров определено ко-

личеством входов. Было выяснено, что в этом случае обучение нейронной
сети будет работать лучше.

3. Вопросы практического применения

Программная и аппаратная реализация, а также экспериментальная
статистика приводятся в опорной работе [1], использованной при подго-
товке совместного доклада на данную российскую конференцию.
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В результате проведенных тайваньскими разработчиками эксперимен-
тов и последующего анализа влияние размера обучающей выборки, наря-
ду с детальной практической реализацией, были сделаны следующие ос-
новные выводы: хотя использование большего количества RBFN повыша-
ет точность, исследование изменения значения LQI полученного в поме-
щении все еще требует определения наиболее соответствующего количе-
ства RBFN. Использование чрезмерного количества RBFN будет занимать
слишком много памяти, если не удастся достичь точности позиционирова-
ния.

4. Заключение
Тайваньскими исследователями была предложена достаточно простая,

но весьма эффективная IPS, использующая Zigbee [1]. Сравнение IP алго-
ритма с несколькими RBFN позволило достичь большую точность, чем у
других рассмотренных смежных подходов. Точность также может быть
повышена, в рассматриваемых условиях, путем настройки числа скры-
тых слоев в определенных пределах. Данный метод может быть исполь-
зован не только для IPS роботов, но и для других прикладных сервисов и
разнообразных целей, предоставляя удобство локального позиционирова-
ния, практическую реализуемость, а также низкую стоимость. Более то-
го, представленные результаты исследования возможностей модификации
радиально-базисной функции при построении системы локализации в зда-
нии были применены при подготовке инициативной совместной российско-
тайваньской заявки на получение поддержки МНТ-РФФИ (MOST-RFBR).
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DIMENSION
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Abstract
The article discusses the original model of polynomial approximation using

the formalized system of the isomorphic transformations providing communication
of real devices and communication lines of the computer networks (CN) with
model elements is considered. The introduced transformation rules provide
algorithmization of process of construction and the decision of system of the
nonlinear equations displaying communication of intensity of the movement and
processing of messages in CN model as for elements both for opened and so as
for the closed routes of the movement of messages. The developed algorithms
of the solution of the equations allow to determine productivity, reaction time,
loading coefficients for the considered CN option.

МЕТОДОЛОГИЯ ПОСТРОЕНИЯ
ФУНКЦИОНАЛЬНОЙ МОДЕЛИ

ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ СЕТИ РЕАЛЬНОЙ
КОНФИГУРАЦИИ

Л. И. Абросимов1
1Национальный исследовательский институт “МЭИ”, Москва, Россия,
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Аннотация
В статье рассматривается оригинальная модель полиномиальной

аппроксимации, использующая формализованную систему изоморф-
ных преобразований, обеспечивающие связь реальных устройств и
линий связи вычислительных сетей (ВС) с элементами модели. Вве-
денные правила преобразований обеспечивают алгоритмизацию про-
цесса построения и решения системы нелинейных уравнений, отоб-
ражающих связь интенсивностей движения и обработки сообщений
в элементах модели ВС, как для разомкнутых, так и для замкнутых
маршрутов движения сообщений. Разработанные алгоритмы реше-
ния уравнений позволяют определять производительность, время ре-
акции, коэффициенты загрузки для рассматриваемого варианта ВС.

Ключевые слова: Вычислительные сети, модель полиномиальной
аппроксимации, метод контуров, методология построения модели ВС
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1. Введение
Разработка и модернизация эффективно функционирующих региональ-

ных и корпоративных сетей ЭВМ является сложным и трудоемким процес-
сом, так как разработчику необходимо учитывать много критериев эффек-
тивности, большое количество ограничений, громадное количество устройств,
каждое из которых обладает широким спектром технических характери-
стик, которые часто зависят от местоположения и взаимосвязей с другими
устройствами.

Кроме того, особенностью современных вычислительных сетей (ВС) яв-
ляется рост потока заявок на обслуживание.

Разработчику приходится постоянно сталкиваться со следующими до
сих пор не решенными проблемами.

• Упорядочить и постоянно обновлять исходные данные, которые мо-
гут понадобиться при разработке.
• Для обеспечения качественного обслуживания пользователей необхо-

димо согласовать производительность ВС с постоянно возрастающи-
ми требованиями пользователей.
• Определить производительность для различных типов топологий и

архитектур сетей ЭВМ.
Для успешного решения указанных проблем необходима компьютери-

зация не только процессов хранения и поиска данных, но и процессов по-
строения моделей.

Для оценки производительности ВС необходимы модели, которые, во-
первых, учитывают реальную размерность ВС, во-вторых, базируются на
аналитических соотношениях, которые позволяют оперативно и детально
оценивать предельную производительность ВС, в третьих, позволяют одно-
значно, с необходимой детализацией соотносить результаты, определенных
для элементов моделирования, с параметрами устройств ВС.

Таким требованиям удовлетворяет модели, построенные с использова-
нием метода контуров [1], в котором последовательно выполняются: опи-
сание топологической структуры ВС; построение функциональной струк-
туры ВС; формализованного детализированного описания потока заявок
на обслуживание; составление и решение линейных и нелинейных уравне-
ний для определения требуемых вероятностно-временных характеристик
функционирования ВС.

2. Постановка задачи
Для создания полностью автоматизированной процедуры требуется ре-

шить задачу изоморфного преобразования топологической, логической и
функциональной структур ВС, а именно:

• сформулировать правила логических преобразований и формализо-
вано записать топологическую структуру ВС в форме топологиче-
ской матрицы Т;
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• сформулировать правила логических преобразований матриц Т в L и
формализовано записать логическую структуру в форме логической
матрицы L;

• сформулировать правила логических преобразований матриц Т и L
в F и формализовано записать функциональную структуру в форме
функциональной матрицы F;
• определить требуемые функциональные характеристики.

3. Этапы методологии

Кратко рассмотрим состав и последовательность выполняемых дей-
ствий (компьютеризированных процедур) при разработке и модернизации
региональных и/или корпоративных ВС.

Подготовительные процедуры.
1. Формирование базы данных технических и программных средств

(БДС), в результате которого получают:

• классификации устройств (У), линий связи (ЛС) и программного
обеспечения (ПО);
• технические характеристики У, Л, и ПО;
• Экономические характеристики У, Л, и ПО.
2. Формирование базы данных трафика (БДТ), в результате которого

получают:

• классификации клиентов и серверов;
• схема взаимодействия клиентов и серверов;
• информационные характеристики взаимодействия;
Процедуры, выполняемые при разработке ВС.
3. Разработка принципиальной схемы соединения устройств посредством

линий связи, с указанием идентификаторов (A.r) , (B.k) и типов ω устройств,
типов линий θ связи и каналов γ связи. Разработанная принципиальная
схема ВС может быть представлен в виде визуального отображения на
экране монитора разработчика и в виде списка соединений устройств ли-
ниями связи.

Для обеспечения изоморфизма топологической, логической и функци-
ональной моделей при выполнении формирования и преобразования мат-
ричных представлений моделей используется массив М метаданных, кото-
рый состоит из набора таблиц 1М, 2М, 3М, 4М.

4. Формирование топологической матрицы Т , которое выполняется по
соотношению (1) и отображает все физические элементы ВС, к которым
относятся устройства множества У (рабочие станции, серверы, коммути-
рующие устройства) и множества Л (линий связи).

T = ||t(A.k −B.r)|| =

{
ω,R, если А = В;
θ, γ, если А 6= В.

(1)
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где ω - тип устройства, А и В - идентификатор, определяющий место-
положение У ∈ У, R - количество разъемов в устройстве У, θ - тип линии
связи Л ∈ Л (физическая реализация), γ - тип канала связи Л (дуплекс-
ный, полудуплексный, симплексный).

В таблице метаданных 1М каждому идентификатору A.k−B.r ставится
в соответствие порядковый номер i.

5. Формирование логической матрицы L, которая предназначена для
отображения узлов, соответствующих тем устройствам, представленным в
матрице Т, которым в ВС присвоены логические имена, адреса и номера
интерфейсов.

Множество узлов U, отображаемых в матрице L, является подмноже-
ством устройств У (U ∈ У), описываемых в топологической матрице Т,
поэтому каждому узлу UA соответствует устройство YA

Для описания логического соединения узлов U , соответствующих ВС,
используются дуги D, которые могут быть взвешены в соответствии с вы-
бранной метрикой маршрутизации.

Основным параметром дуги D является тип γ канала связи, организо-
ванного между узлами UA и UB .

На основании матрицы Т, списков {U} и {D} можно сформировать
матрицу L логической структуры, в которой:

T = ||l(A−B)|| =

{
ω, если А = В;
γ, если А 6= В.

(2)

В таблице метаданных 2М каждому идентификатору A ставится в со-
ответствие порядковый номер i.

6. Решение задачи выбора кратчайших маршрутов, используя данные
логической матрицы L и выбранный критерий эффективностью. Результа-
том расчета является таблица маршрутизации между всеми адресуемыми
устройствами ВС.

7. Формирование функциональной матрицы F, которая является осно-
вой математической модели ВС и предназначена для отображения функ-
циональных элементов Е, соответствующих устройствам У и линиям Л,
которые задерживают транзакции при обработке и оказывают существен-
ное влияние на производительность ВС.

Каждый элемент Е описывается соотношениями моделей массового об-
служивания, является ориентированным и имеет вход (1) и выход (2). Под-
множество ЕУ ⊂ Е является подмножеством элементов отображающих У и
каждый элемент ЕА подмножества ЕУ имеет идентификатор А, введенный
при формировании топологической структуры. Для устройств и элементов
используется одна и та же система индикаторов. Подмножество ЕК ⊂ Е
является подмножеством элементов отображающих каналы К и каждый
элемент ЕК подмножества ЕК имеет идентификатор (A.k −B.r).
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Для формирования матрицы F необходимо использовать множество ES
переходов, отображающих соединение выходов (2) элементов подмножеств
ЕУ с входами (1) элементов подмножества ЕК и соединение выходов (2)
элементов подмножеств ЕК с входами (1) элементов подмножества ЕУ.

На основании матрицы Т, можно сформировать матрицу F функцио-
нальной структуры, в которой

F = f{(A.r −B.k)i, (A.r −B.k)j} =


ω, если А = В и E ∈ EY ;
ω, γ, если А 6= В и E ∈ EK;
1, если А 6= В и E ∈ ES.

(3)

где i и j - соответственно, строки и столбцы в матрице F, a, r и k -
разъемы устройств А и В.

В таблице метаданных 3М каждому идентификатору устройства − и
каждому идентификатору линии связи A.k − B.r ставится в соответствие
порядковый номер элемента Е, а каждому входу/выходу элемента Е ста-
вится в соответствие порядковый номер i.

8. Определение состава контуров q ∈ Q, каждый из которых представ-
ляет собой последовательность элементов ЕУ и ЕК, которые моделиру-
ют обслуживание узлами и линиями ВС потока заявок на обслуживание
клиентом и сервером с интенсивностью λiq. Для формирования состава
контура используется таблица маршрутизации между всеми адресуемыми
устройствами ВС, которая дополняется элементам ЕК , которые не явля-
ются адресуемыми элементами. Для решения задачи используется моди-
фицированная методика выбора кратчайших маршрутов [1].

9. Формирование линейных уравнений (ЛУ) состоит в использовании
для каждого элемента Ei контура q ∈ Q . Решение ЛУ состоит в вычисле-
нии для каждого элемента контура коэффициентов aij базовой интенсив-
ности, которые показывают, какая часть базовой интенсивности переходит
от узла i к узлу j, т.е.:

λij = λ0aij (4)

10. Формирование системы нелинейных уравнений (НЛУ) использует
для каждого контура q ∈ Q соотношение (5), если элемент Eiq моделиру-
ется СМО M/M/1/∞ .

nq −
∑

Ei∈Wq

niq, (5)

где

nq =

∑diq
ϕ

λiq
µiqϕ

1−γi
∑
q∈Qi

∑diq
ϕ=1(

λiq
µiqϕ

)
;

Wq - маршрут потока заявок контура q ∈ Q;
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Qi - множество контуров, обслуживаемых i-м элементом;
diq - количество фаз обработки контура q i-м элементом;
Количество уравнений равно числу контуров q ∈ Q.
11. Решение системы НЛУ для ВС произвольной конфигурации целесо-

образно производить, используя метод тангенсов. [1] В результате решения
НЛУ получаем значения базовых интенсивностей λ0q для каждого контура
q ∈ Q.

12. Определение функциональных характеристик моделируемой ВС.
Среднее время tsq доставки сообщений контура q в разомкнутой сети:

tsq =
∑
i

tiq, i ∈Wq, (6)

Среднее время отклика tdq сообщений замкнутого контура q, содержа-
щего nq сообщений, каждое из которых генерируется i-м элементом:

tdiq = (nq/λiq)− (1/µiq), (7)

Коэффициент ρi загрузки элемента i интенсивностями соответствую-
щих контуров Qi:

ρi =
∑
i

ρiq =
∑
i

diq∑
ϕ=1

(
λiq
µiqϕ

) (8)

Следует подчеркнуть, что приведенные функциональные характери-
стики определены для функциональной модели ВС. Однако, выполненные
преобразования матриц Т, L, F обладают изоморфизмом, т.е. каждому
элементу функциональной матрицы F соответствует техническая реализа-
ция в виде устройства или линии связи которые занесены в базу данных
БДС, поэтому для повторного расчета требуется меньше вычислительных
ресурсов.

4. Пример

В качестве примера рассмотрим изображенный на рис. 1 фрагмент
принципиальной схемы корпоративной ВС, который состоит из 5-ти устройств:
рабочих станций A = 1, 2; (ω = 1), сервера A = 5; (ω = 2), адресуемого ком-
мутатора A = 3; (ω = 3), неуправляемого коммутатора A = 4(ω = 4), кото-
рый образует сегмент ЛВС, использующий единую среду передачи данных.

В качестве Л, соединяющей У, используется витая пара (θ = 1), прото-
кол передачи данных - дуплексный канал (γ = 1).

В качестве примера на рис. 3 изображена матрица L логической струк-
туры для фрагмента корпоративной ВС, изображенного на рис.1 .

На рис. 3 изображены дуги, отображающие наличие соединения между
узлами 1, 3, 5, которые соответствуют устройству 1(рабочей станции), ком-
мутатору 3 и устройству 5 (серверу), изображенным на рис.1. Как видно
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Рис. 1: Фрагмент корпоративной ВС

(A, r) 1.1 1.2 2.1 3.1 3.2 4.1 4.2 4.3 5.1 5.2
i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Таблица 1: Сравнение характеристик системы.

  1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

 1 1,2   1,1       

 2  1,2    1,1     

 3   1,1    1,1    

 4 1,1   3,2,       

Т= 5     3,2    1,1  

 6  1,1    4,3     

 7   1,1    4,3    

 8        4,3  1,1 

 9     1,1    2,2  

 10        1,1  2,2 
 

Рис. 2: Матрица T топологической структуры ВС

из рис. 4, дуги отображают наличие логических соединений между узлами
1 и 2, 1 и 5, 2 и 5 организованных по нескольким (двум) линиям связи,
соединенных через коммутатор 4, которые не вошли в состав логического
описания ВС, так как коммутатор 4 не имеет логического адреса.

A 1 2 3 5
i 1 2 3 4

Таблица 2: 2M
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  1 2 3 4 

 1 1 1 1 1 

L 2 1 1  1 

 3 1  3 1 

 4 1 1 1 2 
 

       (a)                  (б) 

Рис. 3: Матрица L логической структуры ВС (а) и дуги между узлами в
логической структуре ВС (б)

В качестве примера на рис.5 показана функциональная структура ВС,
которая отображает функциональные элементы Е, соответствующие устрой-
ствам У и линиям Л, которые задерживают потоки заявок при обработке
и оказывают существенное влияние на производительность ВС. Для фраг-
мента корпоративной ВС, изображенного на рис.1 на рис.6 представлена
матрица F функциональной структуры.

 

Рис. 4: Функциональная структура ВС

Для автоматизации преобразования матриц необходимо решить 2 зада-
чи:
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(A.r −B.k)α (1-1)1 (1-1)2 (2-2)1 (2-2)2 (3-3)1 (3-3)2
(E)α (1)1 (1)2 (2)1 (2)2 (3)1 (3)2
i 1 2 3 4 5 6

(A.r −B.k)α (4-4)1 (4-4)2 (5-5)1 (5-5)2 (1.2-3.1)1 (1.2-3.1)2
(E)α (4)1 (4)2 (5)1 (5)2 (6)1 (6)2
i 7 8 9 10 11 12

(A.r −B.k)α (3.2-1.1)1 (3.2-1.1)2 (3.2-5.1)1 (3.2-5.1)2 (5.2-3.1)1 (5.2-3.1)2
(E)α (7)1 (7)2 (8)1 (8)2 (9)1 (9)2
i 13 14 15 16 17 18

Таблица 3: 3M

1. Преобразовать матрицу Т топологической структуры в матрицу L
логической структуры.

2. Преобразовать матриц топологической Т и логической L структур в
матрицу F функциональной структуры.

  1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 

 1  1                 

 2       1    1        

 3    1               

 4           1        

 5      3             

 6             1  1    

 7        4           

F= 8 1  1      1          

 9       1   2       1  

 10                   

 11            1       

 12     1              

 13              1     

 14 1                  

 15                1   

 16                   

 17                  1 

 18     1              
 

Рис. 5: Матрица функциональной структуры F

В матрице F в диагональные ячейки с1 по 10 записаны значения ω ; в
диагональные ячейки c 11 по 18 записаны значения θ - (тип линии связи
Л ∈ Л). Численные значения типов соответствуют принятым для примера
классификациям.

Примеры процедур 8 – 12, выполняемых при разработке ВС, приводят-
ся в докладе на конференции DCCN 2015.
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DETERMINATION OF COVERAGE AREA FOR
SIGNAL OF 802.11 WIRELESS NETWORK

L. I. Abrosimov1, M. A. Rudenkova2
National research university “MPEI”, Moscow, Russia

Abstract
The article formulates the problem of determining the distance at which is

provided a performance, defined by the 802.11 b and 802.11 g, with variation
in the transmitter power and noise. The article describes the methodology of
the study, in which first, for a given interval variable parameters are calculated
using the formula of calculation of the range of communications and free space
path loss FSL, and then conducted a series of experiments. The results showing
substantial differences between theoretical and practical values of the boundaries
of coverage area.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ ГРАНИЦ УВЕРЕННОГО
ПРИЕМА СИГНАЛА БЕСПРОВОДНОЙ СЕТИ

СТАНДАРТА 802.11

Л. И. Абросимов1, М. А. Руденкова1

Национальный исследовательский институт “МЭИ”, Москва, Россия,
1AbrosimovLI@mpei.ru, 2mpatu@yandex.ru

Аннотация
В статье формулируется задача определения расстояния, на кото-

ром обеспечивается пропускная способность, определяемая стандар-
том 802.11b и 802.11g, при варьировании мощности передатчика и
уровня шума. Излагается методика исследования, при которой сна-
чала для заданного интервала изменяемых параметров производится
расчет, используя формулы определения дальности связи и потерь
в свободном пространстве FSL, а затем проводится серия экспери-
ментальных измерений. Приводятся результаты, свидетельствующие
о существенных различиях теоретических и практических значений
границ уверенного приема.

Ключевые слова: Граница уверенного приема сигнала стандарта
802.11

1. Введение
Непрерывное развитие беспроводных технологий приводит к повыше-

нию пропускной способности беспроводных сетей и увеличению зоны их
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покрытия. Быстрое развитие и появление новых технологий приводит к
возникновению проблем при проектировании корпоративной беспроводной
локальной сети БЛВС. Перед проектировщиком БЛВС стоит задача опре-
делить зоны покрытия, создаваемые каждой сетью. Существуют различ-
ные программы для планирования географического размещения беспро-
водных точек доступа и роутеров. Программы Dlink Wi-Fi Planner Pro,
Ubiquiti UniFi Enterprise WiFi System не отображают реальное возможное
покрытие беспроводной сетью. В данной работе показываются различия в
определяемых зонах покрытия сетью с экспериментальными данными.

Под термином граница уверенного приема принимаем расстояние, на
котором не будет происходить снижение пропускная способность, вызван-
ное потерями из-за удаленности приемника от передатчика.

Для обеспечения пропускной способности 11 Мбит/с (802.11b CCK-
кодирование) минимальная мощность принимаемого приемником сигнала
передатчика AP со стороны приемной станции должна составлять -76 dBm,
а отношение мощности от соседнего канала передатчика другой станции
должно быть не менее 35 dBm. Максимальная мощность -10dBm.

Для обеспечения пропускной способности 54 Мбит/с (802.11g ERP -
OFDM) минимальная мощность принимаемого приемником сигнала пере-
датчика AP со стороны приемной станции должна составлять -76 dBm,
а отношение мощности от соседнего канала передатчика другой станции
должно быть не менее 3 dBm. Максимальная мощность -20dBm.

2. Задача определения границ уверенного приема сигнала
беспроводной сети стандарта 802.11

Рассматривается стенд беспроводной сети стандарта 802.11 (рис. 1), со-
стоящий из беспроводного роутера AP1(Linksys WRT 350N) и мобильной
станции STA. В роли мобильной станции используется:

• мобильный компьютер с беспроводным адаптером стандарта 802.11 и
утилитой InSSIDer ;

• беспроводной тестер Fluke AirCheck Wi-Fi Tester.
Мониторинг и изменения параметров состояния и мощности роутера

производиться посредством веб-интерфейса управления, входящего в со-
став ПО . роутера.

Требуется: Определить зависимость расстояния L от параметров, ука-
занных в табл. 1.

3. Методика исследования

3.1. Утилита для анализа частотных диапазонов беспроводных
сетей стандарта 802.11. Утилита InSSIDer является инструментом для
поиска и сбора информации о беспроводных сетях стандарта 802.11, ко-
торые находятся в зоне расположения компьютера. Для найденных сетей
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Рис. 1: Схема стенда измерения границ уверенного приема БЛВС

Расстояние Мощность передатчика Уровень шума, Стандарт
L, м мВт dBm БЛВС
x a b 802.11b
y c d 802.11g

Таблица 1: Зависимость расстояния от мощности передатчика и уровня
шума

с помощью программы InSSIDer можно определить MAC-адрес устрой-
ства доступа из “соседней” сети, производителя данного устройства, канал,
используемый данным устройством, идентификатор SSID или публичное
название сети, тип безопасности. Кроме того, программа показывает уро-
вень мощности принимаемого приемником сигнала от передатчика в dBm.
Кроме того, с помощью данной программы можно посмотреть диаграмму
“соседних” сетей, расположенных в диапазоне 2,4 ГГц и оценить загружен-
ность каналов данного диапазона.

3.2. Тестер для беспроводных сетей Fluke AirCheck Wi-Fi Tester.
Тестер AirCheck используется в корпоративных беспроводных сетях для
проведения оперативного анализа проблем, возникающих после подключе-
ния пользователей в конкретной зоне сети, для проверки функционирова-
ния сети, для обнаружения беспроводного оборудования. В состав функций
тестера входит определение параметров точек доступа таких как: частот-
ный канал, уровень сигнала, имя или MAC-адрес точки доступа и пара-
метры производителя оборудования.

4. Результаты
Для расчета дальности работы беспроводного канала связи в свободном

пространстве, используется формула потерь в свободном пространстве FSL
[дБ]:

FSL = 33 + 20(log10 F + log10 D); (1)
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где
F [МГц] - центральная частота канала работы беспроводной сети;
D[км] - расстояние между двумя точками (км).
Преобразуя (1), получаем формулу расчета дальности Dcalc связи:

Dcalc = 10(
FSL
20 − 33

20−log10 F ). (2)

FSL вычисляется по формуле:

FSL = Y − SOM ; (3)

где
SOM [дБ] Џ (System Operating Margin) запас в энергетике радиосвязи.
FSL определяется суммарным усилением системы Y [дБ], которое рас-

считывается следующим образом:

Y = Pt +Gt +Gr − Pmin − Lt − Lr; (4)

где Pt [дБмВт] - мощность передатчика;
Gt [дБи] - коэффициент усиления передающей антенны;
Gr [дБи] - коэффициент усиления приемной антенны;
Pmin [дБмВт] - чувствительность приемника на данной скорости;
Lt [дБ] - потери сигнала в коаксиальном кабеле и разъемах передаю-

щего тракта;
Lr [дБ] - потери сигнала в коаксиальном кабеле и разъемах приемного

тракта.
Определение значенияDSTA иDtester производится экспериментальном

путем: замером расстояния при уровне мощности приемного сигнала -76
dBm, например, эксперимент, приведенный на рис. 2.
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Рис. 2: График зависимости расстояния от чувствительности приемника
при мощности передатчика 2мВт (4dBm), уровень шума -95 dBm
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Рис. 3: График зависимости расстояния от мощности передатчика при
уровне шума -96 - -91 dBm
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Рис. 4: График зависимости расстояния от мощности передатчика при
уровне шума -90 - -89 dBm

По стандарту 802.11b и 802.11g значение границы уверенного прие-
ма(Coverage radius) составляет 38 м (см. рис. 6.), однако измеренные зна-
чения показатели отличаются от полученных данных (см. рис. 3 Џ 5).

Производители беспроводного оборудования в характеристиках своих
устройств при установке специальных антенн обеспечивают дальность бо-
лее 50м.

Расхождение рассчитанного значения границы уверенного сигнала с из-
меренным значением доказывает необходимость использования адаптив-
ной настройки. Значение, полученное с помощью беспроводного тестера
лучше, чем значение, полученное посредством STA, так как тестер обла-
дает более чувствительным приемником. Однако, клиентам для прогнози-
рования границ уверенного приема важна чувствительность клиентской
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Рис. 5: График зависимости расстояния от мощности передатчика при
уровне шума -88 - -82 dBm

 

Рис. 6: Сравнение технологий 802.11

станции, обладающей характеристиками беспроводного адаптера анало-
гичными STA.

Для расширения зоны покрытия BSS, создаваемой одной точкой досту-
па, можно устанавливать антенны с более высоким коэффициентом усиле-
ния. При установке новой антенны требуется также провести исследование
дальности уверенного приема сигнала для фиксации нового значения на
карте зон покрытия корпоративной беспроводной сети.
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Рис. 7: Схема расположения точек доступа в корпоративной беспроводной
сети НИУ МЭИ

Проведенные исследования позволили разработать схему установки то-
чек доступа, обеспечивающую уверенный прием сигнала стандарта 802.11
в НИУ МЭИ. На рис. 6 приведен пример расстановки точек доступа с зо-
нами покрытия в части одного из корпусов НИУ МЭИ.
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ABOUT CANONICAL REPRESENTATION OF THE
BELLMAN FUNCTION IN AN OPTIMAL CONTROL

AND MONITORING SYSTEMS FOR DYNAMIC
NETWORKS

Yu. V. Solodyannikov
1 SJC "Samara-Dialog Samara, Russia

Abstract
For dynamic network queues are posing problems of optimal control of

complete and incomplete data, consider some types of functional, stated limitations
on the state and management. Recorded Bellman equation for Markov network
management tasks for complete data. The main result is to obtain a canonical
representation of the solution of the Bellman equation for total Markov homogeneous
Markov network management strategy. Examples of design problems of optimal
control and optimal networking of information structures for some of modern
telecommunications systems.

О КАНОНИЧЕСКОМ ПРЕДСТАВЛЕНИИ
ФУНКЦИИ БЕЛЛМАНА В ЗАДАЧАХ
ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ И

НАБЛЮДЕНИЯ ДЛЯ ДИНАМИЧЕСКИХ
СЕТЕЙ

Ю. В. Солодянников1
1 ЗАО "Самара-Диалог", Самара, Россия,

solo-dialog@mail.ru

Аннотация

Для динамической сети очередей даются постановки задач оп-
тимального управления по полным и неполным данным, рассмот-
рены некоторые типы функционалов, сформулированы ограничения
на состояния и управления. Записано уравнения Беллмана для за-
дачи управления марковской сетью по полным данным. Основным
результатом является получение канонического представления реше-
ния уравнения Беллмана для общей марковской сети с однородной
марковской стратегией управления. Приводятся примеры решения
задач синтеза оптимальных управлений и оптимальных сетевых ин-
формационных структур для некоторых современных систем теле-
коммуникаций.
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1. Введение

В работе содержится обзор некоторых математических методов синтеза
оптимальных управлений в марковских системах (СМО) и сетях (СеМО)
массового обслуживания в условиях полных и неполных данных. Основные
результаты были полученны ранее и изложены в [1, 2].

Задача ставится и решается как построение совместного управления
сетевыми состоянием и наблюдениями, т. е. путем ответа на вопросы: что,
где, когда и как измерять на сети при динамической маршрутизации.

2. Задача оптимального управления по полным данным на
марковской сети

Вероятностная модель случайных процессов в сети задается на вероят-
ностном пространстве 〈Ω,F,P〉 с потоком σ-алгебр F = {Ft}t>0.

Входные потоки требований описываются последовательностью {τ ijnij
}

моментов прихода на узел i с узла j. Точечные процессы моментов прихода
считаем независимыми в совокупности пуассоновскими потоками. Пусть λji
- интенсивность пуассоновского потока требований, назначенных узлу j.

Каждое требование, находящееся в сети в данный момент времени t,
характеризуется парой (i, j) : i ∈ I, j ∈ I, i - узел, на котором находится
требование в данный момент, j - узел, которому требование предназначено.
Требование, передающееся по каналу (i, k), до момента конца передачи
считается находящимся на узле i.

Xj
it - случайная величина длины очереди (в числе требований) на узле

i с назначением в узел j в момент времени t.
Кроме пары (i, j) для характеризации типа очереди используется ин-

декс предыстории p = (p1, . . . , pL), где pk - номера узлов, которые прохо-
дило требование, причем pL = i. Уровень запоминания предыстории L мо-
жет быть различным. Если действует ограничение L = 1(простая предыс-
тория), то запоминается только узел, на котором требование находится.
Если L = 2, то запоминается узел i (на котором находится требование) и
узел, с которого данное требование пришло. Если L ≤ ∞, то запоминается
вся предыстория до уровня L.

Предполагается, что траектории случайных процессов Xj
pt непрерывны

справа и имеют конечные пределы слева (класс D). Сделанные предполо-
жения относительно Xj

pt означают,что X
j
pt - неотрицательные скачкообраз-

ные процессы с траекториями класса D.
Обслуживание в каналах описывается в терминах точечных процессов

[3]. Время обслуживания требований в канале (i, j) является случайной
величиной, распределенной экспоненциально со средним значением 1/µij .
Времена обслуживания одного требования в различных каналах незави-
симы. Величина µij является характеристикой канала и называется его
пропускной способностью.
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Задача оптимального управления ставится в классической форме. Име-
ется функционал вида

Φ(u) = Eu

c0(T,XT ) +

T∫
0

c(t,Xt, ut)dt

 , (1)

где Eu - символ математического ожидания, c0(·) и c(·) - непрерывные неот-
рицательные функции своих аргументов. Функция c(·) называется функ-
цией цены, функционал (1) - функционалом стоимости, а время T — гори-
зонтом оптимального управления.

Задача оптимального управления состоит в нахождении управляющего
процесса ut, реализации которого удовлетворяют некоторой системе огра-
ничений ut ∈ U и который доставляет минимум (или максимум) функци-
оналу (1).

3. Уравнение Беллмана

Функция Беллмана V (t, x), называемая иногда также функцией цены,
определяется как

V (t, x) = min
{us∈U}t≤s<T

Eu

c0(T,XT ) +

T∫
t

c(s,Xs, us)ds | Xt− = x

 . (2)

Вывод уравнения Беллмана для марковской СеМО имеется в [4], а само
это уравнение в случае простой предыстории имеет вид:

−∂V
∂t

(t, x) = min
u∈U
{c(t, x, u) +

∑
i∈I

∑
j∈I

uj0iλ
j
i [V (t, x+ ej(i))− V (t, x)]1(Qi < N)+

+
∑
k∈I

∑
i∈I,i6=k

∑
j∈D−(i),j 6=i

ukij [V (t, x+ ekj − eki )− V (t, x)]1((Qj < Nj) ∧ (xki > 0))+

+
∑
k∈I

ukk0[V (t, x− ekk)− V (t, x)]1(xkk > 0)}.

(3)
В уравнении (3) ekp - совокупность величин, индексированных соответ-

ствующим множеством индексов, причем ekp = 1 для индексов p, k и ekp = 0
для остальных.

Начальные условия уравнений для (3):

V (T, x) ≡ c0(T, x) . (4)
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4. О каноническом представлении функции цены

Идея о существовании некого канонического представления для функ-
ции цены, являющейся решением задачи (3)-(4), впервые изложена в ра-
ботах автора [3] и [4]. Существование такого представления, во-первых,
ограничивает поиск решения уравнения Беллмана некоторым узким клас-
сом функций, во-вторых, позволяет делать выводы о свойствах (в частно-
сти, асимптотических) функции цены. Во многих случаях знание канони-
ческого представления позволяет получить функцию цены в явном виде,
не прибегая к непосредственному решению уравнения Беллмана.

Сформулируем результат для модели с простой предысторией и одно-
родной стратегией управления в виде следующего утверждения.

Теорема 1. Пусть ût = û(Xt) — оптимальная однородная марковская
стратегия, отвечающая минимуму функционала накопленной задержки

Φ(u) = Eu
T∫

0

∑
i∈I

∑
j∈I

Xj
itdt

в задаче оптимального управления на марковской сети с простой предыс-
торией. Тогда функция Беллмана, являющаяся решением задачи Коши
(3)-(4), имеет представление

V (t, x) = τ
∑
i∈I

∑
j∈I

xji +
∑
i∈I

∑
j∈I

λji û
j
0i(x)[τ ~ pNi

i (τ, x)]−

−
∑
j∈I

ûjj0(x)[τ ~ p+j (τ, x)] ,

(5)

где pNi
i (η, x) = P{

∑
j∈I

xjiη < Ni | X0 = x, uη = û(xη)}, p+j (η, x) = P{xjjη >

0 | X0 = x, uη = û(xη)}, τ = T − t.
Рассуждения, позволяющие получить каноническое представление функ-

ции цены для марковской сети и функционала накопленной задержки, ана-
логичны рассуждениям при выводе формулы Литтла для произвольной
СМО [5]. Доказательство теоремы 1 имеется в [1].

Иногда представление, аналогичное (5), можно получить и для слу-
чаев, когда оптимальная марковская стратегия не является однородной.
Как правило, упрощения в таких случаях определяются ограничениями,
накладываемыми на управления в соответствии со спецификой задачи.

5. Жидкостная аналогия

Рассмотрим жидкостную модель СМО с управляемым выходным по-
током. Пусть имеем воронку бесконечной емкости с регулятором, кото-
рый управляет потоком, вытекающим из воронки. В воронку заливается
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жидкость с постоянной скоростью
da(t)

dt
= λ > 0, а вытекает со скоро-

стью
db(t)

dt
= u(t). Будем предполагать, что скорость истечения ограни-

чена интервалом 0 6 u(t) 6 µ, где µ > 0. Ограничимся рассмотрением
"эргодического" случая с λ/µ = ρ < 1.

Пусть в начальный момент времени t = 0 в воронке находился началь-
ный объем жидкости x0 > 0. Общее количество b(t) вытекшей за время
t жидкости не может превысить суммы поступившего количества a(t) и
начального количества x0. Общее количество жидкости, содержащейся в
воронке в момент t, определяется дифференциальным уравнением

dx(t)

dt
= λ− u(t)

с начальным условием x(0) = x0 . Очевидно, x(t) > 0, и поскольку скорость
истечения жидкости из воронки при x(t) = 0 не может превышать скоро-
сти притока λ, то управляемая скорость истечения должна подчиняться
системе ограничений

u(t) ∈ U(x, λ, µ) =

{
[0, µ], x(t) > 0 ,

[0, λ], x(t) = 0 .

Поставим задачу оптимального управления, состоящую в отыскании
оптимальной стратегии управления ũ(t, x(t)), подчиняющейся указанной
системе ограничений и доставляющей минимум функционалу

J̃0 =

T∫
0

x(t)dt .

Функция Беллмана, определяемая как

Ṽ (t, x) = min
u∈U(x,λ,µ)

{
T∫
t

x(s)ds | x(t) = x} , (6)

является решением уравнения Беллмана

−∂Ṽ
∂t

(t, x) = min
u∈U(x,λ,µ)

{x+ λ
∂Ṽ

∂x
(t, x)− u∂Ṽ

∂x
(t, x)}

с начальным условием
Ṽ (T, x) ≡ 0 .

Теорема 2. При ρ < 1 оптимальное управление в задаче не зависит
от времени и имеет представление

ũ(t, x) = λ1(x = 0) + µ1(x > 0) =

{
λ , x = 0 ,

µ , x > 0,
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а функция цены имеет представление:

Ṽ (t, x) = xτ+
λτ2

2
− [λ1(x = 0)+µ1(x > 0)]τ~

[
1− u−1

(
τ − x

µ− λ

)]
. (7)

Заметим, что формула (7) является "жидкостным" вариантом кано-
нического представления (5) и легко получается из определения функции
цены (6) и расчета количеств поступившей и вытекшей жидкости. Такой
подход с использованием канонического представления функции цены мо-
жет быть применен и к другим самым различным объектам сетевой струк-
туры живой и неживой природы, например управление водохранилищами,
управление кровообращением и др.

6. Пример синтеза оптимального управления роутером
Рассмотрим стационарный пуассоновский поток требований интенсив-

ности λ > 0. Требования обслуживаются пулом из n приборов, перед
каждым из которых допускается неограниченная очередь. В момент по-
ступления каждое из требований некоторым устройством с вероятностью

ui ∈ [0, 1],
n∑
i=1

ui = 1 направляется в очередь i-го прибора. Время обслужи-

вания на i - м приборе экспоненциально распределенно с интенсивностью
обслуживания µi > 0.

Обозначим Xt = (X1t, . . . , Xnt) n-компонентный скачкообразный про-
цесс длин очередей с множеством состояний x = (x1, . . . , xn), x ∈ [Z∞0 ]n.
При сделанных предположениях каждый из приборов роутера в отдель-
ности представляет собой СМО с ограничением нагрузки, а процессы Xit

есть управляемые марковские процессы.
Поставим задачу нахождения оптимальной марковской стратегии управ-

ления û(t, x) = û(t,Xt) | Xt = x, доставляющей минимум функционалу
накопленной задержки.

J(u) = Eu
T∫

0

n∑
i=1

Xitdt . (8)

Уравнение Беллмана (3) для данного случая имеет вид

−∂V
∂t

(t, x) = min
u∈U

{
n∑
i=1

xi +
n∑
i=1

λui[V (t, x+ ei)− V (t, x)]+

+
n∑
i=1

µi[V (t, x− ei)− V (t, x)]1(xi > 0)

} (9)

с начальным условием V (T, x) ≡ 0 и множеством ограничений

U =

{
ui ∈ [0, 1],

n∑
i=1

ui = 1

}
. (10)
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Выражение для оптимальной стратегии управления через функцию це-
ны находится исходя из линейности по ui выражения под знаком минимума
в (9) и линейности системы ограничений (10). Обозначим через J0(t, x) =
{j : j = arg min

1≤i≤n
∆+
i (t, x)} заведомо непустое множество индексов i, для ко-

торых достигается минимальное значение разностных производных функ-
ции цены ∆+

i (τ, x) = V (t, x+ ei)− V (t, x) в точке (τ, x), τ = T − t, а через
j0(t, x) — произвольно выбранный элемент множества J0(t, x). Оптималь-
ное управление записывается в виде

ûi(t, x) = 1(i = j0(t, x)) .

При получении явного выражения для функции цены используем ее ка-
ноническое представление определенное теоремой 1. Поскольку в векторе
оптимального управления согласно (10) только один компонент (с индек-
сом j0(x)) равен 1, а остальные равны 0, то выражение для функции цены
при замене переменных τ = T − t, z = θ − t, y = s− t примет вид

V (t, x) = τ
n∑
j=1

xj + λ
τ2

2
−

n∑
j=1

µj [τ ~ p+j (τ, x)] ,

где p+j (η, x) = P{xjη > 0 | x0 = x, uη = û(η, xη)} — зависящие от оптималь-
ного управления вероятности ненулевых длин очередей в момент времени
η при условии, что в нулевой момент времени вектор длин очередей был
равен x.

Для получения замкнутого выражения для функции цены осталось за-
писать формулы для p+j (τ, x). А именно, для j = j0(x) будем иметь

p+j (τ, x) = 1− e−(λ+µj)τ [ρ
−xj/2
j Ixj (2τ

√
λµj)+

+ρ
−(xj+1)/2
j Ixj+1(2τ

√
λµj) + (1− ρj)

∞∑
i=xj+2

ρ
−i/2
j Ii(2τ

√
λµj)] ,

где ρj = λ/µj . Для j 6= j0(x) будем иметь

p+j (τ, x) = 1−
∞∑
i=xj

(µjτ)i

i!
e−µjτ .

Переходя к этапу синтеза оптимального управления, запишем выра-
жения для разностных производных функции цены ∆+

j (τ, x). Обозначим
через Fk(s, a, b) и fk(s, a, b) соответственно функцию распределения и плот-
ность распределения обобщенного интервала занятости в СМО M/M/1 с
параметром входного потока a и параметром времени обслуживания b. То-
гда для j = j0(x) будем иметь

∆+
j (τ, x) =

τ∫
0

(1− Fxj
(s, λ, µj))ds ,
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а для j 6= j0(x)

∆+
j (τ, x) =

τ∫
0

(1− Fxj
(s, 0, µj))ds .

Плотность распределения fk(s, a, b) для a > 0 известна:

fk(s, a, b) = e−(a+b)s(k + 1)s−1(a/b)−(k+1)/2Ik+1(2s
√
ab) ,

а для a = 0 она очевидно выражается формулой

fk(s, 0, b) =
(bs)k

k!
be−bs .

Оптимальная стратегия управления состоит в направлении пришедшего
в момент времени t из внешней среды требования в очередь к прибору,
для которого минимально значение разностной производной ∆+

j (τ, x) при
условии, что вектор длин очередей в этот момент точно известен и равен
x. Эта оптимальная стратегия, являясь марковской, вообще говоря, не яв-
ляется однородной. Однако, исходя из асимптотических свойств ∆+

j (τ, x),
при больших τ можно показать, что оптимальные управления зависят от
времени лишь вблизи горизонта оптимального управления, т. е. для зна-
чений t, близких к T .

7. Заключение
В работе рассмотрены актуальные вопросы совместного оптимального

управления и наблюдения для управляемых объектов сетевой структуры.
При этом учитываются особенности скачкообразных процессов как в изме-
рениях, так и в управлении. Такая общая постановка задачи управления и
наблюдения применительно к СМО и СеМО позволяет с единых позиций
формулировать и решать соответствующие оптимизационные задачи.
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Abstract 

The task of the proposed method in the following paper is to increase 

security and data storage in the information transmission in telemetry 

systems based on symmetric block cryptographic algorithm by increasing 

the number of switches and the number of internal operations (in 

accordance with Feistel scheme) i.e. increasing the resistance of 

cryptographic encrypted data against cryptographic attacks.  

 

Keywords: cryptography, Feistel scheme, cryptographic algorithm, data 

storage, telemetry systems, data protection, cryptographic resistance, 

cryptographic attacks. 

 

1. Introduction 

Individual cryptographic protection is used in the cases when it is needed to 

provide personal protection of the information exchange for a separate user (network 

subscriber). Then, he/she is given an individual encryption tool and is able to 

implement secure information exchange with other subscribers of the communication 

network who has the same tool and corresponding encryption key interaction. 

Cryptographic protection covers the entire route between the two subscriber loop 

and the chosen route through the network. This means that encryption is performed 

"end-to-end" and there is no unprotected section of the connection between two 

callers, which is essential advantage of this organization approach. 

Basic algorithms, used for such protection, are block cryptographic information 

algorithms [1÷6]. They are symmetric (using the same key for encryption and 

decryption) and work on blocks of bits with fixed length. From these blocks, they 

generate encrypted information with equal, longer or shorter length. These algorithms 

use a secret key, which has a fixed length too.  

The main properties of block algorithms are on one hand confusion - the ability of 

an algorithm to make the connection between the key and ciphertext as complex and 

mixed as possible and on the other hand diffusion - the ability of an algorithm to 

make the link between text and ciphertext as complex and scattered as possible too. 

These properties are achieved by using the scheme used for the encryption algorithm.  

 

2. Method 

The task of the proposed method is to increase security and data storage in the 

information transmission in telemetry systems based on symmetric block 

cryptographic algorithm by increasing the number of switches and the number of 

internal operations (in accordance with Feistel scheme). That is, increasing the 
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resistance of cryptographic encrypted data against cryptographic attacks without 

significant reduction of the algorithm rate. 

In accordance with the method, these problems can be solved through a series of 

operations at a certain information flow formatting in the following way: 

 The actual use of 256-bit master key is entered; 

 Two 48-bit and two 32-bit sub-keys at each cycle are used; 

 The total number of sub-keys are 64; 

 An additional block of the encryption function in each scheme cycle is added; 

 An additional XOR adder in each cycle is added. 

 

2.1. Method description  

The data encryption process is performed in the following manner. First the 

manifest information (encryption information) is divided into blocks of 64-bits each 

(Figure 1).  

In the initial phase and final transposition 64-bit blocks are submitted and blocks 

of the same size are generated as the displacement is a process of changing the bits 

positions without changing the values, which is 1-1 reversal. Reversal is based on 

Table 1 and Table 2. The obtained bit sequence is divided into two sequences left L(0) 

and right R(0), each of which containing 32 bits. Then, the encryption process 

performs using the function F(.). In the proposed method this function is implemented 

on both parts. The output 32-bit sequences of both F(.) functions are applied to the 

first inputs of two adders XOR. The second inputs of these adders are fed first with 

two 32-bit sub-keys. The 32-bit output sequences of the two XOR adders, change 

places. That is left becomes right and vice versa, which in its turn forms the input 

sequence for the next cycle. These procedures are carried out totally sixteen times, on 

the basis of the internal cycles. 

58  50  42  34  26  18  10  2  

60  52  44  36  28  20  12  4  

62  54  46  38  30  22  14  6  

64  56  48  40  32  24  16  8  

57  49  41  33  25  17  9  1  

59  51  43  35  27  19  11  3  

61  53  45  37  29  21  13  5  

63  55  47  39  31  23  15  7  

Table 1. Primary transposition 

40  8  48  16  56  24  64  32  

39  7  47  15  55  23  63  31  

38  6  46  14  54  22  62  30  

37  5  45  13  53  21  61  29  

36  4  44  12  52  20  60  28  

35  3  43  11  51  19  59  27  

34  2  42  10  50  18  58  26  

33  1  41  9  49  17  57  25  

Table 2. Final transposicion 
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256 bit key

 

Fig. 1. Overall block diagram of the proposed encryption method 
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2.2. Realization of the function F (.) 

The realization of the function F(.) (Figure 2) is performed in the following order.  

Initially, the right side of Ri-1 of the data block is expanded by 32 to 48 bits by 

repeating the bits with number 1, 4, 5, 8, 9, 12, ......., 24, 28, 32 (the border bits of the 

groups containing 4 consecutive bits). The new bits of the extension are joined 

cyclically to the eight formed adjacent structures by 4 bits according to the scheme: 

r32 r1 r2 r3 r4 r5, r4 r5 r6 r7 r8 r9, …….., r28 r29 r30 r31 r32 r1    (1) 

Then, the formed part Ri-1 with the length of 48 bits is multiplied by mod 2 48-bit 

key Ki element by element and divided into 8 successive structures with the length of 

6 bits. These structures are submitted to the S - boxes, performing nonlinear 

procedure - a choice of 4 outputs (bits) from 6 inputs (bits). Then, transposition P 

implements in a specific pattern and produces the final result of the cryptographic 

processing F(.) with the length of 32 bits.  

 

48 bits
key

P- box

Transposition

XOR

1 2 3 4 5 6 7 8

S- box

48 bit

48 bits

32 bits

32 bits

32 bits

 
Fig.2. F – function 

 

2.3. Keys generator.  

The process of generating the 64 keys {Kj} with the length of 48 bits and 32 bits 

runs according to the standard algorithm, shown in the right part of Fig.1. Key {Kj} is 

entered in the cryptographic scheme with the length of 256 bits. 

The keys involved in each cycle are generated from the basic one in the following 

manner. Consistently required number of bits are taken for the sub-keys, as follows: 

the first 48 bits of the main switch are taken as key K1 and fed at the entrance of the 

function F (L0, K1), the next 48 bits are taken as key K2 at the input of F (R0, K2), the 

next 32 bits are taken as K3 and fed the input of the first adder XOR of the first cycle, 

the next 32 bits are taken as key K4 and fed to the input of the second adder XOR of 

the first cycle, then the same procedure implements to generate the quadruple keys for 

the rest cycles up to the sixteenth one. After reaching the last byte of the basic key, 

shift of 25 bits is performed linearly to the left in the 256-bit sequence as many times 
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as necessary to obtain the required number of sub-keys. 

Based on the proposed scheme in Figure 1, the cryptographic resistance of the 

encrypted data is significantly enhanced using 256-bit master key, implementation of 

function F(.) on the left and on the right of the data and using sixty four sub-keys for 

the sixteen internal cycles. 

The algorithm rate is comparable with the used nowadays triple DES, since the 

encryption is performed only once, while triple DES encryption is performed three 

times, both according to one and the same scheme. 

 

3. Conclusion 

The method of individual encryption of transmitted information, which is used in 

telemetry systems with special purpose, is especially useful for protection of any kind 

of data exchanging between certain users. Protected data can be exchanged either in 

real time or sent after any period of time. 

Based on the proposed method, the cryptographic resistance of the encrypted data 

is significantly enhanced by the use of 256-bit master key, implementation of the 

encryption function on the left and on the right of the data and the use of sixty four 

sub-keys for the sixteen internal cycles. 

By using cryptographic protection in telemetry systems with special purpose, data 

can be sent in real time and reliably stored in an appropriate buffer (memory) and 

delivered only to the recipient as intended: insurance, road assistance, fire-brigade, 

ambulance and others.   
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Abstract

In this work, we study the accuracy of the estimation of the effective
bandwidth (EB) of the nodes in a computer network. The basic pro-
cess describing the network is assumed to be (quasi) regenerative. This
approach is based on the fact that the regenerative input stays regener-
ative crossing acyclic network with no saturated nodes. Thus each node
of such a network can be analyzed as an isolated system. We study
the property of a regeneration-based estimator of the EB and show that
it ensures a predefined QoS requirement, however with an overestima-
tion. We discuss the problem when this overestimation is acceptable for
highly reliable networks. Moreover, we touch upon the problem of the
accelerated estimation because regeneration-based estimator uses some
facts from theory of large deviations.

Keywords: regeneration, effective bandwidth, fast simulation

1. Introduction

Consider an one-server queueing system with loses with constant service rate
C, finite buffer b and stationary workload process W (i. e. the unfinished work
in steady state mode of the system). The capacity C can be chosen according to
some quality of service (QoS) parameters (such as stationary waiting time W ,
stationary loss probability, stationary overflow probability, etc.). We consider
the overflow probability Pb of the stationary workload as a QoS parameter
satisfying a requirement:

Pb := P(W > b) ≤ Γ, (1)

where bound Γ is predefined. If the service rate C satisfies condition (1), then
C is called the effective bandwidth (EB).

We consider a slotted time scale, and let vi be the workload arrived in the
system in time interval [i, i− 1), i = 0, 1, . . . Assume the following limit exists

Λn(θ) =
1

n
ln eθ

∑n−1
i=0 vi → Λ(θ), n→∞, (2)

where free parameter θ > 0. This limit Λ(θ) is called (scaling) limit logarithmic
moment generating function of the input process [1]. Then EB C can be found
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as follows (for details, see [1, 2, 3]):

C :=
Λ(θ∗)

θ∗
, θ∗ = − ln Γ/b > 0. (3)

In this paper, we describe regenerative estimator of the effective bandwidth C
of a node being a component of a computer network. It is assumed that the
basic process describing the network is regenerative or quasi-regenerative [3].
Also we discuss properties of the corresponding estimator of C.

2. Regenerative estimator

According to (3), to calculate the effective bandwidth C, we need to find
function Λ(θ). It is possible to get the analytical expression of Λ(θ) only in a
few simplest cases when random variables (r.v.) vi are i.i.d. Otherwise it is
necessary to use the strongly consistent standard sample mean estimator,

Λk(θ) := ln
1

k

k−1∑
i=0

eθvi → Λ(θ), k →∞. (4)

As it has been discussed earlier (see [2, 3]), the preferable way to estimate
Λ(θ) is to apply the regeneration. Assume the input sequence {vi} is regener-
ative with regeneration points {βn}. Then

Xk :=

βk+1−1∑
i=βk

vi, k ≥ 0, β0 := 0,

are i.i.d. blocks (with generic element X). It allows to construct the following
regenerative estimator of function Λ(θ) [4]:

Λk(θ∗) :=
k

βk
ln

1

k

k∑
i=1

eθ
∗Xi → lnEeθ∗X

Eβ
=: Λ(θ∗), k →∞, (5)

with the following moment assumptions:

1) Eβ2 <∞;
2) there exists θ0 > 0 such that EeθX <∞, θ ∈ (0, θ0).

Then the upper bound of the EB C can be obtained as the limit

Ck(θ∗) :=
Λk(θ∗)

θ∗
→ lnEeθ∗X

θ∗ Eβ
. (6)

Table 1 shows the simulation results of regeneration-based EB of a node
of a tandem network with M = 5 nodes and the input rate λ. The re-
sults demonstrate that the regenerative technique gives some overestimation
∆(about 15-18%) of the required QoS guarantee (1). The overestimation ∆
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λ D̂ V arD̂ Ĉ Γ̂ ∆ Γ̂∆

0.3 3.93 9.17 1.80 3.26 · 10−6 0.11 8.90 · 10−6

0.3 3.93 9.17 1.80 3.26 · 10−6 0.15 2.71 · 10−4

0.9 6.59 18.22 2.85 3.36 · 10−7 0.15 3.79 · 10−6

0.9 6.59 18.22 2.85 3.36 · 10−7 0.18 2.94 · 10−4

Table 1: Tandem network, M=5, Γ = 10−5

is discussed in more details in [2]. Simulation results show that ∆ increases
together with regeneration period and its variance. Because we deal with very
small probabilities, well-known Monte-Carlo simulation technique is extremely
time-consuming to obtain the reliable estimates in acceptable time. It is neces-
sary to speed up the simulation, and by this reason we discuss some acceleration
methods of rare event simulation. In particular, we focus on variance reduction
techniques such as Importance Sampling and Multilevel Splitting (see [1, 2, 5]).

3. Conclusion

In this paper, we discuss regeneration-based estimator for the EB, the over-
estimation that it gives and some ways of speeding up simulation to investigate
possible dependence between overestimation ∆ and length of regeneration cy-
cles and its variance V arD̂.
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Abstract

We consider an infinite buffer FCFS m-server queueing system GI/G/m.
The regenerative simulation method can be used to estimate important
QoS parameters of presented system, such as the mean stationary waiting
time or mean queue size. In case classic regeneration is absent, we sug-
gest a novel method called regenerative envelopes. The method is based
on a coupling and monotonicity property of the workload process. We
construct two auxiliary regenerative systems which give upper and lower
bounds for the workload and queue size processes in the original non-
regenerative system. Estimation based on simulation of a multiserver
FCFS system GI/G/m illustrates this approach.

Keywords: regenerative method, confidence estimation, infinite buffer
systems, monotonicity

We consider an infinite buffer FCFS m-server queueing system GI/G/m
with the i.i.d. inter-arrival times {τn := tn+1 − tn, n ≥ 0} and i.i.d. service
times {Sn n ≥ 0} with rates λ := 1/Eτ and µ := 1/ES, respectively. (We de-
note by τ and S the corresponding generic elements.) Let νn define the number
of customers in the system before the nth arrival (at instant t−n ). Under well-
known conditions ρ := λ/µ < m and P(τ > S) > 0 classical regenerations of
the system (and, in particular, of the process {νn, n ≥ 0}) exist. Regenerations
of the process {νn} and some other processes related to the system are defined
as follows:

βn+1 = inf
k

(k > βn : νk = 0), n ≥ 0. (1)

Note, that regeneration periods αn = βn+1−βn are i.i.d. and define the generic
element by α. If the regenerative process {νn} is positive recurrent (Eα <∞)
and aperiodic (P(α = 1) > 0), then the following weak limit exists [1]

νn ⇒ ν, n→∞. (2)

(The same holds for other regenerative processes describing the system.) The
limit ν is an important QoS parameter. The regenerative method allows to
construct confidence intervals for performance measures such like Eν [1].
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Under the opposite condition P(τ > S) = 0 the classical regenerations are
excluded and the regenerative confidence estimation is not applicable. In this
case we present another method based on the so-called regenerative envelopes.
We use a coupling technique to construct an auxiliary infinite buffer system
(denoted by Σ) in the following way. The system Σ has the same number
of servers (m) and the same input flow as original non-regenerative queuing

system. Define by S
(i)
k the remaining service time in the ith server at instant

t−k . For fixed integer q ≤ 0 and real 0 ≤ ai ≤ bi < ∞ we define the following
arrival moment in the system Σ:

γ1 = inf
k
{k : ν = q, S

(i)
k ∈ [ai, bi], i = 1, . . . ,m}. (3)

Our goal is the following: if k = γ1, we replace all remaining service times

S
(i)
k , i = 1, . . . ,m by its upper bound bi. Thus, we increase the corresponding

service times in comparison with service times in the original system.
Define by dn the departure instant of the nth arrival in system Σ. (Note

that in general the order of the departures is not the same as order of the
arrivals.) Consider the set Mn = {k : tk ≤ tn < dk} which defines the
numbers of customers in Σ at instant t+n . Now we are able to present the
following recursion

γn+1 = inf{k > γn : νk = q, S
(i)
k ∈ [ai, bi],

Mγn

⋂
Mk = ∅, i = 1, . . . ,m}, n ≥ 1. (4)

Note, that at each instant γn, n ≥ 2, we replace all remaining service times
by the corresponding upper bounds bi, and then replace all service times of
the customers waiting in the queue (if any) by the i.i.d. random variables

{S(0)
n } distributed as the generic service time S. The system Σ regenerates at

instants {γn, n ≥ 1} and, in particular, the regenerative confidence estimation
is applicable. Moreover, we synchronize the original and auxiliary systems as
follows. Define by {τ̃n} and {S̃n} the arrival epochs and service times in Σ,
respectively. Then, we obtain the following relations

τn = τ̃n, Sn ≤ S̃n, n ≥ 0. (5)

By the well-known monotonicity property inequalities (5) allow to establish the
corresponding relations between the mean queue size and the mean workload
in both systems [2]. As a result, the auxiliary system Σ majorates the original
non-regenerative system. Such approach allows to construct an upper bound
for mail QoS parameters (mean queue siza and mean workload) based on re-
generative method. In the similar way we construct a minorant regenerative
system (at instants γn, n ≥ 1 replacing the remaining service times to the cor-
responding lower bounds ai). The minorant system provides lower bound of
the required QoS parameters.
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Abstract: Achieving maximum throughput (THR) of crossbar switch node is 
obtained by calculating the non-conflict schedule to switch incoming packets. In this 
paper the results from a numerical simulation of the THR obtained using the grid-
cluster of IICT-BAS (ww.grid.bas.bg) are presented. Our simulation employs MiMa-
algorithm specified by apparatus of Generalized Nets. We utilize family of patterns of 
our own design for non-symmetric traffic (based on the Chang-model). The main 
result includes determining of the upper bound of the THR of the MiMa-algorithm as 
the maximal possible throughput value equal to 100%. 
 

Key words: Computer and Communication Networks, Crossbar Switch Node, 
Throughput modeling, Generalized Nets, Algorithms. 
 
 

КОМПЬЮТЕРНАЯ СИМУЛЯЦИЯ ПРОПУСКНОЙ 
СПОСОБНОСТИ КОММУТАТОРА С МАТРИЧНЫМ 

ПЕРЕКЛЮЧАТЕЛЕМ ДЛЯ ВХОДЯЩЕГО ТРАФИКА ТИПА 
МОДИФИЦИРОВАННОЙ МОДЕЛИ ЧАНГ-А  

 
Т. Ташев1, В. Монов1, М. Маринов2 
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Академии Наук, София, Болгария 

Технический университет – София, София, Болгария 
 

Резюме: Достижение максимальной пропускной способности (ПС)  
коммутационного узла с матричным переключателем получается путем 
вычисления бесконфликтного расписания для коммутации входящих пакетов. В 
данной работе представлены результаты численного моделирования ПС, 
полученые с использованием вычислительной сети IICT-BAS (ww.grid.bas.bg). 
Наше моделирование использует MiMa-алгоритм, специфицированный 
аппаратом Обобщенных сетей. Для несимметричного входящего трафика мы 
применили  семейство шаблонов на основе Чанг-модели. Основной результат 
состоит в определения максимальной ПС при МiMa-алгоритмe как стремящееся  
к значению равному 100%. 
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Ключевые слова: Компьютерные и коммуникационные сети, Пакетный 
коммутатор, Оценка производительности, Обобщенные сети, Алгоритмы. 
 

1. Introduction 
Crossbar switch node is a device which maximizes the speed of data transfer using 

parallel existing paths between the input and output lines in the commutation field of 
the node (as shown in Figure 1) [1]. This is obtained by means of a non-conflict 
commutation schedule calculated by the control block (Scheduler) of the switch node 
(as shown in Figure 2) [2]. From a mathematical point of view the calculation of such 
a schedule is NP-complete [3]. The existing classical solutions (PIM-algorithm [4], 
iSLIP-algorithm [5]) partly solved the problem. New more effective algorithms for 
schedule calculation are needed and they have to be checked for efficiency. As 
examples we can mention the CTC(N) [6] and RR/LQF [2] algorithms. 

The efficiency of the switch performance is firstly evaluated by the throughput 
(THR) provided by the node for uniform and non-uniform load traffic [1, 2, 6]. The 
modelling of the THR should be performed for large area of the switch field (from 
2x2 to at least 128x128 input/output lines). Such simulations and the necessary 
computations are typically carried out by using grid-computer structures. In our 
previous works we used this approach [7]. 

 

 
Fig.1 Crossbar switching field.     Fig.2 An input-queued switch with a scheduler. 
 

In this paper we determine the THR of a crossbar switch (with input buffering and 
Virtual Output Queues – Figure 2) by means of a computer simulation up to 130x130 
lines. We utilize family of patterns of our own design for non-symmetric traffic 
(based on the Chang-model [8]). Our simulation employs MiMa-algorithm 
(developed by the first author) specified by apparatus of Generalized Nets (GN). 
Generalized Nets [9] are a formal tools  allowing a representation of connections in 
serial and parallel processes [10, 11]. 

The main results of the paper include determining of an upper bound of the 
throughput for MiMa-algorithm under the specified family of patterns. The bound of 
the throughput of the MiMa-algorithm approaches the maximal possible throughput 
value equal to 100%.  
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2. MiMa-algorithm for computing a conflict-free schedule 
The requests for packet transmission through switching n × n line switch node is 

presented by an n × n matrix Т, named traffic matrix (n is integer). Matrix T describes 
unidirectional packet flow - from input lines to output lines. Every element tij (tij  {0, 
1, 2, …}) of the traffic matrix represents a request for a packet from input i to output 
j. For example tij = p means that p packets from the i−th input line have to be send to 
j−th output line of the switch node [5].  

A conflict situation arises when in any row of the matrix T the number of requests 
is more than one. This corresponds to a case when source declares packets for more 
than one receiver. If any column of a matrix T contain more than one element 
different from zero, this indicates also a conflict situation. Avoiding conflicts is 
closely related to the effectiveness of the switch node. In order to obtain the non-
conflict schedule is necessary to compute the sequence of conflict-free matrices Q1 ,    
. . . , Qm such that their sum will be equal to the traffic matrix T. Each column and 
row of matrices Qi, i = 1,2,…,m has no more than 1 element equal to one and the rest 
of elements are equal to 0. 

We will give a brief description of the MiMa-algorithm (compute the matrix Q1). 
Step 1. Initially, matrix T is introduced (tij  : I,j { 1, 2, …, n}, n=const).  
Step 2. A vector-column, which consists of the number of conflicts in each row 

(row conflict weights) is calculated. 
Step 3. If there is no requests (vector-column contain only 0-elements) then go to 

Step 9. Else - continue. 
Step 4. A vector-row, which consists of the number of conflicts in each column 

(column conflict weights), is calculated too.  
Step 5. In the vector-row we choose the maximal element which determines the 

column with the most conflicts.  
Step 6. In the vector-column we choose the maximal element which determines 

the row with the most conflicts.  
Step 7. If there is a request in the place of intersection of the column and row with 

most conflicts,  
    then: we take this request as an element of the non-conflict matrix Q1. 

Temporary records zero(0)-weight for these input and output lines. Go to Step 2. 
         else: (If there is no request) we choose the element in the vector-column 

which is closest in value to the maximal element. The element in the vector row 
remains the same.  

Step 8. We check if there is a request in the intersection, etc. (like Step 7, we omit 
details).  

As a result for the chosen column of T we will have a request selected for 
commutation (if such a request exists at all). The row and column containing the 
selected request are excluded from the computation of Q1. Go to Step 2 (The next 
elements of Q1 are computed by repeating the above procedure). 

Step 9. Stop. 
As a result the first matrix Q1 may consists of elements (requests) with maximal 

weight of conflicts in T. The next non-conflict matrices Q2, . . . ,Qm  are computed 
analogously. The last matrix Qm will contain only the non-conflict requests in matrix 
T. 
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Our model is developed for packet switch node with an equal number of inputs 
and outputs. Its graphic form is shown on Figure 3. At the first moment of the current 
modeling time, one token enters into place l1 (start). This token represents requests for 
sending a packet (all packets have the same size). It has an initial characteristic : “ch0 
= (pr1ch0, pr2ch0) = < n, T>” ( the number of the input/output lines, noted by n and the 
traffic matrix T).  The end of the MiMa-algorithm is indicated by receiving a token in 
the place l22 (stop). At this moment the place l20 contains the tokens of the final non-
conflict schedule (the tokens who represent the solutions Q1,Q2, . . . ,Qm ). 

 

 
 

Fig.3 Graphical form of GM-model of MiMa-algorithm 
 
The model has possibilities to provide information about the number of 

switching in crossbar matrix, as well as about the average number of packets 
transmitted by one switch. Analysis of the model proves receiving a non-conflict 
schedule. 
 

3. Models for load traffic 
For simulations we will use a modified pattern model for Chang’s [8] load traffic. 

Our basic model includes a family of patterns denoted below as Cg-i , i=1,2,… 
Requests represent packets with the same size. The index i shows values of element in 
the traffic matrix. The optimal schedule for Cg-1 requires kopt = 1.(n-1) switchings of 
the crossbar matrix for n x n switch. The optimal schedule for Cg-i requires kopt = i.(n-
1) switchings of the crossbar matrix for n x n switch. The throughput is computed by 
dividing the result of optimal solution by the result of the simulated solution: if the 
Mima-algorithm gives the schedule with kr switchings, then the throughput will be kopt 
/ kr. This model ensures 100% load intensity of the input lines and 100% workflow of 
the output lines. The traffic matrices for Cg-1 and traffic matrices for Cg-i are shown 
in Figure 4. The generation of these patterns does not depend on the type of hardware 
and software simulation tools. 
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Fig.4 The basic family of patterns for Chang’s load traffic: Cg-1 and Cg-i 
 

The MiMa-algorithm is deterministic. For one matrix T(kxk) it gives one solution 
Q1,Q2, . . . ,Qm and THR receives quantized values for k from 3 to n. To achieve more 
precision of simulations in this paper we propose a modification of the family of 
patterns Chaoi, as it is shown below : for n = 3 we have three traffic matrices T1 ( see 
Figure 5 for model Cm-1), for n = k we have k traffic matrices Ti (see Figure 5 for 
Cm-i). The resulting throughput is the average for n runs for each size n × n. 

 

 
 
Fig.5 The family of patterns for modified Chang’s load traffic: Cm-1 and Cm-i 

 
4. Computer simulation 

The transition from the formal model to the executive program is carried out as in 
[12]. The source codes have been created using the program packet Vfort [13] - free 
access from Institute of mathematical modeling of Russian Academy of Sciences. The 
source codes have been compiled with means of the grid-cluster BG01-IPP of the 
Institute IICT- BAS (www.grid.bas.bg). The resulting code is executed locally in the 
grid-cluster. The operation system is Scientific Linux release 6.5 (Carbon), kernel 
2.6.32-431.20.3.e16.x86 64. We used the following grid-resources: up to 16 CPU (2 
blades), 32 threads, 2GB RAM. The main restriction is the time for execution ( < 72 
hours). 

 Figure 6 shows the results from computer simulation of the MiMa-algorithm with 
input data by basic Chang and modified Chang pattern. Sizes of the crossbar matrix 
used for these simulations range from 3x3 to 130x130. Smoothing of the THR is 
clearly visible. The curve of calculation time is not only smoothed, but also the time is 
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significantly reduced.   Thus, we conclude that our modification of the basic family of 
patterns enables us to obtain more precise results in the simulations of MiMa-
algorithm with respect to the THR and the time for execution. 

 

 
 

Fig.6  THR and time for basic Chang’s load traffic Cg-1 and modified Cm-1 
 

Figure 7 shows the results from computer simulation of the MiMa-algorithm with 
input data Cm-1, Cm-10, Cm-100. Sizes of the crossbar matrix used for these 
simulations range from 3x3 to 130x130. To simplify the notations in the figures, the 
modified pattern is denoted as Cm-j for j=1,10,100… It is shown that the time of 
execution increases linearly with increasing of the pattern index j. The THR also 
increases. 

 

 
 

Fig.7  THR and time for modified Chang’s load traffic Cm-10 and Cm-100. 
 

This rise the question of whether the 100% THR is a bound for the family of 
curves for Cm-j  when j  tends to infinity. In order to answer this question, further 
simulations are needed. 

Figure 8 shows results from computer simulation of the MiMa-algorithm with 
input patterns Cm-1000 and Cm-10000. A main restriction is the time for execution.  
The grid-time used for this simulation varies from 58 hours up to 70 hours for Pattern 
j=10000. The dimension n varies from 3×3 to 100×100 and n simulations (runs) for 
each size (n×n) of pattern Cm-10000 are executed. 
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Fig.8 THR and time for modified Chang’s load traffic Cm-1000 and Cm-10000. 
 

It is seen that values of throughput for Cm-j are approaching the value of 
maximum of 100%, when j  1000 and n  64. As a whole the results obtained are 
consistent with the expectation that the THR approaches the maximum value of 
100%. 

 
5. Conclusion 

The main results of the paper include determining of an upper bound of the 
throughput for MiMa-algorithm under a modified family of patterns. The bound of the 
throughput of the algorithm approaches the maximal possible throughput value equal 
to 100%. This is achieved at the expense of an increased time of the algorithm 
execution. The further investigations should be orientated to optimize the time of 
execution through parallel computation of operations in MiMa-algorithm.   
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MULTIPLE QUEUING SYSTEM WITH
CONTROLLABLE NUMBER OF SERVERS:

STATIONARY CASE
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Abstract
Controllable multiple queuing system is considered with periodically done

control actions: channels may be switch off or switch on. Poisson input flow
has variable random intensity which is govern with homogeneous Markovian
chain. It is supposed that the length of control period is sufficient for a set-up
of probabilistically stationary mode. The criteria is planning horizon maximum
profit. Optimal switching strategy computing algorithm has been constructed.
The examples are given.
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Аннотация

Рассматривается управляемая многолинейная СМО, в которой
управление, осуществляемое с постоянным временным шагом, сво-
дится к подключению резервных каналов обслуживания или отклю-
чению рабочих. В СМО поступает простейший поток требований со
случайной интенсивностью, величина которой изменяется в соответ-
ствии с однородной марковской цепью. Предполагается, что за время
шага в СМО успевает установиться стационарный режим. Построен
алгоритм определения оптимальной по критерию максимума прибы-
ли СМО в интервале планирования стратегии переключений. Приво-
дятся примеры. Ключевые слова: многолинейная СМО, управляемая
СМО, однородная марковская цепь, стационарный режим, стратегия
переключений.

Ключевые слова: многолинейная СМО, управляемая СМО, одно-
родная марковская цепь, стационарный режим, стратегия переклю-
чений
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1. Введение
Исследуется модель управляемых систем массового обслуживания (да-

лее СМО), которые имеют широкие применения в сфере анализа деятель-
ности таких систем социально-экономического назначения, как системы
продажи различного рода билетов, бронирования мест в гостиницах, торгово-
производственные, транспортные и многие другие системы. При этом в
качестве динамически управляемого и в данном случае оптимизируемо-
го параметра выступает число устройств обслуживания в многолинейной
системе массового обслуживания, которое выбирается как функция от из-
меняющейся по времени случайной интенсивности входящего потока тре-
бований.

Для решения таких задач необходимо располагать достаточно точной
моделью подобных управляемых систем, которая строится с применением
классических методов теории массового обслуживания [1, 2] и адекватным
аппаратом решения соответствующих задач оптимизации (в рассматрива-
емом случае - динамической). Интерес к управляемым системам массового
обслуживания возникает в 70-е годы прошлого столетия. В связи с этим
отметим фундаментальную работу В.В. Рыкова [3], в которой была при-
ведена достаточно общая постановка задачи управления системами массо-
вого обслуживания и предложены подходы к ее решению. Отмечено, что
управлять в системах массового обслуживания можно дисциплиной обслу-
живания требований, выбором их структуры, воздействиями на входящий
поток требований, изменением интенсивности обслуживания требований
и рядом других параметров. Оригинальным вкладом в исследование воз-
можности постановки и решения задачи управления так называемыми кон-
фликтными системами массового обслуживания стал труд Ю.И. Неймарка
[4].

Интерес к управляемым системам массового обслуживания к концу 80-
х заметно вырос в связи с тем, что обрел широчайшее распространение
принципиально новый класс прикладных систем, которые можно было ин-
терпретировать и анализировать как системы массового обслуживания -
вычислительные и информационные компьютерные сети. Именно поэтому
усилия специалистов в области теории массового обслуживания оказались
направлены на разработку специфических моделей (в том числе, и сете-
вых) массового обслуживания, рассчитанных на применение для указанно-
го класса прикладных систем. Особенно следует отметить вклад ученых -
представителей школ профессоров В.В. Рыкова, В.М. Вишневского и В.А.
Каштанова [5, 6, 7].

Таким образом, в этом отрезке времени, который исчисляется пример-
но 20 годами (с 1985 по 2005 гг.), практически без внимания большин-
ства специалистов по теории массового обслуживания оставались такие
модели управляемых систем массового обслуживания, которые были бы
пригодны для описания, анализа и оптимизации функционирования объ-
ектов социально-экономической природы. Специфика объектов социально-
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экономической природы заключается, прежде всего, в том, что при их опи-
сании огромное значение имеет чисто эконометрический анализ их функ-
ционирования, выражающийся в тщательном и корректном учете всех эко-
номических показателей, которые необходимо принимать во внимание при
оценке качества функционирования таких объектов.

Первая попытка такого исследования была предпринята в работах [8, 9],
в которых рассматривалась управляемая в указанном выше смысле СМО,
действующая в стационарном (вероятностно). В настоящем докладе рас-
сматривается развитие полученных в [8, 9] результатов.

Рассматриваемые в докладе СМО характеризует то, что входящий по-
ток является пуассоновским потоком с переменной в соответствии с неко-
торой дискретной по времени однородной марковской цепью интенсивно-
стью. Управление такой системой массового обслуживания сводится к вы-
работке стратегии подключения резервных устройств обслуживания или
отключения основных устройств обслуживания (перевода их в резервные).

2. Модели управляемых систем массового обслуживания
для описания социально-экономических систем

Будем считать, что наша система массового обслуживания представля-
ет собой многолинейную СМО с набором подключаемых резервных устройств
обслуживания.

Все приборы обслуживания имеют экспоненциальные взаимно незави-
симые времена обслуживания с интенсивностью обслуживания µ. Зададим
компоненты затрат.

Пусть
c1 – стоимость эксплуатации одного основного (рабочего) устройства

обслуживания в ед. времени;
c2 – стоимость содержания одного резервного устройства обслуживания

в ед. времени (естественно, что c1 > c2, нередко c2 = 0);
A1 – цена переключения одного устройства из числа резервных в число

основных («включения»);
A2 – цена переключения одного устройства из числа основных в число

резервных («отключения»);
D – стоимость единицы времени пребывания одного требования в оче-

реди на обслуживание;
H – доход, связанный с окончанием обслуживания одного требования.
m1 – число рабочих каналов обслуживания;
m2 – число резервных каналов обслуживания.
Требуется максимизировать суммарную среднюю прибыль в системе за

время ее функционирования в периоде планирования [0, T ]. Здесь T = Nτ ,
где N - достаточно большое натуральное число, а τ - интервал времени
между последовательными моментами принятия решений о подключении
новых рабочих приборов или об отключении части работающих приборов.
Интервал τ будем называть «шагом».
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Пусть интенсивность входящего простейшего потока в фиксированные
моменты времени tn = nτ , n = 1, 2 . . . N , претерпевает скачкообразные
изменения от λi к λj с вероятностями pij(m1), i, j = 1, 2, . . . , L 1, (в прин-
ципе возможен случай, когда переходные вероятности зависят также и от
n, тогда вместо pij(m1) следует писать pij(m1, n)). Таким образом, в каж-
дом из интервалов длительности интенсивность входящего потока требо-
ваний постоянна и описывается моделью случайной величины, принимаю-
щей значения из конечного множества Λ = λ1, λ2, . . . , λL (считаем, что
λ1 < λ2 < · · · < λL). Будем также считать, что Mµ > λL, где - это
интенсивность обслуживания на одном основном (рабочем) устройстве, а
Mµ = m1 +m2.

В моменты времени tn имеется возможность переводить устройства об-
служивания из числа резервных в основные и обратно, т.е. осуществлять
переключения резервных устройств в основные (включение) или обратные
переключения: из основных - в резервные (отключение). Рассматриваемая
модель массового обслуживания по своей идее весьма близка к предложен-
ной в 60-е гг. прошлого столетия модели надежности, получившей название
динамического резервирования [10, 11], хотя, как станет ясно в дальнейшем
ее алгоритмическое решение качественно гораздо ближе к схеме двухуров-
невых стратегий управления запасами [12].

Будем рассматривать случай установления стационарных режимов в
системе массового обслуживания, т.е. случай, когда в каждом из интер-
валов длительности τ успевает поступить (и пройти обслуживание) такое
число требований, которое достаточно велико для того, чтобы в рассматри-
ваемой СМО на каждом шаге устанавливался стационарный в вероятност-
ном смысле режим функционирования. Практически для этого достаточно,
чтобы:

µτ >> 1 (1)

Разумеется, в этом случае справедливо и λτ >> 1.
Предположение стационарности накладывает достаточно жесткое огра-

ничение на рассматриваемую модель.
Во–первых, должны быть выполнены соотношения ρi = λi/µM < 1, λi ∈

Λ . Таким образом, система может устойчиво работать только с таким по-
током, для которого выполнено условие:

λi < µM ∀λi ∈ Λ. (2)
1Введение зависимости вероятностей скачков интенсивности входящего потока от

числа рабочих устройств m1 связано с необходимостью учета эффекта влияния ка-
чества процесса обслуживания (в данном случае обусловленного временем ожидания
клиентами начала обслуживания) на потребительский спрос, который и описывает рас-
сматриваемая интенсивность входящего потока.
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Пусть λmax максимальный элемент множества Λ (фактически, это зна-
чение λL). Тогда неравенство (2) можно переписать в виде

λmax < µM (3)

Во–вторых, на каждом шаге существует нижняя граница допустимо-
го числа рабочих устройств m

(i)
1p , на которое можно переводить систему

с расчетом на ее устойчивое функционирование (в смысле существования
стационарного режима), и эта граница зависит от номера состояния i на
соответствующем шаге. Действительно, в состоянии i (по значению интен-
сивности входящего потока) должно выполняться условие стационарности
ρi = λi/µm

(i)
1p < 1, откуда получаем что:

m
(i)
1p >

λi
µ
⇒ m

(i)
1p =

λi
µ

+ 1, ∀i = 1, N (4)

Таким образом, число работающих в состоянии i устройств может при-
нимать значения от m(i)

1p до M .

3. Постановка и решение задачи для стационарной модели
Обозначим через C(1)(λi,m1,m1p) среднее значение прибыли на од-

ном шаге (длительности τ ), если в начале шага устанавливается значе-
ние интенсивности входящего потока, равное λi; число основных (рабочих)
устройств, с которыми СМО подходит к этому шагу, равно m1, и прини-
мается управляющее решение о введение в действие в момент начала шага
m1 основных устройств. Что означает сохранение прежнего числа работа-
ющих устройств обслуживания, если m1 = m1; необходимость отключения
m1−m1 устройств, если m1−m1 > 0; и необходимость включения m1−m1

устройств, если m1 −m1 < 0.
Очевидно, что C(1)(λi,m1,m1p) = средний доход за один шаг – средние

одношаговые затраты.
Из предположения о стационарности следует, что выполняются все вхо-

дящие требования, а значит, в любом случае средний доход за один шаг
составляет hλi.

Средние затраты складываются из затрат на включение резервных (от-
ключение основных) устройств; затрат, связанных с пребыванием требова-
ний в очереди; и затрат на эксплуатацию основных и резервных устройств.
Затраты на включение (отключение) равны:

Зпереключения(m1,m1) =


A1(m1 −m1) если m1 −m1 > 0,

0 если jm1 = m1,

A1(m1 −m1) если m1 −m1 < 0.

(5)

Затраты, связанные с пребыванием требований в очереди на шаге дли-
тельности τ , равны
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Зна очередь(λi,m1p) = E
τ∫

0

dk(t,m1p, λi)dt =

= Ed
τ∫

0

k(t,m1p, λi)dt = dk(m1p, λi)τ,

(6)

где E - символ оператора математического ожидания, kbt,m1p, λic- число
требований в очереди к СМО с параметрами m1 и λi в момент времени t,
а (m1p, λi) - средняя длина очереди в СМО с параметрами m1 и λi. Инте-
грирование в силу предположения о стационарности ведется не в текущем
интервале [tn, tn+1], а в интервале [0, τ ]. Для стационарного случая имеем
[1] :

k(m1p, λi) = π0
(m1pρi)

m1pρi
m1p!(1− ρi)2

, (7)

где ρi = λi

µm1p
, а π0 =

[∑m1p

i=0
(m1pρi)

i

i! +
(m1pρi)

m1p

m1p!(1−ρi)

]−1

– стационарная веро-
ятность того, что в системе нет требований.

Параметр d характеризует косвенные издержки рассматриваемой СМО,
связанные с тем, что увеличение длительности времени пребывания тре-
бований в очереди снижает предпочтения клиентов по обращению в рас-
сматриваемую СМО. Можно построить математическую модель, которая
связывала бы уровень утраты предпочтений со средним временем пребы-
вания требований в очереди в случае его увеличения, и на основе этой
модели сформировать обоснованную оценку значения коэффициента d. В
настоящей работе задача построения подобной модели не рассматривается.
Ограничимся замечанием, что в большинстве случаев значение параметра
d на 1,5 – 2 порядка меньше значения введенного выше параметра h.

Затраты на эксплуатацию основных и резервных устройств за один шаг
составляют:

Зэксплуатации(m1p) = c1m1p + c2(M −m1p). (8)
Таким образом, средняя чистая прибыль за шаг равна:

C(1)(λi,m1,m1p) = hλi − Зпереключения − Зна очередь − Зэксплуатации (9)

Пусть Π ∗
s (λi ,m1 ) - максимальное значение средней прибыли на интер-

вале, который начинается за s шагов до конца периода планирования [0, T ],
s+n = N , при значении λi интенсивности входящего потока иm1 включен-
ных (до принятия управляющего решения о включении m1p устройств) ос-
новных устройствах. Ниже выводятся уравнения динамического програм-
мирования для функционала Π ∗

s (λi ,m1 ) с учетом условия (4).
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Очевидно, что за один шаг до конца периода планирования при слу-
чайном значении интенсивности входящего потока λi значение введенного
выше функционала Π ∗

1 (λi ,m1 ) запишется как

Π ∗
1 (λi ,m1 ) = max

m
(1)
1p ≤m1p≤M

C (1)(λi ,m1 ,m1p) (10)

гдеλi ∈ Λ .
За s шагов до конца периода планирования имеем:

Π ∗
s (λi ,m1 ) = max

m
(1)
1p ≤m1p≤M

{
C (1)(λi ,m1 ,m1p) +

L∑
j=1

pij (m1p)Π ∗
s−1 (λj ,m1p) ,

(11)
где ∀s ∈ 2, N − 1, λi, λj ∈ Λ, – значения интенсивностей входящего пото-
ка в моменты времени за s и за s−1 шагов до конца периода планирования
соответственно.

Уравнения (10) и (11) используются для расчета программы оптималь-
ного управления m∗

1p(i, s), где 1 ≤ s ≤ N − 1, i = 1, 2, . . . , L.

4. Компьютерное моделирование

Следует отметить, что в реальных прикладных проблемах задачах вхо-
дящий поток требований редко бывает чисто пуассоновским. При этом
нередко можно отследить четкие закономерности характера скачкообраз-
ных изменений интенсивности входящего потока требований. Перечислим
наиболее распространенные из них:

• «Плато». Частота изменений интенсивности входящего потока тре-
бований невелика. Поэтому достаточно долгое время рассматривае-
мая СМО функционирует как чисто пуассоновская, вступая при этом
в стационарный (вероятностно) режим.
• «Пик». Входящий поток почти все время стационарен, однако имеют

место периоды пиковых скачков нагрузки. Например, системы бил-
линга испытывают пиковые нагрузки утром и вечером, и на фоне
этого еще более резкие скачки в праздничные дни. Утренние и вечер-
ние пики также характерны для парков общественного транспорта
(днем нагрузка сравнительно невысока).

Исследуемая имитационная модель и семантически, и функционально
учитывает отмеченные особенности поведения входящего потока.

При моделировании рассматривались два класса систем:
Класс 1 (c1 > µh;A2 >> c1) :

• высокая стоимость содержания рабочих устройств обслуживания;
• низкая стоимость перевода резервных устройств обслуживания в ра-

бочий режим;
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• высокая стоимость отключения рабочих устройств.
Класс 2 ( c1 << µh;A2 ≈ A1) :

• низкая стоимость содержания рабочих устройств обслуживания;
• издержки на включение и отключение устройств обслуживания невы-

соки и примерно равны между собой.
Исследуем зависимость решений от параметров систем при отмеченных

выше двух типах входящего потока. Для каждого эксперимента предста-
вим построенные в результате моделирования в среде MATLAB 7.0 графи-
ки зависимостей m1p(t)−m∗

1p(t) .
Значения N, τ, µ, и c2 задаются для всей серии экспериментов. При вы-

боре значения µ следует учитывать ограничение µ >> 1, которое связано с
предположением о стационарности режима, устанавливающегося в СМО,
а с учетом предположения (3) и того, что, как правило, c1 >> c2, положим
c2 = 0. Для удобства будем считать, что τ = 1.

Для задания «плато» используется матрица переходных вероятностей
вида

Probплато =

∥∥∥∥∥∥∥∥
0, 9 0, 09 0, 09 0, 9
0, 01 0 0, 01 0

0 0, 05 0 0, 09
0, 9 0, 05 0, 01 0, 9

∥∥∥∥∥∥∥∥ (12)

Наибольший интерес представляют компоненты затрат c1, A1, A2. Имен-
но они и изменяются в ходе проведенных экспериментов. В процессе мо-
делирования множество возможных значений интенсивностей входящего
потока задавалось как Λ = {100, 150, 270, 350}, µ = 20, τ = 1, c2 = 0.

На приводимых ниже рисунках зависимость m1p(t) изображена точеч-
ной линией, а m∗

1p(t) – сплошной.

 
0 5 10 15 20 25 30 35 40

0

2

4

6

8

10

12

14

16

18

20
m min possible - m1p

Time

Рис. 1: (Обе линии совпада-
ют). Класс 2. A1 = A2 =
10, c1 = 5, h = 1, d = 0, 15.
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Рис. 2: Класс 2.A1 = A2 =
30, c1 = 5, h = 1, d = 0, 15
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Рис. 3: Класс 1. A1 = 2, A2 =
190, c1 = 15, h = 1, 3, d = 0, 15.
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Рис. 4: Класс 1.A1 = 2, A2 =
202, c1 = 5, h = 1, d = 0, 15
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Рис. 5: (Класс 1. A1 = 2, A2 =
204, c1 = 15, h = 1, 3, d = 0, 15.
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Рис. 6: Класс 2.A1 = 2, A2 =
202, c1 = 5, h = 1, 3, d = 0, 15

В данном случае оба класса систем характеризуются схожей динами-
кой. С ростом компонент затрат, связанных с переключением устройств об-
служивания, решение постепенно перестает «отзываться» на резкие спады
интенсивности. Для класса 1 это начинает наблюдаться при c1 : A2 ≈ 1 : 12,
для класса 2 - при c1 : A1,2 ≈ 1 : 6 (рис. 2). При дальнейшем увеличении A2

относительно c1 эта тенденция сохраняется (рис. 3; 5; 6). При соотношении
c1 : A2 ≈ 1 : 13 для класса 1 и c1 : A1,2 ≈ 1 : 7 для класса 2 переключение
устройств обслуживания становится невыгодным. Оптимальным решени-
ем является включение в рабочий режим числа устройств обслуживания,
равного максимальной компоненте вектора m1p .

5. Заключение

Предложена модель управляемой многолинейной системой массового
обслуживания, с помощью которой можно проанализировать и оптимизи-
ровать функционирование различных классов объектов социально-эконо-
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мической природы: систем продажи и бронирования билетов и мест в го-
стиницах, торгово-закупочных систем, систем общественного транспорта,
билинговых систем и ряда других. Интенсивность простейшего входящего
потока изменяется в соответствии с однородной марковской цепью. В пред-
положении об установлении в таких системах стационарного (вероятност-
но) режима построены алгоритмы формирования оптимальных стратегий
переключения каналов из резервных в основные и наоборот.
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MULTIPLE QUEUING SYSTEM WITH
CONTROLLABLE NUMBER OF SERVERS:

NON-STATIONARY CASE

A. Mandel 1, V. Makhukova 2

1 V. Trapeznikov ICS RAS, Moscow, Russia
2 M. Lomonosov MSU, Moscow, Russia

Controllable multiple queuing system is considered with periodically done
control actions: channels may be switch off or switch on. Poisson input flow
has variable intensity which is a given piecewise constant function of time.
The criteria is planning horizon maximum profit. Optimal switching strategy
computing algorithm has been constructed.

МНОГОЛИНЕЙНАЯ СМО С ИЗМЕНЕНИЕМ
ЧИСЛА РАБОЧИХ КАНАЛОВ:
НЕСТАЦИОНАРНЫЙ СЛУЧАЙ

А. Мандель1, В. Махукова2
1 ИПУ РАН им. В.А. Трапезникова, г. Москва, РФ

2 МГУ им. М.В. Ломоносова, г. Москва, РФ,
1almandel@yandex.ru, 2makhukova.vladilena@physics.msu.ru

Аннотация
Рассматривается управляемая многолинейная СМО, в которой

управление сводится к подключению резервных каналов обслужива-
ния или отключению рабочих. В СМО поступает простейший поток
требований с интенсивностью, величина которой меняется в соответ-
ствии с заданной кусочно постоянной функцией времени. Построен
алгоритм определения оптимальной по критерию максимума прибы-
ли СМО в интервале планирования стратегии переключений.

Ключевые слова: многолинейная СМО, управляемая СМО, про-
стейший поток с переменной интенсивностью, стратегия переключе-
ний

1. Введение
Рассматривается модель управляемой системы массового обслужива-

ния (далее СМО) с периодическим контролем за интенсивностью входяще-
го потока, изменяющейся скачкообразно в соответствии с некоторой задан-
ной кусочно постоянной функцией времени. При этом в качестве динамиче-
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ски управляемого, оптимизируемого параметра выступает число устройств
обслуживания в многолинейной системе массового обслуживания.

Настоящая работа является попыткой обобщения исследования, пред-
принятого в работах [1], [2]], в которых рассматривалась управляемая в
указанном выше смысле СМО с входящим потоком случайной интенсив-
ности.

Управление такой системой массового обслуживания сводится к выра-
ботке стратегии подключения резервных устройств обслуживания или от-
ключения основных устройств обслуживания (перевода их в резервные).

2. Модель управляемой системы массового обслуживания
Итак, будем считать, что наша система массового обслуживания пред-

ставляет собой многолинейную СМО с набором подключаемых резервных
устройств обслуживания, схематично представленную на рис. 1.

Рис. 1: Структура управляемой системы массового обслуживания.

Все приборы обслуживания имеют экспоненциальные взаимно незави-
симые времена обслуживания с интенсивностью обслуживания µ . Зададим
компоненты затрат.

Пусть
c1 – стоимость эксплуатации одного основного (рабочего) устройства

обслуживания в ед. времени;
c2 – стоимость содержания одного резервного устройства обслуживания

в ед. времени (естественно, что c1 > c2, нередко c2 = 0);
A1 – цена переключения одного устройства из числа резервных в число

основных («включения»);
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A2 – цена переключения одного устройства из числа основных в число
резервных («отключения»);

D – стоимость единицы времени пребывания одного требования в оче-
реди на обслуживание;

H – доход, связанный с окончанием обслуживания одного требования.
m1 – число рабочих каналов обслуживания;
m2 – число резервных каналов обслуживания.
Требуется максимизировать суммарную среднюю прибыль в системе за

время ее функционирования в периоде планирования [0, T ]. Здесь T = Nτ ,
где N - достаточно большое натуральное число, а τ - интервал времени
(шаг) между последовательными моментами принятия решений о подклю-
чении новых рабочих приборов или об отключении части работающих при-
боров.

Рассматривается случай нестационарной модели системы массового об-
служивания, т.е. случай, когда каждый из интервалов длительности τ
недостаточен для того, чтобы в рассматриваемой СМО возник стационар-
ный в вероятностном смысле режим.

Для упрощения модели предположим, что изменения величины интен-
сивности входящего потока возможны только в моменты контроля состо-
яния СМО1. Во избежание переусложения модели допустим также, что,
какие бы управляющие решения ни принимались, они не должны выво-
дить СМО в состояния, в которых коэффициент загрузки СМО ρ ≥ 1.

Будем также считать, что на каждом шаге n = 1, 2, . . . , N , в СМО по-
ступает простейший входящий поток интенсивности λn , где множество
Λвозм возможных значений интенсивностей λn представляет собой конеч-
ное множество вида Λвозм = {λ(1), λ(2), . . . , λ(M)}. При этом считается, что
график изменения интенсивности входящего потока по шагам дискретного
времени n задан в форме:

λ(t) = λ(j), t ∈ [tN−n+1, tN − n], n = 1, 2, . . . , N, (1)

где в обозначении индексов временных границ шага использована кон-
струкция «обратного» времени, отсчитываемого (в шагах) от конца пе-
риода планирования [0, T ]. По сути, график изменения интенсивности вхо-
дящего потока задается в форме набора индексов J = {jn}N(n=1).

Теперь состояние системы в каждый из моментов tn описывается чис-
лом требований i, который в этот момент времени находятся в СМО.

Посмотрим, что означает предположение ρ ≥ 1.
Это с необходимостью означает, что при t ∈ [tn, tn−1] должны быть вы-

полнены соотношения ρ(jm) = λ(jm)/µM < 1, λ(jm) ∈ Λвозм. Таким образом,
система может устойчиво работать только тогда, когда

λ(j) < µM, ∀λ(j) ∈ Λвозм (2)
1Для этого нужно выбрать величину шага τ достаточно малой.
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Пусть λmax – максимальный элемент множества Λ (фактически, это
значение λ(M)). Тогда неравенство (2) можно переписать в виде

λmax < µM. (3)

Во-вторых, на каждом шаге существует нижняя граница допустимо-
го числа рабочих устройств m(i)

1p , на которое можно переводить систему с
расчетом на ее устойчивое функционирование, и эта граница зависит от
номера состояния i на соответствующем шаге.

Действительно, в состоянии jn (по значению интенсивности входящего
потока), как отмечено выше, должно выполняться условие стационарности
ρ(jm) = λ(jm)/µM < 1, λ(jm) ∈ Λвозм , откуда получаем что:

m
(jm)
1p >

λ(jm)

µ
⇒ m

(jm)
1p =

λ(jm)

µ
+ 1, ∀λ(jm) ∈ Λвозм (4)

Таким образом, число работающих в состоянии I устройств может при-
нимать значения от m(jm)

1p до M .

3. Постановка и решение задачи

Введем величину C(1)(λ(j), i,m1,m1p), равную среднему значению при-
были на одном шаге (длительности τ ), если в начале шага устанавливается
значение интенсивности входящего потока, равное λ(j); в это время в СМО
имеется i требований, число основных (рабочих) устройств, с которыми
СМО подходит к этому шагу, равноm1, и принимается управляющее реше-
ние о введение в действие в момент начала шага m1p основных устройств.
При этом формулы (5) и (8) из работы [3] сохранятся, а формулы (6), (9),
(10) и (11) из той же работы [3] подлежат корректировке.

В самом деле, стационарного режима на каждом шаге теперь не возни-
кает и, стало быть, не работают формулы для расчета характеристик ста-
ционарного режима, включая формулы для числа обработанных на шаге
требований и для средней длины очереди. Ключевым инструментом рас-
чета становятся вероятности состояний СМО на очередном шаге, то есть
вероятности Pi(t) того, что в момент t (напомним, что t ∈ [tN−n+1, tN−n])
в СМО имеется i требований. Запишем систему дифференциальных урав-
нений для вероятностей Pi(t) [4]:

для i = 0 :
dP0(t)

dt
= −λP0(t) + µP1(t).

для 1 ≤ i < m1p :
dPi(t)

dt
= λP(i−1)(t)− (λ+ iµ)Pi(t) + (i+ 1)µP(i+1)(t).

для i ≥ m1p :
dPi(t)

dt
= λP(i−1)(t)− (λ+m1pµ)Pi(t) +m1pµP(i+1)(t),

(5)
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с начальным условием

Pj(t) =

{
1 если j = i,

0 если j 6= i
. (6)

Чтобы не пытаться решать бесконечномерную систему дифференциаль-
ных уравнений (5)–(6), заменим ее аппроксимирующей системой конечной
размерности I:

для i = 0 :
dP I

0 (t)

dt
= −λP I

0 (t) + µP I
1 (t).

для 1 ≤ i < m1p :
dP I

i (t)

dt
= λP I

(i−1)(t)− (λ+ iµ)P I
i (t) + (i+ 1)µP I

(i+1)(t).

дляm1p ≤ i ≤ I :
dP I

i (t)

dt
= λP I

(i−1)(t)− (λ+m1pµ)P I
i (t) +m1pµP

I
(i+1)(t),

(7)
с начальным условием

P
(I)
j (t) =

{
1 если j = i,

0 если j 6= i
. (8)

Представим себе, что мы располагаем «решателем» системы (7)–(8).
Обозначим решение системы (7), имея в виду начальное условие (8) P (I)(i, τ).
Второй аргумент τ «напоминает» о том, что решение системы (7)–(8) стро-
ится в интервале [0, τ ]. Итак, считая, что мы располагаем приближенным
решением системы (5)–(6) в форме вероятностей P (I)

i (t), i = 1, 2, . . . , I, t ∈
[0, τ ], перейдем к расчету недостающих характеристик.

В дальнейшем расчет будет вестись в обратном времени s, так что те-
перь график изменения интенсивности входящего потока будет представ-
лен значениями λ(N−s), s = 1, 2, . . . , N . Переобозначим эти интенсивности
λ(N−s) = λ

(s)
модиф. Пусть Π ∗

s (λ, i ,m1 ) - максимальное значение средней при-
были на интервале, который начинается за s шагов до конца периода пла-
нирования [0, T ], s+ n = N , при значении λ (естественно, что λ = λ

(s)
модиф)

интенсивности входящего потока, числе требований в системе i и m1 вклю-
ченных (до принятия управляющего решения о включении m1p устройств)
основных устройствах. Ниже выводятся уравнения динамического про-
граммирования для функционала Π ∗

s (λ, i ,m1 ), но уже без учета условия
(4).

Очевидно, что за один шаг до конца периода планирования при слу-
чайном значении интенсивности входящего потока λ значение введенного
выше функционала Π ∗

1 (λ, i ,m1 ) запишется как

Π ∗
1 (λ, i ,m1 ) = max

1≤m1p≤M
C (1)(λ, i ,m1 ,m1p), (9)
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где λ ∈ λвозм
Перейдем теперь к корректировке формулы (6) для затрат на очередь

из работы [3]. Средняя длина очереди k(t,m1p, λ) в момент времени t ∈
[ts, ts−1], где s – обратное время, может быть представлена в следующем
виде:

k(t,m1p, λ) =
I∑

i=m1p+1

(i−m1p)P
(I)
i (t). (10)

Тогда для затрат на требования, пребывающие в очереди, имеем

Зна очередь(λ,m1p) = d

ts−1∫
ts

(t,m1p, λ)dt. (11)

Доходы от обслуживания требований в интервале [ts, ts−1] оценим при-
ближенно, используя тождество Вальда [5]. Будем оценивать среднее число
требований, обслуженных в интервале [ts, ts−1], интегралом от мгновенной
интенсивности обслуживания в момент t, которая равна

µ(t) = µ

m1p−1∑
i=0

P
(I)
i (t)i+m1pµ

I∑
i=m1p

P
(I)
i (t) (12)

Таким образом, доход от обслуживания требований в интервале [ts, ts−1]

оценим величиной h
ts−1∫
ts

µ(t)dt. Это выражение позволяет переписать фор-

мулу (9) для средней чистой прибыли за 1 шаг из работы [3] в виде

C1(λ, i,m1,m1p) = h

ts−1∫
ts

µ(t)dt− Зпереключения − Зна очередь − Зэксплуатации,

(13)
где три компоненты затрат в правой части (13) вычисляются по формулам
(5), (18) и (8) из работы [3].

Теперь за s шагов до конца периода планирования имеем:

Π ∗
s (λ

(s)
модиф, i ,m1 ) =

= max
1≤m1p≤M

{C(1)(λ
(s)
модиф, i,m1,m1) +

I∑
j=o

P
(I)
j (t)Π ∗

s−1 (λ
(s−1)
модиф, j ,m1p)}

(14)

где ∀s ∈ 2, N − 1 .
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4. Заключение

Предложена новая модель управления многолинейной системой массо-
вого обслуживания, с помощью которой можно проанализировать и оп-
тимизировать функционирование различных классов объектов социально-
экономической природы: систем продажи и бронирования билетов и мест в
гостиницах, торгово-закупочных систем, систем общественного транспор-
та, билинговых систем и ряда других. Обозначены перспективы развития
решения поставленной проблемы. В частности, очевидно, что решение си-
стемы дифференциальных уравнений (7)–(8) требует использования самых
современных вычислительных систем – многопроцессорных кластеров, Это
подразумевает необходимость распараллеливания предложенных в работе
алгоритмов.

ЛИТЕPАТУPА

1. Кузнецов А. В., Мандель А. С., Токмакова А. Б. Об одной модели
управляемой системы массового обслуживания // Проблемы управ-
ления. 2007, є6. - С. 39-43.

2. Барладян И. И., Кузнецов А. В., Мандель А. С. Анализ критических
значений параметров и моделирование управляемой системы массового
обслуживания // Проблемы управления. 2007, є6. - С. 21-25.

3. Мандель А. С., Барладян И.И., Токмакова А.Б. Многолинейная СМО
с изменением числа рабочих каналов: стационарный случай. / Труды
настоящей конференции. – С.??-??.

4. Гнеденко Б. В., Коваленко И. Н. Введение в теорию массового обслу-
живания. // - М.: Наука, 1966.

5. Саати Т. Л. Элементы теории массового обслуживания и ее приложе-
ния // - М.: Сов. Радио, 1971.

361



THE SYNTHESIS OF SERVICE DISCIPLINES IN
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Abstract
The problem of synthesis of the disciplines of service in the class of

subjects with mixed priorities in the presence of combined restrictions on
the times of stay in the system for different classes of applications. The
algorithm of allocation priorities, providing fulfilling given constraints
with minimal system performance proposed.

Keywords: service discipline, mixed priorities, delay time, limits, device
performance.

1. Introduction
One of the main characteristics of the functioning of computer systems of

different classes and computer networks is the delay time of data processing
and transmission, which is named as residence time of the system in queuing
systems used as models. The requirements for the quality of the functioning
of such systems are formulated in a variety of limits on the residence times in
the different classes of applications. For example, in data-processing systems,
restrictions apply to the mean residence time of the queries in the system (the
average limits), the excess of these limits does not lead to critical consequences.
At the same time, in information and control systems, existing in a circuit of
automatic control of technological equipment or mobile units, restrictions are
imposed on the probability of exceeding the set value of residence time (proba-
bilistic limit) which may lead to a sharp deterioration in the functioning of the
system or even to the exit its failure. In general, the quality requirements of
the system can be formulated as a combination of limits, where some classes
have an average constraints, while others - probabilistic constraints. Applying
limits ensuring correct application of the priority strategies of process control
and data processing. Queuing system with one serving device and unlimited
storage capacity, which receives the inhomogeneous flow of requests to be pro-
cessed with a given capacity are widely used as models of such systems [1]. In
this case, the problem of synthesis service disciplines comes to the distribution
of priority to provide the desired limits on the residence time in the different
classes of applications with minimal system performance.

2. Statement of a problem
Load parameters for solving the problem of synthesis to a system with a non-

uniform flow of applications used: the number of classes of applications are: the
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number of classes of applications - 𝐻, coming in from the intensities 𝜆1, . . . , 𝜆𝐻

and forms a simple flows; resource-processing applications each class, asked for
at least three factors: average values 𝜃1, . . . , 𝜃𝐻 (commands or instructions
executed by the processing of the application of the corresponding class); co-

efficients of variation 𝜈1, . . . , 𝜈𝐻 and third initial moments 𝜃
(3)
1 , . . . , 𝜃

(3)
𝐻 .

Suppose that the classes of applications are grouped so that the restrictions
on the residence times 𝜏𝑢1 , . . . , 𝜏𝑢𝐻

in the system for the first 𝐻1 classes are
defined in a probability, and for other grades - as mean limited to:

Pr (𝜏𝑢ℎ
> 𝑢*

ℎ) ≤ 𝛿*ℎ, (ℎ = 1, 𝐻1), (1)

𝑢ℎ ≤ 𝑢*
ℎ, (ℎ = 𝐻1 + 1, 𝐻) (2)

where 𝑢*
ℎ – allowable value of residence time in the application class ℎ; 𝛿*ℎ –

allowable probability of exceeding a specified limit 𝑢*
ℎ; Pr (𝜏𝑢ℎ

> 𝑢*
ℎ) – proba-

bility that the residence time in the application class ℎ (ℎ-request) 𝜏𝑢ℎ
exceeds

the allowable value 𝑢*
ℎ; 𝑢ℎ = 𝑀 [𝜏𝑢ℎ

] – average value (expectation) of residence
time of ℎ-request in system.

Resident times 𝜏𝑢1
, . . . , 𝜏𝑢𝐻

depend on the system performance 𝑉 and ser-
vice discipline. Obviously, for any restrictions to (1) and (2) can be performed
at the expense of the system performance. At the same time the best solution
will be the discipline which can perform with minimal restrictions performance.

The synthesis problem is solved service discipline in the classroom disci-
plines with mixed priorities, which are described by a matrix of priorities
𝑄 = [𝑞𝑖𝑗 (𝑖, 𝑗 = 1, . . . , 𝐻)], where 𝑞𝑖𝑗 set the priority of i -requests against
j -requests: 0 – no priority, 1 –relative priority (RP) 2 – absolute priority (AP)
[1].

Thus, the problem of synthesis to systems with constraints is formulated as
follows: disciplines to find the discipline of service requests with mixed priority,
which limits (1) and (2) are performed with minimal performance 𝑉 .

3. Calculated identities

Resident time of ℎ-requests (ℎ = 1, 𝐻) in system 𝜏𝑢ℎ
in common consists

of the waiting time of service start 𝜏𝑥ℎ
and processing time 𝜏𝑧ℎ , including the

waiting time in the interrupted state: 𝜏𝑢ℎ
= 𝜏𝑥ℎ

+ 𝜏𝑧ℎ . Then the expectation

𝑢ℎ and the second moment 𝑢
(2)
ℎ of resident time of h-requests:

𝑢ℎ = 𝑥ℎ + 𝑧ℎ;𝑢
(2)
ℎ = 𝑥

(2)
ℎ + 2𝑥ℎ𝑧ℎ + 𝑧

(2)
ℎ . (3)

363



Values 𝑥ℎ, 𝑧ℎ and 𝑥
(2)
ℎ , 𝑧

(2)
ℎ are counted [1]:

𝑥!
ℎ =

∑︀𝐻
𝑖=1 𝑟4(𝑖,𝑘)𝜆𝑖 𝑏

(2)
𝑖

2(1−𝑅
(2)
ℎ ) (1−𝑅

(3)
ℎ )

; 𝑧!ℎ = 𝑏ℎ
1−𝑅

(1)
ℎ

;

𝑥
(2)
ℎ =

∑︀𝐻
𝑖=1 𝑟4(𝑖,𝑘)𝜆𝑖 𝑏

(3)
𝑖

3(1−𝑅
(2)
ℎ )2 (1−𝑅

(3)
ℎ )

+
∑︀𝐻

𝑖=1 𝑟3(𝑖,𝑘)𝜆𝑖 𝑏
(2)
𝑖

∑︀𝐻
𝑖=1 𝑟4(𝑖,𝑘)𝜆𝑖 𝑏

(2)
𝑖

2(1−𝑅
(2)
ℎ )2 (1−𝑅

(3)
ℎ )2

+

+
∑︀𝐻

𝑖=1 𝑟2(𝑖,𝑘)𝜆𝑖 𝑏
(2)
𝑖

∑︀𝐻
𝑖=1 𝑟4(𝑖,𝑘)𝜆𝑖 𝑏

(2)
𝑖

2(1−𝑅
(2)
ℎ )3 (1−𝑅

(3)
ℎ )

;

𝑧
(2)
ℎ =

𝑏
(2)
ℎ

(1−𝑅
(1)
ℎ )2

+
∑︀𝐻

𝑖=1 𝑟1(𝑖,𝑘)𝜆𝑖 𝑏
(2)
𝑖

(1−𝑅
(1)
ℎ )3

,

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
(4)

where 𝑏
(𝑛)
𝑖 = 𝜃

(𝑛)
𝑖 /𝑉 𝑛 – n starting moment of service time of i -request (𝑖 =

1, 𝐻;𝑛 = 1, 2, 3); 𝑉 – system capacity; 𝑅
(𝑔)
ℎ =

∑︀𝐻
𝑖=1 𝑟𝑔(𝑖, ℎ)𝜆𝑖𝑏𝑖 – partial total

loads; 𝑟𝑔(𝑖, ℎ) – coefficients with values 0 or 1, depending on the values of the
elements 𝑞𝑖ℎ and 𝑞ℎ𝑖 of priority matrix and allow applications to allocate classes
i and h , with same priority class: 𝑟1(𝑖, ℎ) = 0, 5 𝑞𝑖ℎ(𝑞𝑖ℎ−1) – takes the value 1,
if i -requests have absolute priority against h-requests; 𝑟2(𝑖, ℎ) = 0, 5 𝑞𝑖ℎ(3−𝑞𝑖ℎ)
– takes the value 1, if i -requests have relative priority or absolute priority
against h-requests; 𝑟3(𝑖, ℎ) = 1 − 0, 5 𝑞ℎ𝑖(3 − 2𝑞𝑖ℎ + 𝑞ℎ𝑖) – takes the value 1, if
i -requests have no priority or relative priority or absolute priority against h-
requests; 𝑟4(𝑖, ℎ) = 1+0, 5 𝑞ℎ𝑖(1−𝑞ℎ𝑖+𝑞𝑖ℎ) – takes the value 0 only if h-requests
have absolute priority against i -requests.

4. The algorithm synthesis service discipline

The problem of synthesis of service discipline is reduced to the determina-
tion of values 𝑞𝑖𝑗 of the priority matrix, at which the following restrictions (1)
for all classes of applications. The analytical solution of the system of inequal-
ities (1) is not possible because the number of different joint venture to even
a small number of classes of applications is significant. So, when 𝐻 = 5 there
are more than 4500 correct disciplines and when 𝐻 = 10 – over 100 millions.
In addition, the formation of priority matrix you must abide by the rules, al-
lowing to build the so-called correct before [1]. A sequential scan of all possible
matrixes leads to time-consuming.

In this case it is necessary to develop an effective and well-formalized syn-
thesis algorithm for priority service disciplines based on a heuristic approach
based on targeted iterating multiple disciplines of service with mixed priori-
ties in general form, which allows to automate the process of setting priorities
between different classes of requests.

The problem of synthesis of service disciplines is decided in two stages.
In the first stage, the problem reduces to the problem of the distribution

of priorities for systems with medium restrictions by converting probabilistic
constraints (1) in the middle limits.

To do this, considering the limitation (1) at the border, we write it as fol-
lows: 1 − 𝑈ℎ(𝑢*

ℎ) = 𝛿*ℎ, where 𝑈ℎ(𝜏) – residence time distribution function 𝜏𝑢ℎ

in system of h-requests. Solving the resulting equation for the expectation, we
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find the estimate of restrictions on the mean residence time equivalent proba-
bilistic limitation, as a function of the allowable of residence time 𝑢*

ℎ and the
probability of exceeding it 𝛿*ℎ: �̃�ℎ = 𝜙(𝑢*

ℎ, 𝛿
*
ℎ). Now probabilistic constraints

(1) may be replaced by averages limitations:

𝑢ℎ ≤ �̃�ℎ, (ℎ = 1, 𝐻1). (5)

In implementing the described approach, despite its simplicity, a problem
arises in that the distribution function 𝑈ℎ(𝜏) depends on a service discipline
which during synthesis are constantly changing. For evaluation of �̃�ℎ we as-
sume that the distribution function 𝑈ℎ(𝜏) is exponential. Then 1 − 𝑈ℎ(𝑢*

ℎ) =
e−𝑢*

ℎ/�̃�ℎ = 𝛿*ℎ, where we get: �̃�ℎ = −𝑢*
ℎ/ ln 𝛿*ℎ. Suppose that 𝛿*ℎ is given as

𝛿*ℎ = 10−𝑛, then �̃�ℎ = 0, 435 𝑢*
ℎ/𝑛 (ℎ = 1, 𝐻1). As a result of this conversion

problem of synthesis service discipline combined with restrictions reduced to
the problem with average limitations include the following items.

1 As the initial service discipline assigned no priority service discipline Q,
for which the value of performance 𝑉 𝑄

max is determined, which is necessary for

performing the specified constraints (5) and (2): 𝑉 𝑄
max = max{𝑉 𝑄

1 , . . . , 𝑉 𝑄
𝐻 }

where 𝑉 𝑄
ℎ – minimum value of performance, where 𝑢ℎ = �̃�ℎ for ℎ = 1, 𝐻1 and

𝑢ℎ = 𝑢*
ℎ for ℎ = 𝐻1 + 1, 𝐻 with service discipline with mixed priority 𝑄.

2. For service discipline 𝑄 we rearrange class numbers ℎ1, . . . , ℎ𝐻 by counted
performance values in descending order: 𝑉 𝑄

ℎ1
≥ . . . ≥ 𝑉 𝑄

ℎ𝐻
, ℎ := ℎ𝐻 .

3. For ℎ1 and ℎ classes we try to change the priority by increasing the
priority of ℎ1 class against ℎ taking into account the requirements of discipline
correctness.

4. If the change succeeded, then for new service discipline 𝑄
′

the value of

the performance is determined as 𝑉 𝑄
′

max = max{𝑉 𝑄
′

1 , . . . , 𝑉 𝑄
′

𝐻 }. If 𝑉 𝑄
′

max < 𝑉 𝑄
max,

then 𝑄 := 𝑄
′
, 𝑉 𝑄

max := 𝑉 𝑄
′

max and we continue with item 2.
5. If we cant change the priority between ℎ1 and ℎ or for 𝑄

′
performance

is 𝑉 𝑄
′

max ≥ 𝑉 𝑄
max, then we need repeat items 3-4 for ℎ=ℎ𝐻−1,ℎ𝐻−2, . . . ,ℎ2.

6. If the search for all combinations of pairs of classes for this scheme did
not lead to a change in the matrix of priorities, the process will stop the search
service discipline and as a result received last priority matrix 𝑄.

On the second stage its nessesary to check the implementation of proba-
bilistic constraints(1), because the distribution function 𝑈ℎ(𝜏) may differs from
exponential. These restrictions can not be fulfilled, if the coefficient of varia-

tion of of residence time 𝛼ℎ =

√︁
𝑢
(2)
ℎ − 𝑢2

ℎ

⧸︂
𝑢ℎ is more than 1. In this case, to

clarify the evaluation �̃�ℎ we perform the approximation 𝑈ℎ(𝜏) by two moments

𝑢ℎ and 𝑢
(2)
ℎ , calculated using the formula (3) and (4). As we use the two-

phase distribution approximating representation hyperexponential distribution
[2], for that we count 𝑞ℎ ≤ 2

⧸︀
(1 + 𝛼2

ℎ
) and expectations exponential phases 𝑡

′

ℎ =

[1 +
√︁

(1 − 𝑞ℎ)(𝛼2
ℎ − 1)

⧸︀
(2 𝑞ℎ)] 𝑢ℎ and 𝑡”ℎ = {1−

√︁
𝑞ℎ(𝛼2

ℎ − 1)
⧸︀

[2 (1 − 𝑞ℎ)]}𝑢ℎ.
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We assume that the parameter distribution hyperexponential is 𝑞ℎ = 2
⧸︀

(1 + 𝛼2
ℎ
).

Then, by analogy with the exponential distribution we obtain a new estimate
of the average limit:

�̃�ℎ = − 2𝑢*

(1 + 𝛼2
ℎ) ln{𝛿*ℎ(1 + 𝛼2

ℎ)/2}
.

After assuming changes in (5) for ℎ-class requests of �̃�ℎ, obtained under the
assumption of exponential distribution, a new estimate obtained for hyperex-
ponential distribution, you must rerun the items 2-6 of the first stage of the
service discipline synthesis problem.

5. Conclusion

The proposed approach to the problem of the synthesis of service discipline
with mixed priorities for systems with complex limits on the residence times in
the different classes of applications allows for a specified quality of the system
with a minimum performance.
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Аннотация

Рассмотрен новый итерационный алгоритм проектирования архи-
тектуры широкополосных беспроводных сетей вдоль протяженных
транспортных магистралей. Сформулированы и решены математи-
ческие задачи каждого этапа итерационного алгоритма. Разработан-
ный итерационный метод проектирования эффективно применялся
для проектирования и реализации крупномасштабного проекта со-
здания беспроводных сетей вдоль автодорог Республики Татарстан
(Россия).

1. Введение

Создание современной инфраструктуры передачи мультимедийной ин-
формации (голос, данные, видео) вдоль протяженных магистралей явля-
ется одной из важнейших проблем при разработке новых и функциони-
ровании существующих транспортных магистралей. Особенно актуально
решение этой проблемы для стран с протяженными автомобильными и
железнодорожными магистралями. Создание такой инфраструктуры свя-
зи позволяет: обеспечивать оперативный контроль за техническими пара-
метрами трассы путем высокоскоростной передачи информации с датчи-
ков и сенсоров в центр управления; обеспечение контроля безопасности
за участками трассы и стратегически важными объектами с использова-
нием информации систем видеонаблюдения; обеспечение голосовой связи
(IP-телефония) и передачи мультимедийной информации между стацио-
нарными и мобильными объектами на протяженных магистралях, а также
связь с Центром управления и т.д.

Учитывая высокие требования к безопасности, использование сетей об-
щего пользования (типа Интернет) в системах связи вдоль протяженных
трасс обычно не допускается, тем более, что протяженные магистрали
часто проходят по малонаселенным, труднодоступным территориям, где

1Работа выполнена при финансовой поддержке Министерства Образования и На-
уки РФ в рамках проведения прикладных научных исследований №14.613.21.0020 от
22.10.2014 (RFMEFI61314X0020).
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доступ к сети Интернет или сотовой связи отсутствует. Создание выде-
ленных оптоволоконных сетей вдоль протяженных магистралей или ра-
диорелейных линий требует огромных материальных затрат. То же каса-
ется и использования спутниковых каналов и сетей связи. В то же вре-
мя стоимость широкополосной высокоскоростной беспроводной связи на
аппаратно-программных средствах, реализующих международный стан-
дарт IEEE 802.11-2012, на порядок ниже. Стандарт регламентирует со-
здание высокоскоростных каналов связи и беспроводных сетей, функци-
онирующих под управлением протоколов IEEE 802.11n и IEEE 802.11s,
на базе которых могут эффективно реализовываться беспроводные сети
с линейной топологией вдоль протяженных транспортных магистралей.
Указанные сети обеспечивают создание не только магистральной скорост-
ной передачи мультимедийной информации путем расположения базовых
станций на высотных зданиях и вышках вдоль транспортных магистра-
лей, но и оперативную связь со стационарными и мобильными абонентами
(автомобили, железнодорожные поезда, дорожные знаки, пункты весового
контроля и контроля ПДД и т.д.).

Развертывание и развитие сетей беспроводной связи вдоль протяжен-
ных магистралей требует решения ряда научных и сложных организационно-
технических задач в условиях жестких ограничений на использование ча-
стотных, экономических и аппаратных ресурсов. В связи с этим возрастает
актуальность решения проблемы оптимального размещения базовых стан-
ций вдоль транспортных магистралей, которая является одной из важ-
нейших при проектировании широкополосных беспроводных сетей этого
класса. Ее решение направлено как на реализацию высокоскоростной ма-
гистральной сети, так и максимальное телекоммуникационное покрытие
трассы с целью обеспечения подключения мобильных пользователей, а
также минимизацию интерференции и временных задержек при передаче
мультимедийной информации по сети. Исследованию проблемы проекти-
рования сетей с линейной топологией посвящены многочисленные публи-
кации [1–5]. Однако в большинстве этих работ решаются частные задачи
синтеза архитектуры сетей с линейной топологией. В значительной мере
это связано с высокой сложностью и размерностью решаемой задачи и со-
ответствующими вычислительными трудностями.

С учетом такой специфики этой задачи и в отличие от известных работ,
в настоящем проекте предлагается новый итерационный подход поэтапного
учета всего комплекса критериев качества и ограничений для проектируе-
мой беспроводной сети. Оптимизация проекта сети, помимо архитектурных
характеристик, должна учитывать: ограничения на параметры частотно-
территориального плана вдоль протяженной магистрали; возможность ре-
ализации базовых станций на различных типах аппаратно-программных
средств, отличающихся дальностью радиорелейной связи для взаимодей-
ствия с соседними станциями и областью телекоммуникационного покры-
тия трассы для подключения мобильных пользователей; возможную ин-
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терференцию и помехи при трансляции мультимедийной информации; огра-
ничения на надежность, включая автоматическую реконфигурируемость
сети при отказах компонент для временного поддержания связи хотя бы с
потерей ее качества; ограничения на время трансляции пакетов, суммар-
ную стоимость сети и т.д.

На каждом этапе итерационного процесса проектирования сети возни-
кает и решается ряд новых, не исследованных в мировой литературе задач,
включая: задачи оптимального размещения базовых станций, сформули-
рованную в терминах нелинейного математического программирования;
задачи исследования характеристик стохастической сети массового обслу-
живания для оценки времени трансляции пакетов, надежности и других
характеристик производительности беспроводной сети с линейной тополо-
гией. В результате каждого поэтапного решения задач формируются на-
боры альтернативных решений, позволяющие синтезировать комплексные
решения для полной задачи проектирования сети и многокритериально-
го выбора наиболее предпочтительного проекта [6, 7]. Разработан также
комплекс имитационных моделей для уточнения сравнительного анализа
и выбора типа сетевого протокола, под управлением которого функциони-
рует беспроводная сеть.

Предлагаемый итерационный подход и пакет прикладных программ
позволяют повысить качество и сократить время оптимального проекти-
рования беспроводных сетей вдоль протяженных транспортных магистра-
лей. Указанный подход эффективно применялся при создании пилотного
проекта широкополосной беспроводной сети вдоль автодорог Республики
Татарстан (Россия), первая очередь которого (сеть вдоль окружной доро-
ги г. Казань) разработана и реализована под руководством и при участии
авторов настоящей статьи.

2. Итерационный алгоритм синтеза архитектуры
беспроводных сетей с линейной топологией

Новый итерационный подход проектирования беспроводных сетей с ли-
нейной топологией позволяет учитывать весь комплекс ограничений, необ-
ходимых для практической реализации и выбора оптимальной архитекту-
ры беспроводной сети. На первом этапе сходящегося итерационного процес-
са исследуется задача нелинейного программирования оптимального раз-
мещения базовых станций дискретном варианте. В рамках решения этой
задачи определяется как топология высокоскоростной магистральной сети,
так и архитектура клиентской сети для подключения мобильных пользова-
телей. Определяется также оптимальный состав аппаратно-программных
средств комплектации каждой базовой станции из ограниченного набора
типов возможного оборудования, отличающихся характеристиками мощ-
ности излучения (дальности действия), производительности, надежности,
стоимости и т.д. В качестве ограничений при решении этой задачи наряду
с ограничениями возможностей радиорелейной аппаратуры используются
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характеристики частотно-территориального плана, включая координаты
возможных мест расположения базовых станций, карту местности вдоль
протяженной трассы и т.д. В тоже время, учитывая многокритериальность
и высокую размерность решаемой задачи, на первом этапе не используют-
ся важные показатели функционирования сети как: среднее время достав-
ки пакетов; надежность - стационарная вероятность безотказной работы
сети в целом и отдельных компонент; параметры сетевых протоколов и
т.д., расчет каждого из которых представляет сложную в теоретическом и
вычислительном планах задачу, которые решаются на следующих этапах
проектирования беспроводной сети. На втором этапе осуществляется рас-
чет надежности сети, топология которой была определена на первом эта-
пе. Разработана теоретико-вероятностная модель для оценки стационарной
вероятности безотказной работы сети. Если в результате расчетов надеж-
ность сети удовлетворяет требованиям технического задания (ТЗ), то осу-
ществляется переход к следующему этапу проектирования. В противном
случае решается задача повышения надежности за счет резервирования
отдельных участков сети и соответствующей возможности автоматической
реконфигурации сети при отказе отдельных компонент [8] с целью дости-
жения требований ТЗ. Для оценки времени задержки пакетов на третьем
этапе необходима формулировка и решение новой, слабо исследованной в
мировой литературе, задачи оценки характеристик открытой сети массо-
вого обслуживания с коррелированными входными потоками и матрицей
переходных вероятностей, определяемой топологией беспроводной сети, по-
лученной на предыдущем этапе. В работе рассмотрен частный случай та-
кой открытой сети - многофазная система массового обслуживания типа
𝑀𝐴𝑃/𝑃𝐻/1/𝑁 → . . . → 𝑀𝐴𝑃/𝑃𝐻/1/𝑁 . Если рассчитанные характери-
стики производительности (в частности, время задержки) удовлетворяют
требованиям ТЗ, то осуществляется переход к следующему этапу. В про-
тивном случае осуществляется возврат к первому этапу проектирования.
При этом в рамках решения задачи синтеза топологии выбираются лишь
аппаратно-программные средства комплектации базовых станций, облада-
ющие более высокими характеристиками производительности по сравне-
нию с первой итерацией. Указанный итерационный процесс продолжается
до полного удовлетворения требованиям ТЗ. На последнем этапе разра-
батывается комплекс имитационных моделей, в которых учитываются де-
тальные характеристики различных сетевых протоколов, под управлением
которых может быть реализована беспроводная сеть. Проводится их срав-
нительный анализ и окончательный выбор сетевого протокола (например,
IEEE 802.11n или MESH-сеть). Пакет прикладных программ, реализую-
щий предлагаемый подход, обеспечивает повышение качества и ускорение
процесса проектирования беспроводных сетей вдоль протяженных транс-
портных магистралей.
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3. Формулировка математических задач этапов
итерационного алгоритма

Как уже отмечалось в предыдущем разделе, рассматриваемый итера-
ционный подход позволяет учитывать весь комплекс ограничений, необхо-
димых для практической реализации и выбора оптимальной архитектуры
беспроводной сети. На первом этапе алгоритма формируется и решается
задача нелинейного программирования оптимального выбора мест разме-
щения базовых станций беспроводной сети и типа оборудования, на базе ко-
торого реализуется каждая базовая станция. Предполагается, что известны
координаты 𝑍𝑖 (𝑖 = 1,𝑀) высотных зданий и вышек вдоль транспортной
магистрали, количество возможных типов оборудования 𝑁 , отличающихся
шириной области телекоммуникационного покрытия 𝐷𝑘 (𝐾 = 1, 𝑁) транс-
портной магистрали (углом раскрытия антенн), стоимостью 𝐶𝑘 (𝐾 = 1, 𝑁),
производительностью и надежностью, уровнем затухания сигнала (даль-
ностью действия 𝑅𝑘 (𝐾 = 1, 𝑁).

Введем переменные

𝑋𝑖𝑗 =

⎧⎪⎨⎪⎩
1, если на 𝑖-месте возможного расположения установлена

базовая станция, оборудованная 𝑗-м типом аппаратуры.
0, в противном случае.

Тогда задача состоит в минимизации суммарных затрат на создание
сети

𝑀∑︁
𝑖=1

𝑁∑︁
𝑗=1

𝐶𝑖𝑗𝑋𝑖𝑗 → min,

при ограничениях на суммарную область телекоммуникационного покры-
тия транспортной магистрали и связность беспроводной сети. Для форму-
лировки ограничений на связность введем булевские переменные

𝑈𝑖𝑗 =

{︃
1, если 𝑖-я станция связана 𝑗-ой,
0, в противном случае,

𝑌𝑖 =

{︃
1, если в 𝑖-ой точке установлена базовая станция,
0, в противном случае.

Очевидно, что

𝑦𝑖 =
𝑁∑︁
𝑗=1

𝑋𝑖𝑗 ,

Ограничение на связность сети представляется в виде

𝑈𝑖𝑗(𝑍𝑖𝑦𝑖 − 𝑍𝑗𝑦𝑗) ≤ 𝑅, где
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𝑈𝑖𝑗 = 𝑈𝑗𝑖,
𝑖−1∑︁
𝑗=1

𝑈𝑖𝑗 = 𝑦𝑖,
𝑀∑︁

𝑗=𝑖+1

𝑈𝑖𝑗 = 𝑦𝑖.

Ограничение на суммарное телекоммуникационное покрытие магистра-
ли представляется в виде

𝑀∑︁
𝑖=1

𝐷𝑖𝑗𝑋𝑖𝑗 ≥ 𝐷.

Учитывая, что нелинейные переменные в виде произведения булевых
переменных легко преобразуются к линейному виду, для решения сфор-
мулированной задачи может быть использован метод ветвей и границ,
программно-реализованный, например, в пакете программ GLPK (GNV
Linear Programing Kit). С использованием кроссплатформенного пакета
GLPK удается получать точные решения для сети с небольшим количе-
ством базовых станций. Для сетей большой размерности разработан эври-
стический алгоритм.

В постановке и решении предыдущей задачи отсутствует ограничение
на один из важнейших показателей производительности беспроводной се-
ти — время доставки пакетов. Расчет этого параметра представляет собой
сложную, слабо исследованную в мировой литературе задачу — оценку
характеристик многофазной стохастической системы с входящим MAP-
потоком (Marcovian Arrival Process) и кросс-трафиком, поступающим от
мобильных абонентов. Для решения этой задачи используется оригиналь-
ный подход, предложенный в [9-11]. Указанный подход базируется на тео-
реме о том, что выходной поток системы массового обслуживания
𝑀𝐴𝑃/𝑃𝐻/1/ (обозначения Кендалла), адекватно моделирующей базовую
станцию беспроводной сети, является также MAP-потоком.

На третьем этапе итерационного процесса проверяется ограничение на
надежность беспроводной сети. Обозначим через 𝑃𝑖 — стационарную веро-
ятность безотказной работы 𝑖-го (𝑖 = 1,𝑀) базовой станции и исходящего
беспроводного канала связи. Надежность сети должна быть не ниже за-
данной, т.е.

𝑀∏︁
𝑖=1

𝑃𝑖 ≥ 𝑃.

Если это ограничение не выполняется, необходимо решение следующей
оптимизационной задачи.

Обозначим через 𝑃𝑖𝑗 — стационарную вероятность безотказной работы
аппаратуры 𝑗-го типа (𝑗 = 1, 𝑁) базовой станции 𝐼 (𝑖 = 1,𝑀). Полагая, что
каждая базовая станция сети может быть реализована только на одном
типе аппаратуры (без резервирования), задача максимизации надежности
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сети может быть сформулирована в виде

𝑀∏︁
𝑖=1

𝑁∑︁
𝑗=1

𝑃𝑖𝑗𝑋𝑖𝑗 → max,

при ограничениях на суммарную стоимость сети

𝑀∑︁
𝑖=1

𝑁∑︁
𝑗=1

𝐶𝑖𝑗𝑋𝑖𝑗 ≤ 𝐶.

Решение этой задачи целочисленного линейного программирования осу-
ществляется с использованием существующих пакетов прикладных про-
грамм. Отметим, что при необходимости повышения надежности беспро-
водной сети путем резервирования отдельных каналов связи или участков
сети сформулированная задача значительно усложняется в связи с необхо-
димостью исследования соответствующего многомерного альтернирующе-
го марковского процесса и не рассматривается в настоящей статье.

На последнем этапе итерационного процесса проектирования разрабо-
таны детальные имитационные модели беспроводных сетей функциониру-
ющих под управлением протоколов IEEE 802.11n и MESH, для проведения
сравнительного анализа сетевых протоколов и окончательного выбора ар-
хитектуры беспроводной сети с линейной топологией.
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Abstract
In this report the problems of voice interface are investigated. We propose

some methods to design man-machine interface. The methods utilize voice
recognition technology. We specify rules how to design effective interface. The
rules are based on our experience in implementing voice application.
Keywords: speech recognition, speech interface, man-machine interface design,
dialogue management.
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Аннотация

Работа посвящена исследованию проблематики речевых интер-
фейсов, предложены методы решения возникающих проблем при про-
ектировании человеко-машинного интерфейса с применением рече-
вых технологий, сформулированы правила создания эффективных
интерфейсов, основанные на проведенных исследованиях и опыте ре-
ализации речевых приложений.

Ключевые слова: распознавание речи, речевой интерфейс, проек-
тирование человеко-машинного интерфейса, управление диалогом.

1. Введение
Огромную роль в современном обществе играют новейшие информа-

ционные технологии. Поэтому при построении и реализации информаци-
онных систем необходимо использовать последние достижения в этой об-
ласти [1–5]. Важную роль во взаимодействии человека с информационной
системой может играть речевой интерфейс. Несмотря на большое коли-
чество работ по проектированию речевого интерфейса [6–16] в них мало
внимания уделяется реализации результатов исследований в этой области.
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Это объясняется отсутствием легко измеряемых критериев, сильной кон-
текстной зависимостью решений, плохой формализуемостью задач, а так
же значительной трудоемкостью этих работ. Ряд факторов определяют
привлекательность речи для создания интерфейса. Так как речь является
наиболее естественным средством коммуникации, она может быть очень
эффективным способом взаимодействия. Однако при разработке речевого
интерфейса следует учитывать свойства речи, которые будут затруднять
ее применение в приложениях. К таким свойствам можно отнести огра-
ниченность слуховой памяти человека, что не позволяет пользователям
воспринимать слишком длинные и информационно насыщенные сообще-
ния машины. Необходимо обратить внимание, что речь есть достаточно
медленная среда передачи информации, и в сочетании с ограниченностью
слуховой памяти удлиняется диалог с системой. Речь часто содержит сло-
ва и звуки, «засоряющие» диалог, например, покашливания, междометия,
вводные слова, повторы и т.п. Как правило, человек склонен распростра-
нять при общении с машиной свои навыки межличностного общения, и
поэтому разработчик интерфейса должен хорошо представлять себе, что
именно из привычного людям стиля диалога может и должно быть реали-
зовано в человеко-машинном диалоге. Следует отметить, что при нынеш-
нем состоянии дел в области распознавания речи многие элементы есте-
ственного речевого интерфейса реализованы быть не могут. Рассмотрев
некоторые особенности речи человека, перейдем к реализации проектиро-
вания человеко-машинных интерфейсов.

2. Общие принципы проектирования человеко-машинных
интерфейсов

Остановимся на общих принципах проектирования человеко-машинных
интерфейсов любого типа [6]. Необходимо помнить, что с точки зрения по-
требителя, именно интерфейс является конечным продуктом и олицетво-
ряет собой всю систему, и его необходимо проектировать уже на ранних
стадиях разработки информационных комплексов. При этом интерфейс
должен быть ориентирован на человека, т.е. отвечать его нуждам. При
разработке интерфейса необходимо сначала учесть общие факторы, свой-
ственные всем людям, а потом уже переходить к учету факторов индивиду-
альных. Речевой интерфейс, подобно графическому или любому другому
человеко-машинному интерфейсу, должен выполнять следующие основные
функции: предоставление клиенту исходной информации о сервисах, ввода
данных со стороны клиента, вывода информации для клиента, а так же ис-
правление ошибок. Последняя функция является принципиально важной
для речевого интерфейса, поскольку его отличает от других типов интер-
фейсов, и в частности от графического, то обстоятельство, что источни-
ком ошибок при вводе исходных данных являются не только возможные
ошибки человека, но и ошибки распознавателя. Поэтому более подробно
остановимся на некоторых особенностях реализации речевого интерфей-
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остановимся на некоторых особенностях реализации речевого интерфейса.

3. Когнитивные особенности проектирования эффективного
речевого интерфейса

Главной отличительной чертой речевого интерфейса является проблема
невидимости. При этом зрение не участвует в процессе взаимодействия с
машинной стороной, и восприятие вопросов и информации производится
клиентом только лишь на слух. Аудио информация сообщается последова-
тельно. Следует отметить, что эта информация не сохраняется на экране
дисплея или на бумаге, к ней нельзя вернуться немедленно или в любой
момент. Исключение зрения из процесса взаимодействия с машиной при-
водит к значительному возрастанию когнитивной нагрузки на человека
и к необходимости учета серьезных ограничений на восприятие инфор-
мации при конструировании диалога. Под когнитивной нагрузкой будем
понимать умственную нагрузку, связанную с получением, обработкой, за-
поминанием информации. Все интерфейсы создают когнитивную нагрузку
на пользователя. Пользователь должен понять правила работы с системой,
усвоить предлагаемые термины и основные положения, запоминать инфор-
мацию, поэтому речевые интерфейсы предъявляют к человеку особенно
высокие требования. Имеются три когнитивные составляющие, которым
необходимо уделять особое внимание в процессе дизайна речевого интер-
фейса.

Нагрузка на память. Ограниченность слуховой памяти требует от раз-
работчика ограничивать количество сообщаемой клиенту информации.

Удержание внимания. Разработчик должен уметь оценивать уровень,
на котором на том или ином шаге диалога может находиться внимание
пользователя, предусмотреть меры по удержанию его внимания, уметь вос-
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становить диалог, если внимание пользователя будет отвлечено внешними
событиями.

Понятийная сложность. Создавая интерфейс, разработчик должен
представлять себе, насколько сложны будут для пользователей предлагае-
мые им термины и понятия, и как добиться, чтобы конструируемый диалог
согласовывался с опытом потенциальных пользователей.

Разработчику можно предложить следующие средства для решения за-
дачи построения эффективного и продуктивного речевого интерфейса: вы-
бор стратегии диалога и управление им; дизайн промптов (текстов, произ-
носимых системой); построение грамматик. Рассмотрим последовательно
перечисленные проблемы.

3.1. Снижение нагрузки на память. Нагрузка на память — едва ли
не самая существенная проблема для речевого интерфейса. Размер кратко-
временной слуховой памяти ограничивается запоминанием 4-7 концепций.
Следует отметить, что лучше всего запоминаются самые последние слова,
которые человек слышит. Известны так же и временные характеристики
сохранения информации в кратковременной памяти [17–20]. На основании
этих данных разработаны и экспериментально проверены [21] принципы
конструирования меню и формулирования промптов (вопросов и реплик
машинной стороны) и подсказок, которые позволяют сократить нагрузку
на память.

3.2. Удержание внимания. Проблема удержания внимания клиента
становится наиболее актуальной на этапе предоставления ему аудио ин-
формации, особенно если по запросу клиента из базы данных получен до-
статочно ее большой объем. Ограниченность кратковременной памяти и
потеря внимания имеют следствием высокую вероятность необходимости
повтора. Кроме того, с большой вероятностью может оказаться, что дале-
ко не вся эта информация одинаково важна для клиента. Деление выводи-
мой информации на фрагменты смягчает эти проблемы, но требует затрат
времени на диалог по поводу вывода этих фрагментов. Оптимальное число
фрагментов зависит от контекста конкретного приложения и «делимости»
выводимой информации. Также следует помнить, что фрагмент должен
включать ограниченное число элементов данных для запоминания. Эта
граница определяется способностями человека к запоминанию информа-
ции на слух и составляет в среднем 3-4 элемента.

3.3. Снижение понятийной сложности. Понятийная или концеп-
туальная сложность прямо пропорциональна сложности усвоения пользо-
вателем услышанных им понятий и определений и сложности самих этих
понятий и определений. Сложность усвоения определяется способностя-
ми человека к пониманию и обучению. Были предприняты исследования,
позволившие дать ряд рекомендаций, которые будут способствовать сни-
жению нагрузки на пользователей с точки зрения усвоения ими концеп-
туальных понятий. К этим рекомендациям можно отнести использование
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универсальных команд навигации, всегда доступных пользователю вне за-
висимости от приложения и контекста. Ряд организаций по разработке
стандартов рассматривали вопрос об универсальных командах, и к насто-
ящему времени составлены рекомендации по этому вопросу [22]. Исследо-
вания применительно к российским информационным системам позволи-
ли создать свой список рекомендуемых универсальных команд, который
в основном совпадает с рекомендациями европейских комитетов по теле-
коммуникациям, но несколько короче и включает 5 команд [23]. На рис. 1
показана относительная частота использования универсальных команд. Из
рисунка следует, что команды «конец» и «до свидания» практически не ис-
пользовались, поэтому список универсальных команд, обязательных для
отработки на любом шаге диалога, рекомендуется ограничить командами
«оператор», «помощь», «повторить», «назад», «начало».

оператор помощь повторить назад начало конец до 
свидания

%

Команды

50

Рис. 1: Относительная частота использования универсальных команд.

При построении человеко-машинного интерфейса важно реализовывать
унификацию действий и терминологию. Идея состоит в том, чтобы поз-
волить клиенту выполнять похожие действия похожим образом, а также
обеспечить на всем протяжении диалога постоянство терминологии. Экс-
периментально установлено, что на каждом шаге диалога пользователь
укрепляет уже полученные знания о системе и обновляет свою менталь-
ную модель системы, которая включает его знания о функциях системы,
доступных командах, способах произнесения своих ответов на вопросы си-
стемы и т.д. Ментальная модель формируется быстрее и получается гораз-
до более ясной и понятной для пользователя, если он поймет, что похожие
действия выполняются по одной и той же схеме. Однако на этом пути есть
и свои опасности, главная из которых — монотонность, которая приведет к
снижению внимания и ошибкам, а также может раздражать пользователя.
При реализации необходимо так же приводить пояснения и примеры. Пси-
хологические исследования показывают [23], что человек легче понимает
задачу и запоминает информацию, если пояснить ему, что представляет
собой система, почему выполняются те или иные действия и дать при-

379



мер ответа. Использование таких пояснений и примеров помогает клиен-
там правильно формулировать ответы на вопросы системы, что приведет к
снижению числа ошибок, значительно улучшит удовлетворенность пользо-
вателей и повысит эффективность системы. Были проведены исследования
действующих разработок с целью выявить влияние примеров на правиль-
ность формулировки клиентами ответов на вопросы системы [21–23]. На
рис. 2. показано влияние использования примера на число ошибок при
вводе даты подачи машины в системе заказа такси. Когда вместо вопроса
«Назовите дату подачи такси» стал использоваться промпт «Назовите да-
ту подачи такси: например сегодня, завтра, послезавтра или пятнадцатого
мая», число ошибок значительно сократилось.

Относительное 
число ошибок

пример без примера

0,5

0,2

Рис. 2: Влияние примера на снижение числа ошибок.

Таким образом, рассмотрев общие принципы и особенности проектиро-
вания речевого интерфейса можно рекомендовать использовать получен-
ные результаты для успешного создания модуля речевого взаимодействия с
системой электронного государства [24, 25] и разработки модуля доступа к
услугам корпоративных информационных сетей [26]. Создание совершен-
ного человеко-машинного интерфейса позволит предоставлять услуги из
различных подсистем и организовывать диалоги с серверами самообслу-
живания, сократить число операторов, а также снизит расходы на орга-
низацию инфраструктуры. Однако в процессе реализации современного
человеко-машинного интерфейса приходится решать трудоемкие задачи
программирования и отладки распределенных иерархических систем ре-
ального времени [27].

4. Лингвистические особенности роль лингвистических
знаний в создании речевых систем

При проектировании эффективного речевого интерфейса требуется ка-
чественная система распознавания речи, для создания которой необходи-
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мо учитывать лингвистические знания. Лингвистические понятия играют
важную функцию в реализации речевых систем и имеют иерархическую
структуру по следующим уровням: фонетический, фонологический, мор-
фологический, лексический, синтаксический и семантический. Изучение
лингвистической структуры речи, выделение из речи отдельных лингви-
стических элементов, таких как фонемы, морфемы, слоги, слова, предло-
жения имеют непосредственное отношение к исследованию систем распо-
знавания речи.

4.1. Назначение лингвистического процессора. Основная задача
лингвистического процессора (ЛП) в системах распознавания речи — обес-
печивать перевод текста из орфографической формы записи в фонемати-
ческую [28]. Среди вспомогательных функций ЛП можно назвать норма-
лизацию текста и автоматическую генерацию форм слова. С точки зрения
решаемых при помощи ЛП задач в системе анализа неструктурированной
речевой информации можно выделить два основных направления:

- транскрибирование текстов (под транскрибированием понимается пе-
ревод текстов из последовательности букв, специальных символов и
цифр в последовательность графических символов, обозначающих
фонемы — минимальные звуковые единицы языка, из которых стро-
ятся словоформы), входящих в базы данных, используемые при аку-
стическом моделировании и обучении верификатора;

- транскрибирование слов и словосочетаний, вводимых пользователем
при поиске ключевых слов в речевых данных.

4.2. Существующие подходы к анализу естественного языка.
Обработку текста следует рассматривать как подраздел группы методов
обработки естественного языка [29]. Данная группа исследований охваты-
вает множество направлений, таких как автоматический перевод текстов
с языка на язык, системы понимания текста и ведения диалога, автомати-
ческое распознавание речи, распознавание текста, представленного в виде
графического изображения и т.п. В современной науке выделяют два ос-
новных подхода к анализу естественного языка: глубокий (основанный на
лингвистических знаниях) и поверхностный (основанный на методах ма-
шинного обучения). Первая группа методов основывается на создаваемых
экспертами правилах и моделях порождения языковых явлений, вторая —
на математических и статистических методах, позволяющих автоматиче-
ски формировать правила с использованием обучающих корпусов лингви-
стических данных. Представленное выше деление характерно и для линг-
вистического процессора. В настоящее время наибольшей популярностью
пользуются статистические методы [30, 31]. Яркий пример использования
статистических алгоритмов при обработке текста — это автоматическое
определение частей речи [32]. Данные алгоритмы позволяют построить
вероятностные модели на основе больших корпусов данных, содержащих
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ручную разметку, проведенную экспертами-лингвистами. Примерами та-
ких корпусов являются Брауновский корпус для английского языка [33]
и Национальный корпус русского языка [34]. Благодаря подобным корпу-
сам становится возможным обучение статистических контекстных правил,
которые позволяют автоматически определять часть речи слов в зависи-
мости от окружающих их словоформ и при этом принимать не «жесткое»
решение, а вероятностное. Наиболее распространенный метод основан на
применении динамического программирования [35]. Статистические мето-
ды характеризуются высокой скоростью работы и достаточно высоким ка-
чеством производимого ими анализа. При этом их качество во многом зави-
сит от объема корпуса, используемого при обучении, а также варьируется
от языка к языку. Исторически первыми являются методы анализа, осно-
ванного на экспертных правилах, подобные методы восходят к трансфор-
мационным (генеративным) грамматикам Н.Хомского [36]. Хомский пред-
лагает анализировать текст путем последовательного выделения в выра-
жении глубинной структуры — взаимосвязанных синтаксических единиц.
В результате каждое предложение получает описание в виде дерева, «ли-
стьями» которого являются слова, а ”ветвями” — элементы грамматики
(например, NP (Noun Phrase), именная фраза) и VP (Verb Phrase, глаголь-
ная фраза). Ключевое отличие подобных систем от статистических состоит
в том, что грамматические структуры создаются экспертами на основе их
представления о структуре языка, в то время как статистические мето-
ды полностью игнорируют данные знания и основываются лишь на дан-
ных, извлекаемых из размеченного корпуса. При этом представительность
корпуса и диапазон анализа определяют асимптоту по качеству и универ-
сальности статистических методов. Разрабатываемые современными линг-
вистами методы глубинного анализа текста снимают эти ограничения, но
вносят при этом свои, в частности, вычислительную неэффективность. В
настоящий момент интерес к экспертным системам сохраняется [37], а наи-
больших успехов добились исследователи направления HPSG (грамматиче-
ская структура высказывания, основанная на знаниях) [38]. Данный метод
структурно включает в себя не только правила грамматики, но и словарь,
содержащий помимо собственно лексем, фонологическую, синтаксическую
и семантическую информацию.

4.3. Роль лингвистики в модуле. В современных системах с рече-
выми технологиями роль лингвистического процессора обычно выполня-
ет словарь транскрипций, или лексикон. Лексикон включает список вида
(слово; транскрипция). Такой подход позволяет достаточно быстро и эф-
фективно получить транскрипции слов, однако обладает рядом недостат-
ков:

- не позволяет транскрибировать слова, которых нет в словаре, что
снижает уровень автоматизации;

- не дает возможности корректно транскрибировать слова в случае
омонимии;
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- не позволяет учесть контекстное взаимовлияние транскрипций смеж-
ных слов (и, соответственно, является причиной ошибок транскриби-
рования пограничных фонем);

- не предполагает возможности транскрипционного моделирования.

5. Выводы и основные направления развития
Рассмотрев исследования когнитивных и лингвистических аспектов,

необходимые для создания речевого интерфейса программ, комфортного
для человека, следует отметить, что лингвистический процессор является
важным компонентом системы автоматического анализа неструктуриро-
ванной речевой информации. Редуцированный характер лингвистического
процессора в современных системах распознавания и связанные с таким
подходом имеет ряд недостатки. В дальнейшем, необходимо исследовать
расширенный вариант использования лингвистического процессора, что
позволит не только устранить выявленные недостатки, но и существен-
но упростить процесс подготовки данных для различных модулей системы
анализа речи и речевой информации.
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CODE BOOKS FORMATION OF THE LIMITED
CAPACITY AT LOW BIT RATE SPEECH CODING

A. Afanasjev1, V. Pimenov1
1 Academy of Federal Guard Service, Orel, Russia

Abstract
The given report considers problems of synthesis of speech signal processing

systems based on the modernization of direct linear prediction method. It
is shown that at the limited order of forming model the parameters of the
synthesizing filter and appropriate excitation signals to them are becoming
interdependent. Thus there is a possibility of the code books size reduction
used at vector quantization.

ФОРМИРОВАНИЕ КОДОВЫХ КНИГ
ОГРАНИЧЕННОЙ МОЩНОСТИ ПРИ

НИЗКОСКОРОСТНОМ КОДИРОВАНИИ РЕЧИ
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1 Академия Федеральной службы охраны Российской Федерации, Орел,
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Аннотация

В статье рассмотрена задача синтеза системы обработки речево-
го сигнала на основе модернизации метода прямого линейного пред-
сказания. Показано, что при ограниченном порядке формирующей
модели параметры синтезирующего фильтра и соответствующие им
сигналы возбуждения становятся взаимозависимыми.

Ключевые слова: низкоскоростная передача речевого сигнала, ко-
дирование речи, линейное предсказание, синтезирующий фильтр, век-
торное квантование

1. Введение

Для реализации перспективных алгоритмов обработки речи с целью
дальнейшей его передаче по каналу связи предлагается использовать си-
стемы не только с переменными параметрами, но и с переменной структу-
рой [1]. В процессе функционирования таких систем мощности пространств
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представлений параметров и взаимосвязи между структурными элемента-
ми, а также их количество могут изменяться. Это позволит повысить пока-
затели функционирования систем обработки речевых сигналов (РС), так
как система будет адаптивно изменять свою структуру, выбирая наилуч-
шую из заданного конечного множества вариантов структур.

2. Основная часть

Анализ методов и алгоритмов обработки речевых сигналов показал ак-
туальность работ по созданию нового поколения систем подобного класса,
основанных на исследовании статистических и параметрических характе-
ристик распределения параметров речи и изменения в соответствии с ними
структуры и параметров системы.

Такая система обработки может состоять из следующих элементов [2]:
– выделители параметров классификации;
– классификаторы;
– устройства, обеспечивающие реализацию макропроцедур обработки

речи (векторные квантователи, липредеры);
– устройства, предназначенные для дополнительной обработки речево-

го сигнала (шумоподавление, изменение спектральных свойств).
Процессом изменения структуры и параметров устройства обработки

в реальном масштабе времени должно управлять устройство, в котором
будет происходить анализ и выделение параметров РС. В соответствии с
полученными характеристиками и сравнении их с эталонами должна вы-
бираться одна из возможных структур обрабатывающего устройства, ко-
торая наиболее адекватно отобразит РС на сегменте анализа [3, 4].

Среди многообразия разработанных методов обработки речевого сиг-
нала одним из наиболее эффективных является метод прямого предска-
зания речи [5]. Из статистического анализа РС известно, что распределе-
ние формант и их число для различных звуков речи отличается друг от
друга [6]. Данное свойство РС может использоваться для построения си-
стемы компрессии речи с изменяемым числом параметров формирующей
модели. В зависимости от полученных статистических характеристик об-
работанного фрагмента речи принимается решение о передаче параметров,
характеризующих передаточную функцию голосового тракта формирую-
щего речевой сигнал – линейных спектральных пар и соответствующего
сигнала возбуждения, их нахождение реализуется с использованием про-
цедуры анализа через синтез.

При оптимизации системы является количественный и качественный
выбор числа параметров, необходимых для обработки речевого сигнала
с заданным качеством. При обработке речевых сигналов функциониру-
ют два адаптивных контура управления: первый производит оптимизацию
структуры обрабатывающего устройства, второй – оптимизацию передава-
емых параметров для выбранной структуры системы.
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В общем случае при обработке РС и использовании байесова подхода
в идеальном виде требуется знание функциональной зависимости ожида-
емой ошибки e(n) от принятого решения U и значений S (n) обрабаты-
ваемого речевого сигнала. Для вычисления данного значения необходимо
статистическое описание наблюдений S (n) а также параметров состояния
синтезирующей системы. При этом полезный объем этих данных опреде-
ляет значение ожидаемой ошибки при любом из ограниченного множества
возможных решений. Решение задачи синтеза системы в такой постанов-
ке осуществляется при известных распределениях вероятности 𝑝(𝑆 |(⃗𝑎,⃗e)и
𝑝(⃗𝑎, �⃗�), где S – значения отсчетов речевого сигнала на сегменте анализа,
(⃗𝑎,⃗e)– пара векторов параметров голосового тракта и сигнала возбужде-
ния соответственно, выбранные с использованием процедуры анализа че-
рез синтез.

Однако на практике полное статистическое описание S (n) и (⃗𝑎, �⃗�) по-
лучить невозможно, что связано в данном случае с высокой размерностью
решаемой задачи и сложностью статистического анализа речевых данных.
При этом задачи обработки речевых данных сопровождаются большей
или меньшей априорной неопределенностью, которая ограничивает полно-
ту статистического описания. Аппроксимация распределений S (n) и (⃗𝑎, �⃗�) с
использованием нормального распределения носит достаточно приближен-
ный характер, ограничивающий область применения решений, и привносит
ошибки в конечные результаты вычислений. Недостатком такого представ-
ления и используемого подхода является априорное условие распределения
параметров (⃗𝑎, �⃗�) по нормальному закону, чего на практике зачастую не вы-
полняется. Тем не менее, такой подход является удобным средством для
учета имеющихся качественных представлений о статистическом поведе-
нии наблюдаемых данных S (n) и параметров (⃗𝑎, �⃗�) в сочетании с незна-
нием детальных количественных характеристик, точно определяющих это
описание. Именно такое сочетание наиболее характерно для большинства
прикладных задач обработки речи.

Качественные представления, основанные на физической сущности рас-
сматриваемой задачи, дают возможность задать структуру распределений
вероятности для S (n) и (⃗𝑎, �⃗�), при этом, если S (n) или (⃗𝑎, �⃗�) представ-
ляют собой конечное множество, то в качестве неизвестных параметров
рассматриваются сами вероятности этих значений. Таким образом, пара-
метрическое описание априорной неопределенности является достаточно
универсальным средством учета ограниченных априорных сведений. Это
описание должно удовлетворять двум подчас противоречивым требовани-
ям. Во-первых, оно должно качественно правильно и, по возможности, ко-
личественно точно отражать ограниченные априорные знания, так, что-
бы распределения с плотностями 𝑝(⃗𝑎, �⃗�) при соответствующих переменных
действительно представляли возможные в данной задаче распределения.
Во-вторых, число параметров не должно быть слишком велико. Увеличе-
ние размерности приводит к ухудшению качества решения основной за-

388



дачи как из-за сложности технической реализации алгоритмов обработки
данных наблюдения S (n), так и из-за утраты некоторой доли входной ин-
формации, которую неизбежно приходится затрачивать для определения
значений или исключения неизвестных мешающих параметров. Поэтому
синтезируемую в условиях априорной неопределенности систему дополним
подсистемой проверки правильности априорных предположений, положен-
ных в основу принятого в данной задаче параметрического описания. Ее
задача – установить, верно ли качественно введенное описание (например,
при фильтрации процесса S (n) – соответствует ли действительности ап-
проксимация S (n) полиномом заданной степени с вычисленными коэффи-
циентами или эта модель недостаточно адекватна) и достаточно ли число
введенных параметров относительно (⃗𝑎, �⃗�). Такой алгоритм дает возмож-
ность при необходимости усложнить параметрическое описание, увеличив
число параметров или качественно изменив модель априорной неопреде-
ленности, введя статистическую зависимость параметров {�⃗�}и {�⃗�}.

Наличие данных зависимостей объясняется тем, что в стандартах низ-
коскоростного кодирования речи используется ограниченный порядок ана-
лизирующего и синтезирующего фильтров, что определяется возможно-
стью их физической реализации при необходимой и достаточной точности
описания передаточной функции голосового тракта человека. Так, сущ-
ность метода линейного предсказания заключается в том, что выборка ре-
чевого сигнала S (n) может быть предсказана линейной комбинацией пред-
шествующих отсчетов этого сигнала:

𝑆′(𝑛) =

𝑀∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖𝑆𝑛−𝑖 + 𝑒(𝑛) (1)

где S’(n) – предсказанное значение речевого сигнала;
ai – весовой коэффициент или коэффициент линейного предсказания;
M – число коэффициентов или порядок линейного предсказания,
e(n) – ошибка предсказания.
Возникающая при этом ошибка предсказания находится по линейно-

разностному уравнению (2), которое описывает функционирование филь-
тра анализа модели линейного предсказания:

𝑒(𝑛) = 𝑆(𝑛)− 𝑆′(𝑛) = 𝑆(𝑛)−
𝑀∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖𝑆(𝑛− 𝑖). (2)

Задача анализа речевого сигнала методом линейного предсказания за-
ключается в его фильтрации линейной системой с передаточной характе-
ристикой вида:

𝐴(𝑧) = 1−
𝑀∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖𝑍
−𝑖. (3)
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Обратная ей передаточная функция представляет собой фильтр синте-
за и определяется соотношением

𝐻(𝑍) =
1

𝐴(𝑍)
=

1

1−
∑︀𝑀

𝑖=1 𝑎𝑖𝑍
−𝑖

. (4)

Теоретическим основополагающим базисом метода линейного предска-
зания является авторегрессионная модель, успешно применяемая для ре-
шения различных задач цифрового спектрального анализа и предполагаю-
щая в общем "идеальном"случае бесконечный порядок формирующей си-
стемы при возбуждении ее сигналом в виде дискретного белого гауссовско-
го шума. Ее идентификация связана с решением системы алгебраических
матричных уравнений Юла-Уокера [7]. В классической постановке задачи
параметрического цифрового спектрального анализа возбуждение форми-
рующего фильтра осуществляется сигналом 𝑢(𝑛), представляющим собой
реализации белого шума с математическим ожиданием равным нулю и
единичной дисперсией.{︂

𝑀{𝑢(𝑛)} = 0
𝐷{𝑢(𝑛)} = 𝜎2{𝑢(𝑛)} = 1.

(5)

Точность идентификации математической модели исследуемого процес-
са напрямую связана с выбором величины ее порядка 𝑀 . В качестве кри-
терия настройки модели в предположении о гауссовском законе распреде-
ления исходного процесса используется взвешенная среднеквадратическая
ошибка 𝑒2(𝑛).

𝑒2(𝑛) = 𝑑2(�⃗�, �⃗�
′) =

1

𝑁
(�⃗� − �⃗�′)𝑇 (�⃗� − �⃗�′) =

1

𝑁

𝑁∑︁
𝑖=1

(𝑠𝑖 − 𝑠′𝑖)
2. (6)

где �⃗�- вектор оригинального речевого сигнала, �⃗�′- вектор синтезиро-
ванного речевого сигнала, 𝑁 - количество отсчетов на сегменте анализа.

Применительно к задаче предсказания речи повышение порядка пере-
даточных функций фильтров анализа и синтеза приводит к "обелению"сигнала
остатка предсказания.

В классической постановке задачи параметрического цифрового спек-
трального анализа на основе авторегрессионной модели линейное разност-
ное уравнение формирующего фильтра выглядит следующим образом (??):

𝑦 (𝑛𝑇 ) = −
𝑀−1∑︁
𝑚=1

𝑎𝑚 · 𝑦 (𝑛𝑇 −𝑚𝑇 ) + 𝑢 (𝑛𝑇 ) , (7)

где 𝑦 (𝑛𝑇 ) – выходной сигнал, 𝑇– интервал дискретизации, {𝑎𝑚}- коэф-
фициенты фильтра, M – порядок фильтра.

Его амплитудно-частотная характеристика определяется в виде:
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𝐴 (𝜔𝑇 ) =
1√︂ (︁

1 +
∑︀𝑀−1

𝑚=1 𝑎𝑚 · cos𝑚𝜔𝑇
)︁2

+
(︁∑︀𝑀−1

𝑚=1 𝑎𝑚 · sin 𝑚𝜔𝑇
)︁2

, (8)

а спектральная плотность мощности:

𝐺 (𝜔) =
𝜎2{𝑢(𝑛)} · 𝑇(︁

1 +
∑︀𝑀−1

𝑚=1 𝑎𝑚 · cos𝑚𝜔𝑇
)︁2

+
(︁∑︀𝑀−1

𝑚=1 𝑎𝑚 · sin 𝑚𝜔𝑇
)︁2 , (9)

где 𝜔 - круговая частота дискретного преобразования Фурье.
Повышение порядка модели в выражениях (6), (7), (8) и (9) приводит к

получению более точных оценок относительно анализируемого сигнала �⃗�.
На практике при реализации линейного предсказания значение 𝑀 все-

гда ограничено, что приводит к возникновению сигнала 𝑒(𝑛), являющегося
сигналом возбуждения фильтра синтеза модели линейного предсказания.
Таким образом, сигнал 𝑒(𝑛) уже не является реализациями белого шума с
математическим ожиданием равным нулю и единичной дисперсией, а ста-
новится квазидетерминированным относительно множества {𝑎𝑚} и связан
с ним соответствующими корреляционными зависимостями.

При формировании ограниченных множеств параметров голосового трак-
та {𝛼𝑖(𝑛)} и сигналов возбуждения на основе остатка предсказания в ви-
де кодовых книг данные зависимости вырождаются в соответствующие
классы подпространств соответствий между собой и определяют элементы
декомпозиции речевого сигнала. Данное соответствие и взаимозависимо-
сти дают возможность значительного сокращения мощности кодовых книг
хранящих эталоны параметров преобразований используемых при обра-
ботке речевого сигнала.

Представленный подход статистического описания S (n) и (⃗𝑎, �⃗�) соот-
ветствуют тому, что в каждой конкретной практической задаче создает-
ся некоторая аналитическая модель для описания статистических свойств
S (n) и (⃗𝑎, �⃗�) с той степенью полноты и подробности, которая соответству-
ет имеющимся знаниям о закономерностях их поведения, физических свой-
ствах, взаимосвязи между собой. Подобная модель является наиболее сжа-
тым описанием имеющегося опыта, содержащего, как результаты изучения
данных закономерностей, так и, эмпирические данные относительно S (n)
и (⃗𝑎, �⃗�).

Однако на практике получить статистическое описание параметров (⃗𝑎, �⃗�)
отдельного диктора можно лишь для реализации задачи аутентификации,
в то время как для более широкого класса задач обработки речи (коди-
рование) такое представление достаточно проблематично, что связано с
отсутствием априорного знания всех возможных голосов дикторов подвер-
гаемых обработке. В итоге создаются кодовые книги, содержащие вектора
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(образцы) параметров описывающих передаточную функцию голосового
тракта и соответствующего им сигнала возбуждения, что позволяет пе-
рейти от учета статистики взаимосвязи между отдельными значениями
данных векторов, вычисляемыми при обработке, к статистике взаимосвя-
зи векторов между соответствующими кодовыми книгами.

На практике бывает и так, что кроме эмпирических данных всякая иная
априорная информация относительно S (n) и (⃗𝑎, �⃗�) отсутствует. Однако, ес-
ли эти данные получены в обстановке, статистически однородной или хо-
тя бы статистически связанной с той, в которой принимается решение по
данным наблюдения S (n), то они являются в определенной степени стати-
стическим эквивалентом аналитических моделей для распределений веро-
ятности S (n) и (⃗𝑎, �⃗�), необходимых для нахождения оптимального правила
принятия решения. Степень подобной эквивалентности, зависит от объема
имеющихся эмпирических данных, которые, в свою очередь, могут быть
использованы по-разному: непосредственно для нахождения недостающих
распределений вероятности; для оценки функциональной зависимости апо-
стериорного риска от S (n) и решения U ; для уточнения структуры и пара-
метров решающего правила, т. е. алгоритма обработки данных наблюдения
S (n).

3. Заключение

Таким образом, в представленной работе показаны возможные пути со-
хранения приемлемых качественных характеристик синтезированного РС
при уменьшения скорости передачи благодаря использованию выявленных
зависимостей между элементами декомпозиции РС. Актуальность исследо-
ваний и значимость полученных результатов подтверждаются существую-
щими объективными требованиями, предъявляемыми к разрабатываемым
системам обработки РС, в частном случае при низкоскоростном кодирова-
нии РС, сформированными с учетом тенденций развития систем инфоком-
муникаций.
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Abstract

The possibility of better performance in data transmission via ra-
dio frequency of 868 MHz is investigated. Multi-parameter optimization
problem is formulated and the methodic, which consists of several stages,
is offered. A series of experiments according to the proposed methodic
made.

1. Introduction

The rapid growth of wireless transmission due to the development of in-
formation technologies, reduction of cost, overall dimensions and power con-
sumption of electronic devices in general and small-sized receiver-transmitters
as well. The most common wireless transmission for radio frequencies are 433
MHz, 868 MHz and 2.4 GHz [1]. When deploying a wireless network designer
needs to agree on a number of key parameters. Difficulties in assessing the
performance of the wireless network are defined:

- a wide range of technologies used in the implementation of wireless trans-
mission;

- a large number of parameters that determine the performance of the
channel;

- the presence of regulated and unregulated settings that determine the
performance of the channel wireless transmission;

- lack of legal channels wireless transmission dependencies performance of
adjustable parameters.

This work is based on the parameters and their quantitative estimates obtained
in the development of receiver-transmitter-based TI CC1101 transceiver with
a frequency of 868 MHz Texas Instruments [2]. The aim is to improve the
quality of design solutions, using data transmission technology based on the
receiving-small low-power transmitter operating at a frequency of 868 MHz, by
selecting the quantitative values of the adjustable parameters of channels to
ensure their optimal performance.
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2. Methodic of multi-parameter optimization performance radio
frequency of 868 MHz

2.1. The formulation of the problem. We consider the ad hoc net-
work’s decentralized structure [3, 4], which is characterized by a set of pa-
rameters {pi} (i = 1, ..., n), each of which is known range ∆i = x̂i − x̌i.
The parameter p1 corresponds to the channel capacity, and other parameters
{pj}(j = 2, ..., n) corresponds to a set of adjustable parameters. For the chan-
nel in question is known as a set of experimentally determined dependencies
fj(xj) of values x1 of performance p1 from of varied parameter values xj , pro-
vided that the remaining control parameters are fixed. Is required to determine
a set of values {x∗

j} adjustable parameters {pj}, where the maximum value x∗
1

of performance p1.
2.2. Steps methodic. Methodic of solving the above problem has 6 stages.

• Determination of the parameters affecting the performance of the channel.
• Identify the composition of adjustable parameters.
• Development of a mobile stand for experimental verification of the chan-

nel allows you to specify the required values of adjustable parameters and
to determine performance parameter values.

• Determination in step s = d (s = 0, (n− J)) set of basic values of f {x0
j}

adjustable parameters {pj}, relevant recommendations (from the point of
view of the greatest guarantee of packet delivery) 868 MHz radio settings.
Values {x0

j} are considered in the method of the coordinates of the point
0 of the multidimensional space.

• Using a stand, to experimentally determine xi performance parameters
at 0. In step s > 0 experimentally determined dependence fj(xj) values
xi of performance p1 from the values xj of the variable parameter pj
provided that the other adjustable parameters are fixed and correspond
to the coordinates of the point A of the previous step. Analysis of the
relationship to determine the value xs

j of the parameter pj , maximizing
the value of the performance of step s. By changing the j-th coordinate
obtain the coordinates of s.

• Consistently performing experimental measurements of characteristics
and analysis procedures to obtain on (s − I)-th step coordinates of the
point ∗, corresponding to a set of values x∗

j radio settings that provide
the best performance.

3. The implementation of multi-parameter optimization for
radio performance

Step 1. Studies have established the following parameters defining the op-
eration of a wireless network:

1) the performance of the channel;
2) code integrity control codes or recovery;
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3) the size of the frame;
4) range, which regulates the expectation of delivery confirmation frame;
5) modulation radio.
Step 2. Parameters p2, p3, p4, p5, p6 - are variable parameters. The list of

parameters is shown in Table 1.

Symbol Name Name

p2 frame (frame size) 2..60 bytes

p3 modulation GFSK, 4-FSK, MSK

p4 rs (Reed-Solomon codes) 0 (off), 2,4,6,8,10 byte codes

p5 wh (whitering) 1 – on / 0 – off

p6 ack (confirmation) 1 – on / 0 – off

Table 1: Parameter list

Step 3. The basis of the stand are receiving and transmitting devices based
TI SS1101 transceiver and microcontroller ST STM32F0, a set of specially
developed software to estimate the rate of information exchange. Furthermore,
the program shows received power level, dBm. The means employed are: PC
with operating system GNU / Linux; Two of the wireless transceiver module
(Fig. 1).

200 mm

Notebook

ОС Linux

USB USB

Antenna

Transceiver

Controller

Module 1 Module 2

rf_
sender

rf_
reciever

Radio channel 868 MHz

Fig. 1: The experimental scheme

The modules, developed by “Open development” Ltd. [5], are a small-sized
wireless devices with a USB interface and a spiral antenna [6]. The modules
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are located at a distance of 2 m from each other. To prevent saturation of
receivers, transmission power is set at 0 dBm. For the experimental programs
have been developed and rf sender rf reciever. Program rf sender it is a traffic
generator in accordance with the parameters of Table 1. Program rf reciever
- traffic analyzer produces records come and dropped packets, calculates the
speed and shows the signal strength when receiving data.

Step 4: Find the optimal value of the bandwidth of 868 MHz radio chan-
nel starts with the values of adjustable parameters determined for the most
guaranteed packet delivery.

Step 5. Examination of parametres

Parameter p2 at p4=4,
p5=0, p6=0

p4 at p2=50,
p5=0, p6=0

p5 at p2=50,
p3=5, p6=0

p6 at p2=50,
p4=4, p5=0

value 10 30 50 8 4 0 1 0 1 0

p1, Bps 480 1200 1750 120 870 1750 870 1750 800 1750

Table 2: Results of experiment

p2. The shorter the package, the more likely it passes, but lower overall
rate. The actual length of the packet channel is the sum of service data useful
and consisting of a header and integrity monitoring. Since sending packet
contains the overhead of packet delivery and processing of the transmitter and,
given the presence of ancillary data in the packet, it is advisable to use packets
of at least 40-50 bytes. The packet structure is disclosed in Table 3.

Size, Byte 1 1 1 1 N 4
Name PK Seq Dst Src Data Ctrl

PK(Packet control) - header bytes
Size, Bit 7 6 5 4 3 2 1 0
Name Addr type Pkt type Ack req Next header Crypto Reserved

Table 3: Structure of the information package

Here: PK - byte header; Seq - packet sequence number; Dst - destination
address, a sequence of 1, 2, or 8 bytes, in which the address filtering; Src -
address of the sender, the sequence of 1, 2 or 8 bytes; Data - data; Ctrl -
code integrity checking and recovery; Addr type - addressing mode; Pkt type
- the type of package; Ack Req - confirmation; Next header - followed by an
additional header; Crypto - encrypted packet; Reserved - reserve.

p3. Various modes of modulation (GFSK, 4-FSK, MSK) had no impact
on the network bandwidth in this experiment. Thus, when p2 = 50, p4 = 4,
p5 = 0, p6 = 0 and all p2 combinations value p1 was 1750 bytes /sec.
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p4. The longer the Reed-Solomon code, the more noise immunity, but
increases the time to process the packet. If a significant deterioration in com-
munication acceptable option would be an increase in code reduction to 4 bytes,
which will be reduced to 2 bytes in the packet.

p5. Whitening - a logic procedure XOR data with a pseudorandom se-
quence. Mode bleaching increases the noise immunity of transmission that has
a positive effect in low-level signal, but with a good signal reduces performance.

p6. When the standby time of the receipt confirmation if the sender does
not receive a receipt for delivery at a specified time, there is a re-posting of
data. Step 6. A graphical representation of the results of the experiment are
shown in Fig. 2.

Optimum

p1,  Bps

p2   10 30 50

p5,p6  1       0

pj

p4 p2 p3 p6 p5

p4   8 4                        0

p2

p3

p4

p5

p6

Fig. 2: The values of performance parameters change

As can be seen from the graphs, the area of optimum parameters of perfor-
mance criteria is in the vicinity of frame size 50, disconnected mode handshake,
bleaching and Reed-Solomon codes.

4. Conclusions

After performing the steps of a technique of optimization parameters of the
radio channel 868 MHz and iterate combinations of parameters that affect the
performance revealed that its maximum value is about 1800 bytes/sec, which is
four times more combinations with a relatively high level of reliability of packet
delivery of 450 bytes/sec.
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With good signal quality for the transmitter to use the maximum possible
size of the transmitted packet. Using a Reed-Solomon code of 4 bytes in length,
will restore to two corrupted bytes in the packet and will not have a noticeable
effect on transmission performance. The “whitening” and the actual receipt of
parcels in low signal level. Changing modulation did not give a significant gain
in throughput.

Data transfer via radio 868 MHz quite promising, it is important to select
the wireless communication lines to achieve maximum performance.
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Abstract

We investigate a closed network consisting of two multi-servers with n cus-
tomers. Service requirements of customers at a server have a common cumula-
tive distribution function. The state of the network is described by the following
state parameter for each server: empirical measure of the age of customers be-
ing serviced multiplied by n−1. For n → ∞ we approximate the state function
of time by means of measure-valued techniques. The approximation of a single
infinite/multi-server dynamics is currently studied by famous scientists H. Kaspi,
K. Ramanan, W. Whitt et al.

A motivation for studying such systems is that they arise as models of com-
puter data systems and call centers.

Keywords: Multi-server queues, GI/G/n queue, fluid limits, mean-field limits,
strong law of large numbers, measure-valued processes, call centers.

1. Introduction
1.1. Review of investigated contact centers models. In the last ten years an

extensive research in mathematical models for telephone call centers has been car-
ried out, cf. [2-16]. The object has been expanded to more general customer contact
centers (with contact also made by other means, such as fax and e-mail). One of im-
portant relating questions is the dynamics of multi-server queues with a large number
of servers and customer abandonment. In order to describe the object efficiently the
state of the model must include: 1) for every customer in the queue the time that he
has spent in it and 2) for every customer in the multi-server the time that he has spent
after entering the service area, that is being received by one of the available servers.
Thus the model is a hybrid process, with a discrete component of the arrival point
process and continuous components of time spent in waiting and serving. The cor-
responding state process at every moment is a discrete random measure — with unit
point masses. The number of point masses equals to the number of customers in the
system at the present moment. The locations of point masses are equal to the described
times spent by these customers until the present moment. The focus of research was
on multi-server queues with a large number of servers, because it is typical of contact
centers. For such queues were found fluid limits with the number of servers tending

1This work was supported by RFBR grant No. 14-01-00319 “Asymptotic analysis of queueing systems
and nets”.

400



to infinity. Notice that such a limit is a deterministic fumction of time with values in
a certain measure space, or in a space containing such a component. These developed
deterministic fluid models provided simple first-order performance descriptions for
multi-server queues under heavy loads, also allowing abandonment. The models were
gradually generalized to the G/GI/s + GI model and even more complicated ones.
This notation implies the arrival process as a general stationary one, service times of
all customers independent and identically distributed with a general distribution, the
number of servers equal to s, and independent identically distributed abandon times
while waiting in queue2. Further the arrival process was generalized to an arbitrary
jump process independent of the sequence of service requirements and having a fluid
limit [2].

1.2. A new model for contact centers. We suggest here a more suitable model
for contact centers. The number of customers is fixed. Customers may be situated in
two states: normal and failure. There is a multi-server which repairs customers in the
failure state. The repair time/the time duration of a normal state is a random variable,
independent and identically distributed for all customers. Now ”the arrival process” in
the multi-server does not correspond to that of the previous G/GI/s + GI model. For
a large number of customers and a suitable number of servers calculate the number of
current failures, so much as an approximation. This is a continuation of our work [1],
where a single multi-server in a network was functioning.

2. The mathematical model

Consider a closed network consisting of n customers and two multi-servers.
Multi-server 1 consists of n servers, the time they service a customer has distribu-

tion F1. Multi-server 2 consists of s(n)n servers with s(n) ∈ (0, 1), the time they service
a customer has distribution F2. Service times are independent for all servers and all
customers. We assume that Fi has a bounded and continuous density, i = 1, 2. Denote

for t ≥ 0, u ≥ 0 Gi(t) = 1 − Fi(t), Hi(t; u) =
Gi(t + u)

Gi(u)
, i = 1, 2 .

Denote by ν(n)
i (t; du) the empirical measure of the age of customers in the multi-

server i at moment t multiplied by n−1, i = 1, 2 (“age” means the length of the
time segment from entering the server up to moment t). Set q(n)(t) = 1 − (ν(n)

1 +

ν
(n)
2 )(t; [0,∞)), t ≥ 0. q(n) is the normed number of customers in the failure state

waiting for service when the multi-server is completely occupied. Normed means
multiplied by n−1.

Definition 1. A continuous measure-valued function νi(t; du), t ≥ 0, is the “fluid”
limit of ν(n)

i (t; du), t ≥ 0, if for every t ≥ 0 sup
s∈[0,t]

ρ(ν(n)
i (s; ·), νi(s; ·))→ 0, i = 1, 2 (for

metric ρ see section 19.2 [18]).
Our result is a generalization of Theorem 3.7 [2].
Assumptions

2See the complete description of shorthand system notations in [17, subsection III 1b Classification of
Simple Queues]
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• measure ν(n)
i (0) has a weak limit ν0;i, i = 1, 2

• limn→∞ s(n) = s exists and belongs to (0, 1).
We find the solution of the fluid limit problem in a special case — when the limit

queue is locally (in time) uniformly positive, see the next section.

3. Equations system for the fluid limit and its solution
We shall describe the fluid limit dynamics by the following equations system.
State space and evolution in it: νi(t; du) is a non-negative finite measure function

on [0,∞)× [0,∞), i = 1, 2, and q(t) is a function on [0,∞) with values in (0, 1). They
represent the normed customers age distributions in multi-servers and in the queue.

Initial conditions: non-negative finite measures ν0;i on [0,∞), i = 1, 2, and q0 >
0 satisfying ν0;1([0,∞)) + ν0;2([0,∞)) + q0 = 1 and ν0;2([0,∞)) = s, that is the server
2 is fully occupied.

Equations:

• the multi-server i is losing its mass with the velocity:

vi(t) =

∫ ∞
0

F′i
1 − Fi

(u)νi(t; du), i = 1, 2,

that is, the normed amount of abandoning customers (the mass increase takes
place simultaneously with arriving customers);

• the mass of the queue develops with the velocity v1 − v2:

q(t) = q0 +

∫ t

0
(v1 − v2)(s)ds;

• the normed customers age distributions in multi-servers develop in this way:

ν1(t; A) =

∫
{u:u+t∈A}

H1(t; u)ν0;1(du) +

∫
{s:t−s∈A}

v2(s)(1 − F1)(t − s)ds,

ν2(t; A) =

∫
{u:u+t∈A}

H2(t; u)ν0;2(du) +

∫
{s:t−s∈A}

v2(s)(1 − F2)(t − s)ds,

for every Borel subset A of [0,∞).

Theorem 1. If on some segment [0,T ] this system has a solution (ν1, ν2, q) with
uniformly positive q and ν2(t; [0,∞)) = ν0;2([0,∞)) = s, t ∈ [0,T ], then the solution
of the system on [0,T ] is unique, and this solution is the fluid limit of the sequence of
processes (ν(n)

1 , ν
(n)
2 , q

(n)), n = 1, 2, . . . , restricted to [0,T ].
The conditions of the full occupation of the server 2 and the uniform positivity of the
queue size reduce our network model to a single multi-server model with the arrival
process generated by the server 2. This process turns out to be a renewal process. We
make use of renewal processes concepts presented in [17, subsection V.1].
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THE COGNITIVE APPROACH TO PROCESSING
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Abstract
This paper proposes a cognitive approach to processing large amounts of

specialized, unstructured text information. A description of the experiments
and the results are given. In the described approach are used psychological
techniques and content analysis of text by using a specially developed vocabulary.
Described original method to visualize the structure and presentation of textual
information.
Keywords: structuring of textual information, specialized textual information,
information systems, decision-making.

КОГНИТИВНЫЙ ПОДХОД К ОБРАБОТКЕ
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Аннотация

В статье предложен когнитивный подход к обработке специализи-
рованной, неструктурированной текстовой информации, приведено
описание проведенных экспериментов, описаны полученные резуль-
таты. В предлагаемом подходе используются как психологические
методики, так и контент-анализ текста с использованием специально
разработанного словаря. Описаны оригинальные способы визуализа-
ции структуры и представления текстовой информации.

Ключевые слова: структурирование текстовой информации, спе-
циализированная текстовая информация, информационные системы,
принятие решений.

1Государственное задание ФАНО РФ № 0159-2015-0007
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1. Введение
Статья посвящена вопросам, структурирования и обработки специали-

зированной текстовой информации человеком, в процессе человеко-компью-
терного взаимодействия. В данной статье описан подход к обработке и
структурированию текстовой информации. Данный подход разработан в
результате исследования особенностей профессионального труда специали-
стов управленческой деятельности, чьи должностные обязанности связаны
с решением производственных задач посредством системы электронного
документооборота. В процессе профессиональной деятельности при обра-
ботке входящих документов, осуществляется сортировка, т.е. документ на-
правляется в профильное подразделение организации. Задачи о сортировке
являются классическими задачами принятия решений. Принятие решений
является основой управленческой деятельности. Вообще говоря, принятие
решений входит в любую профессиональную деятельность и может отно-
ситься и ко всей деятельности в целом, и к отдельным действиям или
даже его компонентам. Процесс принятия решения включает выявление
проблемной ситуации, сбор и анализ информации необходимой для разре-
шения проблемной ситуации, мысленное выдвижение гипотез (вариантов
решения), оценку гипотез, выбор того варианта решения, который наилуч-
шим образом обеспечивает достижение результата. Применительно к на-
шему случаю, т.е. к задаче о сортировке документа, проблемной ситуацией
является наличие документа, который необходимо направить в профиль-
ное подразделение для исполнения. На этапе сбора и анализа информации,
специалист управленческой деятельности читает документ, анализирует и
структурирует полученную информацию. Сравнивает имеющиеся у него
представления о данной проблемной области с информацией, полученной
в процессе чтения документа, и затем выдвигает гипотезы, т.е. возможные
варианты решения задачи о сортировке. После чего осуществляется выбор
альтернативы, осуществляется решение задачи о сортировке.

2. Обработка специализированной текстовой информации
Для исследования процесса обработки человеком специализированной

текстовой информации, были проведены исследования [3], [4]. Первона-
чально предъявлялся стимульный материал (в виде вопросов, ключевых
слов, графических образов), а затем испытуемому предъявлялась тексто-
вая информация, после прочтения которой, испытуемый принимал реше-
ние о сортировке (т. е. определял департамент или подразделение органи-
зации, куда документ должен быть направлен для исполнения), отвечал на
вопросы по тексту и проходил психологическое тестирование [10]. Испыту-
емым предъявлялись специализированные тексты определенной тематики,
как прошедшие предварительную обработку – т.е. с выделенными опорны-
ми словами (рис. 1), так и тексты без предварительной обработки. В ходе
исследований, использовалась установка контроля движения взора испы-
туемого (www.smivision.com). С ее помощью были получены эксперимен-
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тальные данные: траектория взора, диаметр зрачка испытуемого, скорость
перемещения взора, как в процессе чтения текста, так и в процессе приня-
тия решения.

Рис. 1

На рисунке 1 представлена траектория движения взора испытуемого
по строкам текста и длительность фиксации взгляда на определенных сло-
вах или словосочетаниях. Длительность фиксации взгляда на словах или
словосочетаниях пропорциональна диаметру окружности см. рис. 1. Взаи-
модействие человека с информационными системами в процессе професси-
ональной деятельности, изучается различными научными направлениями:
информационные технологии, инженерная психология и т.д. Это обуслов-
лено актуальностью, а также широким и повсеместным использованием
информационных систем [5], [11], [12]. Вопросам, связанным с проектиро-
ванием информационных систем, а также проблемам взаимодействия чело-
века с информационными системами посвящено значительное количество
работ [2]. Среди исследований, касающихся проектирования информаци-
онных систем необходимо выделить работу Вишневского В.М. [6], также
необходимо отметить работу коллектива авторов: Т. В. Атанасовой, Т.Н.
Савченко, Г.М. Головиной и др., посвященную вопросам информационного
взаимодействия человека с информационными системами, в которой опи-
саны психологические механизмы взаимодействия человека с интеллекту-
альной информационной средой обитания [1].

В настоящее время в управленческой деятельности широко использу-
ются информационные и компьютерные системы. На современном уровне
развития информационных и компьютерных систем, а также телекомму-
никационных технологий особую актуальность представляют вопросы эф-
фективного взаимодействия человека с этими системами в целях решения
управленческих задач. В процессе взаимодействия с информационной си-
стемой, к человеку по различным информационным каналам (с исполь-
зованием различных телекоммуникационных устройств) могут поступать
значительные объемы информации для переработки и последующего при-
нятия решения. Количество каналов информации, по которым информа-
ция поступает к человеку, продолжает стремительно увеличиваться, как и
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количество поступающей информации. В процессе взаимодействия, чело-
веку приходится обрабатывать массивы текстовой и графической инфор-
мации, учитывать значительное количество различных факторов, а также
решать задачи многокритериального выбора. Для человеческой системы
переработки информации многокритериальные задачи представляют со-
бой особо сложный класс задач [8]. Наличие многих критериев приводит
к нагрузке на человеческую систему переработки информации, заставляя
человека использовать различные, зачастую оригинальные эвристики для
того, чтобы решить поставленную задачу [7].

Для исследования процессов структурирования и обработки специали-
зированной текстовой информации человеком, в процессе человеко-компью-
терного взаимодействия было проведено экспериментальное исследование.
В ходе исследования моделировались процессы чтения специализирован-
ной текстовой информации, обработки и анализа информации и процессы
принятия решений. В рамках эксперимента, испытуемому необходимо бы-
ло прочитать документ — специализированный текст, предъявленный на
мониторе компьютера, и затем ответить на предложенные вопросы — при-
нять решение о сортировке (decision making), т. е. определить департамент
или подразделение организации, к которому по тематике относится прочи-
танный текст.

Необходимо отметить, что в состав информационной системы был вклю-
чен программный модуль, реализующий функции системы поддержки при-
нятия решений. Данный модуль осуществлял предварительную обработку
текста документа, выделял опорные слова цветом (рис. 1) и визуализиро-
вал структуру документа. В процессе исследования, решения принимались
испытуемыми как с помощью системы поддержки принятия решений, так
и без помощи системы поддержки принятия решений. Последовательность
предъявления текстов (с обработкой и без обработки) на мониторе ком-
пьютера, менялась, чтобы нивелировать привыкание испытуемого.

В ходе проведения экспериментов удалось выявить характерные осо-
бенности траектории взора испытуемых. Большинство испытуемых читали
предлагаемый текст дважды (рис. 1). Причем во второй раз взор испытуе-
мого перемещался от одного опорного слова (фрагмента текста) к другому
опорному слову (фрагменту текста) в независимости были ли они выделе-
ны в процессе обработки текста или нет. В процессе движения от одного
опорного слова к другому, взор испытуемого «перескакивал» через строки
и абзацы, иногда возвращаясь к отдельным фрагментам текста (рис. 1).
Можно предположить, что таким образом испытуемый фиксировал наи-
более важные (для него) слова или фрагменты текста. Такие последова-
тельности слов или фрагментов текста можно представить графически, см.
рис. 2.

На рисунке 2 последовательности слов или фрагментов текста пред-
ставлены прямоугольниками с номерами от 1 до 5. Стрелками на рисунке 2
показана траектория взора испытуемого.
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Рис. 2

3. Структурирование и визуализация

Анализируя последовательности опорных слов, полученных как в про-
цессе предварительной обработки специализированного текста, так и вы-
деленных в процессе чтения испытуемым и проводя последующее срав-
нение, определяем соответствие с имеющимися альтернативами. Визуа-
лизация полученной структуры может быть представлена в виде рис. 3.
На рисунке 3 количество уровней иерархии в структуре и количество дуг
сходившихся к одному узлу характеризуют структуру ментальной репре-
зентации испытуемого, сформировавшуюся после прочтения документа на
момент принятия решения о сортировке. Дуги, сходящиеся к одному узлу
на рис. 3, показывают процесс принятия решения испытуемым, т.е. выбор
единственной альтернативы в процессе сортировки.

На рисунке 3 показана структура с тремя уровнями иерархии и процесс
сортировки, т.е. выбор одной альтернативы ҝсњ из пяти возможных «a»,
«b», «c», «d», «e».

4. Краткие выводы

Анализ траектории движения взора испытуемого по строкам текста и
длительность фиксации взгляда на определенных (опорных) словах или
словосочетаниях и последующее сопоставление с когнитивным стилем ис-
пытуемого позволяет характеризовать когнитивные процессы, протекаю-
щие при считывании и анализе информации испытуемым. Действительно
анализируя траекторию взора, можно с определенной долей уверенности
судить о когнитивных процессах испытуемого по считыванию и анализу
текстовой информации [3], [10]. Анализируя количество опорных слов или
словосочетаний, а также время фиксации взгляда на опорных словах, груп-
пируя опорные слова в соответствии с имеющимися альтернативами см.
рис. 1, 2 и 3, можно представить репрезентацию структуры документа,
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Рис. 3

сформировавшуюся у испытуемого в процессе чтения специализированной
текстовой информации.
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Abstract
The article describes the method of pragmatic analysis of texts, which the

organization received in the input stream of business documents. The method
is aimed at the implementation of information support of decision-making in
the allocation of work in the organization. The idea of the method is based
on the method of content analysis and the creation directory of jobs in the
organization and thematic orientation of departaments.
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Аннотация

В статье дается описание метода прагматического анализа тек-
стов документов, поступающих в организацию во входном потоке де-
ловых документов. Метод направлен на реализацию информацион-
ной поддержки принятия решений при распределении работ в орга-
низации. Идея метода базируется на методе контент-анализа и созда-
нии справочника распределения должностных полномочий в органи-
зации с указанием тематической направленности подразделений.

Ключевые слова: организационное управление, электронный до-
кументооборот, информационная поддержка управленческой деятель-
ности, контент-анализ.

1. Введение
Активное проведение информатизации в организационных структурах

существенно повлияло на управленческие процессы в методологическом
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и технологическом аспекте. Потребовались новые многофункциональные
системы, направленные на автоматизацию разнообразных задач органи-
заций, расширения функциональных возможностей информационных си-
стем в направлении поддержки управленческой деятельности, мониторин-
га выполнения заданий, взаимодействия с подведомственными и вышесто-
ящими организациями. Развитие информационных технологий предоста-
вило новые возможности в области: передачи данных, хранения и обра-
ботки информации, создания и проектирования информационных систем.
С другой стороны, открывшиеся возможности усложнили процессы обме-
на информацией, увеличили информационные потоки, определили новые
требования к реализации электронного обмена документами. В организа-
циях появились новые требования к интерактивным режимам работы с
документами, к средствам мобильного доступа к информационным ресур-
сам, потребовался анализ специализированных информационных потоков,
включая межведомственный документооборот (МЭДО), межведомствен-
ное электронное взаимодействие (СМЭВ) [1, 2].

Перечисленные задачи информатизации в организационном управле-
нии повысили научный интерес к проблемам создания крупных информа-
ционных систем, к исследованию управленческой деятельности, к систе-
матизации процессов, происходящих в организации, к разработке новых
методов поддержки принятия решений и анализа деятельности организа-
ций.

В статье рассматриваются проблемы информационной поддержки од-
ного из важнейших видов управленческой деятельности — подготовки про-
ектов указаний по исполнению решений. Разработка средств информаци-
онной поддержки этого вида деятельности требует решения комплекса на-
учных задач, включая поиск источников данных, реализация механизмов
поддержки, анализ взаимодействия человека с информационной системой
в процессе профессиональной деятельности, построение специализирован-
ных интерфейсов [3,4,8].

2. Постановка задачи

Деятельность любой управленческой организации отражается в дело-
вых документах, прохождение и исполнение которых фиксирует докумен-
тооборот организации в соответствии с нормативами документационного
обеспечения управления (ДОУ) и ГОСТ Р 6.30 — 2003 (Унифицированная
система организационно-распорядительной документации). Процесс обра-
ботки документов предусматривает следующие этапы работ:

• регистрация документа, выполняется при поступлении документа в
систему (экспедиция, канцелярия);

• подготовка проекта указания по исполнению решений (помощники
руководителя: советники, референты);

• утверждение проекта указания (руководитель);
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• исполнение документа (сотрудники подразделений).
Указание по исполнению решения (резолюция на документ) сопровож-

дает каждый документ, который передается по служебной иерархии в под-
разделения организации. Указание содержит текст и список исполнителей
(3 — 4 участника). Первый исполнитель, отмеченный в списке, считается
ответственным по всему комплексу работ.

Подготовка проекта указания по исполнению решений является важ-
ным элементом деятельности помощников, референтов и советников руко-
водителей в управленческих организациях и выполняется на всех уровнях
организационной иерархии. Формально процедура состоит в анализе посту-
пившего документа для определения подразделений или конкретных долж-
ностных лиц в чьи полномочия входят вопросы, затронутые в документе.
Работа включает определение проблематики документа, выбор подразде-
ления — исполнителя, в чью компетенцию входит решение затронутых в
документе вопросов, установление иерархии исполнителей (ответственный,
соисполнитель). Выбор подразделения — исполнителя осуществляется на
основании нормативов распределения должностных полномочий.

Наиболее трудоемкая часть подготовки проекта выполняется на выс-
шем уровне обработки (начальный анализ документа). На этом уровне
должны быть определены пути решения проблемы, указанной в документе,
и основные участники работы (ответственные по направлениям). При боль-
шом входном потоке и значительном размере текстовой части документа
указанная задача является нетривиальной. Для выявления проблем, ко-
торым посвящен документ, и подготовки проекта указания по исполнению
решений требуется высокий профессионализм, хорошее знание проблемной
области и сферы компетенции исполнителей данной организации.

В крупных организациях начальный анализ осложняется большим объ-
емом входного потока документов, широтой аспектов управленческой де-
ятельности. Можно привести некоторые данные, характеризующие поток
документов крупных государственных организаций:

• объем входного потока документов — 50–100 тысяч в год;
• поступающие документы содержат до 100 страниц текста, включаю-

щего отраслевую специфику;
• сложная иерархическая структура нормативов распределения долж-

ностных полномочий в крупной организации;
• необходимость выдачи пояснений по подготовленным проектам.
Функционально указания по исполнению решений обеспечивают доку-

ментированное взаимодействие и распределение работ между подразделе-
ниями организации. На рисунке 1 показаны уровни и этапы обработки
документа.

На верхнем уровене обработки документ рассматривается подразделе-
ниями центрального аппарата (ЦА), далее обработка документа может
быть передана нескольким подразделениям для обработки документа в
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Рис. 1

рамках их компетенции. Обработка документа в подразделениях органи-
зации также выполняется по нескольким направлениям в зависимости от
специализации исполнителей. На рисунке видно, что этап подготовка про-
екта указания присутствует на всех уровнях обработки документа. При
этом на каждом уровне иерархии проводится анализе текст документа на
соответствие задачам, которые входят в компетенцию исполнителей дан-
ного подразделения.

3. Принципы реализации
Для информационной поддержки этого трудоемкого процесса разра-

ботан метод прагматического анализа текста документа, поступающего
на исполнение в организацию. Идея базируется на использовании мето-
да контент-анализа, адаптированного к алгоритмической обработке тек-
стовых массивов, и направленного поиска терминов специализированно-
го справочника. Технологическая основа метода — подсчет встречаемости
исследуемых компонентов в анализируемом информационном массиве, до-
полняемый выявлением статистических взаимосвязей и анализом струк-
турных связей между ними. Для анализа статистических взаимосвязей
выбран, существующий в каждой организации, справочник распределения
должностных полномочий, расширенный парадигматическими отношени-
ями, с учетом отраслевой тематики.

Разработанный метод предусматривает создание программного комплек-
са, обеспечивающего следующие функциональные возможности:

• создание и поддержка в актуальном состоянии специализированного
справочника терминов, включающего связь терминов с подразделе-
ниями организации;
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• анализ текста документа для поиска совпадений с терминами спра-
вочника и формирование схемы совпадений по направлениям компе-
тенции подразделений организации;

• анализ схемы совпадений и определение частоты встречаемости тер-
минов, относящихся к конкретным подразделениям организации;

• интерфейс программного комплекса, реализованный в соответствии
с поставленной задачей и отвечающий ментальным репрезентациям
сотрудников при подготовке проектов указаний, для эффективного
использования разработки;

• передача подготовленного проекта в систему документооборота для
продолжения обработки документа.

Для обеспечения требуемой функциональности программного комплек-
са необходимо решение следующих технологических задач:

o предварительная подготовка текстовых массивов поступающих доку-
ментов для анализа на совпадение с множеством понятийно — тема-
тических единиц, специализированного справочника;

o создание специализированного формата для объединения результа-
тов анализа понятийно-тематических единиц;

o разработка алгоритма поиска данных на соответствие терминам спе-
циализированного тезауруса;

o представление результата анализа для реализации возможности по-
лучения объяснений по каждому назначенному исполнителю;

o разработка алгоритма подготовки проектов указаний по исполнению
решений в соответствии с нормативами ДОУ;

o разработка средств взаимодействия программного комплекса с систе-
мой документооборота.

4. Основные решения по реализации метода

Для анализа текста выбран формат Rich Text Format (RTF), позволя-
ющий работать с документами, как полученными в результате электрон-
ного обмена, так и поступившими в традиционном (бумажном) виде. В
результате анализа текста должны быть сформированы весовые коэффи-
циенты, показывающие количество совпадений по департаментам с учетом
основных направлений и терминов расширения этих направлений. Разра-
ботанная структура хранения данных позволяет в режиме корректировки
выделять цветом все термины, относящиеся к конкретному исполнителю,
что обеспечивает последующее объяснение выполненного анализа [4].

Структура хранения данных представляет таблицу, которая создает-
ся при переводе документа в формат RTF. Структура таблицы включает
следующие элементы:

• «идентификатор документа» — связывает карту с номером зареги-
стрированного в системе документооборота поступившего документа;
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• «департамент» — используется для указания отношения найденного
совпадения к направлениям деятельности конкретного департамента;

• «вид термина» — используется для указания группы термина (основ-
ные направления или расширенные).

Данные о местоположении найденных совпадений сохраняются в виде
отношения:

𝑀 =< 𝑡, 𝑝, 𝑐, 𝑛, 𝑙, . . . >,

где
𝑡 — основной код термина в справочнике;
𝑟 — код расширения термина в справочнике;
𝑝 — страница документа;
𝑐 — строка на странице;
𝑛 — начальная позиция на строке;
𝑙 — количество позиций для выделения;
. . . другие служебные признаки.

В силу специфики задачи анализу подвергается сравнительно неболь-
шой текст отраслевой направленности (до 100 страниц), поэтому для по-
иска совпадений терминов с текстом документа использован метод «широ-
кого поиска», отличающийся большим количеством результатов по срав-
нению с методом «узкого поиска». Наличие нерелевантной информации
корректируется специалистами при подготовке проекта указаний по ис-
полнению документа.

Разработанный интерфейс обеспечивает представление результата в ви-
де списка исполнителей, для каждого из которых указано количество тер-
минов, найденных в тексте документа. Индикация количества совпадений
подчеркивается усилением фона цветового индикатора для данного испол-
нителя. Для объяснения и подтверждения полученных результатов, при
выборе конкретного исполнителя выбранные термины выделяются в тек-
сте документа цветом, и показывается результат подсчета встречаемости
терминов. Разработка интерфейса проводилась с учетом исследования мен-
тальных репрезентаций при подготовке проектов управленческих решений
[5, 6].

5. Заключение
Метод прагматического анализа текстовой информации при обработке

документов входного потока является новой разработкой, предназначенной
для информационной поддержки принятия решений в процессе подготовки
проектов управленческих решений. Структура метода демонстрирует воз-
можности нового подхода к использованию известных методов в условиях
развития информационных технологий.

Выполненная разработка показывает, что исследования процессов управ-
ленческой деятельности и информационного потенциала систем, поддер-
живающих эту деятельность, открывают новые возможности совершен-
ствования управленческой деятельности [7].
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Abstract

Multimodality of traditional interpersonal communications points to
the purposefulness of using the polymodal dialogue in the process of
communicative interaction of infocommunications subscribers. The cre-
ation of the polymodal communication systems became possible due to
the development of cognitive science and current results in the design
area of multimodal interfaces interaction. Application of the existing
and expected outcome of signal processing tasks of different modalities
in the synthesis of polymodal systems will provide all parties to commu-
nicate and their further intellectualization will allow us to approach the
infocommunicational interaction of subscribers to the traditional inter-
personal communication.

Keywords: Interpersonal communication, communication channel, in-
focommunication system, multimodal interface, polymodal system

1. Introduction

Interpersonal communication (communication) – a system of transfer and
exchange of information between the representatives of the society – is a com-
plex, multifaceted and multi-part phenomenon. People can exchange informa-
tion at different levels of abstraction, and the communication is not limited to
oral or written communications. An important role in the communicative pro-
cess is played by the personality characteristics of interlocutors, their mood,
and their physiological and psycho-emotional conditions that must be taken
into account in business communication [1]. According to anthropologists and
ethologists the information, conveyed in words, is only about 7% of the total
amount of information obtained by a person, whereas non-verbal signals have
to 93% (facial expressions, postures, gestures, touches, smells up to 55%, and
the share of voice paralinguistic component accounts for up to 38%). At the
average a person speaks for only 10-12 minutes a day, with a verbal component
accounts for only 35% of meaning and nonverbal much more – 65% [2]. These
data require the necessity of interpersonal communication structure analysis,
classification of the channels and means of communication of information and
their correlation with existing and prospective infocommunication systems.

418



2. Projection of interpersonal communication on existing
infocommunication systems

Development of tools for effective communication between people through
technology systems is now one of the priority directions of the development of
artificial intelligence and computer science in general. This is because even now
the technical tools are not fully used because of the lack of a full-fledged, ha-
bitual interface for a subscriber to interact with the hardware-software means
of communication. Today, the majority of telecommunication systems provide
a very limited way of interaction: voice input using directional microphone,
recording a low quality image using video cameras, printing by using the key-
board, handwriting using touch screens, management of virtual objects with
the mouse cursor, the display of visual information in the form of text and im-
ages on the monitor screen and mono or stereo audio playback. At that in each
application their communication channels are used, realizing only communica-
tive (exchange of information) side of communication. For example, telephone
communication speech and acoustic channels are involved, but the passed in-
formation is not shared [3]. During a video conference verbal (including text),
acoustic and visual communication channels are used, but there are no tac-
tile and olfactory channels, at that the data sent by textual communication
channel, is not synchronized with verbal information. Such methods of com-
munication force subscribers to adapt to the means of communication and learn
the virtual method of communication. In the process of its extensive develop-
ment on the way of implementing multiservice (speech, video and data transfer)
telecommunication systems have evolved into infocommunication, providing in
some degree an interactive side of communication (act exchange). However,
in recent years there has been a trend of depersonalization - subscriber often
requires one type of service under the name network connection, implying the
possibility of getting affordable or most convenient way of interaction, deter-
mined in accordance with disabilities and individual preferences, on the basis
of the context of the communicative act.

3. Multimodal character of interpersonal communication

For the decision of global problem of communicative interaction between
people through the technical systems is necessary to use additional means of
information transfer, implementing multi-modal interaction. Here modality
should be understood as belonging of the reflected stimulus to certain sensory
system - part of the human nervous system, responsible for the perception
of certain signals from the environment or internal environment [4, 5]. In
the framework of solving the concrete problem of human-computer interaction
multimodal interfaces [6, 7] are developed, typical for interpersonal communi-
cation. They allow providing an effective and natural to human interaction
with various automatic means of control and communication. In systems that
are implemented on the basis of multimodal interfaces, information from the
verbal and non-verbal communication channels is continuously processed, cre-
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ating a real or virtual environment, that allows to satisfy the user’s needs, and
quickly adapt to the context. Some combinations of modalities for transfer-
ring information are well suited to certain situations and application tasks, but
worse or even entirely inapplicable to others. Possibility of choice of modal-
ity by user is an important feature of multimodal interfaces. Currently [6]]
multimodal interfaces are already used abroad in some application areas: the
cartographic systems, virtual reality systems, medical systems, robotics, web
applications, etc. In Russia scientific researches in this area have started re-
cently, and their successful implementation is complicated by the fact that it
is necessary to combine the efforts of various research groups engaged in sepa-
rate processing of speech, video, handwriting, etc. in various scientific research
institutes. Since 2003 the group of linguistic informatics SPIIRAN conducts
fundamental and applied works on multimodal interfaces.

4. Interpersonal communication in the framework of
polymodalcommunication systems

Taking into account the established fact of interpersonal communication
and existing interest in multimodal interfaces we should expect that the sub-
scribers of infocommunication systems will want to use the polymodal dialogue
in the process of communicative interaction (fig. 1). The possibility of creating
the polymodal communication systems due to the fact that cognitive science
that studies the mechanisms of human perception and interaction provided
the fundamental information for modeling the subscriber’s behavior, as well as
information about how the multimodal architectures should be organized [8].

The transition from multimodal to polymodal systems is associated with a
complex character of interaction of separate modalities (table) and, while devel-
oping multimodal interfaces the problems associated with the synchronization,
joint processing and the integration of the multimodal input of information are
solved, in polymodal systems there are additionally problems associated with
the division and transfer of such information and its representation of output
modalities.

Input modalities’ signals (task group I) are analyzed and coded in accor-
dance with the defined channels of communication, thereby realizing commu-
nicative and partly interactive sides of communication like traditional informa-
tion and communication systems [1]. However, a comparison of data processing
technologies with the tasks associated with the recognition of the information
transmitted by text (task II.1), acoustic (task II.2) and visual (tasks III.3)
channels, indicates complete compliance processed on the same communica-
tion channels of the modalities. So text channel’s signals (modality 1 and
2) are used in encoding (task I.1), and by the recognition (task II.1) [9, 10].
Speech (modality 4) and nonvoice (modality 6) signals and pauses (modality
5) are served as input data in the existing methods and algorithms of coding
(objective I.2) [3] and speech recognition (objective II.2) [11, 12]. Lips articu-
lation (modality 3) acts as an object of analysis in the problems of lip reading
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Fig. 1: Communicative interaction in polymodal communication systems.

(task II.3), on the other hand, the results of studies [13, 14] point to the ad-
visability of its integration at the level of the parametric representation with
duplicate information on speech communication channel. A similar conclusion
is fair and for the speech recognition methods – joint processing of multimodal
information (modality 3–6) allows to increase their effectiveness [15]. Other
visual modalities (7-17) are separately investigated in problems of faces’ recog-
nition, facial expressions, gestures and determine the position of the human
body and its sight (tasks II.3) and their solutions are widely used in systems
of computer vision and recognition of sign languages, navigation and cartog-
raphy, medicine [16, 17]. At the same time, the information received through
the visual channel of communication, should be coded and transmitted by in-
focommunication (task I.3). In the traditional infocommunication systems it
is transmitted in the form of mobile low-level (as the element of some math-
ematical space, for example, in the form of an array of brightness) images
[18], while the analysis of individual visual modalities (3, 7-17) in polymodal
systems allows the use the structural methods of presentation of visual infor-
mation on the basis of contour or similar descriptions [19]. Integration at the
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Tasks Input
modalities

Processing technologies Output
modalities

I I.1 1–2 Message coding 1
I.2 4–6 Speech coding 2, 5
I.3 3, 7–17 Image coding 4, 5
I.4 18–20 Tactual signals coding 7
I.5 21 Chemical analysis and synthesis 8

II II.1 1–2 Determining message semantics 1
II.2 4–6 Speech recognition 1, 4, 5
II.3 3 Lip reading 1, 5

3, 7–9, 13 Face recognition 1, 2, 4, 5
3, 7, 8 Facial expression recognition
12–15 Determining message semantics 4–6
11–13 Determining of pose 2, 4, 5, 6
10–13 Determining of gesture 1, 2, 5, 6

III III.1 1–15, 17–21 Subscriber identification 1–4
III.2 Determining of physiological condi-

tion
1, 2, 4, 7

Determining psychoemotional con-
dition

IV IV.1 1–6, 8–15,
18–20

Assessment of truth send of infor-
mation

1–4, 7

IV.2 1-21 Subscriber‘s intentions forecastinh 1–3, 7

Table 1: Processing technologies of certain modalities within the framework of
polymodal communication systems.

level of making decision semantically different information transmitted through
different communication channels, creates preconditions for formulating higher
level tasks, for example, identification of subscribers (task III.1), including the
conditions of departure from their physiological and/or emotional condition
from normal (tasks III.2). Application of existing and expected decisions in
the synthesis of polymodal communication systems will provide the perceptive
side of communication (each other communication partners’ perception), and
their further intellectualization (solution of problems of group IV) will bring
the infocommunication subscribers’ interaction to the traditional interpersonal
communication (fig. 3).

5. Conclusion

In the subject field theories there are two universally recognized approaches
to the presentation of information in the infocommunication systems that are
based on the division of the transmitted information on services, as well as poly-
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Fig. 2: Rise of communication efficiency.

modal presentation of information. The first of them is ”rooted” in existing
infocommunications, however, as the analysis of interpersonal communication
shows, does not provide the required communication and efficiency, by and
large, has no further development. The cause of this situation is persisting
in the scientific and technical community attitude towards infocommunication
system as a distributed system that implements the functions of receiving, pro-
cessing, and transmission of data recovery. The consequence of this system is
the increase of capacity (and, as a consequence, the cost of the whole system)
due to consistent and independent development of applied modalities (manual
input, speech signal, the image) when processing and data transfer. The second
approach is widely used in purely informational technologies and has enough
good results from their use, creates the suppositions to building infocommuni-
cation systems with ”perceptual” functions. The need to improve the effective-
ness of communicative interaction is caused by: 1) transformation of formal role
in business communication, whereby together with the exchange of information
should be taken into account the features of the subscriber’s identity, his mood,
physiological and psycho-emotional state; 2) increasing psychological stress of
taking managerial decisions associated with the reduction of quotas trust com-
municating to each other; 3) increased speed of change of the situation and the
growth of the transmitted information, requiring subscribers to increase the
impact of their actions. The abandoning of the traditional principles of the
transmitted information separation on services in favor of the polymodal infor-
mation presentation will require the development of a new, strict, but at the
same time, constructive theory of building polymodal (including intellectual)
communication systems, which would allow to judge from unified methodologi-
cal positions, to assess the current state of affairs in the subject area, to explore
the proposed new solutions for building (synthesis) of such systems, as well as
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to justify proposals for their optimization taking into account the specifics of
the functioning.
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SYNTHESIS OF LINEAR MODULATORS AND
DEMODULATORS FOR PHYSICAL LAYER
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Abstract
Task solution of linear modulator and demodulator for linear filter channel

with additive noise in accordance with minimal average squared error is taken.
Obtained solution technical effect estimation in case of two-position amplitude
modulation is given. It shown that energy gain (about 3 dB) relatively widely
known modal modulation is represented.
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Академия Федеральной службы охраны Российской Федерации,

Орел, Россия
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Аннотация

Получено решение задачи синтеза линейного модулятора и демо-
дулятора для линейного фильтрового канала связи с аддитивным
шумом по критерию минимальной среднеквадратической ошибки.
Проведена оценка технического эффекта полученных решений для
случая передачи одномерных двухпозиционных амплитудно- модули-
рованных сигналов, показавшая наличие энергетического выигрыша
(порядка 3 дБ) относительно широко используемой модальной моду-
ляции.

Ключевые слова: физический уровень, модулятор, демодулятор,
критерий минимальной среднеквадратической ошибки, линейный филь-
тровой канал связи с аддитивным шумом

1. Введение

Известно, что непосредственно сами процедуры как модуляции так и
модуляции в теоретических исследованиях сводятся к их заданию в форме
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обобщенных рядов Фурье, причем в целях упрощения дальнейших мате-
матических выкладок базисы выбираются в виде ортогональных функций.
При этом сама форма данных функций не конкретизируется, поскольку в
дальнейшем для получения правил решения находится предел при стрем-
лении числа подобных функций к бесконечности, а в конечном правиле
непосредственно базисные функции не фигурируют. В практических же
приложениях формы базисных функций оказываются существенными, так
как они определяют формы сигналов передаваемых в непрерывный канал
связи, а также функций корреляторов на приеме. Так, известно довольно
обширное число работ, посвященных синтезу несущих колебаний (и корре-
ляторов) для определенных типов непрерывных каналов связи. Для канала
связи с аддитивным белым гауссовским шумом оптимальным оказывается
гармонический базис, для канала ограниченного и по частоте и по времени
– функции Слепяна, для канала с окрашенным шумом и неравномерной
частотной характеристикой – базисные функции разложения Карунена–
Лоэва, реализующие так называемую модальную модуляцию [1]. Однако
следует подчеркнуть, что в качестве критерия синтеза всех упомянутых
функций служит независимость формируемых при этом подканалов, что
не всегда приводит к оптимальности по другим критериям, таким как ми-
нимум среднеквадратической ошибки или вероятности ошибки [2].

С позиции же вычислительной сложности осуществляемых процедур
несомненным преимуществом обладает именно гармонический базис, яв-
ляющийся непрерывным аналогом дискретного базиса в широко использу-
емых процедурах быстрого прямого и обратного преобразования Фурье. В
то же время сам по себе гармонический базис является оптимальным для
задач синтеза модулятора и демодулятора только в случае идеализирован-
ной модели канала – модели с аддитивным белым гауссовским шумом и
прямоугольной амплитудно-частотной характеристикой канала. В резуль-
тате стремление к снижению вычислительной сложности цифровой обра-
ботки сигналов на основе быстрых алгоритмов Фурье зачастую приводит к
существенному снижению количественных и качественных показателей пе-
редаваемой по каналу связи информации. Именно поэтому реализация опе-
раций модуляции и демодуляции на основе их описания в виде ряда Воль-
терра, являющегося обобщением ряда Фурье, с последующим представле-
нием результирующих ядер Вольтерра в дискретной форме, пригодной для
реализации на современных процессорах цифровой обработки сигналов, с
одной стороны позволяет реализовать, пусть и с некоторым увеличением
требований к производительности процессоров, алгоритмы модуляции и
демодуляции на современной элементной базе, а с другой обеспечивает их
согласованность со стохастическими характеристиками непрерывного ка-
нала связи, поскольку ядра Вольтерра получаются решением задачи син-
теза, а не выбираются произвольно, как в случае гармонического базиса.

Таким образом, основной задачей данной статьи является разработка
линейных процедур модуляции и демодуляции для линейного фильтрового
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непрерывного канала связи с аддитивным шумом, являющихся оптималь-
ными по критерию минимума среднеквадратической ошибки и реализуе-
мых с использованием процессоров цифровой обработки сигналов. Акту-
альность же данной задачи следует из постоянного стремления современ-
ных систем связи к повышению качества и количества передаваемой ин-
формации в условиях ограниченного ресурса непрерывных каналов связи,
а также недостаточной проработанностью теории модуляции и демодуля-
ции применительно к оптимальному согласованию стохастических свойств
произвольных линейных фильтровых каналов связи с аддитивным шумом
с непосредственно процедурами модуляции и демодуляции.

2. Постановка задачи
Общая постановка задачи формулируется следующим образом. В мо-

дели дискретного канала связи, имеющей форму:

x
Φ−→ x (t)

H−→ x′ (t′)
Φ′

−→ x′, (1)

где x – сигнал (вектор координат точек сигнального созвездия) на входе
модулятора (на входе дискретного канала связи); x (t) – сигнал на вхо-
де непрерывного канала связи (на выходе модулятора); x′ (t′) – сигнал на
выходе непрерывного канала связи (на входе демодулятора); x’ – сигнал
(вектор) на выходе демодулятора (на выходе дискретного канала связи;
Φ – оператор модуляции; H – оператор непрерывного канала связи; Φ’ –
оператор демодуляции;

необходимо определить оптимальные операторы модуляции Φ и демо-
дуляции Φ’ по критерию минимума среднеквадратической ошибки меж-
ду сигналами на входе модулятора x и выходе демодулятора x’ на осно-
ве известных свойств линейного непрерывного канала связи H, а также
стохастических характеристик сигнала на входе модулятора x. Следует
подчеркнуть, что модулятор и демодулятор осуществляют преобразование
непрерывного канала связи в дискретный и, по сути, задают операцию
дискретного отображения непрерывного канала.

Таким образом, задача синтеза детерминированного дискретного отоб-
ражения непрерывного канала связи заключается в минимизации средне-
квадратической ошибки между сигналами на входе и на выходе образуе-
мого дискретного канала:

σ̄2 → min
Φi,Φ′

j

, i = 1, Na, j = 1, Nb. (2)

при ограничении на энергию ex передаваемых сигналов [3]:

Na∑
i=1

Na∑
j=1

(Φi { i+ 1| j + 1}Φj) {1, ..., i+ j| 1, ..., i+ j}Mx,i+j ≤ ex, (3)
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где Φi = {ϕk1,...,ki,j}k1,...,ki=1,N, j=1,∞ – (i + 1)-мерная матрица перемен-
ного порядка коэффициентов разложения базисных функций модуляции
ϕk1,...,ki,j ; Φ′i =

{
ϕ′i,k,k1,...,ki

}
k=1,N ′, k1,...,ki=1,∞

– (i + 1)-мерная матри-

ца переменного порядка коэффициентов разложения базисных функций
демодуляции ϕ′i,k,k1,...,ki ; N – размерность сигналов на входе модулятора
(входе дискретного канала связи);N ′ – размерность сигналов на выходе де-
модулятора (выходе дискретного канала связи);Na – степень нелинейности
модулятора; Nb – степень нелинейности демодулятора; δ (x) – многомерная
дельта-функция; trA – след матрицы A; Mx′,i,x,j – матрица совместных
моментов (i + j )-го порядка сигналов x′ и x.

Таким образом, задача синтеза дискретного отображения непрерывного
канала связи для детерминированных операторов модуляции и демодуля-
ции по критерию минимума среднеквадратической ошибки (2), (3) клас-
сифицируется как задача нелинейного программирования с нелинейным
ограничением в виде неравенства.

3. Решение задачи в общем виде
В настоящей работе в качестве модели непрерывного канала рассматри-

вается модель линейного фильтрового канала связи с аддитивным шумом,
для которой сигнал на выходе x′(t′) (входе демодулятора) определяется как
сумма свертки сигнала на входе x (t) (выходе модулятора) и импульсной
характеристики канала h(t – t ’) и некоторого шума n(t ’) [4]:

x′ (t′) =

∫
t

h (t− t′)x (t) dt+ n (t′) . (4)

При этом для линейных операторов модуляции и демодуляции, пред-
ставимых в форме классических матриц размерности два, решение рас-
сматриваемой задачи существует в явном виде, что позволяет достаточно
просто указать нижнюю границу показателя качества для общего нели-
нейного случая.

Так, в данной ситуации Na = Nb = 1, то выражение для оптималь-
ной матрицы демодуляции (линейного оператора демодуляции) получается
путем соответствующего дифференцирования:

Φ′1 =
(
Mn,2 +HTΦ1Mx,2Φ

T
1 H
)−1

HTΦ1Mx,2, (5)

где H – матрица коэффициентов разложения импульсной характеристики;
Mn,2 –матрица вторых начальных моментов аддитивного шума в канале
связи.

Составление лагранжиана: с последующим его дифференцированием
по матрице модуляцииΦ1 согласно правил дифференцирования скалярной
функции матричного аргумента [5, 6] позволяет получить в явном виде ли-
нейные дискретные отображения непрерывных линейных фильтровых ка-
налов связи с аддитивным шумом, оптимальные по критерию минимума

429



среднеквадратической ошибки, в форме матриц демодуляции (5) и моду-
ляции (линейного оператора модуляции):

Φ1 =
(
H−1

)T
M

1/2
n,2 Ū

T
n ŪxV

1/2V, (6)

где Ūn – матрица размером Nc×N , составленная из собственных векторов
матрицы M

1/2
n,2 H

−1
(
H−1

)T
M

1/2
n,2 , соответствующих ее минимальным соб-

ственным числам; Ūx – ортогональная матрица в каноническом разложе-
нии матрицы V 1/2VMx,2V

T
(
V 1/2

)T
; V – ортогональная матрица из кано-

нического разложения матрицы 1√
−aUN

1/2U−1M
−1/2
x,2 −M−1

x,2 ; U – неособен-

ная матрица, преобразующая матрицу −a
(
M−1
x,2 + ΦT

1 HM
−1
n,2H

TΦ1

) 2
Mx,2

к канонической жордановой формеN = −aU−1
(
M−1
x,2 + ΦT

1 HM
−1
n,2H

TΦ1

)2×
×Mx,2U ; a – множитель Лагранжа, вычисляемый на основе предположе-

ния о значении среднеквадратической ошибки: a = −
[
σ̄2
/

tr
(
M1/2N−1/2

) ]2
.

При этом в результате вычисления матриц модуляции (6) и демодуля-
ции (5) рассчитывается величина энергии сигнала на выходе модулятора
в форме:

Ex = tr
(
ŪdnŪ

d
x

)
, (7)

где Ūdn – усеченная до размера N × N диагональная матрица, полученная
из диагональной матрицы в каноническом разложении матрицы
M

1/2
n,2 H

−1
(
H−1

)T
M

1/2
n,2 ; Ū

d
x – диагональная матрица в каноническом раз-

ложении матрицы V 1/2VMx,2V
T
(
V 1/2

)T
.

4. Оценка технического эффекта

С целью оценки технического эффекта от применения полученных ли-
нейных операторов модуляции и демодуляции проведено вычисление мат-
риц модуляции и демодуляции для линейного фильтрового канала связи
с аддитивным гауссовским шумом с использованием пакета MathCad. В
качестве канала связи рассматривался канал с импульсной характеристи-
кой идеального фильтра высоких частот в диапазоне от 1 кГц до 100 МГц
и аддитивным гауссовским шумом с неравномерной спектральной плотно-
стью мощности. При этом рассматривалось три типа шумовых сценариев.
В первом дисперсия шума по каждому из измерений σ2

n варьировалась в
диапазоне от 0,9 мкВ2 до 1 мкВ2, во втором – от 0,5 мкВ2 до 1 мкВ2, а в
третьем – от 0,25 мкВ2 до 1 мкВ2 (единицы измерения приведены из расче-
та на один подканал). Длительность тактового (символьного [7]) интервала
составляет 100 мкс при количестве отсчетов (коэффициентов разложения
базисных функций модуляции и демодуляции) равном 128.

В качестве аналога использовались несущие, описанные в [1] и пред-
ставляющие собой собственные колебания автокорреляционной функции
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канала (базисные функции разложения Карунена–Лоэва), позволяющие
представить исходный аналоговый канал в виде совокупности независимых
подканалов. Подобный тип модуляции в литературе именуется модальной,
а его базисом является ортонормальный набор собственных функций ка-
нала связи, имеющих наибольшие собственные числа [1]. При демодуляции
использовался оптимальный линейный демодулятор, полученный в насто-
ящей работе.

Вычисленные зависимости среднеквадратической ошибки σ̄2 от отно-
шения сигнал-шум γ = Ex∑

n σ
2
n
в канале связи для случая передачи одномер-

ных двухпозиционных амплитудно-модулированных сигналов (сигнальные
точки являются противоположными и равновероятными [7]) представлены
на рисунке 1.

2
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оптимальные линейные 
модуляция и демодуляция

модальная модуляция и оптимальная 
линейная демодуляция

,

Рис. 1: Зависимость среднеквадратической ошибки σ̄2 от отношения
сигнал-шум γ при оптимальной линейной и модальной модуляции в услови-
ях оптимальной линейной демодуляции для случая передачи одномерных
двухпозиционных амплитудно-модулированных сигналов

Следует отметить, что разность между принятым сигналом на выходе
демодулятора и поданным на вход модулятора, по сути, является реализа-
цией интегральной помехи (всех аддитивных шумов) на выходе демодуля-
тора. Следовательно среднеквадратическое отклонение эквивалентно энер-
гии помехи, содержащейся в сигнале на выходе демодулятора. В результате
для заданной энергии передаваемых сигналов целесообразно рассматри-
вать не просто среднеквадратическое отклонение как энергию неустранен-
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ной помехи, а отношение энергии полезного сигнала к помехе (отношение
сигнал–помеха γ′ = Ex

/
σ̄2). Кроме того, при подобной трактовке показате-

ля технического эффекта появляется возможность прогнозировать помехо-
устойчивость последующих схем обработки (при переходе от непрерывного
выхода к дискретному), поскольку для них наиболее часто исследуемыми
являются зависимости достоверности именно от отношения сигнал–помеха,
а не от просто энергии вредной составляющей.

В работе были получены зависимости отношения сигнал–помеха на вы-
ходе демодулятора γ’ от отношения сигнал-шум γ, представленные на ри-
сунке 2.
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Рис. 2: Зависимость отношения сигнал–помеха на выходе демодулятора γ’
от отношения сигнал-шум γ при оптимальной линейной и модальной моду-
ляции в условиях оптимальной линейной демодуляции для случая переда-
чи одномерных двухпозиционных амплитудно-модулированных сигналов

5. Заключение
Таким обрзом, с ростом неравномерности дисперсии аддитивного шума

снижается величина среднеквадратической ошибки, что вызвано, прежде
всего, появлением измерений с низкими относительно других значениями
дисперсий шума, использование которых и позволяет повысить техниче-
ский эффект. При этом следует заметить, что модальная модуляция приво-
дит к существенно большей среднеквадратической ошибки при одном и том
же отношении сигнал-шум по сравнению с оптимальной линейной модуля-
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цией, предложенной в настоящей работе. Это связано в первую очередь с
тем, что при модальной модуляции несущие преобразуют исходный ана-
логовый канал связи в совокупность независимых подканалов и, по сути,
пытаются полностью устранить соканальную помеху, жертвуя при этом от-
ношением коэффициента передачи каждой из базисных функций по каналу
связи к дисперсии шума. В случае же оптимальной линейной модуляции
полное уничтожение соканальной помехи не производится, а получаемые
решения, позволяют найти компромисс между максимально допустимой
величиной отношения коэффициента передачи к дисперсии шума и ми-
нимально допустимым значением соканальной помехи. Следует заметить,
что в случае исследуемых одномерных сигналов как таковой соканальной
помехи нет и оптимальным решением является несущая с максимальным
отношением коэффициента передачи к дисперсии шума.
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Abstract

The research focuses on the opportunities offered by multipath rout-
ing for providing reliability and fault-tolerance of distributed computing
systems, when requests are distributed dynamically across a given net-
work. Models for non-redundant and redundant search for an available
server, which is ready to serve arriving requests, are proposed. A server
may be unavailable due to its faults, temporary shutdown, or overload
with requests arriving from the network. An unavailable server rejects
incoming requests, which then underlie the flow of repeated requests, or
those sent to other servers, time and again, until they are finally accepted.
Transmitting requests repeatedly and polling several servers simultane-
ously in case of redundant search cause the increase in the network load.
It is found that searching for an available server over multiple paths at
once results in the decreased requests’ time in the system, provided that
server availability and the intensity of request flow are not high.

Keywords: reliability, cluster, request, redundancy, routing, queuing
systems

1. Introduction

Reliability and fault-tolerance of distributed computing systems are achieved
owing to the use of redundant computing and communication resources, when
requests are distributed adaptively among computing nodes. Distribution of
requests, which are transmitted across a given network in this study, can be
combined with routing, i.e. the choice of the route that meets specified re-
quirements for the current dataflow. In case of single-path routing, requests
are sent over a single path, the best one from a certain point of view. In case
of multipath routing, there exists a set of appropriate paths from the sender –
the source of requests – to their receiver and each request is transmitted over
several paths simultaneously.

Contemporary models and methods for providing reliability of distributed
computing systems are expected to rest upon the notion of Quality of Service
(QoS) [1]. Those methods have already been widely discussed, for example in
[2-8], but the opportunities offered in this regard by dynamic distribution of
requests across the network, on the basis of multipath routing, remain under-
studied for today.
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This research paper discusses how to provide reliability of distributed com-
puting systems using redundant requests, distributed across the network over
multiple paths. Two ways of transmitting requests by polling servers, which
are possible receivers of the requests, in a serial and in a simultaneous manner
are proposed and underlie the corresponding models. The models take into
account the fact that the network load may increase because of simultaneous
transmission of requests over several routes and the existence of the flow of
repeated (unserved) requests – the result of polling unavailable servers.

2. Problem Statement and System Design

The focus of the study is considering two alternative ways of distributing
requests across the network based on multipath routing. The simplest case
of disjoint routes is examined; each path is a single-channel non-preemptive
M/M/1 queuing system with the infinite queue [9, 10]. The probability of
loss of requests and the probability p of server availability are included in the
models in question.

A server is available and, as a result, ready to serve requests if it is in working
order, powered up, and not overloaded with other requests coming from the
network. A request will be served or, if the server is busy, wait on its queue
before entering service and the sender of the request will be notified of success.
Otherwise, the request will be rejected by the server and sent to another one
over some different path and the sender will receive a notice of refusal. Servers
are supposed to be accessed repeatedly in a random or a Round-Robin fashion
until the success is achieved.

The general scheme of distribution of requests, taking into account the
flow of the rejected ones and hence sent to other servers repeatedly, is shown in
Fig.1. In this paper, transmitting a request over one of all appropriate paths at
a time is called serial search for available servers while sending it over multiple
paths simultaneously is called parallel (redundant) search. Time in the system,
or the period of time a request resides in the system, starting from its initial
distribution until its sender receives the notification of acceptance, is chosen as
the criterion of efficiency of the systems under consideration. All calculations
are carried out using Mathcad 14.

2.1. Non-redundant distribution of requests across the network.
Non-redundant distribution of requests implies transmitting a request over one
appropriate route at once. The intensity of request flow Λ0 is determined by
the intensity of the initial request flow Λ, comprised of requests first entering
the system, and the intensity of the flow of repeated requests, rejected by
unavailable servers and returned to the system. The intensity Λ0 is calculated
as

Λ0(Λ) = Λp

∞∑
i=1

i(1 − p)
i−1

=
Λ

p
, (1)
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Fig. 1: The general scheme of searching for an available server

where p is the probability of server availability, i(1 − p)
i−1

is the expected value
of the number of repeated efforts to distribute a request across the network.

Time delay arising from each of those efforts, when using (1), is represented
by

T (Λ) =
v

1 − (Λ0(Λ)+αΛ)v
n

=
vnp

p(n+ αvΛ) − vΛ
. (2)

Here v is the average time of request transmission across the network, without
taking into account waiting on queue, t is the time of response from the given
server (available or not), n is the number of possible routes from the source to
one of the servers, α is the share of requests coming from other sources.

Time in the system, or average residence time – T (Λ) is replaced with (2)
– is

T0(Λ) = p

∞∑
i=1

i(1 − p)
i−1

(T (Λ) + t) =
vtΛ + p[αvtΛ − n(v + t)]

p[vΛ + p(αvΛ − n)]
. (3)

2.2. Redundant distribution of requests across the network. Re-
quests are distributed across the network in a redundant manner when each
of them is sent to k servers over k routes simultaneously. The probability r
saying that at least one server is available is

r = 1 − (1 − p)
k
. (4)

The intensity of request flow Λ1, when (4) substitutes for r, is

Λ1(Λ) = Λr

∞∑
i=1

i(1 − r)
i−1

=
Λ

1 − (1 − p)
k
. (5)
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Time delay arising from each effort to deliver a request, granting that Λ1

can be replaced with (5) is

T (Λ) =
v

1 − (kΛ1(Λ)+αΛ)v
n

=
vnr

r(n+ αvΛ) − kvΛ
. (6)

Time in the system is calculated based on (6) as follows:

T1(Λ) = r
∞∑
i=1

i(1 − r)
i−1

(T (Λ) + t) =
kvtΛ + r[αvtΛ − n(v + t)]

r[kvΛ + r(αvΛ − n)]
. (7)

3. Calculations and Evaluation

The proposed ways of distributing requests across the network are to be
evaluated by comparing them for efficiency, described in terms of time in the
system. For that purpose, some values should be assigned to the parameters
of the models under consideration, like the following ones: v = 1 s, t = 0.1 s,
n = 10 routes as well as servers, α = 0. The redundancy order k varies from
2 to 10 routes while server availability p ranges between 0 and 1.

Fig.2 illustrates an example calculation of time in the system T, which
depends on the intensity of request flow Λ and is computed based on non-
redundant distribution of requests, redundant distribution when the redun-
dancy order k equals to 2, and redundant distribution when k equals to 3, in
case server availability p = 0.95 and p = 0.85. It is clear that the decrease of
server availability from 0.95 to 0.85 leads to the increase of time in the system
T in any case; nevertheless, the change of T is more significant in case of non-
redundant distribution of requests. Thus, the non-redundant system is more
preferable than the redundant ones when p = 0.95 and Λ >= 0.5 1/s but is
less attractive as compared with them when p = 0.85 and Λ < 0.5 1/s. It
should also be noted that the redundant system with the redundancy order k
= 3 produces worse results than with k = 2 in case p = 0.95 but proves to be
better than the latter in case p = 0.85 and Λ< 0.25 1/s.

To conclude, the simultaneous use of several routes is pointless in case of
high server availability but, with its value decreasing, the efficiency of redun-
dant search starts to increase. However, this will continue until a certain point
(the threshold value), which is represented by the intersection of the functions
of non-redundant and redundant search in Fig.2. On exceeding the threshold
value, the intensity of the flow of primary requests combined with the flow of
repeated requests, all sent over multiple paths, causes the dramatic rise of time
in the system. Moreover, the lower server availability is, the greater the number
of routes that are needed to find an available server in the shortest time is.

4. Conclusion

In this paper, we propose models for fault-tolerant distributed computing
systems with adaptive distribution of requests across the network. The models
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rest upon multipath routing and describe the ways of polling servers: one at a
time in case of serial (non-redundant) search and several servers at once in case
of parallel (redundant) search. Servers are supposed to be available, i.e. ready
for serving requests, or unavailable due to their possible faults and temporary
shutdown. Time in the system, or average residence time of requests in the
system, takes into account the flow of repeated requests – previously rejected
by unavailable servers – and is chosen as the criterion of efficiency of the systems
in question.

It is found that non-redundant search for an available server, when each
request is sent over only one appropriate path at a time while the others are
regarded to be reserve, turns out to be the best option if server availability
is high. The less server availability is, the more preferable redundant search
is, when each request is being transmitted over multiple paths simultaneously.
However, it is true only until the intensity of request flow is less than a certain
threshold value. Increasing the number of routes used to search for an available
server (the redundancy order) gives little advantage in case server availability
is high but proves significant if the availability is decreasing.

Fig. 2: Time in the system, or residence time of requests in the system
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Abstract
Considered possibility building RFID system with optical communication

interface between reader and tag. The solution allows to expand the range of
applications of RFID systems, particularly for jewelry and small objects.
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Аннотация
Рассматривается возможность создания RFID-системы с оптиче-

ским каналом связи между ридером и меткой в рамках стандартных
протоколов . Рассмотрен вариант построения LF RFID с меткой пас-
сивного типа. Предложенное решение позволяет расширить спектр
применения RFID систем, в частности проводить идентификацию
мелких объектов, объектов удаленных на значительные расстояния,
объектов находящихся в прозрачных жидких средах.

Ключевые слова: RFID, оптический канал, ридер, метка

Введение
RFID технологии представляет собой способ удаленной идентифика-

ции объектов при котором на объекте устанавливается электронная метка
содержащая уникальный код (идентификатор) который может быть ди-
станционно считан специальным устройством — ридером. Ридер работа-
ет на фиксированных частотах и постоянно излучает электромагнитную
энергию в окружающее пространство. Большинство применяемых меток
являются пассивными, т.е. не имеющих собственного источника питания и
получающих энергию от излучения ридера. Метка передает свой уникаль-
ный код путем модуляции несущей частоты ридера.
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1. Традиционная структура RFID

Структура типовой RFID - системы представлена на Рис. 1. Основу кон-
струкции составляет резонансный контур и микросхема-транспондер, со-
держащая идентификационный код. Транспондеры существуют в несколь-
ких конфигурациях, отличаются протоколом кодирования и скоростью пе-
редачи данных. Основными характеристиками системы являются:

- Несущая частота: 125 кГц, 13,56 МГц, 433 МГц, обычно с амплитуд-
ной модуляцией

- Метод кодирования: манчестерский код, двухфазная или фазовая ма-
нипуляция

- Скорость передачи: 1, 2, 4 кбит/с или более
- «Вшитый» идентификатор, подсчет контрольных сумм

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 1: Структура типовой RFID - системы

Ридер на фиксированных частотах постоянно излучает электромагнит-
ную энергию в окружающее пространство. Попадая в поле ридера, входной
контур метки резонансно возбуждается и через диод заряжает входной
конденсатор. При достижении определенного уровня напряжения транс-
пондер включается и выдает идентификационный код на базу транзистора,
который, согласно кодовой последовательности, осуществляет модуляцию
добротности входного контура. Входной контур индуктивно связан с при-
емной катушкой ридера и передает на него код.

2. Проблемы

Наряду с достоинствами RFID системам присущи и недостатки

- Ограничение по дальности применения (десятки метров)
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- Невозможность применения технологии к миниатюрным объектам
(ювелирные изделия, медицина и т.д.) в силу значительных разме-
ров используемых антенн

- Подверженность помехам в виде электромагнитных полей.

3. Решение

Для расширения возможностей применения RFID технологий в работе
предлагается новый подход и схемное решения - использование оптическо-
го интерфейса взаимодействия между ридером и меткой, при сохранении
стандартных протоколов.

Блок-схема RFID с оптическим интерфейсом представлена на Рис. 2.
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Рис. 2: Блок-схема RFID с оптическим интерфейсом

Сигнал несущей ридера, через диод D2 и усилитель-ограничитель ОУ, в
виде импульсной последовательности частотой 125 кгц подается на свето-
диод СД1. Излучение диода регистрируется фотодиодом ФД1 включенным
параллельно входному контуру К1 . В результате «оптической» раскачки
контура, резонансное напряжение, через диод D1 заряжает входной кон-
денсатор С1 так, что при достижении определенного порога происходит
включение транспондера. В результате идентификационный код подается
на затвор транзистора Т1 и управляет работой светодиода СД2. Излучен-
ный СД2 свет попадает на фотодиодом ФД2 и через транзистор Т2, по
уже вышеописанной схеме , модулирует добротность контура К2, подклю-
ченного к входной цепи ридера, чем обеспечиваются стандартные условия
декодирования сигнала метки.

Работа системы возможна в условиях прямой видимости между риде-
ром и меткой.
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В качестве пассивных меток использовались RFID производства Mikron
(Россия), в качестве фото\свето диодов — ARPL-FL1J7 (длина волны 940
нм).
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Abstract

The paper presents a mathematical model, the technology, tools and
simulation results broadband heterogeneous network under different broad-
band noise spectrum, the intensity of natural and fabricated obstacles.
The features of the joint use of existing and emerging technologies of
broadband networks in various ranges of the radio spectrum.

Keywords: Mathematical model, wireless networks and modeling tools,
broadband networks, electromagnetic interference, system interference,
natural and artificial obstacles, the radio frequency spectrum, the cover-
age area.

1. The spatial mathematical model of the service area of a
wireless broadband network.

Famous figures CINR and RSSI measure the quality of the radio signal in
the client equipment. CINR (Carrier to Interference + Noise Ratio) - the ratio
of carrier signal level to noise level is used in telecommunications for assessing
the quality of the signal and connection.

If the signal quality is above a certain standard for the norm. RSSI (Re-
ceived Signal Strength Indication) - the power level of the received signal can
be used to approximate the signal quality estimate.

Indicator CINR measured periodically in the channel and radio signal re-
ceiver is transmitted source for analysis and decision-making on how to connect
and uniquely defines the client’s network speed.

Thus, CINR is an integral indicator of the quality of the radio signal, taking
into account:

natural and artificial obstacles; internal and external noise, electromagnetic
interference; dynamics of change in all the factors of time and space.

It is obvious that the use of the index CINR fundamentally necessary as you
would a broadband network and a qualitative design and development of its
infrastructure, taking into account the relative position coordinate effectively
and to minimize the number of elements.

External factors - the desired signal level, noise, and electromagnetic dis-
turbance largely determine the bandwidth of the radio channel, which can
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significantly reduce the data transmission rate and, consequently, the quality
of the traffic [1].

Spatial model of the wireless network comprises a matrix parameter CINR,
consider the quality of the radio as a function of given above influencing factors
defining network traffic at any point.

Formation of the matrix takes place based on the results of an experimental
study of the parameters of the radio signal CINR in the network coverage area.

Mathematical model [2] of the spatial organization of the coverage of wire-
less broadband network comprises a plurality of functions, variables and con-
stants which:U - universal set of elements of the system wireless network (cov-
erage):

S – A lot of system coverage subsets (regions);
C – The set of centers of areas;
R – Radius of the area;
(x, y, z) – Spatial coordinates;
u(x, y, z) , c(x, y, z) , s(x, y, z) – Elements of the set;
m,n – Cardinality of the set;
ρ(x, y, z) – An indicator of the effectiveness of the radio signal coverage.

Let U,C, S,R, (x, y, z), ρ(x, y, z) — variable mathematical model:

U,R, (x, y, z), ρ(x, y, z) – Asked variables;
C, S – Expanded variables.

Let the sets U,C, S associated functional dependency.
We introduce additional features f, φ, ψ, |νu| specifying constraints and per-

formance indicators for coverage, operating:

f – Computation C ⊂ U and subject to the limitations of the selected
performance criteria (for example |Sj | → max→ |U |);
φ – Calculation of the elements subsets Ui;
ψ – Calculation of the subset Uj \ Uj+1;
|−→νu| – Calculation of magnitude of the vector in the coordinates U ;

Express f, φ, ψ, |νu| through the original variables:

f
[
φ
(
u, |
−−−−−−→
νu(x, y, z)|, R, ρ(x, y, z), ψ(U)

)]
;

φ
(
u, |
−−−−−−→
νu(x, y, z)|, R, ρ(x, y, z), ψ(U)

)
;

|
−−−−−−→
νu(x, y, z)|;
ψ(U);

Then the desired sets C, S can be written as a function of variables
U,R, (x, y, z), ρ(x, y, z), f, φ, νu, ψ; following system of equations.

C =
{
u : f

[
φ(u, |

−−−−−−→
νu(x, y, z)|, R, ρ(x, y, z), ψ(U))

]}
;

S =
{
u : φ(c, |

−−−−−−→
νu(x, y, z)|, R, ρ(x, y, z), ψ(U))

}
.

(1)
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We introduce the function ξ convolution common to the mathematical de-

scription of the sets C, S. Function ξ = (|
−−−−−−→
νu(x, y, z)|, R, ρ(x, y, z), ψ(U)) calcu-

lates the occurrence of an element ui in the set ψ(U) with parameters R for
ρ(x, y, z) all elements ψ(U). Then the system (1) can be minimized.

C =
{
u : f

[
φ(u, ξ)

]}
;

S =
{
u : φ(c, ξ)

}
.

(2)

Thus, the system (2) is a generalized mathematical model of the spatial
organization of wireless coverage. The model provides the calculation of cov-
erage areas and centers for wireless network infrastructure based on defined
performance criteria and constraints.

2. Simulation of electromagnetic parameters

Fig. 1: Distribution of SNR and network speed under nominal and operating
noise.

Fig. 1 - Fig. 3 - to select the network technology and suitable models of
equipment;

Safety tasks;
anti-interference;
determining speed limits, covering radius cells;
frequency of training WDS mode;
Ensure the sustainability of the network traffic to fluctuations and other

external and internal loads; ensure scalability;
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Modeling parameters of the latest and advanced networking technologies to
address issues of development, forecasting and analysis of fundamental solu-
tions.

Fig. 2: Comparison of the speed of the network at different levels of interference
at different distances from the access point.

Fig. 3: The speed of the network when the standard 802.11n 5 GHz, standard
802.11ac 10 GHz.
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3. Spatial modeling networks

Fig. 4: Result of 3D modeling space coverage heterogeneous network.

Spatial modeling networks
Fig. 4 - for the formation of a mathematical model of the spatial coverage;
Visual analysis and processing machine to determine the coordinates of

access points for networks with complex spatial configuration;
Determining the structural network diagrams required frequency resources,

the number of cells;
Equipment selection - bridges, repeaters, repeaters, routers, routers, and

other tools for network infrastructure.

4. Modelling of the network infrastructure

Modelling of the network infrastructure
Fig. 5 - for the construction of multi-level network optimization;
localization, verification under-interference, obstacles and predictable spo-

radic impacts;
the formation of design decisions on the system and application levels;
providing a carrier mode traffic with QoS.

5. Conclusion

The presented models and tools ensure the full, high-quality design and
testing of broadband wireless networks and systems for existing and future
applications.

At the initial stage of the deployment of complex wireless networks, mod-
ernization and operation of these funds increase reliability; the stability of the
technical parameters, functional stability.

Reduces the complexity, cost, recovery time during operation and mainte-
nance.
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Fig. 5: Resulted space simulation coverage while minimizing infrastructure.
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Abstract
Migration to software-defined networks (SDN) is an effective solution of

problems, emerging while routing dynamically changing traffic of simultaneously
operating heterogeneous applications. Despite the fact that both SDN and
Network Function Virtualization (NFV) have been recognized as key world-
wide telecommunication trends, despite large-scale research and development
efforts in SDN/NFV undertaken by major telecommunication vendors and
network operators, approaches to performance assurance in SDN/NFV networks
are still underdeveloped.
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Аннотация

Эффективным решением задач, возникающих в ходе маршрути-
зации динамически изменяющегося трафика одновременно функцио-
нирующих разнохарактерных приложений, является переход на тех-
нологии программно-конфигурируемых сетей (Software Defined Net-
work, SDN). Сегодня, в условиях признания технологий SDN и вирту-
ализации сетевых функций (Network Function Virtualization, NFV), в
качестве основного тренда развития телекоммуникаций в мире и про-
ведения разработок в области SDN/NFV практически всеми круп-
нейшими операторами и производителями оборудования связи, во-
просы обеспечения качества функционирования в сетях SDN/NFV
операторского класса остаются недостаточно проработанными.

Ключевые слова: программно-конфигурируемая сеть, контроллер,
качество функционирования, качество услуги, QoS, SDN.
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1. Введение
Непроработанность архитектуры SDN, включая ее наиболее развитый

вариант – OpenFlow, в части обеспечения качества услуг объясняется как
новизной технологии [1, 2], так и структурной сложностью моделей, необ-
ходимых для исследования и разработки практических решений в области
качества в сетях SDN [3]. В процессе развития стандарта OpenFlow в про-
токол добавлялись некоторые механизмы QoS, однако даже последняя вер-
сия предлагает ограниченные возможности и не содержит концептуальных
положений по вопросам качества необходимой детализации [4].

Продолжающиеся активные работы в области качества [5, 6, 7, 8, 9, 10,
11], в том числе в международных Форумах и организациях по стандар-
тизации, предположительно в течение ближайшего времени дадут доста-
точные для применения практические подходы и механизмы обеспечения
качества в сетях SDN. Некоторые из них рассматриваются в статье.

2. Механизмы обеспечения QoS протокола OpenFlow
В протокол OpenFlow версии 1.0 были внедрены некоторые возмож-

ности QoS: пакеты могут направляться в очереди на выходных портах с
помощью опционального действия постановки в очередь, которое в версии
1.2 было преобразовано в опциональное действие «Установить очередь».
Контроллеры могут запрашивать статистику по очередям и параметры
конфигурации очередей с помощью протокола OpenFlow, информацию о
гарантированных минимальных скоростях, ассоциированных с очередями,
но сам протокол не поддерживает возможности создания очередей или из-
менения поведения существующих очередей, а необходимость конфигура-
ции очередей лежит за рамками OpenFlow.

В версиях не ниже 1.2, коммутатор может сообщать контроллерам так-
же и максимальную скорость. Максимальной и минимальной скорости ко-
нечно не достаточно для построения умеренно сложного сценария QoS,
т.к. поведение очередей описывается и другими характеристиками, кото-
рые невозможно запросить. Например, контроллер OpenFlow не может от-
личить очереди малой длины с нулевым минимальным пороговым значе-
нием при дисциплине произвольного раннего обнаружения (Random Early
Detection, RED) от больших очередей, вызванных переполнением буферов
при использовании дисциплины «пришедший первым обслуживается пер-
вым» (First In First Out, FIFO) [4].

Чтобы обойти ограничения протокола OpenFlow по обеспечению QoS,
некоторые производители оборудования разрабатывают собственные ре-
шения. Так, компания НР разработала расширения протокола, с помощью
которых контроллер может удалено создать в коммутаторе OpenFlow ком-
пании НР объект ограничения скорости, сбрасывающий пакеты, превы-
шающие по их числу предустановленный порог, и добавлять действия к
таблицам потоков, направляющих соответствующие пакеты через объек-
ты ограничения скорости. Компания предложила это расширение, и версия
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1.3 OpenFlow поддерживает подобную функциональность по ограничению
скорости с использованием таблиц измерителей.

В дальнейшем, не расширяя возможностей по конфигурированию ком-
мутатора в протоколе OpenFlow, консорциум ONF создал дополнитель-
ный протокол OF-Config. С точки зрения поддержки QoS, протокол может
использоваться только для удаленной установки минимальной гарантиро-
ванной и максимальной скоростей для очередей, т.е. OF-Config должен ис-
пользоваться для конфигурации очередей, а OpenFlow – для конфигурации
таблиц измерителей.

В соответствии со спецификацией версии 1.5.0 (раздел 7.3.5.8) протокол
OpenFlow обеспечивает ограниченную поддержку QoS за счет возможно-
сти перезаписи битовой части DiffServCodePoint (DSCP) поля ToS (Type of
Service) в заголовке IP (базовая поддержка QoS в OpenFlow) и сопоставле-
ния (согласования) битов IP ToS/DSCP, посредством использования про-
стого механизма организации очередей и использования измерителей [4].

2.1. Механизм организации очередей. В коммутаторе OpenFlow
заложен пока простой механизм обеспечения QoS - организация очередей.
Одна или несколько очередей могут быть закреплены за портом и исполь-
зоваться для отображения (сопоставления) записей потоков на них; записи,
сопоставленные очередью, обрабатываются в соответствии с конфигураци-
ей очереди.

Сам протокол OpenFlow не отвечает за конфигурацию очереди, это реа-
лизуется либо средствами командной строки, либо соответствующим внеш-
ним протоколом конфигурирования, например, протоколом OF-Config. Кон-
троллер может запросить у коммутатора информацию о сконфигурирован-
ных очередях на порте, используя запрос OFPMP_QUEUE_DESC.

Сообщение запроса OFPMP_QUEUE_DESC предоставляет описания
очередей для одного или более портов и одной или более очередей. Те-
ло запроса содержит поле «port_no» (номер порта), определяющее порт
OpenFlow, для которого запрашивается статистика, или OFPP_ANY – для
всех портов. Поле «queue_id» (идентификатор очереди) определяет одну
из приоритетных очередей или OFPQ_ALL – все очереди, сконфигуриро-
ванные на определенном порте.

Коммутатором OpenFlow предусмотрена поддержка опционального дей-
ствия «Установить очередь». Данное действие устанавливает идентифика-
тор очереди в пакете, который будет указывать на заранее конфигурируе-
мую очередь на порте для буферизации потока без учета полей ToS (Type
of Service) и VLAN PCP (Priority Code Point). При поступлении пакета
на порт определяется очередь, закрепленная за этим портом и использу-
емая для диспетчеризации и передачи пакетов. Иногда коммутатор мо-
жет поддерживать только очереди, связанные со специфическими битами
ToS/PCP. В этом случае невозможно сопоставить произвольную запись по-
тока с определенной очередью, поэтому действие «Установить очередь» не
поддерживается, а пользователь может использовать очереди и сопостав-
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лять записи потока для них с помощью установки соответствующих полей
ToS, VLAN PCP.

2.2. Использование измерителей. Измеритель – элемент коммута-
тора, который может измерять и контролировать скорость передачи па-
кетов. В соответствии с заданным диапазоном значений, при превышении
числа пакетов или байтов в единицу времени измеритель сбрасывает паке-
ты, если указано такое действие, при этом действие с заданным значением
диапазона называется ограничителем скорости. Записи в таблице измери-
телей описывают измерители всех потоков.

Измерители потоков позволяют протоколу OpenFlow реализовывать раз-
личные простые операции по обеспечению QoS, как, например, ограниче-
ние скорости передачи, и могут быть объединены с механизмами органи-
зации очередей на портах для реализации комплексных подходов к обес-
печению QoS, наподобие DiffServ.

Измерители закреплены за записями потоков в противоположность оче-
редям, которые закреплены за портами. В наборе инструкций любой за-
писи потока может быть указан измеритель. Соответственно, измеритель
измеряет и контролирует совокупную скорость потоков, в записях кото-
рых он указан. В одной таблице потоков могут использоваться несколько
измерителей, но они не должны фигурировать в записях одного потока.

Запись измерителя включает следующие компоненты:

• идентификатор (meter identifier): 32-битное целое число без знака од-
нозначно определяющее измеритель;

• диапазоны значений (meter bands): неупорядоченный перечень (спи-
сок) диапазонов значений измерителей, где каждый диапазон опре-
деляет скорость и соответствующий способ обработки пакета;

• счетчики (counters), которые обновляются при обработке пакетов из-
мерителем.

Каждый измеритель может иметь один или несколько диапазонов зна-
чений; каждый диапазон определяет скорость, на которой он применяется,
и способ обработки пакетов. Пакеты обрабатываются в соответствии с диа-
пазоном, исходя из измеренной измерителем скорости. Измеритель приме-
няет диапазон с наиболее высокой скоростью, меньшей текущей измерен-
ной скорости. Если текущая скорость меньше, чем любая определенная
диапазонами измерителя скорость, то действия, диапазонов не применя-
ются.

Диапазон значений измерителя включает следующие основные компо-
ненты:

• тип (band type): определяет, каким образом обрабатываются пакеты;
• скорость (rate): используется измерителем для выбора диапазона,

определяет самую низкую скорость, на которой может применяться
диапазон;

• счетчики (counters): обновляются при обработке пакетов диапазоном;
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• специальные параметры (type specific arguments): некоторые типы
диапазонов имеют опциональные параметры.

В текущей спецификации протокола OpenFlow версии 1.5.0 обязатель-
ные типы диапазонов не определены. Контроллер может запросить комму-
татор, какой из опциональных (необязательных) типов диапазонов значе-
ний измерителя он поддерживает. Спецификацией определены следующие
опциональные типы:

• drop: сбросить пакет (для определения диапазона ограничителя ско-
рости);

• dscp remark: увеличивает приоритет сброса пакета в поле DSCP за-
головка IP (для определения простой политики DiffServ).

3. Архитектурные решения по обеспечению QoS

Ограниченные возможности OpenFlow по обеспечению QoS ставят ак-
туальные задачи в части проведения исследований и их апробации в раз-
личных проектах: предлагаются решения, реализующие как различные ар-
хитектурные расширения к уже существующим экспериментальным моде-
лям контроллеров OpenFlow [5], так и новые архитектуры, например, [6, 7],
и механизмы обеспечения QoS [8, 9, 10, 11].

3.1. Архитектура инфраструктуры управления Ofelia с под-
держкой QoS. В [5] описывается архитектурное расширение к главной
Европейской экспериментальной сети OpenFlow – Ofelia [12]. Его целью яв-
лялась реализация на базе Ofelia управляемой интегрированной поддерж-
ки QoS для дальнейшего проведения экспериментов по QoS и превращения
Ofelia в главный двигатель инноваций в части QoS в OpenFlow. Для рас-
ширения возможностей сети Ofelia в целях осуществления настройки QoS,
была предложена платформа по управлению QoS с полной интеграцией в
существующую инфраструктуру управления, рис. 1.

В архитектуру сети добавлен модуль управления очередями (Queue
Manager Plugin) с возможностями их унифицированного конфигурирова-
ния, с пользовательским интерфейсом, единообразным для разнородного
оборудования, позволяющим настраивать параметры очередей коммутато-
ров и управлять ими.

Модуль управления очередями транслирует запрос пользователя в по-
следовательности команд конфигурации оборудования соответствующего
производителя и затем исполняет их через различные интерфейсы конфи-
гурации/управления. В качестве таких интерфейсов могут использоваться
стандартные интерфейсы аппаратных коммутаторов (например, SNMP),
собственная разработка для программных коммутаторов на базе интерфей-
са Netconf с применением расширений по QoS, а также протокол OF-Config,
реализованный в аппаратных и программных (виртуальных) коммутато-
рах (рис. 2). Кроме того, модуль управления очередями может взаимодей-
ствовать и с другими устройствами в сети Ofelia, например, расширения на
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базе Netconf могут быть легко интегрированы в беспроводные маршрути-
заторы OpenWrt. Предлагается также внедрить в модули инфраструктуры
управления Ofelia «FlowVisor» и «Менеджер подключений» дополнитель-
ные возможности по защите очередей и выбору пользователями заранее
сконфигурированных очередей.
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Рис. 1: Общая архитектура инфраструктуры управления Ofelia с поддерж-
кой QoS

3.2. Архитектура OpenQoS. В [6] предлагается расширение стан-
дартной архитектуры контроллера OpenFlow – OpenQoS для реализации
нового механизма обеспечения сквозного QoS при предоставлении услуг
мультимедиа посредством дополнительных интерфейсов и функций QoS,
рис. 2. В предложенной архитектуре через интерфейс контроллер – се-
тевые устройства по защищенному каналу контроллером осуществляет-
ся отправка таблиц потоков, запросы и получение информации о состоя-
нии сети от коммутаторов, мониторинг сети. При увеличении числа узлов
OpenFlow, могут потребоваться несколько контроллеров, и интерфейс кон-
троллер – контроллер используется в этом случае для совместного управ-
ления сетью. Контроллер предоставляет открытый, безопасный интерфейс
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контроллер – услуга поставщикам услуг для установки определений пото-
ков и правил их маршрутизации, для оповещения контроллера о начале
передачи потоков данных новым приложением.
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Рис. 2: Архитектура контроллера OpenQoS

Функции контроллера в архитектуре OpenQoS включают управление
топологией в целях мониторинга и поддержания связности сети на осно-
ве данных от коммутаторов; управление маршрутами, их перерасчет при
несоответствии уровня готовности узлов сети и качества передачи паке-
тов заданному; управление потоками, включая их агрегацию и получение
определений потоков от поставщиков услуг; расчет маршрутов для по-
токов различного типа на базе информации о топологии сети и управле-
нии маршрутами (параллельно могут применяться несколько алгоритмов
маршрутизации) с учетом резервирования и удовлетворения требований
по качеству функционирования; управление доступом вызовов с блокиров-
кой вызова с необеспеченным QoS (например, при отсутствии возможных
маршрутов) и информированием контроллера о необходимых действиях;
политики трафика с определением согласования потоков с запрашиваемы-
ми параметрами QoS и применением правил политики, когда они не согла-
сованы, например, для приоритетного трафика или выборочного сброса
пакетов.

В OpenQoS предлагается новая схема приоритезации для обеспечения
требуемого сквозного качества и динамическая QoS-маршрутизация для
QoS-потоков. Входящий трафик группируется в потоки мультимедиа (QoS-
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потоки) и потоки данных (остальные); QoS-потоки динамически помеща-
ются на маршруты с гарантированным QoS, а потоки данных передаются
по обычным маршрутам (кратчайшего пути).

Данный подход отличается от существующих схем QoS (например, IntServ,
DiffServ), т.к. в нем не используются ни резервирование ресурсов, ни орга-
низация очередей (т.е. формирование скорости). Отказ от использования
этих методов позволяет, прежде всего, минимизировать такие отрицатель-
ные эффекты от настройки не QoS-потоков как потеря пакетов и задержка.

Традиционная сетевая архитектура не позволяет осуществлять марш-
рутизацию на базе потоков. При поступлении пакета в маршрутизатор,
сравниваются адреса источника и получателя с записями в таблице марш-
рутизации, и он передается согласно предопределенным правилам (напри-
мер, протокол маршрутизации), сконфигурированным оператором сети.
С другой стороны, OpenFlow обеспечивает гибкость в определении раз-
личных типов потоков, к которым могут устанавливаться набор действий
и правил. Например, поток одного типа может передаваться, используя
маршрутизацию по кратчайшему пути, другие потоки могут передавать-
ся по сконфигурированным вручную маршрутам. Таким образом, пакеты
каждого потока могут по-разному обрабатываться на сетевом уровне. В
OpenFlow потоки можно определить любым способом; они могут содер-
жать одинаковые или различные типы пакетов. Например, пакеты с пор-
том 80 протокола TCP (зарезервирован для HTTP) могут быть определе-
нием для потока, или пакеты, имеющие заголовок RTP, могут указывать
на поток, который передает голос, видео или одновременно и то, и другое.
Таким образом, можно установить поток как комбинацию полей разных
уровней заголовка пакета: L1 (Ingress Port, Metadata), L2 (Ethernet Source,
Ethernet Destination, Ethernet Type, VLAN ID, VLAN Priority), L2.5 (MPLS
Label, MPLS Traffic Class), L3 (IP Source, IP Destination, IP Protocol, IP
TOS field), L4 (Transport Source Port, Transport Destination Port), однако
необходимо учитывать ограниченные возможности сетевого оборудования
(маршрутизаторы или коммутаторы) по их обработке.

Во избежание сложных поисков в таблицах потоков, определения пото-
ков должны быть четко установлены и по возможности агрегированы. В
OpenFlow сетевые устройства хранят потоки и соответствующие им пра-
вила в таблицах потоков с конвейерной обработкой пакетов с целью сокра-
щения времени обработки.

В архитектуре OpenQoS используется принцип передачи на базе пото-
ков OpenFlow с разделением трафика на данные и мультимедиа. Потоки
мультимедиа можно определять, используя поля в заголовках пакетов: по-
ле заголовка класса трафика в MPLS, поле ToS в IPv4, поле класса тра-
фика в IPv6, адрес IP источника, номер порта источника и/или пункта
назначения. Поскольку сложность анализа пакетов ниже по сравнению с
обработкой верхних уровней (L4), желательно определять потоки согласно
заголовкам уровней L2, L3. В [6] предлагается определять потоки мульти-
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медиа, используя поля в MPLS (L2.5) и обеспечивая возможности быстрой
коммутации. В некоторых случаях для лучшего определения типов пакетов
могут потребоваться поля заголовков уровня L4, что OpenFlow позволяет
сделать. Кроме того, определение потоков может основываться не только
на протоколе IP: любая схема адресации с информацией сервисного уровня
может использоваться для определения типов потоков мультимедиа.

Для расчета QoS-маршрутов собирается информация о состоянии се-
ти, такая как задержки, ширина полосы пропускания, потери пакетов для
каждого канала. Сегодня большинство реализаций коммутаторов OpenFlow
не поддерживают сбор статистики по задержке, джиттеру. Эффективность
любого алгоритма маршрутизации напрямую зависит от точности инфор-
мации о состоянии сети. В больших сетях, сбор такого рода информации
зависит от размера сети и ее архитектуры. OpenFlow облегчает эту зада-
чу посредством использования централизованного контроллера – вместо
того, чтобы в традиционной сети маршрутизатору распространять инфор-
мацию о состоянии сети между всеми маршрутизаторами, коммутаторы
OpenFlow в сети SDN посылают информацию о состоянии контроллеру,
который рассчитывает наилучшие маршруты.

4. Заключение

В заключение отметим, что предлагаемые архитектуры и возможные
новые механизмы обеспечения QoS предполагают, что для передачи инфор-
мации между составляющими сети связи могут использоваться «южный»
и/или «северный» интерфейсы OpenFlow и соответствующие протоколы,
а функции обеспечения QoS (например, управление политиками, управле-
ние очередями, управление и расчет маршрутов, мониторинг QoS и SLA,
и др.) могут выполняться контроллером SDN или выноситься в отдельные
приложения (на уровень приложений) [1, 2]. Исследуются и предлагаются
расширения и улучшения существующих механизмов конфигурации оче-
редей в коммутаторах OpenFlow, а также дополнительные возможности
для реализации в протоколе OpenFlow [5, 6, 7, 8, 9, 10, 11].

На текущем этапе развития стандартов OpenFlow в части механиз-
мов обеспечения качества функционирования сетей SDN и предоставле-
ния услуг в этих сетях рекомендуется использовать существующие реше-
ния производителей оборудования на базе гибридных коммутаторов, ре-
ализующих как возможности протокола OpenFlow, так и существующие
механизмы QoS коммутаторов и маршрутизаторов традиционных сетей IP
(политики QoS, маркировка трафика, организация очередей, формирова-
ние трафика, случайный и принудительный сброс трафика), а также воз-
можно дополнительные решения, предлагаемые производителями оборудо-
вания (дополнительная реализация механизмов QoS, например, CBWFQ,
WRED, приоритетная организация очередей с распространением, иерар-
хический QoS, и др.).
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Abstract
The report analyzes the activities of the emergency services in the aftermath

of an extraordinary situation. The basic requirements and proposed a solution
for the implementation of user applications for mobile network nodes of commu-
nication that maximally meet the conditions solved problems, existing restrictions.
To investigate the network and assess its effectiveness requires a deep under-
standing of the processes occurring in the network, as well as a range of tasks
faced by the user. Originality and diversity of tasks the user requires a flexible
and effective solution that combines performance with many features. Used
modern approaches to designing of the software architecture.
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Аннотация

В докладе проведен анализ деятельности аварийно-спасательных
служб по ликвидации последствий чрезвычайной ситуации. Выяв-
лены основные требования и предложено решение для реализации
пользовательского приложения для сети с мобильными узлами свя-
зи, максимально отвечающего условиям, решаемым задачам, суще-
ствующим ограничениям. Для исследования сети и оценки ее эффек-
тивности необходимо глубокое понимание всех процессов, происходя-
щих в сети, а так же круга задач, возникающих перед пользовате-
лем. Неординарность и многоплановость задач пользователя требу-
ет гибкого и эффективного решения, сочетающего быстродействие
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с широкими возможностями. Использованы современные подходы к
проектированию архитектуры программного обеспечения.

Ключевые слова: Сеть с подвижными узлами, сервис-ориентированная
архитектура, аварийно-спасательные службы, распределенные сети.

1. Введение
В докладе [1] рассмотрена модель информационной сети (ИС) с по-

движными узлами для аварийно спасательных служб, предложена методи-
ка расчета коэффициента доступности сети. Разрабатываемая сеть пред-
назначена в первую очередь для отрядов аварийно-спасательных служб,
работающих в горных районах, с перспективой дальнейшего расширения
на другие отряды. Выбор обусловлен и существующей потребностью и
удобством тестирования системы. При общем небольшом объеме инфор-
мации и численности отрядов, условия работы задают множество ограни-
чений. Необходимость разработки эффективной и производительной сети
побуждает обращаться к самым современным подходам к проектирова-
нию сетей, а внедрение той или иной технологии проще по сравнению с
крупными предприятиями. Построение модели функционирования спаса-
тельных отрядов необходимо для оценки различных возможных вариантов
создания информационной сети, а возможность тестирования и внедрения
для ограниченного числа пользователей позволит использовать эти отря-
ды как испытательный полигон для дальнейшего расширения сети на все
аварийно-спасательные службы.

Основные особенности проведения спасательных работ в гор-
ных районах:

∙ полное или частичное отсутствие мобильной связи на месте ЧП, а так
же источников электропитания;

∙ большое количество видов возможных ЧП (от травм в туристических
группах до техногенных катастроф);

∙ объединение различных технологий, разнообразие пользовательских
устройств;

∙ мобильное разворачивание сети связи в месте ЧП;
∙ большая часть пользовательских устройств подвижна.
Исходя из вышеперечисленного, основные требования к сети:
∙ Наличие постоянно функционирующей части для сохранения опыта

проведения операций, справочных сведений, а так же для удобства
мониторинга ситуации в рассматриваемом районе.

∙ Наличие динамически разворачиваемой части для использования на
местности, сбора и передачи оперативной информации и управленче-
ских решений.

∙ Динамическая часть сети должна быть максимально приспособлена
для сложных условий работы (в т.ч. погодных), отсутствия электри-
ческой сети и покрытия мобильной сетью.
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∙ Возможность доступа к ИС с любого устройства, в т.ч. удаленно, для
возможности привлечения сторонних специалистов. Возможность ис-
пользования и мобильных сотовых и спутниковых сетей.

∙ Возможность подключения к приложению различных внешних сер-
висов, например погодных, картографических и т.д.

∙ Обеспечение безопасности передаваемой информации и гибкой систе-
мой управления доступом пользователей к ИС.

Для выбора оптимальной архитектуры были использованы современ-
ные подходы к организации информационных сетей, основывающихся на
мобильных беспроводных технологиях. Особое внимание уделялось сервис-
ориентированной архитектуре, облачным технологиям, сетецентрическому
принципу организации ИС [2-6].

Использованы следующие ключевые черты, присущие облачным техно-
логиям и сервис-ориентированной архитектуре:

∙ Широкий сетевой доступ (Broad network access). Предоставляемые
вычислительные ресурсы доступны по сети через стандартные меха-
низмы для различных платформ, тонких и толстых клиентов (мо-
бильных телефонов, планшетов, ноутбуков, рабочих станций и т. п.)

∙ Мгновенная эластичность (Rapid elasticity). Ресурсы могут быть эла-
стично выделены и освобождены, в некоторых случаях автоматиче-
ски, для быстрого масштабирования соразмерно со спросом (реали-
зован не в полной мере).[2]

Возможности проведения спасательных операций, возникающие в ре-
зультате внедрения ИС, общие с сетецентрическими системами для веде-
ния боевых действий:

∙ Гибкое перераспределение резервных сил.
∙ Увеличение скорости принятия решений (speed of command) — время,

необходимое для прохождения полного цикла Бойда: Наблюдение —
Ориентация — Решение — Действие (Observe — Orient — Decide —
Act, OODA)

∙ Самосинхронизация (self-synchronisation) — способность корректиро-
вать поведение в соответствии с действиями других участников си-
стемы и общей целью.

∙ Возможность доступа к нелокальным ресурсам (reachback) — воз-
можность использовать ресурсы, географически расположенные вне
зоны боевых действий. Например, консультации удаленных аналити-
ков.

∙ Повышения уровня распределенной ситуационной осведомленности
(level of shared situational awareness) — степени общности выводов, к
которым приходят участники системы по мере поступления инфор-
мации, и действий, которые они планируют в последствие

∙ Интероперабельность в рамках информационного пространства (inter-
operability in the information domain) — способность сил к подготовке,
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осуществлению и эффективному совместному взаимодействию с це-
лью выполнения поставленных задач и целей [3]

Построение схемы архитектуры пользовательского приложе-
ния

Характер и масштаб возникающих чрезвычайных ситуаций (ЧС) мо-
жет быть самым разным, поэтому в первую очередь выделен ряд общих
этапов по ликвидации последствий чрезвычайной ситуации, не зависящих
от обстоятельств:

1. Мониторинг ситуации
2. Поступление информации о ЧП
3. Первичная реакция на получение информации о ЧП

3.1. Формирование штаба ликвидации последствий ЧП
3.2. Выдвижение сил и средств на место происшествия

4. Основной этап ликвидации ЧП
4.1. Принятие решения о привлечении дополнительных сил и средств
4.2. Действия на местности по ликвидации последствий ЧП, эвакуа-

ция пострадавших.
4.3. Разведка ситуации на месте и передача подробной информации

в штаб
4.4. Обработка получаемой информации, принятие решений о теку-

щих действиях на местности
4.5. Управление поступающими силами и ресурсами

5. Завершение операции
5.1. Завершение действий по ликвидации ЧП, демобилизация.
5.2. Приведение сил и средств в готовность.

На рис. 1 представлена общая схема ликвидации последствий ЧП с ис-
пользованием ИС с динамически разворачиваемой на местности подсисте-
мой. На 1,2 и 5 этапе используется стационарная часть сети, при получении
информации о ЧП разворачивается динамическая часть для передачи опе-
ративной информации, на этапе 5 динамическая часть сети сворачивается.
Для повышения скорости развертывания сети оборудование динамической
части предлагается собирать в комплекты, включающие аккумуляторы.

На рис. 2 изображена схема пользовательского приложения для работы
в ИС. Один сервер обеспечивает длительное хранение архивной информа-
ции, расположен в дата-центре или там, где возможно обеспечить необхо-
димые условия и широкополосный доступ к сети Интернет. Второй сер-
вер расположен в ближайшем к месту ЧП поисково-спасательном пункте
(ПСП) и отвечает за сбор и обработку оперативной информации. Главная
задача ИС — обеспечения связи всех участников операции с сервером 2,
и передача управляющих решений от ПСП к непосредственным исполни-
телям. Универсальный web интерфейс позволяет подключать к системе
волонтеров и сторонних специалистов с любого пользовательского устрой-
ства, а так же облегчает подключение к системе внешних сервисов.
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Рис. 1: Общая схема ликвидации последствий ЧП с использованием ИС
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Рис. 2: Архитектура пользовательского приложения
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2. Заключение

Проведен анализ работы поисково-спасательных отрядов при ликвида-
ции последствий ЧП. Выявлены основные требования к разрабатываемой
системе. Предложена концептуальная схема пользовательского приложе-
ния с учетом современных тенденций проектирования сетей. Построенные
схемы можно использовать как основу для построения моделей функцио-
нирования сети в практических ситуациях и расчета показателей эффек-
тивности внедрения сети, а так же выбора оборудования и программного
обеспечения, максимально отвечающего поставленным целям.
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Аннотация
В статье рассматриваются основные современные подходы к клас-

сификации IP-трафика в сети Интернет. Описываются основные ме-
тоды классификации, их преимущества и недостатки. Развернуто
приводятся подходы к классификации на основе полезной нагрузки в
зависимости от методов обработки и требований к памяти. Произво-
дится сравнение способов машинного обучения при классификации
на основе статистических методов.

Ключевые слова: IP-трафик, классификация, полезная нагрузка,
статистические методы, машинное обучение.

1. Введение
В настоящее время системы мониторинга каналов связи все чаще стал-

киваются с недостатком ресурсов для постоянного наблюдения всех нахо-
дящихся в доступности каналов. При этом требуется производить оцен-
ку заданных параметров каждого канала связи из доступных. Эта задача
осложняется тем, что зачастую для некоторых каналов возможны лишь пе-
риодические наблюдения. Однако, задача может быть решена, если пред-
положить, что доступные для наблюдения каналы связи можно объеди-
нить в группы со схожими характеристиками так, что на основании оцен-
ки заданных параметров одного или нескольких каналов из группы можно
спрогнозировать их значения для остальных каналов в группе. Для объ-
единения физических каналов сети Интернет в такие группы, обладающие
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схожими характеристиками, предполагается использовать классификацию
по типам IP-трафика.

В настоящее время существуют следующие методы классификации IP-
трафика физических каналов сети Интернет (рисунок 1):

• анализ номеров портов в пакетах TCP и UDP;
• восстановление сигнатур протокола из его полезной нагрузки (клас-

сификация, основанная на полезной нагрузке);
• анализ статистических характеристик обмена сообщениями между

узлами сети и статистических характеристик трафика (классифика-
ция, основанная на использовании статистических методов) [1].

Рис. 1: Методы классификации IP-трафика физических каналов сети Ин-
тернет

Каждый из них обладает своими достоинствами и недостатками. Рас-
смотрим методы, приведенные в классификации, несколько подробнее.

2. Классификация IP-трафика на основе номеров портов

Протоколы TCP и UDP обеспечивают мультиплексирование множества
потоков между точками IP-сети посредством использования номеров пор-
тов. В большинстве случаев приложения используют для передачи паке-
тов определенные порты. Задача классификатора при этом заключается
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в определении номера порта, например, из заголовка TCP или UDP па-
кета. Если порт присутствует в списке зарегистрированных портов IANA
[2], то можно определить протокол, к которому относится данный пакет.
Достоинствами метода являются простота реализации и высокая скорость
работы.

Однако такой подход имеет и ряд ограничений. Во-первых, некоторые
приложения могут не иметь своих портов, зарегистрированных в IANA.
Приложения могут использовать порты, отличные от зарегистрированных
в IANA, чтобы обойти ограничения контроля доступа в ОС. В некоторых
случаях порты назначаются динамически по мере надобности. Также один
и тот же порт для передачи пакетов могут использовать разные программы
[1].

3. Классификация IP-трафика на основе полезной нагрузки
В отличие от вышеописанного подхода, где присутствует полная зависи-

мость от номеров портов, для классификации трафика на основе полезной
нагрузки требуются дополнительные сведения об используемом протоколе,
получаемые с помощью восстановления состояния сеанса и из информации
прикладного уровня, содержащейся в каждом пакете.

В [3] приводятся подходы к классификации трафика на основе полезной
нагрузки в зависимости от методов обработки и методов проверки (рисунок
2).

При классификации трафика выделяют четыре различных уровня про-
верки. Первый уровень проверки основан на сигнатуре, его целью являет-
ся поиск ряда сигнатур в полезной нагрузке прикладного уровня. Метод
на основе сигнатур основан на проверке соответствия полезной нагрузки
(или ее части) сигнатуре, определенной для данного протокола. Сигнату-
ры, как правило, задаются регулярными выражениями, однако они могут
включать некоторые элементы управления, например, проверку по длине
полезной нагрузки.

Второй уровень проверки – синтаксический. Он может рассматриваться
как более точная версия сигнатурной проверки, поскольку направлен на
проверку корректности переданных данных с синтаксической точки зре-
ния (например, предполагается, что полезная нагрузка протокола HTTP
должна содержать HTTP-заголовки). В этом случае необходимо декодиро-
вать все поля, содержащиеся в сообщении, и гарантировать, что сообщение
является корректно сформированным.

Третий уровень проверки – соответствие протоколу. К примеру, на дан-
ном уровне осуществляется контроль, что на запрос HTTP GET от клиента
следует действительно ответ от сервера. Такая форма проверки является
более точной, так как реальное поведение протокола может быть проверено
в соответствии со спецификацией.

Четвертый уровень проверки относится к семантике данных, т.е. воз-
можности проверить, действительно ли объект изображения, передавае-
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Рис. 2: Классификация трафика на основе полезной нагрузки

мый по протоколу HTTP, является изображением, или его содержимое
является чем-либо другим. Эта проверка является чрезвычайно полезной
для обнаружения механизма

”
умных туннелей“, в которых приложение

использует другой протокол для транспортировки данных [3].
При классификации трафика по методу обработки выделяют следую-

щие методы: PBNS (Packet Based, No State – обработка пакетов без хране-
ния информации о состоянии сеанса), PBFS (Packet Based, Per Flow State –
обработка пакетов с сохранением состояния сеанса), MBFS (Message Based,
Per Flow State – обработка сообщений с сохранением состояния сеанса),
MBPS (Message Based, Per Protocol State – обработка сообщений с сохра-
нением состояния протокола).

Метод PBNS является простейшим методом из представленных. Он ра-
ботает, проверяя значения некоторых полей, присутствующих в каждом
пакете, таких, как поля TCP/UDP портов. Этот метод очень прост с точ-
ки зрения вычислений (должны быть обработаны только заголовки паке-
та до транспортного уровня эталонной модели взаимодействия открытых
систем), для него не требуется хранить состояния, но его точность на те-
кущем трафике является недостаточной.

Второй метод – PBFS – требует хранения таблицы сеансов, в которой
каждая запись включает идентификатор сеанса (кортеж из 5 полей – IP-
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адреса источника/назначения, транспортный протокол и порты источни-
ка/назначения) и соответствующий идентификатор протокола прикладно-
го уровня. Каждая запись в таблице занимает по нескольку десятков байт.
Этот метод поддерживает реализацию механизма проверки на основе дан-
ных прикладного уровня, хотя это и ограничивается анализом пакетов.

Третий метод – MBFS – работает с сообщениями, а не с пакетами. Для
этого метода требуется модуль нормализации пакетов TCP/IP. В принципе,
технологии на основе MBFS могут выполнить те же проверки, что и PBFS,
но работают с сообщениями, из чего следует, что его средства контроля
могут быть распространены на все сообщение полностью, а не только на
первый сегмент с данными. В этом случае увеличиваются требования к
размеру памяти, потому что для каждого сеанса должна быть сохранена
дополнительная информации о состоянии (например, порядковый номер
TCP-пакета), а также должны быть выделены буферы памяти, требуемые
для работы нормализатора TCP/IP. Все эти параметры сильно зависят
от природы трафика, т.е. от количества фрагментированных пакетов и
некорректных TCP-сессий.

Четвертый метод – MBPS – делает еще один шаг вперед и интерпрети-
рует то, что передает и получает каждое приложение. Обработчик MBPS
понимает не только семантику сообщения, но и различные этапы обмена
сообщениями, потому что имеет полное представление о конечном автома-
те протокола. Требования к размерам памяти становятся еще большими,
так как надо учитывать не только состояние транспортного сеанса, но и
состояние всех сессий уровня приложений. Кроме того, предъявляются са-
мые высокие требования к производительности, потому что для проверки
состояния протокола требуется обработка всех данных прикладного уров-
ня.

Существующие технологии могут не укладываться полностью в эту
классификацию, поскольку одна и та же технология может относиться к
нескольким категориям. В таком случае, технологии обычно разделяют на
технологии на основе анализа пакетов (NetPDL [4], NBAR [5]) и на основе
анализа потоков (SML [6], BinPac [7]). Однако, эти технологии в различных
случаях могут вести себя в зависимости от реализации, например, NetPDL
и NBAR могут относиться либо к PBFS, либо к MBFS в зависимости от
наличия нормализатора TCP/IP в цепочке обработки данных [3].

4. Классификация IP-трафика на основе статистических
методов

В статистических методах существуют два разных подхода: поведен-
ческие алгоритмы и статистические алгоритмы сетевого и транспортного
уровней.

Концепция поведенческого алгоритма была разработана в [8]. Основная
цель метода состоит в том, чтобы определить, какие приложения создают
определенные потоки трафика. Анализируя, как в рамках сети взаимодей-
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ствуют хосты, можно определить, какие виды приложений запущены на
хосте.

Подход статистических методов опирается на статистические характе-
ристики трафика для идентификации приложения. В основе этих методов
лежит предположение, что сетевой трафик обладает статистическими ха-
рактеристиками, которые являются уникальными для определенных клас-
сов приложений и позволяют разделить различные исходные приложения
[1].

Статистические алгоритмы в зависимости от подхода к классификации
можно разделить на две группы: методы классификации или обучение с
учителем и методы кластеризации или обучение без учителя.

4.1. Применение методов машинного обучения для классифи-
кации IP-трафика. Класс обычно идентифицирует IP-трафик, сформи-
рованный приложением или группой приложений. В качестве признаков
обычно выступают числовые атрибуты, вычисленные на основании множе-
ства пакетов, принадлежащих потоку. Не все признаки одинаково приме-
нимы для классификации, поэтому на практике классификаторы выбира-
ют наименьшее множество признаков, которое приведет к эффективному
разделению.

Оптимальный подход к алгоритму обучения с учителем должен преду-
сматривать предварительно классифицированные образцы двух типов IP-
трафика: трафика, соответствующего классу, который хотим позднее иден-
тифицировать в сети, и трафика от других приложений, которые, возмож-
но, встретятся в будущем (часто называемый трафиком помехи).

Сначала собирается смесь
”
трасс трафика“, включающая в себя как

трафик интересующего нас приложения, так и трафик других приложе-
ний. Далее следует обработка статистики потоков – вычисление статисти-
ческих свойств этих потоков. Следующий необязательный этап – осуществ-
ление выборки данных, разработанный, чтобы уменьшить пространство
поиска для обучающего алгоритма, когда он сталкивается с очень больши-
ми обучающими выборками (трассами трафика). На этом этапе из подмно-
жества экземпляров различных классов приложений извлекается статисти-
ка и передается классификатору для использования в процессе обучения.

Желательно произвести фильтрацию/выбор признаков, чтобы ограни-
чить число признаков, действительно используемых при обучении класси-
фикатора, и, таким образом, создать модель классификации.

Для оценки точности результатов, полученных на этапе обучения, мо-
жет быть применена перекрестная проверка. Однако если исходный набор
данных будет состоять из IP-пакетов, собранных в то же самое время и в
той же самой точке наблюдения в сети, то результаты перекрестной про-
верки, скорее всего, переоценят точность классификатора. В идеальном
случае исходный набор данных должен содержать смесь трафика, собран-
ного в разное время и разных точках сети, или должны использоваться
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полностью независимо собранные обучающие и тестирующие наборы дан-
ных [1].

4.2. Обучение с учителем в сравнении с обучением без учи-
теля. Классификация IP-трафика обычно выражается в идентификации
трафика, принадлежащего известным приложениям, внутри потоков IP-
пакетов. Ключевой задачей является определение связей между классами
IP-трафика и приложениями, его генерирующих.

Для алгоритма машинного обучения с учителем требуется фаза обуче-
ния, которая требует априорной классификации потоков и соответствую-
щих классам обучающих выборок. По этой причине машинное обучение
с учителем может быть привлекательным для идентификации одного или
группы интересующих приложений. Однако классификатор алгоритма ма-
шинного обучения с учителем лучше всего работает тогда, когда он обучен
на примерах для всех классов трафика, которые ожидаются на практи-
ке, в противном же случае его производительность может ухудшиться или
результаты могут быть искажены.

При оценке алгоритма обучения с учителем на практике целесообразно
рассмотреть, как классификатор будет поступать с адекватными учебными
примерами, когда наступит необходимость переобучения и как пользова-
тель будет обнаруживать приложения нового типа.

Может показаться, что автоматическое определение классов посред-
ством распознавания

”
естественных“шаблонов (кластеров) в наборе дан-

ных является одним из преимуществ алгоритма машинного обучения без
учителя. Тем не менее, полученные кластеры по-прежнему необходимо
маркировать для того, чтобы новые экземпляры могли быть правильно
соотнесены с приложениями.

При оценке алгоритма обучения без учителя на практике целесообраз-
но рассмотреть, как могут быть промаркированы кластеры (соотнесены с
конкретными приложениями), как будет обновляться маркировка по ме-
ре обнаружения новых приложений, и оптимальное количество кластеров
(баланс точности, стоимости маркировки и поиска метки, вычислительной
сложности) [1].

5. Заключение
В статье рассмотрены современные подходы к классификации IP-трафика

физических каналов сети Интернет. Обозначены основные методы, при-
меняемые для классификации IP-трафика, приведены их достоинства и
недостатки. Подробно рассмотрена классификация IP-трафика на основе
полезной нагрузки. При рассмотрении классификации трафика на основе
статистических методов приведено сравнение способов машинного обуче-
ния. Предложено применение классификации трафика для объединения
физических каналов сети Интернет в группы со схожими характеристика-
ми. Определение критериев принадлежности каналов одной группе явля-
ется дальнейшим направлением исследований.
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Abstract

Analytic dependencies for message delivery time computation from
sender node to recipient node in priority telecommunication networks
with heterogeneous traffic are described in this article.

Keywords: computer network, calculation of intensity, message delivery
time, message flow, queuing system.

1. Introduction

Telecommunication network’s (TCN) specificity is conditioned on the fol-
lowing factors: variety of network technologies and architectures, variety of
QoS requirements for different data types (e.g. the main important text file
transmitting index is delivery reliability, guarantees the data loss and distortion
absence in received file, and as for audio and video data the main important in-
dex is delay jitter for received data packets); traffic heterogeneity, where traffic
is controlled by different methods (LAN accessing methods, routing algorithms,
establishing connections methods and etc.), aimed at preserving overload and
blocking in networks and provide required QoS.

Contemporary TCNs are characterized by variety of provided services, by
increasing number of users and amount of transmitted data; by raising level
of user’s QoS requirements. TCN’s requirements can be achieved by select-
ing structural and functional organization, including such issues as choosing
specific technology of data transmitting and processing, defining the most ra-
tional communication network topology, choosing network equipment, traffic
management mechanisms and etc.

Now days due to intensive growing number of users and applications mul-
tiserver networks become more and more common with it’s dozens of traffic
types [1], caused by new information technology’s implementation and using
various type applications: Internet, VoIP (Voice over IP), videoconferencing,
enterprise resource planning (ERP), client relations management (CRM) and
etc. Thus the traffic’s heterogeneity [1, 2] is one of the TCN’s accents. Traf-
fic’s heterogeneity lies in transmitting different types of data packets over TCN
(video and audio data packets, speech data packets, text data packets and etc.),
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where different delivery requirements exist [3]. This circumstance must be kept
in network administrator’s mind for increasing using TCN’s resources efficiency.
Traffic’s prioritizing is one of the ways to distribute network resources according
to existing priorities.

Building networks using switches allows enabling network technology in-
dependent traffic’s prioritization for increasing user traffic’s servicing quality.
This new capability in comparison with networks built only upon hubs is con-
sequence of buffering data frames in switches before sending them to another
port. Usually switch keeps not one but some queues for every input and output
ports, where every queue has it’s own processing priority.

Queue processing algorithms are the one of the basic methods of QoS in
network elements.

Solving TCN design problems assumes using efficient models and mathe-
matical methods, which give an opportunity to make qualitative and quanti-
tative analysis of TCN’s functioning characteristics depending on structural,
functional and load parameters. In the TCN’s analyzing process one of the
major characteristics being determined is delivery time from sender to recipi-
ent. Results, represented in [4], give on opportunity to calculate only average
delivery time for various message types. But in practice not average time but
probability of prompt delivery from sender to recipient for different message
types is more interesting (e.g. operative, service, dialog, file message types).
Moreover, it’s necessary to keep in mind a possibility of using priority tech-
niques for information flows management, where priority techniques are based
on general discipline with mixed priorities.

To solve a given task an open queue network with heterogeneous request
flow can be used. Let’s illustrate method of analyzing and getting relatively
simple results assuming nodes having non-priority information flows manage-
ment methods.

2. Method

Problem definition. Let messages of K types circulate in TCN with
n nodes. Let us assume that abonent, connected to sender node h, generates
markovian exponential flow of k -type messages with λk(0 |h, l) intensity to des-
tination recipient node l, this kind of messages will be called “(h, l)-messages
of k -type” for short. Also let us assume that probability πk(i, j |h, l) of trans-
ferring (h, l)-messages of k -type from node i to connected node j is defined
based on chosen routing algorithm. For each (h, l)-direction these probabilities
πk(i, j |h, l) form transfer probability matrix which describes possible transfer
routes from node h to node l (i, j, h, l = 1, n; k = 1, K).

Message processing duration in node i, represents processing time in node
and transferring time to neighbor node, will be assumed exponentially dis-
tributed with central tendency equals to bk(i). Different type messages are
serviced in nodes in incoming order. It is necessary to determine transfer-
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ring time distribution law for k -type messages routed from node h to node l
(k = 1, K; i, j, h, l = 1, n).

TCN’s analysis method is based on network decomposition and led to com-
putation of separate open queue network’s nodes like computation of queue
system of MK/MK/1 type with non-priority request processing. This method
gives exact results in case of bh(i) = b(i) (i = 1, n) for all k = 1, K and approx-
imate otherwise. In addition, measure of result’s inaccuracy is decreasing with
increasing number of routes and number of types of messages, circulating in
TCN by these routes, and also with decreasing difference in message processing
duration for different message types in node. It is necessary to determine mes-
sage flow intensity in every network’s node to decompose open queue network.

Message flow intensity computation. Message flow intensity for (h, l)-
messages of k-type in node j is defined by the following set of linear equations:

λk(j|h, l) =
n∑

i=0

λk(i|h, l) πk(i, j|h, l) (j = 0, n), (1)

where for all i, j, h, l = 1, n πk(0, 0|h, l) = 0;

πk(0, j|h, l) =

{
1, j = h;
0, j 6= h;

πk(i, 0|h, l) =

{
1, i = l;
0, i 6= l.

Thus summary intensity of k-type message flow into node j is

λk(j) =

n∑
h=1

n∑
l=1

λk(j|h, l) (j = 0, n), (2)

where λk(0) - is intensity of k-type messages incoming into the network.
Transfer probabilities in the open queue network can be calculated in terms

of obtained intensities:
pk(0, 0) = 0;

pk(i, 0) =
n∑

h=1

λk(i|h, i)/λk(i) (i = 1, n);

pk(0, j) =
n∑

l=1

λk(0|j, l)/λk(0) (j = 1, n); (3)

pk(i, j) =
n∑

h=1

n∑
l=1

λk(i|h, l) πk(i, j|h, l)/λk(i)λ (i, j = 1, n).

Message flow intensities λk(j) are connected by the obvious dependency:

λk(j) =

n∑
i=0

λk(i) .pk(i, j) (j = 0, n). (4)
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The open queue network’s node j=0 in expressions (1) - (4) corresponds to
outer environment - the source of incoming and the sink of returning messages.

Message delivery time computation. First, let’s determine stay dura-
tion of k-type message in data transmission node i, considering this node as
queue system of MK/MK/1 type, which is receiving K exponential message
flows with intensities λk(i) (k = 1,K; i = 1, n). In case of non-priority mes-
sage processing in node i the Laplace transformation for probability density of
stay duration of k-type message is defining in the following way [5]:

U∗
k (i, s) =

[1−R(i)][1 + s bk(i)]−1 s

s− Λ(i) +
∑K

r=1 λr(i)/[1 + s br(i)]
, (5)

where Λ(i) =
∑K

k=1 λk(i); R(i) =
∑K

k=1 λk(i) bk(i); i = 1, n; k = 1,K; s >
0.

The Laplace transformation V ∗
k (h, l, s) for probability density of delivery

time of k-type messages from node h to node l defines by the following set of
equations:

V ∗
k (h, l, s) = U∗

k (h, s)
n∑

j=1

πk(h, j|h, l)V ∗
k (j, l, s) (h, l = 1, n), (6)

where V ∗
k (h, h, s) = U∗

k (h, s).
Two first initial moments are determined from the following set of equations:

Vk(h, l) = Uk(h) +

n∑
j=1

πk(h, j|h, l)Vk(j, l) (h, l = 1, n); (7)

V
(2)
k (h, l) = U

(2)
k (h) + 2[Vk(h, l)− Uk(h)]Uk(h)+

+
∑n

j=1 πk(h, j|h, l)V (2)
k (j, l) (h, l = 1, n),

(8)

where Uk(h) and U
(2)
k (h) — respectively first and second initial moments

of stay duration of k-type messages in node h. These moments are defined by
derivation (5) by s at point s=0.

3. Results

It’s possible to determine various probabilistic and pertaining to time telecom-
munication system’s characteristics, specifically, probability of message’s prompt
delivery [6], using Laplace transformations V ∗

k (h, l, s) or moments Vk(h, l) and

V
(2)
k (h, l). Prompt delivery probability equals value of delivery time Laplace

transformation calculated with s = sk if message’s aging function is exponential
and average aging time for k-type messages equals 1/s.
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Table 1

Direction
(h, l)

Route
(i, j)

pk(i, j |h, l)

h = 1 h = 2
1,4 1,2

1,3
2,3
2,4

0,9
0,1
0,1
0,9

0,3
0,7
0,7
0,3

2,1 2,1
2,3

0,9
0,1

0,3
0,7

2,4 2,3
2,4

0,1
0,9

0,7
0,3

3,1 3,1
3,2

0,9
0,1

0,3
0,7

3,4 3,2
3,4

0,1
0,9

0,7
0,3

4,1 4,2
4,3

0,1
0,9

0,7
0,3

For (i, j|h, l) = (1, 2|1, 2); (1, 3|1, 3); (3, 4|1, 4) (2, 3|2, 3); (3, 1|2, 1);

(3, 4|2, 4); (2, 1|3, 1); (2, 4|3, 4); (3, 2|3, 2); (2, 1|4, 1); (3, 4|2, 4); (3, 1|4, 1);

(4, 2|4, 2);(4, 3|4, 3) and h = 1, 2 : πk(i, j|h, l) = 1.
Example. Let’s examine TCN, containing four nodes and two types of

messages circulating in it. Markovian exponential flow of k-type messages
generates with λk(0|h, l) intensity from abonents, connected to sender node h,
to destination recipient node l.

λ1(0|h, l) =

{
0, 02 if h < l
0, 04 if h > l

;λ2(0|h, l) =

{
0, 03 if h < l
0, 01 if h > l

; h, l = 1, 4.

Processing durations are the same and equals 2 s. for all messages in ev-
ery node. Delivery times for k-type messages from sender node h to desti-
nation node l are constrained by V̂k(h, l) = 50s for all k = 1, 2; h, l = 1, 4,
where h 6= l. Average aging time for k-type message equals 10 s. (k =
1, 2). Probabilitiesπk(i, j|h, l), shown in table 1, are defined based upon chosen
routing algorithms where πk(0, h|h, l) = πk(l, 0|h, l) = 1 (i, j = 1, 4; h, l =
1, 4; k = 1, 2). For this TCN we have message’s prompt delivery probabilities
P (Vk(h, l) < V̂k(h, l)) (h, l = 1, 4; k = 1, 2), shown in table 2, and prompt
delivery probabilities, shown in table 3, granting aging functioning.
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Table 2

K H l
1 2 3 4

1 1 1,000 0,996 0,989 0,984
2 0,994 1,000 0,973 0,994
3 0,985 0,973 1,000 0,985
4 0,973 0,996 0,989 1,000

2 1 1,000 0,996 0,989 0,704
2 0,764 1,000 0,073 0,764
3 0,749 0,973 1,000 0,749
4 0,712 0,996 0,989 1,000

TCN’s characteristic’s computation method, based on decomposition, also
can be used in case of priority message management methods used in TCN’s
nodes. Stay durations for nodes can be determined as described in [7] in case of
using mixed priorities message management methods. Final results, computed
by this method, are approximate, because message flows of different types at
output, and thus at input, differ from exponential in case of priority manage-
ment methods. However result’s inaccuracies lie in acceptable for engineering
computations limits as was discovered in research of flow’s characters and their
influencing on results in wide range of parameters corresponding to real sys-
tems.

Table 3

K h L
1 2 3 4

1 1 0,667 0,374 0,327 0,233
2 0,354 0,561 0,275 0,354
3 0,312 0,275 0,490 0,312
4 0,211 0,374 0,327 0,667

2 1 0,667 0,374 0,327 0,109
2 0,174 0,561 0,275 0,174
3 0,158 0,275 0,490 0,158
4 0,113 0,374 0,327 0,667

4. Conclusions

Found results can be used for solving TCN’s optimization problem, which
lies in routing algorithm determination (transfer probabilities πk(i, j|h, l)) and
in assigning priorities to messages of different types, providing specified message
delivery time.

Described method of TCN’s computation is implemented in program sys-
tem.
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Аннотация

В работе рассмотрена структурная модель узла, дается обзор су-
ществующих открытых систем моделирования беспроводных сетей.
Мы провели подробный сравнительный анализ, показывающий пре-
имущества и недостатки каждого подхода, и предлагаем наиболее
подходящую систему моделирования.

Ключевые слова: беспроводная сеть, моделирование, модель, на-
тельная сеть, симулятор.

1. Введение
Нательные сети — класс современных цифровых персональных сетей,

работающих вблизи, либо непосредственно через тело человека [1].
Технологические достижения в настоящее время позволяют реализовы-

вать нательные сети по низкой цене с высокой эффективностью. Эти но-
вые устройства могут использоваться в следующих областях: спортивной,
военной, обеспечение безопасности, медицинской и в области развлечений.
В основном, это маленькие, портативные системы с автономным питанием.

В марте 2007 года была создана рабочая группа TG6, в результате рабо-
ты которой был разработан стандарт IEEE 802.15.6, в котором определены
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уровень доступа к среде (MAC) и физический уровнь (PHY) связи, его ча-
сто называют Wireless Body Area Network (WBAN). Работа над стандартом
связи IEEE 802.15.6 сейчас успешно завершена, и производители оборудо-
вания поддерживают стандарт соответствующими устройствами.

Рис. 1: Стандарты связи в беспроводных нательных сетях.

Передача данных в нательных сетях согласно стандарту IEEE 802.15.6
осуществляется двумя способами: по беспроводным каналам связи или
непосредственно через тело человека. Несмотря на то, что средства моде-
лирования беспроводных сетей (БС) на сегодняшний день хорошо прора-
ботаны, работа устройств на малой мощности вблизи тела человека предъ-
являет к ним новые требования, связанные с физикой распространения
сигнала [2].

2. Структурная модель узла
В этом разделе описывается структурная модель узла, полученная из [3]

и [4]. Эта модель подходит для большинства инструментов оценки, исполь-
зуемых в исследованиях беспроводных нательных сетей (БНС). Рассмот-
рим структурную модель узла с целью анализа и проанализируем харак-
теристики, которые мы можем моделировать. На рисунке 1 представлена
структурная модель узла БНС. Рассмотрим компоненты, из которых она
состоит [5]:

• Узлы (nodes). Каждый узел — это физическое устройство, отслежива-
ющее набор физических переменных. Связь между узлами осуществ-
ляется через общий канал радиосвязи. Стек протоколов контролиру-
ет коммуникации. В отличие от классических моделей сети сенсорные
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модели включают вторую группу компонентов — уровень физическо-
го узла, который соединен с окружающей средой.

• Окружающая среда (environment). Основное различие между клас-
сической и БНС моделями — это дополнительный компонент «окру-
жающая среда». Этот компонент модели генерирует и распространя-
ет события (events). Событиями, как правило, являются физические
величины, на которые датчики реагируют. Датчики представляют
собой устройства, которые измеряют физические, химические, элек-
трические или оптические воздействия.

• Радиомодуль (transceiver) характеризует распространение радиосиг-
налов между узлами в сети. Очень подробные модели используют
компонент «местность» (terrain), связанный с окружающей средой
и компонентами радиоканала. Компонент местность учитывается при
вычислении распространения радиоволн.

• Микроконтроллер (microcontroller). К нему подключены узлы сбора
данных. Он может запросить датчики о событии. Использование уз-
лов сбора данных зависит от применения.

Рис. 2: Структурная модель узла.

3. Системы имитационного моделирования беспроводных
сетей

Как правило, ключевыми свойствами для выбора подходящей среды
моделирования являются:

• возможность повторного использования и доступность;
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• производительность и масштабируемость;
• поддержка богатых семантикой языков сценариев для описания экс-

периментов и результатов процесса;
• поддержка графики, отладки и трассировки.

Также существует ряд особенностей моделирования нательных сетей:

• мобильность узлов;
• энергопотребление;
• количество датчиков;
• измеряемые физические величины;
• параметры радиомодели..

В этом разделе представлены используемые среды моделирования бес-
проводных сетей, рассмотрены их основные особенности и вопросы реали-
зации.

3.1. NS-2. NS-2 является дискретным средством имитации событий
ориентированным на сетевые исследования. Он имитирует TCP, маршру-
тизацию, многоадресные протоколы проводных и беспроводных сетей. Си-
мулятор был написан на C++ и объектно-ориентированной версии Tcl, ко-
торая называется OTcl (Object Tool Command Language) [6]. К достоинству
этого симулятора можно отнести то, что первое время NS-2 моделировал
только статические сети TCP/IP, но позже стал поддерживать беспровод-
ные сети, это позволило моделировать мобильные ad-hoc сети и беспровод-
ные сенсорные сети [7]. Недостатками являются: последняя версия вышла
в ноябре 2011 года и использование языка OTcl.

3.2. NS-3. NS-3 представляет собой дискретно-событийный симулятор
для интернет-систем. Он ориентирован в первую очередь для использо-
вания в научных исследованиях и образовательных целях. NS-3 является
открытым программным обеспечением, в соответствии с лицензией GNU
GPLv2 [8]. Как и его предшественник, NS-3 использует C++ для реализа-
ции имитационных моделей. Достоинства:

• NS-3 не использует скрипты OTcl для управления моделированием;
• кроме улучшения производительности был расширен набор его функ-

ций.
Преимущества NS-3 перед NS-2: модульность и гибкость трассировки.

NS-3 способен имитировать большое количество узлов (20000 и более).
Он позволяет исследователям изучать протоколы Интернета и крупномас-
штабных систем в контролируемой среде. Недостатки: в NS-3 не хватает
визуализации окружающей среды (IDE) и мало распространенных моде-
лей.
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3.3. OMNeT++. OMNeT++ представляет собой расширяемую, мо-
дульную, на основе компонентов C++ платформу, в первую очередь для
построения сетевых симуляторов. Предметно-ориентированная функцио-
нальность, например, поддержка сенсорных сетей, беспроводных одноран-
говых сетей, интернет-протоколов, моделирование производительности, фо-
тонных сетей и т.д., обеспечивается дополнительными моделями, разрабо-
танными в качестве независимых проектов. Он предлагает графическую
среду IDE на основе Eclipse и много других инструментов [9]. OMNeT++
является бесплатным для академического и некоммерческого использова-
ния, это широко используемая платформа в мировом научном сообществе.
Коммерческие пользователи должны получить лицензию от omnest.com [10].
Достоинства: существуют расширения для моделирования в режиме ре-
ального времени, эмуляции сети, альтернативных языков программирова-
ния (Java, C#), интеграции с базами данных, SystemC интеграция и неко-
торые другие функции. Недостатком является отсутствие прямой поддерж-
ки моделирования БНС. Для исправления этого недостатка был разрабо-
тан симулятор Castalia.

3.4. Castalia. Castalia является симулятором с открытым исходным
кодом для моделирования БС. Он основан на платформе OMNeT++ и раз-
работан для сетей, построенных на маломощных встроенных устройствах,
таких как беспроводные сенсорные узлы [11]. Это программное обеспе-
чение используется исследователями и разработчиками, чтобы проверить
свои распределенные алгоритмы и протоколы в реалистичном беспровод-
ном канале, с реалистичным поведением узла. В Castalia узлы модулей
OMNeT++ не соединяются друг с другом напрямую, а соединяются через
модуль беспроводного канала. Когда узел отправляет пакет, он проходит
через беспроводный канал, который затем решает, какие узлы должны по-
лучить пакет. Благодаря своему точному моделированию и относительной
простоте использования, Castalia получил широкое признание в исследова-
тельском сообществе БС [5]. Недостатком является то, что при установке
на операционную систему Windows нельзя представить результаты моде-
лирования в графической форме.

3.5. MiXiM. MiXiM основан на платформе OMNeT++, и создан для
моделирования мобильных и стационарных БС (беспроводные сенсорные
сети, сети мониторинга тела, ad-hoc сети, автомобильные сети и т.д.). Он
предлагает точные модели распространения радиоволн, оценки помех, энер-
гопотребления радиомодуля и беспроводных MAC-протоколов (например,
Zigbee) [12]. MiXiM позволяет разработчику применять мощные и много-
функциональные инструменты для того, чтобы облегчить моделирование
и анализ производительности беспроводных сетей. В то же время структу-
ра и дизайн MiXiM такие, что он пытается скрыть сложность моделиро-
вания и предоставляет разработчику простой в использовании интерфейс.
MiXiM позволяет моделировать 2D и 3D окружающую среду, например,
дома или стены. Расположением всех узлов можно управлять с помощью
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диспетчера подключений [5]. Недостатком является то, что он не реали-
зует верхние сетевые (сетевой и прикладной) уровни. Этот недостаток ис-
правляется объединением симулятора MiXiM и платформы INET (про-
ект Mixnet).

3.6. TOSSIM. Симулятор разработан для узлов использующих опера-
ционную систему TinyOS. Его можно использовать с графическим интер-
фейсом TinyViz. TOSSIM был разработан для маломощных беспроводных
устройств [13]. Преимущества использования [14]:

• простота использования — компиляция исходного кода непосредствен-
но из TinyOS уменьшает сложность и количество ошибок;

• точность — эмулирует оборудование на уровне компонентов и имити-
рует сеть на уровне битов;

• масштабируемость — возможность использования до тысяч узлов;
• полнота — показывает всю систему поведение и все взаимодействия

между отдельными компонентами.
Недостатки:
• не включает моделирование энергопотребления;
• можно улучшить для того, чтобы запускать несколько приложений

одновременно;
• применим только для приложений на платформе TinyOS.
Сравнение инструментов моделирования приводится в таблице 1.

NS-2 NS-3 OMNeT++
Castalia

OMNeT++
MiXiM

TOSSIM

Основные
Точность моделирования – – + – –
Производительность – + + + –
Поддержка отладки и
трассировки

– + + + +

Распространенность + – + – –
Вспомогательные

Установка на ОС Windows – – + – –
Наличие учебных матери-
алов

– – + – –

Аппаратные модели – – – – +

Таблица 1: Сравнение систем моделирования.

4. Моделирование точности нательной системы сбора
данных

В большинстве нательных систем снимаются показания с датчиков (ме-
дицинские, датчики поворота, сгиба и т.д.). В связи с этим возникает до-
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полнительная задача оценки и прогнозирования точности подобных си-
стем.

Каждое измерительное устройство обладает такими параметрами как
точность, разрешающая способность, быстродействие и время отклика.
Эти параметры часто влияют друг на друга и могут варьироваться при сбо-
ре, оцифровке и передаче данных с сенсоров. Появляется проблема опреде-
ления точности измерений всей нательной системы сбора данных, состоя-
щей из множества узлов и датчиков. Для ее решения необходимо построить
собственную модель, отслеживающую изменения указанных параметров
на каждом ее узле, так как существующие системы моделирования этого
не позволяют.

Для построения подобной модели необходимо выделить влияющие на
точность компоненты системы и типы связи между ними. Таковыми яв-
ляются датчики (аналоговые и цифровые), микроконтроллеры (снимаю-
щие, записывающие и обрабатывающие данные) и аналого-цифровые пре-
образователи (оцифровывающие аналоговый сигнал). Тип связи между ни-
ми может быть проводным (интерфейсы SPI, I2C и др.) и беспроводным
(ZigBee, Bluetooth, Wi-Fi и т.д.). Далее для каждого компонента и типа
связи определяются соответствующие параметры, которые могут каким-
либо образом повлиять на данные с датчиков.

Таким образом, имея набор компонентов системы, их типы связи и па-
раметры, можно исследовать изменения точности в каждом пакете данных
с каждого датчика на протяжении всего пути. Такую математическую мо-
дель можно написать на C++ и использовать совместно с другими систе-
мами моделирования. Это позволит в дальнейшем проектировать натель-
ные системы сбора данных со сложной иерархией и большим количеством
измерительных датчиков.

5. Заключение

В работе рассмотрена структурная модель узла, дается обзор существу-
ющих открытых систем моделирования беспроводных сетей. Предложены
критерии выбора системы моделирования, наиболее подходящей для ис-
следования БНС по сравнению с другими. Моделирования самого по себе
недостаточно, чтобы иметь точные результаты, необходим испытательный
стенд, для получения результатов в режиме реального времени. Тем не ме-
нее, современные средства моделирования позволяют получать результаты
близкие к реальности. У каждой системы моделирования есть свои преиму-
щества и недостатки, это дает потенциал для их развития. В результате
работы для исследования нательных сетей был выбран симулятор Castalia.
Он соответствует наибольшему числу критериев представленных в табли-
це 1 и его использование позволяет наиболее точно моделировать беспро-
водные нательные сети.
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1. Juraj Miček, Ondrej Karpǐs, Peter Ševč́ık, Body Area Network Analysis
and Application Areas // International Journal of Engineering Research
and Development, Volume 6, Issue 8, pp. 22–26, April 2013.

2. IEEE Standard Assoication (2012). IEEE Standard for Local and
Metropolitan Area Networks — Part 15.6: Wireless Body Area Networks.

3. S. Park, A. Savvides, M. B. Srivastava. SensorSim: A Simulation
Framework for Sensor Networks, In Proc. ACM Modeling, Analysis and
Simulation of Wireless and Mobile Systems (MSWiM 2000), Boston, MA,
pp. 104–111, August 2000.

4. Sobeih, W. Chen, J. C. Hou, L. Kung, N. Li, H. Lim, H. Tyan, H. Zhang,
J-Sim: A Simulation and Emulation Environment for Wireless Sensor
Networks, In Proc. Annual Simulation Symposium (ANSS 2005), San
Diego, CA, pp. 175–187, April 2005.

5. B. Sai Chand, K. Raghava Rao, S. Sreedhar Babu, Exploration of New
Simulation Tools for Wireless Sensor Networks // International Journal of
Science and Research (IJSR), Volume 2 Issue 4, April 2013.

6. NS-2 [Электронный ресурс].
URL: http://nsnam.isi.edu/nsnam/index.php/Main_Page/ (дата обра-
щения: 16.10.2014).

7. Восков Л.С., Галкин А.А. Средства имитационного моделирования от-
дельных событий и состояний беспроводных сенсорных сетей // Каче-
ство. Инновации. Образование. 2010. №6. С. 37–43.

8. NS-3 [Электронный ресурс]. URL: http://www.nsnam.org/ (дата обра-
щения: 09.11.2014).

9. Хромов И.А., Краюшкин В.В. Сравнительный анализ систем модели-
рования компьютерных сетей [Текст] // Научно-техническая конфе-
ренция студентов, аспирантов и молодых специалистов НИУ ВШЭ.
Материалы конференции. — М. ∼: МИЭМ НИУ ВШЭ, 2014. — С. 132.

10. OMNeT++ [Электронный ресурс]. URL: http://www.omnetpp.org/ (да-
та обращения: 17.11.2014).

11. Castalia Wireless Sensor Network Simulator [Электронный ресурс].
URL: http://castalia.research.nicta.com.au/index.php/en/ (дата обраще-
ния: 19.11.2014).

12. MiXiM project [Электронный ресурс].
URL: http://mixim.sourceforge.net/ (дата обращения: 23.11.2014).

13. TinyOS [Электронный ресурс]. URL: http://www.tinyos.net/ (дата об-
ращения: 10.12.2014).

14. TOSSIM [Электронный ресурс]. URL: http://tinyos.stanford.edu/tinyos-
wiki/index.php/TOSSIM/ (дата обращения: 19.12.2014).

488



METHODS OF TEST FLYING UBIQUITOUS
SENSOR NETWORKS

R. Kirichek1, V. Kulik2

The Bonch-Bruevich Saint-Petersburg State University of
Telecommunications, Saint-Petersburg, Russia

kirichek@sut.ru1, vaklicr@gmail.com2

Abstract

Public flying ubiquitous sensor networks is a new application of the
Internet of Things. The main purpose of Public Flying Ubiquitous Sensor
Networks (FUSN-P) is data collection from the sensor fields and delivery
for further analysis using public unmanned aerial vehicles (UAV-P) to the
base station. The article describes the approach of testing the wireless
link IEEE 802.15.4 between UAV-P and terrestrial segment FUSN-P. It
considers the structure of tests and describes full-scale experiment using
the developed software. It defines the rational distance between the UAV-
P and the terrestrial segment FUSN-P.

Keywords: Flying ubiquitous sensor networks, public unmanned aerial
vehicles, Delay-Tolerant Networks, Testing

1. FUSN ideology

Increasing of the number of sensor nodes USN which are used for monitor-
ing objects that are distributed over a large area, such as vineyards, seismically
dangerous objects and other border strip immediately identified these networks
from the rest of the self-organizing networks in a separate class [1, 2] - the terms
of wireless sensor networks [3], machine-to-machine [4] and sensory field have
appeared. Typically, the sensor fields are situated in remote areas that lack
the communications channels with a public network for transmitting data and
suggest independent power sensor nodes. If these channels are realized (satel-
lite communication, GPRS / 3G, LTE, etc.), the power consumption which is
required for data transmission will lead to reduction of the life cycle of the
sensor node [5, 6]. Considering the need to collect data from the remote sensor
fields and the possibility of applying the public unmanned aerial vehicles for
this purpose, a new application of the Internet of Things - (Public Flying Ubiq-
uitous Sensor Networks (FUSN-P) has been formed [7, 8]. Flying ubiquitous
sensor networks differ from the well-known class of flying Ad Hoc networks [9,
10, 11] both the interaction with the terrestrial networks and advantageous use
of UAV-P’s, which requires the use of UAV-P’s for flight FUSN-P on pre-elect
path [12]. Such networks require the presence of two segments: terrestrial one
and flying one, which interact with each other on the basis of protocols LLN
[13, 14]: ZigBee, 6LoWPAN, RPL, Bluetooth Low Energy [15] and others.
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Fig. 1: Structure of the Flying Ubiquitous Sensor Networks.

The terrestrial segment is a distributed network of self-organizing sensor nodes
USN, and the flying segment is represented by one or several UAV-P’s (Fig.
1).

The problems which are associated with the interaction of terrestrial and
flying segments are virtually unexplored. Given that the UAV-P has several
radios for different purposes on board: transmission of telemetry, video stream-
ing, interaction with sensory nodes, receiving commands from the control panel
and other, there is a possibility of errors due to interference of the signals. For
this reason, the data corruption can occur in the physical layer, resulting in
delays and losses during the data transmission. In this regard, the development
of test methods for FUSN-P is very relevant.

It should be noted that despite the fact that FUSN-P has a large number
of features, it is a network and for the testing based on the experience [16] the
organizing of a model network [17] is reasonable.

2. Problems of interaction between segments FUSN

Model UAV-P can be implemented on the basis of different flying plat-
forms. There are public unmanned aerial vehicles, manned aircraft types and
helicopter types (helicopters and multicopters are the aircraft with four or
more rotors with the main rotors). To solve the problems of data collection
from the sensor fields using UAV-P and delivery of data to the gateway to the
public network, it is advisable to use public multicopters with programming
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algorithms fly, installation of the sensor nodes in the given area and optimizing
trajectory for data collection. Multicopters can take off and land vertically so
that they enable to fly in the areas of unprepared platform which is necessary
for the launch and landing. Unlike the airplanes, multicopters have no mini-
mum speed to avoid stalling and can easily hang at the given point. Moreover
they are flexible to maneuver in out-of-the-way places (woods, vineyards, etc.).
Time of the multicopter autonomous flight is usually from 5 to 35 minutes. To
begin piloting the high level of skills is not required.

The structure of a typical multicopter is considered in Figure 2.

Fig. 2: The structure of a typical radio modules for multicopter FUSN-P.

As it is seen in Figure 2, there are several radios which operate in different
frequency bands on board multicopter. For passing parameters of telemetry
(the sending is up to 500 parameters at once) there is a radio channel 433 MHz
for Europe and 915 MHz for the US to broadcast streaming video from cameras
UAV-P, for example, First Person View - flights using 5.8 GHz radio channel.
For interaction with the UAV-P terrestrial segment different technologies and
protocols are used, but in this article we consider only the technology which is
described in standard IEEE 802.15.4, running at 2.4 GHz, as the most common
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basic framework for the protocols USN. It is worth noting that of all the above-
mentioned radios the channel between the UAV-P and the remote control is
mandatory because there can be the emergency of the need for the manual
flight control.

According to the overview of the most critical systems of the UAV-P, the
errors in the radio channel can lead to some fatal consequences until the fall
of UAV-P.In Table 1 there are the possible problems that can appear in the
mutual influence of radio channels on each other.

Delay Packet loss
Full blocking
transmission

Streaming video Artifacts while Artifacts while The lack of visual
from cameras watching the watching the control of the UAV

UAV (5,8 GHz) streaming video streaming video movement on a
on the ground on the ground given route.

station station Inability to detour
obstacles on the

way

Radio Control Failure to execute The possibility of Fall of the UAV.
channel (2,4 commands to collision with an

GHz) change a course or obstacle.
altitude. The
possibility of

collision with an
obstacle.

FUSN Channel Increase of a The The lack of data
(2,4 GHz) number of the incompleteness of from the sensor

unserved sensor the data which is fields.
nodes. collected from the

sensor fields.

Telemetry Late delivery of Brief interruption Inability to control
Channel (433 information about of displaying the the parameters of

MHz) the parameters of information about the flight (only
the flight of the the parameters of possible visual

UAV. flight. control in the
manual mode)

Table 1: Description of the control problems due to the UAV-P misrepresenta-
tion of different radio channels.

In order to identify the mutual influence of different radio channels on each
other and as a consequence - the emergence of delays and loss in the data
transmission in the Internet of Things laboratory SPbSUT [17], a hardware
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and software system for automated testing of the interaction of two segments
FUSN -P is developed.

3. Problems of interaction between segments FUSN

To test the radio-channel ” UAV-P-sensor node ” under the influence of
other radio stations the client-server interaction between the flying segment
and terrestrial segment FUSN-P based standard IEEE 802.15.4 was organized.

Designed complex consists of three applications:

• The client application (installed on the sensor node);
• The server application (installed on UAV-P’s);
• The analyzer of test results (the portable workstation).
While testing, the sensor node with a pre-installed client application switches

to send broadcast frames at a predetermined communication channel (Figure
3).

Fig. 3: Schematic testing of FUSN-P.

IEEE 802.15.4 radio was established on multicopter with the pre-installed
server application that interacts with the flight controller UAV-P - Pixhawk.
During the testing, the server switches to read the data from the radio module
and the data broadcast via the UART port on a flight controller. After the test
the multicopter returned to the base where it synchronized with the computer
to transfer the measurement results. Results Analyzer that is installed on a
laptop collects the data from multicopter in the automated mode. Data is
written to the database and on the user’s request the averaged results of each
parameter for each test were formed (Figure 3). During the test IEEE 802.15.4
radios manufactured by Silicon Labs EM357 is used.
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To assess the quality of the communication channel ”UAV-P-sensor node” a
number of parameters has been selected that fully reflects the mutual influence
of different radio channels on each other on the physical level:

• Packet Error Rate (PER) — the percentage of the received packets which
contain the errors;

• Link Quality Indicator (LQI) — indicator of the quality of the communi-
cation channel which displays the ”noise pollution” of the communication
channel;

• Reciver Strength Signal Indicator (RSSI) — the measure of the received
signal strength in dBm;

• Correlated Packets Error (Correlated Packets) — a number of packets
that have been subjected to correlation.

All of the above mentioned parameters are monitored at the link layer. In
the case of their occurrence there were delays of the data processing, storage
of unserved applications in the buffer and packet loss that is unacceptable for
the real-time systems. For a comprehensive study of radio ”UAV-sensor node”
the following structure of the tests was formed:

1) Influence test of the communication channel radio module which operates
in the frequency range of 2.4 GHz on the channel IEEE 802.15.4, which
operates in the frequency range 2.4 GHz.

2) Influence test of the radio communication channels of the module (2.4
GHz) and the module that broadcasts video streaming from the camera
to multicopter which operates in the frequency range of 5.8 GHz, in the
channel IEEE 802.15.4 (2.4 GHz).

3) Influence test of the radio communication channels of the module (2.4
GHz) and the telemetry unit which operates in the frequency range of
433 MHz, on the communication channel IEEE 802.15.4 (2.4 GHz).

4) Influence test of the radio communication channels of the module (2.4
GHz), telemetry (433 MHz) and module of the streaming video from a
camera (5.8 GHz) on the channel IEEE 802.15.4 (2.4 GHz).

All test parameters are fixed depending on the altitude multicopter: 5 me-
ters, 10 meters, 15 meters, 20 meters, 25 meters and 30 meters respectively.
The number of test packets that are sent from the terrestrial to flying FUSN-P
segment was 256. At the time of the relevant test the multicopter hung over
the sensor node at a specified height for 1 minute.

4. Analysis of test results

During the entire sequence of tests general and partial dependences were
revealed. General dependences:

• When the remote radio control UAV-P’s is switched on, there is a signif-
icant weakening of the power of the received signal with the increasing
altitude. Similar results, but with a weaker level of the received signal,
is observed in all other experiments.
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• While the simultaneous operation of all the radio during the flight of the
multicopter, there is a sharp decline in the power of the received signal.

• RSSI signal enables to indirectly estimate the distance to the terrestrial
segment of the network in the aerial survey. Figure 4 shows the received
signal strength (RSSI) of the distance to the flying segment FUSN-P.

Fig. 4: Dependence of the received signal power to a flying distance segment
FUSN-P.

As it is shown in Figure 4, in cases of gradual removal of the terrestrial seg-
ment FUSN-P the deterioration in the quality of the communication channel is
observed. While the distance from the sensor node to the client is increasing,
the power of received signal decreases so that it increases the mutual inter-
ference of radio channels with each other and the inability of the receiver to
restore the distorted symbols. At a distance of 30 meters it is almost impossible
to evaluate the quality of communication.

It is worth noting that the influence test of the channels UAV-P and the
radio telemetry on IEEE 802.15.4 there are more ”noisy” links.Figure 5 shows
the link quality indicator (LQI) of the distance to the flying segment FUSN-P.

When testing the influence of all the radio channels UAV-P on IEEE 802.15.4
channel by increasing the distance between the flying and terrestrial segment
FUSN-P, there is a significant an increase in the percentage of packets which
are received with errors. For example, at a distance of 20 meters, this value
reaches 63% of the total number of sent packets (Figure 6). Thus, with such
an amount of errors the collection of data from the terrestrial segment is not
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Fig. 5: Dependence of the link quality indicator on the distance to the flying
segment FUSN.

possible. Flight altitude UAVs is above 10 meters which is critical for FUSN,
in all trials as the loss of more than 5% - 10% leads to considerable delays in
the delivery of packages.

While testing with a simultaneous operation of all the radio channels in the
channel IEEE 802.15.4, there are a large number of packets which are correlated
with an increase in the distance between the UAV-P and the ground segment
FUSN (Figure 7). A large number of correlated packets do not quickly and
reliably transmit data to the terrestrial segment, which is critical for FUSN-P
because of limited battery power on the multicopter. As a result, dependencies
can be shown to confirm the conclusion which is obtained in the analysis of
the parameter PER: the distance between the terrestrial and flying segments
FUSN-P should not be more than 10 meters for all kinds of tests.

5. Conclusion
• The article has considered a test set of the link between the UAV-P and

the terrestrial segment FUSN-P. The structure of the tests was suggested
and the hardware and software system for automated testing radio FUSN-
P service channels under the influence of the UAV-P was developed.

• The distance between the ground and flying segments FUSN-P should
not exceed 10 meters for the sustainable functioning FUSN-P.
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Fig. 6: The dependence of the received packets with errors on the distance to
the flying segment FUSN-P.

• In the future we are planning to develop the test specifications and to
consider the influence of the errors on the functioning of punctures for
low power and lossy networks: ZigBee, 6LoWPAN, RPL etc.
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Abstract
Wireless Sensor Networks, operating on the basis of IEEE 802.15.4,

becoming more popularity in all sphere of life. The new direction of using
ZigBee Networks is Flying Ubiquitous Sensor Networks. Data communi-
cation with terrestrial segment of network is becoming more effectively
than the others technologies, due to self-organizing function and low
power consumption.

Keywords: Ubiquitous Sensor Networks, multimedia data, ZigBee, QoE,
Flying Ubiquitous Sensor Networks (FUSN)

1. Introduction
Today, Ubiquitous Sensor Networks (USN) are deeply integrated in the ev-

eryday life of an ordinary person. Research in the field of capability, network
security, traffic characteristics are actively conducted by large number of scien-
tists in different countries of the world [1, 2, 3]. Poses some interesting problems
FUSN integration and concept of the Internet of Things [4, 5] are creating some
interesting problems, for which the USN is a technological basis.

Recently a new direction of development in USN is Flying Ubiquitous Sensor
Networks (FUSN) [6] becoming popular. The scope of FUSN is beneficial for
industry, agriculture, transport and monitoring of the functioning over various
objects.

FUSN is a part of USN, thereby it has a similar principles of organization
and architecture. Additionally, this networks have peer-to-peer or hierarchical
(cluster) models. Also, there are 2 segments of FUSN: terrestrial and flying.

Since a part of the FUSN USN, it has a similar organization principles and
architecture. Such networks can be peer or hierarchical (cluster). Also allocate
2 segments FUSN: ground and flying, which in turn can be peer or hierarchical.

FUSNs are realized by ZigBee specification, 6 LoWPAN, RPL, Bluetooth
Low Energy (BLE) and so on [7, 8], which allowing self-organizing networks
with clusters topologies, and low cost realization, transferring small amounts
of information and characterized low power consumption.

The self-organizing in Flying Ubiquitous Sensor Networks (FUSN) is auto-
matic creation of network topology, self-acting connection of new nodes, auto-
matic choice of routes the packet network without human intervention and this
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is the one of typical side of ZigBee specification. The main feature of FUSN is a
large coverage of sensors fields for terrestrial segment. Therefore, is considered
the possibility of clustering of the terrestrial segment and the using of UAVs
as a main node.

The public unmanned aerial vehicles (UAV-P) can be used for FUSN cre-
ation and FUSN-P is the network abbreviation in this case.

The voice and video transmission from terrestrial segment to UAV-P is
the next investigation task because often it may be the only chance to pass
the necessary information to the area of terrestrial sensor fields. There is a
positive experience of transfer of voice data over the protocol ZigBee [9]. In
connection with this problem the comparison of voice quality and video quality
of experience during their transmission from the terrestrial segment for years
using different protocols (ZigBee, 6LoWPAN, RPL), and different languages is
of great interest for FUSN-P.

2. Goal of Investigation

To assess the quality of voice in different languages and videos from the
terrestrial segment, we have chosen the ZigBee protocol, whereas it is com-
monly known, has many applications in various fields. It is planned to conduct
researches and compare with the others protocols.

ZigBee networks are creating of base nodes of 3 types: coordinators, routers
and end points [10]. Coordinator is generating network, forming and function-
ing as the control center and network trust center - setting security policy
defining the settings in the process of joining devices to the network, responsi-
ble for security keys. Router is transferring packets of data, realizing dynamic
routing, restoring routes on network congestion or failure of any device. Routers
connect to the coordinator or others routers on the forming of network, and can
attaching child devices — routers or end points. Router works in continuous
mode, has permanent power consumption and can provide up to 32 end devices.
End point can send and receive packets, but does not translate and route. End
points can connect to the coordinator or router, but cannot have child devices.
Additionally, end points can be converted into sleep mode to conserve battery
power. Developers of this specification have documented of transferring small
packets of data, mostly text and packets insensitive for delays.

Despite on this, the goal was analyzed opportunities of transferring multi-
media data over ZigBee with appropriate quality. Investigation possibilities of
transmitting data such as voice, video, image will expand the range of services
to end users on the basis of WPAN networks.

3. Experimental Evaluation

To achieve the goal, the following tasks were allocated: investigation of ex-
isting algorithms and approaches to transferring data via FUSN; development
laboratory test bed of transferring image data and voice; the experiment of
broadcast image and voice data; evaluation of the quality obtained results over
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the method of assessing the quality of perception, according ITU recommen-
dations [11, 12].

It is known, that developed solutions for voice channel through ZigBee
have already existed and studied, but the commercial development perform for
specific hardware and software technology are not universal, and the solutions
do not involve an assessment of transmission quality, according to the existing
standards.

For practical implementation and experimentation was assembled labora-
tory test bed based on debugging kits by company Silicon Labs, which was

Fig. 1: Laboratory test bed for image transferring.

based on ZigBee modules by Telegesis. Two devices of ETRX3 were selected,
satisfying the research conditions, that allow managing the network through
the AT command and quickly establish a connection via asynchronous receiver-
transmitter (UART). Since, the task to translate the voice and the image, test
beds have to include different components, besides the main part of research
— the ZigBee network. The wireless network was installed between the two
computers, which have simulated a transparent channel (Transparent mode).
Scheme of laboratory test bed shown in Fig. 1.

The initial data were selected as an image size of 37 KB, it is obvious that
the resolution of the image does not have large, but it is more than enough
to recognize objects and analyze their actions. After event from software in-
formation is input to the ZigBee ETRX3. The image then is transmitted to
the coordinator via the wireless network. The next step is transferring bytes
to the computer through a UART interface that can operate at a speed of
115200 bits per second, using the hardware flow control. ETRX3 modules can
transmit data in two modes. The first approach is “AT+DMODE” is simulate
transparent mode working. This method is transmitted data without acknowl-
edgment, thus a higher data rate is 12.7 Kbit per second. The second method
allows transferring numbered packets and confirms the correct data sending.
It helps to recover lost packets; this method is “AT+SCAST”. Thereby, for
analyze network possibilities we needed to take into account different parame-
ters, such as indicators of quality perception, delays and losses, thus a second
mode have selected for laboratory test bed —“AT+SCAST”. If the loss had
occurred, the resulting image would have damaged and as a result, would have
not displayed. “AT+SCAST” allows to broadcast data from the router to the
coordinator, which marked in the network as a Sink. This module is part of the
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network ZigBee, which performing function of receiving all transmitted data
over the network. “AT+SCAST” provides correctly transfer and receive image
without distortion, but the speed of this process is much slower than the first
mode. The speed was 7.5 Kbit per second. The original image was transmit-
ted in 39 seconds.The next experiment has a direction on voice over ZigBee
network; the scheme of laboratory test bed shown on Fig. 2.

Fig. 2: Laboratory test bed for image transferring.

The goal of this experiment was to transmit voice in real time. The param-
eters of the experiment are the same as in the previous case, but this test bed
has included a microphone for input information and a speaker for outputting
information. Each experiment was performed at 15 seconds, the experts were
speaking into a microphone in different languages, and the voice is transmitted
to an analog-digital converter and then converted into the PCM format. A
method for transmitting data via network has selected “AT+DMODE”, be-
cause this type of traffic is not sensitive to losses, and more dependent on the
speed of transmission and delays. The sampling rate was 8000 Hz with 8 quan-
tization bits, and was sending the data to the transmission buffer every 10 ms.
Therefore, one packet contained the 80 bits. These characteristics ensured low
sound quality; moreover collected on the receiving side for full audio output
was failed. Thereby, test bed was using voice compression codec. It was chosen
lossy compression algorithm A-Law, compliant with G.711 [13]. Due to the
compression of traffic was able to increase quantization up to 16-bit for fill-
ing each packet of 80 bits. After transferring data to the PCM format at the
transmitting side of test bed traffic was compressed and then was passed via
transparent channel. The receiver side decompressed data and output to the
speaker, where Assistant assessed results.

One of the important case, connecting with realization network solutions, is
provisioning quality of service for each service. Additionally, the requirements
for network transmission parameters are specific to different applications and
types of traffic. Recommendation ITU-T Y.1540 [14] is identified the following
characteristics of the network as the most important in terms of their impact
on the quality of service: throughput, network reliability, delays and delay
variability, loss ratio, network survivability.

This research is analyzed the influence of network characteristics on the
quality of voice and image transmission over a wireless sensor network, accord-
ing to the existing recommendations. This will determine the further expedi-
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ency of using the ZigBee specification for the transmission of multimedia traffic
in similar technologies.

Most interesting is the transfer of the image, because today most services
are focused on the visualization of information. But the widespread usage
of Ubiquitous Sensor Networks suggests that image transmission over ZigBee
becomes ordinary technology. For example, if sensor movement in the house
or in a protected area, you will be interested to get the picture, what or who
caused the alarm. If it ran the hare or other animal, there is no necessity to
call special services.

Obviously, the existing Sensor Networks are problematic to transmit image
or video with acceptable levels of quality of service. But for the implementation
of applications such as ”smart infrastructure”, the values of some parameters
will be enough.

For assessment the quality of the image and voice transmission was chosen
methodology proposed in the ITU-T Recommendation R.913. As a subjective
evaluation method has chosen method of Absolute Category Rating (ACR).
This method uses a categorical estimation. The test sequence evaluated ac-
cording to the established scale of assessments. The advantage of the method
is the ability to evaluate the ACR only received test sequence on the receive side
without the etalons, that gets you closer to the real conditions of the network
and the estimated of end-users.

The experiment evaluated parameters such as transmission speed, the num-
ber of losses, the quality of speech recognition in multiple languages. Evalu-
ations were conducted by four experts. Call duration was 15 seconds. The
five experiments for each language provided. The decision to performing ex-
periments on the transmission of speech using fragments in different languages
was decided on the basis of the fact that the quality of speech in each language
demands different requirements. Subjective assessment may vary from one lan-
guage to another, due to the fact that languages differ in sound, some more
melodic, some more clear and easy to recognize and understand, etc. That is
why the experiments were conducted: Russian, English, French, Arabic and
Belarusian languages. To reduce the chance of exhibiting lower valuation ex-
pert to foreign speech in the expert group included at least one native speaker
of each language. Expert estimates are determined according to the following
five-point scale: 5 — excellent; 4 — good; 3 — is acceptable; 2 — bad; 1 —
unacceptable.

The first stage of the results analysis was calculation of the average rating
for each demonstration by the formula (1).

ujkr=
1

N

N∑
i=1

uijkr (1)

Table 1 illustrates an example of evaluation first fragment of speech in
English language.
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As can be seen, the results of evaluation fragment English higher than
Russian at approximately equal transmission conditions.

Experiment Losses, % Speed, bps Expert 1 Expert 2 Expert 3 Expert 4
1 11,4 353 3,0 3,0 3,5 3,0
2 12,0 312 2,5 3,0 3,0 3,0
3 10,1 412 3,5 4,0 3,5 4,0
4 11,3 368 3,5 3,5 3,5 3,5
5 12,2 302 3,0 3,0 2,5 3,0

Average 11,4 349 3,1 3,3 3,2 3,3

Table 1: Results in English.

This is related to the subjective perception of information by experts. The
group of experts contained foreign students who take English familiar, thus
there was some tendency inflated estimates, caused by human characteristics.

For further processing of the initial data was calculated the confidence in-
terval by the formula (2), which is derived from the standard deviation of the
estimates (3) and the size of each sample, according to ITU BT.500-13. For
example, is calculated for the English and Russian language.

δjkr= 1, 96
Sjkr√
N

(2)

Sjkr=

√√√√ N∑
i=1

(ujkr − uijkr)2
N − 1

(3)

Similarly, the confidence intervals were calculated for the other languages.
The results are combined in Table 2.

Language Rating Losses, % Speed, bps Confidence interval
Russian 3,2 11,4 383 (3,06; 3,38)
English 3,4 11,4 349 (3,26; 3,54)
French 3,3 11,4 348 (3,22; 3,48)
Arabic 3,0 11,1 331 (2,81; 3,19)

Belarussian 3,2 11,2 352 (3,04; 3,36)

Table 2: Evaluation MOS for five languages.

Evaluation of subjective methods performed to research the connection be-
tween objective indicators of the network and the subjective perception of in-
formation by users based on changes during transmission. For displaying of the
results using the logistic curve approximation based on the function (4). The
result is shown in Figure 3.

σ=
5

1 + e−t−t0
B

(4)
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Fig. 3: Logistic curve approximation.

The next step in the analysis was to determine the relationship between the
results. To determine the correlation of subjective assessments transmission
quality, lossy and speed of transmission was calculated the correlation coeffi-
cient. Based on the fact, that the coefficient of correlation between subjective
assessment and loss - 0.904, and between the speed of transmission - 0.318, it
can be concluded that the estimates are more dependent on the number of lost
packets, rather than on the speed of transmission over the network ZigBee.

4. Conclusions

According to the results of the study, the following conclusions:

• In case of low speed and high losses, quality of voice transmission signif-
icantly inferior of traditional communication networks. The number of
losses provides a large impact of transferring data via ZigBee.
• At that moment transferring video over ZigBee is problematic in that

case of low bandwidth of channel. The transmission of low resolution
images, makes rational requirements for latency and jitter.
• The compression of voice by codecs with losses of significant information

increases probability of packet delivery. On the other hand, if packet
losses in network, user will lose significant number of data. The choice of
codec with enhanced compression algorithm will improve results.

Thus, the scope of the using ZigBee networks for transmitting multimedia
information is specific. These networks are useful where requirements to the
quality of voice and image transmission rate low. The main advantage of using
a networking standard ZigBee is a low cost, high autonomy, simple creation
and survivability of these networks, which allows us to consider the networks
for the transmission of multimedia data in the future. Video and voice are
the only one way to communicate over FUSN in some cases. Especially, if it
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realized in the countryside or outback. Whereas quality of transferring voice
and image is satisfactory for all tested languages, then this direction can take
important place in FUSN.
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Abstract
In the paper, we investigate a single server queue with waiting room and a

reserve server which can be used for the modeling of energy saving schemes in
some telecommunication networks. An arriving customer is served by the main
server until the end of the service or until the timer expires. In latter case, the
reserve server joins to the service so that the service rate increases. This allows
to avoid too much delay in the system with reasonable energy saving.

CИСТЕМА МАССОВОГО ОБСЛУЖИВАНИЯ С
ТАЙМЕРОМ И РЕЗЕРВНЫМ

ОБСЛУЖИВАЮЩИМ ПРИБОРОМ
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Аннотация
В статье исследуется однолинейная система массового обслужи-

вания с ожиданием и резервным прибором, которая может быть ис-
пользована при моделировании схем энергосбережения в некоторых
реальных системах передачи и обработки информации. Любая заяв-
ка, поступившая в систему, обслуживается основным прибором до
тех пор, пока не обслужится до конца либо пока не сработает уста-
новленный в начале обслуживания таймер. Если заявка еще не об-
служилась, а таймер сработал, то к обслуживанию данной заявки
присоединяется резервный прибор и скорость передачи увеличивает-
ся. Это позволяет избежать слишком больших задержек в системе в
условиях разумной экономии энергии.
Ключевые слова: система массового обслуживания, резервный при-
бор, таймер, стационарное распределение, время пребывания

1. Введение
Проблемы, связанные с энергосбережением во многих реальных систе-

мах, в частности, в центрах обработки данных при облачных вычислениях,
могут решаться путем резервирования, с дальнейшим адаптивным под-
ключением, обслуживающих ресурсов. В ненадежных системах передачи
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данных наличие резервных каналов позволяет повысить качество переда-
чи. Вследствие стохастического характера обработки и передачи инфор-
мации актуальным является математическое моделирование систем с ре-
зервированием в рамках теории массового обслуживания. Упомянем лишь
некоторые публикации в данной области.

В публикациях [1]–[4] рассмотрены математические модели гибридных
систем связи, состоящих из ненадежного FSO (Free Space Optics) канала
и резервного абсолютно надежного радиоканала либо из FSO канала и ре-
зервного канала миллиметрового диапазона, которые могут выходить из
строя в непересекающихся интервалах времени. Статьи [5], [6] посвящены
задаче минимизации потребления энергии в центрах обработки данных при
сохранении допустимого уровня обслуживания клиентов. Здесь предпола-
гается, что при увеличении загрузки системы до некоторого порогового
уровня к работе могут подключаться приборы из резерва и при сниже-
нии загрузки до некотого другого уровня эти приборы снова переходят
в холодный резерв. В [7] соответствующие модели расширены на случай
нетерпеливых клиентов, которые уходят из системы необслуженными, если
время пребывания их в очереди превышает некоторую случайную величи-
ну. Аналогичная модель рассмотрена в [8].

В данной статье исследуется однолинейная система массового обслу-
живания, которую также можно использовать при решении задачи нахож-
дения копромисса между потреблением энергии и качеством обслужива-
ния за счет использования резервного прибора, который подключается к
обслуживанию заявки в случае превышения предельного времени ее пре-
бывания на приборе. Данную систему можно также рассматривать как
модель ненадежной системы, где при выходе из строя основного прибора
дообслуживание заявки производится резервным прибором.

2. Описание системы

Рассматривается однолинейная система массового обслуживания с бес-
конечным буфером, в которую поступает стационарный пуассоновский по-
ток заявок интенсивности λ.

Время обслуживания заявки имеет фазовое распределение (PH – Phase
type distribution) с неприводимым представлением (β, S). Это означает
следующее. Время обслуживания интерпретируется как время, за кото-
рое цепь Маркова mt, t ≥ 0, с пространством состояний {1, . . . ,M + 1}
достигнет поглощающего состоянияM+1. Переходы цепи mt, t ≥ 0, с про-
странством состояний {1, . . . ,M} задаются субгенератором S, а интенсив-
ности переходов в поглощающее состояние задаются вектором S0 = −Se.
Когда обслуживание начинается, состояние процесса mt, t ≥ 0, выбирается
из множества {1, . . . ,M} на основании вероятностного вектора-строки β.
Полагаем, что матрица S + S0β является неприводимой. Интенсивность
обслуживания задается как µ = −(βS−1e)−1.
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Кроме основного обслуживающего прибора в системе имееется резерв-
ный прибор. Резервный прибор подключается к обслуживанию текущей
заявки, если время обслуживания этой заявки превышает некоторое пре-
дельное время, которое определяется как случайная величина (таймер),
имеющая PH распределение с неприводимым представлением (τ , T ) и про-
странством состояний управляющего процесса (1, 2, . . . , R). Интенсивность
таймера определяется как κ = −(τT−1e)−1, T 0 = −Te. При подключении
к обслуживанию резервного прибора оба прибора начинают совместное
обслуживание заявки, которое продолжается с той фазы, на которой сра-
ботал таймер. Можно также интерпретировать подключение резервного
прибора как замену основного при его поломке. Во всяком случае, чтобы
отразить тот факт, что обслуживание заявки при подключении резервного
прибора продолжается с текущей фазы и должно пройти все оставшиеся
фазы, предполагаем, что в момент окончания таймера субгенератор S ме-
няется на S̃ = αS. Здесь значение параметра α (меньше, равно или больше
единицы) выбирается в зависимости от того, что предполагается: остав-
шееся время обслуживания в среднем меньше, равно или больше такового
при обслуживании только основным прибором.

3. Процесс, описывающий функционирование системы
Пусть в момент времени t, t ≥ 0,
• it - количество заявок в системе, it ≥ 0,

• rt =

{
0, если резервный прибор не задействован в момент t,
1,если резерв. прибор помогает обслуживать заявку в момент t;

• mt - состояние управляющего процесса обслуживания на основном
приборе, работающем без помощи резервного прибора, mt = 1,M ;
• ηt - состояние управляющего процесса таймера на основном приборе,

работающем без поддержки, ηt = 1, R;
• m̃t - состояние управляющего процесса обслуживания на основном

приборе, работающем с поддержкой резервного прибора.
Процесс изменения состояний системы описывается регулярной непри-

водимой цепью Маркова ξt, t ≥ 0, с непрерывным временем и простран-
ством состояний

Ω = {(0); (i, 0,m, η), i ≥ 1,m = 1,M, η = 1, R; (i, 1, m̃), i ≥ 1, m̃ = 1,M.}

Нетрудно видеть, что число состояний, входящих в любое подмножество
со значением i > 0, равно MR+M.

Далее будем предполагать, что состояния цепи ξt, t ≥ 0, упорядочены
следующим образом. При фиксированных значениях компонент i, r упоря-
дочим состояния в лексикографическом порядке возрастания остальных
компонент. Обозначим полученные упорядоченные множества как Ωi,r, и
все множество состояний Ω упорядочим следующим образом:

(0),Ω1,0, Ω1,1, Ω2,0, Ω2,1, Ω3,0, Ω3,1...
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Теорема 1. Инфинитезимальный генератор Q цепи Маркова ξt, t ≥ 0,
имеет следующую блочную структуру

Q =


Q0,0 Q0,1 O O · · ·
Q1,0 Q0 Q1 O · · ·
O Q−1 Q0 Q1 · · ·
O O Q−1 Q0 · · ·
...

...
...

...
. . .

 ,

где

Q0,0 = −λ, Q0,1 = (λβ ⊗ τ |O1×M ), Q1,0 =

(
S0⊗eR
S̃0

)
,

Q−1 =

(
S0β ⊗ eRτ OMR×M
S̃0β ⊗ τ OM

)
, Q0 =

(
−λIMR + S ⊕ T IM ⊗ T 0

OM×MR −λIM + S̃

)
,

Q1 = λIM(R+1).

Доказательство теоремы выполняется путем анализа вероятностей пе-
реходов рассматриваемой цепи на бесконечно малом интервале времени.

Из вида генератора следует, что исследуемая цепь принадлежит классу
векторных процессов гибели и размножения, см. например, [9].

4. Стационарное распределение. Вероятностные
характеристики системы

Теорема 2. Необходимым и достаточным условием существования
стационарного распределения цепи Маркова ξt является выполнение нера-
венства

λ < xµ, (1)

где вектор x определяется как единственное решение системы линейных
алгебраических уравнений

x(S ⊕ T )[I − e(β ⊗ τ )] = 0, (2)

xe− x(IM ⊗ T 0)S̃−1e = 1, (3)

а величина µ вычисляется как µ = −(S ⊕ T )e.

Доказательство. Поскольку исследуемая цепь является векторным про-
цессом гибели и размножения, то, согласно [9], необходимым и достаточ-
ным условием существования ее стационарного распределения является
выполнение неравенства

zQ−1e > zQ1e, (4)
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где вектор z является единственным решением системы линейных алгеб-
раических уравнений

z(Q−1 +Q0 +Q1) = 0, ze = 1. (5)

Представим вектор z в виде z = (x,y), где x и y имеют размерности MR
и M соответственно. Тогда неравенство (4) запишется в виде

x(S0 ⊗ eL) + yS̃0 > λ, (6)

а система (5) как

x(S0β ⊗ eτ + S ⊕ T ) + y(S̃0β ⊗ τ ) = 0, (7)

x(IM ⊗ T 0) + yS̃ = 0, (8)

xe + ye = 1. (9)

Выражая из (8) вектор y через вектор x и подставляя полученное вы-
ражение в неравенство (6) и уравнения (7)-(9), после несложных алгебра-
ических преобразований получаем неравенство (1) и систему (2)-(3). �

Следствие 1. В случае стационарного пуассоновского потока и экспо-
ненциальных распределений времен обслуживания и таймера условие су-
ществования стационарного распределения (1)-(3) сводится к следующему
неравенству

λ <
αµ

αµ+ κ
(µ+ κ).

Далее будем предполагать, что неравенство (1) выполняется.
Упорядочим стационарные вероятности в соответствии с определенным

выше порядком расположения состояний цепи и сформируем векторы-
строки pi, i ≥ 0, стационарных вероятностей, соответствующих значению i
счетной компоненты.

Векторы pi, i ≥ 0, вычисляются с использованием алгоритма, разрабо-
танного в [10] для нахождения стационарного распределения многомерных
квазитеплицевых цепей Маркова, частным случаем которых являются век-
торные процессы гибели и размножения.

Вычислив стационарное распределение pi, i ≥ 0, можно вычислить ряд
характеристик производительности рассматриваемой системы. При этом
будет полезен следующий результат, позволяющий вычислить фактори-
альные моменты распределения без вычисления бесконечых сумм.

Теорема 3. Векторная производящая функция P (z) =
∞∑
i=1

piz
i, |z| ≤ 1,

удовлетворяет следующему уравнению:

P (z)Q(z) = z[p1Q0 − p0Q̃(z)].
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Факториальные моменты стационарного распределения могут быть вы-
числены путем дифференцирования этого уравнения. Однако это сопряже-
но с проблемой, вызванной тем, что матрица этой системы, Q(z), является
вырожденной в точке z = 1. Для решения этой проблемы нами разработана
следующая вычислительная процедура.

Обозначим через f (n)(z) n-ю производную функции f(z), n ≥ 1, и f (0)(z) =
f(z).

Следствие 2. m-я, m ≥ 0, производная векторной производящей функ-
ции P (z) в точке z = 1 вычисляется рекуррентно из системы линейных
алгебраических уравнений

P (m)(1)Q(1) = Γ(m)(1)−
m−1∑
l=0

Cl
mP

(l)(1)Q(m−l)(1),

P (m)(1)Q′(1)e = 1
m+1 [Γ(m+1)(1)−

m−1∑
l=0

Cl
m+1P

(l)(1)Q(m+1−l)(1)]e.

(10)

где Γ(m)(1) =


p1Q0 − p0Q̃(1), m = 0,

p1Q0 − p0Q̃(1)− p0Q̃′(1), m = 1,

−p0[mQ̃(m−1)(1) +Q(m)(1)], m > 1,

Q̃(m)(1) =

{
Q0,1, если m = 0,
O, если m > 0;

, Q(m)(1) =


Q−1 +Q0 +Q1, если m = 0,
Q0 + 2Q1, если m = 1,
2Q1, если m = 2,
O, если m > 2.

Вычислив стационарное распределение и используя формулу (10), мож-
но вычислить ряд важных характеристик производительности системы.
Формулы для вычисления этих характеристик приведены ниже.

• Вероятность того, что основной прибор свободен P (1)
idle = p0.

• Среднее число заявок в системе L = P′(1)e.
• Дисперсия числа заявок в системе V = P′′(1) + P′(1)− L2.
• Вероятность того, что основной прибор обслуживает заявку без по-

мощи резервного (P (0)) и с помощью резервного (P (1)).

P (0) = P(1)

(
eMR

OM

)
, P (1) = 1− p0 − P (0)

0 .

• Вероятность того, что резервный прибор свободен P (2)
idle = 1− P (0)

0 .
• Вероятность того, что к обслуживанию произвольной заявки будет

подключен резервный прибор (Phelp ) и вероятность того, что основ-
ной прибор обслужит заявку самостоятельно (Pno−help)

Phelp = −(β ⊗ τ )(S ⊕ T )−1(IM ⊗ T )e, Pno−help = 1− Phelp.
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5. Распределение времени пребывания

Пусть ṽt – время дообслуживания заявки, находящейся на основном
приборе в момент времени t. Пусть также

Ṽ (0,m, η, x) = lim
t→∞

P{rt = 0,mt = m, ηt = η, ṽt < x}, m = 1,M, η = 1, R;

Ṽ (1, m̃, x) = lim
t→∞

P{rt = 1, m̃t = m̃, ṽt < x}, m̃ = 1,M, x ≥ 0.

Введем обозначения для преобразований Лапласа- Стилтьеса

ṽ(0,m, η, u) =

∞∫
0

e−uxdṼ (0,m, η, x), ṽ(1, m̃, u) =

∞∫
0

e−uxdṼ (1, m̃, x), Re u ≥ 0,

и векторов- столбцов ṽ(0, u) и ṽ(1, u) , составленных из этих преобразо-
ваний путем лексикографического упрядочения компонент m, η в первом
случае и компоненты m̃ во втором случае.

Справедлива следующая теорема.
Теорема 4. Векторы преобразований Лапласа- Стилтьеса времени до-

обслуживания заявки имеют следующий вид:

ṽ(0, u) = (uI − S ⊕ T )−1[S0 ⊗ eR + (uI − S̃)−1S̃0 ⊗ T 0], (11)

ṽ(1, u) = (uI − S̃)−1S̃0. (12)

Доказательство. Используя вероятностную интерпретацию преобразова-
ния Лапласа-Стилтьеса, запишем ṽ(0, u) как

ṽ(0, u) =

∞∫
0

e−ute(S⊕T )t(S0⊗eR)dt+

∞∫
0

e−ut
t∫

0

e(S⊕T )x(IM⊗T 0)dxeS̃(t−x)S̃0dt.

(13)
Вычислим интегралы в правой части (13). Очевидным образом получим
выражение (12) для первого слагаемого в (13):

∞∫
0

e−ute(S⊕T )t(S0 ⊗ eR)dt = (uI − S ⊕ T )−1(S0 ⊗ eR). (14)

В результате алгебраических преобразований получим следующее вы-
ражение для второго слагаемого в (13).

∞∫
0

e−ut
t∫

0

e(S⊕T )x(IM ⊗ T 0)dxeS̃(t−x)S̃0dt =
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= [uI − (S ⊕ T )]−1[(uI − S̃)−1 ⊗ IR](S̃0 ⊗ T 0). (15)

Подставляя (14)-(15) в (13), получим (11). Формула (12) доказывается оче-
видным образом. �

Следствие 3. Векторы средних значений времен дообслуживания заяв-
ки имеют следующий вид:

t̃0 = −(S ⊕ T )−1[I + S̃−1 ⊗ T ]e,

t̃1 = −S̃−1e.

Доказательство следует из формул t̃0 = −ṽ′(0, 0), t̃1 = −ṽ′(1, 0).
Следствие 4. Преобразование Лапласа- Стилтьеса времени обслужива-

ния произвольной заявки вычисляется по формуле

v(0, u) = (β ⊗ τ )ṽ(0, u).

Следствие 5. Среднее значение времени обслуживания произвольной
заявки вычисляется по формуле

t̄ = −(β ⊗ τ )(S ⊕ T )−1[I + S̃−1 ⊗ T ]e.

Теорема 5. Преобразование Лапласа- Стилтьеса времени пребывания
произвольной заявки в системе имеет вид

v(u) = p0v(0, u) + P(v(0, u))

(
ṽ(0, u)
ṽ(1, u)

)
.

Доказательство. Доказательство теоремы следует из формулы полной ве-
роятности с учетом вероятностного смысла преобразования Лапласа- Сти-
лтьеса. �

Следствие 6. Среднее значение времени пребывания произвольной за-
явки в системе имеет вид

v̄ = p0t̄+ P(1)

(
t̃0
t̃1

)
+ Lt̄.
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Abstract

A tandem of queuing systems is considered. Each system has a high-priority
input flow and a low-priority input flow which are conflicting. In the first system,
the customers are serviced in the class of cyclic algorithms. The serviced high-
priority customers are transferred from the first system to the second one with
random delays and become the high-priority input flow of the second system. In
the second system, customers are serviced in the class of cyclic algorithms with
prolongations. Low-priority customers are serviced when their number exceeds
a threshold. A mathematical model is constructed in form of a multidimensional
denumerable discrete-time Markov chain. The recurrent relations for partial prob-
ability generating functions for the low-priority queue in the second system are
found.

Keywords: tandem of controlling queuing systems, cyclic algorithm with pro-
longations, conflicting flows, multidimensional denumerable discrete-time Markov
chain

1. Introduction

Conflicting traffic flows control at a crossroad is one of classical problems in
queuing theory. In the literature several algorithms were investigated: fixed dura-
tion cyclic algorithm, cyclic algorithm with a loop, cyclic algorithm with changing
regimes, etc [1, 2, 3, 4, 5, 6]. However, several (two in our case) consecutive cross-
roads are of great interest, because in a real-life situation a vehicle having passed one
highway intersection finds itself at another one. In other words, an output flow from
the first intersection forms an input flow of the second intersection. Hence, the second
input flow no longer has an a priori known simple probabilistic structure (for exam-
ple, that of an non-ordinary Poison flow), and knowledge about the service algorithm
should be taken into account to deduce formation conditions of the first output flow.

Tandems of intersections were considered by a few authors. In [7] a computer-
aided simulation of adjacent intersection was carried out. In [8] a mathematical mode
of two intersection in tandem governed by cyclic algorithms was investigates and sta-
bility conditions were found. In this paper we assume that the first intersection is
governed by a cyclic algorithm while the econd intersection is governed by a cyclic
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algorithm with prolongations. In particular, we pay attention to the low-priority queue
in the second intersection.

2. The problem settings

Consider a queuing system with a scheme shown in (see Fig. 1). There are four
input flows of customers Π1, Π2, Π3, and Π4 entering the single server queueing sys-
tem. Customers in the input flow Π j, j ∈ {1, 2, 3, 4} join a queue O j with an unlimited
capacity. For j ∈ {1, 2, 3} the discipline of the queue O j is FIFO (First In First Out).
Discipline of the queue O4 will be described later. The input flows Π1 and Π3 are
generated by an external environment, which has only one state. Each of these flows
is a nonordinary Poisson flow. Denote by λ1 and λ3 the intensities of bulk arrivals for
the flows Π1 and Π3 respectively. The probability generating function of number of
customers in a bulk in the flow Π j is

f j(z) =

∞∑
ν=1

p( j)
ν zν, j ∈ {1, 3}, (1)

We assume that f j(z) converges for any z ∈ C such that |z| < (1 + ε), ε > 0. Here p( j)
ν

is the probability of a bulk size in flow Π j being exactly ν = 0, 1, . . . . Having been
serviced the customers from O1 come back to the system as the Π4 customers. The
Π4 customers in turn after service enter the system as the Π2 ones. The flows Π2 and
Π3 are conflicting in the sense that their customers can’t be serviced simultaneously.
This implies that the problem can’t be reduced to a problem with fewer input flows by
merging the flows together.

П1

П2

П3

П4

O1

O2

O3

O4

δ1

δ2

δ3

δ4

Г(0,1) Г(0,2)

Г(d,nd)

П1out

П2out

П3out

П4out

П1sat

П2sat

П3sat

П4sat ОУ

Figure 1: Scheme of the queuing system as a cybernetic control system
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In order to describe the server behavior we fix positive integers d, n0, n1, . . ., nd

and we introduce a finite set Γ = {Γ(k,r) : k = 0, 1, . . . , d; r = 1, 2, . . . nk} of states server
can reside in. At the state Γ(k,r) sever stays during constant time T (k,r). Define disjoint
subsets ΓI, ΓII, ΓIII, and ΓIV of Γ as follows. In the state γ ∈ ΓI only customers from
the queues O1, O2 and O4 are serviced. In the state γ ∈ ΓII only customers from the
queues O2 and O4 are serviced. In the state γ ∈ ΓIII only customers from queues O1,
O3, and O4 are serviced. In the state γ ∈ ΓIV only customers from queues O3 and
O4 are serviced. We assume that Γ = ΓI ∪ ΓII ∪ ΓIII ∪ ΓIV. Set also 1Γ = ΓI ∪ ΓIII,
2Γ = ΓI ∪ ΓII, 3Γ = ΓIII ∪ ΓIV.

The server changes its state according to the following rules. We call a set Ck =

{Γ(k,r) : r = 1, 2, . . . nk} the k-th cycle, k = 1, 2, . . ., d. For k = 0 the state Γ(0,r) with
r = 1, 2, . . ., n0 is called a prolongation state. Put r ⊕k 1 = r + 1 for r < nk, and
r ⊕k 1 = 1 for r = nk (k = 0, 1, . . ., d). In the cycle Ck we select a subset CO

k
of input states, a subset CI

k of output states, and a subset CN
k = Ck \ (CO

k ∪ CI
k) of

neutral states. After the state Γ(k,r) ∈ Ck \ CO
k the server switches to the state Γ(k,r⊕k1)

within the same cycle Ck. After the state Γ(k,r) in CO
k the server switches to the state

Γ(k,r⊕k1) if number of customers in the queue O3 at switching instant is greater than
a predetermined threshold L. Otherwise, is the number of customers in the queue
O3 is less than or equals L then the new state is the prolongation one Γ(0,r1) where
r1 = h1(Γ(k,r)) and h1(·) is a given mapping of

⋃d
k=1 CO

k into {1, 2, . . . , n0}. After the
state Γ(0,r) if the number of customers in O3 is not above L the state of the same type
Γ(0,r2) is chosen where r2 = h2(r) and h2(·) is a given mapping of the set {1, 2, . . . , n0}

into itself; in the other case the new state is Γ(k,r3) ∈ CI
k where Γ(k,r3) = h3(r) and h3(·)

is a given mapping of {1, 2, . . . , n0} to
⋃d

k=1 CI
k. We assume that each prolongation

state Γ(0,r) belongs to the set 2Γ and that relations CO
k ⊂

2Γ and CI
k ⊂

3Γ hold. We also
assume that all the cycles have exactly one input and output state. Finally, we assume
that all the prolongation states make a cycle, that is h2(r) = r⊕0 1. Putting all together,
we introduce a function which formalizes the server state changes:

h(Γ(k,r), y) =


Γ(k,r⊕k1) if Γ(k,r) ∈ Ck \CO

k or (Γ(k,r) ∈ CO
k ) ∧ (y > L);

Γ(0,h1(Γ(k,r))) if Γ(k,r) ∈ CO
k and y 6 L;

Γ(0,r⊕01) if k = 0 and y 6 L;
h3(r) if k = 0 and y > L.

(2)

In general, service durations of different customers can be dependent and may
have different laws of probability distributions. So, saturation flows will be used to
define the service process. A saturation flow Πsat

j , j ∈ {1, 2, 3, 4}, is defined as a virtual
output flow under the maximum usage of the server and unlimited number of customer
in the queue O j. The saturation flow Πsat

j , j ∈ {1, 2, 3} contains a non-random number
`(k, r, j) > 0 of customers in the server state Γ(k,r). In particular, `(k, r, j) > 1 for
Γ(k,r) ∈ jΓ and `(k, r, j) = 0 for Γ(k,r) < jΓ. Let Z+ be the set of non-negative integer
numbers. If the queue O4 contains x ∈ Z+ customers the saturation flow Πsat

4 also
contains the x customers. Finally, in the state Γ(k,r) every customer from queue O4
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with probability pk,r and independently of others ends servicing and joins Π2 to go
to O2. With the complementary probability 1 − pk,r the customer stays in O4 until
the next time slot. In the next time slot it repeats its attempt to join Π2 with a proper
probability.

A real-life example of just described queuing system is a tandem of two consec-
utive crossroads (Fig. 2). The input flows are flows of vehicles. The flows Π1 and

Figure 2: A tandem of crossroads, the physical interpretation of the queuing system
under study

Π5 at the first crossroad are conflicting; Π2 and Π3 at the second crossroad are also
conflicting. Every vehicle from the flow Π1 after passing first road intersection joint
the flow Π4 and enters the queue O4. After some random time interval the vehicle
arrives to the next road intersection. Such a pair of crossroads is an instance of a more
general queuing model described above.

3. Mathematical model
The queuing system under investigation can be regarded as a cybernetic control

system what helps to rigorously construct a formal stochastic model [8]. The scheme
of the control system is shown in Fig. 1. There are following blocks present in the
scheme: 1) the external environment with one state; 2) input poles of the first type —
the input flows Π1, Π2, Π3, and Π4; 3) input poles of the second type — the satura-
tion flows Πsat

1 , Πsat
2 , Πsat

3 , and Πsat
4 ; 4) an external memory — the queues O1, O2, O3,

and O4; 5) an information processing device for the external memory — the queue
discipline units δ1, δ2, δ3, and δ4; 6) an internal memory — the server (OY); 7) an
information processing device for internal memory — the graph of server state transi-
tions; 8) output poles — the output flows Πout

1 , Πout
2 , Πout

3 , and Πout
4 . The coordinate of

a block is its number on the scheme.
Let us introduce the following variables and elements along with their value ranges.

To fix a discrete time scale consider the epochs τ0 = 0, τ1, τ2, . . . when the server
changes its state. Let Γi ∈ Γ be the server state during the interval (τi−1; τi], κ j,i ∈ Z+

be the number of customers in the queue O j at the instant τi, η j,i ∈ Z+ be the number
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of customers arrived into the queue O j from the flow Π j during the interval (τi; τi+1],
ξ j,i ∈ Z+ be the number of customers in the saturation flow Πsat

j during the interval

(τi; τi+1], ξ j,i ∈ Z+ be the actual number of serviced customers from the queue O j

during the interval (τi; τi+1], j ∈ {1, 2, 3, 4}.
The server changes its state according to the following rule:

Γi+1 = h(Γi, κ3,i) (3)

where the mapping h(·, ·) is defined by Formula (2). To determine the duration Ti+1 of
the next time slot it useful to introduce a mapping hT (·, ·) by

Ti+1 = hT (Γi, κ3,i) = T (k,r) where Γ(k,r) = Γi+1 = h(Γi, κ3,i).

A functional relation

ξ j,i = min{κ j,i + η j,i, ξ j,i}, j ∈ {1, 2, 3}, (4)

between ξ j,i and κ j,i, η j,i, ξ j,i describes the service strategy. Further, since

κ j,i+1 = κ j,i + η j,i − ξ j,i, j ∈ {1, 2, 3},

and due to (4) it follows that

κ j,i+1 = max{0, κ j,i + η j,i − ξ j,i}, j ∈ {1, 2, 3}. (5)

We also have from the problem settings the following relations for the flow Π4:

η4,i = min{ξ1,i, κ1,i + η1,i}, κ4,i+1 = κ4,i + η4,i − η2,i, ξ4,i = κ4,i. (6)

Put κi = (κ1,i, κ2,i, κ3,i, κ4,i). The non-local description of the input and satu-
ration flows consists in specifying particular features of the conditional probabil-
ity distribution of selected discrete components ηi = (η1,i, η2,i, η3,i, η4,i) and ξi =

(ξ1,i, ξ2,i, ξ3,i, ξ4,i) of marked point processes {(τi, νi, ηi); i > 0} and {(τi, νi, ξi); i > 0}
with marks νi = (Γi; κi). Let ϕ1(·, ·) and ϕ3(·, ·) be defined by series expansions

∞∑
ν=0

zνϕ j(ν, t) = exp{λ jt( f j(z) − 1)}

with functions where f j(z) defined by (1), j ∈ {1, 3}. The function ϕ j(ν, t) equals the
probability of ν = 0, 1, . . . arrivals in the flow Π j during time t > 0. If ν < 0 the value
of ϕ j(ν, t) is set to zero. Define function ψ(·, ·, ·) by

ψ(k; y, u) = Ck
yuk(1 − u)y−k.

Then ψ(k; y, pk,r) is the probability of k arrival from flow Π2 given the queue O4 con-
tains y customers and the server state is Γ(k,r). For values k < {0, 1, . . . , y} the value of
ψ(k; y, u) is set to zero.
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Let a = (a1, a2, a3, a4) ∈ Z4
+ and x = (x1, x2, x3, x4) ∈ Z4

+. If the mark value is
νi = (Γ(k,r); x) then the probability ϕ(a, k, r, x) of simultaneous equalities η1,i = a1,
η2,i = a2, η3,i = a3, η4,i = a4 according the the problem statement is

ϕ1(a1, hT (Γ(k,r), x3)) · ψ(a2, x4, pk̃,r̃) · ϕ3(a3, hT (Γ(k,r), x3)) · δa4,min {`(k̃,r̃,1),x1+a1}

where Γ(k̃,r̃) = h(Γ(k,r), x3) and δi, j is the Kroneker’s delta:

δi, j =

1 if i = j,
0 if i , j.

Let b = (b1, b2, b3, b4) ∈ Z4
+. The probability ζ(b, k, r, x) of simultaneous equalities

ξ1,i = b1, ξ2,i = b2, ξ3,i = b3, ξ4,i = b4 given the fixed label value νi = (Γ(k,r); x) is

δb1,`(k̃,r̃,1) · δb2,`(k̃,r̃,2) · δb3,`(k̃,r̃,3) · δb4,x4 .

The assumptions on statistical properties of some blocks and function relations
between blocks are not contradicting and sufficient to construct a formal probability
model, as the following theorem first proven in [9] demonstrates.

Theorem 1. Choose γ0 = Γ(k0,r0) ∈ Γ and x0 = (x1,0, x2,0, x3,0, x4,0) ∈ Z4
+. There

exists a probability space (Ω,F ,P(·)), random variables η j,i = η j,i(ω), ξ j,i = ξ j,i(ω),
κ j,i = κ j,i(ω), and random elements Γi = Γi(ω), i > 0, j ∈ {1, 2, 3, 4} defined on this
space, such that: 1) equalities Γ0(ω) = γ0 and κ0(ω) = x0 hold; 2) relations (3), (5),
(6) hold; 3) for any a, b, xt = (x1,t, x2,t, x3,t, x4,t) ∈ Z4

+, Γ(kt ,rt) ∈ Γ, t = 1, 2, . . . the joint
conditional probability distribution of vectors ηi and ξi has the form

P
({
ω : ηi(ω) = a, ξi(ω) = b

} ∣∣∣∣∣ i⋂
t=0

{
ω : Γt(ω) = Γ(kt ,rt), κt(ω) = xt

})
= ϕ(a, ki, ri, xi) · ζ(b, ki, ri, xi).

From now on we focuse on low-priority customers in the queue O3.

4. The low-priority queue

Here we will consider the stochastic sequence

{(Γi(ω), κ3,i(ω)); i = 0, 1, . . .} (7)

which includes the number of low-priority customers κ3,i(ω) in the queue O3. In this
section we will report several results concerning this stochastic sequence.

Theorem 2. Let Γ0(ω) = Γ(k,r) ∈ Γ and κ3,0(ω) = x3,0 ∈ Z+ be fixed. Then the
stochastic sequence (7) is a homogeneous denumerable Markov chain.
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Theorem 3. Let x3, x̃3 ∈ Z+ and Γ(k,r), Γ(k̃,r̃) = h(Γ(k,r), x3) ∈ Γ. Then the transition
probabilities of the Markov chain (7) are

P({ω : Γi+1(ω) = Γ(k̃,r̃), κ3,i+1(ω) = x̃} | {ω : Γi(ω) = Γ(k,r), κ3,i(ω) = x})

= (1 − δx̃3,0) · ϕ
(
x̃3 + `(k̃, r̃, 3) − x3, hT

(
Γ(k̃,r̃), x3

))
+ δx̃3,0

`(k̃,r̃,3)−x3∑
a=0

ϕ3

(
a, hT

(
Γ(k̃,r̃), x3

))
.

The last theorem clarifies which states of the Markov chain {(Γi, κ3,i); i > 0} are
essential. To make a complete classification we introduce sets

S 3
0,r =

{
(Γ(0,r), x3) : x3 ∈ Z+, L > x3 > L − max

k=1,2,...,d

{ nk∑
t=0

`(k, t, 3)
}}
, 1 6 r 6 n0,

S 3
k,r =

{
(Γ(k,r), x3) : x3 ∈ Z+, x3 > L −

r−1∑
t=0

`(k, t, 3)
}
, 1 6 k 6 d, 1 6 r 6 nk.

Theorem 4. The set of essential states of the Markov chain {(Γi, κ3,i); i > 0} con-
sists of sets

⋃
16r6n0

S 3
0,r and

⋃
16k6d
16r6nk

S 3
k,r .

As before, let Γ(k,r) ∈ Γ and x3 ∈ Z+. Denote by H−1(Γ(k,r), x3) the set of all server
states γ such that h(γ, x3) = Γ(k,r) and put r 	k 1 = r − 1 for nk > r > 0, and r 	k 1 = nk

for r = 0 (k = 0, 1, . . ., d). Then formula (2) makes it possible to define the mapping
H−1(Γ(k,r), x3) explicitly:

H−1(Γ(k,r), x3) =



{
Γ(k1,r1),Γ(0,r	01)} if (k = 0) ∧ (x3 6 L),{
Γ(k,r	k1),Γ(0,r2)} if (Γ(k,r) ∈ CI

k) ∧ (x3 > L),{
Γ(k,r	k1)} if (Γ(k,r) ∈ CO

k ) ∨ (Γ(k,r) ∈ CN
k );

∅ if (k = 0) ∧ (x3 > L)
or (Γ(k,r) ∈ CI

k) ∧ (x3 6 L)

(8)

where h1(Γ(k1,r1)) = r and h3(r2) = Γ(k,r).
Let’s define for γ ∈ Γ and x3 ∈ Z+ values

Q3,i(γ, x) = P({ω : Γi(ω) = γ, κ3,i(ω) = x3}).

Suppose k and r are such that Γ(k,r) ∈ Γ. Let’s define the partial probability generating
functions

M
(i)(k, r, v) =

∞∑
w=0

Q3,i(Γ(k,r),w)vw, Φ(i)(k, r, v) =

∞∑
x3=0

∑
γ∈H−1(Γ(k,r),x3)

Q3,i(γ, x3)vx3 ,

qk,r(v) = v−`(k,r,3)
∞∑

w=0

ϕ3(w,T (k,r))vw.
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Theorem 5. Let γ̃ = Γ(k̃,r̃) ∈ Γ. The following recurrent w.r.t. i > 0 relations take
place for the partial probability generating functions:

M
(i+1)(k̃, r̃, v) = qk̃,r̃(v)Φ(i)(k̃, r̃, v) +

`(k̃,r̃,3)∑
x3=0

∑
γ∈H−1(γ̃,x3)

Q3,i(γ, x3)
`(k̃,r̃,3)−x3∑

a=0

ϕ3(a,T (k̃,r̃))−

−

`(k̃,r̃,3)∑
x3=0

∑
γ∈H−1(γ̃,x3)

Q3,i(γ, x3)vx3−`(k̃,r̃,3)
`(k̃,r̃,3)+1−x3∑

w=0

ϕ3(w,T (k̃,r̃))vw.
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Abstract

The paper presents the evaluation of the effectiveness of the structural orga-
nization of the system of multi-level secure access to external network resources.
We conducted a comparative analysis and optimization of the access scheme ”Di-
rect connection”, with of its various forms of implementation during the organiza-
tion of a secure connection of end node to the internal network resources located
in the external network.

Keywords: information protection, unauthorized access, firewalls, networking,
fault tolerance, information security, reliability.

1. Introduction
Modern computer networks, both corporate and public, have a complicated struc-

ture. In such networks, there are some very serious problems of information secu-
rity. They may be at risk of unauthorized access, denial-of-service nodes, the loss
of transmitted information, as well as threats of violations of privacy that could lead
to significant economic and other losses. [1, 2]. Threats can be both external - as a
result of remote network attacks, and internal - by various stowing software or hard-
ware. To eliminate the challenges of information security, some measures can be
taken and means of information security, located on various levels of the network
used. The principles of organization of a secure connection of the corporate network
to public network are among the most important elements for ensuring information
security. They have a significant impact on the safety and reliability of the network.
However, it is worth remembering that the most effective security techniques usually
imply some significant costs. In this study, we investigate possibilities of the scheme
for the organization secure access to external network resources, taking into account
the requirements set out in the guidance documents (legislative and legal documents)
on information security. The study is aimed at a choice of rational options for cre-
ating protection system, with ensuring minimizing the average residence time in her
requests and maintaining its high reliability [3, 4].

2. Object and objectives of the study
The scheme which is regarded in this paper is focused on improving the level of

protection devices on the network. The key challenge of the scheme is to organize
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secure access to poorly protected and / or uncontrolled portions of the network. This
scheme allows reducing the threat of DDoS-attacks, unauthorized access to a network
node, listening to the information channel and penetration of malicious software [5].
The scheme under consideration is based on a standard network access scheme to
the resources of the external network: the node ’Internal (local) network’ - Routers
- ’External network (the Internet)’. This approach minimizes the degree of possible
reorganization of existing corporate network. This standard scheme is depicted in
Figure 1. In the standard scheme of access the end-node of the corporate network
to nodes of the external network the protection of this node is based on a built-in
means: antivirus protection (AV), a standard firewall (FW), and possible means of
protection against unauthorized access. In the standard scheme at the entrance to
the network have a router. The measures used in this scheme, leading to the fact
that almost all of the work to eliminate threats from the external network rests on
the end-node. For mission-critical systems of mentioned above means of protection
are not enough. Therefore, we should use the scheme that ensures a comprehensive
information security. In the role of such a scheme can be used the scheme ’Direct
connection’ [5].

Figure 1: The standard scheme of access node in the external network.

As a result, we are suggested to consider the possibilities of the scheme ”Direct
connection”, in its various physical interpretations, in terms of its reliability and the
minimum average residence time of the request in the system. The aim is investigating
the possibilities of access scheme ’Direct connection’, in its various physical interpre-
tations in terms of ensuring high reliability of the system while minimizing the delays
to the service flow.
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3. The basic version of the access scheme ’Direct connection’
The use scheme ’Direct connection’ involves minimal changes in the architecture

of the corporate network, as well as minimal additional financial costs to implement
it. The structure of the scheme of ’Direct connection’ is presented in Figure 2.

Figure 2: The scheme ’Direct connection’.

In this scheme, at the entrance to the internal network (just after the router) is set
firewall with packet-filtering (FW-1) to eliminate spam, reduce the total load of the
channel within the network, as well as reduce the risk of DDoS-attacks. In most cases
mentioned above router can carry functional firewall with packet-filtering, however,
would be more effective to use a separate router and firewall. Firewall with adaptive
detailed packet inspection (FW-2) installed behind a FW-1 for a deeper analysis of
the contents of packages. [1]. Given the fact that the input of the FW-2 will flow
less data than the input of the FW-1, the load on the FW-2 will be smaller and, as
a result, higher performance of the network itself. Once the data have passed the
FW-2, they are (potentially ”clean-data”) must be received to the desired end-node.
On end-node there are local antivirus (AV) (with personal firewall) installed [1], as
well as some systems of protection against unauthorized access (UAA), and some
secure data storage in order to reduce the negative effects of potential insider attacks.
In this scheme of access, the channel data is to be protected, thereby reducing or
even prevents the possibility of influence an intruder on data flowing in the channel.
The choice of encryption algorithms and means (for the implementation of various
functions in the scheme) carried out according to existing guidelines. To improve
the overall network protection from DDoS-attacks, data loss or destruction and other
threats, mission critical nodes (both in terms of network architecture, and in terms of
data stored on them) should be reserved, and for the data stored on them, backups are
created.

4. Ways of construction the network infrastructure of access scheme
’Direct connection’

For qualitative and uninterrupted operation of the network, you must do a backup
of system components. Network architecture of the scheme ’Direct connection’ has
three main components: firewall with packet-filtering, firewall with adaptive detailed
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packet inspection and routers that connect all the elements of scheme together. In this
scheme there are four possible ways for the construction of scheme: with three, two
or one groups of routers on the entire system. Possible ways of constructing a network
infrastructure scheme ”Direct connection” presented in Figure 3.

Figure 3: Ways network architecture scheme ’Direct connection’.
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5. Estimation of reliability and average residence time of request in
the system

Optimization of possible ways scheme ”Direct connection” requires a search for
multiplicity of redundant nodes in each group. Required to reach the highest possible
level of system reliability while maintaining a minimum average residence time of
request in the system (hereinafter, ARToRS), given imposed limits on the cost of im-
plementing the system [6]. In this study, we assume that each of the FW and routers
eliminates and finds only its share of threats (errors) in the incoming stream. Each
node in the network represents the queuing system type M/M/1 with infinite queue.
The average residence time of request in such a system is defined as [7]:

T =
1/µ

1 − ρ
=

ν

1 − λ/µ
=

ν

1 − λ/ν
(1)

Here µ - service rate, and ρ = λ/µ - channel usage, ν = 1/µ - average service time
a request in a node, λ - arrival rate of requests (the density of the flow). The arrival
rate of requests received at each node is divided by N, as it enters for maintenance
in the N-nodes. When requests pass through several nodes, the ARToRS is defined
as the sum of the residence times in the nodes that are consistently involved in its
maintenance. Thus, for the system consisting of set of nodes the total the ARToRS is
defined as:

Ttotal =
∑

i

Ti (2)

After passing through the router the input flow is filtered and, thus, the density of
the flow on the FW-1 is lower than the router. The same happens with the input flow
received at the FW-2. After passing through the FW-1 a certain proportion of the input
flow is filtered and to the FW-2 is received smaller input flow. Thus, all four variants
of the scheme ”Direct connection” the ARToRS is defined as:

T1(λ) =
ν0

B1
+
ν1

B2
+
ν0

B3
+
ν2

B4
+
ν0

B5
(3)

T2(λ) =
ν0

B1
+
ν1

B2
+
ν0

B3
+
ν2

B4
+

ν0

1 − αt2 · λ ·
ν0
n02

(4)

T3(λ) =
ν0

B1
+
ν1

B2
+

ν0

1 − αt1 · λ ·
ν0
n01

+
ν2

B4
+
ν0

B5
(5)

T4(λ) =
ν0

B1
+
ν1

B2
+

ν0

1 − αt1 · λ ·
ν0
n01

+
ν2

B4
+

ν0

1 − αt2 · λ ·
ν0
n01

(6)

Here B1 = 1−λ · ν0
n01

; B2 = 1−(1−A0 · p0) ·λ · ν1
n1

; B3 = 1−αt1 ·λ ·
ν0
n02

; B4 = 1−αt1 ·λ ·
ν2
n2

;
B5 = 1 − αt2 · λ ·

ν0
n03

.
Moreover, αt1 = (1 − A0 · p0) · (1 − A1 · p1) and αt2 = αt1 · (1 − A2 · p2), where

(1−Ai · pi) - the proportion of the filtered input flow of previously placed node. At the
same time ν0, ν1, ν2 - average service time of request in routers, FW-1 and FW-2; λ -
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the arrival rate of requests; A0, A1, A2 - respectively, the proportion of threats (errors)
in the input stream, the router detected with a probability P0, FW-1 with a probability
P1, FW-2 with a probability P2; n0i - the number of routers in the i-th group; n1 - the
number of FW-1; n2 - the number of FW-2; Costs for the implementation of the ways
of construction of the scheme, are defined as:

C1−4 = c0 ·
∑

i

n0i + c1 · n1 + c2 · n2 (7)

Here c0, c1, c2 - the cost of router, FW-1, FW-2. In turn, reliability of the proposed
schemes is equal:

P1 = P01 · Pm1 · P02 · Pm2 · P03 (8)

P2−3 = P01 · Pm1 · P02 · Pm2 (9)

P1 = P01 · Pm1 · Pm2 (10)

Here Pm1 = (1 − (1 − r1)n1 ), Pm2 = (1 − (1 − r2)n2 ).Assuming that the routers in each
group are the same: P0i = (1 − (1 − r0)n0i ). Here r j = e−λ jt and λ0, λ1, λ2 - failure
rate of routers, FW-1 and FW-2; n0i - the number of routers in the i-th group; n1 - the
number of FW-1; n2 - the number of FW-2.

Optimization of protection systems includes finding the distribution of each type of
node that provides maximum reliability of the entire system considering the limitation
of the cost of implementation: C1 ≤ C, C2 ≤ C,...,C4 ≤ C; and compliance steady
state conditions of service [8, 9, 10].

Results of reliability calculation , depending on the constraints imposed on the
system throughput determined by a known the arrival rate - λ, when r0 = 0.7, r1 = 0.8,
r2 = 0.9, are shown in Figure 4.

Figure 4: Reliability access schemes based on the arrival rate of requests.
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The calculation results are the average residence time in the system of requests
according to the formulas (3) - (6) for each type of node defined by the search of the
maximum reliability of the designed system, depending on the arrival rate λ, shown
in Figure 5. The calculations are performed when ν0 = 0.025sec, ν1 = 0.04sec, ν2 =

0.075sec, c0 = 10cu, c1 = 25cu, c2 = 50cu, C = 550cu, p0 = 0.95, p1 = p2 = 0.899,
A0 = 0.05, A1 = 0.1, A2 = 0.25.

Figure 5: ARToRS at the highest possible reliability of the system.

Sequence numbers of curves in the graphs have a direct accordance with sequence
numbers of their defining formulas, namely the graphs 1-4 - ways of constructing
scheme ’Direct connection’.

As shown in Figure 4, for small values of the arrival rate, the reliability of each
of the ways of the scheme ’Direct connection’ is approximately equal. However, with
increasing the arrival rate is detected, the fourth way of scheme is more reliable than
other ways, and the first - the least reliable. Also from Figure 4 shows that the second
and third ways have almost identical scheme reliability.

After analyzing Figure 5, we can say that the best result for the minimum ARToRS
also has a fourth way of the scheme ’Direct connection’, and the worst - the first way.
As is the case with the indicator the system reliability, the Figure 5 shows that ways
two and three also possess almost identical values.

As a result, we can conclude that if you want to use the most reliable way of the
scheme and at the same time having the lowest value ARToRS, it is best to choose the
fourth option. In the case where raises the question of maximizing the system relia-
bility and to select one of two options - the second or third then there is no difference
which of them to use.
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6. Conclusion
The paper analyzes possibilities of access scheme ’Direct connection’ that allow

you to organize a secure connection the end-node internal network to resources located
in the external network. The study identified the advantages and disadvantages of the
scheme ”Direct connection”, depending on the way of its structure. It has been shown
that one of the ways of the scheme ’Direct connection’ (using a single group router
to the entire access scheme), has a higher level of reliability than others. In addition
to that, the same way of construction has the lowest value of the minimum ARToRS
than other variants of the scheme. We also show that the second and third variants
of schemes are almost identical to each other in terms of reliability and minimum
ARToRS. Thus, when implementing the scheme ’Direct connection’ is best to use a
way of its structure using a common pool of routers for the entire system.
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CONDITION

I. Kononov, E. Fedorova
Tomsk state university, Tomsk, Russia

Abstract
In the paper, the retrial queueing system M2/M2/1 with two orbits is

studied by means of asymptotic analysis method under long delay of calls
in both orbits. Joint probability distribution of number os calls in orbits is
obtained.

АСИМПТОТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ RQ-СИСТЕМ С
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Аннотация

В работе исследована математическая модель RQ-системы M2/
M2/1 с двумя источниками повторных вызовов методом асимптоти-
ческого анализа в условии большой задержки заявок в обоих источ-
никах. Найдено совместное распределение вероятностей числа заявок
в первом и во втором источниках повторных вызовов.

Ключевые слова: RQ-система, метод асимптотического анализа,
два источника повторных вызовов, большая задержка

1. Введение

Модели систем массового обслуживания являются важным инструмен-
том при исследовании различных технических и экономических систем, в
том числе информационно-коммуникационных сетей. В теории массового
обслуживания обычно выделяют два класса моделей – системы с ожида-
нием и системы с потерями. Но начиная с 70-х годов стали возникать такие
системы, которые требовали рассмотрения моделей, выходящих за рамки
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множества классических систем массового обслуживания. В связи с этим
возникла потребность исследовать новый класс систем, которые именуют-
ся RQ-системами (Retrial Queueing Systems) или системами с повторными
вызовами.

RQ-системы особенны тем, что при обращении заявки к обслуживающе-
му прибору в случае, когда прибор был занят, заявка не теряется, а уходит
в источник повторных вызовов (ИПВ), откуда она повторно обращается
к прибору после некоторой задержки. Системы с повторными вызовами
широко применяются при моделировании телекоммуникационных систем,
мобильных сотовых радиосетей, компьютерных сетей, call-центров и т.д.
[1, 2, 3].

Наиболее широкое исследование систем с повторными вызовами при-
ведено в работах J.R. Artalejo, А. Gomez-Corral [4], Г.И. Фалина [5], А.Н.
Дудина [6] и др.

Изучением систем с двумя ИПВ и двумя входящими потоками занима-
лись W.Yang [9], N.Rengnanathan, R. Kalayanaraman , B. Srinivasan [10], К.
Avrachenkov, P. Nain, U. Yechiali [11]. В данной статье предлагается исполь-
зовать метод асимптотического анализа [7, 8] для исследования RQ-систем
с двумя ИПВ, суть которого отражена в работе на примере исследования
системы M2|M2|1 с двумя ИПВ.

2. Математическая модель
Рассмотрим RQ-систему (1) с двумя источниками повторных вызовов,

на вход которой поступают два простейших потока заявок с интенсивно-
стями λ1 и λ2. Если поступившая заявка застает прибор свободным, то
она занимает его для обслуживания, время обслуживания каждой заявки
распределено по экспоненциальному закону с параметрами µ1 и µ2. Если
прибор занят, то заявка 1-го типа переходит в первый источник повторных
вызовов, а заявка 2-го типа – во второй, где они осуществляют случайную
задержку, продолжительность которой имеет экспоненциальное распреде-
ление с параметрами σ1 и σ1 соответственно. Из ИПВ (это может быть как
первый, так и второй) после случайной задержки заявка вновь обращается
к прибору. Если прибор свободен, то заявка занимает его для обслужива-
ния, если же он занят, то заявка мгновенно возвращается в свой ИПВ для
реализации следующей задержки.

Обозначим i1(t) – число заявок в 1-м источнике повторных вызовов, а
i2(t) – число заявок во 2-м источнике. Случайный процесс k(t) описывает
состояние прибора следующим образом:

k(t) =

 0, если прибор свободен,
1, если на приборе находитчя заявка 1-го типа,
2, если на приборе находитчя заявка 2-го типа.

Очевидно, что трехмерный процесс {k(t), i1(t), i2(t)} является марков-
ским. Обозначим P{k(t) = k, i1(t) = i1, i2(t) = i2} = Pk(i1, i2, t) – вероят-
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Рис. 1: RQ-система M2|M2|1

ность того, что прибор в момент времени t находится в состоянии k, в 1-м
источнике повторных вызовов i1 заявок и во 2-м источнике повторных вы-
зовов i2 заявок. Ставится задача найти совместное распределение вероят-
ностей числа заявок в первом и во втором источниках повторных вызовов.
Для распределения вероятностей Pk(i1, i2, t) состояний рассматриваемой
RQ-системы составим систему дифференциальных уравнений Колмогоро-
ва, которая в стационарном режиме примет вид:

µ1P1(i1, i2) + µ2P2(i1, i2)− (λ1 + λ2 + i1σ1 + i2σ2)P0(i1, i2) = 0,
λ1P0(i1, i2) + (i1 + 1)σ1P0(i1 + 1, i2) + λ1P1(i1 − 1, i2)+
+λ2P1(i1, i2 − 1)− (λ1 + λ2 + µ1)P1(i1, i2) = 0,
λ2P0(i1, i2) + (i2 + 1)σ2P0(i1, i2 + 1) + λ1P2(i1 − 1, i2)+
+λ2P2(i1, i2 − 1)− (λ1 + λ2 + µ2)P2(i1, i2) = 0, for i1, i2 ≥ 0.

(1)

Перейдем в системе (1) к частичным характеристическим функциям:

Hk(u1, u2) =
∑
i1

∑
i2

eju1i1eju2i2Pk(i1, i2), k = 0, 2.

где j =
√
−1 – мнимая единица.
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Получим следующую систему:

µ1H1(u1, u2) + µ2H2(u1, u2)− (λ1 + λ2)H0(u1, u2)+

+jσ1
∂H0(u1, u2)

∂u1
+ jσ2

∂H0(u1, u2)

∂u2
= 0,

λ1H0(u1, u2)− jσ1e−ju1
∂H0(u1, u2)

∂u1
+ λ1e

ju1H1(u1, u2)+

+λ2e
ju2H1(u1, u2)− (λ1 + λ2 + µ1)H1(u1, u2) = 0,

λ2H0(u1, u2)− jσ2e−ju2 ∂H0(u1,u2)
∂u2

+ λ1e
ju1H2(u1, u2)+

+λ2e
ju2H2(u1, u2)− (λ1 + λ2 + µ2)H2(u1, u2) = 0.

(2)

Аналитически данную систему решить не представляется возможным.
Будем решать полученную систему (2) методом асимптотического анализа
в условии большой задержки заявок в обоих ИПВ, то есть при σ1, σ2 → 0.

3. Метод асимптотического анализа в условии большой
задержки

3.1. Асимптотика первого порядка. Введем следующие обозначе-
ния:

σk = σγk, σ = ε, uk = εwk, Hk(u1, u2) = Fk(w1, w2, ε). (3)

Тогда система (2) примет вид:

µ1F1(w1, w2, ε) + µ2F2(w1, w2, ε)− (λ1 + λ2)F0(w1, w2, ε)+

+jεγ1
∂F0(w1, w2, ε)

∂(εw1)
+ jεγ2

∂F0(w1, w2, ε)

∂εw2
= 0,

λ1F0(w1, w2, ε)− jεγ1e−jεw1
∂F0(w1, w2, ε)

∂(εw1)
+ λ1e

jεw1F1(w1, w2, ε)+

+λ2e
jεw2F1(w1, w2, ε)− (λ1 + λ2 + µ1)F1(w1, w2, ε) = 0,

λ2F0(w1, w2, ε)− jεγ2e−jεw2
∂F0(w1, w2, ε)

∂(εw2)
+ λ1e

jεw1F2(w1, w2, ε)+

+λ2e
jεw2F2(w1, w2, ε)− (λ1 + λ2 + µ2)F2(w1, w2, ε) = 0.

(4)

Нетрудно показать, что справедлива следующая теорема.
Теорема 1. Предельное значение Fk(w1, w2) = lim

ε→0
Fk(w1, w2, ε) реше-

ния системы (4) имеет вид

Fk(w1, w2) = Rke
jw1x1+jw2x2 ,

где величины R0, R1, R2, x1, x2 определяются по формулам:

R1 =
λ1
µ1
, R2 =

λ2
µ2
, R0 = 1−

[
λ1
µ1

+
λ2
µ2

]
, (5)

x1 =
R1λ1 +R2λ1

γ1R0
, x2 =

R1λ2 +R2λ2
γ2R0

. (6)
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Тогда из теоремы 1 и замены (3) следует, что

H(u1, u2) ≈
∑
k

Fk(w1, w2) = exp
{
j
u1
σ
x1 + j

u2
σ
x2

}
.

Полученное равенство будем называть асимтпотикой первого порядка.
3.2. Асимптотика второго порядка. В системе (2) осуществим за-

мены:
Hk(u1, u2) = H

(2)
k (u1, u2) exp

{
ju1

λ1
σ1
x+ ju2

λ2
σ2
x

}
, (7)

где x =
1−R0

R0
.

Тогда получим следующую систему уравнений:

µ1H
(2)
1 (u1, u2) + µ2H

(2)
2 (u1, u2)− (λ1 + λ2)H

(2)
0 (u1, u2)+

+jσ1
∂H

(2)
0 (u1, u2)

∂u1
+ jσ2

∂H
(2)
0 (u1, u2)

∂u2
−

−λ1xH(2)
0 (u1, u2)− λ2xH(2)

0 (u1, u2) = 0,

λ1H
(2)
0 (u1, u2)− jσ1e−ju1

∂H
(2)
0 (u1, u2)

∂u1
+ (λ1e

ju1 + λ2e
ju2−

−λ1 − λ2 − µ1)H
(2)
1 (u1, u2) + λ1xe

−ju1H
(2)
0 (u1, u2) = 0,

λ2H
(2)
0 (u1, u2)− jσ2e−ju2

∂H
(2)
0 (u1, u2)

∂u2
+ (λ1e

ju1 + λ2e
ju2−

−λ1 − λ2 − µ2)H
(2)
2 (u1, u2) + λ2xe

−ju2H
(2)
0 (u1, u2) = 0.

(8)

Введем обозначения:

σk = γkσ, σ = ε2, uk = εwk, H
(2)
k (u1, u2) = F

(2)
k (w1, w2, ε). (9)

Тогда система (8) примет вид:

µ1F
(2)
1 (w1, w2, ε) + µ2F

(2)
2 (w1, w2, ε)− (λ1 + λ2)F

(2)
0 (w1, w2, ε)+

+jεγ1
∂F

(2)
0 (w1, w2, ε)

∂w1
+ jεγ2

∂F
(2)
0 (w1, w2, ε)

∂w2
−

−λ1xF (2)
0 (w1, w2, ε)− λ2xF (2)

0 (w1, w2, ε) = 0,

λ1F
(2)
0 (w1, w2, ε)− jεγ1e−jεw1

∂F
(2)
0 (w1, w2, ε)

∂w1
+

+(λ1e
jεw1 + λ2e

jεw2 − λ1 − λ2 − µ1)F
(2)
1 (w1, w2, ε)+

+λ1xe
−jεw1F

(2)
0 (w1, w2, ε) = 0,

λ2F
(2)
0 (w1, w2, ε)− jεγ2e−jw2

∂F
(2)
0 (w1, w2, ε)

∂w2
+

+(λ1e
jεw1 + λ2e

jεw2 − λ1 − λ2 − µ2)F
(2)
2 (w1, w2, ε)+

+λ2xe
−jεw2F

(2)
0 (w1, w2, ε) = 0.

(10)

Нетрудно показать, что справедлива следующая теорема.
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Теорема 2. Предельное значение F (2)
k (w1, w2) = lim

ε→0
F

(2)
k (w1, w2, ε) ре-

шения системы (10) имеет вид

F
(2)
k (w1, w2) = Rk exp

{
(jw1)

2

2
q11 +

(jw2)
2

2
q22 + jw1jw2q12

}
,

где R0, R1, R2, x1, x2 вычисляются по формулам (5), (6), а величины q11, q12, q22
определяются из системы уравнений:

µ1f1 + µ2f2 − (λ1 + λ2)(1 + x)f0 − γ1R0q11 − γ2R0q12 = 0,
(λ1 + λ1x)f0 − λ1xR0 − µ1f1 + λ1R1 + γ1R0q11 = 0,
(λ2 + λ2x)f0 − jλ2xw2R0 − µ2f2 + λ1R2 + γ2R0q12 = 0,
µ1g1 + µ2g2 − (λ1 + λ2)(1 + x)g0 − γ1R0q12 − γ2R0q22 = 0,
(λ1 + λ1x)g0 − µ1g1 + λ2R1 + jγ1R0q12 = 0,
(λ2 + λ2x)g0 − λ2xR0 − µ2g2 + λ2R2 + γ2R0q22 = 0,

−λ1xf0 + λ1f1 + λ1f2 = γ1R0q11 −
1

2
λ1xR0 −

1

2
λ1R1 −

1

2
λ1R2,

−λ2xf0 + λ2g1 + λ2g2 = γ2R0q22 −
1

2
λ2xR0 −

1

2
λ2R1 −

1

2
λ2R2,

λ2f1 + λ1g1 + λ2f2 + λ1g2 − λ2xf0 − λ1xg0 = γ1R0q12 + γ2R0q22.

(11)

Возвращаясь к заменам (9), получим, что

H(2)(u1, u2) ≈
∑
k

F
(2)
k (w1, w2) = exp

{
(jw1)

2

2
q11 +

(jw2)
2

2
q22 + jw1jw2q12

}
.

Тогда из (7) для допредельной характеристической функции

H(u1, u2) =Meju1i1(t)+ju2i2(t)

можно записать следующее равенство:

H(u1, u2) = exp

{
j
u1
σ
x1 + j

u2
σ
x2 +

(ju1)
2

2σ
q11 +

(ju2)
2

2σ
q22 +

ju1ju2
σ

q12

}
.

То есть двумерный процесс {i1(t), i2(t)} имеет асимптотически нормаль-
ное распределение с математическими ожиданиями x1/σ и x2/σ, диспер-
сиями q11/σ, q22/σ и коэффициентом корреляции q12/σ.

4. Заключение

Таким образом, в работе было проведено исследование RQ-системы
M2|M2|1 с двумя ИПВ методом асимптотического анализа в условии боль-
шой задержки. Получено, что двумерный случайный процесс, характери-
зующий число заявок в каждом ИПВ, асимптотически имеет вид нормаль-
ного распределения.
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Abstract
Architecture of discrete-event simulation of radio frequency identification

of mobile objects by roadside units (RSU) based on UHF RFID EPC Class
1 Generation 2 protocol is given in this paper. The simulation performs high
detailed UHF RFID radio protocol simulation in order to gain reliable system
performance assessments in the road traffic environment.

Keywords: UHF RFID, EPC Class 1 Generation 2, simulation modeling,
OMNeT++

АРХИТЕКТУРА ИМИТАЦИОННОЙ МОДЕЛИ
СИСТЕМЫ РАДИОЧАСТОТНОЙ

ИДЕНТИФИКАЦИИ МОБИЛЬНЫХ ОБЪЕКТОВ
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Аннотация

В статье приведена архитектура дискретно-событийной имитаци-
онной модели системы радиочастотной идентификации мобильных
объектов базовыми станциями на основе протокола UHF RFID EPC
Class 1 Generation 2. Особенностью модели является высокая дета-
лизация радиопротокола UHF RFID, позволяющая получить досто-
верные оценки производительности системы в условиях дорожного
трафика.

Ключевые слова: UHF RFID, стандарт EPC Class 1 Generation 2,
имитационное моделирование, OMNeT++
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1. Введение
Вопросы применения технологии радиочастотной идентификации в

УКВ-диапазоне (UHF RFID) на транспорте в последнее время получили
широкое развитие в исследованиях, связанных с задачами повышения без-
опасности дорожного движения, создания интеллектуальных транспорт-
ных систем, организации взаимодействия машин друг с другом и с се-
тевой инфраструктурой. Ввиду высокой стоимости оборудования для по-
добных задач, строительство реалистичных макетов оказывается весьма
затратным, из-за чего основными инструментами проектирования и пред-
варительной оценки производительности становятся модели, позволяющие
рассчитывать характеристики систем радиочастотной идентификации.

Радиооборудование стандарта EPC Class 1 Generation 2 [1] состоит из
активных считывателей и пассивных радиометок. Считыватели создают
поле, из которого пассивные метки, не содержащие собственных источни-
ков питания, получают эренгию. Считыватели передают меткам команды,
получая и обрабатывая которые, метки формируют и передают свои отве-
ты. Каждая метка может содержать несколько банков памяти, в которые
можно записать до 512 бит информации. В частности, каждая метка со-
держит идентификатор EPC, типичная длина которого – от 32 до 96 бит.
Значения банков памяти передаются считывателю в ответах на его коман-
ды. Для борьбы с коллизиями считыватель использует механизм Slotted
ALOHA, выбирая некоторое число временных слотов (Q) и передавая в
начале каждого слота специальную команду (Query или QueryRep). Каж-
дая метка, получив команду Query, выбирает случайный слот, в который
ей будет передан ответ считывателю (цикл между соседними командами
Query называется раундом инвентаризации). если две или более меток пе-
редают ответ в одном и том же слоте, происходит коллизия. Для борь-
бы с коллизиями считыватель может увеличить число слотов (Q), однако
при этом также увеличивается длина одного раунда инвентаризации. Ти-
пичные расстояния между меткой и считывателем могут достигать 10–15
метров, значения числа слотов - от 2 до 215.

Поскольку метки получают энергию от считывателя, для успешной пе-
редачи ответа требуется не только отсутствие коллизий, но и сохранение
метки в поле считывателя в течение всего раунда инвентаризации. В то же
время, наличие интерференции из-за многолучевого характера распростра-
нения волны, создаваемой считывателем, а также даже кратковременное
появление препятствия между считывателем и меткой, может привести
к потере энергии меткой и невозможности произвести ей передачу свое-
го идентификатора считывателю. Кроме того, ошибка может произойти
если некоторые кадры от считывателя или метки были переданы с ошиб-
ками, что весьма вероятно при большом расстоянии между считывателем
и меткой, а также большом уровне шума. Ситуация дополнительно ослож-
няется тем, что метки, если их располагать на автомобилях, находятся
в области действия считывателя достаточно короткое время, зачастую -
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менее одной секунды, в течение которого может произойти ограниченное
количество раундов инвентаризации. Из-за перечисленных факторов да-
же наличие прямой видимости между считывателем и меткой не может
гарантировать успешного считывания метки за ограниченное время. Это
утверждение было подтверждено в ходе эксперимента, проведенного в го-
роде Казань, в конце 2014-го и начале 2015-го годов, когда на нескольких
точках над дорогой размещались RFID-ситыватели, а около тысячи рейсо-
вых автобусов были оснащены RFID-метками. Несмотря на наличие пря-
мой видимости между метками и считывателями, показатель чтения на
разных постах составлял от 90% до 95%.

Для того, чтобы учесть и адекватно смоделировать перечисленные фак-
торы, следует рассмотреть, какие особенности стандарта влияют на дли-
тельность раундов, вероятность успешной передачи команд считывателя
и ответов метки, а также на скорость передачи данных. Оказывается, что
таких особенностей очень много. Так, в передаче команд считывателя ис-
пользуется кодирование PIE (Pulse-Interval Encoding), в котором длитель-
ности нулей и единиц различаются почти в два раза. При этом длитель-
ности преамбул и контрольных сумм могут значительно превышать дли-
тельности передачи полезных данных, поэтому на длительность передачи
команд считывателя серьезнейшее влияние оказывают сами передаваемые
команды, точнее – вид их битовой последовательности. Метки могут ис-
пользовать различные схемы кодирования (FM-0, Miller-2, Miller-4, Miller-
8), выбор которых вкупе с прочими параметрами может увеличивать или
сокращать длительность длительность передачи ответа в несколько раз.
Как символьная скорость передачи данных, так и длительности периодов
ожидания и преамбул определяются набором (базовых) интервалов, наи-
более значимые из которых – Tari и RTcal, reader-tag calibration), могут
меняться в очень широких пределах (например, Tari может принимать
значения от 6.25 мкс до 25 мкс). Наконец, прежде, чем получить ответ от
метки о содержании хотя бы ее банка EPC, считыватель должен произ-
вести с ней обмен несколькими командами и ответами, а в случае чтения
другого банка памяти число команд увеличивается как минимум в два
раза.

Целью работы является разработка архитектуры имитационной моде-
ли, с помощью которой можно было бы выявить условия, влияющие на сни-
жение вероятности успешного чтения метки в дорожных условиях (резуль-
таты, получаемые с помощью этой модели, должны коррелировать с дан-
ными, полученными в ходе эксперимента), а также смоделировать систему
радиочастотной идентификации, действующую внутри крупного города, в
которой данные от точек фиксации передаются в центр обработки данных
по существующим телекоммуникационным сетям. Учет второго требова-
ния привел к выбору в качестве системы моделирования OMNeT++ [2], в
составе которой есть готовые реализации многих стандартных протоколов
и технологий передачи данных, а сама система обладает широкими воз-
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можностями визуализации эксперимента, сбора и обработки статистики и
прочими необходимыми готовыми инструментами, оставаясь существенно
проще в использовании, чем более популярная система NS-3 [3]. Учет пер-
вого требования привел к тому, что для адекватного моделирования рабо-
ты системы радиочастотной идентификации в дорожных условиях требу-
ется использовать детальную модель радиопротокола, а также иметь воз-
можность использовать многолучевые модели распространения сигнала.
При этом моделирование передачи сигнала должно осуществляться таким
образом, чтобы учитывать изменение поля по мере перемещения автомоби-
ля в зоне действия считывтеля. К сожалению, такой модели в OMNeT++
на момент начала работ, равно как и на момент публикации доклада, нет.
Фактически, учет перечисленных ранее особенностей стандарта приводит
к необходимости разработки модели, по степени детализации сравнимой с
реальным считывателем и меткой.

Из-за сложности модели, отдельного внимания заслуживает ее архи-
тектура, подробное описание которой приводится в настоящем докладе.
Доклад организован следующим образом: в главе 2 описывается общая ар-
хитектура модели, ее крупные модули и их назначение; в главе 3 определя-
ется модель RFID-считывателя, его строение и соответствие протоколу; в
главе 4 подробнение описывается механизм моделирования передачи сооб-
щений между активным и пассивным устройствами, приводятся аналити-
ческие модели, используемые в системе; в главе 5 излагаются особенности
моделирования RFID-метки.

2. Архитектура имитационной модели
Помимо моделирования самого протокола EPC Class 1 Generation 2,

возникает необходимость моделировать окружение и сами объекты, участ-
вующие в процессе идентификации. За основу при разработке метода мо-
делирования передачи сигналов между считывателями и метками была
взята библиотека Veins [4], которая успешно используется для моделиро-
вания WiFi-соединений между мобильными абонентами и базовыми стан-
циями. Каналы связи между считывателями и центром обработки данных
моделируются при помощи библиотеки INET [5].

Можно выделить модули четырех типов: модуль сценария (Scenario),
модуль базовой станции (Station), модуль идентифицируемого объекта
(Object) и модуль центра обработки данных (Server, ЦОД). Модуль сце-
нария содержится в единственном экземпляре; модули остальных типов
используются в неограниченном количестве.

Ключевым моментов в процессе моделирования является необходимость
задания расстояния между различными объектами, участвующими в про-
цессе идентификации. Таким образом, необходимо задавать и изменять во
времени координаты базовых станций и идентифицируемых объектов. Для
этого используется модуль Mobility, ассоциированный с каждой станцией
или объектом и обеспечивающий доступ к положению модуля на модельной
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Рис. 1: Архитектура имитационной модели

карте, ее скоростью и направлением движения. Для управления парамет-
рами движения используется менеджер мобильности (MobilityManager),
который может как самостоятельно задавать перемещения всех объектов,
так и использовать внешние генераторы движения. Примером такого яв-
ляется модель системы идентификации транспортных средств в городских
условиях, где движением автомобилей управляет внешний модуль SUMO
[6].

Взаимодействие между модулями основано на передаче сообщений. При
этом число объектов и станций в процессе моделирования работы протоко-
ла может быть очень большим. Чтобы избежать отправки сообщений всем
модулям и ограничить их теми, кто оказывается в зоне прямой видимости,
используется менеджер соединений (ConnectionManager). Данный модуль
поддерживает граф связности, основанный на расстояних между объек-
тами и станциями в данный момент времени. Модуль взаимодействуют с
MobilityManager для актуальной топологии. Оба менеджера содержаться
в сценарии (Scenario) модели.

Модуль Object является составным и содержит в себе модуль Mobility
и модуль Tag (метка). Также является составным модуль Station, содер-
жащий модули Mobility, NIC (Network Interface Card) и Reader (считы-
ватель). Непосредственно в моделирования протокола участвуют только
модули считывателя и метки, остальные же модули создают необходимое
для работы протокола окружения. Далее, опишем их более подробно.

3. Модель RFID-считывателя

Модель RFID-считывателя состоит и трех уровней (см. рис.2): уровня
приложений (Reader APP), канального уровня (Reader MAC) и физиче-
ского уровня (Reader PHY). На физическом уровне модели производится
моделирование передачи и приема радиосигналов, на канальном уровне
реализован стандарт EPC Class 1 Generation 2, а уровень приложений осу-
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ществляет управление моделью считывателя и взаимодействует с сетью.
Следует заметить, что стандарт не определяет различных уровней, а раз-
деление считывателя на уровне было введено исключительно для удоб-
ства. Можно сазать, что все моделирование стандарта осуществляется на
канальном уровне модели.

Рис. 2: Архитектура модели считывателя

Задача уровня приложений – моделирование различных сценариев ис-
пользования считывателя и взаимодействие с иными компонентами модели
(базовыми станциями сети передачи данных, центром обработки данных и
пр.). Уровень приложений управляет включением и выключением считы-
вателя, производит его настройку и осуществляет прием данных о считан-
ных метках. Кроме того, при чтении очередной метки уровень приложений
может запросить канальный уровень выполнить ту или иную операцию над
ней, например – прочитать дополнительный банк памяти или записать дан-
ные на метку. Также уровень приложение ведет журнал считанных меток,
с помощью которого в дальнейшем вычисляется вероятность идентифи-
кации объектов. Кроме значений банков памяти, в журнале сохраняется
число чтений метки, значения уровней приема от метки.

Канальный уровень модели RFID-считывателя реализует все основные
механизмы, описанные в стандарте EPC Class 1 Generation 2. Он осуществ-
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ляет управление питанием и выбор несущих частот, ведет инвентаризацию
меток и осуществляет дополнительные операции доступа, о которых его за-
прашивает уровень приложений. На канальном уровне производится фор-
мирование информационных кадров, преамбул, вычисление длительности
передачи, а также обработка кадров, принятых от меток.

Канальный уровень состоит из трех более простых модулей: модуля
доступа (Reader MAC Access Entity, RMAE), логического модуля (Reader
MAC Logic Entity, RMLE) и радио-модуля (Reader MAC Radio Entity, RMRE).

Модуль доступа (RMAE) осуществляет взаимодействие с уровнем при-
ложений. Можно сказать, что модуль предоставляет интерфейс (Service
Access Point, SAP) для сервисов верхних уровней, в данном случае – для
уровня приложений. Основная задача модуля – распределять сообщения,
пришедшие сверху, между двумя другими модулями канального уровня, а
также передавать сообщения от них наверх.

Логический модуль (RMLE) реализует логический уровень стандарта.
его функции:

• Формирование кадров и обработка ответов от меток: все, что касает-
ся формирования кажров, вычисления их длительности и добавления
преамбул, реализуется модулем RMLE. Он также обрабатывает кад-
ры, которые были успешно получены от меток.

• Реализация цикла инвентаризации: сразу после получения команды
включения, модуль начинает слать запросы Query/QueryRep, а так-
же обрабатывать в соответствии со стандартом ответы от меток. При
получении идентификатора EPC от метки, информирует об этом уро-
вень приложений через модуль RMAE.

• Выполнение операций доступа к метке: уровень приложений, полу-
чив индикацию о прочтении очередной метки, может запросить мо-
дуль RMLE выполнить одну или несколько последовательных опера-
ций доступа над меткой. По выполнении каждой операции, модуль
сообщает уровню приложений ее результат. На момент публикации,
были реализованы операции обычного чтения и записи произвольных
банков памяти. Следует заметить, что модуль спроектирован таким
образом, что добавление новых операций доступа не представляет
большой сложности и может при необходимости быть быстро реали-
зовано.

Все процедуры, встроенные в модуль RMLE, предельно точно реализу-
ют соответствующие процедуры стандарта. В частности, при определении
длительности передачи кадров рассчитывается длительность символов 0
и 1, их количество в кадре, и на основе этого определяется длительность.
Также с высокой точностью моделируются все таймауты, определенные
стандартом. Высокая точность позволяет максимально точно смоделиро-
вать цикл инвентаризации и ошибки, возникающие вследствие кратковре-
менных потерь энергии метками в течение цикла.
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Радио-модуль (RMRE) реализует управление питанием и частотами,
FHSS и прочие механизмы, а также взаимодействует с физическим уров-
нем модели, передавая ему команды изменения мощности передатчика и
несущей частоты, запросы передачи кадров, и получает индикации начала
и окончания приема кадров. Этот модуль отвечает за ключение и выклю-
чение считывателя, производит передачу и прием кадров, а также инфор-
мирует логический модуль RMLE о событиях начала и окончания приема
кадров. Модуль может моделировать работу на одной заданной несущей
частоте, а также режим FHSS. Поскольку в любом случае считыватель
должен периодически, раз в несколько сотен милисекунд, отключать пере-
датчик, модуль моделирует такое поведение за счет плавного включения
и выключения питания через заданные интервалы. Следует заметить, что
модуль RMRE работает с относительными значениями энергии, то есть
значениями от 0.0 до 1.0, а абсолютная мощность настраивается на физи-
ческом уровне.

Канальный уровень сам по себе практически не содержит никаких на-
строек, а получает все параметры от уровня приложений при включении.
Это позволяет строить гибкие эксперименты, в ходе которых приложение
может, например, адаптировать настройки считывателя к конкретной сре-
де работы динамически.

4. Модель физического уровня RFID-считывателя
Задача модели физического уровня считывателя — моделирование пе-

редачи кадров, поступающих от MAC-уровня, через радиосреду, и модели-
рование приема кадров от меток. Модель реализуется модулем ActivePhy.

Так считываемые метки пассивные, для питания меток считывателю
необходимо излучать постоянную волну (Constant Wave, CW) на протя-
жении всего времени, когда не ведется передача информационных сооб-
щений. Так как в дискретно-событийной парадигме не предусмотрен про-
цесс непрерывного моделирования, то для передачи метке информации о
уровне CW используется псевдосообщение PowerFrame. Получив сообще-
ние запуска от MAC-уровня, ActivePhy включается и начинает рассылку
данных сообщений, содержащих данные об излучаемой мощности, кото-
рые предназначены для определения метками уровней энергии в местах
их нахождения и планирования событий включения и выключения.

Когда MAC-уровню требуется передать кадр, ActivePhy помещает пе-
редаваемый кадр в сообщение DataFrame и передает его все меткам, с
которыми он в настоящее время связан. Помимо самого передаваемого
кадра, это сообщение содержит информацию о физическом представлении
сигнала: время отправки, задержку, длительность, мощность, затухание
и прочее. если метка передала кадр считывателю, ActivePhy анализирует
принятый кадр, на основе многолучевой модели затухания рассчитывает
мощность принятого сигнала, вычисляет вероятности ошибок (BER/SER)
и на основе полученных данных решает, был ли успешно принят кадр. В
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случае успешного приема, кадр передается на обработку MAC-уровню. Ра-
бота модуля ActivePhy завершается при получении сообщения останова от
MAC-уровня. Помимо этого, MAC-уровень периодически пересылает со-
общения управления частотами и питанием, на основе которых ActivePhy
расчитывает излучаемую мощность и передает соответствующие измене-
ния в сообщениях PowerFrame.

Наиболее сложная часть работы ActivePhy, — прием сообщения — про-
исходит в несколько этапов. При получении сообщения от метки, модуль
вычисляет функцию затухания сигнала на основе расстояния между источ-
ником и получателем и получает мощность сигнала на приеме (receiving
power). На основе этой мощности вычисляется соотношения сигнал-шум и
сигнал-шум-интерференция (SNR и SINR), которое используется для рас-
чета символьной вероятности ошибки приема (SER). Данная вероятность
для канала с аддитивным гаусовым шумом (AWGN) рассчитывается по
формуле [7]:

Pb = 2Q

(√
MES

N0

)[
1 −Q

(√
MES

N0

)]
(1)

где ES — энергия символа, N0/2 — спектральная плотность мощности
шума канала с аддитивным гауссовым шумом, Q — Q-функция, M — по-
рядок модуляции Миллера. Для Отношения ES/N0 приблизительно равно
отношению сигнал-шум (SNR) γ = S

N ≈ ES

N0
. Данная формула не учитыва-

ет влияние интерференции. Для этого необходимо использовать формулу
для канала с релеевским замиранием (Rayleigh fading) [7]:
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где γ̄ – соотношение сигнал-шум-интерференция. На основе ser прини-
мается решение, принят пакет или нет.

Для расчета функции затухания используется модель многолучевого
распространения [8]:

Lpath =

(
λ

4π

)2
∣∣∣∣∣
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1
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e−jkdn

∣∣∣∣∣
2

, (3)

где Lpath — затухание сигнала при многолучевом распространении, Γn

— коеффициент отражения n-ого отражающего объекта (включая землю),
Gn — коэффициент, обусловленный диаграммой направленности антенны,
d0 — длина прямого пути, dn — путь n-ого отраженного луча и N — общее
число отражений.
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В качестве основной модели используется двухлучевая, учитывающая
прямое распространение и одно отражение от земли. Но при этом могут
применяться модели, учитывающие большое число отражений (что харак-
терно для тунелей, областей под мостом и складских помещений).

5. Модель RFID-метки

Модель метки разбита на два уровня — физический (Tag PHY) и ка-
нальный (Tag MAC). Моделирование стандарта осуществляется на каналь-
ном уровне, а физический уровень моделирует передачу и прием радио-
сигнала, а также управление частотами и мощностью. Отдельный уровень
приложений в модел и метки не был выделен, поскольку метка является
пассивным устройством, работа котрого управляется считывателем, и не
требует динамической настройки пользователем.

Рис. 3: Архитектура модели метки

Канальный уровень метки имеет модульную структуру и состоит из
двух модулей (см. рис. 3): логический модуль(Tag MAC Logic Entity, TMLE)
и радио-модуль (Tag MAC Radio Entity, TMRE). Логические модуль (TMLE)
реализует логическую часть стандарта EPC Class 1 Generation 2. В его за-
дачи входит формирование кадров, преамбул и суффиксов, определение
длительности их передачи, а также обработка кадров-команд, получаемых
от считывателя. Информацию о включении и отключении модуль получает
от радио-модуля TMRE. Радио-модуль (TMRE) осуществляет взаимодей-
ствие с физическим уровнем. От него он узнает о включении и отключении
метки из-за изменения внешнего поля, а также о получении кадров от счи-
тывателя. Также TMRE производит передачу кадров от логического моду-
ля TMLE физическому уровню. Среди настроек канального уровня метки
– размеры и начальные значения банков памяти (EPC, TID, UserMemory).

В отличии от считывателя, пассивная метка не имеет своего источни-
ка и использует энергию CW, излучаемую считывателем. если уровень
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CW в месте нахождения метки падает слижком низко, метка отключа-
ется. Для отправки сообщения, метка моделирует отраженную волну CW
(backscatter modulation), меняя свою отражающую способность. Таким об-
разом, мощность излучения метки (TX power) определяется уровнем CW.

На физическом уровне, процесс включения-отключения метки, а также
расчет мощности передачи сообщения, моделируется при помощи обмена
PowerFrame, описанные выше. Также, как и при прибытии DataFrame, вы-
числяется затухание CW и рассчитывается мощность “приема” (уровень
CW в месте нахождения метки). На основании этой мощности вычисляет-
ся времена включения-выключения метки и мощность передачи, с которой
метка может отправить свое сообщение DataFrame.

6. Заключение
В работе представлена архитектура имитационной модели, выполнен-

ной в системе моделирования OMNeT++, с помощью которой можно опре-
делить условия, влияющие на снижение вероятности успешного чтения
метки в дорожных условиях, а также смоделировать систему радиочастот-
ной идентификации, действующую внутри крупного города, в которой дан-
ные от точек фиксации передаются в центр обработки данных по существу-
ющим телекоммуникационным сетям. В рассмотренной модели реализует-
ся детальная модель радиопротокола, а также используются многолуче-
вые модели распространения сигнала. Полученные результаты позволяют
выявить причины, снизившие вероятность идентификации автомобилей в
проведенном ранее эксперименте, а также определить параметры радио-
протокола, повышающие эффективность работы системы.
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Abstract

The relevance of this publication is due to constant attention to the
analysis and interpretation of information security management systems
(ISMS) implementation results. Analysis of such projects usually takes
into account only the minimum requirements, based on known method-
ological framework - 27000 series of ISO standard. In this study, first
of all, a review of current regulatory framework ISO 27001 series was
made, and secondly, a practical application of IT-Security metrics was
demonstrated, that significantly expands the possibilities for assessing
the ISMS effectiveness, and also the recommendations for the formation
of IT-Security metrics system were provided, which are directly related
to business requirements.

Keywords: Information security (IT-security) information security man-
agement system (ISMS), information security assessment, IT-Security
metrics, audit.

1. Introduction

There are enough materials currently published supporting the implemen-
tation (certification) of management systems (including ISMS), as well as more
cautious conservative estimates [1]. It is obvious that the success of several
standards (e.g., ISO 9001, 27001, 50001 series) is caused by certain factors, the
implementation of which seems appropriate in economic, technical, political
and social aspects [2 — 4]. So, we need to propose an assessment - because,
firstly, it clearly operates with business objectives, and secondly, it uses the
economic criteria and, thirdly, it clearly reflects the problem of forming a co-
herent system of IT-security metrics linking business goals and evaluation of
the implementation of specific projects (including standardization and / or
certification). This is well stated in ISO 27000 series for the purposes of imple-
mentation of IT-security business requirements. Obviously IT-security metrics
system should organically fit the terminology of business and allow stakehold-
ers to objectively evaluate the proposed solutions. The standard approach is
to use the ”target” standard ISO 27004 for the process of formation, analysis
and comparison of IT-security metrics. Below is the technique of the ISMS
effectiveness assessment and an example of numerical (quantitative) indicators
formation for the analysis of stakeholders (both within the organization and
for certain external evaluation).
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2. Materials dna methods

The TOP-management need obtain the clearly metrics for ISMS assessment,
firstly, as metrics for regular process analysis and, secondly, as basis for financial
budget for ISMS improvement. Main focus covers in numerical (quantitative)
metrics for IT-security assessment.

3. Problem description

A number of publications reflected approaches to the management of losses
in the system of management, organization of the system of internal audits
and effective management review. It is shown that the same approach can
be applied to integrated management system (IMS). Also there is well-known
example of simple IT-Security metrics, which can provide the quantitative es-
timates as evidence of ”utility” for Business. Here it is particularly important
to make a comparison directly with the mechanisms of internal audit, which
is precisely intended to provide ”objective evidence” for senior management in
order to make effective management decisions. To solve inconsistencies “blind
copy” of the organizational structure, it is advisable to use the method ISMS
based on ISO 27001, and propose to form IT-Security target (as well as IT-
Security metrics) through priority control vital assets. This approach ”breaks”
simple copy hierarchical structure formation IT-Security purposes, and intro-
duces, as required in the ISMS, inventory and asset management, which the
organization must be protected (see. Fig. 1).

 

 

 

Hierarchical management system 

Hierarchical IT-security 

Business target 

IT-Security target 

Asset 

Fig. 1: Dependence between Hierarchical System and Business target

In assessing the results of measurements the targeted requirements for per-
formance should be provided (at the level of the organization), which are di-
rectly related to the objectives in the field of information security, in particular
- ISMS objectives, goals, application of the measures and means to ensure in-
formation security, which should be selected (Sec. 5.4.5 standard [5]). Thus,
there is a scheme proposed (see. Fig. 1) complying with ISO 27000 series, and
at the same time avoiding ”gaps” in the reflection of business objectives for the
purposes of information security.

4. Results

Methodology of forming a system of numerical (quantitative) IT-Security
metrics corresponding hierarchical system of business objectives of the organi-
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zation, which is formed to assess the effectiveness of the ISMS and security of
vital important assets of an organization, should consider a number of impor-
tant points from the perspective of business requirements following important
parameters: input value of the economic nature, choice of assets, analysis of
the data and dissemination of reports [6, 7]. The following economic indicators
can be considered as input variables for the set IT-Security metrics on the basis
of set business objectives at different levels of the hierarchy of an organization:

• The costs of providing business (auditing service management);
• Sales (target, current) and the allowable loss (direct or indirect).
Thus, it is rational to speak about static measurements (the ”here and

now”), as well as to create a forecast model, i.e. form a dynamic evaluations
with specific “planning horizon”. With regard to the ISMS, this means that
the ”stakeholders” define those assets that are vital to achieve higher economic
performance of business and aiming to provide safety. Also it is necessary to
determine such IT-Security metrics that objectively reflect the mismatch (in
terms of the applicable standards ISO), for example:

• insolvency plan for risk treatment (eg, threats can bypass existing IT-
Security controls);

Measurement method should be based on the attributes of the selected
objects measurements, for examples of objects of measurement include:

• state information assets protected measures and means of information
security;

• the effectiveness of IT-security processes (including realized in ISMS);
The measurement method may use measurements of objects and attributes

from a variety of sources, for example:

• risk analysis, risk assessment and IT-Security risk treatment;
• reports on internal and / or external audits and reports of incidents.
In addition to the requirements of ISO 27000 series, the presented method-

ology includes a set of steps (see. Table 1: Stages 1 - 4), directly related to
the provision of ”connections” business goals and objectives of the IT-Security
through the list of identified assets to be protected in the organization. De-
scription of steps from proposed methods is shown in Table 1.

5. Conclusions

Presented methodology based on ISO 27004 allows to obtain estimates of
ISMS implementation efficiency that are suitable for analysis and managerial
decision-making by senior management, using a system of metrics as ”work ele-
ment” in the existing management system of the organization. These estimates
can be considered in relation to ISMS (or ISM). To form an estimate of the level
of security, it is necessary to form the ’through’ system of IT-security metrics,
creating an optimal (hierarchical) structure (by processes, subdivisions or the
products / services) with taking into account the vital assets. It is necessary
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# Methodology step
ISO

27004

1. Determine the scope of ISMS certification –

2. Determination of the list of protected assets –

3. Defining measures of IT-security (from the Statement of Applicability) –

4. Defining the implementation measures of IT-security –

5. Determination of measurement objects (prefix ”O”) +

6. Defining Attributes +

7. Determination of the method of measurement +

8. Determination of the main measures +

9. Determination of measurement functions +

10. The definition of a derivative action measure +

11. Determination of the analytical model +

12. Defining of indicators +

13. Defining criteria decision +

14. Determination results of measurements +

Table 1: Description of steps from proposed IT-Security measure method.

to ensure a constant closed-loop control (PDCA), and strive to implement and
monitor PDCA “mini-cycles” at the appropriate levels of management hierar-
chy.
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Abstract 

Currently providers of IT-services are forced to deal with the significantly increased 

number of threats in information security (IT-Security). Accordingly, it is vital to perform a 

study of the problems of assessing the IT-Security competence within IT-service provider. In 

the issue proposed the concept of assurance, which allows to consider the most important for 

IT-service providers is threats and to propose an approach based on the use of modern risk-

oriented ISO standards. The concept of assessing IT-service providers consists of 2 basic 

principles and several extensions that allow to take into account the performance of specific 

requirements on IT-security and provide the ability to assess (qualitatively or quantitatively) 

as part of scheduled inspections (audits). 

Keywords: Information security (IT-Security); standard; service; system of 

information security management (ISMS); statistics; correlation. 

1. Introduction 

A number of modern publications [1 – 2] addressed the issue of applicability of various 

management systems to support decision making of senior management, and, as a logical 

consequence of the provision of quality it services, including IT-security. Now, objectively, 

for IT-service providers consistently manifested a significant amount of important (critical) 

threats, due to the emergence of new attack vectors ("targeted attack"), as well as insufficient 

development and risk management in relation to the previously known threats and 

vulnerabilities. Accordingly, it is of interest to study the problem of assurance as to the 

problem of "culture of production" for IT-service providers and assessing their competencies: 

the existence and level of implementation of standards and methodologies that are applicable 

for the purposes of establishing and maintaining the required IT-security level. 

2. Materials and methods 

The question remains about the existing methods of selection of measures and means to 

ensure IT-security, the degree of adequacy of such measures on the assessment of their 

effectiveness throughout the life cycle of IT-services – from inception, testing, operation, 

maintenance. But the questions of "culture", the commitment of the IT-service providers to 

defined standards, a set of "best practices" and of IT-security standards (on the provider side) 

– are, objectively, not less important and their evaluation in terms of assurance on the basis of 

a common methodology is timely and practically demanded. A study poses the following 

problem is considered based on public ratings and known IT-security standards, the possible 

competence of IT-services and to elaborate the concept of assessment of the IT-security level. 

3. Problem description 

The original data has been selected form the public reviews CNews Analytics, Pwc, 

KPMG, which provides public data on the ratings and performance of IT companies in Russia. 

From the array data were selected only providers of IT services, i.e. companies, in the "Sphere 

of activity" which accurately stated "IT-services". Additionally, we examined the public rating 

of [1-2], which included data of the largest providers of IT-services. 

4. Results 

The results of the research summary on the evaluation of IT-service providers for the 

last 3 years (2011 – 2013) and the stated competencies provided in Fig. 1. In accordance with 

the problem of in this issue – "how to evaluate the IT-service providers level, based on their 

own competences?", it is interesting to examine the range (possible dependencies) between 

their own competence of IT-service providers (from the TOP 100 in the rating of Russia) and 
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their position (including in the dynamics for revenue growth, according to the change of place 

in the rating).  

Research summary on the evaluation of IT-service providers
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Figure 1: The results of the research summary on the evaluation of IT-service providers  

Such issues are proposed to study three: 

 Assessment of the correlation "The revenue Growth and the impact of competence"; 
 Evaluation of correlation "The ranking and influence competencies"; 
 Evaluation of correlation "The revenue Growth and a change in the rating". 

To perform these studies used mathematical research apparatus correlations. Detailed 

results of studies of the correlation of ratings the ratings of the IT-service providers for the last 

3 years (2011 – 2013) and the stated competencies are presented in Fig. 2. 

The correlation of competencies of IT-service providers
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Figure 2: The correlation of competencies of IT-service providers 

 

The results of studies of the dependency of the ratings of the providers of it services 

(Fig. 1) lead to the following conclusion: factor only in the presence of a large number of their 

own competencies (over 4 points) does not automatically lead to a high place in the rankings 

and is also not affected explicitly on revenue growth, but a certain "threshold" of their own 

competencies (minimum of 3 points, for example: ISO 9001, ISO 20000, ISO 27001) affects 

explicitly on revenue growth [3]. Analysis of the results of studies of correlations (3-m 

discrete values) providers of it services (Fig. 2) leads to the following conclusions: 

 Correlation "The revenue Growth and influence competencies" demonstrates the 

transition from a direct correlation to back with approximately equal weak effect in 
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2011 and 2013 (on a scale of Chedoke less than 0.3). It is interesting the fact of the 

zero crossing in 2012, both in this and the following correlation; 

 Evaluation of correlation "The ranking and the influence of competences" – weak in 

2011 and 2013 (on a scale of Chedoke less than 0.3). Seems interesting fact increase 

direct proportion in 2013, but the influence of the different competencies on revenue 

growth and rating position requires further review and exceptions "false" correlations. 

 Evaluation of correlation "The revenue Growth and rating change" is subject to 

significant change. This correlation provides a reasonable basis to assume that after 

2012, the main influence on the rating gives exactly the revenue growth. 

The concept of assessing the IT-security level of IT-service providers 

consists of 2 basic principles and several extensions (which may reflect a specific requirement 

for specialization in servicing government, industry and other customers). 

1. A basic principle IT-service providers must implement in its operations management 

system based on national and international standards, minimally adequate for the construction 

of ISMS and provide the required set of measures and IT-security, adequately identified, 

evaluated and ranked IT-security risks. This principle can be assessed (qualitatively or 

quantitatively) through scheduled audits of the ISMS [1, 4]. 

2. Underlying the principle of sufficient IT-service providers must implement in the 

control system of the complex of international standards, sufficient to provide services to an 

agreed level of quality with regard to certain IT-security risks and with the additional 

requirements of stakeholders. Recommended the establishment the framework, which the 

implementation of this principle can be assessed (qualitatively or quantitatively) [1, 4]. 

3. Advanced the principle of "State regulation" – IT-service providers must implement 

in their management system requirements established by the regulators, IT-security specific 

procedures, requirements for their availability and reliability, etc. This principle can be 

assessed (qualitatively or quantitatively) as part of routine inspections by regulators. 

4. Advanced the principle of "Industry regulation" IT-service providers must 

implement in their management system the specific IT-security procedures (NERC, ISAGO, 

etc.). This principle can be assessed (qualitatively or quantitatively) as part of scheduled 

inspections of licensees by independent auditors. 

5. Advanced the principle of "best practice" IT-service providers must implement in 

their management system "best practices" adopted for IT-services (ITIL, Cobit, SOX, Basel, 

COSO, etc.). This principle can be assessed (qualitatively or quantitatively) as part of 

scheduled inspections on a voluntary basis by independent auditors. 

5. Conclusions 

The concept of assessing the IT-security level of IT-service consists of 2 basic 

principles and several extensions that can be tailored to the specific requirements for the 

specialization in servicing government, industry and other customers with specific IT-security 

in the provision of IT-services throughout the life cycle, and provide the ability to assess 

(qualitatively or quantitatively) as part of scheduled inspections (audits). 

6. References 

1. Livshits I.I. Approaches to solving the problem of losses in integrated management 

systems // ISO // Informatizatiy and Svyaz, 2013 vol. 1, pp. 55 – 60. 

2. Livshits I.I., The concept of assessing the IT service providers information security 

level for industrial facilities // SPIIRAS Proceedings. 2014, vol 4, pp. 117 – 135; 

3. Information technology– Security techniques– Information security management 

systems – Requirements: ISO/IEC 27001:2013, International Organization for 

Standardization, 2013; 

4. Livshits I.I., Joint information security audit and availability of information systems 

problems solving on the basis of international standards ISO // Informatizatiy and 

Svyaz, 2013 vol. 6, pp. 48 – 52. 

557



 

IT-SECURITY ASSESSMENT IN TELECOMMUNICATION SYSTEMS 

 

I. Livshitz, D. Yurkin, A. Venel 

SPIIRAS, St.Petersburg, Russia 

Livshitz.il@yandex.ru, Dvyurkin@yandex.ru, alexey.vinel@gmail.com 

 

Abstract 

This issue covers the methodological approach to information security (IT-Security) 

assessment in telecommunication systems (TS) on the basis of technical and economic 

analysis of their availability. The mathematical expressions have been proposed to calculate 

the effectiveness of IT-Security management based on security metrics, as well as its cost-

effectiveness. The advantages of this methodological approach can be used to obtain a 

numerical estimate of the data protection level in TS, by means of regular information security 

management systems (ISMS) audits. 

Keywords: Telecommunication systems (TS), information security (IT-security), 

information security management system (ISMS), information security assessment. 

1. Introduction 

Currently, the provision of standard mode of operation of technical objects 

(telecommunications) infrastructure is one of the most important tasks of modern society. The 

operation of such facilities is based on active use of TS, which is an important component of 

information systems (IS). The correct TS operation directly addresses the problem of ensuring 

the IT-security of data passing via technical channels, as well as data stored and processed for 

specified purposes. Standard 27001 contains the following definition - "the security of 

information (data): the state of protection of information (data) ensuring its confidentiality, 

availability and integrity" [1]. When analyzing the factors influencing the availability of TS, 

the following risk factors are taken into account: the impact of external potential threats (e.g. - 

intruders), and inherent in any complex system aspects of internal threats. The different 

approaches can be applied to assess the accessibility threats, but the best practice seems to 

apply the series of ISO 27001 standard. 

2. Materials and methods 

The common TS objects have been selected as examples for IT security assessment and 

analysis. Main focus covers the availability characteristics and special IT-security metrics. 

3. Problem description 

To ensure the IT-security it is necessary to solve the problem of periodic assessment of 

the IT-security state, i.e, the degree of compliance with the requirements to ensure the 

confidentiality, availability and integrity. This problem involves a number of possible options 

for effective solutions, of which the most advanced, versatile and practical is the use of an 

ISMS and performing the IT-security assessment by assessing performance. This publication 

offers a methodical approach to evaluation of data protection in TS based on their availability. 

The implementation of this approach is based on ISMS use, where the set of requirements 

involves provision of security, including – availability [1]. 

Measuring the effectiveness of the ISMS parameters involves the use of IT-security 

metrics, allowing, among other things, to take into account the actual data availability in a 

particular TS with periodic evaluation (for example, when performing IT-security audits). 

Final evaluation metrics calculation of IT-security allow to estimate the overall level of ISMS 

effectiveness and, therefore, assess the current level of data protection in its current ISMS 

"configuration" («scope»). These assessments should serve as goals, first of all, for the top 

management, as sufficient evidence about the choice of optimal composition of tools 

(measures) to ensure information security, and, secondly, to offer experts, ensuring the safety 

of TS, the numerical metrics for assessing the effectiveness of individual implemented tools 

(measures), and IT-security functional subsystems, such as encryption. 
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4. The main threats for telecommunication systems 

The main threats with the most significant consequences for TCS at this stage include: 

 Steady increase in the number and size of leaks of sensitive information (commercial, 

technical, financial and personal data); 

 Increasing the value of the consequences of critical infrastructure destruction 

(availability violation) at the technological level (SCADA, MES); 

 Strengthening the ramifications of critical facilities blocking (violation of availability 

of information systems, data transmission systems). 

Therefore, in order to ensure the security of the TS and when performing audits of the 

ISMS, the impact of appropriate means (measures) to ensure IT-Security «controls» should be 

measured reliably, the recommended list of which is given in Appendix A of the standard ISO 

27001. For the purpose of this publication the following is considered as the most useful for 

the analysis of the availability of tools (measures) to ensure IT-Security in the TS (the list can 

be extended if necessary: А.12.7.1, А.13.1.2, А.15.1.3, А.17.1.2) and ISO 22301:2012: 

«Business continuity» (6.2) and «Business continuity strategy» (п. 8.3). 

5. Results 

For an effective assessment of IT-security in the TS an integrated approach must be 

adopted including the formation the set of criteria and metrics related to the ISMS. Obtaining 

numerical evaluation of data protection is achieved by using IT-security metrics and 

calculating the impact of an ISMS. It is known that a credible analysis of the ISMS only on the 

basis of "Statement of Applicability» is more difficult. When the assessment ISMS known 

difficulties associated with the formalization and analysis requirements for real IS and give 

statistics (for example, data on IT-security incidents). Should rely only on the facts, but the 

facts of security incidents and security breaches are rarely publicly known [2, 3]. 

The ISMS impact assessment is calculated based on presented approach using 

numerical metrics that take into account separately the IT-security events and IT-security 

incidents that directly affect the assessment of information availability in TCS. The results of 

calculation are presented in the charts (Fig. 1, 2). 

The calculation of the impact of IT-Security events draw the following formula: 

K e = (1 – (S curr / S max)) * 100%    (1) 

where: 

K e - success rate for identifying IT-Security events; 

S curr - identified the number of IT-Security events in the current configuration «scope»; 

S max - maximum number of IT-Security events in the previous period. 

 

The calculation of the impact of IT-Security incidents conduct by the formula: 

K i = (1 – (I curr / I max)) * 100%     (2) 

where: 

K i - the success rate for identifying IT-Security incidents; 

I curr - identified the number of IT-Security incidents in the current configuration «scope»; 

I max - maximum possible number of IT-Security incidents in the previous period. 

In view of the Formula 1, 2 overall effectiveness of the ISMS is calculated: 

 

K (ISMS) = K e * α + K i * β     (3) 

where: 

K (ISMS) - overall effectiveness of the ISMS; 

K e  - success rate for identifying IT-Security events; 

K i  - the success rate for identifying IT-Security incidents; 

α  - weighting factor to determine the importance of identifying the K e; 

β  - weighting factor to determine the importance of identifying K i. 

Example of calculating performance metrics ISMS (formula 3) is shown in Figure 1. 
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Overall effectiveness of the ISMS:  α = 0,3; β = 0,7
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Figure 1: Overall effectiveness of the ISMS 

 

Example of calculating the efficiency is shown in Figure 2. 
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Figure 2: Example of calculating the efficiency of ISMS. 

6. Conclusions 

The proposed methodological approach to IT-security assessment and data protection 

in the TS in accordance with international standards (ISO 27001 series, ISO 20000 series and 

ISO 22301 series) allows to create technical and economic evaluation based on the indicators 

and the numerical values of their parameters: 

 The level of data protection in TS (measured in the currency value of the protected 

assets of important organizations) implemented ISMS; 

 The level of implementation of the requirements of the ISMS (including – 

availability) on the optimal set of metrics for TS given set of requirements and unique 

industry characteristics (for example, using weighting factors). 
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Abstract

Due to the self-similar nature of broadband traffic, the arrival rate
can persist on relatively high values for a considerable amount of time.
Such a behavior, closely related to the duration of busy periods, has a
deep impact on queueing performance in terms of loss probability and
distribution of losses. In the paper we consider the probability that the
normalized cumulative workload grows at least as the length T of the
considered interval in case of Gaussian input traffic. As T increases, the
event becomes rare and standard Monte Carlo simulation would require
a large number of generated sample paths to get an accurate estimate.
To cope with this problem, we propose a variant of the well-known condi-
tional Monte Carlo method, in which conditioning is expressed in terms of
the bridge process. We derive the analytical expression of the estimator
and verify its effectiveness through simulations.

Keywords: Gaussian processes, Conditional Monte Carlo, bridge pro-
cess, persistence phenomena

1. Introduction

The self-similar nature of broadband traffic [1] has a deep impact in terms
of network dimensioning and Quality of Service (QoS) issues [2]. Indeed, per-
sistence phenomena (known in the literature as Noah effect) imply that the
arrival rate can remain on relatively high values for a considerable amount of
time. Such a behavior, closely related to the duration of busy periods in the
underlying queueing system, negatively affects QoS performance in terms of
loss probability and distribution of losses.

In traffic modelling, Gaussian processes have emerged as a flexible and
powerful tool, able to take into account the long memory properties of real
traffic, while keeping a relatively simple and elegant description. The best
known model is Fractional Brownian Motion (FBM), originally proposed by
Norros [3], but our method is more general and includes FBM as a special case.

In more detail, in this work we consider a centered Gaussian process with
stationary increments {Xt, t ∈ R+}. Let us denote by vt := DXt the variance
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of Xt; then the covariance function has the following expression:

Γs,t =
1

2

(
vt + vs − v|t−s|

)
. (1)

We are interested in estimation of the following probability

π(T) := P (∀t ∈ T : Xt > t), (2)

where T = [0, T ] ⊆ R+. Such probability is closely related to the duration of
busy periods and plays an important role in the study of QoS indexes since it
takes into account bursts of losses, see [4, 5] for more details.

The main contribution of this work is the application of a variant of the
conditional Monte Carlo method for variance reduction, to estimate the target
probability (2) when T →∞. Indeed, in this case the event {∀t ∈ T : Xt > t}
becomes rare and hence standard Monte Carlo requires unacceptable large
number of generated sample paths.

2. BMC estimator

Bridge Monte Carlo (BMC) [6, 7] is a special case of conditional Monte Carlo
method, particularly suitable for the estimation of the rare event probabilities
in a queueing system with Gaussian input.

Let fix t ∈ T and consider the new process:
Yt = Xt − ψtXt, (3)

where function ψt is expressed via covariance function Γ as

ψt :=
Γt,t

Γt,t

.

The considered probability can be rewritten as

π = E

[
Φ

(
Y√
Γt̄, t̄

)]
,

where Φ denotes the tail distribution of standard normal variable and

Y := sup
t∈T

t− Yt
ψt

. (4)

Given an i.i.d. sequence {Y (i)
, i = 1, ..., N} distributed as Y , the estimator

of π(T) is defined as follows:

π̂BMC
N =

1

N

N∑
i=1

Φ

(
Y

(i)√
Γt,t

)
. (5)

3. Simulations

We plan to estimate π(T) based both on the estimator (5) and Crude Monte
Carlo, and evaluate the efficiency comparing sample variances.

Although the approach presented in the paper only requires that vt is an
increasing function, in the simulation analysis we will consider the following
important cases of Gaussian inputs:
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1) Fractional Brownian Motion (FBM). In this case vt = t2H , with Hurst
parameter H ∈ (0, 1) (in the teletraffic framework usually H ∈ (0.5, 1),
corresponding to traffic processes with long range dependence). It has
been shown in [8] that FBM arises as the scaled limit process when the
cumulative workload is a superposition of on-off sources with mutually
independent heavy-tailed on and/or off periods.

2) Sum of independent FBMs with vt =
∑

i t
2Hi . The use of this model is

also motivated by the fundamental result in [8] in case of heterogeneous
on-off sources.

3) Integrated Ornstein-Uhlenbeck process (IOU) with vt = t+ e−t− 1. IOU
is the Gaussian counterpart of the well-known Anick-Mitra-Sondi fluid
model.
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Abstract
The article discusses the problem statement processing malformed video

data with reference to the conditions of functioning of systems of network
monitoring. Formulated existing contradiction, research problem and research
hypothesis.
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Аннотация

В статье рассматривается постановка задачи обработки искажен-
ных видеоданных применительно к условиям функционирования си-
стем мониторинга каналов связи. Сформулированы существующее
противоречие, научная проблема и гипотеза исследования. Предло-
жена постановка задачи на проведение исследования по разработке
метода коррекции ошибок в искаженных видеоданных.

Ключевые слова: видеосжатие, видеокодирование, агрегация ка-
налов, маскирование искажений, медиавещание.

1. Введение

В последнее время лидирующие позиции в общем объеме трафика те-
лекоммуникационных систем занимают данные различных систем медиа-
вещения. После прохождения процедур устранения избыточности и упа-
ковки в контейнеры сетевых потоков эти данные имеют строго определен-
ную структуру, существенно неустойчивую к воздействию ошибок в кана-
ле связи. Последствия ошибок могут иметь как локальный характер, так
и приводить к полной невозможности корректного декодирования видео-
данных. Существующие методы восстановления искаженных видеоданных
ориентированы на узкий круг критических ситуаций и не могут быть в
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полной мере применены для решения задач обработки видеоданных в си-
стемах мониторинга каналов связи. В частности, существующие методы
не учитывают типичную для современных телекоммуникационных систем
ситуацию трансляции данных по различным физическим каналам и невоз-
можности наблюдения всей совокупности физических каналов в системах
мониторинга. Это приводит к необходимости разработки и реализации в
современных системах мониторинга каналов связи методов и алгоритмов
обработки видеоданных в условиях их искажения. Целью настоящей ста-
тьи является постановка задачи на разработку метода коррекции ошибок
в искаженных видеоданных.

1.1. Искажение видеоданных при передаче по сети Интернет.
Трансляция видеоданных в современных системах связи описывается об-
щей моделью системы передачи информации, одним из основных элемен-
тов которой является кодер источника сообщений (рис. 1).

Рис. 1: Модель системы передачи информации.

Основная цель кодера заключается в сокращении избыточности видео-
данных (т.е. сжатие видеоданных) на основе учета внутрикадровой и меж-
кадровой корреляции подвижных изображений. Этапы сжатия видеодан-
ных представлены на рисунке 2.

При этом, отправляемая в канал последовательность кадров подвиж-
ного изображения имеет строго определенную структуру (рис 3). Первым
в последовательности следует так называемый опорный кадр, при сжатии
которого используется информация только из пространственной области
этого кадра. Кодирование всех последующих кадров (вплоть до следую-
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Рис. 2: Этапы сжатия подвижных изображений.

щего опорного) производится относительно предыдущего и последующего
кадров на основе учета разницы между предсказанными и действительны-
ми коэффициентами векторов движения объектов на кодируемой графи-
ческой сцене.

Рис. 3: Распространение единичной ошибки в зависимых кадрах.

Рассматриваемая структура последовательности позволяет достичь су-
щественных коэффициентов сжатия видеоданных, но обладает неустойчи-
востью к ошибкам в канале связи. Искажение единичного элемента кадра
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приводит к искажению всех зависимых от него элементов в последующих
кадрах Џ т.е. к распространению ошибки (рис. 4).

Рис. 4: Распространение ошибки, связанной с потерей промежуточного
кадра.

Потеря целого кадра приводит к сбою в работе декодера и невозмож-
ности восстановления видеоданных вплоть до следующего опорного кадра
(рис. 4).

Классификация известных подходов к восстановлению искаженных ви-
деоданных представлена на рисунке 5. Группы традиционных для систем
передачи данных методов и методов, относящихся к классу кодирование,
устойчивое к ошибкам, основываются на специальных правилах организа-
ции канала связи и не могут быть применены при проектировании систем
мониторинга.

Методы маскирования искажений восстанавливают только ограничен-
ные области искаженного кадра и применяются при воздействии одиноч-
ных или локализованных групповых ошибок.

Однако, анализ условий функционирования систем мониторинга пока-
зывает, что современные системы с коммутацией пакетов зачастую стро-
ятся на принципах агрегации каналов, когда данные могут быть переданы
по разным физическим каналам. При этом, в случае наблюдения в системе
мониторинга не всей совокупности физических каналов, корректное деко-
дирование видеоданных становится невозможным.

Таким образом, возникает противоречие между применением в систе-
мах передачи информации процедур сокращения избыточности (сжатия)
видеоданных и отсутствием в системе мониторинга методов их корректной
обработки. Разрешение противоречия требует проведения исследования по
разработке теоретических основ обработки видеоданных применительно к
условиям функционирования систем мониторинга.
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Рис. 5: Методы борьбы с искажениями видеоданных.

2. Постановка задачи исследования

Научная проблема исследования: разработка теоретических основ обра-
ботки видеоданных применительно к системам мониторинга каналов связи.

Решение научной проблемы возможно путем выдвижения гипотезы о
существовании взаимосвязей (корреляций) между параметрами и элемен-
тами неискаженных и искаженных (отсутствующих) кодовых слов, позво-
ляющих выполнить восстановление синхронизации видеодекодера без уча-
стия следующего опорного кадра.

Формализованная постановка задачи исследования представлена на ри-
сунке 6.

Исходные данные:

• исходные видеоданные (последовательность подвижных изображений),
поступающие на вход системы передачи информации от источника
видеоданных;

• переданная в канал связи последовательность кодовых слов, полу-
ченная в результате применения комплекса операторов устранения
избыточности исходных видеоданных;

• поступившая на вход системы мониторинга неполная последователь-
ность кодовых слов, подверженная действию шумов канала связи, и
особенностям организации канала связи;

• особенности организации канала связи заключаются в использовании
нескольких независимых физических каналов, образующих связан-
ную логическую группу передачи последовательности кодовых слов.

Необходимо:
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Рис. 6: Постановка задачи исследования.

• разработать комплекс операторов, обеспечивающих обработку и вос-
становление искаженных видеоданных в условиях функционирова-
ния систем мониторинга каналов связи.

Ограничения и допущения:

• характер воздействия канала связи ограничивается отсутствием ис-
кажений двух подряд идущих кодовых слов.

3. Заключение

В статье рассмотрена типичная для систем мониторинга каналов связи
критическая ситуация наблюдения неполной группы физических каналов,
приводящая к невозможности корректного декодирования видеоданных.
Выявлено противоречие, сформулирована научная проблема и поставлена
задача на проведение исследования, направленного на решение этой про-
блемы.
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RECURRENCE CONDITIONS OF MODULATED
MAP FLOW OF EVENTS UNDER ITS INCOMPLETE

OBSERVABILITY

L. Nezhel’skaya
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Abstract
Amodulated MAP flow of events with unextendable dead time is considered.

It is one of the mathematical models for an input flow of events in digital
integral servicing networks (ISDN). The observation conditions for this flow
are such that each event generates a period of dead time during which other
events from the flow are inaccessible for observation and do not extend the
dead time period (unextendable dead time). An explicit form of a probability
density of the interval duration between neighboring events in the observed flow
is derived. Also an explicit form of a joint probability density of the duration
of the two neighboring intervals is obtained. The recurrence conditions of the
observed flow are found.

УСЛОВИЯ РЕКУРРЕНТНОСТИ
МОДУЛИРОВАННОГО МАР-ПОТОКА
СОБЫТИЙ ПРИ ЕГО НЕПОЛНОЙ

НАБЛЮДАЕМОСТИ

Л.А. Нежельская
Национальный исследовательский Томский государственный университет,

Томск, Россия
ludne@mail.ru

Аннотация
Изучается модулированный МАР-поток событий, являющийся од-

ной из адекватных математических моделей информационных пото-
ков событий в цифровых сетях интегрального обслуживания (ISDN),
функционирующий в условиях непродлевающегося мертвого време-
ни. Приводится явный вид плотности вероятностей длительности ин-
тервала между моментами наступления соседних событий потока, а
также явный вид совместной плотности вероятностей длительности
двух соседних интервалов. Приводятся условия рекуррентности по-
тока.

Ключевые слова: модулированный МАР-поток событий, непродле-
вающееся мертвое время, инфинитезимальные характеристики, сов-
местная плотность вероятностей, рекуррентность потока.
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1. Введение

Математические модели теории массового обслуживания широко ис-
пользуются для описания реальных физических, технических и других
процессов и систем. Интенсивное развитие компьютерной техники и ин-
формационных технологий во многом определило важную сферу приложе-
ний теории массового обслуживания – проектирование и создание инфор-
мационно-вычислительных сетей, телекоммуникационных сетей и т.д. Все
это послужило стимулом к созданию адекватных математических моде-
лей реальных информационных потоков, функционирующих в цифровых
сетях интегрального обслуживания, так называемых дважды стохастиче-
ских потоков событий.

Данная статья является непосредственным развитием исследований,
проведенных в [1, 2, 3, 4, 5, 6]. При исследовании потоков событий можно
сформулировать два класса задач: 1) оценивание состояний потока собы-
тий [1, 2, 3]; 2) оценивание параметров потока [4, 5, 6].

Одним из искажающих факторов при оценке состояний и парамет-
ров потока выступает мертвое время регистрирующих приборов [7], ко-
торое порождается зарегистрированным событием. Другие события, кото-
рые наступают в течение периода мертвого времени, недоступны наблю-
дению (теряются). Этот период продолжается некоторое фиксированное
время (непродлевающееся мертвое время). В качестве примера приведем
CSMA|CD – протокол случайного множественного доступа с обнаружением
конфликта, широко используемый в компьютерных сетях. В момент реги-
страции (обнаружения) конфликта на входе некоторого узла сети рассы-
лается сигнал "заглушки"("пробки"); в течение времени рассылки сигнала
"заглушки" заявки, поступившие в данный узел сети, получают отказ в об-
служивании и направляются в источник повторных вызовов. Здесь время,
в течение которого узел сети закрыт для обслуживания заявок, поступаю-
щих в него после обнаружения конфликта, можно трактовать как мертвое
время прибора, регистрирующего конфликт в узле сети.

В данной статье находятся явные виды плотности вероятностей значе-
ний длительности интервала между моментами наступления соседних со-
бытий в модулированном MAP-потоке с непродлевающимся мертвым вре-
менем и совместной плотности вероятностей значений длительности двух
соседних интервалов. Явный вид плотности вероятностей необходим для
решения задачи оценивания параметров потока и длительности мертвого
времени. Устанавливаются условия рекуррентности потока.

2. Постановка задачи

Рассматривается модулированный поток событий с интенсивностью,
представляющей собой кусочно-постоянный стационарный случайный про-
цесс λ(t) с двумя состояниями: λ(t) = λ1 либо λ(t) = λ2 (λ1 > λ2 ≥ 0).
Длительность пребывания процесса λ(t) в i-м состоянии, i = 1, 2, опреде-
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ляется двумя случайными величинами: первая случайная величина рас-
пределена по экспоненциальному закону F

(1)
i (t) = 1 − e−αit, i = 1, 2; в

момент окончания i-го состояния процесс λ(t) переходит с вероятностью
единица из i-го состояния в j-е, i, j = 1, 2 (i 6= j); вторая случайная величи-
на распределена по экспоненциальному закону F (2)

i (t) = 1− e−λit, i = 1, 2;
в момент окончания i-го состояния процесс λ(t) переходит с вероятностью
P1 (λj |λi) в j-е состояние (i 6= j) с наступлением события либо с вероятно-
стью P0 (λj |λi) переходит в j-е состояние (i 6= j) без наступления события,
либо с вероятностью P1 (λi|λi) переходит в i-е состояние с наступлением
события P0 (λj |λi) + P1 (λj |λi) + P1 (λi|λi) = 1, i, j = 1, 2, (i 6= j). Первая
и вторая случайные величины являются независимыми друг от друга. В
сделанных предположениях λ(t) – марковский процесс.

Матрицы инфинитезимальных характеристик процесса λ(t) при этом
примут вид:

D1 =

∥∥∥∥ − (α1 + λ1) α1 + λ1P0 (λ2|λ1)
α2 + λ2P0 (λ1|λ2) − (α2 + λ2)

∥∥∥∥ ,
D1 =

∥∥∥∥ λ1P1 (λ1|λ1) λ1P1 (λ2|λ1)
λ2P1 (λ1|λ2) λ2P1 (λ2|λ2)

∥∥∥∥ .
Элементами матрицы D1 являются интенсивности перехода процесса

λ(t) из состояния в состояние с наступлением события. Диагональные эле-
менты матрицы D0 – интенсивности выхода процесса λ(t) из своих состо-
яний, взятые с противоположным знаком. Недиагональные элементы мат-
рицы D0 – интенсивности переходов процесса λ(t) из состояния в состояние
без наступления события. Следует заметить, что если αi = 0, i = 1, 2, имеет
место обычный MAP-поток событий [2].

После каждого зарегистрированного в момент времени tk события на-
ступает время фиксированной длительности T (мертвое время), в течение
которого другие события исходного модулированного MAP-потока недо-
ступны наблюдению. По окончании мертвого времени первое наступившее
событие снова создает период мертвого времени длительности T и т.д. Ва-
риант возникающей ситуации показан на рис. 1, где t1, t2, . . . – моменты
наступления событий в наблюдаемом потоке; 1 и 2 – состояния случайного
процесса λ(t); черными кружками обозначены события модулированного
MAP-потока, недоступные наблюдению; штриховкой – длительность мерт-
вого времени.

Процесс λ(t) является принципиально ненаблюдаемым (скрытый мар-
ковский процесс); наблюдаемыми являются только временные моменты
наступления событий потока t1, t2, . . . . Рассматривается стационарный ре-
жим функционирования потока. В силу предпосылок в моменты времени
t1, t2, . . . , tk наступления событий потока последовательность {λ(tk)} пред-
ставляет собой вложенную цепь Маркова, т.е. наблюдаемый поток обла-
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Рис. 1: Формирование наблюдаемого потока событий.

дает марковским свойством, если его эволюцию рассматривать с момента
времени tk – момента наступления события потока, k = 1, 2, . . . .

Обозначим τk = tk+1− tk, k = 1, 2, . . . , – значение длительности k-го ин-
тервала между соседними событиями в наблюдаемом потоке. Так как рас-
сматривается стационарный режим, то плотность вероятностей значений
длительности k-го интервала pT (τk) = pT (τ), τ ≥ 0, для любого k. В силу
этого момент времени tk наступления события без ограничения общности
можно положить равным нулю или, что то же самое, момент наступления
события есть τ = 0. С другой стороны, поскольку зарегистрированное в
момент времени τ = 0 событие создает период мертвого времени длитель-
ности T , то τ = T + t, где t – значение длительности интервала между
моментом окончания мертвого времени τ = T и моментом времени наступ-
ления следующего события в наблюдаемом потоке (t > 0). Предполагается,
что значение T точно известно.

Пусть (tk, tk+1), (tk+1, tk+2) – два смежных интервала, значения дли-
тельностей которых есть τk = tk+1− tk и τk+1 = tk+2− tk+1 соответственно;
их расположение на временной оси, в силу стационарности потока, произ-
вольно. Тогда, полагая k = 1, будем рассматривать два соседних интервала
(t1, t2), (t2, t3) с соответствующими значениями длительностей τ1 = t2 − t1
и τ2 = t3 − t2, τ1 ≥ 0, τ2 ≥ 0. При этом τ1 = 0 соответствует моменту t1
наступления события потока; τ2 = 0 соответствует моменту t2 наступления
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следующего события наблюдаемого потока. Соответствующая совместная
плотность вероятностей есть pT (τ1, τ2), τ1 ≥ 0, τ2 ≥ 0.

Задача заключается в нахождении явного вида pT (τ) и явного вида
pT (τ1, τ2), а также в установлении условий рекуррентности модулирован-
ного МАР-потока событий, функционирующего в условиях непродлеваю-
щегося мертвого времени.

3. Плотность вероятностей pT (τ)

Функция плотности вероятностей длительности интервала между со-
седними событиями потока определяется формулой:


pT (τ) = 0, 0 ≤ τ < T,

pT (τ − T ) =
2∑
i=1

πi (0|T )
2∑
j=1

qij (T )
2∑
k=1

p̃jk (τ − T ) , τ ≥ T, (1)

где p̃jk (τ − T ) – плотность вероятностей того, что процесс λ(τ) изменяет
свое состояние с j на k без наступления события на интервале (T, T + t) и с
наступлением события в момент времени τ = T+t , j, k = 1, 2; qij(T ) – пере-
ходная вероятность того, что процесс λ(τ) = λj в момент окончания мерт-
вого времени τ = T при условии, что процесс λ(0) = λi в момент времени
τ = 0, i, j = 1, 2; πi (0|T ) – условная стационарная вероятность того, что
процесс λ(τ) находится в состоянии i в момент времени τ = 0 при условии,
что в этот же момент времени τ = 0 наступило событие потока и наступил
период мертвого времени длительности T (π1 (0|T ) + π2 (0|T ) = 1).

Можно показать, что

p̃11(t) = λ1P1 (λ1|λ1) p11(t) + λ2P1 (λ1|λ2) p12(t),

p̃12(t) = λ1P1 (λ2|λ1) p11(t) + λ2P1 (λ2|λ2) p12(t),

p̃21(t) = λ1P1 (λ1|λ1) p21(t) + λ2P1 (λ1|λ2) p22(t),

p̃22(t) = λ1P1 (λ2|λ1) p21 (t) + λ2P1 (λ2|λ2) p22(t),

p11 (t) =
1

z2 − z1
[
(λ2 + α2 − z1) e−z1t − (λ2 + α2 − z2) e−z2t

]
,

p12 (t) =
α1 + λ1P0 (λ2 |λ1 )

z2 − z1
[
e−z1t − e−z2t

]
,

p21 (t) =
α2 + λ2P0 (λ1 |λ2 )

z2 − z1
[
e−z1t − e−z2t

]
,

p22 (t) =
1

z2 − z1
[
(λ1 + α1 − z1) e−z1t − (λ1 + α1 − z2) e−z2t

]
,
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z1, z2 =
1

2
[(λ1 + λ2 + α1 + α2)∓

∓
√

(λ1 − λ2 + α1 − α2)
2
+ 4 (α1 + λ1P0 (λ2 |λ1 )) (α2 + λ2P0 (λ1 |λ2 ))

]
,

0 < z1 < z2;
(2)

q11 (T ) = π1 + π2e
−aT , q12 (T ) = π2 − π2e−aT ,

q21 (T ) = π1 − π1e−aT , q22 (T ) = π2 + π1e
−aT ,

a = α1 + α2 + λ1 [1− P1 (λ1|λ1)] + λ2 [1− P1 (λ2|λ2)] ,

π1 = (α2 + λ2 [1− P1 (λ2|λ2)]) /a,
π2 = (α1 + λ1 [1− P1 (λ1|λ1)]) /a;

(3)

π1 (0|T ) =
p21 + π1 (p11 − p21)

[
1− e−aT

]
p12 + p21 − (1− p11 − p22) [1− e−aT ]

,

π2 (0|T ) =
p12 + π2 (p22 − p12)

[
1− e−aT

]
p12 + p21 − (1− p11 − p22) [1− e−aT ]

,

p11 = [λ1P1 (λ1|λ1) (λ2 + α2) + λ2P1 (λ1|λ2) (α1 + λ1P0 (λ2|λ1))] /z1z2,

p12 = [λ1P1 (λ2|λ1) (λ2 + α2) + λ2P1 (λ2|λ2) (α1 + λ1P0 (λ2|λ1))] /z1z2,

p21 = [λ2P1 (λ1|λ2) (λ1 + α1) + λ1P1 (λ1|λ1) (α2 + λ2P0 (λ1|λ2))] /z1z2,

p22 = [λ2P1 (λ2|λ2) (λ1 + α1) + λ1P1 (λ2|λ1) (α2 + λ2P0 (λ1|λ2))] /z1z2,

z1z2 = λ1λ2 [1− P0 (λ1 |λ2 )P0 (λ2 |λ1 )] +
+λ1α2 [1− P0 (λ2 |λ1 )] + λ2α1 [1− P0 (λ1 |λ2 )] .

(4)

С учетом (2)–(4) в результате достаточно трудоемких преобразований
находим явный вид pT (τ)

pT (τ) =

{
0, 0 ≤ τ < T,

γ(T )z1e
−z1(τ−T ) + [1− γ(T )] z2e−z2(τ−T ), τ ≥ T,

γ(T ) =
1

z2 − z1
{z2 − λ1π1(T ) [1− P0 (λ2|λ1)]− λ2π2(T ) [1− P0 (λ1|λ2)]} ,

π1(T ) = π1 + [π2 − π2 (0|T )] e−aT , π2(T ) = π2 − [π2 − π2 (0|T )] e−aT , (5)

z1 и z2 определены в (2), π1 и π2 определены в (3), π1 (0|T ) и π2 (0|T ) – в
(4).
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4. Совместная плотность вероятностей pT (τ1, τ2)

В моменты времени t1, t2, ..., tk наступления событий последователь-
ность {λ (tk)} представляет собой вложенную цепь Маркова, поэтому сов-
местная плотность вероятностей значений длительности двух соседних ин-
тервалов pT (τ1, τ2) примет вид

pT (τ1, τ2) =
2∑
i=1

πi (0|T )
2∑
j=1

qij (T )
2∑
k=1

p̃jk (τ1)
2∑
s=1

qks (T )
2∑

n=1

p̃sn (τ2), (6)

где p̃jk (τ1), p̃sn (τ2) – плотности вероятностей, соответствующие переход-
ным вероятностям pjk (τ1), psn (τ2) и вычисленные по формулам (2) при
t = τ1 и t = τ2. Подставляя в (6) сначала p̃jk (τ1), p̃sn (τ2), затем pjk (τ1),
psn (τ2), определенные формулами (2) при t = τ1 и t = τ2, и qij(T ), qks(T ),
определенные формулами (3), и, наконец, πi (0|T ), i = 1, 2, определенные
в (4), и, проделывая необходимые достаточно трудоемкие преобразования,
находим

pT (τ1, τ2) = 0; 0 ≤ τ1 < T, 0 ≤ τ2 < T ;

pT (τ1, τ2) = pT (τ1) pT (τ2) + γ(T ) [1− γ(T )] e−aT×

×λ1λ2
z1z2

[P1 (λ1 |λ1 )P1 (λ2 |λ2 )− P1 (λ1 |λ2 )P1 (λ2 |λ1 )]×

×
(
z1e

−z1(τ1−T ) − z2e−z2(τ1−T )
)(

z1e
−z1(τ2−T ) − z2e−z2(τ2−T )

)
,

(7)

где τ1 ≥ T , τ2 ≥ T , а γ(T ), pT (τ1), pT (τ2) определены в (5) для τ = τ1 и
τ = τ1; z1 и z2 определены в (2), a – в (3).

5. Условия рекуррентности

Рассмотрим случаи, при которых модулированный МАР-поток собы-
тий при его неполной наблюдаемости становится рекуррентным. С учетом
выражения (5) для γ(T ) и выражений (4) для πi (0|T ), i = 1, 2, находим

γ(T ) [1− γ(T )] = λ1 [1− P0 (λ2|λ1)]− λ2 [1− P0 (λ1|λ2)]
a2 (z2 − z1)2

z1z2×

×{(α1 + λ1 [1− P1 (λ1|λ1)]) [λ2P1 (λ1|λ2) (α1 + λ1)+
+λ1P1 (λ1|λ1) (α2 + λ2P0 (λ1|λ2))]− (α2 + λ2 [1− P1 (λ2|λ2)]) ×
× [λ1P1 (λ2|λ1) (α2 + λ2) + λ2P1 (λ2|λ2) (α1 + λ1P0 (λ2|λ1))]}×

×
{
z1z2 − λ1λ2 [P1 (λ1 |λ1 )P1 (λ2 |λ2 )− P1 (λ1 |λ2 )P1 (λ2 |λ1 )] e−aT

}−2×
×
{
z1z2 + e−aT [a (z1 + z2)− 2z1z2] +

+e−2aT [z1z2 − a [λ1P1 (λ1 |λ1 ) + λ2P1 (λ2 |λ2 )]]} .
(8)

Анализируя выражение (8), замечаем, что если выполняется одно из
условий:
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1) λ1 [1− P0 (λ2 |λ1 )]− λ2 [1− P0 (λ1 |λ2 )] = 0;

2)
{(α1 + λ1 [1− P1 (λ1|λ1)]) [λ2P1 (λ1|λ2) (α1 + λ1)+
+λ1P1 (λ1|λ1) (α2 + λ2P0 (λ1|λ2))]− (α2 + λ2 [1− P1 (λ2|λ2)])×
× [λ1P1 (λ2 |λ1 ) (α2 + λ2) + λ2P1 (λ2 |λ2 ) (α1 + λ1P0 (λ2|λ1))]} = 0,

то совместная плотность (7) факторизуется, то есть наблюдаемый поток
становится рекуррентным.

Из выражения (7) следует третье условие факторизации плотности
pT (τ1, τ2): [P1 (λ1|λ1)P1 (λ2|λ2)− P1 (λ1|λ2)P1 (λ2|λ1)] = 0, при выполнении
которого наблюдаемый поток также становится рекуррентным.

6. Заключение
Полученные формулы для плотности вероятностей pT (τ) и совместной

плотности вероятностей pT (τ1, τ2) позволяют решить задачу оценивания
неизвестных параметров и длительности мертвого времени в модулирован-
ном МАР-потоке событий с непродлевающимся мертвым временем мето-
дом моментов или методом максимального правдоподобия. В первом слу-
чае строится система уравнений моментов относительно неизвестных па-
раметров, а во втором выписывается функция правдоподобия и решается
задача ее максимизации относительно неизвестных параметров.
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Abstract

In this paper an approach to analysis of dependence of Session Ini-
tiation Protocol server model with batch arrivals performance measures
on batch size distribution is considered. Proposed approach employs
non-parametric methods of statistical analysis. It is shown that there is
statistical reliable dependence of performance measures, taken for signal-
ing traffic analysis, on distance between distributions in definite norm.
On the basis of proposed analysis elasticity coefficients were evaluated
depending on distance between batch size distributions. This approach
enables to get correction factors for estimation of these parameters in
case distribution functions differ from uniform.

Keywords: Optimization, SIP mathematical model, distribution func-
tion, norm, performance measure, queuing system, parameter sensibility,
sample, batch arrivals.

1. Introduction

Developing telecommunication services are successfully provided via IP-
based Multimedia Subsystem (IMS), where Session Initiation Protocol (SIP)
is the main signaling protocol. Signaling traffic load is auxiliary for commu-
nication nodes and is used for providing communications services to users.
Signaling messages have so-called life time. When life time is over, informa-
tion becomes not actual, signaling messages are retransmitted and overload the
SIP server that processes them. Providing telecommunication services of re-
quired quality results in necessity of detailed research of communication system
structure, statistic data analysis, implementation of processing algorithm for
different types of signaling messages in order to increase number of successfully
initiated sessions and decrease of service and sojourn time at a SIP server [1].

The following parameters were chosen for the investigation: average queue
length and average waiting time. The first one enables estimation of SIP
server’s buffer capacity during the busy hour, the second when summed with

1The reported study was partially supported by RFBR, research project No. 15-07-03608.
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service time enables estimation of SIP server sojourn time and is comparable
to the message life time.

Process of signaling messages arrival and processing at a SIP server is per-
formed via a single-server queue with batch arrivals and vacations. The vaca-
tion models the time interval when server processes messages that differ from
signaling ones. In a model the batch arrival of customers corresponds to the
simultaneous requests of the group of online subscribers.

In [2, 3, 4] there is an estimation of average value of queue length and aver-
age waiting time for general distribution of batch size. In [4] the analysis for the
four batch size distribution functions has been done: Zipf, geometric, logarith-
mic and uniform distribution. In [4] a statistical dependence of investigating
parameters on batch size distribution in case of Poisson process has been ana-
lyzed. In contrast with the papers where an investigation was performed only
for geometrical distribution, in [4] it is recommended to use a uniform distri-
bution of batch size that essentially simplifies formulas for calculations. In this
paper an approach to performance measures analysis is proposed, sensitivity of
model parameters to batch size distribution was estimated.

Distribution function variation was evaluated in [4] under different norms.
Those with highest reliability of estimated statistical dependence were chosen.
It turned out that analysis of numeric evaluation of SIP server performance
parameters sensitivity to batch size distribution variation can be carried out
with high reliability (0.99).

Since only sampling distribution functions of parameters are available for
preliminary analysis, so we want to evaluate model parameters with statisti-
cal fluctuation of sampling distribution function when the distribution is not
converge to any general population because of non-stationary behavior. We
denote, that the batch size is a measured on practice, whereas average waiting
time and average queue length depend on messages service time and processor
vacation time. Distribution functions of the last two parameters are assumed to
be known, because they depend on the SIP server hardware implementation.
However, confidence interval for average queue length may not be got from
corresponding empirical distribution, because we do not know this distribution
function. We can evaluate these parameters by means of the simplified models
only. In [4] the sensitivity analysis for one of models was carried out. Analysis
was later applied to empirical distribution function of batch size.

2. SIP server model as a queue with batch arrivals and
vacations

A mathematical model of signaling messages processing at a SIP server is
investigated as a queuing system with batch arrivals and vacations. According
to Basharin-Kendall notation this system is denoted as M[X] G 1 ∞ .
Let suppose that a batch of customers arrives according to Poisson process
with rate λ. Customer service time is a random variable with a distribution
function B(t), where b1 is the mean value and b2 is the finite second moment.
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If there are no customers in the queue, the server goes for a vacation. The
vacation time is a random variable with a distribution function V (t) with finite
first and second moments v1 and v2.

Let f(k) be probability that batch size is equal to k ≥ 1. We denote the cor-
responding distribution function F (k). For the queuing system M[X] G 1 ∞
with vacations we can find average queue length and average waiting time de-
pending on offered load ρ which is estimated as follows:

ρ = λb1l
(1), (1)

where l(1) is average batch size with distribution function F (k).
In [2] a generating function was obtained for the queue length distribution

for a single server model with vacations. The result is expressed as follows:

P (z) =
1− ρ
λv1

· 1− z
1− L(z)

· 1− φ(λ, z)

β(λ, z)− z
, (2)

where L(z) is a generating function for batch size with the distribution function

F (k): L(z) =
∞∑
k=0

f(k)zk. Other functions mentioned in (2) are expressed

with the following equations: v1 =
∞∫
0

t dV (t) , φ(λ, z) =
∞∫
0

e−λt(1−L(z)) dV (t) ,

and β(λ, z) =
∞∫
0

e−λt(1−L(z)) dB(t). According to [4] average queue length

depending on load ρ is obtained by the generating function (2) as follows:

N = lim
z→1

P ′(z) =
v2

2v1b1
ρ+

l(2) − l(1)

2l(1)
ρ

1− ρ
+

b2
2b21

ρ2

1− ρ
. (3)

Taking into account the notation vs =
∞∫
0

tsdV (t), bs =
∞∫
0

tsdB(t) and

l(s) =
∑
k

ksf(k), s = 1; 2, the average waiting time is obtained as follows:

τ =
Nb1
ρ

=
v2
2v1

+
l(2) − l(1)

2l(1)
b1

1− ρ
+

b2
2b1

ρ

1− ρ
. (4)

3. Sensitivity of the model parameters to probability
variation

Let find out how to change the values N and τ in formulas (3)-(4), if
probability variation of f(k) is low. Let a new distribution can be expressed
as f̃(k) = f(k) + ε(k)f(k), moreover, under the same norming the equality∑
k

ε(k)f(k) = 0 is fulfilled. Let introduce the variable E = sup
k
|ε(k)|. Then we

get the following estimation of distance between distributions in L1 norm:

ε =
∥∥∥f − f̃∥∥∥

L1
=
∑
k

∣∣∣f(k)− f̃(k)
∣∣∣ =

∑
k

|ε(k)| f(k) ≤ E. (5)
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Let use (5) to get estimation of some differentiable function variation de-
pending on average batch size in case E << 1:

∣∣∣δl(1)∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∑
k

k
(
f(k)− f̃(k)

)∣∣∣∣∣ <∑
k

k
∣∣∣f(k)− f̃(k)

∣∣∣ =
∑
k

k |ε(k)| f(k) ≤ El(1);

∣∣∣δu(l(1))∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∂u
(
l(1)
)

∂
(
l(1)
) ∣∣∣∣∣ · ∣∣∣δl(1)∣∣∣ ≤ Eu

∣∣∣∣∂ lnu

∂ ln l

∣∣∣∣ |l=l(1) + o (E) .

(6)
Logarithmic derivative of function with respect to parameter’s logarithm is

called function sensitivity to parameter variation. Then, from (6) comes that
variation of some function from the mean value, obtained due to distribution
variation, at linear approximation on E does not exceed this function multiplied
by the supremum of distribution density variation and by modulus of specified
sensitivity. In our case estimations of average queue length (3) and average
waiting time (4), that are linear for E, are expressed as follows:

|δN | ≤ Eρ

2
·

∣∣∣∣∣ v2v1b1
+
l(2) − l(1)

l(1)
b1

(1− ρ)
2 +

b2
b21

(2− ρ)
ρ

(1− ρ)
2

∣∣∣∣∣ ;
|δτ | ≤ Eρ

2 (1− ρ)
2 ·
∣∣∣∣ l(2) − l(1)l(1)

b1 +
b2
b1

∣∣∣∣ .
(7)

However, theoretical estimations (7) do not possess adequate accuracy as
they appear to be too excessive. Despite this fact they cannot be improved
within of functions to be chosen for empirical distribution functions. Unim-
provability comes out of existence of a variation when ε(k) = {0;±E}. In-
adequacy of accuracy comes out of condition (5): as far as ε ≤ E, then for
heavily nonuniform distributions the variation norm in the form of sup

k
|ε(k)|

is too crude estimate, since for such kind of distributions the distance between
distributions can be significantly less than E. That is why in [4] an analysis
of sensitivity of these parameters based on the numerical results for various
functions f(k) was carried out. It was found out that four types of norms –
L1 and C for F (k), L1 for f(k) and similar to them the forth norm that is a
supplement for total area S to the unity of two densities – determine rather
exactly the variation of values Nand τunder variation of densities.

Let us denote variation of f(k) by δf , which is denominated in norm C for
distribution function. We denote by δN(ρ) variation of average queue length
and by δτ(ρ) variation of average waiting time for a given value of load ρ. Data
analysis showed that under variation of uniform distribution, which determined
on the interval from 1 to the maximum batch size (in our case maximum is equal
to 8), there is a relationship between δN(ρ) and δf , also δτ(ρ) and δf with
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determination 0.99: ∣∣∣∣δN(ρ)

N(ρ)

∣∣∣∣ = 0, 2 (1− ln ρ) (δf)
0,27

;

∣∣∣∣δτ(ρ)

τ(ρ)

∣∣∣∣ =
0, 106 + 0, 041 ln ρ

ρ
(δf)

0,27
;

ρ ∈ [0, 1; 0, 9].

(8)

Practical application of the described method is following. Let take a uni-
form distribution on the interval 1 ≤ k ≤ M as a basic predicted distribution
of f(k). For this distribution function equation (3) of average queue length is
converted to

N0 =
v2

2v1b1
ρ+

M − 1

3

ρ

1− ρ
+

b2
2b21

ρ2

1− ρ
, (9)

that is considered as null approximation.
Let consider that empirical distribution, being investigated, is stationary,

F (k) is its distribution function. The distance between this and uniform dis-
tribution may be calculated according to the following equation:

δf = sup
k
|F (k)− k/M | . (10)

Substituting the result of (10) in (8) we get estimation of average queue
length that corresponds to the following empirical distribution:

N/N0 ≈ 1 + 0, 2 (1− ln ρ) (δf)
0,27

, ρ ∈ [0, 1; 0, 9]
(11)

Estimation for average waiting time variation is expressed in the same way.
Equation (11) is computationally much simpler than calculation of the gen-

erating function in accordance with (2), where L(z) is calculated through em-
pirical distribution of F (k). That is, firstly, rather difficult and, secondly, leads
to calculation errors that may exceed approximation inaccuracy for (11).

For example, let consider that an empirical distribution of fn(k) is taken
from a general population f(k) that has geometric distribution with a param-
eter q on the interval 1 ≤ k ≤M . That means f(k) = 1−q

1−qM q
k−1.

In [4] estimations were performed for the case of q = 0, 67; M = 8.
According to (11) we get δf = 0, 35 for these parameters. Consequently, we
get that average queue length for this distribution will exceed same value for a
uniform distribution approximately by 0, 14 (1− ln ρ)N0(ρ).

4. Conclusion

This paper presents the approach to estimation of the performance measures
for SIP server model with batch arrivals and vacations depending on the batch
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size distribution. Investigation of this particular dependence was motivated by
the fact that the batch size distribution is not known as a general population
and, moreover, cannot be recognized as far as empirical evaluations of this
population are non-stationary. That is why approximate evaluation methods,
that are not associated with a specified functional class of mentioned distri-
butions, are of great significance and actuality. Therefore, the method that
considers coefficients of the model parameters sensitivity to adjustment of the
distance between distribution functions seems to be efficient among nonpara-
metric techniques. This method may be used for non-stationery distributions
when non-stationary behavior is interpreted as definite variation of some ba-
sic distribution (for example, uniform). This approach enables to circumvent
technical difficulty coming from absence of convergence theorem both for prob-
ability and the norm for random variables being investigated.

Proposed approach to evaluation of performance measures of a Session Ini-
tiation Protocol server model and given analysis of parameters sensitivity leads
to recommendations for engineers to use simple formulas for preliminary eval-
uation of presence signaling messages service.
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THE RESEARCH OF THE QUEUEING SYSTEM
MAP |M |∞ WITH HETEROGENEOUS SERVERS BY

THE METHOD OF ASYMPTOTIC ANALYSIS
PROVIDED EXTREMELY RARE STATE CHANGES

OF MAP ARRIVALS

E. Pankratova1
1 National Research Tomsk State University, Tomsk, Russia

The research of the queueing system with MAP arrivals, n types of customers,
infinite number of servers and exponential service time is proposed. There are
expressions for the characteristic function of the number of busy servers for
different types of customers in the system MAP |M |∞ under the asymptotic
condition of extremely rare changes of states of MAP arrivals.
Keywords: queueing system, Markovian arrival process, different types of
customers, asymptotic analysis provided extremely rare changes of states of
MAP arrivals

ИССЛЕДОВАНИЕ СИСТЕМЫ МАССОВОГО
ОБСЛУЖИВАНИЯ MAP|M|∞ С

РАЗНОТИПНЫМ ОБСЛУЖИВАНИЕМ
МЕТОДОМ АСИМПТОТИЧЕСКОГО АНАЛИЗА

В УСЛОВИИ ПРЕДЕЛЬНО РЕДКИХ
ИЗМЕНЕНИЙ СОСТОЯНИЙ ВХОДЯЩЕГО

MAP-ПОТОКА

Е. Панкратова1
1 Национальный исследовательский Томский государственный

университет, Томск, Россия,
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Аннотация
Предлагается исследование системы массового обслуживания с

входящим МАР-потоком разнотипных заявок, неограниченным чис-
лом обслуживающих приборов и экспоненциальным временем обслу-
живания. Получены выражения для характеристических функций
числа занятых приборов каждого типа заявок в системе MAP|M|∞ с
разнотипным обслуживанием в асимптотическом условии предельно
редких изменений состояний входящего МАР-потока.

Ключевые слова: МАР-поток разнотипных заявок, метод асимп-
тотического анализа в условии ПРИС.
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1. Введение

Исследования систем массового обслуживания(СМО) с неограничен-
ным числом приборов можно встретить в статьях П.П. Бочарова, А.В.
Печинкина[1], А.А. Назарова, P. Abaev, R. Razumchik [2], B. D’Auria [3], D.
Baum и L. Breuer [4, 5], E.A. van Doorn и A.A Jagers [6], N.G. Duffield [7], C.
Fricker и M. R. Jäibi [8] и многих других. В то же время многочисленные
исследования реальных потоков в различных предметных областях, в част-
ности, телекоммуникационных потоков, а также потоков в экономических
системах, позволили сделать вывод о существенной неадекватности клас-
сических моделей потоков (пуассоновских и рекуррентных) реальным дан-
ным.Поэтому разработка новых математических моделей СМО, а именно
систем с марковизируемыми входящими потоками и различными вариан-
тами обслуживания, в том числе с использованием в рамках одной систе-
мы разных типов обслуживающих приборов (имеющих различные интен-
сивности обслуживания), является актуальной задачей. Для исследования
таких СМО, как правило, применяются численные методы либо имита-
ционное моделирование. Альтернативным подходом является применение
метода асимптотического анализа для исследования таких систем [9, 10].

2. Постановка задачи

Рассмотрим СМО МАР|M|∞, на вход которой поступает МАР-поток
разнотипных заявок, заданный набором неотрицательных чисел λk, мат-
рицей инфинитезимальных характеристик Q для управляющей цепи Мар-
кова k(t) и вероятностями dνk. В момент наступления события в рассмат-
риваемом потоке в систему поступает только одна заявка, которая опреде-
ляется как заявка i-ого типа (i = 1, . . . , n), и выполняется ее обслуживание
в течение случайного времени, распределенного по экспоненциальному за-
кону с параметром µi (i = 1, . . . , n), соответсвующим типу заявки. Поста-
вим задачу исследования n-мерного случайного процесса {i1(t), . . . , in(t)},
характеризующего число занятых приборов i-ого типа в момент времени
t.

Для марковизируемого МАР-потока (n+1)-мерный случайный процесс
{k(t), i1(t), . . . , in(t)} является цепью Маркова.

Рассмотрим совместное распределение вероятностей
P (k, i1, . . . , in, t) = P{k(t) = k, i1(t) = i1, . . . , in(t) = in} и запишем для
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него систему дифференциальных уравнений Колмогорова

∂P (k, i1, . . . , in, t)

∂t
=

(
−λk −

n∑
l=1

ilµl

)
P (k, i1, . . . , in, t)+

+P (k, i1 − 1, . . . , in, t)λkp1 + · · ·+ P (k, i1, . . . , in − 1, t)λkpn+

+P (k, i1 + 1, . . . , in, t)(i1 + 1)µ1 + · · ·+ P (k, i1, . . . , in + 1, t)(in + 1)µn+

+
K∑
ν=1

{(1− dνk)P (ν, i1, . . . , in, t) + dνk (p1P (ν, i1 − 1, . . . , in, t)+ · · ·+

+pnP (ν, i1, i2, . . . , in − 1, t))} qνk, k = 1, . . . ,K. (1)

Начальные условия определим в виде

P (k, i1, . . . , in, 0) = P (k, 0, . . . , 0, t) = R(k), (2)

где R(k) —стационарное распределение вероятностей цепи Маркова k(t).
Решение системы (1) будем искать при стационарном функционирова-

нии рассматриваемой системы.
Для частичных характеристических функций вида

H(k, u1, . . . , un) =
∞∑
i1=0

. . .
∞∑
in=0

eju1i1 × · · · × ejuninP (k, i1, . . . , in),

k = 1 . . . ,K, j =
√
−1,

перепишем систему дифференциальных уравнений Колмогорова (1) в виде

n∑
l=1

µlj(e
−jul − 1)

∂H(k, u1, . . . , un)

∂ul
= λk

(
n∑
l=1

ple
jul − 1

)
H(k, u1, . . . , un)+

+
K∑
ν=1

H(ν, u1, . . . , un)

[
1 +

(
n∑
l=1

ple
jul − 1

)
dνk

]
qνk. (3)

Начальные условия (2) примут вид

H(k, 0, . . . , 0) = R(k), k = 1, . . . ,K. (4)

3. Асимптотический анализ в условии предельно редких
изменений состояний входящего МАР-потока

Значения инфинитезимальных характеристик qkk определяют времена
пребывания МАР-потока в k-х состояниях k = 1, . . . ,K.

Пусть ε —некоторый малый положительный параметр.
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Условием предельно редких изменений состояний входящего МАР-потока
будем называть равенства

q
(1)
νk = εqνk, ν = 1, . . . ,K, k = 1, . . . ,K, (5)

определяющие достаточно малые значения инфинитезимальных характе-
ристик, что влечет достаточно редкие изменения состояний потока.

Учитывая (5), систему (3) перепишем в виде

n∑
l=1

µlj(e
−jul − 1)

∂H(k, u1, . . . , un)

∂ul
= λk

(
n∑
l=1

ple
jul − 1

)
H(k, u1, . . . , un)+

+ε
K∑
ν=1

H(ν, u1, . . . , un)

[
1 +

(
n∑
l=1

ple
jul − 1

)
dνk

]
qνk. (6)

Решение этой системы H(k, u1, . . . , un), зависящее от параметра ε и удо-
влетворяющее начальному условию (4), обозначим

H(k, u1, . . . , un) = F (k, u1, . . . , un, ε), (7)

F (k, 0, . . . , 0, ε) = R(k), k = 1, . . . ,K.

Сформулируем и докажем следующее утверждение.
Теорема 1. Предельное значение функции F (k, u1, . . . , un, ε) при ε→ 0

имеет вид

lim
ε→0

F (k, u1, . . . , un, ε) = F1(k, u1, . . . , un) =

= R(k) exp

{
λk

n∑
l=1

pl
µl

(
ejul − 1

)}
, k = 1, . . . ,K.

(8)

Доказательство. Выполним в системе (6) предельный переход при ε→ 0
и для F1(k, u1, . . . , un) получим систему уравнений в частных производных

n∑
l=1

jµl(e
−jul − 1)

∂F1(k, u1, . . . , un)

∂ul
= λk

(
n∑
l=1

ple
jul − 1

)
F1(k, u1, . . . , un),

k = 1, . . . ,K. (9)

Общее решение (9)имеет вид

C1 exp

{
λk

n∑
l=1

pl
µl

(
ejul − 1

)}
= F1(k, u1, . . . , un).
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Для того чтобы найти C1, воспользуемся начальными условиями (7) и по-
лучим выражение для F1(k, u1, . . . , un)

F1(k, u1, . . . , un) = R(k) exp

{
λk

n∑
l=1

pl
µl

(
ejul − 1

)}
, k = 1, . . . ,K,

которое совпадает с выражением (8). �

Таким образом, для частичных характеристических функций можно
записать асимптотическое равенство

H(k, u1, . . . , un) = F (k, u1, . . . , un, ε) ≈ F1(k, u1, . . . , un).

Тогда для характеристической функции процесса {i1(t), i2(t), ..., in(t)}
получаем выражение

h1(u1, ..., un) = Me
j

n∑
l=1

ulil(t)
=

K∑
k=1

H(k, u1, ..., un) =

=
K∑
k=1

R(k) exp

{
λk

n∑
l=1

pl
µl

(
ejul − 1

)}
.

Определение 1. Функцию h1(u1, ..., .un) будем называть асимптотиче-
ской характеристической функцией первого порядка числа занятых при-
боров разного типа в системе MAP |M |∞ в условии предельно редких из-
менений состояний входящего МАР-потока.

Определение 2. Функцию

h(u) = M{eju
∑n

l=1 il} =

K∑
k=1

R(k) exp

{
λk

n∑
l=1

pl
µl

}

будем называть асимптотической характеристической функцией первого
порядка общего числа занятых приборов системы MAP |M |∞ c разнотип-
ными заявками в условии предельно редких изменений состояний входя-
щего МАР-потока.

Определение 3. Функции

h1
(l)(ul) = Mejulil(t) = h1(0, ..., ul, ..., 0) = (10)

=
K∑
k=1

R(k) exp

{
λk
pl
µl

(
ejul − 1

)}
, l = 1, n,

будем называть асимптотической характеристической функцией первого
порядка числа занятых приборов каждого типа в системе MAP |M |∞ в
условии предельно редких изменений состояний входящего МАР-потока.

589



4. Численный анализ

Для сравнения асимптотических и допредельных значений основных
характеристик исследуемой системы найдем асимптотическое значение ма-
тематического ожидания числа занятых приборов

fmas
l (k) =

∂H(k, u1, . . . , un)

j∂ul

∣∣∣∣us = 0,
s = 1, n

, k = 1, . . . ,K, l = 1, . . . , n.

Откуда
fmas

l =
pl
µl

rΛe, l = 1, . . . , n, (11)

где e —единичный вектор-столбец, r —вектор-строка [R(1), R(2), . . . , R(K)].
Допредельное значение математического ожидания числа занятых при-

боров в системе MAP|M|∞ c разнотипным обслуживанием определяется
следующим образом [10]:

fml =
pl
µl

rBe, l = 1, . . . , n. (12)

Асимптотическое выражение для моментов второго порядка числа заня-
тых приборов l-ого типа может быть вычисленно как

smas
l (k) =

∂2H(k, u1, . . . , un)

j2∂u2l

∣∣∣∣us = 0,
s = 1, n

, k = 1, . . . ,K, l = 1, . . . , n.

Тогда имеем следующее выражение для вторых моментов

smas
l =

pl
µl

K∑
k=1

R(k)λk(λk
pl
µl

+ 1), l = 1, . . . , n. (13)

Допредельное значение второго моента имеет вид [10]

sml = rBpl{I + [µlI−Q]−1[µlI + 2Bpl]}{2µlI−Q}−1e, l = 1, . . . , n. (14)

Аналогично, запишем выражение для асимптотического и допредельного
значений корреляционного моментов

cmas
lg =

plpg
µlµg

K∑
k=1

λ2kR(k),

cmlg =
1

µl + µg
(plfmg + pgfml)Be,

l = 1, . . . , n, g = 1, . . . , n, l 6= g.

(15)
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Для определения области применимости данного метода рассмотрим
пример при n = 3, K = 3.

Определим МАР-поток следующими параметрами:

Q =

 −11 5 6
0, 5 −1 0, 5
2, 5 2, 5 −5

 , Λ =

 1 0 0
0 12 0
0 0 1

 ,

D =

 0 0, 2 0, 5
0, 1 0 0
0, 9 0, 6 0

 ,

p1 = 0, 2, p2 = 0, 5, p3 = 0, 3 —вероятности поступления в систему заявок
соответствующего типа.

Определим относительную погрешность вида

∆l =

∣∣∣∣sml − smas
l

sml

∣∣∣∣ , l = {1, 2, 3}.

ε sm1 sm2 sm3

0,1 106,765 2411,406 30,429
0,01 116,213 2651,467 31,992
0,001 119,449 2786,991 32,293

Асимптотика smas
1 = 119, 895 smas

2 = 2808, 947 smas
3 = 32, 329

Таблица 1: Сравнение допредельных и асимптотических значений харак-
теристик системы.

ε 0,1 0,01 0,001
∆1 0,123 0,032 0,004
∆2 0,165 0,059 0,008
∆3 0,062 0,011 0,001

Таблица 2: Сравнение значений относительной погрешности.
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Из полученных результатов видно, что с уменьшением ε относительная
погрешность стремится к нулю.

5. Заключение

В работе проведено исследование СМО МАР|M|∞ методом асимпто-
тического анализа в условии предельно редких изменений состояний вхо-
дящего МАР-потока. Получены выражения для асимптотических харак-
теристических функций первого порядка общего числа занятых приборов
и числа приборов каждого типа в рассматриваемой системе. Проведено
численное сравнение допредельных и асимптотических значений основных
характеристик системы.
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Abstract

Consideration is given to a classical problem which is important in data net-
works where data is divided into packets that are sent using different routes. At
the destination packets should be re-ordered so as to recover the original data.
We model data network as N-server queueing system (N > 3) with single infi-
nite capacity buffer, where each server represents a route. Customers arrive at the
system according to Poisson flow and receive service which is exponentially dis-
tributed with the same parameter. The order of customers upon arrival has to be
preserved upon departure. Customers which violated the order are kept in rese-
quencing buffer which also has infinite capacity. It is assumed that resequencing
buffer may be partitioned into n, 1 ≤ n ≤ N − 1, queues, depending on the num-
ber of busy servers, and i-th queue contains customers which have to wait for i
service completions before they can leave the system. Equations for computation
of joint stationary distribution of number of customers in buffer, servers and each
queue in resequencing buffer, which admit recursive solution, are being obtained.
Numerical example is given.

Keywords: resequencing, queueing system, joint distribution, infinite capacity

1. Introduction

It is well-known that performance of multiserver simultaneous processing systems
can suffer from resequencing issue, i.e. when the order of arriving customers (jobs,
items etc.) is violated due to disordering which may be introduced by service process
or other external/internal factors. As consequence of disordering some customers have
to wait for other customers before they leaving the system. Various analytical methods
and models have been proposed to study the impacts of resequencing. Survey on the
resequencing problem that covers period up to 1997 and review of queueing theoretic
methods and early models for the modelling and analysis of parallel and distributed
systems with resequencing can be found in [6] and [7]. Queueing-theoretic approach
to resequencing problem implies that the system under consideration is represented
as interconnected queueing systems/networks where disordering of customers takes
place. The system is followed with resequencing buffer where the order of customers
is recovered. In [13] convenient suggestion was made to group existing papers on
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buffer

Figure 1: Sketch of multiserver resequencing queue

resequencing into two categories: papers that characterize the disordering process
using single queueing system with several servers sharing a single queue (see, e.g. [1])
and papers where disordering is modelled by a queueing system with several parallel
servers and queues, and each server has its own dedicated queue (see, e.g. [19]). Paper
[13] contains the survey of papers belonging to these two categories. Up to now
various problems setting have been considered and solved including distribution of
number of packets in resequencing buffer and in system under different assumptions
about arrival and service process, distribution of the resequencing delay, and optimal
allocation of customers (see, e.g. [2], [4]–[10], [12], [14], [17]–[19]).

In this paper we study the system belonging to the first category, specifically
M|M|N|∞ resequencing queue with N > 3. The sketch of the system can be seen
in Fig.1 (a). There is one Poisson incoming flow, one queue of infinite capacity and
several homogeneous servers which serve customers during exponentially distributed
times according with FCFS or LCFS or Random choice discipline. Customers which
violated arrival order are kept in resequencing buffer (RB) of infinite capacity before
they can leave the system. As it was noticed in [16], in such M|M|N|∞ resequencing
queue with N > 2 servers, resequencing buffer can be thought of either as a single
queue where all customers which violated arrival order reside together (see Fig.1 (a))
or as collection of several separate interconnected queues (see Fig. 1 (b)). In the latter
case i-th queue contains those customers which have to wait for i service completions
before they can leave the system. Notice that number of service completions needed
by a customer in RB to leave the system cannot be greater than (N − 1).

The motivation to introduce such partition of resequencing buffer into separate
queues can be best described by example. Consider M|M|4|∞ resequencing queue.
Without loss of generality we suppose that customers upon entering the system obtain
sequential number; the sequence starts from 1 and coincides with the row of natural
numbers. If we started observing the system when it was initially empty then at some
time instant we may see the system in the state as depicted in Fig.2 (a) or Fig.2 (b).
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Figure 2: Examples of resequencing system’s contents at two different time instants

Each square represents one customer and number in the square is its sequential num-
ber. Though it is easy to calculate the total number of customers in RB, there is one
interesting observation. For example, in Fig.2 (b) if the next service completion is
of customer 2, then customers 2, 3, 4, 5, 6 will leave the system (in batch), whereas
other customers in RB will keep on waiting. But if the next service completion is of
customer 7, then 7, 8, 9, 10, 11, 12 will not leave the system, but will wait together
with customers 3, 4, 5, 6 until the service of customer 2 is completed. Due to such
evolution of RB contents it is natural to group customers in RB in different queues.
They are marked out in Fig.2 (a) or Fig.2 (b). Partitioning of RB into several queues
gives more detailed view of its dynamics and leads to number of interesting ques-
tions: what is the joint stationary distribution of all queues in the system; are there
any dependencies between queues’ sizes; what happens with queues in RB if N grows
without bound; what the influence of service distribution on queues’ sizes in RB. In
this paper we focus on first two questions.

In the system with N ≥ 2 servers, if all of them are busy, then the resequencing
buffer can be partitioned into (N − 1) queues (see Fig. 2(a) and Fig.2(b) as example
for N = 4). If the number of busy servers is less than N, then number of queues
in resequencing buffer is equal to the number of busy servers. The analysis of joint
stationary distribution of number of customers even in simple cases with Poisson flow
and homogeneous exponential servers turns out to be a challenging task. In [16] for
M/M/3/∞ queue followed with infinite resequencing buffer one obtains expressions
for joint stationary distribution of number of customers in buffer and servers, and
number of customers in each of two queues in resequencing buffer both in explicit
form and in terms of generating functions. In [3] for M/M/N/∞ queue followed with
infinite resequencing buffer there was obtained algorithm for recursive computation
joint stationary distribution of number of customers in buffer and servers, and sum of
number of customers in two, three, ...., and (N − 1) queues in resequencing buffer.
In this paper consideration is given again to M/M/N/∞ queue followed with infinite
resequencing buffer. The main contribution is the methodology for computation of
joint stationary distribution of number of customers in buffer and servers, and number
of customers in each queue in resequencing buffer. It is shown that joint stationary
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distribution can be computed recursively. We note that joint distribution can be also
obtained in terms of generating functions but this analysis is left for further research.

Next section is devoted to the description of the system. In Section 3 the system
of equations which admits recursive computation of joint stationary distribution of
number of customers in buffer and servers, and number of customers in each queue in
resequencing buffer is given. Short numerical example concludes the paper.

2. System description and notation

Consider a queueing system with 3 < N < ∞ servers, infinite capacity buffer, in-
coming Poisson flow of customers of intensity λ, exponential distribution of service in
each server with parameter µ and resequencing buffer of infinite capacity. Customers
upon entering the system obtain sequential number and join buffer. Without loss of
generality we suppose that the sequence starts from 1 and coincides with the row of
natural numbers, i.e. customer upon entering the empty system receives number 1, the
next one — number 2 and so on and so forth. Customers leave the system strictly in
order of their arrival. Thus after customer’s arrival it enters server (if there are any
idle) or remains in the buffer for some time and then receives service on one of the
servers. If at the moment of its service completion there are no customers in the sys-
tem or all other customers present at that moment in the buffer and in all other servers
have greater sequential numbers it leaves the system. Otherwise it occupies a place in
the RB. Customer from RB leaves it if and only if its sequential number is less than
sequential numbers of all other customers present in system. It may be noticed that
customers may leave RB in groups. For example, in Fig.2(a) if customer with sequen-
tial number 2 is the next to finish service then it leaves the system at one together with
customer with sequential number 3 and 4.

In order to correctly define partitioning of RB into several queues we use the fol-
lowing approach. Assume there are n, n = 1,N, busy servers in the system. Each
time any server becomes free or busy we label customers in servers according to the
order in which they occupied servers. Let us refer to customer which was the last to
enter server as “1st level” customer. Customer which entered server right before “1st

level” customer is referred to as “2nd level” level customer. The “3rd level” customer
is the one which entered server before “2nd level” customer. Proceeding in similar
manner customer which was the first (among n) to enter server is referred to as “nth

level” the customer. Customers which reside in resequencing buffer form (n − 1) sep-
arate queues in the following way. Customers which entered RB between “1st level”
and “2nd level” customer form queue #1; customers which entered RB between “2nd

level” and “3rd level” customer form queue #2 and so on. Customers which entered
RB between “(n − 1) level” and “nth level” customer form queue #(n − 1). Example
of such partitioning of resequencing buffer into separate queues in case when N = 4
is given in Fig. 2a and Fig. 2b. Let us denote by pn, n ≥ 0, stationary probabilities of
the fact, that there are n customer in buffer and servers (customers in RB are not taken
into account). One can notice that pn, n ≥ 0, are determined by the same equations
as in simple M/M/N/∞ queue. For stationary probabilities of the considered system
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with resequencing to exist it is necessary and sufficient that necessary and sufficient
condition for existence of probabilities pn is fulfilled i.e. ρ/N < 1 must hold.

Let us denote by pn;i1,...,im , m = 1,N − 1, i1, . . . , im ≥ 0, stationary probability of
the fact that there are n ≥ N customers in buffer and servers, and in RB there are i1
customers in queue #1, i2 customers in queue #2, . . . , im customers in queue #m. If
number of busy servers is n < N, then we denote by pn;i1,...,im , m = 1, n, i1, . . . , im ≥ 0,
stationary probability of same fact. The only difference between cases n ≥ N and
n < N is that in the former case number of queues in RB may vary from 1 to (N − 1)
and in the latter case it may vary only from 1 to n.

3. System of equilibrium equations
Due to the space limitation we are unable to give detailed description of how bal-

ance equations for all pn;i1,...,im can be written out. We give the idea instead. In order
to write out equilibrium equations one has to consider step-by-step different partitions
of the state space and use rate-in-rate-out principle (local balance). Notice that if one
sums up say probability pN;i1,...,iN−1 over all possible values of i2, . . . , iN−1 (the result of
summation we will denote by pN;i1 , i.e. we simply omit the indexes over which the
summation is performed), then one obtains the probability of the fact that there are N
customers in buffer and servers, and queue #1 contains i1 customers (irrespective of
the number of customer in queue #2, #3 ... #(N − 1) in RB). For probabilities of such
state sets it is possible to analyse one-step transitions and write out balance equations
that eventually lead to determination of the whole joint distribution.

For probabilities pn;i1 , n ≥ N, i1 ≥ 0, the following equations hold

pn;0(λ + Nµ) = pn−1;0λ + pn+1(N − 1)µ, n ≥ N, (1)

pn;i1 (λ + Nµ) = pn−1;i1λ + pn+1;i1−1µ, n ≥ N, i1 ≥ 1. (2)

Probabilities pN−1;i1 , i1 ≥ 0, are governed by the following equations

pN−1;0[λ + (N − 1)µ] = pN−2λ + pN(N − 1)µ, (3)

pN−1;i1 [λ + (N − 1)µ] = pN;i1−1µ, i1 ≥ 1. (4)

Probabilities pn;i1 , n = 1,N − 2, i1 ≥ 0, are given by

pn;0(λ + nµ) = pn−1λ + pn+1;0nµ, n = 1,N − 2, (5)

pn;i1 (λ + nµ) = pn+1;i1 nµ +

i1−1∑
j=0

pn+1;i1− j−1, jµ, n = 1,N − 2, i1 ≥ 1. (6)

For probabilities pn;i1,...,im , m = 2,N − 1, n ≥ m, i1, . . . , iN−1 ≥ 0, one can write
out the system of balance equations in general form. It holds

pn;0,i2,...,im (λ + Nµ) = pn−1;0,i2,...,imλ + pn+1;i2,...,im (N − m)µ +

+

i2−1∑
j=0

pn+1; j,i2− j−1,i3,...,imµ + . . . +

im−1∑
j=0

pn+1;i2,...,im−1, j,im− j−1µ, n ≥ N, i2, . . . , im ≥ 0, (7)
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pn;i1,...,im (λ + Nµ) = pn−1;i1,...,imλ + pn+1;i1−1,i2,...,imµ, n ≥ N, i1 ≥ 1, i2, . . . , im ≥ 0, (8)

pN−1;0,i2,...,im [λ + (N − 1)µ] = pN−2;i2,...,imλ + pN;i2,...,im (N − m)µ +

+

i2−1∑
j=0

pN; j,i2− j−1,i3,...,imµ + . . . +

im−1∑
j=0

pN;i2,...,im−1, j,im− j−1µ, i2, . . . , im ≥ 0, (9)

pN−1;i1,...,im [λ + (N − 1)µ] = pN;i1−1,i2,...,imµ, i1 ≥ 1, i2, . . . , im ≥ 0, (10)

pn;0,i2,...,im (λ+nµ)= pn−1;i2,...,imλ+pn+1;0,i2,...,im (n−m+1)µ+
i2−1∑
j=0

pn+1;0, j,i2− j−1,i3,...,imµ +

+ . . . +

im−1∑
j=0

pn+1;0,i2,...,im−1, j,im− j−1µ, m , N − 1, n = m,N − 2, i2, . . . , im ≥ 0, (11)

pn;i1,...,im (λ + nµ) = pn+1;i1,...,im (n − m + 1)µ +

i1−1∑
j=0

pn+1; j,i1− j−1,i2,...,imµ + . . . +

+

im−1∑
j=0

pn+1;i1,...,im−1, j,im− j−1,µ, m , N − 1, n = m,N − 2, i1 ≥ 1, i2, . . . , im ≥ 0. (12)

In equations (7)–(12) for the sake of brevity we used agreement that
∑−1

i=0 ai = 0. For
fixed value of N system (1)–(12) can be solved recursively. Due to space limitation we
were unable to give here the procedure and just show the final computational results
in the next section.

4. Numerical examples
We have carried out extensive numerical experiments computing joint stationary

distribution of number of customers in buffer and servers, and number of customers
in queues in RB, as well as several important performance characteristics. We note
that the complexity of the solution algorithm grows very fast as number of servers
increases and already when N = 10 computation of the whole joint stationary distri-
bution becomes very slow. Below we give several results of numerical experiments.
It is assumed that number of servers is N = 4 and service intensity is µ = 1. For
graphic presentation of joint stationary distribution pn;i1,i2,i3 one can choose only two
coordinates at once. In Fig. 3 for system load ρ/N = 0.75 one can see the behaviour
of joint stationary distribution of number of customers in buffer and in queue #1 in RB
(Fig. 3(a)), joint stationary distribution of number of customers in buffer and in queue
#2 in RB (Fig. 3(b)), joint stationary distribution of number of customers in buffer and
in queue #3 in RB (Fig. 3(c)).

In Fig.4 one can see the behaviour of the same distribution for system’s load ρ/N =

0.9.
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Figure 3: System’s load ρ/N = 0.75. Joint stationary distribution of number of cus-
tomers in buffer and in (a) queue #1 in RB, (b) queue #2 in RB, (c) queue #3 in RB

Figure 4: System’s load ρ/N = 0.9. Joint stationary distribution of number of cus-
tomers in buffer and in (a) queue #1 in RB, (b) queue #2 in RB, (c) queue #3 in RB
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Abstract

This paper is a continuation of a publication series, devoted to the
study of probabilistic properties of non-classical queuing systems output
flows. Here we consider a priority system controlling conflict requirement
flow. With the help of a cybernetic approach a mathematical model of
the output system flows in the form of a five-dimensional random vector
sequence is constructed and investigated. In particular the conditions of
the stationary distribution existence for this random vector sequence are
obtained.

Keywords: output flow, queuing system with variable structure, pri-
ority service, cybernetic approach, nonlocal description, homogeneous
vector Markov chain

1. Introduction

The study of output flow properties is most promising and pressing in mod-
ern queuing theory. This is primarily due to the widespread use of objectives
and methods of queuing theory in production organization and information
system development. Typically, systems like that have a branched structure
and are composed of two or more subsystems combined in some way. Fre-
quently the output flow of one subsystem is the input to the other, and in this
case, the question naturally arises about the description of a subsystem output
flow. To be more exact this is actually the problem of investigating a subsys-
tem output flow. The first results in the field of research output flows were
obtained in the 60-ies of XX century by P.J. Burke, J.W. Cohen, E. Reich and
P.D. Finch. These results are related to the simplest systems. In our country
the output flows at different times were investigated by many famous mathe-
maticians. In his writings B.V. Gnedenko, I.N. Kovalenko, G.S. Tsitsiashvili,
I.I. Yezhov, N.V. Markov V.F. Kadankov considered single-channel systems
with some complications in the type of input, queuing mechanism discipline
and service. As a rule, the output flow is designated as the input one is. For
this purpose one of the following equivalent ways is used:

• the way determined by a random process {ξ̄(t); t > 0}, where the random
variable ξ̄(t), t > 0 characterizes the number of requests served by the
system during the time interval [0, t) and ξ̄(0) = 0;
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• the way specified by the random sequence {(τ ′i, ξ̄′i); i > 1}, which is
denoted by τ ′i and ξ̄′i respectively i-th moment of the occurrence of
output requirements and the number of customers served by the system
at this time.

If one of the proposed methods is used for the description of the output flow
the finite-dimensional distributions of the constructed object cannot be found.

2. The cybernetic approach

While constructing and analyzing the mathematical model of the control
system service and its output flows a so-called cybernetic approach is used
which was methodologically developed by A.A. Lyapunov and S.V. Yablonsky
[1]. Cybernetic approach is based on the assumptions of:

• discreteness of the system acts in time;
• non-locality in the description of the structure of the control system;
• joint consideration of the block structure of the control system and its

functioning over time.
These principles allow to distinguish scheme, information, coordinates and

function of the control system. For the scheme defined the following blocks:
the external environment, the input and output terminals, external memory,
internal memory, information processing unit of external and internal memory.
Particular scheme may not include some of the blocks.

The scheme of the control system of service reflects its skeletal structure.
The information represents the status of memory cells in the current time. The
coordinates describe the blocks location in the scheme of the control system.
The function specifies the action that the system can do, moving to the next
discrete points in time. Also introduces the concept of the algorithm controlling
of scheme blocks states.

3. Application of cybernetic approach to construct a
mathematical model of a priority system

In this paper the system control m independent and conflict traffic flows
Π1, Π2, . . ., Πm using traffic light at the intersection of m highways is explored.
Conflict flows means that their service takes place in disjoint intervals. Incom-
ing flows are divided into three types: Π1 — low-intensity flow; Π2, . . ., Πm−1
— medium intensity flows and Πm — high flow. Only flow Π1 has priority.
It means that any flow request Π1 must be serviced as soon as possible, but
without interrupting other service requirements. Here machine service means
its moving through the intersection. Each of the m flows has the main stage of
the service and stage readjustment. During the readjustment continues to be
served the same flow as in the previous main stage, but with greater intensity.
For the high flow Πm is additionally introduced another time period in which it
continues to service. So servicing device must have 2m+ 1 states, and besides:
Γ(2j−1) is a state in which the flow Πj served only with intensity µj > 0; Γ(2j)
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is a state in which the flow Πj served only with intensity µ′j > µj ; Γ(2m+1)

is a state in which the flow Πm served only with intensity µ′′m > µm. Here
µj (µ′j) determines the average number requests serviced per unit time in the

Γ(2j−1) (Γ(2j)), respectively, and µ′′m determines the average number of claims
processed per unit of time in the state Γ(2m+1).

Cybernetic approach allowed to identify the following blocks of the control
system scheme:

• the input flows Π1, Π2, . . ., Πm are the first type of input poles;
• the flows of saturation Π′1, Π′2, . . . , Π′m are the second type of input poles;
• the queues O1, O2, . . ., Om are the external memory;
• the service mechanism strategies δ1, δ2, . . ., δm are the information pro-

cessing unit of external memory;
• the servicing device with states Γ(1), Γ(2), . . ., Γ(2m+1) is the internal

memory, the algorithm of variation these states is the information pro-
cessing unit of external memory;
• the system output flows Π1, Π2, . . . , Πm are the output poles.
Listed above blocks of the control system scheme are shown in figure 1.
Set of: the states of queues, the states of servicing device, the states of

input flows, the states of output flows and the states of flows of saturation
determines the information of the priority queueing system. The numbers of:
the input flows, the flows saturation, the output streams, the queues, and the
servicing device states define the coordinates of the priority control system.
The function of the system is flow control (permit or deny the start of service
for each of them), and direct service heterogeneous requirements. According to
cybernetic approach provisions the system was observed in discrete timepoints
τi, i = 0, 1, . . . or on an interval [τi, τi+1). Here τi is a moment of switching
of a servicing device phase. Actually dot stochastic process {τi; i > 0} defines
(sets) the scale cycles operating time control system.

We define with j = 1,m and i = 0, 1, . . . the following random elements:
1) ηj,i is number of the flow Πj demands which arrive over the time interval

[τi, τi+1), ηj,i ∈ X = {0, 1, . . .};
2) Γi is a state of the servicing device on a time interval [τi, τi+1), and

Γi ∈ Γ = = {Γ(1), . . .,Γ(2m)};
3) ξj,i is the maximum possible number of demands which can be served

for a time interval [τi, τi+1) on a flow Πj , ξj,i ∈ {0, l′j , lj}, j = 1,m− 1, ξm,i ∈
{0, l′′m, l′m, lm}. Here lj with j = 1,m determines the maximum number of
the flow Πj customers, which can be served for state Γ(2j−1) operating time,
and lj = [µjT2j−1], l′j = [µ′jT2j ] and l′′m = [µ′′mT2m+1], lj > l′j , lm > l′′m;

4) κj,i is a flow Πj queue length at a time τi, κj,i ∈ X = {0, 1, . . .};
5) ξ̄j,i is a actual number of the flow Πj serviced requests for a time interval

[τi, τi+1), ξ̄j,i ∈ Yj = {0, 1, . . . , lj};
6) ξ̄j,−1 is a actual number of the flow Πj serviced requests for a time

interval [0, τ0), ξ̄j,−1 ∈ Yj .
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Fig. 1: Functional scheme of a priority control system.

The family {ξ̄j,i; j = 1,m, i = 0, 1, . . .} defines the output flows nonlocal de-
scription. Applications are selected out of flow queue according to an extreme
strategy service mechanism, that is ξ̄j,i = min {κj,i + ηj,i; ξj,i}. Input flows are

Poisson, so we have a relation P (ηj,i = uj |Γi = Γ(r)) = (λjTr)uj (uj !)
−1 exp{−λjTr} =

ϕj(uj , Tr), uj ∈ X, r = 1, 2m+ 1. To describe the servicing device states
changing priority algorithm we introduce the following function U(Γ(r), w1, u1),
Γ(r) ∈ Γ, w1 ∈ X and u1 ∈ X:

U(Γ(r), w1, u1) =



Γ(1), r = 2m;

Γ(r+1), r = 1, 2m− 2;

Γ(2m), r ∈ {2m− 1, 2m+ 1}, w1 = 0, u1 > 0;

Γ(2m), r ∈ {2m− 1, 2m+ 1}, w1 > 0;

Γ(2m+1), r ∈ {2m− 1, 2m+ 1}, w1 = u1 = 0.
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Then Γi+1 = U(Γi,κ1,i, η1,i).

4. Analytical studies results

In view of the independence of input flows and flows saturation studied
only vector sequence {(Γi,κ1,i,κm,i, ξ̄1,i−1, ξ̄m,i−1); i > 0}, that determines the
behavior of the system on the priority Π1 and intensity Πm of the flow. This
sequence sets and nonlocal description of output flows on these directions. Here
for the output flow components meet the ξ̄1,i and ξ̄m,i, and Γi,κ1,i,κm,i into
play tag.

We consider that an initial distribution is defined, that is known probabil-
ities P (Γ0 = Γ(s),κ1,0 = x1,κm,0 = xm, ξ̄1,−1 = y1, ξ̄m,−1 = ym). Well as for
the vector sequence {(Γi,κ1,i,κm,i, ξ̄1,i−1, ξ̄m,i−1); i > 0} were proved several
assertions.

Theorem 1. For the random vector sequence {(Γi,κ1,i,κm,i, ξ̄1,i−1, ξ̄m,i−1); i >
0} the following recurrence relation satisfies: (Γi+1,κ1,i+1,κm,i+1, ξ̄1,i, ξ̄m,i) =
(U(Γi,κ1,i, η1,i),
max{0,κ1,i+η1,i−ξ1,i},max{0,κm,i+ηm,i−ξm,i},min{κ1,i+η1,i, ξ1,i},min{κm,i+
ηm,i, ξm,i}).

Theorem 2. The random vector sequence {(Γi,κ1,i,κm,i, ξ̄1,i−1, ξ̄m,i−1); i ≥
0} is a homogeneous Markov chain with a countable number of states with a
known distribution of the initial vector (Γ0,κ1,0,κm,0, ξ̄1,−1, ξ̄m,−1).

Theorem 3. The space of all possible states of a homogeneous vector Markov
chain {(Γi,κ1,i,κm,i, ξ̄1,i−1, ξ̄m,i−1); i ≥ 0} splits into non-closed sets of minor
states and the minimal closed set of essential communicating aperiodic states.

Theorem 4. For the existence of a stationary distribution of a homoge-
neous vector Markov chain {(Γi,κ1,i,κm,i, ξ̄1,i−1, ξ̄m,i−1); i ≥ 0} are sufficient
that the two inequalities: λ1T − l1 − l′1 < 0, λmT − lm − l′m < 0.

Partially proof of these theorems are presented in [2, 3].

5. Conclusion

In this paper the probability properties of output flows arising in non-
classical queuing systems are studied. Here we consider a priority system con-
trolling conflict requirement flow. With the help of a cybernetic approach a
mathematical model of the output system flows in the form of a five-dimensional
random vector sequence is constructed and investigated. In particular the con-
ditions of the stationary distribution existence for this sequence are obtained.

The work was supported by the state budget theme N 01201456585 ”Math-
ematical modeling and analysis of stochastic evolution and decision-making
processes” and state program ”Support to the leading universities of the Rus-
sian Federation in order to enhance their competitiveness among the world’s
leading research and education centers”.
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Abstract

Queueing systems and networks with negative customers have been a subject
of extensive research for two decades providing means to describe work-removal
phenomena in different communication and information processing systems. This
paper is the continuation of research devoted to elaboration of mathematical tech-
niques for performance evaluation of queueing systems with different types of
negative customers. Specifically we consider the Markovian single server queue-
ing system with two finite queues in which the system time of a tagged customer
may depend on both the customers arrived to the system earlier and later than
the tagged one. New regular customers arrive at the system according to Poisson
flow, occupy one place in buffer (if it is not full) and receive service in FIFO or-
der. External negative signals also arrive at the system according to Poisson flow
with different parameter. Each negative signal transforms one regular customer
into delayed one by moving it to another finite-capacity queue (bunker), where-
from, if it was accepted, it is served with lower priority than the regular ones.
We propose new method based on Chebyshev and Gegenbauer polynomials for
approximate calculation of joint stationary probability distribution of queues in
buffer and bunker. Numerical example is provided.

Keywords: negative arrivals, finite capacity, queueing system, stationary distri-
bution, approximation

1. Introduction
Queueing systems and networks with negative arrivals or customers have received

significant attention from researches since they were introduced in early 1990-s (see
[6], [7], [10]). From practical point of view negative arrivals may represent commands
to delete some jobs, as in distributed processing systems, or transactions in database
systems when certain operations become impossible. Such arrivals typically happen
due to to external causes and thus present different approach to work-removal phe-
nomena in comparison with classic queues with impatient customers or queues with
reneging. This topic has collected a big body of knowledge and it is hardly possible
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to give the comprehensive review here. For review of the publications up to 2011 one
can refer to [1], [3] and [19]. Detailed bibliography up to 2011 can be found in [20].
Among the latest research results one can mention, for example, [11]–[21] and novel
approach to the analysis of networks with negative customers given in [22], [23].

The concept of negative customer has turned out to be quite versatile. Quite of-
ten it is assumed that the arrival of negative customer leads to permanent removal of
other (ordinary) customers residing in the system. It can also be the case that negative
arrivals move ordinary customers between queues or nodes in the network. One of
the problems’ statements introduced in [13] implies that negative customers do not
remove ordinary customers waiting for service in the buffer from the system, but de-
lay their service by displacing them into another queue (bunker) wherefrom they are
served according to a certain discipline (say, for example, with relative priority). This
may also be view as a type of re-sequencing as stated in [24]. Queues with such neg-
ative arrivals can be used in the modelling of, for example, fault-related processes in
distributed computing system, in databases with two-phase commit strategy and in
the design of traffic generators, when one needs to introduce (controlled) stochastic
disordering in the flow.

It should be mentioned that we are primarily interested in the study of stationary
characteristics. The latest results of the analysis of queueing systems with this type
of negative customers are presented in [14]–[17], [24]. Particular interest presents the
case when queues’ capacities (of buffer and bunker) are finite. It is shown in [16] that
apart from matrix analytic approach, Gaussian elimination method and other numeri-
cal methods it is possible to obtain joint stationary distribution utilizing properties of
generating functions and special functions (Chebyshev and Gegenbauer polynomials).
Note that such approach is not new as it was already used in [2], but for the analysis of
another type of queueing system. The method presented in [16], which allows one to
do it, is algebraic and suitable for exact arithmetics implementation though still suf-
fers from one computational problem. The problem is the need to efficiently perform
basic operations with arbitrary big numbers. In this paper we present the modification
of method which makes it from the one hand approximate and from the other hand
allows one to carry out computations of stationary performance characteristics for
higher values of queues’ capacities almost without loosing accuracy. One interesting
feature of the proposed method revealed during numerical experiments (see section
4) indicates that, depending on initial values, one can obtain exact values for several
performance characteristics using worst-case approximation (which substantially cuts
computation time). Due to space limitation we will omit tedious derivations and just
present main ideas and key results. Comparisons with other known solution methods
(matrix-geometric, Gaussian elimination) and discussion of computational complexity
and accuracy is also left aside.

The rest of the paper is organized as follows. Section 2 is devoted to the detailed
description of the system, equilibrium equations for joint stationary probabilities and
several useful relations that follow from rate-in-rate-out principle. In section 3 the
idea of approximation is briefly described. Some computational results with short
discussion are provided in section 4.
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2. Description of the system
Consideration is given to the queueing system (QS) with incoming Poisson flow of

the ordinary customers of intensity λ, Poisson flow of negative customers of intensity
λ− and one server. For ordinary customers there is a buffer of finite capacity k > 0. If
upon arrival of the ordinary customer the buffer is full, ordinary customer is lost. A
negative customer upon arrival moves one ordinary customer from buffer, if it is not
empty at the instant of arrival, to another queue (bunker) of finite capacity r > 0. If
upon arrival of a negative customer the queue in the buffer is not empty but bunker
is full, the customer displaced from buffer is considered to be lost. Service times of
customers from both buffer and bunker are exponential with the same parameter µ.
Upon service completion customer from buffer enters server and, if buffer is empty,
customer from bunker goes to service (i.e. customers from bunker are served with
relative priority).

Denote by pi j stationary probability of the fact that there are i customers in buffer,
j customers in bunker and server is busy. By p0 we denote stationary probability of
empty system. Stationary distribution satisfies the following system of equilibrium
equations:

λp0 = µp00, (1)

(λ + µ)p00 = λp0 + µp10 + µp01, i = 0, j = 0, (2)

(λ + µ + λ−)pi0 = λpi−1,0 + µpi+1,0, i = 1, . . . , k − 1, j = 0, (3)

(µ + λ−)pk j = λpk−1, j, i = k, j = 0, . . . , r, (4)

(λ + µ)p0 j = µp1 j + λ−p1, j−1 + µp0, j+1, i = 0, j = 1, . . . , r − 1, (5)

(λ + µ)p0r = (µ + λ−)p1r + λ−p1,r−1, i = 0, j = r, (6)

(λ+ µ+ λ−)pi j = λpi−1, j + µpi+1, j + λ−pi+1, j−1, i = 1, . . . , k − 1, j = 1, . . . , r − 1, (7)

(λ + µ + λ−)pir = λpi−1,r + λ−pi+1,r−1 + (µ + λ−)pi+1,r, i = 1, . . . , k − 1, j = r, (8)

with the normalization condition

p0 +

k∑
i=0

r∑
j=0

pi j = 1. (9)

Although for the sake of clarity we will consider the case k = r and r ≥ 6, the proposed
analysis is valid also for the general case k > 0, r > 0.

One of the key relations that allows the computation of the joint stationary prob-
ability distribution pi j is the one which shows how probability of empty system p0
depends on boundary probabilities {p0 j, j = 1, . . . , r}, {pi0, i = 1, . . . , r − 1}, {pir, i =

1, . . . , r− 1} and {pr j, j = 0, . . . , r}. It is shown in [16], from rate-in-rate-out principle
it follows that for probability p0 equals

p0 = 1 −
(1 − qr+1)ρ

(1 − ρ + λ−

µ
)qr+1

r∑
j=0

pr j. (10)
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where, here and henceforth, ρ = λ/µ, q = λ/(µ + λ−). Thus for the considered queue-
ing system p0 depends only on {pr j, j = 0, . . . , r}. In [16] it is shown that if one finds
Xr j such that pr j = Xr j p0, then from (10) one can compute probability p0 and con-
sequently joint stationary probability distribution. In the next section we show how
the approximation to the joint stationary probability distribution can be obtained by
introducing several modifications into the method of [16].

3. Approximation of joint stationary probability distribution
Let us introduce double probability generating function (PGF)

P(u, v) =

r∑
i=0

r∑
j=0

pi juiv j, 0 ≤ u ≤ 1, 0 ≤ v ≤ 1. (11)

Multiplying (1)–(8) by uiv j and summing over all values of i and j, having collected
common terms, we obtain

−[λu2 − (λ + µ + λ−)u + µ + λ−v]P(u, v) =
µu(v − 1)

v
p00 + λur+1(1 − u)

r∑
j=0

pr jv j +

+
(µ + λ−v)(u − v)

v

r∑
j=0

p0 jv j + λ−vr(1 − v)
r∑

i=1

pirui. (12)

The expression in the square brackets in the left part of the previous equation is a
polynomial of a second degree in u. Its roots have the form

u1,2 = u1,2(v) =
λ + µ + λ− ∓

√
(λ + µ + λ−)2 − 4λ(µ + λ−v)

2λ
. (13)

It can be seen, that u2(v) > 1 and 0 < u1(v) ≤ 1 for 0 ≤ v ≤ 1. Generating function
P(u, v) is the ratio of two polynomial functions. For each value of v PGF P(u, v) is
continuous function of u on the whole set R of real numbers. Then, as left part in (12)
vanishes at points (u1(v), v) and (u2(v), v) then the right part must vanish at these point
too. Therefore we obtain two equations:

µu1(v − 1)
v

p00 + λur+1
1 (1 − u1)

r∑
j=0

pr jv j +

+
(µ + λ−v)(u1 − v)

v

r∑
j=0

p0 jv j + λ−vr(1 − v)
r∑

i=1

pirui
1 = 0, (14)

µu2(v − 1)
v

p00 + λur+1
2 (1 − u2)

r∑
j=0

pr jv j +

+
(µ + λ−v)(u2 − v)

v

r∑
j=0

p0 jv j + λ−vr(1 − v)
r∑

i=1

pirui
2 = 0. (15)
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If we now express term with p00 from (14) and put it in (15), after collecting
common terms, we get the following equation(ur

2 − ur
1

u2 − u1
−

ur+1
2 − ur+1

1

u2 − u1

) r∑
j=0

pr jv j +
λ−vr(1 − v)

λ

r∑
i=1

pir
ui−1

2 − ui−1
1

u2 − u1
+

r∑
j=0

p0 jv j = 0. (16)

Now if one expresses term with
∑r

j=0 p0 jv j from (14) and puts it in (15), one obtains

µ(1 − v)p00 + µ

(ur
2 − ur

1

u2 − u1
−

ur+1
2 − ur+1

1

u2 − u1

) r∑
j=0

pr jv j +

+

(
λ
−

ur
2 − ur

1

u2 − u1
− (λ + λ−)

ur+1
2 − ur+1

1

u2 − u1
+ λ

ur+2
2 − ur+2

1

u2 − u1

) r∑
j=0

pr jv j+1 +

+
µλ−vr(1 − v)

λ

r∑
i=1

pir
ui−1

2 − ui−1
1

u2 − u1
− λ−vr+1(1 − v)

r∑
i=1

pir
ui

2 − ui
1

u2 − u1
+

+
(λ−)2vr+1(1 − v)

λ

r∑
i=1

pir
ui−1

2 − ui−1
1

u2 − u1
= 0. (17)

In [16] it is shown that (ui
2 −ui

1)/(u2 −u1), i ≥ 1, are polynomials of integer degree
b i

2 c in v with real coefficients and thus the left part of (16) and (17) are polynomials of
integer degree in v with real coefficients depending on λ, λ−, µ and certain pi j. Specifi-
cally, the degree of the polynomial in (16) is r+1+b r−1

2 c and of the polynomial in (17)
is r + 2 + b r−1

2 c. From the fact that these both polynomial are equal to zero ∀v ∈ [0, 1],
their coefficients are all equal to zero. From this observation in [16] one obtains two
systems of algebraic equations, whose solution eventually allows computation of the
whole joint stationary distribution pi j. The complexity of terms involved in equations
is very high which complicates the computation for high values of r though the proce-
dure itself is simple. This complexity can be reduced if one considers approximations
to roots u1 and u1 instead of their exact form (13). Specifically one can consider La-
grange interpolating polynomials L1

n(v) and L2
n(v), which coincide with u1(v) are u2(v),

respectively, at n + 1 different points. As interpolation nodes it is better to take zeros
of Chebyshev polynomials Tn+1(v) of the first kind of degree n + 1. Now expressions
(ui

2 − ui
1)/(u2 − u1), i ≥ 1, that enter (16) and (17), can be rewritten in the form

ui
2 − ui

1

u2 − u1
=

u2(v)i − u1(v)i

u2(v) − u1(v)
=

L2
n(v)i − L1

n(v)i

L2
n(v) − L1

n(v)
= fin(v), i ≥ 1, v ∈ [0, 1].

It is known (see e.g. [9]) that function fin(v) that interpolates (ui
2−ui

1)/(u2−u1) at n+1
zeros of Chebyshev polynomials of the first kind, can be written as their combination,
that is fin(v) ≈

∑n
k=0 wikTk(2v − 1), where wk are properly defined numbers. If in this

expansion for fin(v) one takes the same number of interpolation nodes n for each i > 1
in such a way that n < b r

2 c, this will reduce the degrees of polynomials in (16) and

611



Table 1: Performance characteristics for r = 70, λ = 7, λ− = 5, µ = 10

n π1 π2 Mbu f f Mbunk ωbu f f ωbunk

3 0.000000 -0.428571 0.875000 2352588.31 0.125000 -40.982058
4 0.000000 -0.428571 0.875000 -1423864.72 0.125000 -41.253602
5 0.000000 -0.428571 0.875000 654765.49 0.125000 -41.263460
10 0.000000 -0.428571 0.875000 -656.41 0.125000 -33.860188
15 0.000000 -0.154337 0.707032 23.859852 0.101005 8.045378
20 0.000000 -0.000011 0.612507 1.021670 0.087501 0.625477
25 0.000000 -0.000008 0.612505 1.021108 0.087501 0.625142

0.000000 0.000000 0.612507 1.021670 0.087501 0.625477

(17). Specifically the degree of the polynomial in (16) will be reduced to r + 1 + n
and of the polynomial in (17) to r + 2 + n. No by solving the system of equations,
which follows from (16) and (17), one obtains more simple but approximate algorithm
for computation of pi j, which we omit here due to space limitation, and proceed to
numerical example.

4. Numerical example
Let us have a look on how performance characteristics of the considered queueing

system depend on the quality of approximation. We will be interested in probability
that the arriving customer is lost due to the full buffer (π1), probability that customer
displaced from buffer is lost due to the full bunker (π2), mean number of customers in
buffer (Mbu f f ) and bunker (Mbunk), mean time customer spends in buffer (ωbu f f ) and
bunker (ωbunk).

We consider two different combinations of initial parameters, that is
1) r = 70, λ = 7, λ− = 5, µ = 10 (Table 1);
2) r = 70, λ = 12, λ− = 5, µ = 10 (Table 2);
Numerical computations were carried out using different number of interpolation

nodes n, specifically 3 ≤ n < b r
2 c. The results are presented in Table 1 and Table

2. Last line in each table states exact values of performance characteristics, obtained
using algorithm from [16].

From the results in the tables one can see that approximate results can be quite
accurate even when number of interpolation points n is very low. Numerical experi-
ments show that computational time decreases substantially with slow decrease of n.
Nevertheless it remains an open questing how to choose appropriate number of nodes
n so as not to loose much in accuracy but noticeably gain in computation time and
whether the value of n is the same for all performance characteristics independently
of combination of initial parameters. It should also be stated that the proposed method
is suitable not only for the problem considered but is also applicable to a range of
problems, which borders are to be determined.
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Table 2: Performance characteristics for r = 70, λ = 12, λ− = 5, µ = 10

n π1 π2 Mbu f f Mbunk ωbu f f ωbunk

3 0.000000 0.166667 3.999991 5.709E+10 0.333333 -40.996245
4 0.000000 0.166667 3.999991 -4.311E+10 0.333333 -41.310644
5 0.000000 0.166667 3.999991 2.553E+10 0.333333 -41.386324
10 0.000000 0.166667 3.999991 -1.044E+08 0.333333 -41.789411
15 0.000000 0.166665 3.999999 7987.995960 0.333333 -64.828352
20 0.000000 0.166667 3.999990 69.952997 0.333332 36.561334
25 0.000000 0.166667 3.999990 65.092835 0.333333 31.908287

0.000000 0.166667 3.999990 69.952997 0.333333 36.561334
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Abstract

The problem of energy saving in high performance clusters is considered.
An extension of dynamic resizing method is proposed based on the prediction of
future workload, that aims at provisioning of service level control.

Keywords: cluster, HPC, energy consumption, workload modeling

1. Introduction

Energy saving in big data centres (DC), as well as in high performance clusters
(HPC) is the subject of extensive research nowadays. The overall power consump-
tion of DCs is about 1.5% of total electricity usage [3]. A number of commercial
energy saving software for DCs is available (e.g. HP Power Management, Eaton In-
telligent Power Software Suite), and energy saving functions are built in a number of
HPC queue managers (SLURM, Moab), naturally supported by energy saving modes
of hardware and operation system. However, most this software either exploits the
so-called power capping mode (when the maximum power consumption is limited
above), or user-defined rules, regardless of the possible degradation of service level.
Still there is a number of papers in which the performance-energy tradeoff is investi-
gated in terms of the server management policies, see e.g. [3, 4].

Here we consider the problem of energy saving in a moderately loaded HPC, real-
izing that energy saving in a highly utilized HPC is hardly possible, as time needed for
switching to the energy saving mode is usually greater than jobs interarrival times. We
utilize the natural assumption that, given a future workload, the energy saving mode
may be effectively utilized with limited (if any) loss of service level. Note that, in con-
trast to DCs, the service level of HPCs usually does not get fixed. Our basic idea is to
forecast the future workload and, depending on the forecast, apply dynamic resizing,
i.e. switch idle servers to the energy saving mode. Although we explicitly investigate
only a coarse management method, in concluding remarks we discuss a finer-grained
method. We also provide some numeric results that illustrate the applicability of the
method.
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2. Session-based prediction

Users generally access the resources of an HPC via ssh access sessions. During
each session the user may submit tasks, check the state of the queue, edit the sources,
upload/download files. The session activity is basically logged, e.g. linux-type oper-
ating systems have the so-called utmp, wtmp files.

We suggest the following raw algorithm of energy saving mode management. Pick
a user u from the set of all HPC users U. The work of user u with the HPC is a
sequence of consecutive ON and OFF periods of lengths {tON

i (u), tOFF
i (u)}, i > 1,

assumed to be i.i.d. Once all users of the HPC enter OFF period, say at time t and
HPC becomes idle (is said to be in the global OFF period), then one.

1) estimates the probability Psub(t,T ) of (one or more) task submission before t+T .
If Psub(t,T ) < α for some tolerance level α, then enter (or keep) the energy
saving mode in all free servers until time t + T ;

2) if at time t + T HPC is still idle (global OFF has not finished), return to step 1.
We suggest to forecast every time a session/task ends in a global OFF. The probability
Psub(t,T ) can be estimated as follows. Denote by F(u)

OFF the (unknown) cumulative
distribution function of {tOFF

i (u)}. Then the probability P(u)
1 (t,T ) that the single OFF

session of user u will end (and thus user will log in) in [t, t + T ) is

P(u)
1 (t,T ) =

[
F(u)

OFF(t(u) + T ) − F(u)
OFF(t(u))

]
/
[
1 − F(u)

OFF(t(u))
]
, (1)

where t(u) is the length of the unfinished OFF period. Assume also that a user decides
to submit (one or more) tasks during each ON session independently of his previous
decisions with some probability P(u)

2 . Since users are assumed to act independently,
the event that the global OFF period ends before instant t + T and there will be at least
one submission, provided global OFF at time t, has probability

Psub(t,T ) = 1 −
∏
u∈U

(
1 − P(u)

sub(t,T )
)
= 1 −

∏
u∈U

(
1 − P(u)

1 (t,T )P(u)
2

)
. (2)

Note also that in real life the choice of T should obey the hardware limitation inequal-
ity T > T0, where T0 is the minimum time required to go into standby mode and return
back.

Below we give some experimental results. We assumed exponential durations of
the OFF periods (with rate λu) and used the log files of the SLURM queue manager (task
submissions), and the wtmp log of the HPC of the Karelian Research Centre [2]. The
data covers the range from September 26, 2014 till July 13, 2015, and consists of 976
sessions with 2311 tasks submitted by 33 users.

For each user u we estimated the value λu = n(u)/
(∑n(u)

i=1 tOFF
i (u)

)
, where n(u) is

the total number of session records available for user u, and values {tOFF
i (u)}, i > 1

are taken from wtmp log. Value of P(u)
2 was estimated from the SLURM log. Next,

we selected a sequence of values for T = 300, 600, . . . , 30000 seconds and calculated
the probability P(u)

sub(t,T ) =
(
1 − e−λuT

)
P(u)

2 . Then for user u we calculated the estimate
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P̂(u)
sub(t,T ) = #{ON sessions with submissions}/#{periods of length T in OFF sessions}.

The value P̂(u)
sub(t,T ) may be considered a service level degradation for given T .

In Fig. 1 (left) we depict the behaviour of both these probabilities for one user u.

0.00 0.05 0.10 0.15 0.20

0.
00

0.
05

0.
10

0.
15

Psub
(u)  (t, T)

P̂
su

b

(u
)  (t

, T
)

0.0 0.2 0.4 0.6

0.
0

0.
1

0.
2

0.
3

0.
4

0.
5

0.
6

Psub(t, T)
P̂

su
b(t

, T
)

Figure 1: left: P(u)
sub(t,T ) vs. P̂(u)

sub(t,T ), right: Psub(t,T ) vs. P̂sub(t,T )

We performed the same procedure for the probability Psub(t,T ). As one can see
from Fig.1 (right), the probability P̂sub(t,T ) tends to be overestimated, that is, a se-
lection of T by using (2), given P(u)

sub(t,T ) =
(
1 − e−λuT

)
P(u)

2 , makes the system more
conservative and should guarantee the given tolerance level α.

A more fine-grained method may concern prediction of the workload at busy times
of the HPC. It seems natural to fit job submission process of each user into Markovian
arrival process. It is suggested to track the required number of servers of submitted
jobs in the Markovian manner. Given these two ingredients, each time a task requiring
some n servers depart from HPC, one can calculate probability that users will submit
a job within time T , which requires not more that n processors. Comparing the results
with given threshold α decision is made whether to enter energy-saving mode.
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OPERATIONAL MANAGEMENT OF WIRELESS
NETWORKS RESOURCES

V.Shirokov
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Abstract
Analyzed the traffic models, the wireless network parameters, the resources,

the loads. Considered the questions of the network resources evaluations, resource
allocation, resource management in real time. It is proposed to evaluate the use
of network resources and to allocate resources according to one of the criteria:
increased productivity (network performance, service efficiency) and energy
saving. The Erlang B formula probability of denial of service and performance
of trunked radio (standard DMR, TETRA) is used as an example of the
calculation.

ОПЕРАТИВНОЕ УПРАВЛЕНИЕ РЕСУРСАМИ
БЕСПРОВОДНОЙ СЕТИ

В.Широков
ЛАНИТ, Москва, Россия

vshirokov@lanit.ru

Аннотация
Анализируются модели трафика, параметры беспроводной сети,

ресурсы, нагрузка. Рассматриваются вопросы оценки ресурсов сети,
распределения ресурсов, управления ресурсами в реальном времени.
Предлагается оценивать использование ресурсов сети и распределять
ресурсы по одному из критериев: повышению продуктивности (про-
изводительности сети, эффективности обслуживания) и энергосбе-
режению. Приводится пример расчета по В-формуле Эрланга веро-
ятности отказа в обслуживании и производительности транкинговой
радиосети (стандарта DMR, TETRA).

Ключевые слова: беспроводная сеть, ресурс, радиотехнология, ре-
альное время, пакет, запрос, сообщение, тайм-слот, пропускная спо-
собность, количество каналов, базовая станция, интенсивность обслу-
живания, нагрузка, эрланг, час наивысшей нагрузки.

1. Введение
Управление и качественное обслуживание пользователей в коммуни-

кационных сетях (КС) в настоящее время всҷ более актуально. Особен-
но управление ресурсами необходимо в беспроводных сетях, использую-
щих радиотехнологии Wi-Fi, WiMAX, LTE, DMR, TETRA. Беспроводные
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КС имеют более ограниченные ресурсы по сравнению с проводными сетя-
ми. Однако число пользователей и услуг в беспроводных сетях постоянно
растҷт, и всҷ больше мультимедийного трафика передаҷтся беспроводным
способом.Таким образом, современная беспроводная КС является мульти-
сервисной системой обмена информацией (МСОИ) [1]. Поскольку нагрузка
на сеть определяется текущим состоянием системы, необходимо управлять
передачей данных и мультимедийным трафиком в реальном времени.

2. Методология анализа и моделирования сети
2.1. Модели и параметры трафика. Большинство исследователей

при оценке систем исходят из типовых моделей трафика. Некоторые иссле-
дователи полагают, что трафик является экспоненциальным, другие исхо-
дят из того, что трафик имеет фрактальные свойства [2].

Фрактальность означает, что трафик обладает последействием (памя-
тью) и имеет структуру, не зависимую от масштаба (час, день, неделя и
т.д.).

Однако целесообразнее учитывать ограничения трафика по определҷн-
ным параметрам передачи:

− временным задержкам и
− используемым ресурсам.
Это важно для беспроводных КС, т.к. их ресурсы более ограничены,

чем у проводных сетей.
Учитывая фрактальность, можно при анализе трафика абстрагировать-

ся от масштаба и оценивать ресурсные затраты двумя параметрами:

− длиной запроса (например, в битах или байтах);
− числом тайм-слотов на обработку запроса.
Под запросами понимаются пакеты, сообщения или транзакции в зави-

симости от уровня абстрагирования. Длина запроса определяет задержку
при передаче запроса, а число тайм-слотов – используемый временной ре-
сурс.

2.2. Ресурсы беспроводной сети. Для эффективного управления
беспроводной КС требуется оперативное распределение ресурсов.

Ресурсами беспроводной КС являются, наряду с временным ресурсом,
следующие:

− пропускная способность С каналов (линий связи) сети;
− интенсивность µ обслуживания запросов базовыми станциями (узла-

ми).
Таким образом, основной задачей для управления беспроводной КС яв-

ляется использование ресурсов (С и µ) в рабочем режиме функциониро-
вания сети.

Пропускная способность С в рабочем режиме монополизируется запро-
сом пропорционально длине b пакетов и нагрузке (активности) a, создава-
емой этими запросами и оцениваемой в часы наивысшей нагрузки (ЧНН).
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Нагрузка (активность) a выражается в Эрлангах.
1 Эрланг = количеству минут занятости / 60 (т.е. в течение ЧНН).
Количество минут занятости зависит от вида трафика (данные, видео

или голос). Например, согласно техническим требованиям Министерства
связи РФ от 29.06.1995, нагрузка a телефонных сообщений от одного або-
нента в ЧНН принимается равной 0,025. Соответственно число абонентов
N, которые могут обслуживаться базовой станцией (БС) в ЧНН, рассчи-
тывается исходя из этой нагрузки.

Соответственно общая нагрузка A от всех абонентов N в ЧНН состав-
ляет:

A = a * N,
где a - нагрузка от одного абонента, N - количество абонентов.

Интенсивность µ обслуживания оценивается общим количеством c тайм-
слотов (трафиковых каналов), которые выделяет БС в единицу времени:

µ ∼ c = 1/a.
Например, вероятность P отказа в обслуживании для системы тран-

кинговой связи оценивается по "В-формуле Эрланга а именно:

P (K) =
AK

K!
[∑K

k=0

(
Ak

k!

)] , (1)

где А=a*N – нагрузка на систему в ЧНН в Эрлангах, a – средняя нагрузка
в ЧНН, создаваемая одним абонентом, N – количество абонентов в зоне
обслуживания БС, K – общее количество тайм слотов БС.

На рис.1 показана зависимость вероятности P отказа в обслуживании
(вертикальная ось) от количества K трафиковых каналов (горизонтальная
ось) для 180 абонентов.

Критериями управления ресурсами как отдельной БС или кластера,
так и КС в целом являются:

− максимизация производительности;
− минимизация энергопотребления.
Максимизация производительности достигается благодаря динамиче-

ской балансировке нагрузки, то есть управления распределением ресур-
сов: пропускной способности C каналов и интенсивностей обслуживания µ
узлов (БС) в реальном времени.

Поскольку беспроводная КС имеет множество узлов (БС), необходимо
принимать во внимание, что основным эксплуатационным расходом OPEX
таких КС являются затраты на потребление электроэнергии. Поэтому дру-
гим критерием служит минимизация расходов на электроэнергию. Это до-
стигается большей загрузкой ресурсов с помощью меньшего количества
БС.

Таким образом, это достигаются следующими основными подходами:
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Рис. 1: Зависимость вероятности P отказа в обслуживании от числа K ка-
налов

− балансировкой нагрузки, т.е. распределением ресурсов в реальном
времени;

− энергосбережение, т.е. минимизация потребления электроэнергии.

2.3. Модели, методы и методики. . Для решения перечисленных
задач используются следующие модели и методики:

− методика сбора исходных данных;
− декомпозиция КС на узлы, каналы, кластеры, виды услуг;
− модели элементов КС (узлов, каналов);
− модели трафика (данные, аудио, видео);
− методика расчета и оценка производительности элементов КС (узлов,

каналов, кластеров);
− балансировка нагрузки (с целевой функцией энергосбережение);
− модель рабочего режима функционирования сети (БС, кластера);
− модель переходного режима (например, при включении БС).
В модели переходного режима работы сети используется гиперэкспо-

ненциальное распределение, поскольку это единственная модель с дискрет-
ным временем, которая позволяет учитывать случайный характер возник-
новения запросов к БС [1].

Для рабочего режима функционирования сети используются марков-
ские модели M/M/1 или M/M/m с одним или m обслуживающими прибо-
рами. Так же используются известные соотношения для систем массового

621



обслуживания с конечной очередью и ограниченным числом активных або-
нентов (пользователей). Тогда максимальное количество пользователей:

N ≈ µ/λ
с точностью до 1 запроса, или
N ≈ 1/ρ.
Для расчета и оценки производительности базовых станций и класте-

ров, как моделей систем с конечным числом источников нагрузки N на
входе, используются соотношения Шерра [2, 3]:

T 0 = (N /µ)/(1 - p0) - 1/λ,
где T 0 – среднее время ответа, или время, проведенное пакетом (за-

просом) в узле (или системе); N – среднее число запросов в системе; µ, λ
- интенсивность обслуживания и трафика нагрузки соответственно; p0 –
вероятность того, что в системе нет требований:

p0 = 1/
∑N

i=0 [N !/(N − i)!] (λ/µ)i.
Тогда максимальное число запросов в системе (в очереди и на обслу-

живании):
Nmax = µ / λ + 1,
где Nmax – максимальное количество источников нагрузки, т.е. пользо-

вателей, находящихся в очереди и на обслуживании.
Nmax ≈ 1/ρ,
поскольку ρ= λ / µ.

3. Заключение
Можно сделать следующие выводы.
− Учитывая закон сохранения времени ожидания, можно оперативно

перераспределять запросы, обслуживая менее приоритетные запросы
после более приоритетных.

− Основным параметром, который определяет производительность КС
в реальном времени, является времення задержка τ , которая опреде-
ляется как интервал между моментом готовности запроса (или нача-
лом передачи) и временем полного завершения передачи.

− Временная задержка оценивается числом тайм-слотов, затрачивае-
мых на обработку и передачу запроса.

− Нагрузка выражается общим количеством тайм-слотов, затрачивае-
мых на обслуживание активных запросов в ЧНН.
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Abstract
We consider the queueing network with different types of customers and

parameters depending on the state of the entire network. Establish a sufficient
conditions for the submission of the stationary distribution in the generalized
product-form.

СЕТЬ МАССОВОГО ОБСЛУЖИВАНИЯ С
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Аннотация

Находятся достаточные условия представления стационарного
распределения в обобщенной мультипликативной форме для сети
массового обслуживания с различными типами заявок и парамет-
рами, зависящими от состояния всей сети.

Ключевые слова: сеть массового обслуживания, стационарное рас-
пределение, мультипликативная форма

1. Введение
Сети массового обслуживания с матрицей маршрутизации, зависящей

от состояния всей сети, рассматривались в [1]. В [2] исследовались сети
массового обслуживания с параметрами, зависящими от состояния всей
сети. Однако в этой работе интенсивности потока заявок и интенсивно-
сти обслуживания заявок в узлах имели специальный вид. В работе [3]
рассматривались открытые экспоненциальные сети с параметрами, зави-
сящими от состояния всей сети, и возможностью обхода заявками узла
сети. В указанной работе получены условия, накладываемые на решение
уравнений трафика, при выполнении которых удается найти стационарное
распределение сети. В работе [4] исследованы сети с различными вари-
антами зависимости параметров от состояния сети, в том числе и сети с
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различными классами заявок и параметрами, зависящими от состояния
всей сети. Но в отличие от работы [3] в [4] используется другой подход:
находятся условия, накладываемые на параметры сети.

В данной работе рассматриваются сети массового обслуживания с раз-
личными типами заявок и параметрами, зависящими от состояния всей
сети. Для нахождения стационарного распределения используется подход,
предложенный в работе [3]. Устанавливаются условия, при которых стацио-
нарное распределение сети имеет обобщенную мультипликативную форму.

2. Постановка задачи
Рассмотрим сеть массового обслуживания, которая состоит из N од-

нолинейных узлов и обслуживает заявки R типов. Обозначим через nir(t)
– число заявок типа r в i-м узле в момент времени t, i = 1, N , r = 1, R.
Состояние сети в момент времени t ≥ 0 будем описывать случайным про-
цессом n(t) = (n1(t), n2(t), . . . , nN (t)), где ni(t) = (ni1(t), ni2(t), . . . , niR(t))
– состояние i-го узла.

В узлы сети поступают независимые пуассоновские потоки заявок. При
этом, если в момент времени t состояние сети есть n, то интенсивность
потока заявок типа r в i-й узел равна λir(n), т.е. зависит от состояния
сети, i = 1, N , r = 1, R.

Если в момент времени t состояние сети есть n, то длительность обслу-
живания заявки r-го типа в i-м узле имеет показательное распределение
с параметром µir(n), т.е. зависит от состояния сети. Длительности обслу-
живания заявок в узлах независимы между собой, а также не зависят от
процесса поступления. Предполагается, что µir(n) > 0, если nir 6= 0. За-
явка r-го типа, обслуженная i-м узлом, независимо от других заявок с
вероятностью πrs

ij (n) направляется в j-й узел как заявка типа s, а с ве-
роятностью πr

i0(n) покидает сеть. Для любого состояния n выполняется

равенство
N∑
j=1

R∑
s=1

πrs
ij (n) + πr

i0(n) = 1.

В силу вышесказанного процесс n(t) является марковским процессом.
Обозначим через X пространство состояний процесса n(t), а p(n) – его
стационарное распределение. Цель работы – найти стационарное распре-
деление p(n) процесса n(t).

3. Основной результат
Будем предполагать, что матрица (πrs

ij (n)) при каждом фиксирован-
ном n ∈ X является неприводимой, i, j = 1, N, r, s = 1, R. Тогда система
уравнений трафика

εir(n) = λir(n) +
N∑
j=1

R∑
s=1

εjs(n)π
sr
ji (n+ ejs), i = 1, N, r = 1, R, (1)

при каждом n ∈ X имеет единственное положительное решение (εir(n)).
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Стационарное распределение p(n) будем искать в предположении, что
выполняется следующее равенство

p(n+ eir)

p(n)
=

εir(n)

µir(n+ eir)
, i = 1, N, r = 1, R,n ∈ X. (2)

Тогда для того, чтобы для любого состояния n ∈ X выражение p(n)
через p(0) не зависело от формы пути, ведущего из состояния n в 0, должно
выполняться следующее условие:

εjs(n)εir(n+ ejs)

µjs(n+ ejs)µir(n+ eir + ejs)
=

εir(n)εjs(n+ eir)

µir(n+ eir)µjs(n+ eir + ejs)
, (3)

i, j = 1, N, r, s = 1, R,n ∈ X.
Обозначим

ρir(n) =
εir(n)

µir(n+ eir)
, i = 1, N, r = 1, R. (4)

Величины ρir(n) при выполнении условия (3) можно трактовать как
загрузку i-го узла заявками r-го типа.

Используя (4), условие (3) можно переписать в виде

ρir(n+ ejs)ρjs(n) = ρir(n)ρjs(n+ eir). (5)

Введем функции

Gi,r(n) =

nir∏
k=1

εir(n− keir)
µir(n− (k − 1)eir)

=

nir∏
k=1

ρir(n− keir),

Qi(n) =
R∏

r=1

Gi,r(n− ni1ei1 − ni2ei2 − . . .− ni,r−1ei,r−1).

Справедлива следующая
Теорема 1. Пусть процесс n(t) является эргодическим. Если выпол-

няется условие (5), то стационарное распределение процесса n(t) имеет
следующий вид

p(n) =
N∏
i=1

Qi(n− T1(n)− T2(n)− . . .− Ti−1(n))p(0), (6)

где
Ti(n) = (0, 0, . . . , 0, ni1, ni2, . . . , niR, 0, 0, . . . , 0),

p(0) =
( ∑

n∈X

N∏
i=1

Qi(n− T1(n)− T2(n)− . . .− Ti−1(n))
)−1

.
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Доказательство. Пусть марковский процесс n(t) является эргодическим.
Тогда у него существует единственное стационарное распределение p(n),
которое удовлетворяет следующим уравнениям глобального равновесия

N∑
i=1

R∑
r=1

(λir(n) + µir(n)I{nir 6=0})p(n) = (7)

=
N∑
i=1

R∑
r=1

λir(n−eir)p(n−eir)I{nir 6=0}+
N∑
i=1

R∑
r=1

µir(n+eir)π
r
i0(n+eir)p(n+eir)+

+
N∑
i=1

N∑
j=1

R∑
r=1

R∑
s=1

µjs(n+ ejs − eir)πsr
ji (n+ ejs − eir)p(n+ ejs − eir)I{nir 6=0},

где IA – индикатор события A, eir ∈ X – единичный вектор, для которого
все координаты njs равны 0, а координата nir = 1.

Уравнения глобального равновесия (7) разобъем на уравнения локаль-
ного равновесия

µir(n)I{nir 6=0}p(n) = λir(n− eir)p(n− eir)I{nir 6=0}+ (8)

+

N∑
j=1

R∑
s=1

µjs(n+ ejs − eir)πsr
ji (n+ ejs − eir)p(n+ ejs − eir)I{nir 6=0}

и
N∑
i=1

R∑
r=1

λir(n)p(n) =
N∑
i=1

R∑
r=1

µir(n+ eir)π
r
i0(n+ eir)p(n+ eir). (9)

Подставляя (6) в уравнения (8) и учитывая (2), (5), получим уравне-
ния трафика (1). Подставляя (6) в уравнения (9) и учитывая (2), получим
следующее следствие уравнений трафика

N∑
i=1

R∑
r=1

λir(n) =
N∑
i=1

R∑
r=1

εir(n)π
r
i0(n+ eir).

Таким образом, мы нашли распределение p(n), которое удовлетворяет
(8) – (9), а, следовательно, оно будет удовлетворять и (7). Что и требова-
лось доказать. �

4. Заключение
Для сети массового обслуживания с различными типами заявок и па-

раметрами, зависящими от состояния всей сети, найдены условия пред-
ставления стационарного распределения вероятностей состояний. При этом
вероятность каждого состояния рекуррентно выражается через вероятно-
сти соседних состояний вплоть до состояния, когда все координаты равны
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нулю. Указанные условия накладываются на решение системы уравнений
трафика и гарантируют независимость вероятностей состояний от формы
выбранного пути.
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Abstract
In this paper an aggregation of n oneserver queuing systems with widely used

now model of ON-OFF input flows [1, 2] into n - server system is considered. A
synergetic effect of a queue disappearance for n → ∞ in the aggregated system
based on a convergence of specially normalized ON-OFF input flow to partial
Brownian motion is proved.

Keywords: a multiserver queueing system, a synergetic effect, a partial Brown-
ian motion, an ON-OFF input flow.

1. Introduction
Consider n - server queuing system with n = n(N), where N is large parame-

ter: N → ∞. This system has following input flow. Define continuous random
flow with ON and OFF periods [1, 2]. Suppose that the sequence of independent
and identically distributed random variables (i.i.d.r.v.‘s) X0 ≥ 0, X1 ≥ 0, . . . con-
sists of ON - periods lengths and the sequence of i.i.d.r.v.‘s Y0 ≥ 0, Y1 ≥ 0, . . .
consists of OFF - periods lengths and these random sequences are independent. De-
note F1(t) = P(X0 < t), F2(t) = P(Y0 < t), t ≥ 0, F = 1 − F, and assume that
F1(t) = t−α1 l1, F2(t) = t−α2 L2(t), 1 < α1 < α2 < 2, where for t → ∞ the function
L1(t)→ l1 > 0 and L2(t) is slowly varying function.

Introduce independent r.v.‘s B, X, Y , which are independent with Xn, Yn, n ≥ 1,
and B has the distribution P(B=1) =

µ1

µ
, P(B=0) =

µ2

µ
, µ=µ1 + µ2, where

µ1 = EX0, µ2 = EY0, P(X≤x) =
1
µ1

∫ x

0
F1(s)ds, P(Y≤x) =

1
µ2

∫ x

0
F2(s)ds.

Then random sequence {Tn} :

T0 = B(X + Y0) + (1 − B)Y, Tn = T0 +

n∑
i=1

(Xi + Yi), n ≥ 1,

creates random ON-OFF process

W(t) = BI[0,X)(t) +

∞∑
n=0

I[Tn,Tn+Xn+1)(t), t ≥ 0.
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(here IA(t) is the indicator function of the random event t ∈ A).
Random process W(t) is binary and stationary: W(t) = 1 if t contains in ON-

period, W(t) = 0 if t contains in OFF-period and stationary as EW(t) = P(W(t) = 1) =

µ1/µ = a. Denote A(t) =

∫ t

0
W(s)ds, then

EA(t) = at, t ≥ 0. (1)

Assume that M = M(N) = [Nγ], γ > 0, and random functions Am(t), m = 1, ...,M, are
independent copies of random function A(t). Here [c], {c} are integer and fractional
parts of real number c. Designate

AM(t) =

M∑
m=1

Am(t), B(N) = [N3−α1 L1(N)M]1/2, σ2 =
2µ2

2Γ(2 − α1)
(α1 − 1)µ3Γ(4 − α1)

,

n = n(N) = NM(N). (2)

From (1), (2) we have that

EAM(Nt) = aMNt = ant. (3)

Quantizatize now continuous random flow described by random function AM(Nt). For
this aim we take r.v. ψ independent with random process AM(Nt), denote

en(t) = [AM(Nt) + ψ]. (4)

Contrast to the nondecreasing function en(t) the sequence of moments

Tn = {T j = inf(t : en(t) = j), j = 1, 2, . . .}

which describes arrival moments of customers to such aggregated n - server queuing
system.

Using the representation of r.v. x mean Ex through conditional mean Ex/y by r.v.
y : Ex = E(Ex/y) we obtain

Een(t) = E (E[AM(Nt) + ψ]/AM(Nt)) = E([AM(Nt)](1 − {AM(Nt)})+

+([AM(Nt)] + 1){AM(Nt)}) = EAM(Nt) = ant, t ≥ 0 (5)

and so the input flow intensity to the n-server system equals na.
Assume that the sequence of i.i.d.r.v.‘s τ1, τ2, . . . , P(τ j < t) = F(t) describes

service times of customers with arrival moments T1,T2, . . . Denote qn(t) a number of
busy servers in this n - server system at time moment t ≥ 0.

Theorem 1. Assume that 1) γ > α1 − 1, 2) the following inequality ρ = aEτ j < 1
is true.

Then in such aggregated n - server queuing system P
(

sup
0≤t≤T

qn(t) = n
)
→ 0, N → ∞.

The statement of Theorem 1 means a convergence to zero of a virtual waiting time
in such aggregation of n oneserver systems on time segment [0,T ] and characterizes
a disappearance of a queue in this system for N → ∞.
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2. Some theorems on C - convergence of random processes
Denote by F1 the space of deterministic functions on the segment [0,T ] with

uniform metric ρ. Designate by F the set of bounded by unit functionals f defined
on F1 and continuous in the metric ρ. Say that the sequence of random processes
zn = zn(t), n ≥ 1, 0 ≤ t ≤ T, C - converges to the random process z = z(t), 0 ≤ t ≤ T,
if for any functional f ∈ F we have that M f (zn)→ M f (z), n→ ∞.

Denote by D the space of random functions on [0,T ], which almost surely (a.s.)
have not breaks of second type and designate by C the space of random functions
which a.s. are continuous on [0,T ]. Produce some general and partial conditions of C
- convergence [3, 4] (see also [5, Theorem 7B], [6, Theorem 2.3]).

Theorem 2. If random functions z(t) ∈ C, zn(t) ∈ D, n ≥ 1, then for C - conver-
gence zn(t)→ z(t), n→ ∞, it is necessary and sufficient that:
1) for n → ∞ finite dimensional distributions of random functions zn(t), n ≥ 1, tend
to finite dimensional distributions of random function z(t) on some set S which is ev-
erywhere dense on [0,T ], 2) for any ε > 0

lim
δ→0

lim sup
n→∞

P(wzn (δ) ≥ ε) = 0, wzn (δ) = sup
0≤t,s≤T : |t−s|≤δ

|zn(t) − zn(s)|. (6)

Corollary 1. Assume that random functions z′n(t) ∈ D, n ≥ 1, z(t) ∈ C satisfy the
following conditions. 1) For n → ∞ the sequence zn(t), n ≥ 1, C - converges to z(t).
2) There is the sequence of positive numbers β(n), n ≥ 1, which converges to zero
for n → ∞ and a.s. ρ(z′n, zn) ≤ β(n), n ≥ 1. Then the sequence z′n(t), n ≥ 1, also C -
converges to z(t).

Proof. From Theorem 2 for n → ∞ finite dimensional distributions of zn(t), n ≥ 1,
converges to finite dimensional distributions of z(t) on some set S which is every-
where dense on [0,T ]. Then from the condition 2) we have the convergence of fi-
nite dimensional distributions of z′n(t), n ≥ 1, to finite dimensional distributions of
z(t) on the set S . From Theorem 2 for any ε > 0 the condition (6) is true, so a.s.
wz′n (δ) ≤ wzn (δ) + 2β(n), consequently

lim
δ→0

lim sup
n→∞

P(wz′n (δ) ≥ ε) = 0.

�

Assume that z(t), 0 ≤ t ≤ T, is Gaussian process, Mz(t) = 0, Mz2(t) < a < ∞,
then this process is a.s. continuous. Formulate a condition of the following limit
relation for the process z(t).

Theorem 3. If there is positive number K satisfying the inequality

ε
2(t, t + u) = M(z(t) − z(t + u))2 ≤ Ku, 0 ≤ t ≤ t + u ≤ T,

then

P
(

sup
0≤t≤T

z(t) > L
)
→ 0, L→ ∞. (7)
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Proof. In conditions of Theorem 3 minimal number N(r) of balls with the radios r in
metric space ([0,T ], ε), (here ε(t, t+u) is half metric on [0,T ]) which cover the segment
[0,T ], satisfies the inequality N(r) ≤ T Kr−2. Consequently the Dadly integral

Ψ(z) =

∫ z

0
(ln N(r))1/2dr ≤

∫ z

0
(ln max(1,T K − 2 ln r))1/2dr,

constructed by the relative entropy ln N(r) satisfies the conditions: Ψ(T ) < ∞. From
[7], [8, Theorem 1] we have (7). �

Theorem 4. Assume that the sequence of random processes zn(t), 0 ≤ t ≤ T,
C - converges to Gaussian continuous process z(t), the relation (7) is true and the
sequence of positive numbers Ln → ∞, n→ ∞, then

P
(

sup
0≤t≤T

zn(t) ≥ Ln

)
→ 0, n→ ∞. (8)

Proof. Take arbitrary number ε > 0 and choose such L(ε), that P( sup
0≤t≤T

z(t) > L(ε)) <

ε. From C - convergence zn(t) → z(t), n → ∞, it is possible to find n(ε) that for
n > n(ε) the inequality∣∣∣∣∣∣P

(
sup

0≤t≤T
z(t) > L(ε)

)
− P

(
sup

0≤t≤T
zn(t) > L(ε)

)∣∣∣∣∣∣ < ε
is true and so

P
(

sup
0≤t≤T

zn(t) > L(ε)
)
< 2ε, n > n(ε).

From the convergence Ln → ∞, n → ∞, we may take n1(ε) > n(ε), so that for
n > n1(ε) the inequality Ln > L(ε) is true and consequently

P
(

sup
0≤t≤T

zn(t) ≥ Ln

)
≤ P

(
sup

0≤t≤T
zn(t) > L(ε)

)
≤ 2ε, n > n1(ε).

The relation (8) is proved. �

Assume that random process ζ(t) is defined by the equality

ζ(t) = σ

∫ t

0
F(t − u)dξH(u) + Θ(t), 0 ≤ t ≤ T.

Here Θ(t) is centered Gaussian process independent with ξH(t), which has covariance

function R(t, t + u) =

∫ t

0
F(v + u)F(v)adv.

Theorem 5. For 0 ≤ t ≤ t + u ≤ T, K = a(2T f + 1) + σ2T 2H−1( f T + 2H) the
inequalities Eζ2(t) ≤ σ2t2H + at, E(ζ(t) − ζ(t + u))2 ≤ Ku are true.
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Proof. From [10, Formula (1.1)], [11, Lemma 1] we have that for 0 ≤ t ≤ t + u ≤ T

Eζ2(t) = H(2H − 1)σ2
∫ t

0

∫ t

0
|u − v|2H−2F(t − u)F(t − v)dvdu +

∫ t

0
F(v)F(v)adv ≤

≤ 2H(2H − 1)σ2
∫ t

0

∫ u

0
(u − v)2H−2dvdu + at = σ

2t2H + at,

ε
2(t, t + u) = E(ζ(t) − ζ(t + u))2 = [R(t, t) + R(t + u, t + u) − 2R(t, t + u)] +

+σ2E
[∫ t

0
F̄(t − v)dξ(v) −

∫ t+u

0
F̄(t + u − v)dξ(v)

]2

=

= a
[∫ t

0
F(v)F(v) +

∫ t+u

0
F(v)F(v) − 2

∫ t

0
F(v + u)F(v)

]
dv+

+σ2H(2H − 1)
[∫ t

0

∫ t

0
F(t − v)F(t − w) +

∫ t+u

0

∫ t+u

0
F(t + u − v)F(t + u − w)−

−2
∫ t

0

∫ t+u

0
F(t − v)F(t + u − w)

]
|v−w|2H−2dvdw ≤ a

[
2
∫ t

0
+

∫ t+u

t

] (
F(v) − F(v + u)

)
dv+

+σ2H(2H−1)
{∫ t

0

∫ t

0

(
F(t − w) − F(t + u − w)

)
+

∫ t+u

t

∫ t

0
+

∫ t+u

t

∫ t+u

t

}
|v−w|2H−2dvdw ≤

≤ a(2t f + 1)u + σ2(t2H f u + u2H + uH(t + u)2H−1) ≤

≤ a(2t f + 1)u + σ2(T 2H f u + uT 2H−1 + uHT 2H−1) ≤

≤ a(2t f + 1)u + σ2(T 2H f + 2T 2H−1)u = Ku.

�

3. Proof of Theorem 1

Denote

B(N) = [N3−α1 L1(N)M]1/2, A(N) = max(B(N),N1/2), σ2 =
2µ2

2Γ(2 − α1)
(α1 − 1)µ3Γ(4 − α1)

,

b(t) - the function converse to the function 1/F1(t). Prove that the sequence of random
processes

xn(N)(t) =
en(N)(t) − Een(N)(t)

B(N)
, N ≥ 1,

for N → ∞ C - converges to partial Brownian motion ξH(t), H = (3−α1)/2 multiplied
by σ.

It is obvious that

B(N) ∼ l1/21 N(3+γ−α1)/2, b(N) ∼ (lN)1/α1 , N → ∞,
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and consequently from the condition 1) of Theorem 1

A(N) ∼ B(N), b(MN)/N → ∞, N → ∞.

So [2, Theorem 4] leads to C - convergence of the sequence of random processes

AM(Nt) − EAM(Nt)
B(N)

, N ≥ 1,

to the partial Brownian motion σξH(t), N → ∞. From the inequalities

|en(t) − AM(Nt)| = |[AM(Nt) + ψ] − AM(Nt)| ≤ 1, t ≥ 0,

we have that

ρ

(
en(t) − Een(t)

B(N)
,

AM(Nt)
B(N)

)
→ 0, N → ∞.

Consequently C - convergence of the sequence xn(N)(t), N ≥ 1, to σξH(t), N → ∞, is
proved.

Denote q∞n (t) the number of busy servers at time moment t in queuing system
with input flow characterized by the process en(t) provided that the system has infinite
number of servers. From the condition 2) and [9, Chapter II, § 1, Theorem 1] for
n→ ∞ the sequence of random processes

zn(t) =
q∞n (t) − nQ(t)

A(N)
, N ≥ 1,

C - converges on the segment [0,T ] to the process ζ(t). From Theorem 5 we have that
random process ζ(t) satisfies Theorem 3 conditions and so

P
(

sup
0≤t≤T

ζ(t) ≥ L
)
→ 0, L→ ∞.

Consequently from the conditions 2) of Theorem 1

P
(

sup
0≤t≤T

ζ(t) ≥
(1 − Q(T ))n

A(N)

)
→ 0, N → ∞.

As for N → ∞ the sequence of random processes zn(t) C - converges to ζ(t) on the
segment [0,T ] and from Theorem 4

P
(

sup
0≤t≤T

zn(t) ≥
(1 − Q(T ))n

A(N)

)
→ 0, n→ ∞

and so P
(

sup
0≤t≤T

q∞n (t) ≥ n
)
→ 0, N → ∞. Using [9, Chapter II, § 1, Theorem 1 end]

remark that random events

{qn(t) < n, 0 ≤ t ≤ T } = {q∞n (t) < n, 0 ≤ t ≤ T }.
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Consequently from the inequality qn(t) ≤ n the following relation is true:

P
(

sup
0≤t≤T

qn(t) ≥ n
)

= P
(

sup
0≤t≤T

qn(t) = n
)
→ 0, N → ∞.

Theorem 1 is proved.

4. Conclusion

Analogous methods allow to analyze synergetic effects in aggregated n - server
queuing system with periodical arrivals of customers groups.
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DEVELOPEMENT OF DOCUMENT-FLOWS
HANDLING MECHANISM FOR IMPLEMENTATION
OF THE INTERACTION BETWEEN ENTERPRISE

DMS

D. Volchkov
Keldysh Institute of Applied Mathematics (RAS), Moscow, Russia

Abstract
In the presented paper is considered the mechanism of automation of infor-

mation processes of interorganizational interaction in document management
systems. As part of this mechanism is designed module receiving the docu-
ments, an integrated software package interaction between organizational sys-
tems. The module provides automatic transfer details of received documents
in the registration card of DMS, verification documet card format, compiling
statistical and analytical summaries of documents between organizations. In
the case of documents that are not subject to registration it forms correspond-
ing notification, which allows for rapid feedback between the organization and
the correspondent.

ПРОЕКТИРОВНИЕ МЕХАНИЗМА ОБРАБОТКИ
ДОКУМЕНТНЫХ ПОТОКОВ ДЛЯ

РЕАЛИЗАЦИИ ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ МЕЖДУ
КОРПОРАТИВНЫМИ СДОУ

Д. Волчков
Институт прикладной математики им. М.В. Келдыша РАН, Москва,

Россия
vol@keldysh.ru

Аннотация

В данной работе рассмотрен механизм автоматизации информа-
ционных процессов межорганизационного взаимодействия в систе-
мах документального обеспечения управления. В рамках реализа-
ции данного механизма разработан модуль приема документов, инте-
грированный в программный комплекс взаимодействия между орга-
низационными системами. Модуль предусматривает функции авто-
матического переноса реквизитов поступивших документов в реги-
страционную карточку СДОУ, верификации формата карточек до-
кументов, формирования статистических и аналитических сводок по
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документообороту между организациями. В случае выявления до-
кументов, не подлежащих регистрации, формируются соответствую-
щие уведомления, что позволяет обеспечить оперативную обратную
связь между организацией и корреспондентом.

Ключевые слова: информационные системы, организационное управ-
ление, межорганизационный электронный документооборот

1. Введение
В результате активного внедрения технологий безбумажного докумен-

тооборота в крупных территориально-распределенных организациях все
актуальнее становится задача обеспечения взаимодействия между система-
ми документального обеспечения управления (СДОУ) отдельных подраз-
делений. В качестве реализации взаимодействия в работе [1] была предло-
жена общая структура программного комплекса обмена документами меж-
ду действующими СДОУ организаций. В данной работе рассматривается
разработка модуля автоматизированного приема документов, поступаю-
щих по системе межорганизационного документооборота, который необхо-
дим для повышения оперативности и эффективности обработки документ-
ных потоков в программном комплексе взаимодействия. Модуль упрощает
процедуру регистрации поступивших документов, а также обеспечивает
оперативную обратную связь между организацией и корреспондентом.

2. Постановка задачи
Основной задачей разрабатываемого модуля является прием докумен-

тов, поступивших через систему взаимодействия, для их дальнейшей ре-
гистрации в СДОУ организации. Поступившие электронные документы
загружаются в базу данных обмена и состоят из карточки документа в
формате XML, содержащей все основные реквизиты для загрузки в СДОУ
(номер, данные о корреспонденте, кратком содержании и т.д.) и графиче-
ского образа оригинального документа в формате PDF или TIFF. В случае,
если обнаружены ошибки в формате электронного документа или доку-
мент был ранее получен на бумажном носителе и уже зарегистрирован в
СДОУ, модуль должен сформировать для корреспондента уведомление об
отказе в регистрации. В ответ на уведомление, адресат отправляет в ор-
ганизацию квитанцию, подтверждающую его получение. Таким образом,
модуль приема документов должен обеспечивать выполнение следующих
функций:

• прием электронных документов и квитанций, поступивших из других
организаций и их отображение в виде списка;

• поиск документа по основным реквизитам;
• просмотр всех реквизитов и образа поступившего документа;
• переход в режим регистрации входящего документа;
• формирование уведомления об отказе в регистрации.
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Для выполнения описанных функций, в составе модуля должен быть
реализован удобный пользовательский интерфейс.

3. Функциональная схема

На рис. 1 представлена функциональная схема модуля приема докумен-
тов, интегрированного в программный комплекс взаимодействия между
корпоративными СДОУ.

OUT

БД СДОУ

БД обмена

IN

Сервер СДОУ

Модуль 

сопряжения

Входящие

Адаптер

Клиент СДОУ

Уведомление о регистрации

Уведомление 

об отказе в регистрации

Статистические 

и аналитические сводки

Данные документа

Шлюз

VPN

Модуль приема документов

Отказ в регистрации

Формирование сводок

Уведомления

Регистрация 

входящего

Просмотр поступивших 

документов и квитанций

Рис. 1: Функциональная схема модуля приема документов.

Модуль приема документов расположен на клиентской стороне систе-
мы. Помимо него в состав программного комплекса взаимодействия входят
следующие элементы. Шлюз - программно-аппаратный комплекс, на вход
которого через VPN поступают документы из сторонних организаций. БД
СДОУ - база данных СДОУ организации. БД обмена - БД, в которой сохра-
няются все поступившие на шлюз документы, уведомления, и квитанции
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а также документы, уведомления и квитанции, выгруженные из СДОУ
организации для отображения журналов и формирования статистических
и аналитических сводок. Адаптер - загружает из папки IN в БД обмена
данные документов, уведомлений и квитанций, поступивших на шлюз; из-
влекает из БД обмена и отправляет исходящие документы, уведомления и
квитанции. Разработанный модуль на основании данных БД обмена фор-
мирует и выводит на экран список поступивших документов и квитанций.
В ходе формирования списка, модуль анализирует формат каждого элек-
тронного документа и в случае обнаружения в нем ошибок, автоматически
формирует уведомление об отказе в регистрации. Если ошибок формата не
обнаружено, модуль проверяет, не зарегистрирован ли данный документ в
СДОУ. В случае, если документ уже присутствует в БД СДОУ, формиру-
ется уведомление об отказе в регистрации. В результате пользователь полу-
чает список документов, доступных для регистрации, может просмотреть
все заполненные реквизиты XML-карточки документа, а также образ доку-
мента. Если по каким-либо причинам документ не соответствует требова-
ниям инструкции по делопроизводству (направлен не по принадлежности,
образ нечитаемый или не содержит подписи и т.п.), пользователь может
вручную сформировать уведомление об отказе, указав причину. Переход в
режим регистрации осуществляется по соответствующей команде пользо-
вателя. При этом на экране отображается регистрационная карточка до-
кумента, в которую автоматически переносятся необходимые реквизиты из
XML-карточки документа, а также присоединяется образ документа. По-
сле успешного завершения регистрации данные документа заносятся в БД
СДОУ, а для корреспондента формируется соответствующее уведомление,
содержащее входящий номер и дату документа. Сформированные уведом-
ления записываются в БД обмена и отправляются адресатам посредством
адаптера. В состав модуля также входит блок формирования статисти-
ческих и аналитических сводок, который позволяет получать справки по
документообороту между организациями.

4. Реализация пользовательского интерфейса
Пользовательский интерфейс модуля реализован в виде экрана жур-

нала поступивших документов, представленного на рис. 2. В интерфейсе
предусмотрена возможность подбора документов по номеру и дате поступ-
ления. В верхней части экрана расположены основные функциональные
кнопки - печати списка, регистрации или отказа в регистрации докумен-
та. В нижней части экрана отображается краткое содержание выбранного
документа. Контекстное меню позволяет просмотреть реквизиты докумен-
та и его образ. Список поступивших документов может быть отсортиро-
ван по любой из колонок, значение поля ҝСтатусњ дублируется цветом:
белый - документ доступен для регистрации, синий - документ зареги-
стрирован, зеленый - отказано в регистрации, красный - ошибка формата
XML-карточки документа.
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Рис. 2: Экран журнала поступивших документов.

5. Заключение
В результате работы спроектирован и реализован модуль приема элек-

тронных документов. Разработанный модуль позволяет получать статисти-
ческие и аналитические данные о поступивших электронных документах,
а также существенно упрощает процедуру регистрации электронных доку-
ментов за счет автоматического переноса реквизитов в регистрационную
карточку. В случае выявления документов, не подлежащих регистрации,
формируются соответствующие уведомления, что позволяет обеспечить
оперативную обратную связь между организацией и корреспондентом.
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Abstract
For effective work of TCP in a wireless cellular network has to undergo

changes. The arising problems when using classical TCP and the prerequisite
of use of additional management of the protocol on the basis of a neural network
are discussed.
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Аннотация

Для эффективной работы TCP в беспроводной ячеистой сети дол-
жен претерпеть изменения. Обсуждаются возникающие проблемы
при использовании классического TCP и предпосылки использова-
ния дополнительного управления протоколом на базе нейронной се-
ти.

1. Введение

Беспроводная ячеистая сеть («wireless mesh network», WMN) представ-
ляет собой сеть связи (или передачи данных), состоящую из множества
беспроводных узлов, в c двумя по меньшей мере маршрутами для осу-
ществления связи с каждым узлом. Инфраструктура беспроводной ячеи-
стой сети состоит из точек доступа/маршрутизаторов, являющихся узлами
сети, соединенных беспроводными каналами связи. Беспроводная ячеистая
сеть соединяется с другими проводными сетями, такими как Интернет или
корпоративные локальные сети, через ячейку-узел межсетевого шлюза. И
для передачи данных используется протокол ТСР [1].Он изначально пред-
назначался для работы в проводных сетях, в которых наиболее значима
проблема перегруженности буферов в узлах сети.
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Стандартные механизмы ТСР не позволяют эффективно обнаруживать
потери пакетов, не связанные с перегрузками в сети. Механизмы борьбы
с потерями пакетов и предотвращения перегрузок в ТСР являются клю-
чевой темой многих исследований. С момента разработки протокола ТСР
было разработано множество алгоритмов борьбы с перегрузками в сети,
однако, но не все они были успешными. Ключевыми механизмами борь-
бы с перегрузками являются: TCP Tahoe, TCP Reno, TCP NewReno, TCP
SACK, TCP Vegas и др.

Данные механизмы корректно работают в условиях проводной среды,
где потери пакетов происходят из-за перегрузок в сети, полагая, что состо-
яние канала связи постоянное. В беспроводных же сетях связи, где канал
является по своей природе нестабильным, потеря данных, как правило,
происходит из-за ухудшения характеристик канала. Поэтому, механизмы
борьбы с потерей пакетов, эффективно работающие в проводных сетях пе-
редачи данных (ПД), для беспроводных сетей во многих случаях являются
неэффективными и только замедляют работу.

Например, абонент находится в состоянии хэндовера и пакеты данных
не доставляются вследствие того, что на какое-то непродолжительное вре-
мя связь становится недоступной для данного абонента. В данном случае,
стандартные механизмы борьбы с потерями пакетов предполагают, что в
сети произошла перегрузка и запускают механизмы борьбы с ней, сни-
жая тем самым скорость передачи данных во много раз. Через некоторое
время, оказавшись в радиусе действия другой БС, абонент снова может
передавать данные, и ему доступна достаточная полоса пропускания для
передачи. Но из-за того что были запущены алгоритмы борьбы с перегруз-
кой в сети абонент может передавать данные очень небольшими порция-
ми. Вследствие чего, канал оказывается незагруженным, а абонент терпит
неудобства из-за медленной передачи данных, хотя ему доступна достаточ-
ная полоса пропускания.

Были разработаны TCP, предназначенные специально для работы в
беспроводной среде ПД (TCP Westwood, TCP WestwoodNew). Данные ме-
ханизмы значительно усовершенствованы по сравнению с предыдущими
версиями, однако, они также не берут во внимание реальное состояние
сети, а лишь прогнозируют ее состояние по динамически изменяющимся
параметрам, таким как RTT и др.

Ситуация с использованием транспортного протокола усугубляется в
случае беспроводных ячеистых сетей. В беспроводной ячеистой сети узлы
могут быть постоянными или мобильными, новые узлы могут быть добав-
лены на лету и существующие узлы могут выйти из сети. Как следствие, в
сети происходит динамическое изменение маршрутизации следования пе-
редаваемой информации. Кроме того, передача данных часто связана с
различными видами потерь пакета.

Применение классического TCP вWMN осложняется тем, что протокол
не может отличить случаи потери пакета из-за перегруженности буферов в
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узлах от потерь, вызванных ухудшением состояния радиоканала. Посколь-
ку TCP был разработан, исходя из медленно меняющегося значения RTT,
его работа существенно ухудшается в беспроводной ячеистой сети.

В ряде проведенных исследований были предложены различные под-
ходы к решению проблемы [2]. Предложено несколько вариантов измене-
ний или дополнений к протоколу TCP. В основном предлагается использо-
вать заранее выбранный фиксированный алгоритм управления поведением
TCP, который не отслеживает текущее состояние сети и каналов. Изме-
ненный TCP должен отличать две ситуации: перегрузку буферов в узлах
и потери пакетов из-за изменений в каналах. Из-за того, что изменения
в каналах происходят непрерывно, необходим алгоритм классификатора,
который анализировал вновь поступающую информацию, находил в ней
закономерности, адаптировался и давал прогноз на ближайшее будущее.
Т.е. TCP должен получать уведомление, что потеря пакетов произошла
из-за изменения радиоканала, а не переполнения буферов в узлах сети.
Наиболее подходящим инструментом для этой цели представляется ис-
пользование искусственных нейронных сетей (ИНС) [3]. Статистические
методы для управления транспортного протокола WMN ,по-видимому, не
дадут хороших результатов из-за очень быстро изменяющейся структуры
сети и изменения параметров радиолиний.

ИНС же позволяет не только выполнять заранее запрограммированную
последовательность действий на заранее определенном наборе данных, но
и анализировать вновь поступающую информацию, находить в ней зако-
номерности, адаптироваться и проводить прогнозирование. Работу ИНС
можно построить таким образом, чтобы она непрерывно обучалась на ос-
нове предыдущих значений.

Необходимо заметить, что по данным [4] для определения оптимально-
го размера пакета в сети, построенной на базе стандарта 802.11b, возника-
ет необходимость непрерывно анализировать до 12 различных параметров
среды.

Для непрерывного отслеживания изменения параметров сети алгоритм
прогнозирования оптимального размера пакета был построен на базе нели-
нейной искусственной нейронной сети. При этом, программа написанная на
языке С имеет объем 19 кбайт и может функционировать как часть опера-
ционной системы, как программная часть в составе оборудования 802.11b
и на уровне приложения.

Для сети с более сложными условиями такими, как WMN, предложение
об использовании ИНС для управления TCP опубликовано в [5]. С точки
зрения ИНС дополнение к TCP решает задачу кластеризации. Предпола-
гается, что каждое наблюдение может относиться только к одному класте-
ру. Для решения поставленной задачи алгоритм должен работать в on-line
режиме. Алгоритмов, предназначенных для решения этих задач, извест-
но сравнительно немного [6]–[8], при этом они реализуют вероятностный
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подход на основе рекуррентной оптимизации принятой нечеткой целевой
функции.
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Abstract

The purpose of this short note is to present some analytical results
concerning markovian multi-server queueing system with ordered entry
and finite capacity queue at each server. In general such systems serve
as mathematical models of different types of conveyor systems used in
industry. Here we consider the simplest case of three-server queuing sys-
tem with ordered entry. Three servers have a finite (of equal size) waiting
room capacity and serve customers according to exponential distribution
with the same rate. The arrival process is Poisson. Each arriving cus-
tomer tries to join the queue in front of server 1 first (i.e. ’ordered entry’
selection): if the queue is full he tries to join the queue in front of server
2 etc. If all three queues full the customer is lost. Having joined one
of the three queues a customer eventually leaves the system after being
served. Although the described system fits the general QBD framework,
we seek the efficient (not matrix-geometric) method for exact computa-
tion of stationary probability that the arriving customer is blocked. It is
shown that the blocking probability can be found in two steps: firstly by
analyzing corresponding two-server system using generating functions,
and secondly by finding inter-overflow time distribution and applying
well-known results for finite-capacity GI/M/1 queue.

Keywords: queueing system, multi-server, ordered entry, finite capacity

1. Introduction

Finite-capacity queueing system with ordered entry, being one type of over-
flow models have been a subject of extensive research and find their application
in the study of conveyor system. See classical papers [3, 4] and quite recent ones
[1, 2, 5] and references therein. There are numerous types of conveyors cur-
rently being used in industry but from practical point of view, as mentioned in
[6], working conveyor is “simply a mechanical device on which departures from
one system are carried to a distant point at which they become arrivals to an-
other system”. The motivation for studying the system considered in this short
note is two-fold. The first one is the application of the model to the analysis of
stability conditions of certain class of closed-loop conveyors as those described
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in [7]. Without going into the details the stability condition for such systems
can be formulated in terms of arrival rate and the stationary probability that
the arriving customer is lost. The second motivation is pure theoretical. Al-
though the considered model fits the QBD framework, in [8] it is shown that
for the corresponding two-server queueing system with ordered entry one can
carry out efficient recursive computation of the whole joint stationary distribu-
tion without resorting to matrix approach. Thus was of interest to understand
if the methodology in [8] is suitable for arbitrary number of servers. Our re-
search shows that apparently the methodology of [8] fails in the general case.
Nevertheless, as one will see it is still applicable to the three-server case.

In what follows we give the detailed description of the system and briefly
state the obtained results.

2. Description of the system
Consider a queuing system with ordered input and three servers (labelled

by numbers 1, 2 and 3). Each server has a buffer of finite capacity M in front
of it. Customers arrive according to a Poisson process at the constant rate λ.
Upon arrival a new customer goes to the server no. 1 or, if it is busy, occupies
a place in the queue in front of it. If upon arrival a new customer sees the
queue in front of the server no. 2 full, it goes to the server no. 2 or, if it is
busy, enters its queue. Finally if upon arrival a new customer sees queues in
front of the servers no. 1 and no. 2 full, it goes to the server no. 3 or, if
it is busy, in its queue; otherwise it leaves the system (it is considered to be
lost). Customers from each queue are served according to FIFO discipline and
each server serves customers for exponentially distributed times with the same
parameter µ. Denote by pijk, 0 ≤ i, j, k ≤M , the stationary probability of the
fact that there are i in the server no. 1 and its queue, j and k customers in the
server no. 2 plus its queue and the server no. 3 plus its queue, respectively. By
p0 we denote the stationary probability of the empty system. We are interested
in finding an efficient (not matrix-geometric) method to compute the stationary
blocking probability, i.e. pMMM .

3. Computation of pMMM

The first step in computation of pMMM is to notice that the evolution of
customer contents in server no. 1 and server no. 2 (and their queues) does
not depend on the evolution of the customer contents in the server no. 3
and its queue. The opposite statement is clearly not true due to the ordered-
entry discipline. Thus one can find the joint stationary distribution qij of
number of customers in the server no. 1 plus its queue and server no. 2
plus its queue by simply analysing two-server ordered entry queue with the
same capacity constraint M , service rate µ and arrival rate λ. The efficient
(not matrix-geometric) method for recursive computation of qij is presented
in [8]. Obviously the obtained probabilities qij are equal to probabilities pijk
summed over k, i.e.

∑M
k=0 pijk = pij· = qij . By “·” we further denote the

645



summation over all possible values of the discrete argument. Strictly speaking,
the validity of this equality can also be seen from the fact that probability
generating function (PGF) P (u, v, z) =

∑M
i=0

∑M
j=0

∑M
k=0 pijku

ivjzk, when z =
1, coincides with the PGF of the sequence qij derived in [8].

The next step is the calculation of inter-overflow time distribution in the
two-server system. Due to the exponentially distributed service times and
Poisson arrivals, the overflow process from the two-server system is a renewal
process and its distribution in terms of Laplace-Stieltjes transform, say A(s),
can be found by solving system of linear equations. Due to the fact that the
times between overflows in the two-server system are the inter-arrival times
to server no. 3., server no. 3 and its queue can be viewed as GI/M/1/M − 1
system with the Laplace-Stieltjes transform of inter-arrival times given by A(s).

The final step is the computation of loss probability π in GI/M/1/M − 1
queue, which can be done, using Miyazawa’s result in [9]. What is left to be
noticed, is that pMMM = πpMM ·.
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Abstract
The general-system problems arising because of heterogeneity of large com-

puter networks at the hardware, program and system levels are analyzed.
Influence of the growing complexity of a heterogeneous computer environment
on problems of information security in three aspects is considered: technical
(computer cybersecurity), social (impact of avalanche growth of information)
and personal (on the example of a phenomenon of digital dementia). The root
causes of heterogeneity of computer information and the computer environment
are identified. The principles of the common solution of these problems by
formation in resources of large networks of uniform, seamless programmable
and cyber security algorithmic space of the distributed computing are offered.
Problems and ways of implementation of reliable computing in this space in the
conditions of nondeterministic composition of network resources are offered.
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Аннотация

Анализируются общесистемные проблемы, возникающие из-за раз-
нородности больших компьютерных сетей на аппаратном, программ-
ном и системном уровнях. Рассматривается влияние растущей слож-
ности разнородной компьютерной среды на проблемы информацион-
ной безопасности в трех аспектах: техническом (компьютерная ки-
бербезопасность), социальном (влияние лавинного роста информа-
ции на социальную среду) и личностном (на примере феномена циф-
ровой деменции). Выявляются первопричины разнородности компью-
терной информации и компьютерной среды. Предлагаются принци-
пы общего решения этих проблем путем формирования в ресурсах
больших сетей единого, бесшовно программируемого и кибербезопас-
ного алгоритмического пространства распределенных вычислений.
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Предлагаются пути реализации надежных вычислений в этом про-
странстве в условиях недетерминированного состава сетевых ресур-
сов.
Ключевые слова: большие сети, разнородность, интеграция, ком-
бинаторная сложность, информационная безопасность, распределен-
ные вычисления, единое алгоритмическое пространство, бесшовное
программирование, кибербезопасность, социальная среда, цифровая
деменция, недетерминированная компьютерная среда, надежные вы-
числения.

1. Введение

Компьютерные сети широко используются для распределенных вычис-
лений и управления большими системами. К таким относятся системы по-
движных аппаратов, разнообразных установок, машин, приборов, бытовой
и другой техники массового потребления, технологических процессов, ин-
теллектуальных датчиков и т.п. Компоненты таких систем оснащаются
встроенными компьютерными средствами управления, которые позволя-
ют программировать и управлять их поведением во всем диапазоне зало-
женных возможностей. Число компонентов в интегрированных системах
достигает сотен, тысяч и более. В перспективе ограничения на количество
компонентов должны сниматься. Их расположение может покрывать боль-
шие пространства, измеряемые десятками, сотнями, тысячами километров
и более.

В соответствии с концепцией Интернет вещей (Internet of Things) в гло-
бальных сетях такие системы могут охватывать сильносвязными взаимо-
действиями практически неограниченное количество и разнообразие объ-
ектов. Дальнейшее ее развитие — концепция Всеобъемлющий Интернет
(Internet of Everything) — предполагает интеграцию в сильносвязном вза-
имодействии, как объектов, так и субъектов социальной среды.

Современный компьютерно-сетевой инструментарий, такой как Grid-
и Cloud-технологии, для отдельных классов профилированных комплек-
сов задач позволяют лишь в ограниченных масштабах создавать сетевые
системы распределенных вычислений и/или управления того или иного
назначения.

Принципиальные недостатки существующих методов и средств созда-
ния распределенных систем обработки данных состоят в следующем:

• функциональная и системная интеграция разнородных ресурсов мно-
говариантна, ее комбинаторная сложность становится непреодоли-
мым препятствием для наращивания размеров и масштабов таких
систем;

• отсутствие средств «бесшовного» программирования распределенных
вычислений сколь угодно больших сетей;

• опережающий рост сложности проблем информационной безопасно-
сти;
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• необходимость жестких ограничений состава и типов объектов, их
функций.

Разрабатываемые с помощью существующих технологий системы рас-
пределенной обработки данных в глобальных сетях в большинстве случаев
имеют корпоративное назначение. Они строятся посредством дополнитель-
ных многослойных программных надстроек над стандартными операцион-
ными системами (ОС). В результате получаются разнородные, громоздкие,
уязвимые в отношении кибератак программные решения с чрезмерным
числом внутренних степеней свободы выведенных на человека. Трудоем-
кость, а значит, себестоимость и сроки их разработки по мере увеличения
масштабов систем имеют тенденцию к опережающему росту. Эксплуатация
требует сложного администрирования на многочисленных, крайне разно-
родных системных и сетевых уровнях.

Такие решения, как правило, трудно адаптируются к структурным из-
менениям внешнего контекста глобального информационного простран-
ства, тенденции развития которого не подчиняется внутрикорпоративным
интересам. В результате длительных сроков разработки таких систем ин-
формационная среда, в которой они должны функционировать, может су-
щественно изменить свои свойства, что приводит к утрате актуальности и
обесцениванию инвестиций и результатов усилий многих разработчиков.

2. Новые вызовы

Одним их главных факторов деструктивного воздействия разнородной
компьютерной среды на мировую социосистему является беспрецедентный
феномен глобальной информационной сильносвязности, который можно
выразить формулой «всҷ влияет на всҷ и сразу». В существующей компью-
терной среде глобализация действий передачи и хранения распределҷн-
ной информации не уравновешивается полномасштабной глобализацией
свойств еҷ универсально программируемой переработки в целях управле-
ния функционированием и устойчивым развитием социосистем.

Несбалансированная глобализация компьютерной среды приводит к экс-
поненциальному росту интенсивности и объемов слабо переработанной и,
потому, плохо организованной информации. Чрезмерные потоки такой ин-
формации ведут к неконтролируемому росту глобального «информацион-
ного шума». Прежние методы и способы управления функционированием
и устойчивым развитием социосистем утрачивают свою действенность. В
этом одна из главных причин непрерывной череды глобальных кризисов с
нарастающей амплитудой, неподдающихся известным методам политиче-
ского и финансово-экономического регулирования.

Еще один фундаментальный фактор воздействия — изначально неустра-
нимая разнородность существующих сетевых ресурсов. Системная и функ-
циональная интеграция сетевых ресурсов и программирование распреде-
ленных вычислений становятся многовариантными задачами, которые, как
известно, обладают комбинаторной сложностью своих решений. Уровни
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сложности таких систем быстро растут с увеличением размеров вычисли-
тельных сред, что нашло выражение в термине «комбинаторное прокля-
тие» размерности.

Системные свойства существующих разнородных компьютерных сред
и технологий их программирования не отвечают требованиям свободной
масштабируемости распределенных вычислений и процессов управления,
их универсальной и общедоступной (бесшовной) программируемости. Пре-
одоление комбинаторной сложности в ходе интеграции и программирова-
ния сетевых ресурсов с увеличением размеров сетей требует неограничен-
ного роста средств и времени.

Увеличение внутрикомпьютерной сложности приводит к практически
неконтролируемому росту киберугроз. Существующие программные сред-
ства системного уровня (ОС, промежуточное ПО, все уровни сетевых про-
токолов) отличаются крайней разнородностью и, как следствие, обилием
внутренних нестыковок, неучтенных уязвимостей. В ходе их обновления
число уязвимостей только возрастает. Защита от вредоносных воздействий
посредством программных решений в этих условиях становится все менее
эффективной.

Прямым следствием комбинаторной сложности разнородной компью-
терной среды становится рост негативного воздействия на здоровье мас-
совых пользователей. Растущая по мере увеличения масштабов примене-
ния сетей сложность внутрикомпьютерных проблем неминуемо отражает-
ся в интерфейсах массового взаимодействия человека с машиной. Рядовые
пользователи вынуждены брать на себя растущую нагрузку по перера-
ботке все более интенсивных потоков плохо организованной информации,
управлению многочисленными настройками, сервисами. Психологическая
нагрузка на пользователей растет и уже превышает природные защитные
барьеры.

Количество пользователей при массовом использовании гаджетов ис-
числяется миллиардами. В результате — новейшие виды массовых заболе-
ваний. Один из примеров — цифровая деменция («digital dementia»). Все
больше молодых пользователей страдают потерей памяти, расстройством
внимания, когнитивными нарушениями, депрессией, снижением самокон-
троля. В мозгу пациентов происходят изменения, схожие с теми, что появ-
ляются после черепно-мозговой травмы или на ранней стадии возрастного
слабоумия.

Источник новых вызовов — глобальная компьютерная среда, крайне
разнородная и несбалансированная. Полномасштабные ответы на них воз-
можны только на путях совершенствования ее фундаментальных систем-
ных качеств.

3. Корневые проблемы совершенствования компьютерных
сред

Выделим и рассмотрим некоторые из таких проблем.
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Первая проблема. Основным инструментом переработки глобально
распределенной информации являются системы распределенных вычис-
лений, которые решают задачи с вовлечением большого количества свя-
занных сетями компьютерных устройств различных классов — от «умной
пыли», смартфонов и ПК до суперкомпьютеров.

Ведущие технологии в этой сфере — Grid-системы и «облачные» вычис-
ления. Они позволяют интегрировать для осуществления распределенных
вычислений от десятков до десятков тысяч компьютерных устройств. Сле-
дует отметить, что в условиях разнородности этими технологиями покры-
вается лишь ничтожная часть совокупного вычислительного потенциала
глобальных сетей, что не удовлетворяет опережающий спрос на расшире-
ние масштабов переработки экспоненциально растущих потоков глобально
распределенной информации.

Вторая проблема. В настоящее время отсутствуют регулярные сред-
ства формирования в общедоступных ресурсах глобальных сетей единого,
бесшовно программируемого пространства распределенных вычислений.
Это является причиной глобального дисбаланса в развитии компьютерной
среды. Он проявляет себя в неконтролируемом экспоненциальном росте
потоков и объемов крайне разнородной и плохо организованной глобально
распределенной информации. Перепроизводство слабо структурированной
информации (из-за недостаточной глубины переработки) становится одним
из главных барьеров на путях устойчивого функционирования и развития
мировой социосистемы в условиях глобальной информационной сильно-
связности.

Третья проблема. По мере увеличения масштабов интеграции разно-
родных сетевых ресурсов системная сложность систем распределенных вы-
числений растет опережающими темпами. В отсутствие формально стро-
гих методов и средств композиции единого целого из разнородных фраг-
ментов внутренняя структура таких систем обретает вид «лоскутного»
одеяла. В отсутствие системной гарантии полноты и непротиворечивости
функций в таких системах неизбежно накапливаются неучтенные ошибки
и нестыковки. В них на разных уровнях — от аппаратных средств, ин-
струментов программирования, ОС и до сетевых протоколов, неизбежно
возникают каналы нелегального доступа к вычислительным ресурсам.

Неконтролируемый рост системной сложности больших систем в разно-
родных сетях является основой для несанкционированного использования
сетевых ресурсов. Поэтому, чем масштабнее системы распределенной об-
работки, тем сложнее обеспечивать их кибербезопасность. Их защита от
несанкционированного вмешательства обретает чрезвычайную остроту.

Существующие способы обеспечения защиты посредством многослой-
ных обновлений (патчей) носят несистемный характер латания дыр. Мето-
ды нанесения заплаток на заплатки явно не адекватны темпам катастро-
фического роста системной сложности компьютерной среды.
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4. Принципы построения бесшовно программируемого и
кибербезопасного алгоритмического пространства

распределенных вычислений

Дальнейшая борьба с системной сложностью все более масштабных си-
стем путем лобового преодоления комбинаторной сложности разнородных
программных решений посредством добавления все более дорогостоящих
и менее надежных слоев промежуточного ПО в условиях глобальной силь-
носвязности не имеют долгосрочных перспектив. Сложность разнородных
программных системных слоев достигла критических уровней. Качествен-
ное развитие компьютерной среды становится практически невозможным
— ни в части функциональной интеграции, ни в части обеспечения кибер-
безопасности.

Необходим общий системный подход к решению проблем сложности
разнородной компьютерной среды. Он состоит в следующем:

• выявление и устранение первопричин непрерывного воспроизводства
разнородных форм представления компьютерной информации (про-
грамм и данных) и способов работы с ней;

• формирование единого, бесшовно программируемого и кибербезопас-
ного алгоритмического пространства распределенных вычислений в
сетях.

Первопричины разнородности компьютерной среды кроются в класси-
ческой аксиоматике универсальной вычислений (модели Дж. фон Нейма-
на). Это однозадачная модель универсальных машинных вычислений, в
которой свойство универсальной программируемости замкнуто во внутрен-
них ресурсах компьютера. В ней изначально отсутствует защита памяти
от прямого вмешательства одной программы со стороны другой (незащи-
щенное адресное пространство оперативной памяти). Многозадачность и
другие системные функции управления вычислительными ресурсами при-
вносится программно — на уровне ОС. Работа сетей также опирается на
системные программы, обеспечивающие реализацию сетевых протоколов
обмена данными. В чрезмерной сложности разнородных системных про-
грамм кроются причины уязвимости современных компьютерных систем
и сетей.

В рамках нового подхода [1] в классической модели были выявлены пер-
вопричины непрерывного воспроизводства разнородных форм представле-
ния компьютерной информации (данных и программ). Они скрыты в по-
стулатах универсального машинного счета классической модели Дж. фон
Неймана в виде двух избыточных степеней свободы управления вычисле-
ниями, открытых для нерегламентированного вмешательства программи-
стов. В классической модели компьютеров, лежащей и в основе микропро-
цессорных архитектур, выбираемые программистами структуры данных
формируются потоками адресов к оперативной памяти. Эта модель поз-
воляет программистам, во-первых, произвольным образом выстраивать
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структуры данных и, во-вторых, по собственному усмотрению алгорит-
мически кодировать их в потоках адресов. Следовательно, в управлении
машинным счетом имеются две степени свободы, открытых программи-
стам. В этих степенях свободы скрываются причины неконтролируемого
воспроизводства разнородных форм представления данных и программ.

Чрезмерное разнообразие трудно совместимых форм представления дан-
ных и программ с точки зрения алгоритмической универсальности явля-
ется заведомо избыточным. Оно становится одним из главных факторов
роста ҝинформационного шумањ и комбинаторно растущей сложности со-
здания и интеграции больших систем распределенной обработки данных.

В [1] посредством математического обобщения классической модели вы-
числений проведена ее минимальная коррекция, которая предоставляет
математически замкнутую форму регламентации структур данных и про-
грамм и на уровне обновленной аксиоматики устраняет избыточные сте-
пени свободы, а вместе с ними и первопричины комбинаторного сопро-
тивления глобальной интеграции. Модель построена в виде компьютерно-
го исчисления древовидных структур. В этом формализме универсальный
объект исчисления — деревья (простейшая связная структура из возмож-
ных). Они являются математически однородным структурным объектом
представления программ и данных.

Предложенное исчисление — это функционально полный и математи-
чески замкнутый на множестве двоичных деревьев набор простейших опе-
раций произвольного преобразования деревьев, который представляет но-
вый компьютерный базис [1]. Он позволяет минимальной коррекцией клас-
сической модели устранить обе избыточные степени свободы и при этом
сохранить достоинства классической модели — простоту логических пра-
вил процедурного управления счетом и способов их реализации, что дает
наибольшую простоту аппаратных реализаций компьютеров и их массо-
вую применимость. Ключевой результат: новый базис позволяет бесшовно
распространить свойство универсальной программируемости с внутри-
компьютерных ресурсов на любые совокупности компьютеров связанных
сетями.

Новая модель вычислений составляет аксиоматику глобально распре-
деленных вычислений, которая становится основой для формирования в
сколь угодно больших сетях универсального, математически однородного
и бесшовно программируемого алгоритмического пространства распреде-
ленных вычислений. Важное достоинство нового пространства — насле-
дование функциональных возможностей существующих компьютерных и
программных платформ, реализованных в рамках классической аксиома-
тики Дж. фон Неймана. Это системное качество позволяет использовать
в перспективных системах распределенных вычислений существующие на-
работки.

В новой модели становится возможным эффективный перенос ключе-
вых системных функций, которые сегодня реализуются в ядре ОС, на ап-

653



паратный уровень [2], что позволяет устранить необходимость в много-
слойном, крайне разнородном, непомерно раздувшемся и, потому, трудно
контролируемом системном ПО (ОС, промежуточное ПО, многослойные
сетевые протоколы). Тем самым, открываются возможности для карди-
нального снижения внутрикомпьютерной и системной сложности, повы-
шения эффективности компьютерной среды в целом и выведения ее на
качественно новые уровни кибербезопасности.

5. Аппаратный уровень обеспечения кибербезопасности

Обеспечение кибербезопасности — это не только защита от зловредных
программ, но и, прежде всего, борьба с причинами чрезмерной системно-
технической сложности, которая приводит к утрате контроля над внутрен-
ними степенями свободы больших систем и росту уязвимостей компьютер-
ной среды.

Бесшовно программируемое алгоритмическое пространство дает стра-
тегическое направление качественного совершенствования глобальной ком-
пьютерной среды. Особенность такого пространства — разнесение систем-
ных и прикладных функций на разные уровни.

В новом компьютерном базисе прикладные функции обработки распре-
деленной информации обеспечивают произвольные алгоритмические пре-
образования сколь угодно больших древовидных структур, компоненты ко-
торых размещаются в оперативной памяти компьютеров, связанных сетя-
ми. При этом ключевые системные функции, образующие системный базис
управления машинными ресурсами, предлагается реализовать на аппарат-
ном уровне посредством универсальных сетевых компьютеров с немикро-
процессорной архитектурой [2]. Этим обеспечивается как высокая эффек-
тивность управления машинными и сетевыми ресурсами, так и абсолютная
защита от нелегального вмешательства на системные уровни со стороны
прикладных программ. Защита достигается тем, что со стороны приклад-
ных программ отсутствуют каналы нелегального доступа (в обход матема-
тически замкнутых операций исчисления древовидных структур) к внут-
ренним (аппаратно реализованным) механизмам системных уровней.

В этом состоит стратегия кардинального решения вопросов кибербез-
опасности компьютерной среды. Аппаратная реализация системных функ-
ций в рамках математически замкнутого компьютерного базиса не имеет
«неучтенных» степеней свободы и «скрытых функций» управления ма-
шинными ресурсами, что позволяет устранить неконтролируемые каналы
внешнего несанкционированного проникновения.

6. Пути решения проблем организации надежных
вычислений

Недетерминированность ресурсов глобальных сетей определяется не-
устранимыми причинами изменения состава дееспособных компьютеров и
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связей между ними. Она характеризуется множеством разноплановых про-
явлений нестационарности текущего состава и состояния компьютерных
устройств и сетевых коммуникаций. Отметим следующие [3]:

• случайным образом меняющийся состав и конфигураций связи ком-
пьютеров ведущих вычисления ( включение/ выключение, отказы);

• внешние (стихийные или спланированные) деструктивные воздействия
на привлеченные к распределенным вычислениям сетевые ресурсы.

Наличие избыточных связей между компьютерами сетей дает необходи-
мый резерв для программных методов повышения надежности распреде-
ленных вычислений в сетях в условиях их неустранимой недетерминиро-
ванности.

Универсальная программируемость единого алгоритмического простран-
ства распределенных вычислений открывает возможности повышения на-
дежности распределенных вычислений за счет автоматического внесения
на уровне прикладных программ (на этапах их трансляции или интер-
претации) вычислительной избыточности. Она реализуется посредством
привлечения к вычислениям (через сети) работоспособных компьютерных
устройств.

Повышение надежности распределенных вычислений обеспечивается
путем одновременного выполнения многих копий программ с идентичными
начальными состояниями и входными данными на разных компьютерных
устройствах. Надежность достигается посредством сравнения в контроль-
ных точках и мажорирования текущего состояния процессов, исполняемых
на различных компьютерах. Выполнение процессов, текущее состояние ко-
торых отличается от состояния большинства аналогичных процессов, пе-
реносится с отказавших компьютеров на дееспособные (модель резервиро-
вания с заменой) [3]. Исследования показали экспоненциальный характер
роста надежности при линейном увеличении количества идентичных про-
цессов.

7. Заключение

Глобальная компьютерная среда в современном своем состоянии стано-
вится не столько инструментом развития, сколько генератором беспреце-
дентных вызовов и глобальных кризисов, на которые пока не существу-
ет методов и средств полномасштабных ответов. Это и экспоненциальный
рост потоков плохо организованной информации, превышающих пропуск-
ную способность человека и социумов в части их переработки, и трудно
разрешимые в рамках существующих компьютерных принципов и техно-
логий проблемы интеграции и информационной безопасности.

Путь к качественному обновлению глобальной компьютерной среды —
формирование в ней единого алгоритмического пространства на основе но-
вых принципов организации распределенных вычислений.
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