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НЕКОТОРЫЕ СВОЙСТВА КОДА КВАДРАТИЧНЫХ ОТНОШЕНИЙ

И ЕГО ИСПОЛЬЗОВАНИЕ В ЗАДАЧЕ ДЕКОДИРОВАНИЯ

ЛИНЕЙНОГО КОДА

И. В. Чижов1

Аннотация: В 2023 г. был предложен подход к взлому криптосистемы Мак-Элиса, базирующийся на
изучении так называемых кодов квадратичных отношений, которые связаны с произведением Шура–
Адамара. Эти коды строятся из квадратичных форм, обращающихся в ноль на столбцах порождающей
матрицы линейного кода. Эффективность такого подхода показана в недавней работе, где строится
атака на криптосистему Мак-Элиса, основанную на двоичных кодах Гоппы малой степени; при этом
в атаке используется тот факт, что в коде квадратичных отношений существует квадратичная форма
небольшого ранга. В настоящей работе проводится систематическое изучение линейных кодов, у которых
в коде квадратичных отношений имеются формы ранга 2 и ниже. Рассматривается специальный случай,
когда в коде квадратичных отношений имеется приводимая квадратичная форма, т. е. раскладывающа-
яся в произведение ненулевых линейных форм. В финальной части работы рассматривается вопрос
решения задачи декодирования для кодов, у которых в коде квадратичных отношений нет приводимых
квадратичных форм либо их относительно мало.
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1 Введение

Постквантовая криптография представляет со-
бой раздел криптографии, изучающий криптогра-
фические механизмы, реализуемые на классиче-
ских вычислителях, для которых в настоящее время
неизвестны эффективные алгоритмы взлома в мо-
дели нарушителя, обладающего квантовым вычис-
лителем достаточной мощности.

Процесс разработки постквантовых алгоритмов
и их стандартизации ведется как на международ-
ном, так и на национальном уровне. Он перешел
в активную фазу в 2017 г., когда Национальный
институт стандартов и технологий США (NIST)
объявил конкурс на создание перспективных пост-
квантовых схем электронной подписи и схем ин-
капсуляции секретного ключа. В ноябре 2022 г.
аналогичный конкурс был объявлен также Науч-
но-исследовательским институтом национальной
безопасности Республики Корея (NSR) и Наци-
ональной разведывательной службой Республики
Корея (NIS). В России также ведется разработ-
ка постквантовых криптографических механизмов
в рамках рабочей группы технического комитета
№ 26 Росстандарта РФ.

Один из важных классов постквантовых крип-
тографических механизмов представляют механиз-

мы, построенные на основе задачи декодирования
линейного кода. Исторически первой такой крип-
тосистемой с открытым ключом стала криптосис-
тема, предложенная в 1978 г. Р. Мак-Элисом [1].
Криптосистема Мак-Элиса представляет собой не
одну конкретную криптосистему, а некоторый кар-
кас для построения криптосистем на различных
семействах линейных кодов. Вариант Нидеррай-
тера [2] этой криптосистемы участвует в конкурсах
по стандартизации и в настоящее время предлага-
ется для стандартизации на международном уровне
в рамках ISO.

В 2010 г. для криптографического анализа кри-
птосистемы Мак-Элиса, основанной на подкодах
обобщенного кода Рида–Соломона [3], была при-
менена операция произведения Шура–Адамара ли-
нейных кодов [4]. Позднее, в 2014 г., эта операция
была применена для построения эффективной ата-
ки на криптосистему Мак-Элиса, основанную на
двоичных кодах Рида–Маллера [5]. К настоящему
времени с использованием этой операции постро-
ены атаки на большое число вариантов криптосис-
темы Мак-Элиса, в которых применяются различ-
ные классы линейных кодов. Среди них отметим
подкоды алгебро-геометрических кодов [6], спе-
циальную конструкцию на обобщенных кодах Ри-
да–Соломона [7], скрученные коды Рида–Соломо-
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на [8], подкоды кодов Рида–Маллера [9], после-
довательно соединенные коды Рида–Маллера [10]
и др.

В 2023 г. был предложен подход к взлому
криптосистемы Мак-Элиса [11], базирующийся на
изучении так называемых кодов квадратичных от-
ношений, которые связаны с произведением Шу-
ра–Адамара. Эти коды строятся из квадратичных
форм, которые обращаются в ноль на столбцах
порождающей матрицы линейного кода. Эффек-
тивность такого подхода недавно показана в рабо-
те [12], где строится атака на криптосистему Мак-
Элиса, основанную на двоичных кодах Гоппы малой
степени. При этом в атаке используется тот факт,
что в коде квадратичных отношений существует
квадратичная форма небольшого ранга.

В настоящей работе проводится систематиче-
ское изучение линейных кодов, у которых в коде
квадратичных отношений имеются квадратичные
формы ранга не выше 2. Рассматривается содержа-
тельный частный случай, когда в коде квадратич-
ных отношений имеется приводимая над базовым
полем квадратичная форма, т. е. раскладывающая-
ся в нетривиальное произведение линейных форм.
В конце статьи рассматривается вопрос реше-
ния задачи декодирования для кодов, у которых
в коде квадратичных отношений нет приводимых
квадратичных форм, либо когда их относительно
мало.

2 Основные термины
и определения

Если Fq — конечное поле из q элементов, то для
произвольного натурального числа n через Fn

q обо-
значим линейное пространство векторов длины n
над полем Fq. Тогда линейным блоковым кодом
длины n над полем Fq (или просто [n]q-кодом) на-
зывается произвольное линейное подпространство
C пространства Fn

q .
Линейный код C как подпространство конеч-

номерного пространства имеет некоторую размер-
ность k, которая называется размерностью кода C.
Линейный код длины n и размерности k над по-
лем Fq будем называть [n, k]q-кодом. Векторы c ∈
∈ Fn

q , лежащие в C, называются кодовыми словами
(или просто словами) C.

В дальнейшем для произвольных натуральных
чисел k и n через Fk×n

q будем обозначать множе-
ство всех (k × n)- матриц над полем Fq. Матрица
GC ∈ Fk×n

q , у которой строки образуют базис [n, k]q-
кода C как линейного пространства, называется по-
рождающей матрицей кода C.

Матрицы G1, G2 ∈ Fk×n
q порождают один и тот

же код C, если и только если для некоторой не-
вырожденной (k × k)-матрицы A с элементами из
поля Fq (т. е. A ∈ GLk(q)) выполняется равенство
G2 = A ·G1.

Систематической порождающей матрицей ко-
да C называется порождающая матрица вида G =
= (Ik|G′), где Ik — единичная (k × k)-матрица,
а G′ — произвольная (k × (n − k))-матрица. Заме-
тим, что в общем случае у линейного кода может
не быть систематической порождающей матрицы,
однако у него всегда существует порождающая мат-
рица, которая отличается от систематической толь-
ко перестановкой столбцов. В такой порождающей
матрице единичная подматрица занимает, возмож-
но, не первые k позиций, однако каждый стол-
бец этой подматрицы с единицей в строке i, i =
= 1, k, находится в исходной матрице всегда правее
всех остальных столбцов той же самой подматри-
цы, имеющих ненулевые позиции в строках j, j < i.
Поэтому далее, когда будем говорить о системати-
ческой порождающей матрице, то будем под ней
понимать матрицу описанного обобщенного вида.
Отметим, что иногда в литературе такую порожда-
ющую матрицу называют полусистематической или
почти систематической.

Для [n, k]q-кода C можно определить дуальный
код C⊥ как множество всех векторов x ∈ Fn

q , кото-
рые ортогональны каждому слову C, т. е.

C⊥ =
{
x ∈ F

n
q

∣∣ x · c⊤ = 0 ∀ c ∈ C
}
.

Ясно, что C⊥ является [n, n − k]q-кодом. Его по-
рождающая ((n − k) × n)-матрица H называется
проверочной матрицей кода C. Несложно увидеть,
что c ∈ C, если и только если H · c⊤ = 0.

Весом Хемминга (или просто весом) вектора x ∈
∈ Fn

q называется целое число wt(x), равное числу
его ненулевых координат. Минимальным расстоя-
нием d(C) кода C будем называть минимальный вес
ненулевых кодовых слов C, т. е. если C— [n, k]q-код,
то d(C) = minc∈C,wt(c) 6=0wt(c) . Если [n, k]q-код C
имеет минимальное расстояние d, то такой код бу-
дем называть [n, k, d]q-кодом.

Справедливо следующее утверждение (см. [13]).

Утверждение 1 (граница Синглтона). Для любого
[n, k, d]q-кода выполняется неравенство d ≤ n−k+1.

С каждым вектором x ∈ Fn
q можно связать

множество supp (x) номеров его ненулевых ко-
ординат, которое в дальнейшем будем называть

носителем вектора x. Таким образом, если [[n]]
def
=

def
= {1, 2, . . . , n}, то

supp (x)
def
= {i ∈ [[n]] |xi 6= 0} ,

где x = (x1, x2, . . . , xn) .
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Для произвольного множества векторовX ⊆ Fn
q

определим носитель supp (X) этого множества как
объединение носителей векторов x, принадлежа-
щих X, т. е.

supp(X) =
⋃

x∈X

supp(x) .

Таким образом, можно говорить о носителе supp(C)
кода C. Если для кода C выполняется равенство
supp(C) = [[n]], то C будем называть кодом с пол-
ным носителем. Код имеет полный носитель, если
и только если его порождающая матрица не имеет
нулевых столбцов; это также эквивалентно тому,
что минимальное расстояние d(C⊥) дуального ко-
да C⊥ не меньше двух: d(C⊥) ≥ 2.

3 Произведение Шура–Адамара,
квадратичные формы и код
квадратичных отношений

Произведением Шура–Адамара (произведени-
ем Шура, произведением Адамара или покомпо-
нентным произведением) [n]q-кодов C и B будем
называть [n]q-код A = C ◦ B, который порожден
линейной оболочкой векторов:

{
c ◦ b = (c1, . . . , cn) ◦ (b1, . . . , bn) def=

def
= (c1 · b1, . . . , cn · bn)

∣∣∣ c ∈ C, b ∈ B
}
.

Если s ∈ N, то степенью Шура–Адамара кода C
будем называть код

C◦s = C ◦ C ◦ · · · ◦ C︸ ︷︷ ︸
s ÒÁÚ

.

Тогда квадратом Шура–Адамара кода C называется
вторая степень Шура–Адамара этого кода, т. е. код
C◦2 = C ◦ C. Для любого [n, k]q-кода C выполняется
неравенство

dim C◦2 ≤ min
(
n,
k(k + 1)

2

)
.

Если Fq[x1, . . . , xk] = Fq[x] — кольцо много-
членов от переменных x = (x1, x2, . . . , xk), то че-
рез Fq[x1, . . . , xk]

(d) = Fq[x]
(d) обозначим линейное

пространство всех однородных многочленов степе-
ни d. В частности, Fq[x1, . . . , xk]

(1) = Fq[x]
(1) —

линейное пространство всех линейных форм, кото-
рое состоит из многочленов вида

L(x1, . . . , xk) = a1x1 + a2x2 + · · ·+ akxk,

a1, a2, . . . , ak ∈ Fq.

Тогда Fq[x1, . . . , xk]
(2) = Fq[x]

(2) — пространство
квадратичных форм, т. е. всех многочленов вида

Q(x1, x2, . . . , xk) =
∑

1≤i≤j≤k

ai,jxixj , ai,j ∈ Fq.

Зафиксируем некоторый кортеж (упорядочен-
ное множество) U = (u1, u2, . . . , un) векторов из F

k
q ,

т. е. U ∈
(
Fk

q

)n
и ui = (ui,1, ui,2, . . . , ui,k) ∈ Fk

q

для всех i = 1, n. Определим линейный оператор
evalU : Fq[x] → Fn

q , который каждому многочлену
f(x1, x2, . . . , xk) ставит в соответствие его вектор
значений на элементах U , т. е.

f(x1, x2, . . . , xk)→ (f(u1), f(u2), . . . , f(un)) ∈ F
n
q ,

где f(ui)
def
= f(ui,1, ui,2, . . . , ui,k) ∈ Fq — значение

полинома f на векторе ui, i = 1, n.

Пусть G ∈ Fk×n
q и G =

(
g(1), g(2), . . . , g(n)

)
, где

g(i) = (g1,i, g2,i, . . . , gk,i)— столбец с номером i, i =
= 1, n, матрицы G. Тогда G можно рассматривать
как кортеж ее столбцов и поэтому будет определено
отображение evalG, которое f ∈ Fq[x] ставит в соот-
ветствие вектор значений f на столбцах матрицыG,
т. е.

evalG(f) =
(
f(g(1)), f(g(2)), . . . , f(g(n))

)
∈ F

n
q .

В дальнейшем потребуется сужение eval
(1)
G

операторов evalG на пространство линейных
форм Fq[x]

(1), т. е. eval(1)G : Fq[x]
(1) → Fn

q

и eval(1)G (L)
def
= evalG(L). Кроме того, будем так-

же рассматривать сужение eval(2)G оператора на про-
странство квадратичных форм Fq[x]

(2).

Утверждение 2. Если G ∈ Fk×n
q и rankG = k, то

ker eval
(1)
G = {0}, т. е. отображение eval(1)G инъектив-

но и устанавливает биекцию между Fq[x]
(1) и [n, k]q-

кодом C, порожденным матрицейG.

Если a = (a1, a2, . . . , ak) ∈ Fk
q и G ∈ Fk×n

q явля-
ется порождающей матрицей [n, k]q-кода C, то опе-

ратор eval(1)G каждой линейной форме L = a1x1 +
+ a2x2 + · · · + akxk ставит в соответствие кодовое
слово c = a · G ∈ C. При этом согласно утвержде-
нию 2 это сопоставление взаимно однозначно.

Утверждение 3 [14]. Если матрица G ∈ Fk×n
q поро-

ждает код C, то справедливо равенство Imeval(2)G =
= C◦2.

Из утверждения 3 следует, что для любой не-
вырожденной матрицы A ∈ GLk(q) выполняется
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равенство Imeval(2)G = Imeval
(2)
A·G, т. е. образ опера-

тора eval(2)G не зависит от выбора порождающей
матрицы линейного кода.

Ситуация меняется, если вместо образа опера-
тора eval(2)G рассмотреть его ядро. В общем случае

ker eval
(2)
G и ker eval(2)A·G не совпадают, поэтому ядро

этого оператора зависит от выбора порождающей
матрицы линейного кода.

С ker eval(2)G можно связать другой линейный
код [11].

Если

coe¨(Q)
def
= (a1,1, a1,2, . . . , a1,k, a2,2, . . . , ak,k) ∈

∈ F
k(k+1)/2
q ,

то код QG состоит из векторов coe¨(Q), Q ∈
∈ ker eval(2)G . Ясно, что если k2 — размерность квад-
рата C◦2 кода C, порождаемого матрицей G, то QG

представляет собой [k(k+1)/2, k(k+1)/2−k2]q-код.
Код QG называется кодом квадратичных отноше-
ний, связанных с порождающей матрицейG кода C.

В работе будут рассматриваться квадратичные
формы Q ∈ ker eval(2)G , которые можно разложить
на линейные множители, т. е. для которых суще-
ствуют такие L1, L2 ∈ Fq[x1, x2, . . . , xk]

(1), что

Q(x1, x2, . . . , xk) =

= L1(x1, x2, . . . , xk) · L2(x1, x2, . . . , xk).

Определение 1. Квадратичную форму Q ∈ Fq[x]
(2)

будем называть приводимой, если существуют такие
L1, L2 ∈ Fq[x]

(1), L1, L2 6= 0, что Q = L1 · L2. При
этом если для линейной формы L1 ∈ Fq[x]

(1) су-
ществует такая линейная форма L2 ∈ Fq[x]

(1), что
выполняется равенство Q = L1 · L2, то будем гово-
рить, что L1 делит Q или служит делителем Q.

Ненулевую квадратичную форму, которая не
является приводимой, будем называть простой.

Каждой квадратичной форме Q можно поста-
вить в соответствие ее матрицу MQ = (mi,j) ∈ Fk×k

q

следующим образом:

mi,j =

{
ai,j , если 1 ≤ i ≤ j ≤ k;
0 иначе.

Тогда можно рассмотреть симметрическую матри-
цу BQ = MQ + M⊤Q , которая фактически являет-
ся матрицей билинейной формы, соответствующей
квадратичной форме Q. Если характеристика по-
ля Fq отлична от двух, то соответствие Q ↔ BQ

биективно. В случае когда поле Fq имеет харак-
теристику 2, можно говорить только о биективном
соответствии между BQ и фактор-пространством
Fq[x]

(2)/〈x21, . . . , x2k〉.

Несложно понять, что если квадратичная фор-
ма Q представима в виде Q = L1 · L2, то ранг
матрицы BQ не больше 2. В работе [11] предлага-
ется подход к анализу криптосистемы Мак-Элиса,
построенной на основе кодов, у которых в коде
квадратичных отношений есть векторы, связанные
с квадратичными формами ранга не более 3 или 4.
Таким образом, наличие в коде квадратичных от-
ношений слов, связанных с приводимыми квадра-
тичными формами, позволяет говорить, что в нем
содержатся слова, отвечающие формам небольшого
ранга.

Далее постараемся ответить на два вопро-
са. Во-первых, приводимых квадратичных форм
в ker eval(2)G может не быть, поэтому необходимо
изучить условия, при которых такие формы суще-
ствуют. Во-вторых, интерес представляет алгебра-
ическая структура делителей L1 и L2 таких квадра-
тичных форм.

4 Условия существования в коде
квадратичных отношений слов,
связанных с приводимыми
квадратичными формами

Начнем с установления простого, но важного
свойства отображения evalU .

Утверждение 4. Для любых F1, F2 ∈ Fq[x] и любого
кортежа U ∈ (Fk

q )
n выполняется равенство

evalU (F1 · F2) = evalU (F1) ◦ evalU (F2) . (1)

Д о к а з а т е л ь с т в о . Справедливость утверждения
прямо следует из определения evalU и того фак-
та, что для любого u ∈ Fk

q выполняется равенство
(F1 · F2)(u) = F1(u) · F2(u). �

Из утверждения 4 следует, что еслиQ = L1·L2, то

eval
(2)
G (Q) = evalG(Q) = evalG(L1) ◦ evalG(L2) =

= eval
(1)
G (L1) ◦ eval

(1)
G (L2) .

Несложно доказать следующее

Утверждение 5. Если L1, L2 ∈ Fq[x]
(1), то равен-

ство eval(1)G (L1) ◦ eval
(1)
G (L2) = 0 выполняется, если

и только если множества ненулевых координат век-
торов eval(1)G (L1) и eval(1)G (L2) не пересекаются, т. е.

supp(eval
(1)
G (L1)) ∩ supp(eval

(1)
G (L2)) = ∅.

Теперь в качестве следствия из утверждения 5
получим следующее
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Утверждение 6. Если двоичный [n, k]2-код C с порож-
дающей матрицейG содержит вектор 1n, состоящий
из n единиц, и k ≥ 2, то ker eval(2)G содержит приво-
димые квадратичные формы Q.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Для доказательства утвержде-
ния достаточно заметить, что если в C имеется век-
тор 1n и размерность C не меньше 2, то в C найдется
еще хотя бы один вектор c 6= 1n, 0n.

Значит, можно рассмотреть векторы c1 = c
и c2 = c+ 1n, c1, c2 6= 0n.

Тогда в двоичном случае c1 ◦ c2 = 0n, и по-
этому если c1 = eval

(1)
G (L1) и c2 = eval

(1)
G (L2), то,

во-первых, L1, L2 6= 0, потому что на основании
утверждения 2 отображение eval(1)G биективно, а во-
вторых, на основании утверждения 5 верно включе-
ниеQ = L1 ·L2 ∈ ker eval(2)G , так как по построению
supp(c1) ∩ supp(c2) = ∅. �

Продолжим характеризацию кодов, в ядре Шу-
ра–Адамара которых имеются приводимые квадра-
тичные формы.

Если T ⊆ [[n]] и v = (v1, v2, . . . , vn) ∈ Fn
q , то

через v|T обозначим подвектор вектора v, состав-
ленный из координат с номерами из множества T ,
т. е. v|T = (vi, i ∈ T ) ∈ F

|T |
q .

Далее определим еще два вектора: v\T и vT . Век-

тор v\T ∈ F
n−|T |
q имеет длину n − |T | и состоит из

тех координат вектора v, номера которых не лежат
в множестве T , т. е. v\T = v|[[n]]\T и он получается
из v удалением координат с номерами из множе-
ства T . Вектор vT ∈ Fn

q имеет ту же длину, что v,
и получается из v обнулением координат, имеющих
номера из множества T . Получается, что если vT =
= (u1, u2, . . . , un), то для всех i ∈ [[n]]\T выполняется
равенство ui = vi, а для i ∈ T — равенство ui = 0,
т. е. (vT )|T = 0|T | и (vT )\T = v\T .

Аналогичную систему обозначений перенесем
и на матрицы.

Определение 2. Пусть I ⊆ [[n]]. Традиционно мно-
жество I называется информационным окном или
информационным множеством [n, k]q-кода C с по-
рождающей матрицей G, если |I| = k и подматри-
цаG|I , составленная из столбцовG с номерами из I,
невырожденна.

Определение 3. Для [n]q-кода C и множества T ⊆
⊆ [[n]] через CT обозначим [n]q-код, состоящий из cT
для всех c ∈ C. Назовем T -выколотым (или просто
выколотым) кодом [n − |T |]q-код C\T , который со-
стоит из векторов c\T для всех c ∈ C. И, наконец,
T -укороченным (или просто укороченным) кодом
назовем [n]q-код CT = CT ∩ C.

Легко понять, что еслиT 6= ∅, то, вообще говоря,
C\T не будет подкодом кода C. Код CT станет под-

кодом кода C, если и только если T ∩ supp(C) = ∅.
И CT — подкод C по построению.

Утверждение 7. Пусть c ∈ C и T ⊆ [[n]]. Тогда c ∈ CT ,
если и только если supp(c) ∩ T = ∅.

Размерность подкода CT устанавливает следу-
ющее утверждение.

Утверждение 8. Если [n, k]q-код C имеет порож-
дающую матрицу G, а T ⊂ [[n]], то CT является
[n, k − rankG|T ]q-кодом.

Используя несложные соображения из линей-
ной алгебры, можно доказать следующее

Утверждение 9. Множество I ⊆ [[n]], |I| = k, будет
информационным для [n, k]q-кода C, если и только
если выполнено одно из условий:

(1) CI = {0n} ;
(2) для любого c ∈ C из равенства c|I = c\([[n]]\I) =

= 0k следует, что c = 0n, т. е. для любого
ненулевого кодового слова c его подвектор, со-
стоящий из координат с номерами из I, не равен
нулевому вектору.

Зададимся вопросом, при каком условии для за-
данной линейной формы L ∈ Fq[x]

(1), L 6= 0, суще-
ствует такая линейная форма K ∈ Fq[x]

(1), K 6= 0,
что Q = L ·K принадлежит ker eval(2)G .

Для каждой линейной формы L ∈ Fq[x]
(1) опре-

делим множество

ZG(L) =
{
K ∈ Fq[x]

(1)
∣∣∣Q = L ·K ∈ ker eval(2)G

}
⊆

⊆ Fq[x]
(1).

Заметим, что ZG(L) — линейное подпростран-

ство Fq[x]
(1). Более того, если c = eval

(1)
G (L), то

существует взаимно однозначное соответствие (т. е.
изоморфизм) между ZG(L) и Csupp (c). Оно устанав-
ливается следующим утверждением.

Утверждение 10. Если L — линейная форма, то
K ∈ ZG(L) тогда и только тогда, когда b =

= eval
(1)
G (K) ∈ CT , где T = supp(c) и c = eval(1)G (L).

Д о к а з а т е л ь с т в о . Линейная форма K ∈ Fq[x]
(1)

принадлежит ZG(L), если и только если Q =

= K · L ∈ ker eval(2)G , т. е. eval(1)G (K) ◦ eval
(1)
G (L) =

= 0n. На основании утверждения 5 выполнение
равенства eval(1)G (K) ◦ eval

(1)
G (L) = 0

n равносильно

выполнению соотношения T ∩ supp(eval(1)G (K)) =
= ∅.Это, в свою очередь, эквивалентно включению
b ∈ CT . �

Как следствие из утверждения 10 докажем сле-
дующее
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Утверждение 11. Пусть G — порождающая мат-
рица [n, k]q-кода C, L ∈ Fq[x]

(1), L 6= 0, и c =

= eval
(1)
G (L). Тогда существует такая линейная фор-

ма K ∈ Fq[x]
(1), чтоK 6= 0 и Q = L ·K ∈ ker eval(2)G ,

если и только если supp(c) не содержит информаци-
онное множество кода C. Или, что то же самое,
dimZG(L) ≥ 1, если и только если supp(c) не содер-
жит информационное множество кода C.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Если существует такая не-
нулевая форма K ∈ Fq[x]

(1), что Q = K · L ∈
∈ ker eval(2)G , то на основании утверждения 10 вы-

полняется включение b = eval(1)G (K) ∈ CT .
В силу утверждения 2 выполнено неравенство

b 6= 0n, так как K 6= 0. Поэтому в данном случае
код CT будет содержать ненулевое кодовое слово.

Для произвольного подмножества S множе-
ства T справедливо включение CT ⊆ CS, поэто-
му код CS для любого подмножества S ⊆ T будет
содержать ненулевой вектор. Но тогда, применяя
к S пункт 1 утверждения 9, получим, что все эти
подмножества S не относятся к информационным
множествам кода C, т. е. T не содержит информаци-
онное множество этого кода.

Обратно: пусть T не содержит информационное
множество C, тогда опять из утверждения 9 следует
наличие в коде CT ненулевого кодового слова b, ко-
торое и будет соответствовать ненулевой линейной
форме K из пространства ZG(L). �

С учетом утверждения 8 получим размер-
ность ZG(L).

Утверждение 12. Пусть матрица G порождает
[n, k]q-код C. Если L — линейная форма и T =

= supp(eval
(1)
G (L)), то dimZG(L) = dim CT = k −

− rankG|T .

Из утверждения 10 следует простой способ про-
верки того, существует ли для данной линейной
формы L такая линейная форма K 6= 0, что Q =

= L ·K ∈ ker eval(2)G . Для этого следует вычислить

размерность кода CT , T = supp(eval(1)G (L)), и срав-
нить ее с нулем. Если размерность этого кода не
равна нулю, то такаяK существует, а если она равна
нулю, то таких K нет.

Из утверждения 11 в качестве следствия сфор-
мулируем ряд теорем.

Теорема 1. ПустьG— порождающая матрица кодаC.
Тогдаker eval(2)G не содержит приводимые квадратич-
ные формы, если и только если носитель каждого не-
нулевого кодового слова C содержит информационное
множество.

Теорема 2. Если C — [n, k, d]q-код, d < k, и G —

его порождающая матрица, то ker eval(2)G содержит
приводимые квадратичные формы.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как d < k, то найдет-
ся кодовое слово, у которого носитель содержит
меньше k элементов, поэтому носитель этого слова
не может содержать информационное множество.
Значит, из теоремы 1 следует, что ker eval(2)G для
любой порождающей матрицы G кода C содержит
квадратичную форму вида Q = L ·K 6= 0. �

В 1984 г. в работе [15] было введено понятие
пересекающегося кода.

Определение 4. Код C называется пересекающимся,
если для любой пары линейно независимых кодо-
вых слов кода C их носители пересекаются, т. е. для
любых c1 ∈ C, c1 6= 0, и c2 ∈ C, c2 6= 0, c1 6= a · c2 для
всех a ∈ Fq, выполняется неравенство supp (c1) ∩
∩ supp (c2) 6= ∅.

Из утверждения 5 прямо следует утверждение

Утверждение 13. Если G ∈ Fk×n
q имеет ранг k,

то ker eval(2)G не содержит приводимые квадратич-
ные формы тогда и только тогда, когда матрица G
порождает пересекающийся код C.

Интересно, что в поле из двух элементов ко-
ды, для которых ядро Шура–Адамара не содержит
квадратичных форм, представимых в виде произве-
дения ненулевых линейных форм, могут быть оха-
рактеризованы через наличие или отсутствие в них
неминимальных кодовых слов.

Начнем с определения минимального кодового
слова.

Определение 5. Кодовое слово c называется мини-
мальным для [n]q-кода C, если для любого кодового
слова c′ ∈ C из включения supp(c′) ⊆ supp(c) следу-
ет, что c′ = a · c для некоторой константы a ∈ Fq.

Таким образом, носитель минимальных кодо-
вых слов не содержит носитель других линейно
независимых с ним кодовых слов.

Понятие минимальных кодовых слов было
впервые введено в работе [16], а их систематиче-
ское изучение начато в работе [17].

Лемма 1. Если c — ненулевое кодовое слово [n]2-ко-
да C, не являющееся минимальным, то существуют
такие ненулевые кодовые слова c1 и c2, что c = c1+c2
и supp(c1) ∩ supp(c2) = ∅.
Д о к а з а т е л ь с т в о следует из леммы 2.1 рабо-
ты [17]. �

Утверждение 14. Пусть [n]q-код C порождается

матрицей G. Если ядро оператора eval(2)G содержит
приводимую квадратичную форму, то в коде C есть
кодовые слова, не являющиеся минимальными.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Если для некоторой Q 6= 0
существуют такие линейные формы K и L, что
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Q = K ·L, то на основании утверждений 2 и 5 носи-
тели кодовых слов c1 = eval

(1)
G (K) и c2 = eval

(1)
G (L),

во-первых, не пустые множества, а во-вторых, не
пересекаются. Поэтому носитель кодового слова
c = c1 + c2 содержит строго носитель каждого из
векторов c1 и c2, а значит, c не может быть ли-
нейно зависимым ни с одним из векторов c1 и c2,
и поэтому он не является минимальным кодовым
словом. �

Утверждение 15. Пусть [n]2-код C порождается

матрицей G. Тогда ядро оператора eval(2)G содержит
приводимую квадратичную форму, если и только если
в коде C есть кодовые слова, не являющиеся мини-
мальными.

Д о к а з а т е л ь с т в о следует из леммы 1 и утвер-
ждения 5 с учетом утверждения 14. �

Следуя работе [18], введем следующее

Определение 6. Коды, в которых все кодовые слова
минимальные, называются минимальными.

Получается, что в случае поля F2 множество
матрицG, для которых в ker eval(2)G нет приводимых
квадратичных форм, совпадает с множеством по-
рождающих матриц минимальных двоичных кодов,
т. е. справедлива

Теорема 3. ПустьG— (k×n)-матрица максимально-

го ранга с элементами из поля F2. Тогда ядроker eval(2)G

не содержит приводимых квадратичных форм, если
и только если G порождает минимальный двоичный
код.

В произвольном конечном поле можно утвер-
ждать только то, что множество матриц G, для
которых в ker eval(2)G есть приводимые квадратич-
ные формы, содержится в множестве порождающих
матриц неминимальных кодов.

Следующая теорема устанавливает, что для не-
которых параметровnи k для порождающей матри-
цы G любого [n, k]q-кода ядро ker eval(2)G содержит
приводимые квадратичные формы.

Теорема 4. ПустьG— порождающая матрица [n, k]q-

кода C. Тогда еслиn < 2k−1, то ker eval(2)G содержит
хотя бы одну приводимую квадратичную форму.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Воспользуемся границей
Синглтона. Согласно утверждению 1 для любого
[n, k, d]q-кода C справедливо неравенство d ≤ n −
− k + 1. Значит, если n < 2k − 1, то d ≤ n− k + 1 <
< 2k− 1− k+1 = k.И теперь, применяя теорему 2,
получим требуемое. �

В работе [11] (утверждение 10, с. 16) говорит-
ся, что ядро отображения eval(2)R для порождающей
матрицы R случайного линейного [n, k]q-кода R
при n < 2k − 1 в предположении, что матричный

код квадратичных отношений, который получает-
ся из QR представлением каждого вектора коэф-
фициентов квадратичной формы в виде соответ-
ствующей симметрической матрицы квадратичной
формы, имеет распределение весов, характерное
для случайного матричного кода, с непренебрежи-

мой вероятностью содержит квадратичные формы
ранга не более чем 2.

Теорема 4 утверждает, что для таких парамет-
ров n и k в ядре оператора eval(2)G для порождающей
матрицы G любого кода содержится приводимая
квадратичная форма, т. е. содержится форма ран-
га 2 с вероятностью 1, а не просто с непренебрежимой

вероятностью.

Утверждение 16. Пусть код C с порождающей матри-
цейG— [n, k, d]q-код и при этом d ≥ k. Если дуальный
код C⊥ имеет такое минимальное расстояние d⊥, что
d⊥ ≥ k + 1, то ядро ker eval(2)G не содержит приводи-
мые квадратичные формы.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Будем действовать от против-
ного. Пусть в ker eval(2)G найдется такая квадратич-
ная форма Q 6= 0, что Q = K · L. Рассмотрим
c = eval

(1)
G (K). Так как Q 6= 0, то и K 6= 0, поэтому

и c 6= 0n. Из утверждения 11 следует, что supp(c)
не содержит информационного множества кода C.
По определению информационного множества это
означает, что матрица G|supp(c) имеет ранг строго
меньше k. Кроме того, |supp (c) | ≥ d ≥ k, поэтому

существует такой ненулевой вектор v ∈ F
|supp(c)|
q ,

что G|supp(c) · v⊤ = 0.
Более того, так как ранг G|supp(c) меньше или

равен k − 1, то в G|supp(c) найдется система из не
более чем k столбцов, ненулевая линейная комби-
нация которых равна 0, поэтому можно считать, что
wt(v) ≤ k.

По v построим h ∈ F
n
q следующим образом: на

множестве supp(c) он совпадает с v, а все коор-
динаты не из supp(c) равны 0, т. е. h|supp(c) = v

и h\supp(c) = 0
n−wt(c). С учетом выбора v и постро-

ения h выполняется цепочка равенств G · h⊤ =
= G|supp(c) · v⊤ +G|[[n]]\supp(c) · h⊤\supp(c) = 0, т. е. h ∈
∈ C⊥.

Теперь, так как v 6= 0, то h 6= 0. Вес Хемминга
ненулевого кодового слова h кода C⊥ не может быть
меньше минимального расстояния C⊥, т. е. d⊥, по-
этому wt(h) ≥ d⊥. А значит, wt(v) = wt(h) ≥ d⊥ ≥
≥ k + 1. Но по построению wt(v) ≤ k < k + 1, что
невозможно. Получено противоречие. �

Из границы Синглтона (утверждение 1) следует,
что минимальное расстояние d⊥ кода, дуального
к [n, k]q-коду C, не превосходит n − (n − k) + 1 =
= k + 1. При этом коды, для которых d = n− k + 1,
называются кодами с максимальным дистанцион-
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ным расстоянием (МДР-кодами). Код, дуальный
к МДР-коду, сам является МДР-кодом, поэтому
d⊥ = k + 1. Таким образом, из утверждения 16
вытекает справедливость следующей теоремы.

Теорема 5. Если [n, k, d]q-код C является МДР-кодом
и n ≥ 2k−1, то для порождающей матрицыG кода C
ядро ker eval(2)G не содержит приводимые квадратич-
ные формы.

Установим связь между размерностью простран-
стваZG(L) и весом вектора c = eval(1)G (L). Для этого
введем еще одно понятие.

Определение 7. Для произвольного [n, k]q-кода C
и числа r ∈ [[k]] определим dr(C) ∈ N как минималь-
ную мощность носителя всех [n, r]q-подкодовD ко-
да C, т. е.

dr
def
= min {|supp(D) | : D— подкод размерности r

кода C} .

Число dr(C) называется r-м обобщенным расстоя-
нием Хемминга кода C.

Ясно, что d1 = d — минимальное расстояние
кода C.

Обобщенное расстояние Хемминга линейных
кодов впервые введено в работе [19]. В той же работе
доказано следующее утверждение, которое являет-
ся естественным обобщением границы Синглтона.

Утверждение 17. Для любого [n, k]q-кода C и любого
r ∈ [[k]] справедливо неравенство dr ≤ n− k + r.

Обобщенные минимальные расстояния строго
возрастают с ростом r, т. е. справедливо утвержде-
ние [19].

Утверждение 18. Для любого [n, k]q-кода C справед-
ливы неравенства

0 ≤ d1(C) < d2(C) < · · · < dk(C) ≤ n.

Используя утверждение 17, докажем следующее

Утверждение 19. Пусть G — порождающая матрица
[n, k]q-кода C и L ∈ Fq[x]

(1) и c = eval(1)G (L). Тогда
если выполняется неравенство dimZG(L) ≥ r, то
wt(c) ≤ n− dr(C).
Д о к а з а т е л ь с т в о . По условию ZG(L) содер-
жит r линейно независимых линейных форм
K1,K2, . . . ,Kr ∈ Fq[x]

(1). Пусть T =

= supp
(
eval

(1)
G (L)

)
. Из утверждения 10 следует, что

линейная форма Ki, i = 1, r, принадлежит ZG(L),

если и только если ci = eval
(1)
G (Ki) ∈ CT .

Заметим, что в силу утверждения 2 векто-
ры c1, c2, . . . , cr линейно независимы, так как
K1,K2, . . . ,Kr линейно независимы.

Итак, код CT , с одной стороны, является под-
кодом кода C, а с другой — имеет размерность
по меньшей мере r. Рассмотрим D — произволь-
ный подкод кода CT размерности r. По определе-
нию обобщенного расстояния Хемминга dr = dr(C)
должно выполняться неравенство dr ≤ |supp(D) |.
Но supp(D) ⊆ supp

(
CT
)
, поэтому dr ≤ |supp

(
CT
)
|.

Но |supp
(
CT
)
| ≤ n − |T |, а значит, должно вы-

полняться неравенство dr ≤ n − |T |. Осталось за-

метить, что по построению |T | = wt
(
eval

(1)
G (L)

)
=

= wt(c). �

Следующее утверждение — прямое следствие
утверждения 19.

Утверждение 20. ПустьG — порождающая матрица
[n, k, d]q-кода C, L ∈ Fq[x]

(1) и c = eval(1)G (L). Тогда
если существует такая линейная формаK ∈ Fq[x]

(1),

чтоK 6= 0 иQ = L ·K ∈ ker eval(2)G , тоwt(c) ≤ n−d.

Выходит, что если линейная форма L делит хотя
бы одну квадратичную форму из ker eval(2)G , то она
соответствует кодовому слову c небольшого веса.
И, более того, из утверждения 19 следует, что чем
больше квадратичных форм делит L, тем меньший
вес имеет c. Поэтому поиск в ker eval(2)G квадратич-
ных форм ранга 2 может оказаться в общем случае
вычислительно сложной задачей.

В завершение раздела докажем утверждение
о максимально возможной размерности ZG(L). Ес-
ли код C имеет порождающую матрицуG, то можно
рассмотреть величину

z(C) def= max
L∈Fq[x]

(1),
L 6=0

dimZG(L).

Так какmaxdimZG(L)не зависит от выбора порож-
дающей матрицы кода C, то величина z(C) опреде-
лена корректно и служит характеристикой кода C,
а не его порождающей матрицы.

Утверждение 21. Если r — такое минимальное нату-
ральное число, что для линейного [n]q-кода C выполня-
ется неравенство dr(C)+ d1(C) > n, то z(C) ≤ r− 1.
Д о к а з а т е л ь с т в о . ПустьG— порождающая мат-
рица C. Для любой ненулевой линейной формы L
выполняется неравенство dimZG(L) < r. Действи-
тельно, пусть для линейной формы L выполнено
dimZG(L) ≥ r. Из утверждения 19 следует, что

в этом случае для кодового слова c = eval(1)G (L) вер-
но неравенство wt(c) ≤ n − dr(C). Но по условию
dr(C)+d1(C) > n, поэтомуwt (c) < d1(C). Вес кодо-
вого слова может быть меньше минимального рас-
стояния только в случае, когда это слово нулевое,
т. е. c = 0. Отсюда следует, что если dimZG(L) ≥ r,
то L = 0.
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Итак, для любой ненулевой линейной формы L
выполняется неравенство dimZG(L) < r. Это же
неравенство должно выполняться и для максималь-
ного значения dimZG(L) по всем ненулевым L, т. е.
z(C) = maxL dimZG(L) < r. �

Для величины z(C) можно установить следу-
ющую оценку снизу.

Утверждение 22. Если в [n, k]q-коде C существует
кодовое слово c веса w, то выполняется неравенство
z(C) ≥ k − w. В частности, если d — минимальное
расстояние C, то z(C) ≥ k − d.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Зафиксируем порождающую
матрицу G кода C и рассмотрим такую L ∈ Fq[x]

(1),

что c = eval(1)G (L).
Пусть T = supp (c). Тогда в силу утверждения 12

выполняется неравенство

z(C) ≥ dimZG(L) = k − rankG|T .

Так как матрица G|T имеет w столбцов, то
rankG|T ≤ w, и поэтому z(C) ≥ k−w. Неравенство
z(C) ≥ k − d следует из того, что по определению
минимального расстояния кода выполняется нера-
венство w ≥ d. �

Теорема 6. Если у [n, k, d]q-кода C дуальный к не-
му код C⊥ имеет минимальное расстояние d⊥, то
k − d ≤ z(C) ≤ k −min(d, d⊥ − 1).
Д о к а з а т е л ь с т в о . Неравенство z(C) ≥ k−dпря-
мо следует из утверждения 22.

Далее, если c ∈ C имеет носитель T и для L ∈
∈ Fq[x]

(1) выполняется равенство c = eval
(1)
G (L),

то из утверждения 12 следует, что z(C) ≤ k −
−minc∈C,c 6=0 rankG|T .

Так как любая система из d⊥ − 1 столбцов
матрицы G линейно независима, то rankG|T ≥
≥ min(|T |, d⊥ − 1), а T — носитель кодово-
го вектора кода C, поэтому |T | ≥ d. Значит,
minc∈C,c 6=0 rankG|T ≥ min(d, d⊥ − 1). �

На основании теоремы 6 параметр z(C) можно
качественно интерпретировать как характеристику
близости C к классу МДР-кодов.

5 Задача декодирования кодов,
у которых в ядре
Шура–Адамара нет
приводимых квадратичных
форм

В этом разделе рассматривается вопрос о том,
как наличие приводимых квадратичных форм

в ядре оператора eval(2)G можно использовать для
построения алгоритма декодирования произволь-
ного линейного кода. Идея состоит в том, чтобы
свести задачу декодирования к задаче поиска при-
водимой квадратичной формы специального вида
в ядре кода, пополненного вектором ошибки. Сна-
чала сформулируем эту задачу формально и уста-
новим соответствующее сведение (разд. 5.1), затем
опишем алгоритм построения пространства ZG(L)
(разд. 5.2), на основе которого построим алгоритм
декодирования (разд. 5.3). В разд. 5.4 проведем
вероятностный анализ среднего числа итераций,
а в разд. 5.5 сравним предложенный алгоритм с из-
вестными методами на конкретных параметрах.

5.1 Сведение задачи декодирования
к поиску приводимой формы

Начнем с формальной постановки задачи деко-
дирования и покажем, что при t < k ее можно экви-
валентным образом переформулировать как задачу
поиска приводимой квадратичной формы в ядре
оператора eval(2)G , связанного с расширенным ко-
дом.

Для произвольного [n, k]q-кода C введем задачу
декодирования.

Определение 8. Пусть y — некоторый вектор дли-
ны n над полем Fq, а t — натуральное число. Тогда
задачей декодирования DECC(y, t) кода C называет-
ся задача поиска такого кодового слова c ∈ C, что
wt(y − c) = t.

Обычно кодC задан своей порождающей (G) или
проверочной (H) матрицей. Поэтому когда потре-
буется в задачеDECC(y, t) конкретизировать, каким
способом заданC, будем писатьDECC(G, y, t), еслиC
задан порождающей матрицейG, иDECC(H, y, t)—
если проверочной матрицей H .

Получается, что на вход задачиDECC(G, y, t) по-
дается (k × n)-матрица G, вектор y и число t, а на
вход задачи DECC(H, y, t) также подаются вектор y
и число t, а вместо порождающей матрицы подается
проверочная ((n− k)× n)-матрица H .

ЕслиG— порождающая (k×n)-матрица [n, k]q-
кода C и y ∈ Fn

q , y 6∈ C, то рассмотрим код y +
+ C, который порождается ((k + 1) × n)-матрицей
(G; y), т. е. (G; y) получается изG добавлением стро-
ки y. Несложно увидеть, что код y + C представля-
ет собой объединение кода C и смежных классов

{a · y} + C def= {a · y + c | c ∈ C}, a ∈ Fq, a 6= 0, т. е.
y + C = C ⊔⊔a∈Fq,a6=0 ({a · y}+ C).

Из утверждения 11 следует

Утверждение 23. Пусть G — (k × n)-матрица, по-
рождающая [n, k]q-код C, и e ∈ Fn

q , e 6∈ C, имеет вес
Хемминга t < k. Рассмотрим код e+C, порождаемый

10 ИНФОРМАТИКА И ЕЁ ПРИМЕНЕНИЯ том 20 выпуск 3 2026



Некоторые свойства кода квадратичных отношений и его использование в задаче декодирования линейного кода

матрицей (G; e). Если L ∈ Fq[x1, . . . , xk, xk+1]
(1) —

такая линейная форма, что e = eval(1)(G;e)(L), то су-

ществует такая K ∈ Fq[x1, . . . , xk, xk+1]
(1), K 6= 0,

что Q = K · L ∈ ker eval(2)(G;e), т. е. Z(G;e)(L) 6= {0}.
Утверждение 24. Пусть G ∈ Fk×n

q — порождающая
матрица некоторого [n, k]q-кода C, y ∈ Fn

q , y /∈ C,
и t < k.

Задача декодирования DECC(G, y, t) имеет реше-

ние, если и только если в ker eval(2)(G;y) существу-
ет приводимая квадратичная форма Q = L · K,
L,K ∈ Fq[x1, . . . , xk, xk+1]

(1), у которой сомножи-
тельL имеет ненулевой коэффициент при переменной
xk+1, а вектор eval(1)(G;y)(L) имеет вес t.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть задача DECC(G, y, t)
имеет решение, т. е. существует такое c ∈ C, что
вектор e = y − c имеет вес t. Так как стро-
ки матрицы (G; y) образуют базис кода y + C,
а e ∈ y + C, то существует единственная линей-
ная форма L ∈ Fq[x1, . . . , xk, xk+1]

(1), для кото-

рой e = eval
(1)
(G;y)(L). Если c = a · G для a =

= (a1, . . . , ak) ∈ Fk
q , тоL = −a1x1−· · ·−akxk+xk+1,

поэтому коэффициент при xk+1 у L равен 1, т. е. от-
личен от нуля. Так как wt(e) = t < k, то носитель
кодового слова e не может содержать информаци-
онное множество, поэтому из утверждения 11 сле-
дует существование такой линейной формы K 6= 0,
что Q = L ·K ∈ ker eval(2)(G;y). Форма Q приводима
и удовлетворяет всем требованиям утверждения.

Обратно. Пусть Q = L · K ∈ ker eval(2)(G;y), у L

коэффициент ak+1 при xk+1 отличен от нуля и e′ =

= eval
(1)
(G;y)(L) имеет вес t. По построению кода

y + C выполняется равенство e′ = ak+1 · y + c0 для
некоторого c0 ∈ C. Положим c = y − a−1k+1 · e′. Тогда

c = y − a−1k+1 (ak+1 · y + c0) = −a−1k+1 · c0 ∈ C и при

этом wt (y − c) = wt
(
a−1k+1 · e′

)
= wt(e′) = t. Значит,

c — решение задачи DECC(G, y, t). �

Сформулированное утверждение показывает,
что задача декодирования при t < k полностью
эквивалентна задаче поиска приводимой формы
специального вида.

Отметим ограничение t < k: при t ≥ k ме-
тод неприменим. Таким образом, центральной для
дальнейшего изложения становится задача постро-
ения линейных форм L, для которых простран-
ство Z(G;y)(L) нетривиально.

5.2 Вычисление базиса
пространства ZG(L)

Для практической реализации алгоритма деко-
дирования потребуется эффективная процедура по-

строения базиса пространства ZG(L) для заданной
линейной формы L.

Можно использовать два подхода. Первый за-
ключается в построении базисаQ1, Q2, . . . , Qm ядра
ker eval

(2)
G , гдеm = dim ker eval(2)G . И далее, зафикси-

ровав предварительно порядок мономов xixj, поде-
лить каждуюQi наLи вычислить остатокRi от этого
деления. Теперь каждое решение b = (b1, b2, . . . , bm)
уравнения

b1R1 + b2R2 + · · ·+ bmRm = 0

будет соответствовать квадратичной форме Q =
= b1Q1+b2Q2+ · · ·+bmQm, которая и делится наL,
а значит, частноеK = Q/L является линейной фор-
мой, которая лежит в ZG(L). Общая трудоемкость
первого способа оценивается величинойO(k6) опе-
раций в поле Fq.

Второй способ основан на утверждении 10.
По определению ZG(L) состоит из всех линейных

форм K, для которых L · K ∈ ker eval(2)G . Но в си-
лу утверждения 10 линейная форма K принадле-
жит ZG(L), если и только если c = eval(1)G (K) лежит

в кодеCT дляT = supp
(
eval

(1)
G (L)

)
. Получается, что

для построения ZG(L) достаточно вычислить базис
укорочения кода C по носителю кодового слова, со-
ответствующего L. Построение базиса этого кода
осуществляется с помощью применения алгорит-
ма исключения Гаусса, который требует не более
O(k2 · n) операций в поле Fq. В приложениях обыч-
но работают с кодами, у которых n < k2, поэтому
трудоемкость этого способа меньше, чем первого.
Далее на основе этой идеи опишем алгоритм по-
строения ZG(L).

Несложно доказать следующее

Утверждение 25. Алгоритм 1требует не болееO(k2n)
операций в поле Fq и возвращает нулевую строку, если
dimZG(L) = 0.

Тем самым задача построения базиса ZG(L) ре-
шена, и алгоритм 1 будет использоваться дальше
как подпрограмма в алгоритме декодирования.

5.3 Алгоритм декодирования

Согласно утверждению 24 задача декодирова-
ния сводится к поиску приводимой формы Q =
= L · K в ядре расширенного кода. Естественная
стратегия — перебирать линейные формы L и для
каждой проверять, существует ли подходящая K ∈
∈ Z(G;y)(L), дающая решение. Опишем процедуру,
выполняющую такую проверку для заданной L.

Следующая лемма устанавливает связь размер-
ности пространстваZ(G;y)(L)для расширенного ко-
да через характеристику z(C) исходного кода, а не
его расширения. Это позволяет переложить анализ
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Алгоритм 1. Алгоритм построения Z(L)

Вход:G — (k × n)-матрица, L = a1x1 + · · ·+ akxk — линейная форма над Fq.
Выход:BL ∈ Fr×k

q — матрица, строки которой служат векторами коэффициентов линейных форм,
образующих базис ZG(L), здесь r = dimZG(L), либо 0k, если dimZG(L) = 0.

1 a← (a1, a2, . . . , ak)
def
= coe¨(L) ;

2 c← a ·G;
3 w← wt(c) ;
4 i1, i2, . . . , iw ← supp(c) ;
5
(
g(1), g(2), . . . , g(n)

)
← c ◦G ; // ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ áÄÁÍÁÒÁ ×ÅËÔÏÒÁ c ÎÁ ËÁÖÄÕÀ ÓÔÒÏËÕ

ÍÁÔÒÉÃÙ G

6 F ←
(
g(i1), g(i2), . . . , g(iw)

)
; // F ∈ Fk×w

q

7 F ← (F Ik) ; // Ik - ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ (k × k)-ÍÁÔÒÉÃÁ, F ∈ F
k×(w+k)
q

8 F =
(
f (1), f (2), . . . , f (w), f (w+1), f (w+2), . . . , f (w+k)

)
← rref(F ) ;

9 s← rank
(
f (1), f (2), . . . , f (w)

)
;

10 if s = k then

11 return 0k ; // dimZG(L) = 0
12 end

13 B =
(
b(1), b(2), . . . , b(k)

)
← rows

(
F |{w+1,...,w+k}

)
; // ÓÔÒÏËÉ (k × k)-ÐÏÄÍÁÔÒÉÃÙ F |{w+1,...,w+k},

ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÏÊ ÉÚ ÐÏÓÌÅÄÎÉÈ k ÓÔÏÌÂÃÏ× ÍÁÔÒÉÃÙ F

14 BL ←
(
b(s+1), b(s+2), . . . , b(k)

)
; // ÂÅÒÅÍ ÐÏÓÌÅÄÎÉÅ k − s ÓÔÒÏË

15 return BL

сложности алгоритма с расширенного кода на ис-
ходный, для которого z(C)— известный инвариант.

Лемма 2. Пусть G — порождающая (k ×
× n)-матрица [n, k]q-кода C, y ∈ F

n
q , y 6∈

6∈ C, а L ∈ Fq[x1, . . . , xk+1]
(1) — линейная фор-

ма с нулевым коэффициентом при xk+1, т. е.
L(x1, . . . , xk+1) = L0(x1, . . . , xk) + 0 · xk+1, где L0 ∈
∈ Fq[x1, . . . , xk]

(1) — некоторая ненулевая линейная
форма от первых k переменных.

Тогда

dimZ(G;y)(L) ≤ dimZG(L0) + 1 ≤ z(C) + 1.

Кроме того, если r — такое минимальное
натуральное число, что dr(C) + d(C) > n, то
dimZ(G;y)(L) ≤ r.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Заметим, что L =

= L0(x1, . . . , xk) + 0 · xk+1, поэтому c = eval(1)(G;y)(L)
соответствует кодовому слову кода C с порожда-
ющей матрицей G. Рассмотрим код y + C, который
порождается матрицей (G; y).

Положим T = supp(c). В силу утверждения 8
выполняется равенство

dim (y + C)T = k + 1− rank (G; y)|T .

Так как добавление строки к матрице либо не из-
меняет ранга матрицы, либо увеличивает его ровно
на 1, то

k + 1− rank (G; y)|T ≤ k + 1− rankG|T .

откуда получим неравенство

dim (y + C)T ≤ dim CT + 1 ,

а значит,

dimZ(G;y)(L) ≤ dimZG(L0) + 1 ≤ z(C) + 1 .
Отсюда получаем первую часть утверждения.

Выберем такое минимальное r, что dr(C) +
+ d(C) > n. Из утверждения 21 следует, что
z(C) ≤ r − 1 и, значит, верна вторая часть утвер-
ждения. �

Утверждение 26. Пусть матрицаG — порождающая
матрица [n, k]q-кода C. Тогда алгоритм 2 требует не
болееO(qz(C)kn+ k2n) операций в поле Fq.

Если r — такое минимальное натуральное число,
чтоdr(C)+d(C) > n, то алгоритм 2требует не более
O(qr−1kn+ k2n) операций в поле Fq.

Д о к а з а т е л ь с т в о . В алгоритме 2 перебирают-
ся в цикле все элементы множества Z(G;y)(L) ⊆
⊆ Fq[x1, . . . , xk, xk+1]

(1), у которых коэффициент
при переменной xk+1, отвечающей вектору y, не
равен 0. При переборе отождествляются линейные
формы вида a ·K для всех a ∈ Fq, a 6= 0. Это связано
с тем, что кодовые слова, соответствующие таким
линейным формам, имеют один и тот же носитель.

Общее число итераций основного цикла ал-
горитма не превосходит величины qℓ−1, где ℓ =
= dimZ(G;y)(L). Каждая итерация требует не бо-
лее O(kn) операций в поле Fq, поэтому общая
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Алгоритм 2. Алгоритм тестирования линейных форм

Вход: G — (k × n)-матрица, порождающая [n, k]q-код C, y ∈ F
n
q — вектор для декодирования,

t ∈ N — число ошибок, L = a1x1 + · · ·+ akxk — линейная форма над Fq.
Выход: e ∈ Fn

q , wt(e) = t и y − e ∈ C, либо символ ⊥
1 L← L+ 0 · xk+1 ; // òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ L ËÁË ÜÌÅÍÅÎÔ Fq[x1, . . . , xk, xk+1]

(1)

2 B ← basis
(
Z(G;y)(L)

)
; // ÁÌÇÏÒÉÔÍ 1, B ∈ F

ℓ×(k+1)
q , ÇÄÅ ℓ = dimZ(G;y)(L)

// B
def
=
(
b(1), b(2), . . . , b(k+1)

) def
=
(
b(1), b(2), . . . , b(ℓ)

)

3 i′ ← 0 ;
4 for i = 1, 2, . . . , ℓ do

5 if bi,k+1 6= 0 then

6 i′ ← i ;
7 break

8 end

9 end

10 if i′ = 0 then

11 return⊥
12 end

// b(k+1) 6= 0ℓ
13 b(1), b(i′) = b(i′), b(1) ;
14 b(1) ← b−11,k+1 · b(1) ;

15 for i = 2, 3, . . . , ℓ do

16 b(i) ← b(i) − bi,k+1 · b(1) ;
17 end

18 for a′ ∈ Fℓ−1
q do

19 a← (1; a′) ∈ Fℓ
q ;

20 e← (a · B) · (G; y) ∈ F
n
q ;

21 if wt(e) = t then

22 return e
23 end

24 end

25 return⊥

трудоемкость алгоритма не превосходитO(qℓ−1kn).
Теперь, используя лемму 2 для оценки ℓ, получим
справедливость требуемого утверждения. �

Алгоритм 2 требует выбора линейной формы L.
Случайный выбор крайне неэффективен: вероят-
ность того, что произвольная L делит хотя бы одну
форму из ker eval(2)(G;y), мала.

Утверждение 20 подсказывает разумный источ-
ник кандидатов: если L делит форму из ядра, то
соответствующее ей кодовое слово c = eval

(1)
G (L)

имеет вес не более n − d, т. е. оказывается словом
относительно небольшого веса в коде C.

Более того, если минимальное расстояние d ко-
да C удовлетворяет неравенству d ≥ k − 1, то ко-
довые слова, которые соответствуют приводимым
формам, должны иметь вес не болееn−d ≤ n−k+1.
Такие слова легко находить, так как их естествен-
ным источником служит систематическая матрица
линейного кода. Описанная идея реализована в ал-
горитме 3.

Оценка сложности одной итерации алгоритма 3
устанавливается следующим утверждением.

Утверждение 27. Одна итерация алгоритма 3 потре-
бует не болееO(qz(C)(t+1) ·kn+(t+1)k2n) операций
в поле Fq.

Отметим, что оценка утверждения 27 соот-
ветствует худшему случаю rankG|I = k. Если
rankG|I < k, то на итерации выполняется ровно
один вызов алгоритма 2.

Остается вопрос о числе итераций алгоритма 3.

5.4 Вероятностный анализ среднего числа
итераций

Для конкретного кода число прогонов алгорит-
ма 3 зависит от деталей структуры кода. Чтобы
получить осмысленную оценку для типичного ко-
да, перейдем к вероятностной модели случайной
порождающей матрицы. В этой модели оценим
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Алгоритм 3. Алгоритм декодирования выбором векторов из систематической матрицы

Вход: G — (k × n)-матрица, порождающая [n, k]q-код C, y ∈ F
n
q — вектор для декодирования,

t ∈ N — количество ошибок.
Выход: e ∈ Fn

q , wt(e) = t и y − e ∈ C
1 while true do

2 I ←$ {J ⊆ [[n]], |J | = k};
3 R,A← rref (G|I); // ðÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÇÏ ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÏÇÏ ×ÉÄÁ R ÍÁÔÒÉÃÙ G|I,

×ÏÚ×ÒÁÝÁÅÔ R É ÍÁÔÒÉÃÕ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ A, Ô. Å. R = A ·G|I .
// A =

(
a(1), a(2), . . . , a(k)

)

4 ρ← rankR;
5 if ρ = k then

6 M ← {1, 2, . . . , t+ 1} ;
7 else

8 M ← {ρ+ 1} ;
9 end

10 for i ∈M do

11 a1, a2, . . . , ak ← a(i) ;
12 L← a1x1 + a2x2 + · · ·+ akxk;
13 e← testLF(G, y, t, L) ; // ÁÌÇÏÒÉÔÍ 2

14 if e 6=⊥ then

15 return e
16 end

17 end

18 end

среднее число «удачных» k-подмножеств I, при вы-
боре которых алгоритм находит решение.

Введем следующую вероятностную схему. Бу-
дем случайно, равновероятно и независимо друг
от друга выбирать векторы g1, g2, . . . , gn из Fk

q .
Сформируем из этих векторов (k × n)-матрицу
G =

(
g(1), g(2), . . . , g(n)

)
, в которой столбец g(i) с но-

мером i, i = 1, n, равен вектору gi: g(i) = gi. По-
строение матрицы G описанным способом будем
обозначать как G←$ Fk×n

q .

Если Le ∈ Fq[x1, . . . , xk, xk+1]
(1) и e =

= eval
(1)
(G;y)(Le), то, чтобы оценить вероятность на-

хождения решения на одной итерации алгоритма 3,
необходимо оценить количество таких подмно-
жеств I ⊆ [[n]], что матрицаA ·G в строках, проверя-
емых алгоритмом, будет содержать c ∈ C, соответ-
ствующий линейной форме K ∈ Fq[x1, . . . , xk]

(1),

c = eval
(1)
G (K), для которой линейная форма K +

+ 0 · xk+1 ∈ Fq[x1, . . . , xk, xk+1]
(1) лежит в множе-

стве Z(G;y)(Le). Так как

eval
(1)
(G;y)(K + 0 · xk+1) = eval

(1)
G (K) = c ,

то согласно утверждениям 10 и 7 включение K +
+ 0 · xk+1 ∈ Z(G;y)(Le) выполняется, если и только
если

supp(c) ∩ supp(e) = ∅ .

Выходит, что для успеха итерации алгоритма до-
статочно, чтобы было выбрано такое подмножество
I ⊆ [[n]], что среди множества строк матрицы A ·G,
проверяемых алгоритмом, содержится вектор c ∈
∈ C, у которого множество ненулевых координат не
пересекается с множеством ненулевых координат
вектора ошибок e.

Утверждение 28. Зафиксируем вектор e ∈ Fn
q веса t.

Пусть J — множество всех k-подмножеств I мно-
жества [[n]], для которых среди проверяемых алгорит-
мом 3 строк матрицыA ·G содержится кодовое сло-
во c с носителем, не пересекающимся с supp(e), т. е.

J = {I ⊆ [[n]] | |I| = k, ∃ i ∈M :
supp

(
(A ·G)(i)

)
∩ supp(e) = ∅

}
.

Здесь, как и в алгоритме 3, A — (k × k)-матри-
ца, которая приводит подматрицуG|I к приведенной
ступенчатой форме, аM — множество номеров про-
веряемых строк:

M =

{
{1, 2, . . . , t+ 1} , если rankG|I = k ;
{rankG|I + 1} иначе .

Тогда справедливо неравенство

EG←$ F
k×n
q
[|J |] ≥ max

s∈Z,
s∈[0,min(t,k−1)]

q−(t−s)

(
t
s

)(
n− t
k − s

)
. (2)
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Выберем и зафиксируем не-
которое число s ∈ Z, 0 ≤ s ≤ t.

Для каждого I ⊆ [[n]] рассмотрим индикатор
δI ∈ {0, 1} , который принимает значение 1, если
и только если I ∈ J , т. е.

δI =

{
1, если I ∈ J ;
0 иначе.

Найдем математическое ожидание суммы |J | =
=
∑

I⊆[[n]], |I|=k δI . По свойству линейности по-
лучим

EG←$ F
k×n
q
[|J |] =

∑

I⊆[[n]], |I|=k

EG←$ F
k×n
q
[δI ] =

=
∑

I⊆[[n]], |I|=k

PrG←$ F
k×n
q
[I ∈ J ] .

Обозначим через Is множество тех I ⊆ [[n]],
|I| = k, которые пересекаются с supp(e) ровно по s
координатам.

Если I 6∈ Is, то оценим вероятность Pr[I ∈ J ]
тривиально нулем. Для каждого s получим нера-
венство

∑

I⊆[[n]], |I|=k

PrG←$ F
k×n
q
[I ∈ J ] ≥

≥
∑

I∈Is

PrG←$ F
k×n
q
[I ∈ J ] .

Теперь оценим вероятность PrG←$ F
k×n
q
[I ∈ J ]

для тех I, которые лежат в Is.
При s ≥ k вероятность Pr [I ∈ J ] оценим три-

виально нулем.
В остальных случаях воспользуемся формулой

полной вероятности

Pr [I ∈ J ] =
∑

F∈F
k×k
q

Pr [I ∈ J |G|I = F ] · Pr [G|I = F ] .

Пусть I содержит s, s ≤ min(t, k − 1), номеров
из supp (e). Покажем, что среди проверяемых ал-
горитмом строк найдется строка с таким номером
i0 ∈M , что слово a(i0) ·G имеет нули на всех пози-
циях из множества I ∩ supp(e). Если rankG|I = k,
то rref(G|I) = Ik, поэтому каждая строка матри-
цы A · G имеет внутри I ровно одну ненулевую
позицию. Позиций из множества I ∩ supp(e) не бо-
лее s, поэтому среди строк с номерами 1, 2, . . . , s+1,
s + 1 ≤ t + 1, найдется хотя бы одна строка, у ко-
торой на всех позициях из I ∩ supp(e) стоят нули.
Если же ρ = rankG|I < k, то строка с номером ρ+1
матрицы rref(G|I) нулевая, поэтому проверяемая
в этом случае строка a(ρ+1) · G имеет нули на всем
множестве I и тем более на множестве I ∩ supp(e).

Функция rref детерминированная, поэтому для
каждой (k× k)-матрицы F однозначно определены
матрица A, приводящая F к приведенной ступен-
чатой форме, множество M и минимальный номер
i0 ∈ M , для которого строка i0 матрицы A · G в ко-
ординатах с номерами из I∩supp(e) содержит нули.
Обозначим через I множество, состоящее из всех
оставшихся номеров столбцов из supp(e), которые
не попали в I, т. е. I = supp(e) \ I. Тогда, чтобы
носитель слова a(i0) · G не пересекался с supp(e),
достаточно выполнения равенства a(i0) · G|I = 0.
Значит, для каждой фиксированной матрицы F бу-
дет выполняться неравенство

Pr [I ∈ J |G|I = F ] ≥ Pr
[
a(i0) ·G|I = 0

]
.

При этом здесь a(i0) — константа, которая зависит
только от F . Общее число векторов из F

k
q , ор-

тогональных фиксированному вектору, не меньше
чем qk−1, поэтому

Pr
[
a(i0) ·G|I = 0

]
≥
(
qk−1

qk

)|I|
= q−(t−s).

Значит, если s ≤ min(t, k − 1), то, поскольку |I| =
= t− s,

Pr [I ∈ J ] ≥ q−(t−s)

и ∑

I∈Is

PrG←$ F
k×n
q
[I ∈ J ] ≥ |Is| q−(t−s).

Осталось заметить, что

|Is| =
(
t
s

)(
n− t
k − s

)
.

С учетом того, что целое s было выбрано произ-
вольно из отрезка [0,min(t, k − 1)], окончательно
получим неравенство (2). �

Теорема 7. Зафиксируем вектор e ∈ Fn
q веса t. Рас-

смотрим произвольный вектор y, для которого y−e ∈
∈ C. ПустьP— вероятность того, что при случайном
и равновероятном выборе множества I ⊆ [[n]], |I| =
= k, алгоритм 3 на очередной итерации находит
решение задачи декодирования DECC(G, y, t). Тогда
выполняется неравенство

EG←$ F
k×n
q
[P] ≥

≥
(
n
k

)−1
· max

s∈Z,
s∈[0,min(t,k−1)]

q−(t−s)

(
t
s

)(
n− t
k − s

)
.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Будем использовать систе-
му обозначений из формулировки утверждения 28.
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Пусть I = {I ⊆ [[n]], |I| = k}. Если выбранное ал-
горитмом множество I попадает в J , то итерация
алгоритма находит решение, поэтому для каждой
фиксированной матрицыG и вектора e веса t верно
неравенство

P ≥ PrI←$ I [I ∈ J ] .

Ясно, что

PrI←$ I [I ∈ J ] =
|J |
|I| ,

поэтому из утверждения 28 с учетом равенства

|I| =
(
n
k

)

получим справедливость теоремы. �

Из теоремы 7 получаем, что ожидаемое число
итераций алгоритма 3 оценивается как ∼ 1/P, где
P — типичное значение вероятности успеха одной
итерации. Тогда с учетом утверждения 27 можно
ожидать, что совокупное число операций в поле Fq,
которое нужно выполнить в алгоритме 3, примерно
равно величине

N =
(
qz(C)(t+ 1) · kn+ (t+ 1)k2n

)
·
(
n
k

)
×

× min
s∈Z, s∈[0,min(t,k−1)]

q(t−s)

(
t
s

)−1(
n− t
k − s

)−1
.

При этом число операций получено в предположе-
нии единственности решения задачи декодирова-
ния.

Полученная оценка N носит эвристический ха-
рактер: формально E[1/P] 6= 1/E[P] (по неравенству
Йенсена), и правильнее интерпретировать N как
типичный порядок числа операций, а не точное
математическое ожидание.

Поскольку оценка N экспоненциально зави-
сит от z(C), эффективность алгоритма существенно
определяется тем, мала ли эта характеристика.

Теорема 6 устанавливает двустороннюю оценку
k − d ≤ z(C) ≤ k − min(d, d⊥ − 1), а асимптотиче-
ский результат работы [17] (следствие 2.4) показы-
вает, что для случайного линейного кода почти все
ненулевые кодовые слова минимальны. Поэтому
можно ожидать, что для типичных кодов в подхо-
дящем диапазоне параметров z(C) будет небольшой
константой.

Заметим, что если минимальное расстояние d
некоторого [n, k]q-кода меньше k, то величина z(C)
может быть достаточно большой. Поэтому для эф-
фективного применения алгоритма желателен ре-
жим параметров, в котором возможен широкий

диапазон значений d, включающий область d ≥ k.
По границе Синглтона d ≤ n − k + 1 = (1 − R)n+
+ 1, и условие d ≥ k = Rn выполнимо только
при R ≤ 1/2 + 1/(2n) ≈ 1/2. Например, при R ≈
≈ 1/3 возможные значения d лежат в отрезке [k, 2k],
что и оставляет место для кодов с относительно
малой z(C), и для этого диапазона параметров мож-
но ожидать наибольшее ускорение алгоритма 3 по
сравнению с известными общими алгоритмами де-
кодирования.

5.5 Эмпирическое сравнение

Сравним сложность работы алгоритма 3 с дру-
гими известными алгоритмами декодирования ли-
нейных кодов в описанном диапазоне параметров.

В настоящее время существуют следующие наи-
более значимые алгоритмы декодирования линей-
ных кодов.

1. Алгоритм декодирования на основе информа-
ционных множеств, версия Е. Пранга [20] (да-
лее обозначается как Prange).

2. Алгоритмы типа «встреча посередине»: алго-
ритм Ж. Штерна [21] (далее — Stern) и алгоритм
И. Думера [22] (далее — Dumer).

3. Алгоритмы, комбинирующие деревья поис-
ка и технику представления входных дан-
ных: алгоритм BJMM (Becker–Joux–May–
Meurer) [23], усовершенствованная версия
алгоритма BJMM, представленная в работе [24]
(далее — BJMMPlus) и алгоритм MMT (May–
Meurer–Thomae) [25].

4. Алгоритмы декодирования на основе поис-
ка ближайшего соседа: алгоритм Л. Бота
и А. Мея [26] (далее — BothMay) и алгоритм
А. Мея и И. Озерова [27] (далее — MayOzerov).

5. И, наконец, алгоритм Д. Бернштейна, Т. Ланге
и К. Петерс [28], который использует технику
поиска коллизий (далее — BallCollision).

В силу сложности получения оценок трудо-
емкости перечисленных алгоритмов практически
во всех работах, в которых приводятся оценки
их сложности, указывается лишь экспоненциаль-
ный множитель, доминирующий с ростом длины
кода. Поэтому сравнение алгоритмов для кон-
кретных n, k и t будем проводить с использо-
ванием специального программного обеспечения
CryptographicEstimators, которое оценивает тру-
доемкость алгоритмов. Это программное обеспече-
ние реализовано в виде веб-сервиса, и оно доступно
по ссылке https://estimators.crypto.tii.ae. Подробное
описание CryptographicEstimators и принципы
его функционирования можно найти в работе [29].
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Сделаем одну важную оговорку:
CryptographicEstimators рассчитывает слож-
ность алгоритмов декодирования для случайных
кодов, поэтому оно учитывает распределение числа
векторов в коде заданного веса в своих оценках.
Например, если решается задача декодирования
для [n, k]q-кода и вектора ошибок веса t, то сначала
оценивается примерная величина d для случайного
[n, k]q-кода. При t > (d− 1)/2 задача декоди-
рования перестает иметь единственное решение,
и тогда достаточно найти хотя бы одно из них. Для
случайного кода среднее число решений задачи
декодирования будет равно (см., например, п. 6.1
в [30])

Nq(n, k, t) = q
−(n−k)(q − 1)t

(
n
t

)
.

Поскольку CryptographicEstimators оценива-
ет сложность поиска хотя бы одного решения,
а оценка сложности алгоритма 3 делалась в предпо-
ложении единственности решения задачи декоди-
рования, то для сравнения необходимо учитывать
поправку на число решений и либо увеличивать
результат вывода CryptographicEstimators на ве-
личину log2Nq(n, k, t), либо уменьшать сложность
алгоритма 3 на ту же величину. В дальнейшем для
удобства выберем второй подход.

Прежде чем перейти к таблицам, отметим важ-
ное обстоятельство. Стандартные алгоритмы де-
кодирования на информационных множествах (In-
formation Set Decoding, ISD) — такие как Prange,
Stern, BJMM и др. — сформулированы для зада-
чи уникального декодирования и эффективны при
t ≤ tGV, где tGV — граница Варшамова–Гилберта
линейного кода, т. е. tGV ≈ τ · n, где τ — наимень-
ший корень уравнения

−τ logq τ − (1− τ) logq(1− τ)+ τ logq(q−1) = 1−
k

n
.

При t > tGV задача переходит в режим списочного
декодирования: число допустимых решений экс-
поненциально велико, и ISD-методы находят «слу-
чайное» решение из этого множества. Алгоритм 3

работает в обоих режимах, но его относительное
преимущество оказывается выше в режиме t > tGV.

Для сравнения алгоритмов выберем параметры
кодов с учетом ограничений n ≈ 3k и t ≈ k/2:

(1) q = 2, n = 850, k = 320, t = 160,
log2N2(n, k, t) ≈ 58, tGV ≈ 0,15554 · 850 =
= 132,209;

(2) q = 2, n = 900, k = 300, t = 160,
log2N2(n, k, t) ≈ 3, tGV ≈ 0,174 · 900 = 156,6;

(3) q = 2, n = 1200, k = 400, t = 276,
log2N2(n, k, t) ≈ 128, tGV ≈ 0,174 · 1200 =
= 208,8;

(4) q = 2, n = 3000, k = 1000, t = 720,
log2N2(n, k, t) ≈ 379, tGV ≈ 0,174 · 3000 = 522;

(5) q = 28, n = 208, k = 104, t = 78,
log2Nq(n, k, t) ≈ −14.

Кроме того, будем считать, что z(C) ≈ 0.
Результаты приведены в табл. 1–5. При этом

сложность алгоритма 3 в таблицах уменьшена на
величину log2Nq(n, k, t), если она положительна.

Особо выделим табл. 5, в которой рассматри-
вается недвоичный линейный код. Программное
обеспечение CryptographicEstimators для таких
кодов поддерживает вычисление оценки сложности
только базовых алгоритмов Stern и Prange, а также
алгоритма LeeBrickell [31], который не рассматри-
вается в двоичном случае.

Из таблиц видны три закономерности.
Во-первых, в режиме большого превышения

границы Варшамова–Гилберта (см. табл. 1, 3 и 4)
предложенный алгоритм превосходит по слож-
ности базовый алгоритм декодирования Prange,
но наилучшим оказывается только в табл. 1 и 4;
в табл. 3, несмотря на большой избыток решений,
выигрыш поправки log2Nq не компенсирует раз-
рыв с продвинутыми алгоритмами декодирования
с использованием информационных множеств.

Во-вторых, в пограничном случае (см. табл. 2),
где t лишь слегка превышает tGV (поправка

Таблица 1 Трудоемкость для [850, 320]-кода

Алгоритм Операции Память
BallCollision 75 35
BJMM 72 68
BJMMPlus 71 64
BothMay 73 45
Dumer 75 40
MayOzerov 72 50
Prange 102 19
Stern 75 35
Алгоритм 3 68 19

Таблица 2 Трудоемкость для [900, 300]-кода

Алгоритм Операции Память
BallCollision 112 35
BJMM 109 61
BJMMPlus 109 60
BothMay 110 44
Dumer 112 35
MayOzerov 109 72
Prange 129 19
Stern 112 29
Алгоритм 3 130 19
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Таблица 3 Трудоемкость для [1200, 400]-кода

Алгоритм Операции Память
BallCollision 69 47
BJMM 67 60
BJMMPlus 67 49
BothMay 68 38
Dumer 69 62
MayOzerov 67 37
Prange 89 20
Stern 69 52
Алгоритм 3 78 20

Таблица 4 Трудоемкость для [3000, 1000]-кода

Алгоритм Операции Память
BallCollision 124 121
BJMM 118 108
BJMMPlus 118 97
BothMay 120 62
Dumer 123 118
MayOzerov 120 63
Prange 151 22
Stern 123 120
Алгоритм 3 103 22

Таблица 5 Трудоемкость для [208, 104]256-кода

Алгоритм Операции Память
Prange 137 17
Stern 127 26
LeeBrickell 129 17
Алгоритм 3 141 17

log2Nq ≈ 3), алгоритм проигрывает Prange один
бит сложности и существенно уступает более со-
вершенным ISD-алгоритмам. Основная причина
состоит в том, что хотя вероятность успеха на одной
итерации и выше, чем у многих ISD-алгоритмов,
но при этом, когда решений задачи декодирования
немного, она не может компенсировать высокую
цену каждой итерации.

В-третьих, в случае большого алфавита (см.
табл. 5) преимущество полностью теряется: алго-
ритм оказывается хуже даже базового Prange.

В завершение раздела обсудим реалистичность
ключевого предположения z(C) ≈ 0 и обозначим
границы применимости метода.

Согласно работе [17] (следствие 2.4), для случай-
ного линейного кода фиксированной скорости R
почти все ненулевые кодовые слова минималь-
ны при больших n. Для двоичных кодов равен-
ство z(C) = 0 эквивалентно минимальности кода
(теорема 3), а в общем случае — тому, что код
пересекающийся, и указанный асимптотический
результат дает основания ожидать, что для случай-
ного кода z(C) мала. Поэтому для типичных кодов
в соответствующем диапазоне параметров множи-
тель qz(C) в оценке сложности оказывается неболь-
шой константой.

Вместе с тем алгоритм имеет несколько четко
выраженных ограничений. Он применим только
при t < k (см. утверждение 24). Его эффектив-
ность падает при больших значениях мощности q
конечного поля. Наконец, в режиме уникального
декодирования (при t ≤ tGV) предложенный алго-
ритм, как правило, проигрывает специализирован-
ным ISD-методам.

Естественная область применимости алгорит-
ма — двоичные коды небольшой и средней ско-
рости, для которых z(C) с большой вероятностью
мала (по результату [17]), в режиме t > tGV, где
список допустимых решений обширен.

6 Заключение

В настоящей работе установлена связь меж-
ду минимальными кодами и кодами, у которых
в ядре eval(2)G отсутствуют приводимые квадратич-
ные формы: в двоичном случае эти два класса со-
впадают (теорема 3).

Получена двусторонняя оценка характеристи-
ки z(C) через минимальные расстояния кода и ду-
ального к нему (теорема 6), уточняющая результаты
работы [11].

Также предложен новый алгоритм декодирова-
ния, который оказывается в ряде случаев эффек-
тивнее известных алгоритмов декодирования, ко-
гда задача декодирования имеет много решений.

Отметим, что предложенный алгоритм декоди-
рования, скорее всего, не дает преимуществ для вы-
сокоскоростных кодов Гоппы, которые обычно ис-
пользуются в теоретико-кодовых криптосистемах,
так как для таких кодов величина z(C) немногим
меньше размерности кода.

В целом задача поиска приводимых квадратич-
ных форм в коде квадратичных отношений сводит-
ся к построению векторов относительно неболь-
шого веса в коде, что в общем случае относится
к NP-трудным задачам [32]. Тем не менее для
специфических классов кодов с дополнительной
структурой задача может решаться эффективнее.
Дальнейшие исследования ее сложности, например
с использованием наработок в области геометрии
пересекающихся кодов (см. [33]), позволят оце-
нить криптографическую применимость подхода —
в частности, перспективы построения посткванто-
вых схем электронной подписи на его основе.
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Abstract: In 2023, an approach to attacking the McEliece cryptosystem was proposed that is based on the study
of so-called quadratic relationship codes, which are closely connected with the Schur–Hadamard product. These
codes are constructed from quadratic forms that vanish on the columns of a generator matrix of a linear code. The
effectiveness of this approach was recently demonstrated by an attack on the McEliece cryptosystem built upon
binary Goppa codes of small degree. This attack exploits the fact that the quadratic relationship code contains
a quadratic form of a relatively small rank. In the present paper, a systematic study is carried out of linear codes
whose quadratic relationship code contains forms of rank 2 and lower. A special case is considered where the
quadratic relationship code contains a reducible quadratic form, i. e., a form that decomposes into a product of
two nonzero linear forms. Finally, the decoding problem is addressed for codes whose quadratic relationship codes
contain no reducible quadratic forms or contain relatively few of them.
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ОПТИМАЛЬНОЕ УПРАВЛЕНИЕ МАРКОВСКИМИ

СКАЧКООБРАЗНЫМИ ПРОЦЕССАМИ ПО БЕСШУМОВЫМ

НАБЛЮДЕНИЯМ С ЗАДЕРЖКАМИ I: УНИВЕРСАЛЬНЫЙ

СТОХАСТИЧЕСКИЙ БАЗИС И ПРОБЛЕМА МАРТИНГАЛОВ∗

А. В. Борисов1, Ю. Н. Куринов2

Аннотация: Первая часть цикла представляет теоретические основы корректной постановки и решения
одной из задач оптимального стохастического управления на конечном отрезке времени по неполной
информации. Объект управления — класс марковских скачкообразных процессов (МСП) с конечным
множеством состояний. Критерием оптимальности выступает некоторая интегральная функция потерь.
Для синтеза управления доступны наблюдения, представляющие собой некоторые функции состояния
системы, наблюдаемые без шума, но с некоторой фиксированной временной задержкой. Класс до-
пустимых управлений содержится в множестве процессов, предсказуемых относительно фильтрации,
порожденной наблюдениями, и стесненных комплексом геометрических и интегральных ограничений.
Представлен стохастический базис с фильтрацией, обеспечивающий на нем решение проблемы мартин-
галов для рассматриваемых управляемых МСП. Предложены условия, обеспечивающие непрерывную
зависимость управляемого состояния и критерия оптимальности от примененного управления.

Ключевые слова: управляемый марковский скачкообразный процесс; пространство Винера–Пуассона;
проблема мартингалов; пуассоновская стохастическая мера
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1 Введение
Задачам оптимального управления МСП по

различным комплексам доступной информации
традиционно уделяется большое внимание [1–4].
Теоретические результаты в этой области широко
применяются в телекоммуникациях [5–7], динами-
ческом распределении ресурсов и заданий [8–10],
оптимизации функционирования реальных систем
массового обслуживания [11, 12] и пр. [13]. По-
мимо самостоятельного использования МСП час-
то выступают в роли процессов смены режимов
в управляемых стохастических системах перемен-
ной структуры [14–17].

Корректная постановка задачи управления со-
стояниями МСП значительно сложнее, чем для
диффузионных процессов [18]. Для объяснения
этого факта рассмотрим общий вариант управля-
емой стохастической дифференциальной системы
(СДС) с винеровским процессом в правой части:

xu
t = x0 +

t∫

0

a(s, xu
s , us) ds+

t∫

0

b(s, xu
s , us) dws, (1)

где xu
t — управляемое состояние; ut — управление;

wt — независимый от x0 винеровский процесс. За-
мечательным представляется тот факт, что для этой

СДС имеется единое естественное вероятностное
пространство (в англоязычной литературе — real-
world probability), порожденноеx0 иwt, в котором со-
стояние xu

t корректно определено и обладает рядом
полезных свойств для достаточно широкого класса
допустимых управлений. Например, в случае ес-
ли ut = u(t, xu

t−), процесс xu
t обладает марковским

свойством. В общем же случае, когда управление ut

Ft-предсказуемо, процесс xu
t теряет свойство мар-

ковости, однако остается семимартингалом, допус-
кающим представление (1).

Эти свойства управляемых процессов дают
возможность использовать эффективный матема-
тический аппарат стохастического анализа [19].
С физической точки зрения управление в таких сис-
темах выглядит вполне естественно: оно заключа-
ется в оптимизации в реальном масштабе времени
коэффициентов сноса и диффузии, в то время как
внешнее входное воздействие — винеровский про-
цесс wt — остается неизменным. Качество управ-
ления, определяемое значением средних потерь,
может быть вычислено для любого допустимого
управления в едином вероятностном пространстве.
При этом возможно потраекторное сравнение по-
ведения управляемой системы в зависимости от
выбранного управления.

∗Работа выполнена при финансовой поддержке РНФ (проект № 25-21-00504).
1Федеральный исследовательский центр «Информатика и управление» Российской академии наук, aborisov@frccsc.ru
2Московский государственный университет имени М. В. Ломоносова, kurinovurij@gmail.com
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Случай управляемых МСП значительно слож-
нее. Марковский скачкообразный процесс
управляется через свою матрицу интенсивно-
стей переходов (МИП) ˜(t, ut). В случае если
управление ut — неслучайная функция, МСП Xu

t

допускает следующее представление:

Xu
t = X0 +

t∫

0

˜⊤(s, us)X
u
s ds+M

u
t , (2)

где Mu
t — некоторый FX

t -согласованный мартин-
гал с квадратичной характеристикой, зависящей
от ˜(t, ut). Выбирая ut, можно формировать
вероятностные базисы, индивидуальные для ис-
пользуемого управления [20, 21]. Вероятностные
пространства порождены самим МСП, и потра-
екторное сравнение поведения МСП для различ-
ных законов управления выглядит проблематич-
ным. Сравнение их качества с помощью критерия
оптимальности в виде математического ожидания
выглядит не вполне корректным, так как осредне-
ние выполняется по разным вероятностным мерам,
зависящим от выбранного управления.

Теоретическая сложность заключается в том,
что при использовании управления ut из клас-
са Ft-предсказуемых случайных процессов состо-
яние Xt теряет не только марковское свойство,
но и в общем случае возможность мартингально-
го представления: процесс Mu

t в (2) перестает быть
мартингалом.

Цель предлагаемой работы заключается в кор-
ректной постановке задачи оптимального стоха-
стического управления МСП по косвенным на-
блюдениям состояния, поступающим без шумов,
но с временн‚ой задержкой, а также решение мар-
тингальной проблемы для представленной управ-
ляемой системы.

Работа организована следующим образом. Раз-
дел 2 содержит корректную постановку зада-
чи стохастического управления состоянием МСП,
оптимального по интегральному критерию, при
наличии комплекса геометрических и интеграль-
ных ограничений, предъявляемых к допустимому
управлению.

Для управляемой системы разд. 3 представляет
решение проблемы мартингалов [22]: предложено
единое вероятностное пространство [23], основан-
ное на пуассоновской стохастической мере, кото-
рое позволяет единым образом строить мартингалы
в управляемых МСП. Таким образом, в общем слу-
чае управляемые МСП теряют марковское свой-
ство, однако сохраняют мартингальное разложе-
ние (2) (в нем Mu

t остается мартингалом), что
позволяет использовать развитый аппарат теории

мартингалов. В этом же разделе представлены усло-
вия, обеспечивающие непрерывную зависимость
траекторий МСП и критерия качества от применя-
емого управления.

Раздел 4 содержит заключительные замечания.

2 Постановка задачи
оптимального управления

Объектом управления выступает МСП Xu
t , t ∈

∈ [0, T ], с конечным множеством состояний SN ,
, {e1, . . . , eN} — набором координатных ортов
евклидова пространства RN . Управление при-
меняется к МИП ˜(t, u) : [0, T ] × U → R

N×N .
Здесь U ⊂ RM — компактное множество допусти-
мых управлений, определяющее его мгновенные
геометрические ограничения. Функция ˜(t, u) =
= ‖˜ij(t, u)‖i,j=1,N непрерывна по совокупности
своих переменных на [0, T ] × U, и для всех (t, u)
функция ˜(t, u) сохраняет свойства МИП, т. е.
˜ij(t, u) > 0 для всех i 6= j, а также

∑N
j=1 ˜

ij(t, u) ≡
≡ 0.

Критерий качества совпадает с представленным
в [20, 21]:

J0(U) , E





T∫

0

f0(s, us)X
u
s ds+ φ

0Xu
T



 , (3)

где f0(t, u) , row(f01 (t, u), . . . , f
0
N (t, u)) : [0, T ] ×

× U → R1×N — вектор-функция, компонен-
ты которой непрерывны по совокупности сво-
их аргументов; φ0 , row(φ01, . . . , φ

0
N ) — известная

вектор-строка.
Допустимое управление может быть стеснено

дополнительными интегральными ограничениями,
аналогичными (3):

Jℓ(U) , E





T∫

0

f ℓ(s, us)X
u
s ds+ φ

ℓXu
T



 6 0,

ℓ = 1, L , (4)

где f ℓ(t, u) , row(f ℓ
1(t, u), . . . , f

ℓ
N (t, u)) : [0, T ] ×

× U → R1×N — вектор-функции с непрерывными
компонентами, φℓ , row(φℓ

1, . . . , φ
ℓ
N ) — известные

вектор-строки.
Для синтеза управления доступны наблюде-

ния ξt, представляющие собой некоторую функцию
от управляемого состояния Xu, фиксируемую без
шумов, но с временн‚ой задержкой –:

ξt = CX
u
t−–, – 6 t 6 T, ξt ≡ 0 при t < –,
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где C ∈ RK×N — известная матрица, состоящая
из 0 и 1; ™t , σ{ξs : 0 6 s 6 t} — естественное
семейство σ-алгебр, порожденных наблюдениями.

Если U ′ — множество управлений U =
= {ut}t∈[0,T ], образованное всеми ™t-предсказу-
емыми ›t-процессами, удовлетворяющими мгно-
венным геометрическим ограничениям

P {ut ∈ U} ≡ 1, ∀ t ∈ [0, T ], (5)

а также ограничениям интегрального типа (4), то
задача

J0(U)→ min
U∈U ′

(6)

называется задачей оптимального управления состо-
янием МСП по наблюдениям с задержками.

Если U ′′ — множество управлений вида U =
= {u(t, ξt)}t∈[0,T ], зависящих только от текущего
наблюдения ξt, удовлетворяющее геометрическим
и интегральным ограничениям (4), (5), то задача

J0(U)→ min
U∈U ′′

(7)

называется задачей оптимального марковского
управления состоянием МСП по наблюдениям с за-
держками.

Пусть X̂u
t , E {Xu

t |™t} — вектор условно-
го распределения состояния МСП относительно
имеющихся к моменту времени t наблюдений.
Если U ′′′ — множество управлений вида U =
= {u(t, X̂u

t−)}t∈[0,T ], зависящих от наблюдений че-

рез условное распределение X̂u
t , удовлетворяющее

интегральным и геометрическим ограничениям (4)
и (5), то задача

J0(U)→ min
U∈U ′′′

(8)

называется задачей оптимального стохастическо-
го управления состоянием МСП по наблюдениям
с задержками, основанного на принципе разделения.
В случае если решения задач (6) и (8) совпадают, го-
ворят, что для рассмотренной задачи оптимального
стохастического управления выполняется теорема
разделения [24]. Решение задачи (8) представляет-
ся достаточно перспективным также в свете того,
что вид условного распределения X̂u

t известен для
класса программных управлений — детерминиро-
ванных функций ut [25, 26].

Дальнейшее исследование (6)–(8) нуждает-
ся в решении проблемы мартингалов для
управляемого МСП [22]: необходимо предло-
жить такой канонический базис с фильтрацией
(Ÿ,F ,P, {Ft}t∈[0,T ]), что

– для допустимых детерминированных управле-
нийU управляемое состояние обладало бы мар-
ковским свойством и допускало мартингальное
разложение (2);

– для допустимых стохастических управлений
U ∈ U ′, U ′′ или U ′′′ управляемое состояние
было бы представимо в форме (2), где Mu

t —
некоторый Ft-согласованный мартингал.

3 Универсальный стохастический
базис и проблема мартингалов

Для построения канонического базиса с фильт-
рацией — пространства Винера–Пуассона — вве-
дем в рассмотрение следующие объекты:

– Ÿ0 , SN — выборочное пространство началь-
ных условий ω0 процесса Xu

t ;

– Ÿij , i, j = 1, N , i 6= j, — множество таких це-
лочисленных мер ωij на ([0, T ]× [0, 1],B([0, T ]×
× [0, 1])), что ωij([0, T ] × {0}) ≡ 0; оно будет
использовано при описании переходов ei → ej

управляемого МСП Xu
t ;

– F0 , 2S
N

;

– F ij , B([0, T ]× [0, 1])); F ij
t , B([0, t] × [0, 1])),

t ∈ [0, T ];

– P0 — такая вероятностная мера на (Ÿ0,F0), что
X0(ω

0) , ω0 имеет распределение p0;

– Pij — вероятностные меры на (Ÿij ,F ij),
при которых меры πij(ωij , dt, dx) , ωij(dt, dx)
являются пуассоновскими с компенсаторами
νij(dt, dx) = Cijdtdx, где

Cij , max
(t,u)∈[0,T ]×[0,1]

˜ij(t, u).

Канонический базис с фильтрацией
(Ÿ,F ,P, {Ft}t∈[0,T ]) имеет вид:

Ÿ , Ÿ0 ⊗
⊗

i,j:i6=j

Ÿij ; F , F0 ⊗
⊗

i,j:i6=j

F ij ;

P , P0 ×
∏

i,j:i6=j

Pij ; Ft , F0 ⊗
⊗

i,j:i6=j

F ij
t .

Продемонстрируем, что (Ÿ,F ,P, {Ft}t∈[0,T ]) до-
пускает решение проблемы мартингалов для рас-
сматриваемого класса управляемых МСП. Для это-
го введем два множества процессов управления:

– V ′ — детерминированные процессы v(t) :
[0, T ]→ U с càdlàg-траекториями;

– V ′′ — Ft-предсказуемые процессы v(ω, t) :
Ÿ× [0, T ]→ U с càdlàg-траекториями.
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Рассмотрим процессы

Jv,ij
t ,

∫

[0,t]×[0,1]

I[0;˜ij(s,v(s))/Cij ](x)π
ij(ds, dx),

i, j = 1, N, i 6= j.

Из свойств интегралов по пуассоновской стоха-
стической мере следует, что в случае если v(t) ∈ V ′,
Jv,ij

t представляет собой неоднородный пуассонов-
ский процесс, имеющий независимые приращения
и обладающий марковским свойством. Если v(t) ∈
∈ V ′′, то Jv,ij

t — субмартингал с компенсатором

νij
t =

t∫

0

˜ij(s, v(s)) ds. (9)

При v(t) ∈ V ′ или v(t) ∈ V ′′ верно разложение

Jv,ij
t = νv,ij

t + µv,ij
t , (10)

гдеµv,ij
t —Ft-согласованный квадратично интегри-

руемый мартингал с квадратичной характеристи-
кой 〈µv,ij〉t = νv,ij

t . При этом мартингалы сильно
ортогональны, т. е. 〈µv,ij , µv,kℓ〉t ≡ 0 при (i, j) 6=
6= (k, ℓ). Введем в рассмотрение случайный про-
цесс Xv

t , определяемый уравнением

Xv
t = X

v
0 +

t∫

0

∑

i,j:i6=j

e⊤i X
v
s−(ej − ei) dJ

v,ij
s . (11)

Из того, что Xv
0 ∈ SN P-п. н., процессы

{Jv,ij
t }i6=j — чисто разрывные субмартингалы, а так-

же из явного вида решения матричного уравнения
Долеан [27] следует, что сильное решение (11) су-
ществует и единственно и что Xv

t ∈ SN P-п. н. Из
представлений (9) и (10) следует, что

Xv
t = X

v
0 +

+

t∫

0

∑

i,j:i6=j

(eje
⊤
i − diag ei)˜

ij(s, v(s))Xv
s− ds+

+

t∫

0

∑

i,j:i6=j

(eje
⊤
i − diag ei)X

v
s− dµ

v,ij
s =

= Xv
0 +

t∫

0

˜⊤(s, v(s))Xv
s− ds+

+

t∫

0




∑
i:i6=1

e⊤i X
v
s−dµ

v,i1
s

. . .∑
i:i6=N

e⊤i X
v
s−dµ

v,iN
s




︸ ︷︷ ︸
,Mv

t

,

где Mv
t как интеграл Ито предсказуемого инте-

гранда по мартингалу также представляет собой
некоторый Ft-согласованный мартингал. Так как
Xv

t ∈ SN , то Mv
t — квадратично интегрируемый

мартингал, и по обобщенному правилу Ито [19]
и свойствам считающих процессов {Jv,ij

t }i6=j мож-
но получить его квадратичную характеристику

〈Mv〉t =
t∫

0

(
diag

(
˜⊤(s, v(s))Xv

s−

)
−

− ˜⊤(s, v(s)) diag
(
Xv

s−

)
−

− diag
(
Xv

s−

)
˜(s, v(s))

)
ds.

Докажем, что при v ∈ V ′ процесс Xv
t обладает

марковским свойством. Зафиксируем два момента
времени 0 6 s < t 6 T . В силу свойств решения
СДС с мартингалом в правой части и того факта,
что на [0, T ] Xv

t− 6= Xv
t не более чем в конечном

числе точек, процесс Xv
t , t ∈ [s, T ], может быть

представлен как решение СДС

Xv
t = X

v
s +

t∫

s

˜⊤(q, v(q))Xv
q dq + (M

v
t −Mv

s ) .

Вычислим условное математическое ожидание
(УМО) относительно Fs от левой и правой час-
тей последнего равенства: в силу свойств УМО,
детерминированности МИП ˜(q, v(q)) и мартин-
гальности процесса Mv

t верно равенство

E {Xv
t |Fs} = Xv

s +

t∫

s

˜⊤(q, v(q))E
{
Xv

q |Fs

}
dq.

Условное математическое ожидание E {Xv
t |Fs},

0 6 s < t 6 T , представимо в виде

E {Xv
t |Fs} = �⊤(s, t)Xv

s ,

где �(s, t)— матрица Коши, т. е. решение задачи

�′t(s, t) = �(s, t)˜(t, v(t)), s < t 6 T, �(s, s) = I.

Заметим, что

E {Xv
t |Xv

s } = E {E {Xv
t |Fs} |Xv

s } =
= �⊤(s, t)Xv

s = E {Xv
t |Fs} ,

что подтверждает марковское свойство процессаXv
t

относительно Ft при любом детерминированном
управлении V ∈ V ′.

Очевидно, что в множестве управлений V ′′
имеются подмножества, изоморфные множествам
управленийU ′ иU ′′, представленных в предыдущем
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разделе. Условное распределение E {Xu
t |™t} опи-

сывается некоторым вариантом уравнения Кушне-
ра–Стратоновича, решение которого представляет
собой càdlàg-процесс [26], поэтому в V ′′ также име-
ется подмножество, изоморфное множеству управ-
лений U ′′′. Таким образом, доказана

Теорема 1. В представленном канониче-
ском базисе с фильтрацией Винера–Пуассона
(Ÿ,F ,P, {Ft}t∈[0,T ]) существует решение задачи
мартингалов для управляемых МСП Xu

t , в которых
u ∈ U ′, U ′′, U ′′′.

Ниже представлены условия, обеспечивающие
непрерывную зависимость МСП и критерия опти-
мальности от выбранного управления.

А. Компоненты МИП˜ij(t, v)— липшицевы с па-
раметром K, т. е.

|˜ij(t, v′)− ˜ij(t, v′′)|2 6 K2‖v′ − v′′‖2

для ∀ i, j = 1, N : i 6= j; t ∈ [0, T ], v′, v′′ ∈ U.

Б. Последовательность процессов управления
{vn(ω, t)}n∈N и предельный процесс v(ω, t) та-
ковы, что {vn(ω, t)}n∈N ⊂ V ′′, vn(ω, t) ∈ V ′′,
и vn L2−−→ v равномерно на [0, T ], т. е. существует
такая последовательность {εn}, εn

n→∞−−−−→ 0, что

sup
t∈[0,T ]

E
{
‖vn(ω, t)− v(ω, t)‖2

}
6 ε2n.

В. Компоненты критерия f ℓ(t, v) — липшицевы
с параметром K, т. е.

|f ℓ(t, v′)− f ℓ(t, v′′)|2 6 K2‖v′ − v′′‖2,
ℓ = 1, N : ∀ t ∈ [0, T ], v′, v′′ ∈ U.

Теорема 2. Условия А–В обеспечивают непрерывную
зависимость состояний управляемых МСП относи-
тельно управления, т. е.

E
{
‖Xvn

t −Xv
t ‖2
}

6 L1(t)εn
εn→0−−−−→ 0, (12)

а также непрерывность критерия качества

|J0(V n)− J0(V )| 6
6 L2(T )ε

1/2
n + L3(T )εn

εn→0−−−−→ 0 (13)

для некоторых положительных функций L1(t), L2(T )
и L3(T ).

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 2 дано в приложении.

4 Заключение

В работе сформулирована задача оптимально-
го стохастического управления МСП с конечным

множеством состояний по неполной информации.
Критерием управления выступают ожидаемые ин-
тегральные потери. Управления стеснены как гео-
метрическими, так и интегральными ограничени-
ями, а доступная информация представляет собой
некоторую функцию измерений, фиксируемую без
дополнительного шума, но с известной временн‚ой
задержкой. Управления формируются как предска-
зуемые преобразования доступных наблюдений.

В работе решена проблема мартингалов. Пред-
ложен единый вероятностный триплет с фильтра-
цией, относительно которого управляемые МСП
для произвольных допустимых управлений допус-
кают мартингальное представление, определенное
классической формулой Дынкина. Представлены
условия, обеспечивающие непрерывную зависи-
мость МСП и критерия оптимальности от приме-
ненного управления.

Приложение
Рассмотрим два управляемых МСП, соответству-

ющих допредельному и предельному управлению

Xvn

t = x0 +

t∫

0

˜⊤(s, vn(s))Xvn

s− ds+Mvn

t ;

Xv
t = x0 +

t∫

0

˜⊤(s, v(s))Xv
s− ds+Mv

t ,

и будем использовать следующие обозначения:

X̃t , Xvn

t − Xv
t ;

˜̃(t) , ˜(t, vn(t))− ˜(t, v(t));

M̃t , Mvn

t − Mv
t .

Построим интегральное неравенство дляE{‖X̃t‖
2}и вос-

пользуемся для его оценки неравенством Гронуолла–Бел-
лмана [28]. Выпишем уравнение для X̃t

X̃t =

=

t∫

0

(
˜⊤(s, vn(s))Xvn

s− − ˜⊤(s, v(s))Xv
s−

)
ds+ M̃t =

=

t∫

0

(
˜⊤(s, vn(s))X̃s− + ˜̃⊤(s)Xv

s−

)
ds+ M̃t

и детализируем вид компонент мартингала M̃t:

M̃t =




t∫

0

∑

i:i6=1

e⊤i

(
Xvn

s−dµvn,i1 − Xv
s−dµv,i1

)

...
t∫

0

∑

i:i6=N

e⊤i

(
Xvn

s−dµvn,iN − Xv
s−dµv,iN

)




.
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Для вычисления tr〈M̃〉t рассмотрим более подробно про-

цессы Jvn,ij
t и Jv,ij

t , описывающие переходы ei → ej

управляемых МСП Xvn

t и Xv
t . Обозначим

˜ij(t) , min(˜ij(t, vn(t)),˜ij(t, v(t)));

˜
ij
(t) , max(˜ij(t, vn(t)),˜ij(t, v(t)));

f+(t) , max(f(t), 0).

Тогда

Jvn,ij
t = J ij

t + J̃vn,ij
t , Jv,ij

t = J ij
t + J̃v,ij

t ,

где

J ij
t ,

∫

[0;t]×[0;1]

I[
0,
˜ij(s)

Cij

](x)πij(ds, dx);

J̃vn,ij
t ,

t∫

0

I(˜ij(s, vn(s))− ˜ij(s)) dJ
ij
s ;

J̃v,ij
t ,

t∫

0

I(˜ij(s, v(s))− ˜ij(s)) dJ
ij
s ;

J
ij
t ,

∫

[0;t]×[0;1]

I[ ˜ij (s)

Cij
;
˜ij(s)

Cij

](x)πij(ds, dx).

Определенные выше процессы допускают следующие
разложения:

J ij
t =

t∫

0

˜ij(s) ds+ µij

t
;

J̃vn,ij
t =

t∫

0

(˜ij(s, vn(s))− ˜ij(s))+ ds+ µ̃vn,ij
t ;

J̃vn,ij
t =

t∫

0

(˜ij(s, vn(s))− ˜ij(s))+ ds+ µ̃v,ij
t ;

J
ij
t =

t∫

0

(˜
ij
(s)− ˜ij(s)) ds+ µij

t ,

где µij

t
, µ̃vn,ij

t , µ̃v,ij
t и µij

t — мартингалы с квадратичными
характеристиками

〈µij , µ̃vn,ij〉t = 〈µij , µ̃v,ij〉t = 〈µ̃vn,ij , µ̃v,ij〉t ≡ 0;

〈µij〉t =

t∫

0

˜ij(s) ds;

〈µ̃vn,ij〉t =

t∫

0

(˜ij(s, vn(s))− ˜ij(s))+ ds;

〈µ̃v,ij〉t =

t∫

0

(˜ij(s, v(s))− ˜ij(s))+ ds;

〈µij〉t =

t∫

0

(˜
ij
(s)− ˜ij(s)) ds.

При этом мартингалы µ̃vn,ij и µ̃v,ij выражаются через µij :

µ̃vn,ij
t =

t∫

0

I(˜ij(s, vn(s))− ˜ij(s)) dµij
s ;

µ̃v,ij
t =

t∫

0

I(˜ij(s, v(s))− ˜ij(s)) dµij
s .

Покомпонентное представление мартингала M̃t через
введенные выше ортогональные мартингалы

M̃ ℓ
t =

t∫

0

∑

i:i6=ℓ

e⊤i

(
Xvn

s−

(
dµiℓ

s
+ dµ̃vn,iℓ

s

)
−

− Xv
s−

(
dµiℓ

s
+ dµ̃v,iℓ

s

))
=

=

t∫

0

∑

i:i6=ℓ

e⊤i

(
X̃s−dµiℓ

s
+Xvn

s− µ̃vn,iℓ
s − Xv

s−µ̃v,iℓ
s

)
,

ℓ = 1, N ,

позволяет получить его квадратичную характеристику

〈M̃ ℓ〉t =

t∫

0

∑

i:i6=ℓ

((
X̃i

s−

)2
˜iℓ(s) +

+
(
Xvn,i

s−

)2 (
˜iℓ(s, vn(s))− ˜iℓ(s)

)
+
+

+
(
Xv,i

s−

)2 (
˜iℓ(s, v(s))− ˜iℓ(s)

)
+

)
ds, ℓ = 1, N .

Далее найдем оценку сверху для tr 〈M̃〉:

tr〈M̃〉t =

N∑

ℓ=1

〈M̃ ℓ〉t =

=

N∑

ℓ=1

∑

i:i6=ℓ

t∫

0

((
X̃i

s−

)2
˜iℓ(s) +

(
Xvn,i

s−

)2
×

×
(
˜iℓ(s, vn(s))− ˜iℓ(s)

)
+
+

+
(
Xv,i

s−

)2 (
˜iℓ(s, v(s))− ˜iℓ(s)

)
+

)
ds 6

6

t∫

0

(
N∑

ℓ=1

∑

i:i6=ℓ

(
X̃i

s−

)2
˜iℓ(s)

︸ ︷︷ ︸
=
∑

N
ℓ=1

(X̃i
s−
)2
∑

i:i6=ℓ ˜
iℓ(s)

+

+max
ℓ

∑

i:i6=ℓ

(
˜

iℓ
(s)− ˜iℓ(s)

))
ds 6

6

t∫

0


α22‖X̃s−‖2 +max

ℓ

∑

i:i6=ℓ

(
˜

iℓ
(s)− ˜iℓ(s)

)

 ds,

где
α22 , max

i=1,N
(t,v)∈[0,T ]×U

∑

ℓ:ℓ 6=i

˜iℓ(t, v).
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По обобщенному правилу Ито

∥∥∥X̃t

∥∥∥
2

= X̃⊤
t X̃t =

t∫

0

(
X̃⊤

s−dX̃s + dX̃⊤
s X̃s−

)
+tr〈M̃〉t =

=

t∫

0

[
X̃⊤

s−

(
˜⊤(s, vn(s))X̃s− + ˜̃⊤(s)Xv

s−

)
+

+
(
X̃⊤

s−˜(s, v
n(s)) + (Xv

s−)
⊤ ˜̃(s)

)
X̃s−

]
+

+
N∑

ℓ=1

〈M̃ ℓ〉t + µt, (14)

где µt — некоторый Ft-согласованный мартингал. Заме-
тим, что

X̃⊤
t

(
˜⊤(t, vn(t)) + ˜(t, vn(t))

)
X̃t 6 α21‖X̃t‖

2,

где α21 = max(t,v)∈[0,T ]×U ‖˜
⊤(t, v) + ˜(t, v)‖. В то же

время

X̃⊤
t
˜̃⊤(t)Xv

t + (X
v
t )

⊤ ˜̃(t)X̃t 6

6 2 max
i=1,N,
s∈[0,T ]

|˜̃ii(t)|+ 2 max
i,j=1,N : i6=j,

s∈[0,T ]

|˜̃ij(t)|.

Подставляя все оценки сверху в (14), получаем инте-
гральное неравенство

∥∥∥X̃t

∥∥∥
2

6

t∫

0

(
α21 + α22

) ∥∥∥X̃s−

∥∥∥
2

ds+

+

t∫

0


2


 max

i=1,N,
s∈[0,T ]

∣∣∣˜̃ii(t)
∣∣∣+ max

i,j=1,N : i6=j,
s∈[0,T ]

∣∣∣˜̃ij(t)
∣∣∣


 +

+max
ℓ

∑

i:i6=ℓ

(
˜

iℓ
(s)− ˜iℓ(s)

)

 ds+ µt.

Из условия А следует, что

|˜̃ij(t)| =

= |˜ij(t, vn(t))− ˜ij(t, v(t))| 6 K‖vn(t)− v(t)‖.

Обозначим mn
t , E{‖X̃t‖

2} и возьмем математиче-
ское ожидание от обеих частей последнего неравенства,
учитывая условие Б:

mn
t 6

t∫

0

(
α21 + α22

)
mn

s ds+

+

t∫

0

(3N − 1)KE {‖vn(s)− v(s)‖} ds 6

6

t∫

0

(
α21 + α22

)
mn

s ds+ (3N − 1)Kεn.

Тогда в силу неравенства Гронуолла–Беллмана

E
{
‖Xvn

t − Xv
t ‖
2
}

6

6 (3N − 1)K
(
e(α

2
1+α22)t − 1

)

︸ ︷︷ ︸
,L1(t)

εn
ε→0
−−−→ 0.

Сходимость (12) доказана.
Рассмотрим разность критериев качества для соот-

ветствующих управлений и построим ее оценку сверху:

|J0(V
n)− J0(V )| =

=

∣∣∣∣∣∣
E





T∫

0

(
f0(s, vn

s )X
vn

s − f0(s, vs)X
v
s

)
ds+

+ φ0(Xvn

T − Xv
T )





∣∣∣∣∣∣
6

6

T∫

0

(
E
{
|f0(s, vn(s))X̃s|

}
+ E

{
|f̃0(s)Xv

s |
})

ds+

+ E
{
|φ0X̃T |

}
6

6

T∫

0

(
max

(s,v)∈[0,T ]×U
‖f0(s, v)‖

︸ ︷︷ ︸
,α3

√
E
{
‖X̃s‖2

}
+

+

√
E
{
‖f̃0(s)‖2

})
ds+ ‖φ0‖

√
E
{
‖X̃T ‖2

}
=

=

T∫

0

(α3
√

L1(t)ε
1/2
n +KNεn)dt+ ‖φ0‖

√
L1(T )ε

1/2
n =

=




T∫

0

α3
√

L1(t)dt+ ‖φ0‖
√

L1(T )




︸ ︷︷ ︸
,L2(T )

dtε1/2n +

+ KNT︸ ︷︷ ︸
,L3(T )

εn
ε→0
−−−→ 0.

Сходимость (13) и теорема 2 доказаны.
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УСТОЙЧИВЫЕ АЛГОРИТМЫ АДАПТИВНОГО ОЦЕНИВАНИЯ

СОСТОЯНИЙ ДИНАМИЧЕСКИХ СИСТЕМ ПРИ СЛУЧАЙНЫХ

ВРЕМЕННЫХ ЗАДЕРЖКАХ НАБЛЮДЕНИЙ∗

А. В. Босов1, С. А. Босов2, И. В. Урюпин3

Аннотация: Предложены новые вычислительно устойчивые алгоритмы адаптивной фильтрации состо-
яния движущегося в водной среде объекта по акустическим наблюдениям со случайными временными
задержками. Разработанная ранее и адаптированная для модели временных задержек версия расширен-
ного фильтра Калмана (РФК) по методу линейных псевдонаблюдений дополнена двумя адаптивными
модификациями фильтра для случая неизвестных ковариаций возмущений динамики и ошибок измере-
ний. Для оценивания ковариаций использованы устойчивые схемы адаптивного фильтра Калмана (АФК),
базирующиеся на анализе невязок измерений по оценкам фильтрации. Эти схемы усовершенствованы
путем дополнительной оптимизации для учета положительно диагональных структур неизвестных кова-
риаций, предполагаемых моделью движения и создаваемых линейными псевдонаблюдениями. Выполнен
масштабный численный эксперимент, подтвердивший работоспособность предложенных схем адапта-
ции. В расчетах использована та же модель, что и в предыдущих работах, благодаря чему удалось отдельно
оценить влияние адаптивной постановки и обозначить возможные направления дальнейшего развития
методики.

Ключевые слова: стохастическая фильтрация; стохастическая система со случайными задержками наблю-
дений; расширенный фильтр Калмана (РФК); РФК по методу линейных псевдонаблюдений; адаптивный
фильтр Калмана (АФК)
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1 Введение

Для решения многих задач анализа динамиче-
ских систем используются модели, неопределен-
ность в которых связана с отсутствием априорной
информации о значениях части параметров. Суще-
ствуют различные формальные постановки таких
задач и методы их решения. Значимое место сре-
ди них занимает адаптивная фильтрация, основан-
ная на идее совместного выполнения двух проце-
дур: фильтрации состояния динамической системы
по наблюдениям и оценивания неизвестных па-
раметров. При этом для фильтрации могут ис-
пользоваться стандартные алгоритмы, в которых
неизвестные параметры заменяются их текущими
оценками. В свою очередь, параметры могут оцени-
ваться стандартными методами с использованием
оценок ненаблюдаемых состояний, полученных на
этапе фильтрации. Тем самым оба процесса оказы-
ваются взаимосвязанными: уточнение состояния
влияет на оценивание параметров, а уточнение па-
раметров — на последующую фильтрацию. Учет

этой взаимной зависимости и составляет основу
адаптивного подхода [1, 2]. Распространенный
метод этого подхода — адаптивная калмановская
фильтрация. Это не только подходы, восходящие
к пионерским работам 1960–1970-х гг. и построен-
ные вокруг линейного фильтра Калмана (ЛФК) [3],
но и более поздние варианты нелинейных фильт-
ров. Наиболее известным среди них стал РФК [4].
Но много внимания уделяется и другим субопти-
мальным методам фильтрации, сохраняющим кал-
мановскую структуру. К ним относятся много-
численные модификации РФК, а также различные
варианты сигма-точечных фильтров. Для таких ал-
горитмов часто применяются методы адаптации,
первоначально разработанные для ЛФК или близ-
кие к ним по общей идее.

Применительно к адаптивной калмановской
фильтрации традиционно наибольшее внимание
уделяется постановкам, в которых неизвестными
параметрами являются ковариации возмущений
динамики и шумов измерений. Впервые подход
к адаптивному оцениванию неизвестных ковариа-

∗Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда № 25-21-00550, https://rscf.ru/project/25-21-00550/.
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ций с опорой на базовые соотношения ЛФК был
предложен в [5, 6], и поэтому он называется алго-
ритмом (или схемой) Сейджа–Хуса. Другие под-
ходы, включая байесовское оценивание и метод
максимального правдоподобия, систематизирова-
ны в [7, 8]. Именно в этих работах появился термин
«адаптивный фильтр Калмана» и было предложе-
но использовать скользящее окно фиксированного
размера вместо рекуррентной оценки Сейджа–Ху-
са, строящейся по всей совокупности поступающих
измерений. Эта схема довольно естественно моди-
фицируется для оценивания коэффициента усиле-
ния фильтра, пропуская этап оценивания ковариа-
ций [9]. В дальнейшем предлагались различные ва-
рианты усовершенствования суммирования в схеме
Сейджа–Хуса [10–14]. Однако качественно иной
уровень адаптации обеспечила смена парадигмы.
Основу схемы Сейджа–Хуса составляет анализ мо-
ментных характеристик невязки, т. е. разности меж-
ду поступившим измерением и его прогнозируемым
значением (когда в функцию наблюдателя под-
ставляются вычисленный на текущем шаге прогноз
и нулевые ошибки). В работах [15, 16] вместо это-
го предлагается базироваться на апостериорной не-
вязке, когда в функцию наблюдателя подставляется
вычисленная на текущем шаге оценка фильтрации.
Варианты совершенствования формул Сейджа–Ху-
са в [15] получены с помощью метода максимально-
го правдоподобия; эта работа представляется при-
оритетной. В статье [16] рассматривается только
оценивание ковариации ошибок измерений. Кро-
ме того, полезна работа [17], в которой этот же
результат используется и объединяется с приема-
ми робастной калмановской фильтрации на осно-
ве ковариаций. Главное достоинство адаптации,
основанной на анализе апостериорных невязок [15,
16], — это гораздо более высокая устойчивость схем
оценивания по сравнению с вариантами Сейджа–
Хуса.

В рамках данной тематики наряду с фунда-
ментальными исследованиями выполнен большой
объем прикладных исследований и практических
реализаций, который сам по себе заслуживает
отдельного обзора. Во-первых, отметим, что все
адаптивные схемы почти автоматически перено-
сятся на любые фильтры, имеющие так называ-
емую калмановскую структуру. Это, прежде всего,
уже упомянутый РФК со всеми своими модифи-
кациями, а также все семейство сигма-точечных
фильтров, включая непахнущий (Unscented) и ку-
батурные (Cubature) фильтры Калмана. Во-вторых,
следует упомянуть широкую область приложений,
открывающуюся с навигационных задач (начиная
с основополагающих статей [15, 16]), но далеко не
ограничивающуюся ими. Хорошими примерами

такого разнообразия служат: химико-технологиче-
ские процессы и управление реакторами [18]; ба-
тарейные системы и оценка состояния заряда [19];
океанографические и климатические модели [20];
биомедицинская обработка сигналов [21]. Эти при-
меры не претендуют на полноту обзора приложе-
ний, но показывают, что методика калмановской
адаптации востребована не только в навигации, но
и в промышленности, химии, энергетике и тео-
рии управления. Кроме того, она привлекает вни-
мание исследователей в таких не самых очевид-
ных приложениях фильтрации, как океанография,
климатология и даже медицина. В данной статье
приложение — это применение автономных под-
водных аппаратов (ПА), а именно: позиционирова-
ние ПА по косвенным наблюдениям со случайны-
ми временн‚ыми запаздываниями [22–25]. Метод
фильтрации — РФК с линейными псевдонаблюде-
ниями, предложенный в [26]. Это типичный ва-
риант усовершенствованного РФК, который есте-
ственно сочетается с любой схемой адаптации.
Трудности, порождаемые прежде всего ключевой
особенностью модели, запаздывающими на слу-
чайное время наблюдениями, усугубляются общей
тенденцией РФК к нестабильному поведению [27].
В этих условиях выбор базовой схемы адаптации
на основе апостериорных невязок [15, 16] выгля-
дит вполне естественно. Таким образом, ставит-
ся задача адаптировать указанную схему к модели
с задержками и проверить работоспособность и эф-
фективность результирующего алгоритма в рамках
состоятельного вычислительного эксперимента.

2 Модель системы наблюдения
и расширенный фильтр
Калмана по методу линейных
псевдонаблюдений

Рассмотрим функции состояния Xt ∈ R
pX —

положение ПА — и наблюдения yt ∈ Rqy — измере-
ния, выполняемые внешним наблюдателем. Будем
считать, что Xt = (X(t), Y (t), Z(t))

′ — вектор де-
картовых координат, которые требуется оценивать.
Дискретные по времени измерения поступают в мо-
менты 1, 2, . . . , t, . . ., соответствующие равномерно-
му разбиению физического времени с шагом δ с.
Первое наблюдение y0 интерпретируется как сиг-
нал обнаружения ПА. Предполагается, что сигнал
от обнаруженного объекта поступает с запаздыва-
нием, величина которого зависит от характеристик
среды и расстояния между объектом и наблюдате-
лем, а именно: если наблюдатель находится в точке
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с координатами (XM, YM, ZM), то временн‚ая за-
держка τt поступления измерений имеет вид:

τt = min
([ (
(X(t)−XM)2 + (Y (t)− YM)2 +

+ (Z(t)− ZM)2
)1/2/

(δvs)
]
, T
)
, (1)

где vs = 5400 км/ч (1550 м/с) — скорость звука
в воде. Задержка, таким образом, равна времени,
затрачиваемому акустическим сигналом на прохож-
дение в воде расстояния между ПА и наблюдателем.
Целая часть числа [·] в (1) нужна для формальной за-
писи модели с дискретным временем, аmin и верх-
нее ограничение T отражают предположение о том,
что известна величина максимально возможной за-
держки: τt ≤ T . Таким образом, положение ПА,
детектируемое измерением y0 в момент t = 0, за-
дается величиной X−τ0 , а положение, отвечающее
измерению yt в момент t > 0, — величиной Xt−τt

.
Так интерпретируются измерения одного наблюда-
теля. Если их несколько, то в одном наблюдении
комбинируются измерения с разными временн‚ыми
задержками.

Для записи формальной модели можно считать,
что движение ПА начинается в момент t = −T − 1,
но положения X−T , X−T+1, . . . , X−τ0 не измеряют-
ся. Определение начального положения задается
в виде X−τ0−1 = η, значения X−τ0−2, . . . , X−T−1,
считаются неизвестными. Относительно случайно-
го вектора η предполагаются заданными моменты:
среднее mη и ковариация Dη. Далее учтем, что
наблюдателей может быть несколько. Для i-го на-
блюдателя временн‚ая задержка τ

(i)
t определяется

соотношением (1) и координатами (X(i)M , Y
(i)
M , Z

(i)
M),

i = 1, q. В итоге имеем следующую модель системы
наблюдения:

Xt = �
(1)
t (Xt−1) + �

(2)
t (Xt−1)Wt ;

y
(i)
t = ψ

(i,1)
t

(
X

t−τ
(i)
t

)
+ ψ

(i,2)
t

(
X

t−τ
(i)
t

)
v
(i)
t ,

i = 1, q , t = −T,−T + 1, . . . , 0, 1, . . . ,
X
−max1=1,q τ

(i)
t −1

= η ,





(2)
где �(1)t , �(2)t , ψ

(i,1)
t и ψ

(i,2)
t — заданные функ-

ции; возмущения Wt ∈ RpW и ошибки измере-
ний v

(i)
t ∈ Rq(i)v — независимые дискретные белые

шумы второго порядка; η, Wt и v
(i)
t независимы

в совокупности, соответствующие математические
ожидания и ковариации обозначаются как mW (t),

DW (t) и m(i)v (t), D
(i)
v (t). Оператор maxi=1,q τ

(i)
t в (2)

использован для того, чтобы исключить из рас-
смотрения моменты времени, когда доступны из-
мерения не всех наблюдателей, а части: чтобы не
усложнять обозначения, процедура оценки положе-
ния начинается в тот момент, когда измерения есть

у всех наблюдателей. До этого момента достаточно
иметь грубую оценку положения, например путем
геометрического пересчета измерений в декартовы
координаты без учета ошибок измерений.

Для оценивания Xt по наблюдениям y
(i)
t , i =

= 1, q, будем использовать вариант РФК по ме-
тоду линейных псевдонаблюдений [23–26]. Суть
этого метода состоит в том, что «истинные» на-
блюдения y(i)t в модели (2) заменяют специальным
образом сформированные псевдонаблюдения:

Y
(i)
t = ā

(i,1)
t

(
y
(i)
t

)
X

t−“τ
(i)
t

+

+ā
(i,2)
t

(
X

t−“τ
(i)
t

, y
(i)
t

)
V
(i)
t . (3)

Смысл псевдонаблюдений (3) состоит в их
линейной зависимости от оцениваемого состоя-
ния Xt. Кроме того, неизвестные случайные
временн‚ые задержки τ (i)t заменены на оценки “τ (i)t =

= “τ
(i)
t (yt). При этом (3) не является результатом

линеаризации модели наблюдения (2), а учитывает
более тонкие зависимости между измеряемыми фи-
зическими величинами — ключевыми в подводной
навигации измерениями yϕ, yλ и yr — пеленга ϕ,
угла возвышения λ и дальности r соответствен-
но. Использование тригонометрических зависимо-
стей между измеряемыми углами и минимаксными
свойствами гауссовского распределения подробно
описано в [26]. Учитывая, что вектор наблюдений yt

состоит из измерений y
(i)
ϕt , y

(i)
λt

и y
(i)
rt , получаем

вектор псевдонаблюдений Yt, который состоит из
псевдоизмерений Y (i)ϕt , Y (i)λt

и Y (i)rt . Простая оценка
задержки через текущее измерение дальности:

“τ
(i)
t = min

{
T,

[
y(i)rt

δvS

]}
.

Обоснованная в [26] форма псевдонаблюдений
Y
(i)
ϕt , Y (i)λt

и Y (i)rt имеет следующий вид:

Y
(i)
ϕt = −Y (i)M ycosϕ +X

(i)
Mysinϕ ;

Y
(i)
λt
= −ycosϕ ycosλ Z

(i)
M + y

sin
λ X

(i)
M ;

Y
(i)
rt = Z

(i)
M + y

(i)
rt y

sin
λ ,





(4)

где

ysinϕ = sin
(
y(i)ϕt

)
; ycosϕ = cos

(
y(i)ϕt

)
;

ysinλ = sin
(
y
(i)
λt

)
; ycosλ = cos

(
y
(i)
λt

)
.

Соответствующая таким псевдонаблюдениям мо-
дель:
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


Y
(i)
ϕt

Y
(i)
λt

Y
(i)
rt


 =




ysinϕ −ycosϕ 0

ysinλ 0 −ycosϕ ycosλ

0 0 1


X

t−“τ
(i)
t

+

+




X
(i)
M −X(t) Y (t)− Y (i)M 0

0
(
Z(t)− Z(i)M

)
ycosλ X

(i)
M −X(t)

0 0 y
(i)
rt

0 0(
Z(t)− Z(i)M

)
ycosϕ 0

0 ysinλ


V

(i)
t . (5)

Здесь явно записаны фигурирующие в (3) матрицы
ā
(i,1)
t (y

(i)
t ) и ā(i,2)t (X

t−“τ
(i)
t

, y
(i)
t ), а ошибки измере-

ний формируются q группами независимых векто-
ров V

(i)
t = (v

(i)
1t
, v
(i)
2t
, v
(i)
3t
, v
(i)
4t
, v
(i)
5t
)′, каждая состо-

ит из 5 независимых центрированных гауссовских
случайных величин с дисперсиями: D

v
(i)
1t

= D
v
(i)
2t

=

= σ2ϕ; D
v
(i)
3t

= D
v
(i)
4t

= σ2λ; D
v
(i)
5t

= σ2r . Здесь σ2ϕ, σ2λ

и σ2r — дисперсии ошибок измерения пеленга, угла
возвышения и дальности, которые можно считать
одинаковыми у всех наблюдателей. Под заменой
модели наблюдения понимается то, что «истин-
ные» наблюдения y

(i)
t из (2) используются только

для вычисления функцийā(i,1)t иā(i,2)t , а для оцен-

ки состояния Xt — только псевдонаблюдения Y (i)s ,
s ≤ t, из (4). При этом фильтр «считает», что вы-
численные согласно (4) значения Y (i)t описываются

моделью (5), а модель наблюдений для y
(i)
t из (2)

вообще не используется.
Теперь можно взять классический РФК [4]

и только учесть в нем сдвиги из-за временн‚ых за-
держек [23–26]:

“Xt = �
(1)
t

(
�Xt−1

)
+�

(2)
t

(
�Xt−1

)
mW (t);

“�
(1)
t =

∂�
(1)
t (X)

∂X

∣∣
X= “Xt

; “�
(2)
t = �

(2)
t

(
“Xt

)
;

“Kt = “�
(1)
t
�Kt−1

(
“�
(1)
t

)′
+ “�

(2)
t DW (t)

(
“�
(2)
t

)′
;

�Xt = “Xt +Kt–“Yt ;

–“Yt =
(
Y
(1)
t −ā(1,1)t

(
y
(1)
t

)
“X

t−“τ
(1)
t

−
−m

v
(1)
t

(t), . . . , Y
(q)
t −ā(q,1)

t

(
y
(q)
t

)
“X

t−“τ
(q)
t

−
−m

v
(q)
t

(t)
)
;

Kt = “Kt

(
ā
(1)
t

)′(
ā
(1)
t
“Kt

(
ā
(1)
t

)′
+

+ “ā
(2)
t DV (t)

(
“ā
(2)
t

)′)−1
;

�Kt = “Kt −Ktā
(1)
t
“Kt ,





(6)

где

ā
(1)
t =




ā
(1,1)
t

(
y
(1)
t

)

...

ā
(q,1)
t

(
y
(q)
t

)


 ;

“ā
(2)
t = diag

{
ā
(1,2)
t

(
“X

t−“τ
(1)
t

, y
(1)
t

)
, . . .

. . . ,ā
(q,2)
t

(
“X

t−“τ
(q)
t

, y
(q)
t

)
,
}
.

Этот фильтр представляет собой комбинацию
обычных РФК, примененных к уравнениям состо-
яния (2) и наблюдениям (5), с коррекцией каждого
i-го наблюдателя на оценку “τ (i)t своей временн‚ой

задержки τ
(i)
t . Традиционные для РФК эвристики

сохраняют тот же смысл: “Kt — эвристическая ко-
вариация ошибки прогноза; �Kt — эвристическая
ковариация ошибки оценки; –“Yt — вектор невя-
зок измерений, аппроксимирующий обновляющий
процесс. Такие интерпретации параметров фильт-
ра (6) позволят в следующем разделе получить адап-
тивные оценки вторых моментов возмущений Wt

и ошибок измерений V (i)t , следуя логике АФК.

3 Варианты адаптивных оценок
вторых моментов в модели
Калмана

Повторим в имеющихся обозначениях (2) и (3)
основные положения классического АФК, т. е. нач-
нем с задачи для линейной системы наблюдения:

Xt = �
(1)
t Xt−1 +�

(2)
t Wt = �

(1)
t Xt−1 +

+Q1/2Wt ;

Yt = ā
(1)
t Xt +ā

(2)
t Vt = ā

(1)
t Xt +R

1/2Vt .





(7)

Как и выше, здесь Xt — состояние; Yt — наблюде-
ния; теми же символами�(1)t иā(1)t обозначены мат-
рицы системы и наблюдения. Отличие, связанное
с адаптивной постановкой, — только в описании
возмущений и ошибок измерений. Предполагает-
ся, что они заданы стандартными (центрирован-
ными и нормированными) гауссовскими белыми
шумами Wt и Vt, так что возмущения в уравнениях
динамики и ошибки измерения в уравнениях на-
блюдений имеют постоянные ковариации Q и R.
Такие обозначения на данный момент можно счи-
тать стандартными для адаптивной калмановской
фильтрации.

Если Q и R известны, то имеется фильтр Кал-
мана [3]:
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“Xt = �
(1)
t
�Xt−1; “Kt = �

(1)
t
�Kt−1

(
�
(1)
t

)′
+Q ;

�Xt = “Xt +Kt–“Yt; –“Yt = Yt −ā(1)t
“Xt ;

Kt = “Kt

(
ā
(1)
t

)′ (
ā
(1)
t
“Kt

(
ā
(1)
T

)′
+R

)−1
;

�Kt = “Kt −Ktā
(1)
t
“Kt.





(8)

Принципиальное свойство этого фильтра состоит
в том, что вычисляемые алгоритмом фильтрации
параметры фильтра имеют вполне определенный
смысл:

“Kt = cov
(
– “Xt,– “Xt

)
, – “Xt = Xt − “Xt ;

�Kt = cov
(
– �Xt,– �Xt

)
, – �Xt = Xt − �Xt ;

cov
(
–“Yt,–“Yt

)
= ā

(1)
t
“Kt

(
ā
(1)
t

)′
+R .





(9)

Модель адаптивной фильтрации предполагает,
что Q и R неизвестны. Цель адаптивного фильт-
ра может формулироваться как получение оце-
нок �Qt и �Rt, что предлагалось в оригинальных ра-
ботах [5,6], так и только оценивание коэффициента
фильтраKt, что предложено в [9]. При этом, конеч-
но, нужны какие-то ограничения автономности,
хотя бы постоянство �(1)t и ā(1)t . Идея адаптации
предполагает использование фильтра (8), точнее его
уравнений для решения целевой задачи фильтрации
состояния Xt по наблюдениям Yt. В эти уравнения
надо подставить �Qt и �Rt. Обоснованием для по-
строения этих оценок служат свойства параметров
фильтра Калмана (9):

“Kt = �
(1)
t
�Kt−1

(
�
(1)
t

)′
+ �Qt =

= ĉov
(
– “Xt,– “Xt

)
;

ā
(1)
t
“Kt

(
ā
(1)
t

)′
+ �Rt = ĉov

(
–“Yt,–“Yt

)
.





(10)

Обратим внимание, что здесь уже нельзя писать
ковариации, они заменены на оценки ĉov, посколь-
ку точные соотношения ЛФК уже не выполняются
из-за замены истинных ковариацийQ иR на оцен-
ки �Qt и �Rt. Оценивать ковариации в (10) как в схеме
Сейджа–Хуса [5,6], так и в схеме АФК [7,8] предла-
гается простыми статистиками. Для ĉov(–“Yt,–“Yt)
невязок наблюдений — просто вычислять среднее
по всем невязкам или по окну заданного размера.
Вторую величину ĉov(– “Xt,– “Xt) вычислить также
нельзя, поскольку нельзя вычислить точно разность
– “Xt = Xt − “Xt. Но ее предлагается аппроксими-
ровать как– “Xt ≈ �Xt − “Xt. В итоге можно записать
вот такие варианты адаптивных оценок (с окном
размера N ):

�Qt =
1

N

t∑

s=t−N+1

(
�Xs − “Xs

)(
�Xs − “Xs

)′
−

− �(1)t
�Kt−1

(
�
(1)
t

)′
;

�Rt =
1

N

t∑

s=t−N+1

–“Ys

(
–“Ys

)′
−ā(1)t

“Kt

(
ā
(1)
t

)′
.





(11)

Главные достоинства (11) — простота и сохра-
нение калмановской, а значит, объяснимой струк-
туры фильтра. Но эти достоинства нивелируют-
ся существенными недостатками, суть которых за-
ключается в очень жестких условиях устойчивости,
необходимых для корректной работы всей схемы.
Но даже для хорошо обусловленных стационарных
моделей гарантировать в (11) хотя бы неотрица-
тельную определенность матриц �Qt и �Rt нельзя.
Уже это становится достаточным основанием для
поиска усовершенствований (11). Наиболее успеш-
ным, как представляется, было решение, предло-
женное в [15, 16] почти одновременно. Но, повто-
рим, в [16] оценивалось только значениеR, а кроме
того, обоснование финального выражения факти-
чески отсутствует. В [15] все проделано корректно,
но вывод целевых соотношений получился доволь-
но громоздким из-за использования метода макси-
мального правдоподобия. Это, конечно, вторичные
замечания, потому что главное — это альтернатив-
ные оценкам (11) выражения, обладающие гораздо
большей вычислительной стабильностью.

Начнем с альтернативной оценки �Rt. Она полу-
чена за счет идеи перейти от использования невя-
зок –“Yt = Yt − ā(1)t

“Xt к величинам –�Yt = Yt −
− ā(1)t

�Xt. Используемый в [15, 16] вариант их
названия — инновации или обновления — пред-
ставляется не слишком удачным, потому что при-
водит к противоречию с теорией оптимальной сто-
хастической фильтрации на основе обновляющих
процессов [28]. В частности, в условиях опти-
мальности ЛФК обычные невязки –“Yt являются
обновляющим процессом. Более корректно назы-
вать –“Yt невязками по прогнозу, а –�Yt — невяз-
ками по оценке, или апостериорными невязками.
Использование –“Yt дает соотношение (11), а ана-
логичное соотношение для –�Yt приводит к альтер-
нативной оценке:

�Rt =
1

N

t∑

s=t−N+1

–�Ys

(
–�Ys

)′
+ā

(1)
t
�Kt

(
ā
(1)
t

)′
. (12)

Главное достоинство (12) в сравнении с (11) —
это «изменение» корректирующего статистическую
оценку ковариации невязки (первое слагаемое) вы-
читания на сумму (второе слагаемое). Громоздкий
вывод из [15] можно сделать проще. Короткий путь
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состоит в непосредственном применении свойства
гауссовского распределения к калмановской моде-
ли (7) и фильтру (8). Рассмотрим вектор (ξ, η)′:

ξ = R1/2Vt = Yt −ā(1)t Xt; η = Y
t
0 = (Y

′
0 , . . . , Y

′
t )
′
.

В калмановской модели эти векторы гауссовские.
Условное математическое ожидание E{ξ|η} даст не-
вязку оценки. Соответственно, представляет инте-
рес соотношение, связывающее ковариациюE{ξ|η}
и ковариацию возмущения R. Имеем

cov(ξ, ξ) = R ;

E{ξ|η} = E
{
Yt −ā(1)t Xt

∣∣Y t
0

}
= Yt −ā(1)t

�Xt = –�Yt ;

cov (ξ, ξ|η)=cov
(
Yt −ā(1)t Xt, Yt −ā(1)t Xt

∣∣Y t
0

)
=

= ā
(1)
t cov

(
Xt, Xt

∣∣Y t
0

) (
ā
(1)
t

)′
= ā

(1)
t
�Kt

(
ā
(1)
t

)′
.

Далее cov (ξ, η) представим в виде (в статистике
это соотношение часто приводят в скалярном виде
и называют формулой полной дисперсии, или Law
of Total Variance):

cov (ξ, ξ) = E {(ξ − E{ξ|η}+ E{ξ|η} − E{ξ})×
× (ξ − E{ξ|η}+ E{ξ|η} − E{ξ})′} =
= E {(ξ − E{ξ|η})(ξ − E{ξ|η})′}+

+ E {(E{ξ|η} − E{ξ})(E{ξ|η} − E{ξ})′} =
= cov (ξ, ξ|η) + cov (E{ξ|η},E{ξ|η}),

поскольку ξ − E{ξ|η} и E{ξ|η} − E{ξ} некоррелиро-
ваны. Теперь, учитывая, что E{ξ} = E{–�Yt} = 0,
окончательно получаем

R = cov (ξ, ξ) =

= ā
(1)
t
�Kt

(
ā
(1)
t

)′
+ E

{
–�Yt–�Y

′
t

}
. (13)

Формула (13) — это и есть то базовое соотноше-
ние, которое в [15] доказывается с помощью метода
максимального правдоподобия, а в [16] записыва-
ется со ссылкой на оценку Гаусса–Маркова и ко-
вариацию остатков в методе наименьших квадра-
тов. Оценка �Rt в (12) получается обычной заменой
точного значения E{–�Yt,–�Y

′
t } на статистическое

среднее с окном длины N , вычисляемое, как и во
всех адаптивных оценках, по накапливаемым ре-
зультатам фильтрации.

Теперь перейдем к альтернативной оценке �Qt.
Она также имеется в [15] и получается из того же
базового соотношения ЛФК (8):

Q = “Kt − �(1)t
�Kt−1

(
�
(1)
t

)′
.

Его можно уточнить следующим образом:

Q = cov
(
– “Xt,– “Xt

)
− �(1)t

�Kt−1

(
�
(1)
t

)′
=

= cov
(
Xt − �Xt + �Xt − “Xt, Xt − �Xt + �Xt − “Xt

)
−

− �(1)t
�Kt−1

(
�
(1)
t

)′
= cov

(
Xt − �Xt, Xt − �Xt

)
+

+ cov
(
�Xt − “Xt, �Xt − “Xt

)
− �(1)t

�Kt−1

(
�
(1)
t

)′
=

= cov
(
�Xt − “Xt, �Xt − “Xt

)
+ �Kt−�(1)t

�Kt−1

(
�
(1)
t

)′
,

потому что в калмановской моделиXt− �Xt и �Xt− “Xt

некоррелированы. В итоге получаем адаптивную
оценку �Qt вида

�Qt =
1

N

t∑

s=t−N+1

(
�Xs − “Xs

)(
�Xs − “Xs

)′
+

+ �Kt − �(1)t
�Kt−1

(
�
(1)
t

)′
. (14)

Этот вариант гораздо интереснее, чем (11), в потен-
циале численной устойчивости, хотя все еще оста-
вляет возможности для нарушения условия неотри-
цательности �Qt. Этот недостаток будет учтен при
формировании оценки уже для целевой модели (2),
(3) и фильтра (6).

4 Адаптивные оценки вторых
моментов в модели
с временными задержками

Из имеющихся нескольких принципиальных
схем оценивания параметровQ иRшумов в калма-
новской модели (7) предпочтительными выглядят
оценка �Qt (14) и �Rt (12). Возьмем их за основу для
решения задачи адаптивной фильтрации для (2),
(3). Вначале надо сформулировать саму задачу, вне-
ся изменения в модель, соответствующие смыслу
адаптивного оценивания ковариаций шумов. Для
этого уточним (2), (3):

Xt = �
(1)
t (Xt−1) +Q

1/2Wt ;

y
(1)
t = ψ

(i,1)
t

(
X

t−τ
(i)
t

)
+R1/2v

(i)
t ;

Y
(i)
t = ā

(i,1)
t

(
y
(i)
t

)
X

t−“τ
(i)
t

+

+ā
(i,1)
t

(
X

t−“τ
(i)
t

, y
(i)
t

)
V
(i)
t ,

i = 1, q, t = −T,−T + 1, . . . , 0, 1, . . . ,
X
−mini=1,q τ

(i)
t −1

= η.





(15)

С одной стороны, модель (15) устроена ровно
в той же логике, что и калмановская модель (7)
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в смысле адаптивного оценивания ковариаций шу-
мов. Поэтому и в фильтр (6) надо внести ровно те
же уточнения:

(1) поскольку шумы Wt и v
(i)
t теперь стандарт-

ные, то mW (t) = 0, mv
(i)
t

(t) = 0 и DW (t) =

= diag {1, . . . , 1};

(2) поскольку �(2)t (Xt−1) = Q1/2, то надо заме-

нить “�(2)t DW (t)(“�
(2)
t )
′

на �Qt−1;

(3) из равенства ψ
(i,2)
t (X

t−τ
(i)
t

) = R1/2 с учетом

псевдонаблюдений вытекает необходимость

заменить “ā(2)t DV (t)( “ā
(2)
t )
′

на �Rt−1.

Здесь важно обратить внимание на то, что ра-
венство ψ(i,2)t (X

t−τ
(i)
t

) = R1/2 в модели (15) означа-

ет, что все q наблюдателей одинаковы, т. е. имеют
одинаковые точностные характеристики. И это ис-
пользуется далее для улучшения оценки (12), так
как все наблюдения могут задействоваться нарав-
не для оценивания R. Но второй важный момент
состоит в том, что одинаковая ковариация R для
«истинных» ошибок измерений v(i)t не означает, что
постоянна и ковариация у шумов в псевдонаблюде-
ниях (3), слагаемоеā(i,2)t (X

t−“τ
(i)
t

, y
(i)
t )V

(i)
t заменить

нельзя. Понять это можно, посмотрев на форму
псевдонаблюдений (5).

Но есть другое полезное свойство, обеспечи-
ваемое равенством R = diag {σ2ϕ, σ2λ, σ2r}. Такой
вид R, напомним, получается из конкретной моде-
ли одного наблюдателя — три независимых канала
измерения пеленга, угла возвышения и дальности.
Для DV (t) в фильтре (6) это дает

DV (t) = DV = diag
{
σ2ϕ, σ

2
ϕ, σ

2
λ, σ

2
λ, σ

2
r , . . .

. . . , σ2ϕ, σ
2
ϕ, σ

2
λ, σ

2
λ, σ

2
r

}
, (16)

т. е. диагональную матрицу размерности 5q ×
× 5q с повторяющимися диагональными блоками
diag {σ2ϕ, σ2ϕ, σ2λ, σ2λ, σ2r}.

Подчеркнем нюанс, возникший в обозначени-
ях в связи с особенностями модели с нескольки-
ми наблюдателями и применением псевдонаблюде-
ний. Как и в калмановской модели, переменная R
обозначает неизвестную ковариацию шумов. Но,
во-первых, в модели (7) нет нескольких наблюда-
телей, поэтому R в модель (15) входит иначе —
через diag {R, . . . , R}. Во-вторых, в модель с псев-
донаблюдениями R входит только как параметр

в определение ковариации “ā(2)t DV (t)( “ā
(2)
t )
′

псев-
донаблюдений, используемое в фильтре (6). Важно
помнить, что при этом оценка �Rt относится именно

к “ā(2)t DV (t)( “ā
(2)
t )
′
, и перейти от нее к оценкеR (если

это потребуется) можно только поэтапно: �Rt оце-

нивает “ā(2)t DV (t)( “ā
(2)
t )
′
, отсюда можно попытаться

получить оценку DV , привести эту оценку к блоч-
но-диагональной структуре, из которой получить
оценки для σ2ϕ, σ2λ и σ2r , а из них уже получается

оценка R. Для улучшения �Rt ниже будет пройдена
именно эта цепочка.

Выше было сказано, что состояние — это де-
картовы координаты: Xt = (X(t), Y (t), Z(t))

′. По-
скольку часто при описании движения использу-
ются простые модели, в которых возмущения по
разным координатам также предполагаются неза-
висимыми, то и для Q как частный случай будем
рассматривать вариант Q = diag {σ2X , σ2Y , σ2Z}. Это
позволит так же, как �Rt, улучшить оценку �Qt.

Адаптировать имеющиеся оценки АФК для мо-
дели (15) с запаздывающими временн‚ыми наблю-
дениями довольно просто. Первый шаг — это сдвиг
на величину максимальной по текущим данным
задержки “τt = maxi=1,q “τ

(i)
t , второй — использова-

ние тех параметров фильтра (прогнозов, невязок,
оценок и эвристических ковариаций), которые от-
вечают сдвинутому на “τt времени. Применительно
к оценке (12) сказанное дает:

�Rt =
1

N

t−“τt∑

s=t−“τt−N+1

–�Ys

(
–�Ys

)′
+

+ā
(1)
t
�Kt−“τt

(
ā
(1)
t

)′
, (17)

а применительно к оценке (14):

�Qt =
1

N

t−“τt∑

s=t−“τt−N+1

(
�Xs − “Xs

)(
�Xs − “Xs

)′
+

+ �Kt−“τt
− “�(1)t−“τt

�Kt−“τt−1

(
“�
(1)
t−“τt

)′
. (18)

Наконец, можно говорить об улучшении оце-
нок (17) и (18) за счет учета модели с задержками
и метода линейных псевдонаблюдений.

Вычислив �Rt согласно (17), получим оцен-

ку “ā(2)t DV ( “ā
(2)
t )
′
. Матрица “ā(2)t имеет блочно-

диагональную структуру, составлена из значений
ā
(i,2)
t ( “X

t−“τ
(i)
t

, y
(i)
t ) согласно (6) и, таким образом,

известна точно. Ее размерность 3q × 5q. Матри-
ца DV (t) = DV из (16) имеет размерность 5q × 5q.
Если определить оценку �DV (t) как решение уравне-

ния �Rt = “ā
(2)
t
�DV (t)( “ā

(2)
t )
′
, то таких решений будет

бесконечное число. Вместо этого оценку �DV (t)
предлагается определить как
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�DV (t) = diag
{
�σ2ϕ, �σ

2
ϕ, �σ

2
λ, �σ

2
λ, �σ

2
r , . . .

. . . , �σ2ϕ, �σ
2
ϕ, �σ

2
λ, �σ

2
λ, �σ

2
r

}
,(

�σ2ϕ, �σ
2
ϕ, �σ

2
r

)
=

= argmin

∥∥∥∥ �Rt − “ā(2)t
�DV (t)

(
“ā
(2)
t

)′∥∥∥∥ ,
�σ2ϕ ≥ 0 , �σ2λ ≥ 0 , �σ2r ≥ 0 ,





(19)

где ‖x‖ — обычная матричная норма Фробениуса,
а у оценок �σ2ϕ, �σ2ϕ и �σ2r опущена зависимость от t:
�σ2ϕ = �σ

2
ϕ(t), �σ

2
λ = �σ

2
λ(t), �σ

2
r = �σ

2
r (t). Поскольку

матрица �Rt по определению (17) неотрицательно
определенная, то точное решение (19) обеспечит
неотрицательность оценок �σ2ϕ, �σ2ϕ и �σ2r . Но при реа-
лизации решать задачу (19) придется численно, что
может нарушить это условие и привести к неста-
бильности адаптивного фильтра в целом, поэтому
оптимизация в (19) дополнена условиями �σ2ϕ ≥ 0,
�σ2λ ≥ 0 и �σ2r ≥ 0.

Таким образом, получаем задачу положитель-
ных наименьших квадратов, для практической ре-
ализации подойдет любой универсальный метод
нелинейного программирования, например метод
активного множества [29] (именно он использо-
ван в численных экспериментах). Соответственно,
улучшенная оценка �Rt получается в виде

�R∗t =
“ā
(2)
t
�DV (t)

(
“ā
(2)
t

)′
.

Аналогично получается улучшение для оценки
�Qt из (18). Во-первых, сама оценка (18) нуж-
дается в уточнении, поскольку даже ее усовер-
шенствованная по сравнению с исходной схемой
Сейджа–Хуса форма не гарантирует этой оценке
неотрицательную определенность, а нарушение
этого условия для ковариации может привести к не-
стабильности всего адаптивного фильтра в целом.
Поскольку �Qt согласно определению (18) симме-
тричная, то ее можно представить в виде разложе-
ния на собственные векторы и собственные значе-
ния �Qt = P˜P ′, заменить в диагональной матрице
˜ = diag {λ1, λ2, λ3} отрицательные значения ну-
лями:

˜+ = diag {max(λ1, 0),max(λ2, 0),max(λ3, 0)}

и окончательной считать оценку �Qt = P˜+P
′. Под-

черкнем, что это необходимо проделывать с оцен-
кой (18) в любом случае, так что можно считать ее
значение гарантированно неотрицательно опреде-
ленной матрицей.

Далее вернемся к сделанному предположе-
нию Q = diag {σ2X , σ2Y , σ2Z}. Поскольку «ис-
правленная» оценка (18) не гарантирует, что
�Qt = diag {�σ2X , �σ2Y , �σ2r}, улучшенную оценку �Q∗t
предлагается искать как решение задачи

�Q∗t = diag
{
�σ2X , �σ

2
Y , �σ

2
Z

}
,

(
�σ2X , �σ

2
Y , �σ

2
Z

)
= argmin

∥∥∥ �Qt − diag
{
σ2X , σ

2
Y , σ

2
r

}∥∥∥ ,
�σ2X ≥ 0, �σ2Y ≥ 0, �σ2Z ≥ 0.

Это такая же задача положительных наименьших
квадратов, как сформулированная для �R∗t зада-
ча (19), но для ее решения привлекать специа-
лизированную оптимизацию не требуется, так как
здесь нет таких сложностей со структурой. Здесь
можно сразу получить улучшенную оценку кова-
риации �Q∗t = diag { �Qt}, т. е. просто как диагональ
исправленной оценки (18).

Последним вопросом для всех вариантов пред-
ложенных адаптивных оценок остается выбор на-
чальных условий. Как в (17), так и в (18) первый
расчет возможен лишь в момент t = N , т. е. только
после накопления оценок и параметров фильтра (6)
в количестве, равном выбранному размеру N окна
адаптации. До этого момента должны использо-
ваться заранее заданные значения �Qt = Q0 и �Rt =
= R0, t < N . Во многих случаях выбор Q0 и R0
не является принципиально сложной задачей. До-
статочно задать грубые, но физически разумные
верхние оценки соответствующих дисперсий. На-
пример, если известно, что скорость течения не
может превышать 100 км/ч, а ошибка измерения
дальности не может превышать 500 м, эти огра-
ничения можно использовать для задания началь-
ных ковариационных матриц. Такой выбор может
быть достаточно консервативным, но на началь-
ном участке работы фильтра это предпочтительнее,
чем использование заведомо заниженных ковариа-
ций, способных привести к чрезмерному доверию
к модели или измерениям. В следующем разделе
в численном эксперименте будем следовать этому
положению, увеличивая истинные начальные зна-
чения среднеквадратичных отклонений в 5 раз.

Между тем этот вопрос дает и вариант альтерна-
тивной АФК оценки. Если выбранные верхние гра-
ницыQ0 иR0 использовать не только на начальном
этапе, но и для всех t и не заниматься, тем самым,
адаптивным оцениванием, то реализованная таким
образом оценка будет соответствовать робастному
фильтру Калмана [30]. Здесь речь о свойстве ЛФК
быть минимаксной оценкой в модели (7) в пред-
положении, что ковариации Q и R не просто не-
известны, но имеют верхние ограничения Q ≤ Q0
и R ≤ R0. Робастный фильтр Калмана при этом
может иметь гораздо более гибкие условия приме-
нения, так как никаких условий стационарности,
в отличие от АФК, не требует. С другой стороны,
достоверные сведения о Q0 и R0 могут отсутство-
вать. В модельных экспериментах такого вопроса
нет, поэтому оценку фильтра (6) с заменой Q и R
на Q0 и R0 вычисляли и сравнивали с оценками
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АФК, имея в виду именно ее предполагаемые ро-
бастные свойства. Но определение «робастный»
применительно к РФК следует ставить в кавычки,
поскольку, в отличие от ЛФК, гарантированной ми-
нимаксности РФК не имеет, как не имеет никаких
других гарантированных статистических свойств.

5 Численный эксперимент

В [23–25] использовалась модель движения с по-
стоянной средней скоростью и двумя типовыми
наблюдателями для анализа работы фильтра (6).
В соответствии с адаптивной постановкой допол-
нительно будем предполагать, что вторые моменты
возмущений неизвестны. Перечислим основные
положения модели. Подводный аппарат обнару-
живается в момент t = 0 с начальным условием
X−τ0−1 = η = (ηX , ηY , ηZ)

′, вектор η состоит из не-
зависимых элементов, распределенных равномер-
но: ηX ∼ R[10, 20[, ηY ∼ R[10, 20] и ηZ ∼ R[0,5; 1,5].
Два наблюдателя M(1) и M(2) расположены на
поверхности воды и имеют координаты (0,−1, 0)
и (−2, 0, 0), единица измерения — км. Под-
водный аппарат движется с известной постоян-
ной средней скоростью s = (sX , sY , sZ)

′ км/ч,
фактическую скорость S(t) = (SX , SY , SZ)

′ фор-
мируют аддитивные случайные возмущения Wt =
= (wX(t), wY (t), wZ(t))

′. Дискретное время t зада-
ется равномерным шагом δ = 0,0001 ч, примерно
три такта в секунду. Уравнения движения принима-
ют вид:

X(t) = X(t− 1) + δSX(t), SX(t) = sX + σSX
wX(t) ;

Y (t) = Y (t− 1) + δSY (t), SY (t) = sY + σSY
wY (t) ;

Z(t) = Z(t− 1) + δSZ(t), SZ(t) = sZ + σSZ
wZ(t) ,

где wX(t), wY (t) и wZ(t) — независимые стандарт-
ные гауссовские белые шумы. Постоянная средняя
скорость s моделируется вектором из независимых
элементов: sX ∼ R[−20,−10]; sY ∼ R[−20,−10];
sZ ∼ R[−2, 0]. Отсюда следует, что

E{S(t)} = E{s} = (−15,−15,−1)′ = −E{η},

т. е. в среднем ПА движется в сторону начала коор-
динат (предполагаемой цели движения). Интен-
сивности возмущений σSX

, σSY
и σSZ

составляют
диагональ матрицы Q1/2 и подлежат адаптивно-
му оцениванию. Их истинные значения сохране-
ны как в [23–25]: σSX

= 15; σSY
= 15; σSZ

=
= 1. Верхняя граница и вариант начального
условия для �Qt и �Q∗t выбраны как Q1/20 = 5Q1/2 =
= diag {σSX

, σSY
, σSZ

}. Для сравнения выполнены
расчеты адаптивных фильтров с точным начальным
условием Q1/2 и фильтра (6) с известной Q.

НаблюдателиM(1) иM(2) — одинаковые и ти-
повые, измеряют величины y

(i)
ϕt , y(i)λt

и y
(i)
rt , i = 1, 2

(пеленги, углы возвышения и дальности относи-
тельно своего положения). Неизвестные ковариа-
ции ошибок измерений R задаются отклонениями
σϕ = σ

(1)
ϕ = σ

(2)
ϕ , σλ = σ

(1)
λ = σ

(2)
λ и σr = σ

(1)
r =

= σ
(2)
r , так что адаптивному оцениванию подлежат

σϕ, σλ и σr. Их реальные значения сохранены как
в [23–25]: σϕ = σλ = π/180 рад, σr = 0,1 км. Верх-
няя граница и вариант начального условия для �Rt

и �R∗t выбраны какR1/20 = 5R1/2. Для сравнения вы-
полнены расчеты адаптивных фильтров с точным
начальным условием R1/2 и фильтра (6) с извест-
ной R.

Моделирование выполнялось для моментов t =
= 0, . . . , 1000, т. е. в течение 0,1 ч = 6 мин. Опре-
деленная в [23–25] максимальная задержка T = 56
составляет около 20 с. До момента t = 56 в каче-
стве начального значения фильтра (6) использова-

лась простая геометрическая оценка положения
⌣

Xt

(фильтр прямых измерений): каждая тройка изме-
рений y

(i)
ϕt , y

(i)
λt
, y
(i)
rt (два угла и расстояние) может

быть непосредственно пересчитана в декартовые
координаты, учет временн‚ой задержки дает сла-
гаемое sτ

(i)
t , две геометрические оценки взвеши-

ваются с одинаковыми весами. Точность такого
простого фильтра следует рассматривать как верх-
нюю границу в том смысле, что фильтр, дающий
оценку худшего качества, следует считать непри-
годным (нестабильным). Ясно, что этот фильтр не
зависит от адаптивной постановки, на его качество
не влияют предположения о возмущениях Q и R,

поэтому значения точности для
⌣

Xt — такие же, как
в [23–25].

Все расчеты выполнены на одном и том же пучке
10 000 траекторий движения-наблюдения. Допол-
нительно для сравнения выполнены эксперименты
с моделью, предполагающей T = 0. Основная цель
расчетов — сравнить оценки фильтров, использу-
ющих схемы адаптации �Qt, �Rt и �Q∗t , �R∗t , а также
«робастный» фильтр (6) с оценками Q0 и R0.

Точность фильтрации характеризуют стандарт-
ные отклонения, например для j-й траектории
смоделированного пучка Xj(t) и соответствующих
оценок �Xj(t), j = 1, 10 000, для координаты X(t)
вычислялись функции

D �X(t) =
1

10 000

10 000∑

j=1

(
Xj(t)− �Xj(t)

)2
,

для иллюстраций —
√
D �X(t),

√
D �Y (t), . . . ,

√
D⌣

Z
(t)

и интегрированные показатели
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Средние отклонения ошибок оценок АФК (1 —
√
D �X(t); 2 —

√
D �Y (t); 3 —

√
D �Z(t)) и фильтра прямых измерений

(4 —
√
D⌣

X
(t); 5 —

√
D⌣

Y
(t); 6 —

√
D⌣

Z
(t)). Схемы адаптации: (a) �Qt, �Rt; (б) �Q∗

t , �R∗
t

Точность фильтрации

Фильтры T = 0 T = 56
�› �X/�σ �X

�›�Y /�σ�Y
�› �Z/�σ �Z

�› �X/�σ �X
�›�Y /�σ�Y

�› �Z/�σ �Z
�Qt, �Rt, Q0 = Q, R0 = R 73,8/116,4 50,3/78,5 52,4/61,9 90,9/120,1 70,5/84,0 85,2/76,6
�Qt, �Rt, Q0 = 5Q, R0 = 5R 91,7/124,6 66,6/86,0 69,6/68,3 103,8/123,1 81,8/87,0 93,1/76,9
�Q∗

t , �R∗
t , Q0 = Q, R0 = R 27,0/26,9 28,7/28,4 32,0/25,5 56,0/44,7 63,1/54,0 84,3/68,6

�Q∗
t , �R∗

t , Q0 = 5Q, R0 = 5R 36,9/28,9 41,3/33,4 47,6/35,5 57,6/39,3 64,9/48,9 80,1/59,0
«Робастный» РФК Q0 = 5Q, R0 = 5R 33,5/19,9 30,4/19,3 33,9/16,0 52,2/23,2 49,6/22,8 57,2/18,2
«Точный» РФК Q0 = Q, R0 = R 23,0/20,0 22,1/19,6 24,7/16,4 38,4/22,4 37,5/21,8 43,5/15,4

�› =
1

1000

1000∑

t=1

√
D �X(t) ; �σ �X =

1

100

1000∑

t=901

√
D �X(t) ,

т. е. отклонения, усредненные по всему времени
и по последним 100 шагам фильтрации. Таким
образом, для каждого эксперимента определены
величины �σ �X , �σ�Y , . . . , �σ⌣

Z
, �› �X ,

�› �Y , . . . ,
�›⌣

Z
.

Качественную картину эффективности адап-
тивных схем и фильтра дают иллюстрации на ри-
сунке. Рассчитанные количественные значения со-
браны в таблицу.

Поскольку результаты для фильтра прямых из-
мерений не зависят от условий адаптации, ука-
жем их для возможности сравнения с данными,
включенными в таблицу:

– T = 0:
�›⌣

X
= 192,5; �σ⌣

X
= 186,5 ;

�›⌣

Y
= 198,6; �σ⌣

X
= 192,5 ;

�›⌣

Z
= 267,1; �σ⌣

Z
= 257,8 ;

– T = 56:
�›⌣

X
= 193,6; �σ⌣

X
= 187,3 ;

�›⌣

Y
= 199,4; �σ⌣

X
= 193,4 ;

�›⌣

Z
= 268,2; �σ⌣

Z
= 258,8 .

Здесь нужно пояснить, что маленькая разница
между моделями с временн‚ой задержкой (T = 56)

и без нее (T = 0) объясняется наличием точной
информации о значении постоянной средней ско-
рости s, что дает очень точный прогноз, так как
хаотические изменения скоростиQ1/2Wt независи-
мы и суммируются, теряя влияние. Тот же эффект
действует и в РФК (6), так как в нем использует-
ся такое же прогнозирование, но большее влияние
оказывает сама процедура фильтрации, объединя-
ющая в рамках одной структуры РФК измерения
и оценки с разными временн‚ыми задержками. Эта
разница не столь велика, но видна и обнаружила
себя во всех ранних экспериментах [23–25].

6 Заключение

В качестве заключения уместно сформулировать
некоторые выводы по результатам, полученным
в эксперименте. Основной вывод состоит в том,
что предложенные схемы адаптации показали свою
работоспособность. Использованная модель доста-
точно сложна, ее нельзя считать простым акаде-
мическим примером, она существенно нелинейна,
что делает применение метода АФК в комбина-
ции с РФК очень проблематичным. Кроме того,
имеется определенная экстремальность: слишком
хаотическое движение, довольно большие скорости
и удаленность. Но как и РФК по методу линейных
псевдонаблюдений, так и предложенная в статье
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версия, дополненная методом АФК, оказались
работоспособными. Формально нужно конста-
тировать общее превосходство схемы �Q∗t , �R∗t ,
т. е. предложенные в статье решения учитывать
диагональную структуру оцениваемых параметров
сработали.

Вместе с тем есть основания для сдержанно-
го отношения к результату. Обратим внимание на
три характерных фрагмента в графиках точности
АФК: (1) начальный этап, когда не выполняется
адаптация и используются геометрические оценки;
(2) используется РФК с начальной оценкойQ0 иR0
при накоплении измерений для окна адаптацииN ;
(3) собственно работа АФК–РФК. Здесь видны
проблемы алгоритма РФК в целом: хотя оба вариан-
та адаптации работают и дают реальное улучшение
в сравнении с единственно доступным вариантом
фильтра прямых измерений, в обоих вариантах вид-
на неприятная тенденция роста погрешности оце-
нивания по всем координатам с течением времени.
Эта тенденция противоречит физическому содер-
жанию задачи, так как ПА приближается к наблю-
дателям, пропадает эффект временн‚ой задержки,
фактически точнее становятся измерения. Эти тен-
денции видны у фильтра прямых измерений, но
отсутствуют у РФК. Значит, ошибка накапливается
самим фильтром, а хорошо известно, что для РФК
такая ситуация типична [27]. В рассмотренном при-
мере эти недостатки РФК существенного влияния
не оказали, поскольку за время фильтрации ПА
успевает достаточно близко приблизиться к цели.
Однако повод для продолжения поиска способов
совершенствования схем адаптации представляет-
ся вполне ясным.

Наконец, нельзя не отметить превосходство «ро-
бастного» фильтра: просто подставив вместо адап-
тивной оценки ковариации достаточно большое
значение, удалось получить результат даже луч-
ший, чем любые адаптации. Здесь тоже нужно
быть осторожным с оценкой результата, так как на
практике, а не в рассмотренном модельном при-
мере, информации о том, какое именно значение
служит верхней границей ковариаций, может не
оказаться. Но в целом поведение «робастного» ва-
рианта РФК заслуживает внимания и тоже может
рассматриваться как повод для улучшения способов
адаптации.
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АСИМПТОТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ МЕТОДОВ

ПОРОГОВОЙ ОБРАБОТКИ В РАЗРЕЖЕННЫХ МОДЕЛЯХ

С ПУАССОНОВСКИМ ЧИСЛОМ НАБЛЮДЕНИЙ∗

Е. И. Мележников1, О. В. Шестаков2

Аннотация: Рассматривается задача пороговой обработки разреженного сигнала при наблюдениях, фор-
мируемых пуассоновским процессом с заданной интенсивностью. В отличие от классической постановки
с фиксированным объемом выборки, число наблюдений случайно и определяется траекторией процесса.
Исследуется поведение среднеквадратичного риска и его оценки, построенной по правилу SURE (Stein’s
unbiased risk estimate). Особое внимание уделяется влиянию случайности объема выборки на точность
восстановления сигнала и свойства оценок риска. Получена верхняя оценка риска при оптимальном
выборе порога и показано, что его асимптотический порядок совпадает с детерминированным случаем.
Кроме того, доказаны центральная предельная теорема и усиленный закон больших чисел для SURE-
оценки риска. Тем самым установлена устойчивость асимптотических свойств пороговых процедур при
переходе к модели, задаваемой пуассоновским процессом. Полученные результаты применимы в задачах
анализа потоковых данных, где наблюдения поступают в случайные моменты времени и объем выборки
не фиксирован заранее. Это расширяет область применения пороговых методов в статистических моделях
со случайным числом наблюдений.

Ключевые слова: пороговая обработка; среднеквадратичный риск; оценка риска; разреженная модель;
пуассоновский процесс; центральная предельная теорема; усиленный закон больших чисел
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1 Введение

Пороговые методы — один из базовых инстру-
ментов восстановления разреженного сигнала на
фоне гауссовского шума. Их эффективность объяс-
няется тем, что удачно выбранный порог позволя-
ет одновременно подавлять шумовые компоненты
и сохранять редкие значимые сигналы. По этой
причине асимптотический анализ риска пороговых
процедур занимает важное место в задачах вейв-
лет-сжатия, статистического обнаружения редких
эффектов и смежных разделах математической ста-
тистики [1–3].

В модели с фиксированным числом наблюде-
ний исследовано асимптотическое поведение сред-
неквадратичного риска и его оценки при различных
видах пороговой обработки [1, 2, 4–12]. Например,
в работе [12] для разреженной модели исследова-
на асимптотика теоретического риска и доказаны
центральная предельная теорема и усиленный за-
кон больших чисел для оценки риска, построенной
по методу Стейна (SURE) [13]. Однако во многих

прикладных задачах объем данных случаен. Такая
ситуация возникает, например, в астрономии при
анализе космического излучения, в задачах сетево-
го мониторинга, при обработке потоков сообщений
или пакетов, а также в других моделях, где наблю-
дения поступают в случайные моменты времени.

В статье рассматривается разреженная модель
с аддитивным гауссовским шумом, в которой чис-
ло наблюдений за время t задается пуассоновским
процессом {Nλ(t), t ≥ 0} с интенсивностью λ > 0.
В качестве асимптотического параметра исполь-
зуется величина x = λt, равная среднему числу
наблюдений за интервал времени [0, t]. Для этой
модели изучается поведение минимального рис-
ка, доказываются центральная предельная теорема
и усиленный закон больших чисел для SURE-оцен-
ки риска.

Основной результат первой части работы состо-
ит в том, что рандомизация числа наблюдений не
меняет главного порядка роста риска: для порога,
минимизирующего математическое ожидание рис-
ка, сохраняется оценка порядка x1−γ lnx, совпада-

∗Статья подготовлена при финансовой поддержке Московского центра фундаментальной и прикладной математики (грант
Минобрнауки России № 075-15-2025-345).

1Московский государственный университет имени М. В. Ломоносова, факультет вычислительной математики и кибернетики;
Московский центр фундаментальной и прикладной математики, melezhen@gmail.com

2Московский государственный университет имени М. В. Ломоносова, факультет вычислительной математики и кибернетики;
Федеральный исследовательский центр «Информатика и управление» Российской академии наук; Московский центр фундамен-
тальной и прикладной математики, oshestakov@cs.msu.ru
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ющая по порядку с детерминированным случаем.
Далее для SURE-оценки риска в модели, где чис-
ло наблюдений задается пуассоновским процессом,
устанавливается центральная предельная теорема.
Кроме того, доказывается усиленный закон боль-
ших чисел при x = λt → ∞. Тем самым показано,
что основные асимптотические свойства пороговых
процедур, известные для модели с фиксированным
объемом выборки, сохраняются и в существенно
более общей постановке, когда объем выборки слу-
чаен и управляется пуассоновским процессом.

Статья имеет следующую структуру. В разд. 2
формулируется постановка задачи, описывается
модель и вводятся основные обозначения. В разд. 3
получена верхняя оценка теоретического риска при
оптимальном пороге. Раздел 4 посвящен двум пре-
дельным результатам: центральной предельной тео-
реме для SURE-оценки риска и усиленному закону
больших чисел для этой оценки. В заключении
обсуждаются полученные результаты и возможные
направления дальнейших исследований.

2 Постановка задачи
и обозначения

Рассматривается задача восстановления разре-
женного сигнала в условиях, когда число наблюде-
ний за фиксированный промежуток времени слу-
чайно. Такая ситуация естественно возникает
в задачах, где данные формируются как поток собы-
тий: за интервал времени регистрируется случайное
число измерений, каждое из которых содержит шу-
мовую и, возможно, сигнальную компоненту.

Данная постановка представляет собой есте-
ственное обобщение модели с фиксированным чис-
лом наблюдений, исследованной в работе [12], на
случай, когда объем выборки носит случайный ха-
рактер.

В качестве модели числа наблюдений исполь-
зуется пуассоновский процесс {Nλ(t), t ≥ 0} с ин-
тенсивностью λ > 0. Таким образом, за время t
регистрируется случайное число наблюденийNλ(t).
В качестве асимптотического параметра рассматри-
вается среднее число наблюдений x = λt. Наблю-
дения имеют вид:

Xi = µi + εi, i = 1, Nλ(t) ,

где εi ∼ N (0, σ2) — независимые гауссовские слу-
чайные величины.

Структура сигнала задается в соответствии с раз-
реженной моделью, рассмотренной в работе [12]:

µi = aizi,

где ai ∈ R — детерминированные амплитуды сиг-
нальных компонент; zi ∼ Be(px) — независимые
индикаторы, принимающие значение 1 с вероят-
ностью px и 0 иначе. Случайные величины zi

моделируют наличие редких информативных ком-
понент сигнала. Также подразумевается, что zi

независимы от εi.
Таким образом, наблюдаемый вектор представ-

ляет собой зашумленную разреженную структуру,
в которой значимые компоненты возникают редко
и не имеют фиксированного расположения.

Величина

N0 =

Nλ(t)∑

i=1

zi

задает число ненулевых компонент сигнала.
Разреженность модели задается условием

xpx = o
(
x1−γ

)
, 0 < γ < 1, x→∞. (1)

Это означает, что среднее число ненулевых компо-
нент растет медленнее x1−γ .

Для краткости при x ≥ 1 будем использовать
обозначения

Nx ∼ Pois(x), πx,k := P(Nx = k) = e
−x x

k

k!
,

k = 0, 1, 2, . . .

Такие обозначения используются для распределе-
ния значения пуассоновского процесса Nλ(t) при
среднем числе наблюдений x = λt.

Для заданного порога T > 0 рассматривается
общий класс пороговых функций. Пусть функция
h(u, T ) удовлетворяет следующим условиям:

h(−u, T ) = −h(u, T ), 0 ≤ h(u, T ) ≤ T ;
u ≥ 0;

h(T, T ) = T.

Первое условие означает нечетность функции по
переменной u, второе задает ее ограниченность,
а третье обеспечивает непрерывность соответству-
ющей пороговой функции в точке u = T .

Пороговая функция имеет вид:

p(T, u) =

{
u− h(u, T ), |u| > T ;

0, |u| ≤ T.

Соответствующая оценка сигнальной компоненты
имеет вид:

�µi(T ) = p(T,Xi).

Таким образом, внутри пороговой области наблю-
дение обнуляется, а вне ее подвергается коррек-
тировке, определяемой функцией h. Кроме того,
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далее предполагается, что функция h(u, T ) диффе-
ренцируема по переменной u вне, возможно, ко-
нечного числа точек и для некоторой константы
C > 0 выполнено

∣∣∣∣
∂h

∂u
(u, T )

∣∣∣∣ ≤ CT 2.

В качестве примера приведем мягкую порого-
вую обработку:

p(T, u) =





u− T, u > T ;

u+ T, u < −T ;
0, |u| ≤ T.

Если число наблюдений фиксировано и равноk,
то теоретический риск определяется формулой:

Rk(T ) =
k∑

i=1

E (�µi(T )− µi)
2 .

Классический выбор порога в модели с фик-
сированным числом наблюдений – универсальный
порог

Tu(k) = σ
√
2 lnk,

который обеспечивает подавление шумовых ком-
понент с высокой вероятностью (см., напри-
мер, [1, 14]) и среди «разумных» порогов имеет
максимальное значение. В модели со случайным
числом наблюдений естественно использовать его
аналог, в котором число наблюдений заменяется его
средним значением:

Tu(x) = σ
√
2 lnx, x ≥ 1.

Обозначим через

Tk,min = argmin
0<T≤Tu(k)

Rk(T )

теоретически оптимальный порог в модели с фик-
сированным числом наблюдений k.

Кроме того, для каждого k будем рассматри-
вать несмещенную оценку риска, построенную по
методу Стейна (SURE) [13]:

R̂k(T ) =
k∑

i=1

Fi(T ),

где

Fi(T ) =

=




X2i − σ2, |Xi| ≤ T ;
h2(Xi, T ) + σ

2 − 2σ2 ∂h
∂u
(Xi, T ) , |Xi| > T.

Соответствующий адаптивный порог определяется
как

Tk,S = argmin
0<T≤Tu(k)

R̂k(T ).

В модели со случайным числом наблюдений
риск определяется как математическое ожидание
квадратичной ошибки:

Rx(T ) := E

Nx∑

i=1

(�µi(T )− µi)
2 .

Соответственно, оптимальный порог в модели со
случайным числом наблюдений определяется как

Tx,min = argmin
0<T≤Tu(x)

Rx(T ),

а соответствующий адаптивный порог — как

TNx,S = argmin
0<T≤Tu(x)

R̂Nx
(T ).

Ниже исследуются асимптотические свойства
величин Rx(Tx,min) и R̂Nx

(TNx,S) для пуассонов-
ского процесса {Nλ(t), t ≥ 0} при x = λt→∞.

Замечание 1. Одной и той же буквой (c, C и т. п.)
будут обозначаться некоторые положительные кон-
станты с, возможно, разными значениями.

3 Верхняя оценка риска
при случайном числе
наблюдений

Теорема 1. Пусть выполнено условие разрежен-
ности (1). Тогда существует константа C > 0
такая, что

Rx(Tx,min) ≤ Cx1−γ lnx, x→∞. (2)

Д о к а з а т е л ь с т в о .

Rx(Tx,min) =

=

∞∑

k=0

πx,k E

(
‖�µ(Tx,min)− µ‖2 | Nx = k

)
. (3)

Зафиксируем числа c1 и c2 так, что

0 < c1 < 3− e ; c2 > e− 1.
Разобьем сумму (3) на три части:

Rx(Tx,min) ≤ S1 + S2 + S3,
где

S1 =

⌊c1x⌋∑

k=0

πx,k E

(
‖�µ(Tx,min)− µ‖2 | Nx = k

)
;

S2 =

⌊c2x⌋∑

k=⌊c1x⌋+1

πx,k E

(
‖�µ(Tx,min)− µ‖2 | Nx = k

)
;

S3 =

∞∑

k=⌊c2x⌋+1

πx,k E

(
‖�µ(Tx,min)− µ‖2 | Nx = k

)
.
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Оценка суммы S3.

Как и в [12], для любого порога T ≤ Tu(x) вы-
полняется оценка

Rk(T ) ≤ CkT 2u(x).

Поэтому получаем

Rk(Tx,min) ≤ CkT 2u(x).

Следовательно,

S3 ≤

≤ CT 2u(x)
∞∑

k=⌊c2x⌋+1

kπx,k = CT
2
u(x)

∞∑

k=⌊c2x⌋+1

k
e−xxk

k!
=

=Cx T 2u (x)

∞∑

k=⌊c2x⌋+1

e−xxk−1

(k − 1)! = CxT
2
u (x)

∞∑

k=⌊c2x⌋

πx,k =

= CT 2u(x)xP(ξx ≥ c2x), (4)

где ξx ∼ Pois(x).
Для оценки вероятности применим неравенство

Маркова с функцией g(t) = et:

P(ξx ≥ c2x) = P
(
eξx ≥ ec2x

)
≤ Eeξx

ec2x
.

Но

Eeξx =
∞∑

k=0

eke−x x
k

k!
= e−x

∞∑

k=0

(ex)k

k!
=

= e−xeex = ex(e−1).

Поэтому

P(ξx ≥ c2x) ≤ ex(e−1−c2). (5)

Так как c2 > e − 1, правая часть экспоненциально
стремится к нулю; T 2u(x) = 2σ

2 lnx. Поэтому из (4)
получаем

S3 ≤ Cx ln x e−cx −−−−→
x→∞

0. (6)

Оценка суммы S1.

Аналогично,

S1 ≤ CT 2u (x)
⌊c1x⌋∑

k=0

kπx,k ≤ CT 2u(x)xP(ξx ≤ c1x).

Оценим вероятность. Имеем

P(ξx ≤ c1x) = P(x− ξx ≥ (1− c1)x) ≤
Ee|x−ξx|

e(1−c1)x
.

Осталось вычислить Ee|x−ξx|. Разобьем сумму на
две части:

Ee|x−ξx| =

⌊x⌋∑

k=0

ex−ke−x x
k

k!
+

∞∑

k=⌊x⌋+1

ek−xe−xx
k

k!
=

=

⌊x⌋∑

k=0

(x/e)k

k!
+ e−2x

∞∑

k=⌊x⌋+1

(xe)k

k!
.

Первую сумму оценим сверху:

⌊x⌋∑

k=0

(x/e)k

k!
≤
∞∑

k=0

(x/e)k

k!
= ex/e.

Для второй суммы имеем

e−2x
∞∑

k=⌊x⌋+1

(xe)k

k!
≤ e−2x

∞∑

k=0

(xe)k

k!
=

= e−2xexe = ex(e−2).

Так как e− 2 > 1/e, получаем

Ee|x−ξx| ≤ Cex(e−2)

с некоторой константой C > 0. Следовательно,

P(ξx ≤ c1x) ≤ Cex(e−3+c1). (7)

Поскольку c1 < 3− e, правая часть экспоненциаль-
но убывает, и потому

S1 ≤ Cx lnx e−cx −−−−→
x→∞

0. (8)

Оценка суммы S2.

Для k из промежутка [c1x, c2x] условная квадра-
тичная ошибка имеет тот же порядок, что и в модели
с неслучайным числом наблюдений. Действитель-
но, из результатов [12] следует, что оптимальный
порог в детерминированной модели удовлетворяет
соотношению

Tk,min = σ
√
2γ ln k +O(1), k →∞.

Если c1x ≤ k ≤ c2x, то

ln k = lnx+O(1).

Следовательно,

Tk,min = σ
√
2γ ln k +O(1) = σ

√
2γ lnx+O(1)

и, в частности, порог имеет порядок
√
lnx.

Доказательство оценки риска в [12, теорема 1]
использует только порядок k, степень разрежен-
ности и тот факт, что порог имеет порядок

√
ln k.

50 ИНФОРМАТИКА И ЕЁ ПРИМЕНЕНИЯ том 20 выпуск 3 2026



Асимптотический анализ методов пороговой обработки в разреженных моделях с пуассоновским числом наблюдений

Поэтому те же самые выкладки, проведенные при
c1x ≤ k ≤ c2x, дают равномерно по k ∈ [c1x, c2x]
оценку

E

(
‖�µ(Tx,min)− µ‖2 | Nx = k

)
≤ Cx1−γ lnx.

Отсюда

S2 ≤ Cx1−γ lnx

⌊c2x⌋∑

k=⌊c1x⌋+1

πx,k ≤ Cx1−γ lnx. (9)

Теперь из (6), (8) и (9) следует, что

Rx(Tx,min) ≤ Cx1−γ lnx.

Теорема доказана.

4 Центральная предельная
теорема и усиленный закон
больших чисел для оценки
риска

В данном разделе устанавливаются асимптоти-
ческие свойства оценки риска в модели, где чис-
ло наблюдений задается пуассоновским процессом.
В частности, для этой оценки доказывается цент-
ральная предельная теорема, а также усиленный
закон больших чисел.

Теорема 2. Пусть выполнено условие (1) и 1/2 < γ <
< 1. Тогда

R̂Nx
(TNx,S)−Rx(Tx,min)

σ2
√
2x

=⇒N (0, 1), x→∞. (10)

Д о к а з а т е л ь с т в о . Обозначим через hx(t) ха-
рактеристическую функцию случайной величины
(R̂Nx

(TNx,S) − Rx(Tx,min))/(σ
2
√
2x). Тогда по фор-

муле полной вероятности

hx(t) =
∞∑

k=0

πx,k E

[
exp

{
it

σ2
√
2x

(
R̂k(Tk,S)−

−Rx(Tx,min)

)}]
=

=

∞∑

k=0

πx,k exp

{
it

σ2
√
2x
(Rk(Tk,min)−

−Rx(Tx,min))

}
ϕk

(
t

√
k

x

)
, (11)

где ϕk — характеристическая функция случайной
величины (R̂k(Tk,S)−Rk(Tk,min))/(σ

2
√
2k).

Пустьϕ(t) = e−t2/2— характеристическая функ-
ция стандартного нормального закона. Положим

gx(t) =

∞∑

k=0

πx,k exp

{
it

σ2
√
2x
(Rk(Tk,min)−

−Rx(Tx,min))

}
ϕ

(
t

√
k

x

)
. (12)

Покажем сначала, что

|hx(t)− gx(t)| → 0
при каждом фиксированном t ∈ R. (13)

Из (11) и (12) следует

|hx(t)− gx(t)| ≤
∞∑

k=0

πx,k

∣∣∣∣∣ϕk

(
t

√
k

x

)
− ϕ

(
t

√
k

x

)∣∣∣∣∣ .

Разобьем эту сумму так же, как в теореме 1:

|hx(t)− gx(t)| ≤ A1(x, t) +A2(x, t) +A3(x, t),

где

A1(x, t) =

⌊c1x⌋∑

k=0

πx,k

∣∣∣∣∣ϕk

(
t

√
k

x

)
− ϕ

(
t

√
k

x

)∣∣∣∣∣ ;

A2(x, t) =

⌊c2x⌋∑

k=⌊c1x⌋+1

πx,k

∣∣∣∣∣ϕk

(
t

√
k

x

)
− ϕ

(
t

√
k

x

)∣∣∣∣∣ ;

A3(x, t) =

∞∑

k=⌊c2x⌋+1

πx,k

∣∣∣∣∣ϕk

(
t

√
k

x

)
− ϕ

(
t

√
k

x

)∣∣∣∣∣ .

Так как |ϕk(s)| ≤ 1 и |ϕ(s)| ≤ 1, то

A1(x, t) ≤ 2P(Nx ≤ c1x), A3(x, t) ≤ 2P(Nx ≥ c2x).

Используя уже полученные оценки (5) и (7), полу-
чаем, что обе вероятности стремятся к нулю экспо-
ненциально.

Для A2(x, t) замечаем, что при c1x ≤ k ≤ c2x ар-
гумент t

√
k/x лежит в фиксированном отрезке. Из

доказательства центральной предельной теоремы
для случая с фиксированным числом наблюдений
в [12] следует, что характеристические функции ϕk

сходятся к ϕ равномерно на любом отрезке. По-
этому

sup
c1x≤k≤c2x

∣∣∣∣∣ϕk

(
t

√
k

x

)
− ϕ

(
t

√
k

x

)∣∣∣∣∣→ 0.
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Следовательно,

A2(x, t) ≤ sup
c1x≤k≤c2x

∣∣∣∣∣ϕk

(
t

√
k

x

)
− ϕ

(
t

√
k

x

)∣∣∣∣∣×

×
⌊c2x⌋∑

k=⌊c1x⌋+1

πx,k → 0.

Тем самым (13) доказано.
Теперь перепишем gx(t) в более удобном виде.

Положим

Ux =
Nx

x
, Vx =

RNx
(TNx,min)−Rx(Tx,min)

σ2
√
2x

.

Тогда из (12) имеем

gx(t) = E

[
ϕ
(
t
√
Ux

)
eitVx

]
.

Покажем, что при x→∞

Ux
P−→ 1; Vx

P−→ 0.
Для Ux это очевидно, поскольку Nx/x

п. н.−−→ 1 по
усиленному закону больших чисел для пуассонов-
ского процесса [15].

Для Vx возьмем произвольное ε > 0 и снова
разложим вероятность по трем областям:

P (|Vx| > ε) = B1(x, ε) +B2(x, ε) +B3(x, ε),

где

B1(x, ε) =

=

⌊c1x⌋∑

k=0

πx,k P

(
|Rk(Tk,min)−Rx(Tx,min)|

σ2
√
2x

> ε

)
;

B2(x, ε) =

=

⌊c2x⌋∑

k=⌊c1x⌋+1

πx,k P

(
|Rk(Tk,min)−Rx(Tx,min)|

σ2
√
2x

> ε

)
;

B3(x, ε) =

=

∞∑

k=⌊c2x⌋+1

πx,k P

(
|Rk(Tk,min)−Rx(Tx,min)|

σ2
√
2x

> ε

)
.

Очевидно,

B1(x, ε) ≤ P(Nx ≤ c1x); B3(x, ε) ≤ P(Nx ≥ c2x),
и эти величины стремятся к нулю экспоненциаль-
но аналогично предыдущим рассуждениям. Для
B2(x, ε) используем оценку риска из [12] и (2):

sup
c1x≤k≤c2x

|Rk(Tk,min)−Rx(Tx,min)|
σ2
√
2x

≤

≤ Cx
1−γ lnx√

x
= Cx1/2−γ lnx→ 0,

поскольку γ > 1/2. Значит, начиная с некоторо-
го x0(ε), все вероятности в определении B2(x, ε)
равны нулю. Следовательно, Vx → 0 по вероят-
ности.

Из сходимости (Ux, Vx)→ (1, 0) по вероятности
и ограниченности функции

(u, v) 7→ ϕ(t
√
u)eitv

следует сходимость

gx(t)→ ϕ(t).

Вместе с (13) это дает

hx(t)→ ϕ(t) при каждом t ∈ R.

Это и означает (10). Теорема доказана.

Теорема 3. Пусть выполнено условие (1). Тогда для
любого 0 < γ < 1

R̂Nx
(TNx,S)−Rx(Tx,min)

x

п. н.−−−−→
x→∞

0 .

Д о к а з а т е л ь с т в о : Сначала рассмотрим нату-
ральные значения x, т. е. x = n. Тогда

P

(∣∣∣∣∣
R̂Nn
(TNn,S)−Rn(Tn,min)

n

∣∣∣∣∣ > ε

)
=

= P

(∣∣∣∣∣
R̂Nn
(TNn,S)−Rn(Tn,min)

n

∣∣∣∣∣ > ε,

c1n < Nn < c2n

)
+

+P

(∣∣∣∣∣
R̂Nn
(TNn,S)−Rn(Tn,min)

n

∣∣∣∣∣ > ε, Nn ≤ c1n
)
+

+P

(∣∣∣∣∣
R̂Nn
(TNn,S)−Rn(Tn,min)

n

∣∣∣∣∣ > ε, c2n ≤ Nn

)
≡

≡ pn + qn + rn.

Далее, оценивая qn и rn так же, как в теореме 1,
получаем

∞∑

n=1

(qn + rn) <∞.

Для оценки pn воспользуемся результатами ра-
боты [8]. Согласно лемме 3 и теореме 2 из [8], можно
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выбрать такое α: 0 < α < min(1, 2γ), что найдутся
константы C, c > 0, для которых

pn ≤
[c2n]∑

k=[c1n]

P(Nn = k)×

× P

(∣∣∣∣∣
R̂k(Tk,S)−Rn(Tn,min)

n

∣∣∣∣∣ > ε

∣∣∣∣∣ Nn = k

)
≤

≤ max
[c1n]≤k≤[c2n]

P

(∣∣∣∣∣
R̂k(Tk,S)−Rn(Tn,min)

n

∣∣∣∣∣ > ε

)
≤

≤ C lnn exp
{
− c n

1−α

(lnn)3

}
,

и потому
∞∑

n=1

pn <∞.

Следовательно, по лемме Бореля–Кантелли

R̂Nn
(TNn,S)−Rn(Tn,min)

n
→ 0 п. н. при n→∞.

Теперь перейдем к произвольным x ≥ 1. Пусть
n ≤ x ≤ n+ 1, где n = ⌊x⌋. Положим

�Zx := R̂Nx
(TNx,S)−Rx(Tx,min);

Wx := �Zx − �Zn.

Тогда

Wx =

Nn∑

i=1

(Fi(TNx,S)− Fi(TNn,S))−

− (Rx(Tx,min)−Rn(Tn,min)) +

+

Nx∑

i=Nn+1

Fi(TNx,S) =: A1(x) +A2(x) +A3(x).

Оценка A3(x).
Из условий на h(u, T ) и определения Fi(T ) сле-

дует, что при любом T и любом i

|Fi(T )| ≤ CT 2.
Поскольку TNx,S ≤ Tu(x) и при x ∈ [n, n + 1] вы-
полнено Nx ≤ Nn+1, получаем

sup
n≤x≤n+1

|A3(x)| ≤ CT 2u (n+ 1) (Nn+1 −Nn) .

Здесь

T 2u(n+ 1) = 2σ
2 ln(n+ 1) = O(lnn).

Кроме того, Nn+1 − Nn ∼ Pois(1). Поэтому для
любого δ > 0

∞∑

n=1

P

(
(Nn+1 −Nn) lnn

n
> δ

)
<∞.

По лемме Бореля–Кантелли отсюда следует, что

1

x
sup

n≤x≤n+1
|A3(x)| → 0 п. н.

Оценка A2(x).

По теореме 1 имеем

Rx(Tx,min) ≤ Cx1−γ lnx.

Следовательно,

1

x
sup

n≤x≤n+1
|A2(x)| ≤

1

x
sup

n≤x≤n+1
Rx(Tx,min) +

+
Rn(Tn,min)

n
≤ Cn−γ lnn→ 0 ,

т. е.
1

x
sup

n≤x≤n+1
|A2(x)| → 0 п. н.

Оценка A1(x).

Положим

Vn := sup
n≤x≤n+1

∣∣∣∣∣
Nn∑

i=1

(
Fi(TNx,S)− Fi(TNn,S)

)
∣∣∣∣∣ .

Покажем, что
Vn

n
→ 0 п. н.

Зафиксируем ε > 0. По формуле полной вероят-
ности

P

(
Vn

n
> ε

)
=

∞∑

k=0

πn,k ×

× P

(
sup

n≤x≤n+1

∣∣∣∣∣
1

n

Nn∑

i=1

(Fi(TNx,S)− Fi(TNn,S))

∣∣∣∣∣ >

> ε |Nn = k

)
=:

=: J1(n) + J2(n) + J3(n),

где J1(n), J2(n) и J3(n) отвечают областям k ≤ c1n,
c1n < k ≤ c2n и k > c2n соответственно (c1 и c2
такие же, как в теореме 1).

Так как условные вероятности не превосхо-
дят 1, то

J1(n) ≤ P(Nn ≤ c1n); J3(n) ≤ P(Nn ≥ c2n).

По оценкам (7) и (5) обе эти величины стремятся
к нулю экспоненциально.
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Остается центральная часть J2(n). Зафиксиру-
ем k, где c1n < k ≤ c2n, и положим

p∗k,m := P

(∣∣∣∣∣
1

n

k∑

i=1

(Fi(Tm,S)− Fi(Tk,S))

∣∣∣∣∣ > ε

)
,

m ≥ 0.
Тогда

P

(
sup

n≤x≤n+1

∣∣∣∣∣
1

n

Nn∑

i=1

(Fi(TNx,S)−

− Fi(TNn,S)

)∣∣∣∣∣ > ε
∣∣∣Nn = k

)
=

=

∞∑

m=0

P

(
sup

n≤x≤n+1

∣∣∣∣∣
1

n

k∑

i=1

(Fi(TNx,S)−

− Fi(Tk,S)

)∣∣∣∣∣ > ε
∣∣∣Nn = k,Nx = m

)
×

× P (Nx = m |Nn = k) =

=
∞∑

m=0

P (Nx = m |Nn = k) p
∗
k,m =

=

∞∑

m=0

P (Nx −Nn = m− k |Nn = k) p
∗
k,m =

=

∞∑

m=0

P (Nx −Nn = m− k) =:

=: I1(k, n) + I2(k, n) + I3(k, n),

где I1(k, n), I2(k, n) и I3(k, n) отвечают областям

0 ≤ m < ⌊c1n⌋, ⌊c1n⌋ ≤ m ≤ ⌊c′2n⌋,
m ≥ ⌊c′2n⌋+ 1, c′2 > c2,

а I1(k, n) = 0, поскольку для всех слагаемых в этой
сумме m − k < 0. Так как c′2 > c2, используя рас-
суждения, аналогичные теореме 1, получаем, что
I3(k, n) < Ce−cn.

Далее,

I2(k, n) ≤ max
⌊c1n⌋≤m≤⌊c′2n⌋

p∗k,m.

Следовательно,

J2(n) ≤ max
⌊c1n⌋+1≤k≤⌊c2n⌋

max
⌊c1n⌋≤m≤⌊c′2n⌋

p∗k,m + Ce
−cn.

Теперь снова используем результаты работы [8].
Аналогично можно выбрать такое α из диапазона
(0,min(1, 2γ)), что существуют константы C, c > 0
такие, что равномерно по ⌊c1n⌋ + 1 ≤ k ≤ ⌊c2n⌋,
⌊c1n⌋ ≤ m ≤ ⌊c′2n⌋ выполнено

p∗k,m ≤ C lnn exp
{
− c n

1−α

(lnn)3

}
.

Поэтому

J2(n) ≤ C lnn exp
{
− c n

1−α

(lnn)3

}
+ Ce−cn.

С учетом оценок для J1(n) и J3(n) получаем

P

(
Vn

n
> ε

)
≤ C lnn exp

{
− c n

1−α

(lnn)3

}
+ Ce−cn.

Правая часть суммируема по n, поэтому по лемме
Бореля–Кантелли

Vn

n
→ 0 п. н.

Завершение доказательства.

Положим

Un := Vn + sup
n≤x≤n+1

|A2(x)| + sup
n≤x≤n+1

|A3(x)|.

Тогда из полученных выше оценок следует, что

Un

n
→ 0 п. н.

Кроме того, для n ≤ x ≤ n+ 1 имеем

∣∣ �Zx − �Zn

∣∣ ≤ Un,

т. е.
�Zn − Un ≤ �Zx ≤ �Zn + Un.

Так как n ≤ x ≤ n+ 1, то

�Zn − Un

n+ 1
≤
�Zx

x
≤
�Zn + Un

n
.

Поскольку �Zn/n → 0 п. н. и Un/n → 0 п. н., полу-
чаем

�Zx

x
→ 0 п. н. при x→∞.

Теорема доказана.

5 Заключение

В работе исследована задача пороговой обра-
ботки в разреженной модели с аддитивным гаус-
совским шумом в случае, когда число наблюдений
за фиксированный промежуток времени задается
пуассоновским процессом. В этой постановке риск
определяется как математическое ожидание квад-
ратичной ошибки с учетом случайности числа на-
блюдений.
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Показано, что переход к модели, в которой чис-
ло наблюдений задается пуассоновским процессом,
не меняет главного порядка роста риска: для
оптимального выбора порога сохраняется оценка
порядка x1−γ lnx, где x = λt есть среднее чис-
ло наблюдений. Тем самым установлено, что
в рассматриваемой модели рандомизация числа
наблюдений не нарушает основной асимптотики,
известной для случая фиксированного объема вы-
борки.

Кроме того, для SURE-оценки риска в модели,
порождаемой пуассоновским процессом, доказа-
ны центральная предельная теорема и усиленный
закон больших чисел. Таким образом, основные
предельные свойства, установленные ранее в по-
становке с фиксированным числом наблюдений,
сохраняются и в более общей модели.

Полученные результаты показывают, что асим-
птотическая теория пороговых процедур устойчива
по отношению к рандомизации объема выборки.
Это делает естественным дальнейшее развитие дан-
ного подхода для более общих моделей случайного
числа наблюдений, а также для более сложных схем
шума и зависимостей.
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АНАЛИЗ ЗАГРУЗКИ МНОГОПОЛЬЗОВАТЕЛЬСКОЙ СЕТИ

ПРИ СМЕШАННЫХ СТРАТЕГИЯХ МАРШРУТИЗАЦИИ

Ю. Е. Малашенко1, И. А. Назарова2, М. В. Козлов3

Аннотация: В рамках вычислительных экспериментов изучаются монопольные и смешанные стратегии
управления исходящими узловыми мультипотоками. Анализируются две монопольные схемы диспетче-
ризации межузловых потоков — по кратчайшим маршрутам и по путям следования максимального потока.
Для указанных способов управления формируются нормированные векторы исходящих мультипотоков,
передаваемых в монопольном режиме всем узлам-адресатам. Определяются характеристические векторы
загрузки ребер при прохождении по сети нормированных мультипотоков из вершин-источников. Для
оценки загрузки сети при использовании смешанных методов диспетчеризации строятся выпуклые ком-
бинации построенных характеристических векторов. Для всех характеристических векторов вычисляются
среднеквадратичные отклонения значений компонент, относительные коэффициенты вариации и вели-
чина максимального превышения среднего уровня загрузки ребер. Проводится сравнительный анализ
агрегированных функциональных показателей для каждого узла и предложенных способов маршрути-
зации. Изучается влияние узловых мультипотоков на общую загрузку сети. Определяются возможные
точки перегрузки и узкие места сети. Результаты экспериментов проиллюстрированы специальными
диаграммами.

Ключевые слова: многопродуктовая модель; исходящий узловой мультипоток; распределение загрузки
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1 Введение

В рамках формализма математической моде-
ли передачи многопродуктового потока изучаются
различные стратегии маршрутизации для много-
пользовательской сетевой системы. Для оценки
функциональных характеристик сети вводится по-
нятие мультипотока [1] как совокупности межуз-
ловых потоков, исходящих одновременно из уз-
ла-источника всем узлам-приемниками. В рамках
вычислительного эксперимента формируются ха-
рактеристические векторы загрузки ребер сети
и другие показатели работоспособности систе-
мы [2]. Полученные массивы данных дают возмож-
ность количественно анализировать распределение
нагрузки для нормированных межузловых мульти-
потоков. Рассматриваются две схемы диспетчери-
зации в монопольном режиме [3] — по кратчайшим
маршрутам и по пути следования максимального
потока.

В настоящей работе исследуется смешанная
стратегия управления исходящими мультипотока-
ми: для каждого узла сети характеристический
вектор строится как выпуклая комбинация нор-
мированных межузловых мультипотоков, переда-
ваемых в монопольном режиме как по крат-
чайшим путям, так и по пути транспортировки

максимального потока. Для оценки нагрузки на
сеть для всех характеристических векторов вычис-
ляются среднеквадратичные отклонения значений
компонент, коэффициенты вариации, величины
максимального превышения среднего уровня за-
грузки ребер и пр. Полученные результаты позволя-
ют сравнивать функциональные возможности сети
для различных сценариев маршрутизации мульти-
потока. Вычислительные эксперименты проводи-
лись методами потокового программирования [4,5]
на сетях с различными структурными особенно-
стями и одинаковой суммарной пропускной спо-
собностью ребер. Алгоритмы поиска кратчайших
путей, маршрутов максимальных потоков для всех
пар узлов, а также построение векторных много-
параметрических характеристик имеют полиноми-
альную сложность [6].

2 Математическая модель

Для описания многопользовательской сетевой
системы связи воспользуемся следующей матема-
тической записью модели передачи многопродук-
тового потока (далее — М-модель). СетьG задается
множествами 〈V, R, U, P 〉: узлов (вершин) сетиV =
= {v1, v2, . . . , vn, . . . , vN}; неориентированных ре-

1Федеральный исследовательский центр «Информатика и управление» Российской академии наук, malash09@ccas.ru
2Федеральный исследовательский центр «Информатика и управление» Российской академии наук, irina-nazar@yandex.ru
3Федеральный исследовательский центр «Информатика и управление» Российской академии наук, kztmp2@ccas.ru
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бер R = {r1, r2, . . . , rk, . . . , rE}; ориентированных
дуг U = {u1, u2, . . . , uk, . . . , u2E}; пар узлов-коррес-
пондентов P = {p1, p2, . . . , pM}. Предполагается,
что в сети отсутствуют петли и сдвоенные ребра.

Ребро rk ∈ R соединяет смежные вершины vnk

и vjk
. Каждому ребру rk ставятся в соответствие две

ориентированные дуги uk и uk+E из множества U .
Дуги {uk, uk+E} определяют прямое и обратное
направление передачи потока по ребру rk между
концевыми вершинами vnk

и vjk
. Для каждой

вершины vn формируется список K(n) номеров
инцидентных ей ребер: K(n) = {k1, k2, . . . , ka(n)},
где a(n)— число инцидентных ребер для vn.

В многопользовательской сети G рассматрива-
етсяM = N(N −1)независимых, невзаимозаменя-
емых и равноправных межузловых потоков различ-
ных видов. Каждой паре узлов-корреспондентов pm

из множества P соответствуют: вершина-источник
с номером sm, из sm входной поток m-го вида по-
ступает в сеть; вершина-приемник с номером tm,
из tm поток m-го вида покидает сеть.

Обозначим через zm величину межузлового по-
тока m-го вида, поступающего в сеть через узел
с номером sm и покидающего сеть из узла с номе-
ром tm; xmk, xm(k+E) — поток m-го вида, который
передается по дугам uk и uk+E согласно направле-
нию передачи, xmk ≥ 0, xm(k+E) ≥ 0, m = 1,M ,
k = 1, E; S(vn) — множество номеров исходящих
дуг, по ним поток покидает узел vn; T (vn) — мно-
жество номеров входящих дуг, по ним поток по-
ступает в узел vn. Состав множеств S(vn) и T (vn)
однозначно определяется в ходе выполнения сле-
дующей процедуры. Пусть некоторое ребро rk ∈ R
соединяет вершины с номерами n и j, такими что
n < j. Тогда ориентированная дуга uk = (vn, vj),
направленная из вершины vn в vj, считается ис-
ходящей из вершины vn и ее номер k заносится
в множество S(vn), а дуга uk+E, направленная из vj

в vn, — входящей для vn и ее номер k+E помещается
в список T (vn). Дуга uk является входящей для vj,
и ее номер k попадает в T (vj), а дуга uk+E — исхо-
дящей, и номер k+E вносится в список исходящих
дуг S(vj).

Во всех узлах сети vn ∈ V , n = 1, N , для каждого
вида потока должны выполняться условия сохране-
ния потоков:

∑

i∈S(vn)

xmi −
∑

i∈T (vn)

xmi =

=





zm, если vn = vsm
;

−zm, если vn = vtm
;

0 в остальных случаях,

n = 1, N, m = 1,M, xmi ≥ 0, zm ≥ 0. (1)

Величина zm равна входному межузловому потоку
m-го вида, проходящему от источника sm к при-
емнику tm пары pm при распределении потоков
{xmi} = x по дугам сети.

Каждому ребру rk ∈ R приписывается неот-
рицательное число dk — суммарный предельно
допустимый поток, который можно передать по
ребру rk в обоих направлениях. В исходной се-
ти компоненты вектора пропускных способностей
d = (d1, d2, . . . , dk, . . . , dE) — положительные чис-
ла dk. Вектор d ограничивает сумму потоков всех
видов, передаваемых по ребру rk одновременно:

M∑

m=1

(xmk + xm(k+E)) ≤ dk, xmk ≥ 0,

xm(k+E) ≥ 0, k = 1, E. (2)

Вектор y = (y1, y2, . . . , yk, . . . , yE) с компонен-
тами

yk =

M∑

m=1

(xmk + xm(k+E)), xmk ≥ 0,

xm(k+E) ≥ 0, k = 1, E,
характеризует загрузку ребра и определяет требова-
ния к пропускной способности — ресурсам — сети
при передаче межузловых потоков zm, m = 1,M .

Условия (1) и (2) задают множество допусти-
мых значений вектора межузловых потоков z =
= (z1, z2, . . . , zm, . . . , zM ):

Z(d) = {z ≥ 0 | E x ≥ 0 : (z,x)
удовлетворяют (1), (2)}.

Для каждой вершины vn ∈ V , n = 1, N , вво-
дится подмножество P (vn) пар-корреспондентов,
для которых vn служит узлом-источником: P (vn) =
= {pm|sm = n, tm 6= n, tm = 1, N}, и определяется
список номеров M(n) пар pm, входящих в подмно-
жество P (vn): M(n) = {m|pm ∈ P (vn)}. Для каждо-
го n, n = 1, N , список M(n) содержит N − 1 эле-
мент. Для каждой вершины vn формируется вектор
исходящих межузловых потоков (далее — VMS-век-
тор, от английского vertex-multistream), или вектор
мультипотока

~z(n) = {zm|pm ∈ P (vn)}.

3 Загрузка сети
при маршрутизации
по пути передачи
максимального потока

Сравнительный анализ способов маршрутиза-
ции передачи потоков проводится в рамках вычис-
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лительных экспериментов. При подготовке расчет-
ных данных для каждой пары узлов-корреспонден-
тов независимо определяется величина максималь-
ного потока и путь его передачи в монопольном
режиме. Задается исходная сеть G(0), пропускные
способности dk(0), k = 1, E, и предполагается, что
между парой узлов pm ∈ P передается поток m-го
вида. В исходной сети G(0) для каждой фикси-
рованной пары pm независимо и последовательно
подсчитывается максимальный поток zm, переда-
ваемый в монопольном режиме из sm в tm.

Задача 1. Для некоторого pm ∈ P найти

z0m(0) = max
Z(d),x

zm

при условиях (1), (2), zi = 0 для i 6= m, pi ∈ P .

Решение задачи 1 — величина максимального
потока z0m(0) для выделенной пары узлов-коррес-
пондентов pm и соответствующие значения дуговых
потоков:

x0mk(0) ≥ 0, k = 1, 2E.

Определяются реберные загрузки y0k(0) и список
номеров ребер, для которых при передаче межузло-
вого потока z0m(0) величина загрузки y0k(0) положи-
тельна:

L(m) =

= {k|y0k(0) = x0mk(0)+x
0
m(k+E)(0) > 0, k = 1, E}.

Для каждой фиксированной пары pm рассмат-
ривается набор ребер Rm, образующих марш-
руты передачи максимального потока z0m(0) (да-
лее — MFT-маршрут, от английского maximum flow
transmission) из узла sm в узел tm: Rm = {rk|k ∈
∈ L(m)}. После решения последовательности за-
дач 1 для всех pm ∈ P устанавливаются нормиру-
ющие коэффициенты

ω0m(0) =
1

z0m(0)
, z0m(0) 6= 0, m = 1,M, (3)

и вычисляются нормированные дуговые потоки:

x0mk = ω
0
m(0)x

0
mk(0), m = 1,M, k = 1, 2E. (4)

Согласно условиям нормировки для дуговых пото-
ков (3), при передаче соответствующих x0mk по реб-
рам сети межузловой поток z0m из узла sm в узел tm
равен единице для всех pm ∈ P .

На основании решения задачи 1 для каждой
вершины vn строится нормированный вектор исхо-
дящего мультипотока, т. е.

~z0(n) = {z0m(n)|z0m(n) = 1, pm ∈ P (vn)}. (5)

Для нормированных дуговых потоков (4) и каждого
нормированного VMS-вектора ~z0(n) (5) вычисля-
ется загрузка k-го ребра сети:

y0k(n) =
∑

m∈M(n)

(
x0mk + x

0
m(k+E)

)
, n = 1, N. (6)

Формируются характеристические MFT-векторы
загрузок:

~y0(n) = (y01(n), . . . y
0
k(n), . . . , y

0
E(n)), n = 1, N. (7)

4 Загрузка сети при передаче
мультипотока
по кратчайшим маршрутам

Для оценки загрузки ребер в сети G(0) для не-
которой пары узлов pm = (sm, tm), pm ∈ P , при
передаче межузлового потока zm находятся все
пути, содержащие минимальное число ребер (да-
лее — SPT-маршруты, от английского shortest path
transmission). Определяется множество наборов но-
меров дуг Hm(0), которые входят в SPT-маршруты
для m-го вида потока:

Hm(0) =
{
h1m(0), h

2
m(0), . . . , h

j
m(0), . . . , h

Jm(0)
m (0)

}
,

где hj
m(0) — список номеров дуг в j-м пути в се-

ти G(0) между узлами sm и tm; Jm(0) — число
SPT-маршрутов для m-й пары.

Для пары pm, pm ∈ P , по всем маршрутам из
списка Hm(0) передается межузловой поток, рав-
ный единице, и для каждой k-й дуги, k = 1, 2E,
подсчитывается значение индикаторной функции

ηj
k(m) =

{
1, если k ∈ hj

m(0);

0 в остальных случаях.

Для пары pm подсчитываются дуговые потоки

x∗mk(0) =

Jm(0)∑

j=1

ηj
k(m), m = 1,M, k = 1, 2E. (8)

Межузловой поток z∗m(0) по SPT-маршрутам
между узлами sm и tm вычисляется по формулам (1)
и (8). Рассчитывается нормирующий коэффициент

ω∗m(0) =
1

z∗m(0)
, z∗m(0) 6= 0, m = 1,M,

и дуговые потоки

x∗mk = ω
∗
m(0)x

∗
mk(0), m = 1,M, k = 1, 2E. (9)
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При передаче всех потоков x∗mk по ребрам сети из
узла sm в узел tm поступает равный единице меж-
узловой поток z∗m для всех pm ∈ P . Распределение
межузловых потоков z∗m определяется с помощью
дуговых потоков x∗mk вдоль SPT-маршрутов.

На основании дуговых потоков x∗mk для каждой
вершины vn формируется нормированный вектор
исходящего мультипотока:

~z∗(n) = {z∗m(n)|z∗m(n) = 1, pm ∈ P (vn)}. (10)

Для дуговых потоков (9) и каждого VMS-векто-
ра ~z∗(n) (10) вычисляется загрузка k-го ребра сети:

y∗k(n) =
∑

m∈M(n)

(x∗mk + x
∗
m(k+E)), n = 1, N . (11)

Характеристический SPT-вектор загрузок

~y∗(n) = (y∗1(n), . . . y
∗
k(n), . . . , y

∗
E(n)), n = 1, N , (12)

определяет распределение загрузки ребер сети при
одновременной передаче из узла vn всех исходящих
межузловых VMS-потоков z∗m = 1, m ∈M(n).

5 Анализ распределения
реберных загрузок

Вычислительные эксперименты проводились на
моделях сетевых систем, представленных на рис. 1.
В каждой сети имеются 69 узлов. Пропускные спо-
собности ребер dk(0) равномерно распределены на
отрезке [900, 999]. В ходе исследования была сде-
лана нормировка, и потому суммарная пропускная
способность в обеих сетях одинакова:

E∑

k=1

dk(0) = D(0) = 68 256.

Для характеристических векторов y∗(n) и y0(n)
оценивалось распределение загрузки ребер сети при

передаче в монопольных режимах нормированных
VMS-векторов потоков ~z∗(n) и ~z0(n). Согласно (6)
и (11), для каждого n = 1, N подсчитываются зна-
чения компонент y∗k(n) и y0k(n), k = 1, E, и длина
(норма) векторов ~y∗(n) и ~y0(n):

|~y(·)(n)| =
[

E∑

k=1

(y
(·)
k (n))

2

]1/2
, n = 1, N .

Вычисляется средняя загрузка ребра при передаче
потока ~z(·)(n):

“y(·)(n) =
1

E

E∑

k=1

y
(·)
k (n), n = 1, N.

Величина “y(·)(n) — среднее значение загрузки ре-
бра при одновременной передаче из узла vn нор-
мированного вектора мультипотока ~z(·)(n) всем
адресатам в монопольном режиме по SPT- или
MFT-маршрутам соответственно. Определяется
среднеквадратичное отклонение

σ(·)(n) =

[
1

E

E∑

k=1

(y
(·)
k (n)− “y(·)(n))2

]1/2
, n = 1, N .

Диаграммы на рис. 2 характеризуют норму век-
торов загрузок в базовой и кольцевой сетях. По
вертикальной оси откладываются значения |~y∗(n)|,
а по горизонтальной — |~y0(n)| для узла vn. Точ-
ки на диаграмме соответствуют вершинам. На
рис. 2, а для базовой сети точки лежат ниже бис-
сектрисы первого ортанта, поскольку при передаче
максимального потока используются обходные пу-
ти с большим числом ребер. В кольцевой сети 2, б
присутствует больше ребер, меньше разброс в длине
маршрутов передачи потоков, поэтому по сравне-
нию с рис. 2, а точки на рис. 2, б располагаются
ближе к биссектрисе и началу координат.

Диаграммы на рис. 3 дают возможность срав-
нивать SPT- и MFT-стратегии для базовой и коль-

Рис. 1 Базовая (а) и кольцевая (б) сети
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Рис. 2 Норма векторов загрузок в базовой (а) и кольцевой (б) сетях

Рис. 3 Среднеквадратичное отклонение загрузки при различных способах маршрутизации в базовой (а) и кольце-
вой (б) сетях

цевой сетей. По вертикальной оси откладывают-
ся значения σ∗(n) при передаче нормированного
вектора потоков ~z∗(n) из узла vn при SPT-марш-
рутизации, по горизонтальной — σ0(n) при MFT-
маршрутизации. Точки на диаграммах отвечают
вершинам сети. На рис. 3, а для базовой сети точки
расположены вблизи биссектрисы, и нельзя гово-
рить о доминировании одного из способов марш-
рутизации. На рис. 3, б для кольцевой сети можно
увидеть, что SPT-маршрутизация приводит к боль-
шему разбросу значений загрузок.

Для оценки возможных загрузок при смешан-
ных стратегиях маршрутизации используется вы-
пуклая комбинация характеристических векторов
~y0(n) и ~y∗(n):

~y(γ(n)) = γ(n)~y0(n) + (1− γ(n))~y∗(n) =
= ~y∗(n) + γ(n)(~y0(n)− ~y∗(n)),

0 ≤ γ(n) ≤ 1, n = 1, N.

Вектор ~y(γ(n)) характеризует нагрузки при исполь-
зовании смешанной стратегии маршрутизации (да-
лее — MIXT-вектор загрузок, от английского mixed
transmission).

Для смешанной стратегии маршрутизации —
MIXT-вектора загрузок — вычисляется значе-
ние γ+(n), при котором достигается мини-
мальная величина оценки среднеквадратичного
отклонения.

Задача 2. Для каждого n найти γ+(n), при котором
достигается

σ(γ+(n)) = min
0≤γ(n)≤1

σ(γ(n)), n = 1, N.

Значения γ+(n), n = 1, N , упорядочиваются по ве-
личине от большего к меньшему и перенумеровыва-
ются согласно порядку: {γ+(i)}: γ+(i) ≥ γ+(i + 1),
i = 1, N − 1. На рис. 4 представлены диаграммы
для базовой и кольцевой сетей. По горизонтальной
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Рис. 4 Значения γ+(n), при которых достигается минимальная величина оценки среднеквадратичного отклонения
в базовой (а) и кольцевой (б) сетях

оси откладываются относительные номера i/N , по
вертикальной — значения γ+(i).

На рис. 4, а для базовой сети минимальное зна-
чениеσ(γ) достигается для 35% узлов при использо-
вании монопольной MFT-стратегии и для 20% при
выборе SPT-стратегии. Для 45% вершин минималь-
ное значение σ(γ) реализуется для 0 < γ+(n) < 1,
что соответствует смешанной стратегии.

На рис. 4, б для кольцевой сети для почти 60%
узлов использование монопольной MFT-стратегии
приводит к минимальному разбросу реберной за-
грузки. Кроме того, в кольцевой сети значение γ+

превосходит 0,6 для всех узлов. Таким образом,
вклад SPT-стратегии при формировании смешан-
ной стратегии невелик. Как следует из рис. 3,
разброс σ(n) для кольцевой сети достаточно мал,
анализ значений γ+ дает возможность отследить
эту разницу и сравнить стратегии.

Для каждого узла определяется коэффициент
вариации при передаче нормированного мультипо-
тока ~z(·)(n):

µ(·)(n) =
σ(·)(n)

“y(·)(n)
, n = 1, N.

На рис. 5 представлены диаграммы коэффи-
циента вариации для базовой и кольцевой сетей.
По горизонтальной оси откладываются значения
µ0(n), по вертикальной — µ∗(n). Точки на диаграм-
мах соответствуют узлам сети.

Из диаграмм рис. 5 как для базовой, так и для
кольцевой сетей видно, что отклонения при SPT-
стратегии значительно больше, чем при MFT-стра-
тегии. Маршрутизация SPT использует меньше
ребер, вследствие чего суммарная нагрузка также
оказывается меньше. На диаграммах большинство
точек-узлов лежит выше биссектрисы, хотя средне-
квадратичные значения почти совпадают.

Рис. 5 Коэффициент вариации для базовой (а) и кольцевой (б) сетей
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Рис. 6 Максимальные превышения загрузки ребер в базовой (а) и кольцевой (б) сетях

Для каждого характеристического вектора ~y∗(n)
и ~y0(n) ((7), (12)) для каждого узла определяется ко-
эффициент максимального превышения загрузки
ребер (далее — MEX-превышение, от английского
max excess) при передаче нормированного мульти-
потока ~z(·)(n):

∇(·)(n) = max
k=1,E

[
y
(·)
k (n)

“y(·)(n)

]
, n = 1, N.

Безразмерная относительная величина MEX-пре-
вышения показывает, во сколько раз максимальная
реберная загрузка превышает среднее значение ха-
рактеристического вектора для данного узла при
различных стратегиях.

На рис. 6 представлены диаграммы MEX-пре-
вышений для базовой и кольцевой сетей. По гори-
зонтальной оси откладываются значения∇0(n), по
вертикальной — значения∇∗(n). Точки на диаграм-
мах соответствуют узлам сети. Приведенные диа-
граммы позволяют проследить, как меняются пере-
грузки при различных стратегиях маршрутизации.
Из диаграмм рис. 6 следует, что как для базовой,
так и для кольцевой сети существует большое чис-
ло узлов, для которых значения∇∗(n) значительно
превышают ∇0(n). При передаче нормированного
мультипотока с единичными компонентами из та-
ких узлов существуют ребра с большой загрузкой.
На рис. 6, б для кольцевой сети точки-узлы значи-
тельно удалены от биссектрисы, поскольку сред-
ние значения меньше, а кратчайшие пути содержат
меньше ребер. На рис. 6, а для базовой сети разброс
точек-узлов не так велик, но все же значителен.

6 Заключение

Вычислительные эксперименты, проведенные
на основе нормированных узловых мультипотоков,

позволили осуществить детальный сравнительный
анализ распределения реберных загрузок. Результа-
ты показали, что для некоторых групп узлов более
эффективны монопольные стратегии, а для дру-
гих наилучшие показатели удается получить с по-
мощью смешанных схем маршрутизации. Характе-
ристические векторы — загрузка ребер — заметно
отличаются при различных способах маршрутиза-
ции. Использовались различные параметры оценки
разброса величины компонент каждого характери-
стического вектора. Разброс численных значений
коэффициента вариации дает возможность точнее
разделить узлы на отдельные группы по нагрузке
на сеть, особенно при SPT-стратегиях. При вычис-
лении максимального превышения для компонент
характеристических векторов были найдены ребра
с загрузкой, на порядок большей, чем средний по-
казатель по сети. На практике такие ребра можно
рассматривать как «узкое место» при передаче со-
ответствующего потока.

Полученные агрегированные значения парамет-
ров для разных характеристических векторов позво-
ляют анализировать сетевую систему при передаче
всех нормированных единичных мультипотоков из
всех узлов всем адресатам одновременно. Пред-
ставленные результаты лежат в русле работ [7–12],
предлагаются различные модели распределения по-
токов и подходы к анализу пропускной способ-
ности.
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MULTIUSER NETWORK LOAD ANALYSIS

UNDER MIXED ROUTING STRATEGIES
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Moscow 119333, Russian Federation

Abstract: Within computational experiments, monopolistic and mixed routing strategies for outgoing nodal
multiflows in multiuser network systems are studied. Two basic monopolistic dispatching schemes for internodal
flows are analyzed: routing along shortest paths and routing along maximum flow transmission paths. For each
strategy, normalized vectors of outgoing multiflows — transmitted in a monopolistic mode from every source
node to all destination nodes — are formulated. The characteristic vectors of edge loading are determined
when normalized multiflows from source vertices pass through the network. To evaluate network performance
under mixed dispatching strategies, convex combinations of these characteristic vectors are constructed. For all
characteristic vectors, the standard deviations of component values, the relative coefficients of variation, and the
magnitude of the maximum excess of the average edge loading level are calculated. A comparative analysis of the
aggregated functional indicators for each node and the proposed routing methods is carried out. The impact of
nodal multiflows on overall network load is investigated and potential overload points and bottlenecks are identified.
The experimental results are illustrated using specialized diagrams.
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ИНТЕРПРЕТАЦИЯ КЛАСТЕРНОЙ СТРУКТУРЫ ДАННЫХ

НА ОСНОВЕ ЭЛЛИПСОИДОВ

М. П. Кривенко1

Аннотация: Рассматриваются эквивалентные определения эллипсоидов, а также постановки задач анали-
тической геометрии, нацеленные на интерпретацию кластерной структуры данных. Дается обоснование
алгоритмов их решения. Обсуждаются два примера из области анализа данных. В их основе лежит модель
смеси нормальных распределений. Для интерпретации кластеров данных, соответствующих элементам
смеси, привлекаются эллипсоиды. Первый пример посвящен моделированию референсных значений
путем описания эмпирического распределения многомерных данных о пациентах, включающих возраст
и измерения биомаркеров PSA (Prostate-Specific Antigen). Предложенные решения на базе смеси демон-
стрируют отчетливые преимущества, а также позволяют напрямую использовать методы визуализации
на основе эллипсов для выявления специфических особенностей объекта исследований. Во втором при-
мере рассматривается консолидирующий метод анализа лонгитюдных данных, когда серия многомерных
характеристик некоторого объекта составляет единый вектор наблюденных значений. Для демонстрации
появляющихся возможностей анализа данных решается задача ранней диагностики рака с использова-
нием биомаркеров PSA. Преимущество консолидирующего метода подтверждается с помощью высокой
степени отделимости наборов кластеров-элементов смеси, измеренной числом попарных пересечений
соответствующих эллипсоидов. Анализ степени пересеченности наборов эллипсоидов для различных
классов диагнозов может также стать источником для выявления вклада отдельных кластеров данных
в ошибки классификации.

Ключевые слова: смесь нормальных распределений; представление эллипсоидов; алгоритмы обработки
эллипсоидов; референсные значения; классификация серийных данных; лонгитюдный анализ; консоли-
дирующий подход
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1 Введение

При классификации данных и аппроксимации
их распределений важную роль играет модель ко-
нечной смеси распределений, когдаn-мерная плот-
ность распределения представима в виде

f(x) =

k∑

j=1

pjg(x,ϑj).

В этой модели неизвестными могут быть все или
часть следующих характеристик (параметров сме-
си): число k элементов смеси, а также вероят-
ности pj появления и параметры ϑj распределений
элементов смеси. В ходе исследовательского (раз-
ведочного) этапа анализа n-мерных данных, как
правило, в качестве g(x,ϑj) принимается нормаль-
ная плотность, т. е.

g(x,ϑj) = ϕ(x,µj ,›j).

Общие вопросы построения и применения модели
смеси, описание подходов к оцениванию ее пара-
метров, изложение алгоритмов обработки данных
представлены в ряде источников. Данная работа

нацелена на формирование первоначального пред-
ставления о структуре совокупности выявленных
групп данных — кластеров, отвечающих отдельным
элементам смеси, и посвящена приемам интерпре-
тации получающихся результатов анализа данных.
Поэтому ключевыми из имеющихся публикаций
оказываются [1–5].

Для характеризации отдельного j-го кластера
предлагается использовать поверхность с равными
для ее точек значениями плотности распределения
вида

1

(2π)n/2|›j |1/2
exp

(
−(x− µj)

T›−1j

x− µj

2

)
=

= const

или, что то же самое, при некотором ρ

(x− µj)
T›−1j (x− µj) = ρ, ρ > 0 . (1)

Если для нормального распределения задаться ве-
роятностью P ∈ (0, 1) попадания в область, ограни-
ченную поверхностью (1), то параметр ρ находится
из уравнения

Pr
{
χ2n ≤ ρ

}
= P ,

1Федеральный исследовательский центр «Информатика и управление» Российской академии наук, mkrivenko@ipiran.ru
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где χ2n — случайная величина, имеющая хи-квад-
рат-распределение с n степенями свободы. Поверх-
ность вида (1) носит название эллипсоида равной
плотности распределения (или просто эллипсоида
равной вероятности).

2 Эквивалентные определения
эллипсоида

В качестве основы удобнее принять определение
n-мерного эллипсоида E в виде

E ≡ (x− c)TA(x− c) ≤ 1 ,

гдеA ≻ 0, т. е. положительно определена. Если при
этом A — несимметричная матрица, то, рассмот-
рев симметричную матрицу (1/2)(A+AT), которая
также положительно определена, получим, что ле-
вая часть останется без изменений после заменыA
на (1/2)(A + AT). Таким образом, можно счи-
тать, что в определениях эллипсоида матрицаA не
только положительно определенная, но и симме-
тричная.

В случае нормального распределения j-го эле-
мента смеси для совокупности внутренних точек
эллипсоида равной вероятности примем обозначе-
ние:

Eρ ≡ (x− c)TA(x− c) ≤ ρ ,
где A = ›−1j ; c = µj . Такое определение Eρ экви-
валентно E и указывает на связь с нормальным
распределением, уточняя область его использова-
ния.

Приведем другие эквивалентные формы записи
эллипсоидов. Интересные сами по себе, они играют
важную роль при получении теоретических резуль-
татов и выработке рекомендаций вычислительного
характера, позволяют корректно интерпретировать
совокупности эллипсоидов равной вероятности.

Для симметричной положительно определен-
ной матрицы A существует спектральное разло-
жение

A = Q›2QT,

где QQT = I; › = diag(σ1, . . . , σn) при σi > 0 ∀ i.
Тогда после подстановки разложенияA имеем:

E ≡
{
x|(x− c)TQ›2QT(x− c) ≤ 1

}
(2)

или
E ≡

{
x| ‖ ›UT(x− c) ‖≤ 1

}
.

Обозначив w = ›QT(x− c), получаем

E ≡
{
x|x = c+Q›−1w, ‖ w ‖≤ 1

}
. (3)

В более общем виде: если A представима с по-
мощью невырожденной квадратной матрицы B

в виде
A = BBT ,

а сингулярное разложениеB есть

B = Q›VT ,

то
A = Q›2QT ,

Тогда в терминах матрицы B с учетом обозначения
B−T = (B−1)T = (BT)−1 соотношения (2) и (3)
принимают вид:

E ≡
{
x|(x− c)TBBT(x− c) ≤ 1

}
;

E ≡
{
x| ‖ BT(x− c) ‖≤ 1

}
;

E ≡
{
x|x = c+B−Tw, ‖ w ‖≤ 1

}

после замены w = BT(x− c).





(4)

МатрицаB может быть факторизована как

B = LQ ,

гдеL— нижняя треугольная матрица с положитель-
ными диагональными элементами, а Q — ортого-
нальная. Тогда

A = BBT = LLT ,

что дает факторизацию Холецкого. Соответствен-
но, действуют эквивалентные определения элли-
псоидов:

E ≡
{
x|(x− c)TLLT(x− c) ≤ 1

}
;

E ≡
{
x| ‖ LT(x− c) ‖≤ 1

}
;

E ≡
{
x|x = c+ L−Tw, ‖ w ‖≤ 1

}

после замены w = BT(x− c).

Смысл приведенных вариаций в том, что с вы-
числительной точки зрения более эффективно ис-
пользовать представление эллипсоида с помощью
представления Холецкого в терминах c иL, а также
хранить L в упакованном формате. Если эллипсо-
ид E1, заданный с помощью c1 и L1, модифици-
руется так, чтобы получить эллипсоид E2, опреде-
ляемый через c2 и B2 (т. е. полную матрицу), то
представление в терминах L2 эффективно и точно
вычисляется с помощью LQ-алгоритма. Оказыва-
ется, что гораздо точнее получатьL2 по LQ-алгорит-
му, чем с помощью представления Холецкого для
A = B2B

T
2 . Описанные в [6] процедуры использу-

ют LQ-алгоритмы и избегают формированияA.
Рассмотрим линейное преобразование данных

вида
y =MT(x− b),
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где вектор b и невырожденная квадратная матри-
ца M заданы. Оно переводит эллипсоид также
в эллипсоид. Действительно, если использовать
представление (4) и вид обратного преобразования

x = b+MTy ,

то для получения нужного образа

“E ≡
{

y| ‖ “BT(“y − “c) ‖≤ 1
}

достаточно в исходное представление внести сле-
дующие изменения:

BT(x− c) = BTx−BTb−BTc+BTb =

= BTM−TMT(x− b)−BTM−TMT(c − b) =

= BTM−TMT(x− b)−BTM−TMT(c − b) =

=
(
M−1B

)T (
MT(x− b)−MT (c− b)

)

и положить

“B ≡M−1B; “c ≡MT(c − b).

3 Задачи на эллипсоиды

3.1 Экстремальные значения координат
эллипсоида

Сначала определим их, решив более общую за-
дачу ортогональной проекции эллипсоида на пря-
мую L ≡ {x|x = x0 + sv}, заданную точкой x0,
направляющим вектором v и параметром s. Для
произвольной точки x ее ортогональной проекции
на прямую L соответствует параметр

s =
vT(x− x0)

vTv
.

Если x принадлежит эллипсоиду

E ≡
{
x|x = c+ L−Ty, ‖ y ‖≤ 1

}
,

то для ‖ y ‖≤ 1

s =
vT(L−Ty + c− x0)

vTv
= s0 +wTy ,

где s0 = vT(c−x0)/(v
Tv); w = L−1v/(vTv). Отсю-

да следует, что ортогональные проекции соответ-
ствуют интервалу

[s−, s+] = [s0− ‖ w ‖, s0+ ‖ w ‖] .

Полученные результаты позволяют найти орто-
гональные проекции на оси координат, что дает

границы области, в которую вписан заданный эл-
липсоид. Эти рамки также можно получить путем
прямого решения набора оптимизационных задач.
Для этого рассмотрим эллипсоид в виде

Eρ ≡ (x− c)TA(x− c) ≤ ρ

или
uTAu ≤ ρ,

гдеu = x−c. Необходимо решитьnоптимизацион-
ных задач видаminuTAu≤ρ ul. Согласно теореме [7,
гл. 1, § 3.2.1] для функции Лагранжа

φ(u, r, s) = rul + s
(
uTAu− ρ

)

существует такой вектор множителей Лагранжа
(r, s) 6= 0, что для φ(u, r, s) и точки локального
экстремума �u выполняются условия:

– стационарности

∂φ

∂ui

∣∣∣
�u
= 0 или 2sA�u = −re(l) , i = 1, n, (5)

где

e
(l)
i =

{
1, i = l ;

0, i = 1, l − 1, i = l+ 1, n ;

– дополняющей нежесткости

s
(
�uTA�u− ρ

)
= 0 ; (6)

– неотрицательности

s ≥ 0.

Если r = 0, то согласно (5) и s = 0, что проти-
воречит условию (r, s) 6= 0. Следовательно, r 6= 0
и можно положить r = 1. Пусть s = 0 при r = 1;
это приходит опять же в противоречие с (5) для ко-
ординаты e

(l)
l . Таким образом, r = 1 и s 6= 0. Тогда

из (5) следует:

�u = − 1
2s
A−1e(l). (7)

Найдем значение s, подставив (7) в (6):

1

4s2

(
e(l)
)T (
A−1

)T
AA−1e(l) − ρ = 0 ,

откуда с учетом того, что (A−1)T = A−1, следует,
что

s =

√√√√
(
e(l)
)T
A−1e(l)

4ρ
=

√
A−1ll

4ρ
,
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гдеA−1ll — элемент матрицыA−1 с индексами (l, l).
В результате из (7) получаем:

�u =
A−1e(l)

√
ρ√

A−1ll

.

В векторе �u представляет интерес l-я координата,
поэтому имеем:

�ul = −
A−1ll

√
ρ√

A−1ll

= −
√
A−1ll ρ

или

xl = cl −
√
A−1ll ρ .

Аналогично получается максимальная координата.
Таким образом, интервал значений l-й координаты,
ограниченный экстремальными значениями, при-
нимает простой вид:

|xl − cl| ≤
√
A−1ll ρ .

3.2 Анализ взаимного расположения
эллипсоидов

Для двух эллипсоидов E1 и E2 требуется опре-
делить, пересекаются ли они. Частная двухмерная
задача о проведении из некоторой точки к эллипсу
самого короткого и самого длинного отрезка из-
вестна как задача Аполлония (III–II вв. до н. э.) [7,
гл. 1, § 2.5].

Воспользуемся тем, что линейное преобразова-
ние эллипсоида изоморфно, и переведем исходную
задачу в задачу о пересечении опять же двух эл-
липсоидов, один из которых — единичный шар
с центром в точке 0, после чего останется только
найти расстояние от точки 0 до ближайшей точки
эллипсоида.

Напомним, что для некоторого эллипсоида E

матрицаA— симметричная положительно опреде-
ленная матрица и для нее имеет место спектральное
разложение видаA = Q˜QT, где˜— диагональная
матрица с положительными элементами, а QTQ =
= I и, в частности,Q−T = Q,Q−1 = QT .

Для первого эллипсоида E1 вводится замена пе-
ременных y = x − c1, что сводит исследование
к задаче о пересечении множеств

yTA1y ≤ 1

и
(y − (c2 − c1))

TA2)y − (c2 − c1)) ≤ 1 .
Для A1 действует спектральное разложение A1 =
= Q1˜1Q

T
1 . Обозначим B1 = ˜

1/2
1 Q

T
1 , тогда

B−11 = Q
−T
1 ˜

−1/2
1 = Q1˜

−1/2
1 и A1 = BT1B1. Сде-

лаем замену z = B1y или y = B−11 z. При этом

x− c1 = y = B−11 z = Q−T1 ˜
−1/2
1 z = Q1˜

−1/2
1 z.

Здесь если ˜1 = diag(λ1, . . . , λn), то ˜−1/21 =
= (1/

√
λ1, . . . , 1/

√
λn). Тогда получаем последо-

вательность задач о пересечении:

(
B−11 z

)T
A1B

−1
1 z ≤ 1

и

(
B−11 z − (c2 − c1)

)T
A2
(
B−11 z − (c2 − c1)

)
≤ 1 ;

zTB−T1 A1B
−1
1 z ≤ 1

и

(z −B1(c2 − c1))
T
B−T1 A2B

−1
1 (z −B1(c2 − c1) ≤

≤ 1 ;
zTz ≤ 1

и
(z − c21)

TA21(z − c21) ≤ 1 ,
где

c21 = B1(c2 − c1) ,

A21 = B
−T
1 A2B

−1
1 =

=
(
Q−T1 ˜

−1/2
1

)T
A2Q

−T
1 ˜

−1/2
1 =

= ˜
−1/2
1 Q−11 A2Q

−T
1 ˜

−1/2
1 =

= ˜
−1/2
1 QT1A2Q1˜

−1/2
1 .

Проверим свойства матрицы

A21 = (B
−1
1 )

TA2B
−1
1 .

Из следующих равенств:

AT21 =
((
B−11

)T
A2B

−1
1

)T
=

=
(
B−11

)T
AT2B

−1
1 =

(
B−11

)T
A2B

−1
1 = A21

получаем, чтоA21— симметричная матрица. Далее,
для произвольного x имеем:

xTA21x = xT
(
B−11

)T
A2B

−1
1 x =

=
(
B−11 x

)T
A2
(
B−11 x

)
≥ 0 ,

так какA2— положительно определенная матрица,
аB1— невырожденная. Таким образом,A21— сим-
метричная и положительно определенная матрица.
Следовательно, для нее существует спектральное
разложениеA21 = Q21˜21QT21.
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Сделаем замену z = Q21u. При этом

x = y + c1 = B
−1
1 z + c1 = B

−1
1 Q21u+ c1 =

= Q1˜
−1/2
1 Q21u+ c1 .

Тогда получаем последовательность задач о пересе-
чении двух эллипсоидов:

uTQT21Q21u ≤ 1

и
(Q21u− c21)

T
A21 (Q21u− c21) ≤ 1 ;
uTu ≤ 1

и
(
u−QT21c21

)T
QT21A21Q21

(
u−QT21c21

)
≤ 1 ;

uTu ≤ 1
и (

u−QT21c21
)T
˜21

(
u−QT21c21

)
≤ 1 ;

uTu ≤ 1
и

(u− c22)
T
˜21(u− c22) ≤ 1 ,

где c22 = QT21c21. Последняя задача о пересечении
шара и эллипсоида решается последовательно:

– найдем точку �u эллипсоида, ближайшую к точ-
ке 0 и отстоящую от нее на расстояние R2;

– сравним значение R с единицей и примем ре-
шение о пересечении исходных эллипсоидов.

Возникла самостоятельная оптимизационная
задача:

min
(u−b)TL(u−b)−1≤0

n∑

i=1

u2i ,

где b = c22; L = diag (l1, . . . , ln) = ˜21.
Согласно теореме [7, гл. 1, § 3.2.1] для функции

Лагранжа

φ(u, r, s) = r

n∑

i=1

u2i + s

[
n∑

i=1

li(ui − bi)2 − 1
]

существует такой вектор множителей Лагранжа
(r, s) 6= 0, что для φ(u, r, s) и точки локального экс-
тремума �u выполняются так называемые условия
стационарности, дополняющей условия нежест-
кости и неотрицательности:

∂φ

∂ui

∣∣∣
�u
= 0 или r�ui + sli(�ui − bi) = 0 , i = 1, n ; (8)

s

[
n∑

i=1

li (�ui − bi)2 − 1
]
= 0 , s ≥ 0 . (9)

Пусть r = 0 и �ui − bi = 0 для любого i. Тогда
из условия (9) следует, что s = 0, что противоречит
условию (r, s) 6= 0. Пусть теперь r = 0 и �ui − bi 6= 0
для некоторого i. Тогда условие (8) для этого значе-
ния i говорит о том, что sli(�ui − bi) = 0, где li 6= 0;
следовательно, s = 0, что опять же противоречит
условию (r, s) 6= 0. Таким образом, r 6= 0 и можно
положить r = 1.

Пусть s = 0. Тогда из условия (8) следует, что
�ui = 0, i = 1, n. В силу того что точка �u принадлежит
эллипсоиду, должно выполняться неравенство

n∑

i=1

lib
2
i − 1 ≤ 0 .

Выделим случай “ui = 0, i = 1, n, и
∑n

i=1 lib
2
i − 1 ≤

≤ 0 в отдельный и будем его выявлять сразу же
перед решением исходной задачи; он означает, что
центр первого эллипсоида принадлежит второму
эллипсоиду и, следовательно, имеет место пересе-
чение. Это позволяет далее предполагать, что s 6= 0
и
∑n

i=1 lib
2
i − 1 > 0.

Из условия (8) при r = 1 следует:

�ui + sli (�ui − bi) = 0 ,

или
�ui(1 + sli) = slibi .

Но li > 0, s > 0. Следовательно, 1 + sli 6= 0 и

�ui =
libis

1 + lis
, i = 1, n .

Подставляя полученные выражения в условие (9),
получаем:

n∑

i=1

li

(
libis

1 + lis
− bi

)2
− 1 = 0 ,

или
n∑

i=1

lib
2
i

(1 + lis)
2 − 1 = 0 . (10)

Введем функцию

ψ(s) =
n∑

i=1

lib
2
i

(1 + lis)
2 − 1 , s > 0 .

Исследуем свойства производных этой функции.
С учетом того что li > 0 для i = 1, n, имеем:

ψ′(s) = −2
n∑

i=1

l2i b
2
i

(1 + lis)
3 < 0 ;

ψ′′ = 6
n∑

i=1

l3i b
2
i

(1 + lis)
4 > 0 .
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Используя рассматриваемое ограничение

n∑

i=1

lib
2
i − 1 > 0 ,

получаем

ψ(0) =
n∑

i=1

lib
2
i − 1 > 0 .

Используя свойства первой производной, получа-
ем, что при s > 0 функция ψ(s) убывающая. При
этом

lim
s→∞

ψ(s) = −1 < 0 .

В результате получаем, что уравнение (10) имеет
корень. Его нахождение будем осуществлять с по-
мощью итерационного метода Ньютона по форму-
лам:

s0 = 0 ,

sk = sk−1 −
ψ(sk−1)

ψ′(sk−1)
, k = 1, 2, . . .

Если решение �s уравнения (10) найдено, то

�ui =
libi�s

1 + li�s
, i = 1, n ,

R2 = �s2
n∑

i=1

l2i b
2
i

(1 + li�s)
2 .

Координаты точки второго эллипсоида, ближе
всего расположенной к центру первого, находятся
из соотношения

x = Q1˜
−1/2
1 Q21 �u+ c1 .

4 Применения
для анализа данных

В [8] рассматривалась задача моделирования ре-
ференсных значений — результатов наблюдения ве-
личин определенного типа, полученных от одного
лица или группы лиц в соответствии с заявленным
описанием. Для этих целей использовалась модель
смеси нормальных распределений. За счет услож-
нения она позволяет точнее описывать реальные
распределения данных, но, оставаясь параметри-
ческой, обеспечивает значительное сжатие инфор-
мации об объекте анализа. При этом сохраняется
преимущество относительно простых аналитиче-
ских решений типовых вероятностных задач, по-
скольку основой по-прежнему служит нормальное
распределение.

Объектом статистического анализа были выбра-
ны данные для 363 мужчин, включающие их воз-
раст и измерения биомаркеров PSA, опубликован-
ные в приложении 5.1 гл. 5 в [9]. Подбор числа
элементов смеси с помощью графических мето-
дов и информационных критериев не дал четких
результатов, множественная проверка гипотез на
основе критерия отношения правдоподобия при-
вела к оценке �k = 4. Таким образом, совместное
распределение показателей «возраст» (соответству-
ет u1) и «PSA» (соответствует u2) может быть описа-
но с помощью смеси четырех нормальных распре-
делений ϕ(u1, u2, (µj1, µj2, σ

2
j1, σ

2
j2, ρj)), а именно:

f(u) = 0,446ϕ(u1, u2,

(55,800, 0,591, 83,600, 0,068, 0,147)) +

+0,345ϕ(u1, u2, (60,400, 1,410, 89,600, 0,286, 0,126))+

+0,187ϕ(u1, u2, (63,400, 3,750, 68,900, 2,370, 0,211))+

+ 0,022ϕ(u1, u2,

(72,400, 5,520, 25,000, 12,100,−0,989)). (11)

Отсюда находятся условные распределения, с по-
мощью которых можно определять референсные
интервалы для конкретных значений возраста.
Предложенные решения на базе смеси демонстри-
руют явные преимущества: высокая детализация
по возрастам; сглаживание результатов наблюде-
ний для различных по объему возрастных групп;
возможность формировать предположения о харак-
тере зависимости между возрастом и уровнем PSA.
В дополнение к последнему двухмерный характер
данных позволяет напрямую использовать методы
визуализации: на рис. 1 изображены эллипсы рав-
ной вероятности, полученные при одинаковых зна-
чениях P = 0,5 для всех элементов смеси (порядок

Рис. 1 Эллипсы равной вероятности, соответствующие
элементам найденной оценки смеси нормальных распре-
делений
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включения элементов в смесь согласно (11) соответ-
ствует следованию эллипсов на рис. 1 снизу вверх).
В частности, благодаря рис. 1 обнаруживается важ-
ная особенность объекта исследований: более воз-
растным кластерам пациентов соответствуют зна-
чения PSA cо все большим разбросом, что ярче всего
проявляется для верхнего справа эллипса с центром
в точке (72,4, 5,52).

Для демонстрации возможностей построенных
средств манипулирования эллипсоидами в случае,
когда из-за многомерности не получается обра-
щаться к простым методам визуализации, рассмот-
рим задачу оценки качества подгонки модели при
классификации лонгитюдных данных.

В [10] рассматривалась задача байесовской клас-
сификации результатов наблюдения группы объек-
тов в течение некоторого промежутка времени; со-
ответствующие методы известны как лонгитюдные
(продольные, протяженные во времени). Пред-
лагалось представлять серии многомерных харак-
теристик некоторого объекта как единый вектор,
что позволило за счет увеличения размерности дан-
ных получить единую картину описания объектов,
а также формализовать построение модели данных.
Для демонстрации сути предлагаемого консолиди-
рующего подхода и иллюстрации появляющихся
возможностей анализа данных изучалась проблема
ранней диагностики рака с использованием био-
маркера PSA. Было выявлено, что многомерный
подход при обработке серий наблюдений приводит
к повышению точности диагностики.

Для экспериментов использовался набор дан-
ных, сформированный на основе [11]. Он содержал
результаты наблюдений в 71 случае рака проста-
ты (далее — диагноз D = 1) и для 70 пациентов
из контрольной группы (D = 0). Рассматрива-
лись два типа маркеров: общий PSA (tPSA, total
PSA) и свободный PSA (fPSA, free PSA). Всего име-
лись 683 наблюдения, каждое из которых включа-
ло идентификатор пациента, диагноз, промежуток
времени до установления окончательного диагно-
за, уровни tPSA и fPSA, возраст пациента. Данные
распадались на серии наблюдений для отдельных
пациентов; длина L серии менялась от одного па-
циента к другому.

При фиксированном наборе маркеров (tPSA
и fPSA, или только tPSA, или только fPSA) и опреде-
ленном значении L использовался обучаемый бай-
есовский классификатор. Для описания данных
каждого из двух классов принималась вероятност-
ная модель смеси анализаторов главных компонент,
включая выбор ее эффективной размерности [12],
т. е. значений параметров числа элементов сме-
си для каждого класса и значений эффективной
размерности для каждого элемента смеси нор-

мальных распределений и определенного диагно-
за. Качество классификации характеризовалось ее
точностью и оценивалось методом перепроверки.
Основной вывод из полученных результатов со-
стоял в том, что предложенный консолидирующий
метод анализа серий наблюдений на основе подо-
бранной модели смеси позволяет эффективно ис-
следовать произвольное число признаков, измеря-
емых в течение временн‚ого промежутка.

Объединение данных, фрагментированных по
времени и по характеристикам, в единое целое
естественным образом подключает преимущества
обработки многомерных данных, а также позволяет
избежать потери общей эффективности статисти-
ческого вывода из-за декомпозиции общей задачи
анализа данных, характерной для обычного лонги-
тюдного подхода.

Подтвердить преимущество консолидирующе-
го метода можно с помощью степени отделимости
представлений данных для двух диагнозов сразу
же после оценивания их характеристик. Модель
смеси распределений описывает совокупность дан-
ных для каждого диагноза как набор кластеров-эле-
ментов смеси. Если соответствующие эллипсоиды
попарно из различных классов преимущественно
не пересекаются, т. е. отделимы друг от друга, то
ошибки классификации ожидаемо малы и точность
классификации высока. Теперь сравним число пе-
ресечений эллипсоидов в двух ситуациях:

– обработка векторов данных, компоненты кото-
рых соответствуют временн‚ой последователь-
ности их поступления;

– обработка векторов данных без привязки к по-
следовательности моментов времени их фик-
сации; маскирование лонгитюдности данных
реализуется путем многократной случайной
перестановки наблюденных значений маркера
fPSA.

Выбор параметров анализа данных опирался на
выводы [10] и пал на значения: L = 4; n = 5; k = 3;
кратность перестановок 100. Полученные результа-
ты представлены на рис. 2 и демонстрируют, что за-
мена комплексной обработки последовательности
наблюдений с учетом течения времени на анализ со-
вокупности тех же, но неупорядоченных во времени
наблюдений приводит к «сближению» двух классов
данных, что влечет за собой рост ошибок класси-
фикации. Последнее полностью подтверждается,
но после проведения трудоемкого бутстреп-анали-
за [10].

Анализ степени пересеченности наборов эллип-
соидов для различных классов объектов может так-
же стать источником для выявления вклада отдель-
ных кластеров данных в ошибки классификации.
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Рис. 2 Зависимость числа N(IS) (1) и среднего числа
N(IS|rand) (2) попарных пересечений эллипсоидов от
вероятности P попадания в них соответственно для ис-
ходных данных и полученных путем случайных переста-
новок значений fPSA. Вертикальные отрезки для точек
N(IS|rand) отражают 95%-ный доверительный интервал
для среднего на основе нормальной аппроксимации

Так, для всех значений P = 0,2; 0,8 только один
второй элемент оценки смеси (второй кластер) для
D = 1 имеет пересечение со всеми остальными
эллипсоидами дляD = 0, тогда как для всех осталь-
ных шести пересечения отсутствуют. Напомним,
что применение смеси нормальных многомерных
распределений в задаче построения эмпирическо-
го байесовского классификатора позволяет после
оценивания параметров модели провести класси-
фикацию данных и установить не только общие
характеристики некоторого кластера, но и перечис-
лить объекты, наиболее вероятно входящие в него.
Таким образом, специалист в предметной области
получает возможность прояснить природу потерь
при классификации, получив заранее совокупность
прецедентов (здесь это второй кластер для D = 1).

5 Заключение

Рассмотренный набор постановок задач пред-
ставления и обработки эллипсоидов применитель-
но к задачам анализа данных, а также соответству-
ющих алгоритмов их решения может быть дополнен
вопросами измерения «невырожденности» распре-
деления на основе эллипсоидов рассеяния [13,
разд. 22.7], сечения эллипсоидов [3, разд. 5.2.2],
рядом других алгоритмов [6]. Подобное расши-
рение становится особенно ценным, если сопро-
вождается раскрытием прикладных задач, где оно
действительно актуально.

Если принять во внимание многомерность дан-
ных, то важным моментом для практики становят-

ся вычислительные проблемы: уточнение условий,
при которых решаются задачи анализа данных (на-
пример, речь идет об одноразовой или система-
тической обработке); выбор форм представления
данных (например, принятие за основу конкретных
определений эллипсоида); выделение критических
алгоритмов обработки (например, сравнительный
анализ вычислительной эффективности матричных
операций).
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САМООБУЧАЕМОЕ ИНКРЕМЕНТАЛЬНОЕ ОБНАРУЖЕНИЕ

КЛАССОВ НА ОСНОВЕ ВЕРОЯТНОСТНО-ИНФОРМИРОВАННОГО

НЕПРЕРЫВНОГО ОБУЧЕНИЯ∗

А. М. Достовалова1, А. К. Горшенин2

Аннотация: Предложен метод решения задачи непрерывной инкрементальной классификации, состо-
ящей в выявлении данных новых классов в условиях отсутствия разметки для малых наборов временных
рядов и табличных данных. Для формирования точных псевдометок новых данных, дополняющих вы-
явленные ранее закономерности, разработана специализированная нейросеть (НС), информированная
на уровне архитектуры моделью глубокой смеси гауссовских распределений с реализацией обучения на
основе функционала контрастных потерь. Метод протестирован на открытых наборах для различных
архитектур сети-дискриминатора, в том числе трансформерной. Проведено сравнение эффективности
метода с неинформированными сетями и методами машинного обучения для формирования псевдоме-
ток. Информированная сеть демонстрирует преимущество по точности в сравнении с рассмотренными
альтернативными подходами при обнаружении в неразмеченных данных новых классов в условиях огра-
ниченных по числу элементов обучающих датасетов. Прирост значений гармонического среднего для
F1-меры (F H

1 , балансирует точность распознавания объектов старых и новых классов) достигает 66,32%
(в среднем 15,28%), а по макроусредненной F1-мере (F avg1 , отражает точность классификации по всем
классам без учета их размера) — 52,86% (в среднем 11,8%).

Ключевые слова: инкрементальное обучение; вероятностное информирование; обнаружение новых
классов; неразмеченные данные; глубокие гауссовские смеси
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1 Введение

Прикладные задачи медицинской диагности-
ки [1] или обнаружения аномалий [2] требуют от
НС способности к непрерывному обучению. Это
значит, что если обучающие данные поступают
непрерывно, то сеть-дискриминатор должна эф-
фективно обучаться на новых примерах, не под-
даваясь эффекту «катастрофического забывания»
закономерностей предшествующих данных. Наи-
большую сложность представляет инкременталь-
ная (потоковая) классификация. В этой задаче
каждая новая порция данных содержит новые клас-
сы [3], причем объекты могут быть как частично
размеченными [4–6], так и даже полностью не-
размеченными. В таких случаях для неразмечен-
ных данных формируют псевдометки, например
с помощью предобученных сетей, техник контра-
стивного обучения, предварительной кластериза-
ции или промптов [7, 8].

Однако техники инкрементального обучения
слабо развиты для обработки временн‚ых рядов

и табличных данных. В этой области, в отличие
от изображений, на сегодняшний день встречаются
только методы для работы с размеченными дан-
ными [9]: существующие подходы предполагают,
что все передающиеся на вход сети порции данных
имеют метки классов. Реальные наборы временн‚ых
и табличных данных часто оказываются малыми
по числу элементов и обладают выраженной спе-
цифичностью. Эти факторы сильно ограничива-
ют использование предобученных моделей [10], на
основе которых строится большинство известных
техник инкрементального обучения, и нередко не
позволяют напрямую применять для обработки та-
ких данных методы, созданные для работы с изоб-
ражениями.

В работе предложен метод информирован-
ного самообучаемого обнаружения классов Self-
Supervised Class Discovery Informed Network
(SSCDiN) для решения задачи инкременталь-
ной классификации с выявлением в неразмечен-
ных данных новых классов для малых датасетов
временн‚ых рядов и последовательностей. Для дан-

∗Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда № 25-21-00448, https://rscf.ru/project/25-21-00448/.
Работа выполнялась с использованием инфраструктуры Центра коллективного пользования «Высокопроизводительные вычисления
и большие данные» (ЦКП «Информатика») ФИЦ ИУ РАН (г. Москва).
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ных временн‚ых рядов и таблиц такая постановка
задачи рассматривается впервые. В методе для фор-
мирования точных псевдометок используется НС,
информированная моделью глубокой смеси гаус-
совских распределений [11]. Подход вероятност-
ного информирования, развивающий направление
физически информированных НС [12], заключает-
ся в использовании сетью вероятностных моделей
и их характеристик в качестве дополнительной ин-
формации об обрабатываемых данных [13–15], по-
вышающие интерпретируемость результатов [16].
Он продемонстрировал высокую эффективность
при решении классических задач обработки изоб-
ражений и временн‚ых рядов при ограниченных
обучающих данных [17–19].

Метод SSCDiN был протестирован на шести
открытых наборах данных из репозитория UCI, на
которых было проведено сравнение эффективности
альтернативных неинформированных и статисти-
ческих методов формирования псевдометок.

2 Постановка задачи
Пусть задан малый набор T = {Ti}i=1,2 данных

таблиц или временн‚ых рядов. Данные в подмноже-
стве исходного набора T1 размечены, а в T2 — нет,
при этом число новых классовM1 иM2 в каждом из
них известно. Сеть-дискриминатор f(·) последо-
вательно учится классифицировать элементы из T1
и T2. Требуется разработать такую нейросетевую
архитектуру D(·) для формирования псевдометок
элементов из множества T2, чтобы максимизиро-
вать вероятность правильной классификации эле-
ментов набора T сетью f(·):

P

(
f(T ) = Y | y∗(2) = D(T2)

)
→ max,

где Y — реальные метки классов объектов из T ,
а y∗(2) — псевдометки, сформированные для множе-
ства T2.

3 Инкрементальное обучение
с выявлением новых классов

На рис. 1 представлена схема метода SSCDiN,
который представляет собой адаптацию известного
в инкрементальном обучении подхода повторения
опыта (англ. Experience Replay, ER) [20] для выявле-
ния новых классов в неразмеченных данных. На
первом шаге сеть-дискриминатор f(·) обучается на
размеченном множестве T1. Одновременно, как
в классическом методе ER, формируется вспомога-
тельное множество (буфер) Blabel заданного разме-
ра, в который случайным образом без повторения
выбираются элементы из T1.

Чтобы минимизировать забывание ранее вы-
ученных закономерностей сетью f(·) при обучении
на данных T2 помимо использования буфера Blabel
необходимо генерировать для T2 высокоточные
псевдометки, исключающие пересечение с исход-
ной выборкой T1. Это реализуется с помощью сети
Deep Gaussian Mixture Discriminator (DGMD), ко-
торая информирована на уровне архитектуры глу-
бокой гауссовской смесью и использует данные
изBlabel для контрастного обучения [21], максими-
зирующего отличие метокBlabel от меток T2. Выбор
модели для информирования обусловлен необходи-
мостью взаимодействия со сложными, нелинейно
зависимыми данными, при моделировании кото-
рых глубокая смесь демонстрирует более высокую
эффективность в сравнении с классическими мето-
дами кластеризации [22].

Рис. 1 Схема метода SSCDiN для обнаружения новых классов при инкрементальном обучении
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Псевдоразмеченные данные объединяются
с множеством Blabel, и сеть f(·) дообучается на них
с использованием функции потерь Lossincr вида

Lossincr = LCE(Blabel) + γLpseudo(T2),

Lpseudo(T2) = −
∑

tj∈T2

K∑

i=1

Di(tj) log(f(tj)),

где LCE — кросс-энтропия; γ ∈ [0, 1] — весовой
коэффициент;K =M1+M2; Di(tj)— вероятность
принадлежности элемента tj классу i при псевдо-
разметке.

4 Информированная сеть
для псевдоразметки

Глубокая смесь гауссовских распределений
(DGMM) [11] из h слоев, которой информирована
сеть DGMD, задается следующими выражениями:

(1) xi = η
(1)
s1 + ˜

(1)
s1 z

(1)
i + u

(1)
i

с вероятностьюπ
(1)
s1 , s1 = 1, k1 ;

...

(h) z
(h−1)
i = η

(h)
sh + ˜

(h)
sh z

(h)
i + u

(h)
i

с вероятностьюπ
(h)
sh

, sh = 1, kh,

где x ∈ Rq×p — вектор входных данных (нулевой
слой модели); z(h) ∼ N(0, Ip) – скрытые перемен-
ные (Ip — единичная матрица размерности p × p);

u(l) ∼ N(0,ā
(l)
sl ), l = 1, h, — случайные ошибки

c диагональной матрицей ковариаций размера p×p
(u(l) иz(h) независимы); η(i)si — векторы математиче-

ских ожиданий; ˜(i)si — матрицы факторных нагру-
зок, i = 1, h. Согласно [11], на каждом слое DGMM
представляет собой многомерную смесь нормаль-
ных распределений. Пусть h = 2, число компонент

в первом слое равно H, а во втором — K. Тогда
распределение выходного слоя имеет вид:

fz(h−1)(y) =

H∑

s1=1

K∑

s2=1

πs1,s2N(y, µs1,s2 ,›s1,s2),

πs1,s2 = πs1πs2 , µs1,s2 = η
(1)
s1 +

h∑

l=1

l−1∏

m=1

˜(m)sm
η(l)sl
;

›s1,s2 = ā
(1)
s1 +

h∑

l=2

l−1∏

m=1

˜(1)sm
ā(l)sl

l−1∏

m=1

˜(1)sm
. (1)

Формулы (1) легли в основу реализации архи-
тектурного информирования в сети DGMD, пред-
ставленной на рис. 2. Эта архитектура состоит из
кодировщика D-Enc и информированного класси-
фикатора, в котором DGMM из двух слоев, за-
данная обучаемыми параметрами η

(m)
sm и ˜(m)sm , мо-

делирует пространство скрытых признаков сети.
Упрощения исходной модели, такие как фиксиро-
ванное число слоев и выполнение условийā(2)s2 = Ip

и ā(1)s1 = 0, позволяли уменьшить склонность сети
к переобучению в задачах обработки малых дан-
ных.

В сети DGMD признаки, сформированные ко-
дировщиком, вначале сжимаются в PAR раз с по-
мощью полносвязного слоя (или умножаются на
единичную матрицу), после чего из них формиру-
ются стохастические эмбеддинги. Это реализовано
с помощью разложения на компоненты DGMM
за счет вычитания и умножения на группирован-
ные параметры µs1,s2 и ›s1,s2 , сформированные по

формулам (1) из η(m)sm и˜(m)sm . Такое разложение поз-
воляло придать линейную структуру пространству
скрытых признаков модели. После эмбеддинги
нормализовывались, объединялись в общий век-
тор, из которого с помощью двух полносвязных
слоев формировалась выходная метка класса.

Сеть DGMD (обозначается как D(·)) обуча-
лась на множестве T2 и буфере размеченных дан-

Рис. 2 Архитектура DGMD
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ныхBlabel с использованием специальной функции
потерь вида

LossD = LCE (Blabel) +

+α
∑

tj∈T2

( ∑

bi∈Blabel

log (‖bi − tj‖2 + 1)
(
D(bi)D(tj)

T
)
+

+
∑

ti∈T2

log (‖ti − tj‖2 + 1)
(
D(ti)D(tj)

T
)
)
. (2)

Формула (2) состоит из двух слагаемых: кросс-
энтропии для размеченных данных Blabel и мягкой
контрастной потери между неразмеченными и раз-
меченными данными с весовым коэффициентом
α ∈ [0, 2]. Если элементы похожи и евклидово
расстояние между ними под знаком логарифма ма-
ло, то косинус угла между формируемыми DGMD
нормализованными метками (D(bi)D(tj)T) может
быть велик, что означает их сходство. Иначе боль-
шое расстояние между элементами должно повлечь
уменьшение косинуса угла между метками и уси-
лению разницы между ними. Две суммы в кон-
трастной потере учитывают разницу между элемен-
тами T2 и Blabel, а также разницу между разными
классами в множестве T2.

5 Тестирование метода
информированного
самообучаемого обнаружения
классов на данных
последовательностей
и временных рядов

5.1 Тестовые данные

Для тестирования SSCDiN были рассмотрены
6 наборов табличных данных и временн‚ых рядов
из репозитория UCI, описание которых представ-
лено в табл. 1. Перечисленные наборы относятся
к категории малых данных за исключением Abalone,
содержащего более четырех тысяч элементов. На-
боры были сложными для классификации из-за
выраженного дисбаланса классов в наборе: разница
между числом элементов мажоритарных и минори-
тарных классов могла достигать 10–20 раз. Каждый
из датасетов разделялся на два множества T1 и T2,
при этом M2 = {2; 3}.

Для оценки точности классификации использо-
вались метрики (i = 1; 2):

Таблица 1 Описание тестируемых наборов
из репозитория UCI

Набор UCI Размер Классы

Ecoli 336 8
Daily Demand (DD) 60 5
Abalone 4180 5
Heart Disease (HD) 303 5
Yeast 1484 10
Glass 214 6

F avg1 =
1

K

2∑

i=1

Mi∑

j=1

F
(i,j)
1 ;

FH
1 =

2FT1
1 · FT2

1

FT1
1 + F

T2
1

;

FTi

1 =
1

Mi

Mi∑

j=1

F
(i,j)
1 ,

где F
(i,j)
1 — значение F1-меры, вычисленное для

класса j из множества Ti. Макроусредненная мет-
рика F avg1 описывает среднюю точность распозна-
вания элементов из множеств T1 и T2, а среднее
геометрическое FH

1 показывает, насколько точно
сеть f(·) обнаруживает новые классы (следует из
метрики FT2

1 ) и одновременно классифицирует ра-
нее уже встречавшиеся классы (следует из FT1

1 ).
Высокие значения обеих метрик показывают, что
сеть f(·) выучила закономерности в новых данных,
но при этом не забыла старые классы.

В качестве сети f(·) в SSCDiN рассматривались
четырехслойная полносвязная сеть, трансформер
и сеть с рекуррентным блоком. Рассмотрены се-
ти с относительно небольшим числом параметров
(например, ResNet18 содержала порядка 152 тыс.
параметров), поскольку тестируемые наборы бы-
ли малыми и более сложные архитектуры на таких
данных бы не обучились. Гиперпараметры сети f(·)
и сети DGMD перечислены в табл. 2. Выбор луч-
шей комбинации параметров осуществлялся мето-
дом Grid Search [23].

При использовании в качестве кодировщи-
ка D-Enc сверточных архитектур (четырехслойная
сеть CNN и ResNet18, предобученная на Imagenet)
исходные данные, имевшие вид одномерного век-
тора, преобразовывались в угловое поле Грамиа-
на [24].

Была проведена оценка влияния выбора спосо-
ба формирования псевдометок в методе SSCDiN на
результат классификации. Сеть DGMD сравнива-
лась с методами машинного обучения (ML-мето-
дами) для формирования псевдометок [22], такими
как классическая (GMM — Gaussian Mixture Model)
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Таблица 2 Гиперпараметры метода SSCDiN и их описание

Название Описание Значения

hid Число элементов в слоях полносвязной сети f(·) 5–15
batch Размер батча обучающих данных 5–32
optim Алгоритм оптимизации Adam, AdamW

lr Шаг обучения 10−4–10−3

features Число признаков при позиционном кодировании в энкодере трансформера 20–60
heads Число голов внимания в энкодере трансформера 2–10

D-Enc
Кодировщик, используемый в DGMD:

полносвязный (Dense), сверточный (CNN) и ResNet18
Dense, CNN,

ResNet18
H Число параметров в скрытом слое DGMD 1–6
PAR Фактор снижения размерности в DGMD 2–5

и глубокая смеси гауссовских распределений и ме-
тод k-средних (k-means). Эти методы определяли
положение центров M2 кластеров для неразмечен-
ных данных. Затем эта информация объединялась
данными о центрах классов размеченных элемен-
тов, полученных на основе процедур статистиче-
ского вывода.

Помимо аналитических методов также рассмат-
ривались и неинформированные архитектуры. От
схемы, представленной на рис. 2, они отличались
тем, что в них информированный блок заменялся
на последовательность из трех полносвязных слоев
с активацией GeLU (далее обозначается Lin), ко-
торая не была информирована глубокой смесью.
Другие, более сложные, в том числе предобучен-
ные нейросетевые архитектуры для сравнения не
привлекались. В условиях когда обучающий набор
мал по размеру и сильно специфичен, использова-
ние таких сетей часто оказывается неэффективным
из-за переобучения. Простые линейные модели
и классические подходы показывают аналогичные

или лучшие результаты, требуя в сотни раз меньше
данных для настройки [25, 26].

5.2 Результаты тестирования

В табл. 3 представлены результаты классифи-
кации методом SSCDiN наборов из репозитория
UCI приM2 = 2, полученные полносвязной сетью-
дискриминатором f(·) при разных методах фор-
мирования псевдометок. Значения метрик F avg1
и FH

1 приведены через символ «;». Наибольшие
величины FH

1 выделены жирным шрифтом. Пред-
ставленные в разделе результаты были лучшими
и отбирались не менее чем по 20 запускам.

Для всех рассмотренных наборов точность вы-
явления новых классов полносвязной сетью f(·)
выше при использовании DGMD для нанесения
псевдометок в сравнении со ML-методами и не-
информированными методами. Прирост относи-
тельно лучших по метрикам F avg1 и FH

1 результатов
при использовании ML-методов достигает 45,09%

Таблица 3 Значения метрик F avg1 и F H
1 (×100%), полученные полносвязным дискриминатором f(·) при разных

методах формирования псевдометок

Метод Набор UCI

Ecoli DD Abalone HD Yeast Glass
ML-методы

GMM 16,05; 0,0 0,0; 0,0 33,14; 0,0 23,76; 0,0 16,13; 7,27 28,32; 0,0
k-means 12,56; 0,0 8,0; 0,0 37,99; 0,0 10,21; 0,0 9,62; 0,0 25,43; 0,0
DGMM 28,85; 27,88 4,0; 0,0 36,44; 0,0 23,63; 22,71 8,91; 9,86 39,46; 37,26

Нейросети без информирования

ResNet18 36,95; 33,0 33,03; 32,43 38,57; 0,0 31,65; 33,10 27,79; 0,0 37,06; 27,8
ResNet18+Lin 20,70; 0,0 38,63; 37,90 36,17; 0,0 33,11; 34,72 25,01; 0,0 33,23; 26,63
Dense + Lin 43,47; 48,30 44,66; 39,77 22,46; 18,02 37,59; 0,0 16,20; 17,29 27,00; 29,80

Варианты архитектуры DGMD

Dense DGMD 48,11; 53,45 46,66; 47,05 37,23; 20,28 34,06; 35,79 21,6; 22,44 38,38; 41,45
ResNet18 DGMD 46,73; 39,93 53,35; 50,23 29,16; 28,17 36,64; 37,17 13,63; 14,67 41,34; 30,85
CNN DGMD 59,69; 56,32 53,09; 53,04 34,12; 29,08 40,57; 41,88 26,10; 28,58 49,64; 55,12
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Рис. 3 Лучшие оценки точности классификации наборов UCI (M2 = 2) трансформерной (а) и рекуррентной (б)
сетью-дискриминатором f(·) при использовании DGMD (1), ML (2) и неинформированых методов (3) для форми-
рования псевдометок

и 53,04% (средние приросты — 19,39% и 27,72% со-
ответственно). Прирост относительно лучших ре-
зультатов при использовании неинформированных
архитектур достигает 16,11% и 27,32% по метри-
кам F avg1 и FH

1 соответственно (средние приросты
составляют 11,04% и 13,02%).

Лучшие оценки точности выявления новых
классов (M2 = 2) трансформерной и рекуррент-
ной сетями f(·) для разных методов формирова-
ния псевдометок представлены на рис. 3. Для
всех рассмотренных наборов точность выявления
новых классов выше при использовании DGMD
для нанесения псевдометок. Прирост относитель-
но лучших по метрикам F avg1 и FH

1 результатов
при использовании ML-методов достигает 52,86%
и 66,32% для трансформерного дискриминато-
ра (в среднем 19,15% и 32,25% соответственно),
а для рекуррентного — 39,11% и 51,75% (19,37%
и 19,52% в среднем). Прирост относительно
лучших результатов, полученных при использо-
вании неинформированных архитектур, достига-
ет 21,67% и 26,07% по метрикам F avg1 и FH

1 соот-
ветственно для трансформерного дискриминатора
(в среднем 8,89% и 14,21%), а для рекуррентно-
го — 23,89% и 19,66% (14,24% и 8,55% в сред-
нем).

Для подтверждения общности полученных ре-
зультатов и независимости от выбора удачного раз-
биения набора был рассмотрен другой способ раз-
биения датасетов на множества T1 и T2: рассмотрен
случай, когда M2 = 3. Согласно полученным ре-
зультатам, все рассмотренные сети-дискриминато-
ры демонстрируют более высокую точность выявле-
ния новых классов при использовании DGMD для
нанесения псевдометок. Для полносвязного дис-
криминатора прирост метрик F avg1 и FH

1 при раз-
метке с помощью DGMD составляет 0,0%–12,01%
и 0,14%–7,24% при средних показателях неинфор-
мированных методов на уровне 40,66% и 38,73%
соответственно. Для трансформерного дискрими-
натора прирост F avg1 и FH

1 составляет 0,8%–12,59%
и 0,0%–11,93% с уровня 53,47% и 49,65% соот-
ветственно, а для рекуррентного — 0,0%–4,51%
и 0,8%–59,46% с уровня 49,06% и 36,10%.

Сеть DGMD демонстрирует более высокое ка-
чество формирования псевдометок при представле-
нии входных данных в виде углового поля Грамиана.
При M2 = 2 в 12 из 18 тестов лучшие результаты
были получены при использовании в качестве ко-
дировщика D-Enc сверточной сети CNN, в четырех
тестах — при использовании ResNet18 и в двух —
для полносвязного кодировщика. При M2 = 3

82 ИНФОРМАТИКА И ЕЁ ПРИМЕНЕНИЯ том 20 выпуск 3 2026



Самообучаемое инкрементальное обнаружение классов на основе вероятностно-информированного обучения

в семи из 18 тестов лучшие результаты были полу-
чены при использовании в качестве кодировщика
D-Enc сверточной сети CNN, в четырех тестах —
при использовании ResNet18 и в семи — для полно-
связного кодировщика. Сверточный кодировщик
использует более богатое, чем у полносвязной сети,
пространство признаков, полученное из представ-
лений данных в виде поля Грамиана, но при этом
менее склонен к переобучению, чем ResNet 18.

6 Заключение

В работе представлен вероятностно-информи-
рованный метод SSCDiN для решения задачи об-
наружения новых классов в неразмеченных данных
для таблиц и временн‚ых рядов. Для данных такого
типа подобная постановка задачи является новой
и ранее не рассматривалась в литературе. Резуль-
таты обработки открытых наборов UCI, в том чис-
ле малых, продемонстрировали, что использование
при инкрементальном обучении в методе SSCDiN
информированной моделью глубокой гауссовской
смеси сети DGMD позволяет более эффективно бо-
роться с эффектом катастрофического забывания
за счет формирования псевдометок более высоко-
го качества в сравнении с неинформированными
подходами, в том числе известными ML-методами.
Прирост по метрике FH

1 , балансирующей точность
обнаружения объектов старых и новых классов, до-
стигает 66,32% (в среднем 15,28%) по сравнению
с использованием альтернативных неинформиро-
ванных и ML-методов. Прирост средней точности
классификации по метрике F avg1 при этом достига-
ет 52,86% (в среднем 11,8%). Приросты метрик тем
выше, чем меньше классов и, следовательно, эле-
ментов в множестве неразмеченных данных. Эти
результаты демонстрируют перспективность при-
менения подходов информирования в области ин-
крементального обучения, особенно при обработке
малых наборов данных.

Перспективными представляются следующие
направления исследований. Прежде всего, это раз-
работка вероятностно-информированного подхода
к выявлению новых классов для случая, когда их
число в неразмеченных данных неизвестно. Наи-
более простым методом в этом случае представляет-
ся предварительная кластеризация неразмеченных
данных, однако возможны и иные решения. Дру-
гое направление связано с рассмотрением возмож-
ности создания адаптаций для различных подходов
инкрементального обучения на размеченных дан-
ных для обнаружения в неразмеченном датасете но-
вых классов. В настоящей статье предложен метод,
основанный на использовании вспомогательного

буфера, однако видится возможным использование
в этой задаче подхода переноса обучения и генера-
тивных моделей.

Планируется продолжить исследования приме-
нения информированных подходов для противо-
действия эффекту катастрофического забывания
при решении иных задач инкрементального обуче-
ния, в том числе для полностью размеченных дан-
ных на основе глубоких гауссовских моделей. Ин-
терес представляет и исследование эффективности
информирования в случае отказа от условия ма-
лости данных.
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Abstract: The paper proposes a method for solving the continuous incremental classification problem, which
consists in discovering new classes in data streams under the condition of absent labeling for limited time
series and tabular data. To generate accurate pseudolabels for new data that complement previously identified
patterns, a specialized neural network was developed whose architecture is informed by a deep mixture of Gaussian
distributions and which implements learning based on a contrastive loss function. The method was tested on publicly
available datasets using various discriminator architectures, including the Transformer. The performance of the
proposed method was compared against uninformed networks and machine learning methods for pseudo-labeling.
The informed network demonstrates superior generalization capabilities in detecting new classes within unlabeled
data, particularly under conditions of small-scale training datasets. The gain in the harmonic F H

1 metric, which
balances the recognition accuracy for objects of old and new classes, reaches 66.32% (with an average value of
15.28%), while the macroaveraged classification accuracy for the dataset based on the F avg1 metric increases by
52.86% (with an average value of 11.8%).
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МЕТОДЫ ПОРОЖДЕНИЯ МЕТРИК НА МНОЖЕСТВАХ ОБЪЕКТОВ

В КОНТЕКСТЕ ТОПОЛОГИЧЕСКОЙ ТЕОРИИ АНАЛИЗА ДАННЫХ.

ЧАСТЬ 2. ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНОЕ ПОРОЖДЕНИЕ МЕТРИК

НА ОБЪЕКТАХ В КОНТЕКСТЕ МЕТРИЧЕСКИХ АЛГОРИТМОВ

ЧИСЛОВОГО ПРОГНОЗИРОВАНИЯ

И. Ю. Торшин1

Аннотация: В первой части работы систематизированы основные теоретические направления для по-
рождения проблемно-ориентированных метрик на множествах объектов (ρQ-метрик) на базе метрик на
признаках (ρL-метрик). В данной статье на основе анализа понятий компактности получены критерии
настройки ρQ-метрик. Проведены вычислительные эксперименты на 1000 независимых выборках дан-
ных с использованием 5000 ρQ-метрик, синтезированных в соответствии с предлагаемыми 20 подходами,
для числового прогнозирования алгоритмами k-ближайших соседей. Вычислительные эксперименты
показали, что в 95% случаев эффективными оказались ρQ-метрики трех типов: на основе синтетических
числовых признаков (61%), с попарным сопоставлением на основе векторов (22%) и некоммутативные
метрики на основе массивов ρL-расстояний (12%). Важно отметить, что ρQ-метрики на основе синтети-
ческих числовых признаков могут обеспечить одни из наилучших результатов для 83% выборок данных,
что делает данный подход наиболее перспективным.

Ключевые слова: топологический анализ данных; функции расстояния на объектах; алгебраический
подход; теория анализа значений признаков
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1 Введение

Алгоритмы кластеризации, классификации,
распознавания и числового прогнозирования ис-
пользуют метрические функции расстояния на
множествах исследуемых объектов (ρQ-метрики).
Представленное в первой части настоящей ста-
тьи описание проблемы порождения ρQ-метрик
в контексте современных методов анализа данных
указало на наличие обширного массива эмпири-
ческих способов введения метрик на множествах
объектов и на отсутствие сколько-нибудь теорети-
чески обоснованных способов решения этой важ-
ной вспомогательной задачи.

Необходимость систематизации способов опре-
деления ρQ-метрик обусловила применение ме-
тодов топологической теории анализа данных
научной школы академиков Ю. И. Журавлёва
и К. В. Рудакова [1–3] в первой части исследова-
ния [4]. В данной, второй, части представлены ре-
зультаты практического применения теоретическо-
го аппарата, разработанного в первой части статьи.

В первой части были систематизированы теоре-
тические направления порождения ρQ-метрик с ак-
центом на направление, связанное с использова-

нием метрик на множествах объектов •−1k (•k(xi))
(ρL-метрик) [4]. Множества •−1k (•k(xi)) соответ-
ствуют значениям элементарных признаков •k(xi)
объектов xi ∈ X в пространстве (X, T (X)), обра-
зованном топологией T (X) над множеством исход-
ных описаний объектов X. Систематизация спо-
собов порождения ρQ-метрик была осуществлена
на основе фундаментальных различий в методах
учета элементарных признаков •k и сопоставления
множеств •−1k (•k(xi)) [4]:

(1) коммутативный учет элементарных признаков
с поэлементным сопоставлением множеств
•−1k (•k(xi)), включая расстояния на основе
синтетических числовых признаков;

(2) коммутативный учет •k с попарным сопостав-
лением множеств •−1k (•k(xi)),

(3) некоммутативный учет •k с поэлементным со-
поставлением •−1k (•k(xi));

(4) некоммутативный учет •k с попарным сопо-
ставлением •−1k (•k(xi)).

В табл. 1 суммированы сформулированные в насто-
ящей работе подходы.

Подходы, перечисленные в табл. 1, служат базой
для проведения вычислительных экспериментов по

1Федеральный исследовательский центр «Информатика и управление» Российской академии наук, itorshin@frccsc.ru
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Таблица 1 Предлагаемые способы определения ρQ-метрик между объектами xi и xj посредством ρL-метрик

Обозначение Название Примечание
Коммутативный учет •k с поэлементным сопоставлением множеств из •(xi), •(xj)

ρQ~w⊗(xi, xj) Метрика Хэмминга с весами и корректором Булевы •k

ρQ~w›(xi, xj) Квазилинейные модели Небулевы •k

ρQ~w��⊗(xi, xj) ЭФР-метрики Булевы •k

ρQ~w��(xi, xj) ЭФР-метрики Небулевы •k

ρQ~w•k′ (xi, xj) Расстояния на синтетических числовых признаках Любые •k

Коммутативный учет •k с попарным сопоставлением множеств из •(xi), •(xj)

ρQ~w›12(xi, xj) Квазилинейные модели Любые •k

ρQ~w��12(xi, xj) ЭФР-метрики Любые •k

ρQ~w›12min(xi, xj) Квазилинейные модели над списком минимальных расстояний Любые •k

ρQ~w��12min(xi, xj) ЭФР-метрики над списком минимальных расстояний Любые •k

ρQ~wv12(xi, xj) «Векторные» метрики между ρL12(xi) и ρL12(xj) Любые •k

ρQ~w��12(xi, xj) ЭФР-метрики между ρL12(xi) и ρL12(xj) Любые •k

��(x)ρL12(xi) Метрики на основе синтетических ЭФР-признаков Любые •k

Некоммутативный учет •k с поэлементным/попарным сопоставлением •(xi), •(xj)

ρQθ⊗(xi, xj) На основе массива булевых расстояний Булевы •k

ρQθ(xi, xj) На основе массива расстояний ρL12(xi, xj) Небулевы •k

ρQθ12(xi, xj) На основе массива расстояний ρL12(xi, xj) Любые •k

ρQθ121(xi, xj) На основе массивов расстояний ρL12(xi) и ρL12(xj) Любые •k

ρQa-метрики типа «объект–класс» и соответствующие ρQ-метрики

ρQa ~w›(xi, xj) Квазилинейные модели ρQa-метрик Любые •k

ρQa ~w��(xi, xj) ЭФР ρQa-метрики Любые •k

ρQ~wv12a(xi, xj) «Векторные» ρQ-метрики между ρLa(xi) и ρLa(xj) Любые •k

ρQ~w��12a(xi, xj) ЭФР ρQ-метрики между ρLa(xi) и ρLa(xj) Любые •k

Примечания: ρQ~w — параметризованная метрика с весами ~w; ЭФР — эмпирические функции распределения.

оценке их применимости к решению соответству-
ющих задач. Для практического использования
этих определений ρQ-метрик необходимо разрабо-
тать методы введения экспертных метрик на основе
множества прецедентов Q = ϕ(X), по которым бу-
дут настраиваться предлагаемые в табл. 1 метрики.
С этой целью далее приведены результаты анали-
за математических понятий компактности и по-
лучен критерий настройки ρQ-метрик, делающий
возможным проведение соответствующих вычис-
лительных экспериментов. Затем представлены
результаты проведения соответствующих вычисли-
тельных экспериментов.

2 О проблематике введения
экспертных метрик
на пространствах объектов
на основе информации
в множестве прецедентов

В общем случае ρQ-метрики, вводимые по лю-
бому из предлагаемых выше подходов, содержат

те или иные параметры, значения которых не-
известны. Обозначим такие параметризованные
ρQ-метрики как ρQ~w. Для получения ρQ~w-мет-
рик, наиболее адекватных конкретной приклад-
ной задаче, необходимо настроить вектор весов ~w.
Для настройки вектора весов методами локальной
или глобальной оптимизации необходим некото-
рый функционал, оценивающий качество метрики,
соответствующей тому или иному значению ~w.
Если используемая форма такого функционала
включает оценку отличий в значенияхρQ~w-метрики
для всех пар объектов от значений некоторой эта-
лонной («экспертной») метрики (значения которой
известны на основании информации, задаваемой
множеством прецедентов Q), то это обусловливает
необходимость введения тех или иных «эксперт-
ных» метрик.

С математической точки зрения подходы к опре-
делению экспертных метрик целесообразно осно-
вывать на понятиях компактности изучаемых мно-
жеств и пространств объектов. В функциональном
анализе термин «компактность» указывает на свой-
ство множества/пространства содержать в беско-
нечном покрытии конечное подпокрытие [5]. Про-
извольное метрическое пространство компактно
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тогда и только тогда, когда оно «вполне ограниче-
но» или «предкомпактно» (для произвольного ε > 0
существует конечная ε-сеть) и «полно» (для каждой
точки есть центрированная система окрестностей
с непустым пересечением).

Очевидно, что в функциональном анализе свой-
ства «вполне ограниченно» и «полно» подразумевают
операции с бесконечно малыми величинами (про-
извольное ε > 0), использование предельного пе-
рехода и, таким образом, пространства мощности
континуума. В то же время множество исход-
ных описаний объектов X, индуцированное над X
топологическое пространство (X, T (X)), решет-
ка L(T (X)) и метрическое пространство значений
признаков ML(L(T (X)), ρL) конечны.

Доказанная в работе [6] теорема о регулярности
и нормальности дискретных топологических и мет-
рических пространств показала, что выполнение
условия регулярности X одновременно гарантиру-
ет и существование «дискретных» ε-сетей, и суще-
ствование центрированной системы окрестностей
для любой точки, соответствующей атому решет-
ки L(T (X)) (т. е. объекту qi, так что «точкой при-
косновения» такой системы окрестностей служит
по крайней мере сам объект qi). Таким образом,
пространство (X, T (X)) при условии регулярности
множестваX компактно по построению, равно как
и его подмножества. Однако при сопоставлении
пространству (X, T (X))метрического пространства
объектовMQ(X, ρQ) (посредством введенияρL и за-
тем ρQ-метрик) свойства компактности произволь-
ных множеств точек в MQ(X, ρQ) будут зависеть от
свойств ρL и ρQ.

Взаимосвязь приведенных выше определений
компактности из функционального анализа и ин-
туитивного понимания «кластера» как своего ро-
да «компактного» множества точек («точки клас-
тера K в пространстве M ближе друг к другу, чем
к остальным точкамM») была подробно исследова-
на ранее [7]. Следствия из соответствующих теорем
позволяют определить «ε0-отделимость кластера»,
которая описывается метрикой специального вида,
применимой в качестве экспертной.

В применении к задачам классификации и чис-
лового прогнозирования простейшим способом
оценки компактности множества в MQ(X, ρQ) слу-
жит непараметрическая метрика разреза ρA(xi, xj),
вычислимая на основании множества прецеден-
тов Q. Например, если t-я таргетная переменная •t

соответствует многоклассовой задаче c |It| класса-
ми Atr, r = 1, |It|, проводится суммирование по
классам и нормировка на интервал [0, 1]:

ρA(xi, xj) =
1

2

|It|∑

r=1

((xi ∈ Ar)− (xi ∈ Ar))
2
.

Тогда комбинаторный показатель качества на-
стройки ρQ-метрики с весами ~w, ρQ~w, относительно
экспертной ρA записывается как

dρ(ρA, ρQ~w,X) =

=
2

N(N − 1)

N∑

i=1

N∑

j=i+1

(ρA(xi, xj)− ρQ~w(xi, xj))
2
,

xi, xj ∈ X, N = |X|,

а критерием настройки ρQ~w служит минимум
dρ(ρA, ρQ~w,X):

~w = argmin dρ(ρA, ρQ~w,X).

3 Вычислительные процедуры
для экспериментального
тестирования предлагаемых
способов порождения
ρQ-метрик

Эксперименты проведены на модельных дан-
ных для задачи числового прогнозирования с при-
знаковыми описаниями объектов в виде векторов
~x = (xi) булевых признаков (n = 50, i = 1, n).
Числовые значения таргетной переменной вычис-
лялись с помощью булева полинома

B(~x) =

n∑

i=0

n∑

j=0

n∑

l=0

wijlxixjxl, x0 = 1,

с корректирующим преобразованием corr (B(~s))
и стохастическим компонентом, абсолютная вели-
чина которого составляла 0,05random( )corr (B(~x)).
Было сгенерировано 1000 выборок модельных дан-
ных по 100 объектов со случайными весами и с кор-
ректирующими преобразованиями, выбранными
случайным образом из списка элементарных ал-
гебраических функций.

Для порождения ρQ-метрик были использова-
ны 13 подходов, перечисленных в табл. 1, которые
позволяют оперировать элементарными булевыми
признаками •k (т. е. подходы ρQθ, ρQ~w�� и ρQ~w›

и ρqa-метрики были исключены). В качестве ρL-
метрик были использованы 93 метрики из справоч-
ника [8]. При порождении синтетических числовых
признаков и метрик типа ρQ~w•k′ в качестве опорных
функций были использованы различные фильтры
на основе Фурье-разложения, вейвлетов и др. (все-
го 11 методов), как и ранее [6]. Для каждой из 1000
выборок данных были порождены и настроены 4997
(∼ 5000) ρQ-метрик.
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В качестве алгоритмов прогнозирования число-
вых таргетных переменных использовались:

(1) алгоритмы k-ближайших соседей (k-Nearest
Neighbor, kNN) в различных конфигурациях
(всего 16 алгоритмов);

(2) алгоритмы на основе синтетических числовых
признаков с корректорами в виде «нейрон-
ных сетей» с несколькими слоями (от 2 до 10)
с функцией активации softmax;

(3) алгоритмы на основе синтетических число-
вых признаков с корректорами в виде полино-
мов различных конструкций (более 20 формул,
включая квазиполиномные модели с элемен-
тарными функциями).

Оператор семплирования �ζ был реализован как де-
сятикратная кросс-валидация с делением каждой
выборки объектов на обучение (50%) и контроль
(50%).

При заданной ρQ-метрике конфигурации kNN-
алгоритмов формировались для различных значе-
нийk (3, 5, 10 и 20; индивидуальные алгоритмы обо-
значены как 3NN, 5NN и т. д.); для того же набора
значений k с поправками на квартиль (класс) зна-
чений таргетной переменной (3NNс, 5NNс и т. д.);
алгоритмы с ядром Епанечникова для различных
значений параметра λ (0,1, 0,3, 0,5 и 1,0; обозна-
чены как E0,1, E0,3 и т. д.) и алгоритмы с ядром
Гаусса [9] для того же набора значений λ (G0,1,
G0,3 и т. д.) — таким образом, всего 16 алгорит-
мов.

4 Результаты
экспериментального
тестирования

Основная серия экспериментов включала гене-
рацию, настройку и применение ∼ 5000 ρQ-метрик
в 16 алгоритмах kNN (т. е. 16 · 5000 = 80 000 кон-
кретных kNN-алгоритмов) для описанных выше
выборок модельных данных (n = 1000). Анализ
показателей качества результатов, производимых
изученными алгоритмами числового прогнозиро-
вания, был проведен по значениям ранговой кор-
реляции на контроле. В среднем по всем вы-
боркам данных (табл. 2) лучший kNN-алгоритм
(выбранный из 80 000 алгоритмов) давал результа-
ты (rc = 0,80± 0,07), сопоставимые c применением
метода синтетических числовых признаков с по-
линомными корректорами (rc = 0,84 ± 0,05) или
с нейросетевыми корректорами (rc = 0,83 ± 0,06),
описанными в работе [6]. В то же время kNN-алго-
ритмы показали худшие показатели переобучения
(переобученность |r − rc| = 0,14), чем алгоритмы
на основе синтетических признаков (переобучен-
ность 0,09).

Более детальный анализ позволил оценить пер-
спективность дальнейшего использования тех или
иных способов определения ρQ (табл. 3), способов
определения ρL-метрик и различных алгоритмов
kNN. Для каждой из 1000 выборок данных, наилуч-
ший из 80 000 изученных алгоритмов kNN выбирал-
ся на основе лексикографического упорядочения
результатов применения алгоритмов по убыванию
значений rc, r, SDc и SD.

Таблица 2 Показатели качества использованных алгоритмов числового прогно-
зирования. Усреднение проведено по 1000 выборок данных

Алгоритм/показатель kNN (лучший) •k′ (полиномы) •k′ (нейросеть)
k 50± 294 1,0± 0,1 1,2± 22
b −24± 142 0,0± 0,01 −0,14± 11
r 0,94± 0,04 0,93± 0,04 0,92± 0,06
rc 0,8± 0,07 0,84± 0,05 0,83± 0,06
kc 47,5± 280 0,93± 0,1 0,98± 0,17
bc −23± 135 0,02± 0,1 0,00± 0,11
SD 0,11± 0,06 0,10± 0,03 0,01± 0,01
SDc 0,2± 0,04 0,16± 0,02 0,03± 0,01

Примечания: k и b — параметры линейной аппроксимации в координатах «известное зна-
чение» – «прогноз алгоритма»; r — коэффициент ранговой корреляции; SD — стандартное
отклонение рангов на обучающих выборках; kc, bc, rc и SDc — значения вышеуказанных
показателей качества алгоритмов на контрольных выборках; kNN(лучший) — наилуч-
ший результат метода k-ближайших соседей (16 алгоритмов kNN, для каждого изучено
около 5000 ρQ-метрик); •k′ (полиномы) — синтетические числовые признаки с полином-
ным корректором; •k′ (нейросеть) — синтетические числовые признаки с нейросетевым
корректором.
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Таблица 3 Частоты встречаемости различных способов определе-
ния ρQ-метрик в лучших алгоритмах kNN, полученных перебором
16 алгоритмов по 5000 ρQ-метрикам в 1000 модельных выборок

ρQ Доля лучших kNN r rc SD SDc sum%
ρQ~w•k′ 61,1% 0,93 0,81 0,10 0,18 61,1%
ρQ~wv12 22,0% 0,97 0,76 0,09 0,22 83,1%
ρQθ121 11,5% 0,96 0,81 0,18 0,22 94,6%
ρQθ12 2,9% 0,94 0,80 0,22 0,25 97,5%

ρQ~w��12 1,8% 0,91 0,76 0,14 0,20 99,3%
Примечания: r — коэффициент ранговой корреляции; sum% — суммар-

ное покрытие всех выборок данных kNN-алгоритмами на основе перечис-
ленных выше метрик.

Наиболее важным результатом всей серии экс-
периментов стал тот факт, что из 13 использован-
ных подходов к порождению метрик только 5 под-
ходов входили в наилучшие алгоритмы числового
прогнозирования на основании kNN (см. табл. 3).
При этом для 94,6% выборок лучшие алгоритмы
kNN включали использование всего трех подходов
к определению ρQ: ρQ~w•k′ (входил в наилучшие
kNN-алгоритмы для 61% выборок данных); ρQ~wv12

(22%); ρQθ121 (12%). В случае если выбирать в ка-
честве лучших не 1 из 80 000, а 10 наилучших из
80 000 kNN-алгоритмов, то ρQ-метрики типа ρQ~w•k′

обеспечивали наилучший результат уже для 83,1%
выборок данных, причем без снижения средних
значений ранговых коэффициентов корреляции на
контроле.

Анализ различных ρL-метрик в лучших алгорит-
мах kNN, вне зависимости от используемого спо-
соба определения ρQ, показал, что наиболее часто
лучшие kNN-алгоритмы формировались на основе
следующих ρL-метрик над множествами функций:
метрики Колмогорова (6,2% выборок), инженер-
ной (5,5%), фон Мизеса (5,2%), Кульбака–Лейбле-
ра (3,1%), Реньи (2,7%), Lp-метрики (2%) и χ2-мет-
рики (2%).

Анализ частот вхождения различных kNN-алго-
ритмов в наилучшие решения при переборе 16 ал-
горитмов по 5000 ρQ-метрик в 1000 модельных вы-
борок показал, что для 53,4% выборок наилучшим
оказался 3NN-алгоритм, а для 23% выборок — один
из алгоритмов G0,5, G1,0 или G0,1.

5 Обсуждение результатов

Метрики расстояния на объектах используют-
ся прежде всего в алгоритмах типа k-ближайших
соседей и, конечно же, в алгоритмах кластериза-
ции. Алгоритмы kNN, предложенные еще в 1951 г.,
по-прежнему остаются одним из ключевых инстру-

ментов современного интеллектуального анализа
данных для предобработки пропусков в данных, ре-
комендательных систем, решениях задач из области
финансов и экономики (оценка кредитных рисков,
прогнозирование фондового рынка и др.), в био-
медицине [10] и распознавании образов [11]. Пре-
имущества kNN включают простоту реализации
и адаптации к новым данным, минимум гипер-
параметров [12].

Выбор метрики для алгоритмов kNN остается
острой исследовательской проблемой — ведь ρQ-
метрика, неоптимальная для конкретной задачи,
значительно снижает показатели качества работы
алгоритма [13]. В задачах, которые могут быть опи-
саны с использованием многомерных пространств
(особенно в случае разнородных признаковых опи-
саний), часто используемые метрики (евклидова
и др.) неэффективны без тех или иных преобра-
зований признаков, так как неподходящее ρQ-рас-
стояние приводит к сильному искажению выбора
окрестностей объектов (феномен «проклятия раз-
мерности»). Современные подходы к преодолению
этой проблемы включают, почти без исключений,
использование настраиваемых метрик (чаще все-
го — варианты метрики Махаланобиса) [14].

Настоящая работа заполняет существенные тео-
ретические пробелы в области определения метрик
для алгоритмов kNN. В имеющейся литерату-
ре теоретические методы порождения функций
расстояния для kNN ограничены исключитель-
но линейными пространствами (включая метри-
ку Махаланобиса). Известны попытки примене-
ния топологического анализа данных в линейных
пространствах (симплициальные комплексы, пер-
систентные гомологии, мозаики Делоне) [15, 16],
комбинирования биномиальной функции с евкли-
довым расстоянием [17]. Как ни странно, основ-
ной упор делается на скорость вычислений, а вовсе
не на теоретические оценки релевантности получа-
емых метрик [18]. Поэтому суммированные в табл. 1
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фундаментальные категории метрик важны для тео-
ретического осознания проблем введения метрик
на объектах.

Результаты проведенных в работе эксперимен-
тов также представляют существенный вклад в экс-
периментальное решение вопроса о выбореρQ-мет-
рик для алгоритмов kNN. Очевидно, что ответ на
этот важный вопрос может быть получен по-
средством сравнительных экспериментальных ис-
следований эффективности различных функций
расстояния. По литературным данным, такие
исследования ограничены использованием только
лишь десятков метрик, тестируемых на десятках вы-
борок достаточно простых реальных данных (в том
числе из репозитория UCI). В этих исследованиях
рассматриваются давно известные метрики (евкли-
дово расстояние, Махаланобиса, манхэттенское,
Минковского, Чебышёва, косинусов, корреляци-
онное, Хэмминга, Жаккарда) и не предлагаются
новые способы определения функций расстояния
для алгоритмов kNN [10]. Если принять во вни-
мание тот факт, что многие метрики содержат на-
страиваемые параметры, то опубликованные ранее
экспериментальные оценки релевантности различ-
ных метрик носят фрагментарный характер.

Тем не менее важными результатами опубли-
кованных ранее экспериментальных исследований
стали выводы о том, что

(1) производительность классификаторов kNN
принципиально зависит от используемой ме-
трики;

(2) не существует оптимальной метрики, которую
можно было бы использовать для произволь-
ного набора данных;

(3) важной характеристикой метрик служит
устойчивость к шумовым факторам (в том чис-
ле к ошибкам в данных) [10, 19].

Интересно отметить, что, как и в случае порож-
дения синтетических признаков на основе опорных
цепей [20] в контексте фундаментальной пробле-
мы метризации дискретных топологических про-
странств признаков [6], наиболее часто исполь-
зуемыми в наилучших kNN-алгоритмах оказались
такжеρL-метрики над множествами функций (Кол-
могорова, инженерная, фон Мизеса и др.), а не
векторные метрики или метрики над множествами
объектов. Теоретическая интерпретация этого фак-
та составляет предмет дальнейших исследований.

Полученные в настоящей работе результаты экс-
периментального тестирования новых метрик под-
тверждают выводы работ [10, 19], при этом суще-
ственно превосходя ранее полученные результаты
по объему проведенных вычислений: проведено

тестирование 16 типов алгоритмов kNN на 1000 вы-
борок существенно нелинейных данных с исполь-
зованием 5000 метрик (фундаментальные типы
суммированы в табл. 1). Важно, что результаты
настоящего исследования позволяют рекомендо-
вать ρQ-метрики типа ρQ~w•k′ как наиболее пер-
спективный способ порождения метрик на объ-
ектах. Достоинство метрик ρQ~w•k′ заключается
в линейной зависимости времени вычислений от
числа объектов и признаков. Этот результат по-
зволяет существенно повысить вычислительную
эффективность алгоритма числового прогнозиро-
вания: ведь для вычисления ρQ~w•k′ требуется
единственный синтетический признак с наиболь-
шей информативностью и не требуется анализ
остальных признаков (что становится существен-
ным фактором устранения так называемого «про-
клятия размерности»).

6 Заключение

В рамках топологической теории распознава-
ния метрики на множествах значений призна-
ков (ρL-метрики) естественным образом вводятся
как функционалы, оценивающие расстояние меж-
ду элементами решетки L(T (X)). В предыдущих
работах были систематизированы подходы к по-
рождению ρL-метрик, поэтому вполне естественно
изучить возможности определения ρQ-метрик по-
средством ρL-метрик. Проведение вычислитель-
ных экспериментов показало, что из сформулиро-
ванных в настоящей работе подходов в 95% случаев
наиболее эффективными оказались метрики трех
типов: коммутативные метрики на основе синтети-
ческих числовых признаков или на основе векторов
и одна некоммутативная метрика. Перспективы
дальнейших исследований включают устойчивость
ρQ-метрик к шумовым факторам, введение более
сложных ρQ-метрик, основанных на использова-
нии не единственного наиболее информативного
синтетического признака, а нескольких. Последнее
подразумевает использование многомерного про-
странства, в котором вводятся ρQ-метрики.
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МОДЕЛИРОВАНИЕ АВТОМАТИЧЕСКОЙ МНОГОАСПЕКТНОЙ

ИДЕНТИФИКАЦИИ ПРОБЛЕМЫ В ГИБРИДНЫХ

ИНТЕЛЛЕКТУАЛЬНЫХ МНОГОАГЕНТНЫХ СИСТЕМАХ

С. В. Листопад1

Аннотация: Разрабатываются концептуальные основы многоаспектной идентификации структуры прак-
тических проблем с целью построения автоматических методов их решения на основе гибридных ин-
теллектуальных многоагентных систем (ГиИМАС). Актуальность исследования обусловлена слабой
формализацией, неоднородностью и комплексностью практических проблем, требующих высоких тру-
дозатрат со стороны разработчиков систем искусственного интеллекта. В работе обобщены наиболее
известные основания декомпозиции проблем, показана необходимость их совместного применения,
а также предложена формализованная модель автоматической многоаспектной идентификации проб-
лемы, обеспечивающая выбор оснований декомпозиции в соответствии с типами характерной для нее
неопределенности.

Ключевые слова: проблема; концептуальная модель; декомпозиция; редукция; коллектив специалистов;
гибридная интеллектуальная многоагентная система
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1 Введение

Исследования традиционных подходов к ре-
шению практических проблем с привлечением
коллективов специалистов [1], а также особен-
ностей проектирования систем искусственного
интеллекта [2, 3], моделирующих эту деятельность
на основе гибридных интеллектуальных и гиб-
ридных интеллектуальных многоагентных систем,
продемонстрировали недоопределенность, слабую
формализацию, динамичность, существенную не-
прозрачность и неоднородность проблем как с точ-
ки зрения необходимых методов решения, так
и целей заинтересованных сторон. В этой связи
проектируемые средства автоматического решения
проблем должны обеспечивать выработку их фор-
мулировки, идентификацию (в общем случае ите-
ративную, формирующую иерархию подпроблем),
поиск или выработку методов их решения, а также
синтез методов решения частных подпроблем в но-
вый единый, интегрированный метод, релевант-
ный исходной проблеме. Вопросы идентификации
проблем в ГиИМАС на основе информационно-
управляющих связей рассмотрены в работах [4, 5].
Данные модели формируют основу для конструи-
рования новых методов идентификации проблем
в рамках как классических популяционных алго-
ритмов [6], подходов на основе линейного про-
граммирования [7, 8], децентрализованных много-
агентных систем [9], так и современных технологий
больших языковых моделей [10, 11] и генеративных

агентов [12]. При этом ограничивается учет та-
ких видов неопределенности проблемы, как субъ-
ективность, полителичность, динамичность и др.
В данной статье предлагается модель автоматиче-
ской многоаспектной идентификации, обеспечи-
вающей учет типов неопределенности рассматри-
ваемой проблемы и синтез релевантного метода ее
идентификации.

2 Особенности идентификации
практических проблем

Согласно [4, с. 69], проблема — «затруднение,
обусловливающее негативное восприятие субъек-
том текущей ситуации, характеризующееся та-
кими особенностями, как недоопределенность,
комплексность, многослойность, полителичность,
непрозрачность, динамичность, субъективность,
межпредметное содержание», что согласуется с ра-
ботами [13–16]. Кроме того, первоначально про-
блема может быть не определена, как и требо-
вания к привлекаемым специалистам, поэтому
процесс решения проблемы начинается с выработ-
ки ее формулировки и определения проблематики,
т. е. комплекса проблем, связанных с рассматрива-
емой [17]. Актуальность определения проблема-
тики обусловлена комплексностью практической
проблемы и существованием ее в контексте опре-
деленной системы (технической, экономической,
социальной и др.), включающей множество подсис-
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96



Моделирование автоматической многоаспектной идентификации проблемы в ГиИМАС

тем, одновременно выступающей элементом над-
систем более высокого порядка, а также связанной
с другими системами одного уровня иерархии (сис-
темами-элементами надсистемы).

Системные связи включают иерархические (от-
ношения соподчинения и вложенности), при-
чинно-следственные (каузальные сети и циклы),
темпоральные (динамика системы), аксиолого-
когнитивные (отношения конфликта, синергии),
информационные (зависимость по данным), ре-
сурсные (конкуренция за общий ресурс) и др. [15,
18–21]. Выработка и выбор решения проблемы без
учета этих иерархических и одноранговых взаимо-
связей может привести к непредусмотренным изме-
нениям в смежных системах, характер которых не
ограничивается позитивными эффектами. Для ми-
нимизации нежелательных последствий решения
проблемы необходима многоаспектная идентифи-
кация ее структуры, обеспечивающая разработку
множества декомпозиций с учетом многообразия
отношений между ней и элементами системы, в ко-
торой она возникла.

На основе анализа работ [21–29] в области
системного анализа, теории поддержки приня-
тия решений и проектирования интеллектуаль-
ных систем для решения практических проблем
выделены обобщенные (в рамках каждого возмож-
ны дополнительные деления с учетом разнообра-
зия метрик, необходимой степени формализации
проблемы и подходов к определению подпроблем)
основания декомпозиции практических проблем
(см. таблицу).

Как видно из таблицы, ни одно из рассмот-
ренных оснований декомпозиции не перекрывает
все типы неопределенности практических проблем,
поэтому возникает необходимость в формальном
аппарате, который позволит объединить все или
несколько из выделенных оснований при иденти-
фикации проблемы для формирования ее обобщен-
ной многоаспектной модели.

3 Модель метода автоматической
многоаспектной
идентификации проблемы

В [4] предложена модель проблемы, поддер-
живающая ее идентификацию и анализ с учетом
комплексности и системного характера. Данная
модель — двухуровневое описание проблемы

prb =
〈
prb, prb

〉
, (1)

в котором на макроуровне prb (2) она описывает-
ся как «черный ящик», фиксирующий основные

элементы затруднения, а на микроуровне prb (3)
строится их формализованное описание в виде кон-
цептуальных моделей [21].

Макроуровневая модель проблемы представля-
ется кортежем

prb = 〈id, sit, sbj, est〉, (2)

где id — идентификатор или наименование, по-
зволяющее однозначно различать проблемы между
собой; sit — описание ситуации субъектом, столк-
нувшимся с проблемой; sbj— наименование субъ-
екта; est— оценка, описывающая ситуацию sit как
негативную для субъекта sbj.

При построении микроуровневой модели на
основе макроуровневого описания разрабатыва-
ются модели ситуации sitm, субъекта sbjm,
выполняется перечисление и строятся модели
стейкхолдеров STHM, с использованием метода
pfmt (4) формируется проблемное поле prb§d (5),
а также путем синтеза методов решения частных
подпроблем генерируется модель metm метода ре-
шения [30]. Формально микроуровневая модель
описывается кортежем

prb = 〈sitm, sbjm, STHM, pfmt,metm〉. (3)

В случае многоаспектной идентификации проб-
лемы в составе метода pfmt формирования проб-
лемного поля из (3) могут быть выделены три части
в зависимости от специфицируемой области поля:

pfmt = 〈sppimt, slpimt, sbpimtma〉, (4)

где sppimt— метод выявления надпроблемы prbsup;
slpimt — метод, анализирующий надпроблему
и выявляющий проблемы одного уровня иерархии
с идентифицируемой; sbpimtma — метод много-
аспектной идентификации структуры проблемы.

Проблемное поле, формируемое методом
pfmt (4), представляется кортежем

prb§d = 〈PRB, Rprb-prb1 (PRB,PRB),

Rprb-prb2 (PRB,PRB)〉, (5)

где PRB — множество проблем, включающее
идентифицируемую проблему, ее подпроблемы,
надпроблему, проблемы одного уровня иерархии
с идентифицируемой, описываемых выражени-
ем (1); Rprb-prb1 — множество вертикальных отно-
шений класса «целое–часть» между надпроблемой
и идентифицируемой проблемой, надпроблемой
и проблемами одного уровня с идентифициру-
емой проблемой, а также между идентифициру-
емой проблемой и ее подпроблемами; Rprb-prb2 —
множество горизонтальных отношений, например
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Обобщенные основания декомпозиции практических проблем

Основание Характеристика
Снимаемый
тип неопре-
деленности

Преимущества Недостатки

Процессное
(по фазам
управления
в терминах
[21])

Выделение подпроблем по
фазам управления (прогнози-
рование, планирование, ор-
ганизация, учет, контроль,
анализ, регулирование) [21,
24]

Недоопре-
деленность,
динамич-
ность

Опирается на стан-
дартные управ-
ленческие циклы,
обеспечивает четкую
последовательность
этапов

Не учитывает содержа-
тельные и иерархиче-
ские связи между под-
проблемами, а также
субъективность пробле-
мы, жестко фиксирует
порядок фаз

Онтогене-
тическое
(по этапам
жизненного
цикла)

Декомпозиция по этапам
жизненного цикла проблемы
(от обнаружения до полного
разрешения), фазы могут вы-
деляться произвольно, прос-
тейший жизненный цикл: на-
чало, середина, конец [24, 26]

Недоопре-
деленность,
динамич-
ность

Разворачивает проб-
лему во времени со-
гласно характерным
для нее стадиям

Сложность выделения
этапов, игнорирование
структурных и иерархи-
ческих связей, междис-
циплинарности и субъ-
ективности проблемы

Структур-
ное (инфор-
маци-
онно-управ-
ляющее
в терми-
нах [21])

Декомпозиция на основе ана-
лиза информационно-управ-
ляющих отношений меж-
ду задачами с последующей
кластеризацией [21, 26, 28,
29]

Непрозрач-
ность, комп-
лексность

Учитывает реаль-
ные зависимости
(обратные, ко-
ординирующие),
выделяет тесно
связанные кластеры

Требует формализации
всех связей, чувстви-
тельно к выбору метрик
кластеризации, игно-
рирует субъективность
проблемы

Ценност-
но-целевое
(по стратам
в терми-
нах [21])

Выделение подпроблем
в соответствии с целями
и ценностными ориента-
циями заинтересованных
сторон (стейкхолдеров) [21,
23, 27]

Полите-
личность,
субъектив-
ность, меж-
предметное
содержание

Ориентирует ре-
шение на удовле-
творение реальных
потребностей, учи-
тывает конфликты
и синергию инте-
ресов

Субъективность оценок,
сложность формализа-
ции ценностей, иг-
норирует структурные
и иерархические связи,
а также динамику проб-
лемы

Абстрактно-
уровневое
(по стратам
в терми-
нах [22])

Декомпозиция по уров-
ням абстракции (стратегиче-
ский, тактический, операци-
онный) [22, 25]

Много-
слойность,
недоопреде-
ленность

Позволяет разделить
ответственность
и временные гори-
зонты, облегчает
координацию между
уровнями

Требует четкого опре-
деления границ между
уровнями, игнорирует
структурные связи,
а также динамику
и субъективность проб-
лемы

Послойное Декомпозиция по слоям
в соответствии со слож-
ностью принимаемого ре-
шения и учитываемой не-
определенностью: верхние
слои описывают подпробле-
мы самоорганизации, адап-
тации и обучения, а ниж-
ние — детерминированные
задачи [22, 25]

Много-
слойность,
недоопреде-
ленность

Позволяет управлять
неопределенностью,
последовательно
снижая ее при
движении вниз

Сложность определения
границ слоев, игнори-
рует структурные свя-
зи, а также динамику
и субъективность проб-
лемы

Смешанное Последовательное примене-
ние процессного и либо
структурного, либо ценност-
но-целевого основания, что-
бы отсечь задачи пассивных
фаз (учет, контроль) и сосре-
доточиться на подпроблемах
активных фаз [21]

Неопреде-
ленности,
снимаемые
процессным
и либо струк-
турным, либо
ценност-
но-целевым
основанием

Компенсирует недо-
статки каждого из
используемых осно-
ваний

Жестко фиксирует по-
рядок фаз, предполага-
ет применение не более
двух оснований деком-
позиции, чувствительно
к выбору метрик клас-
теризации, игнорирует
иерархические связи
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информационно-управляющие и темпоральные от-
ношения между проблемами одного ранга в рамках
иерархической структуры, порожденной Rprb-prb1 .

Модель sbpimdma метода sbpimtma из (4) пред-
полагает формирование пространства релевантных
природе проблемы оснований декомпозиции, раз-
деление ее на части в соответствии с этими основа-
ниями, а также выработку обобщенной декомпози-
ции проблемы. Предлагаемая модель описывается
выражением

sbpimdma =

= 〈DB,FML,DFM, fdbc, fmad,DS, dsim〉, (6)

где DB = {dbprc, dblc, dbstr, dbvgl, dbhst, dbhl} —
множество оснований декомпозиции, включающее
процессное dbprc, онтогенетическое dblc, струк-
турное dbstr, ценностно-целевое dbvgl, абстракт-
но-уровневое dbhst, послойное dbhl, данное мно-
жество может быть расширено при необходимости,
в частности различными конфигурациями смешан-
ных оснований; FML — множество прототипных
фреймовых моделей [4], описывающих проблему
как набор отношений между частично заполненны-
ми моделями подпроблем (1);DBM ⊆ DB⊗FML—
соответствие между основаниями декомпозиции
и релевантными им прототипными фреймовыми
моделями; fdbc — метод построения пространства
оснований декомпозиции (7); fmad — метод ин-
терпретации пространства оснований декомпози-
ции и последовательной инициализации процесса
идентификации проблемы в соответствии с выде-
ленными основаниями (8); DS — первоначально
пустое множество декомпозиций проблемы, опи-
сываемых выражением (9); dsim — метод выра-
ботки обобщенной многоаспектной декомпозиции
проблемы (10).

Метод построения пространства оснований де-
композиции fdbc из (6) предназначен для фор-
мирования упорядоченного подмножества DBO
возможных классификационных признаков из
множества DB, релевантных конкретной пробле-
ме, исходя из природы ее сложности (непрозрач-
ность, полителичность, межпредметное содержа-
ние и др.). Формально этот метод описывается
кортежем

fdbc = 〈DBCT, dbsel, dbord〉, (7)

где DBCT — соответствие между основания-
ми декомпозиции DB и расширяемым при не-
обходимости множеством типов неопределен-
ности проблем CT = {ctamb, ctcmp, ctmlr, ctplt, ctntr,
ctdyn, ctsbj, ctids}, включающим недоопределен-
ность ctamb, комплексность ctcmp, многослойность
ctmlr, полителичность ctplt, непрозрачность ctntr,

динамичность ctdyn, субъективность ctsbj, меж-
предметное содержание ctids; dbsel — метод фор-
мирования из DBCT рабочего набора DB∗ ⊆ DB
оснований декомпозиции, релевантных рассмат-
риваемой проблеме, путем анализа присущей ей
неопределенности CT∗ ⊆ CT; dbord— метод фор-

мирования отношения порядка
dbp
≺ и упорядочен-

ного множества DBO = (DB∗,
dbp
≺ ), описывающего

приоритет применения оснований декомпозиции
с учетом доминирования типов сложности пробле-
мы и зависимостей между основаниями, если они
имеются.

Метод fmad из (6) представляется выражением

fmad = 〈dbit, sbpimt(FMLch), dcl〉, (8)

где dbit — метод отбора фреймовых моделей, ко-
торый последовательно перебирает элементы мно-
жества DBO, формируя для каждого элемента dbi

подмножествоFMLchi ⊆ FMLрелевантных ему про-
тотипов, т. е. FMLchi = {fmlj |〈dbi, fmlj〉 ∈ DFM},
i, j ∈ •, i ≤ |DB|, j ≤ |FML|, после чего вы-
зывает метод sbpimt(FMLchi ), передавая ему под-
множество FMLchi , а также метод кластеризации
dcl, если это предусмотрено текущим основанием
декомпозиции dbi; sbpimt(FML

ch) — метод авто-
матической идентификации структуры проблемы,
разработанный в соответствии с моделью sbpimd
из [4], предполагающий декомпозицию проблемы
с использованием имеющегося в его распоряжении
множестваFMLch прототипов, а также оценку реле-
вантности декомпозиции идентифицируемой про-
блеме; dcl — метод кластеризации декомпозиции,
обеспечивающий выявление областей однородно-
сти на множестве подпроблем и формирование на
их основе укрупненных подпроблем.

Множество декомпозиций проблемыDS напол-
няется декомпозициями ds проблемы по мере вы-
полнения метода fmad. В результате его работы
формируется не менее одной декомпозиции для
каждого выделенного релевантного проблеме осно-
вания из множестваDBO. Декомпозицияds— часть
проблемного поля (5) и в общем виде представля-
ется кортежем

ds =
〈
{prb} ∪ PRB∗, Rprb-prb1 (prb,PRB∗),

Rprb-prb1 (PRB∗,PRB∗), Rprb-prb2 (PRB∗,PRB∗)
〉
, (9)

где PRB∗ ⊆ PRB — множество подпроблем иден-
тифицируемой проблемы prb, т. е. проблем, для
которых имеет место Rprb-prb1 (prb,PRB∗).

Метод dsim синтеза обобщенной многоаспект-
ной декомпозиции из (6) описывается кортежем

dsim = 〈dsel,DS∗, dsyn〉, (10)
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где dsel — метод оценки и отбора релевантных
декомпозиций в множество DS∗; DS∗ ⊆ DS —
подмножество декомпозиций отобранных по набо-
ру критериев, например однородность выделенных
подпроблем, минимизация связей между подпроб-
лемами и другие; dsyn — метод синтеза итоговой
обобщенной многоаспектной декомпозиции проб-
лемы на основе множества DS∗, который либо вы-
бирает единственную декомпозицию из DS∗, если
|DS∗| = 1, либо выполняет построение обобщенной
многоаспектной декомпозиции, когда в рамках мо-
дели проблемы используется несколько оснований,
если |DS∗| > 1, либо при DS∗ = ∅ выдает сообще-
ние о невозможности автоматической идентифика-
ции проблемы.

Таким образом, результатом работы метода авто-
матической многоаспектной идентификации проб-
лемы должна быть ее модель, в которой соче-
таются разные срезы проблемы (темпоральные,
ценностные, функциональные и др.). Модель ме-
тода предполагает построение пространства осно-
ваний декомпозиции на основе оценки их реле-
вантности каждой очередной проблеме, а также
синтез многомерной декомпозиции, отражающей
выделенные типы неопределенности проблемы.

4 Заключение

В работе рассмотрены особенности иденти-
фикации практических проблем, выполнен ана-
лиз основных подходов к декомпозиции проб-
лем и обоснована необходимость многоаспектной
идентификации структуры проблемы, позволя-
ющей формировать множество взаимодополня-
ющих декомпозиций.

Разработана модель многоаспектной идентифи-
кации проблемы, обеспечивающая формирование
пространства оснований декомпозиции, релевант-
ного конкретной проблеме, последующую интер-
претацию этого пространства для построения мно-
жества декомпозиций, а также их синтез с учетом
системных связей подпроблем. Предложенная мо-
дель закладывает основу для автоматизации про-
цессов идентификации проблем в системах под-
держки принятия решений и интеллектуальных
агентных средах. Перспективной представляется
разработка методов многоаспектной идентифика-
ции структуры проблемы в соответствии с дан-
ной моделью на основе больших языковых моде-
лей и технологии генеративных агентов, которые
могут использоваться для извлечения оснований
декомпозиции из неформализованных описаний
и генерации взаимодополняющих декомпозиций
проблемы.
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АТАКИ НА УПРАВЛЯЮЩИЕ СЕТЕЦЕНТРИЧЕСКИЕ СИСТЕМЫ

С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ ОБМАНА

А. А. Грушо1, Н. А. Грушо2, М. И. Забежайло3, А. А. Зацаринный4, В. О. Писковский5

Аннотация: Применение сетецентрических технологий в системах управления и поддержки принятия
решений определяется концепцией развития контроля периферийных узлов сетецентрической системы
(СЦС), а также требованиями к обеспечению информационной безопасности. Работа посвящена иссле-
дованию класса атак на подобные системы, основанного на скрытом искажении свойств информации,
необходимой для правильного управления. Главная цель управляющей системы (Центра) в СЦС предста-
вляется как ключевая управляющая причина, состоящая из свойств, которые в конечном итоге порождают
управляющие воздействия во всей СЦС. Математическая модель распространения управляющих воздей-
ствий в СЦС строится с использованием направленных ациклических графов. Рассматриваются примеры
атак на СЦС, возможности их идентификации, а также противодействия подобным атакам. Демон-
стрируется, как предупреждение развития атаки может быть обеспечено идентификацией отсутствующих
следствий правильного свойства, а также внедрением обманных свойств.

Ключевые слова: информационная безопасность; сетецентрические системы; атаки, основанные на
обмане; выявление и предупреждение атак
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1 Введение

Возможность противника использовать специ-
ально подобранные ложные данные и обман для
организации атак на управляющие системы, по-
строенные на компьютерах, — одно из важных на-
правлений при анализе и построении безопасных
систем. Простейшим примером обмана в этой об-
ласти служит замена чипа в управляющем компью-
тере, который честно выполняет функции правиль-
ного чипа, но имеет «троянца», перехватывающего
и передающего противнику проходящую через чип
информацию. Вредоносные воздействия такого ти-
па активно использовались в эпоху холодной войны
(см., например, [1, 2]). Разработка мер противодей-
ствия современным вариантам подобных техноло-
гических решений — актуальная и значимая задача
(см., например, [3–5]).

Для нарушения безопасности СЦС имеется це-
лый ряд возможностей использовать методы и тех-
нологии обмана. Заметим также, что в рабо-
тах по программно-целевому методу планирования
и управления [6] вопросы безопасности фактиче-
ски не поднимались, хотя они имеют ту же природу,
что и в сетецентрических системах управления. По-
скольку СЦС относится к управляющим системам,
то в подчиненные ветви ее архитектурной иерархии
передаются такие задания для каждого периферий-

ного узла, которые в совокупности реализуют глав-
ную идею, разработанную в управляющей системе
(Центре).

Механизм управления в СЦС может быть опи-
сан в терминах причинно-следственных взаимо-
связей, разработанных в Центре в форме главной
идеи (основная причина) с заданиями (производ-
ные причины), которые следует исполнять вдоль
всей иерархии периферийных узлов сетевой управ-
ляющей системы [7]. При этом задачи, требующие
решения при движении вниз по этой управлен-
ческой иерархии, можно рассматривать как по-
следовательно возникающие следствия из задач,
актуальных для предыдущих узлов. В работе рас-
сматривается класс атак на такие управляющие
системы с помощью скрытого искажения управ-
ляющих воздействий. Предложен метод борьбы
с подобными технологиями обмана в управляющих
системах, использующий косвенные признаки,
которые порождают идентификационную инфор-
мацию, компрометирующую обман. Например,
в случае с заменой чипа достаточно контролиро-
вать объем информации из зараженного чипа, кото-
рый должен быть большим, даже если используется
скрытый канал для передачи украденной инфор-
мации. Далее подробнее рассматривается пример
борьбы с методами и технологиями обмана в сете-
центрической управляющей системе.

1Федеральный исследовательский центр «Информатика и управление» Российской академии наук, grusho@yandex.ru
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2 Математическая модель

Определим конечное множество характери-
стик D, из которых строятся конечные множества,
называемые свойствами. Часть характеристик,
образующих определенную комбинацию, составля-
ет идентификатор свойства. Другие характеристики
свойств не видны и труднодоступны. Множество
свойств системы будем обозначать через M . Опи-
сание СЦС удобно вести на языке свойств и при-
чинно-следственных связей. Простейшие при-
чинно-следственные связи на множествах свойств
определяются так, что причина детерминированно
порождает следствия, если существует физическая
связь причины и следствия. Главную управляющую
идею Центра можно описать как управляющую
причину, состоящую из свойств, которые в конеч-
ном итоге порождают производные причины и дей-
ствия во всей системе. В свою очередь, свойства
могут порождать действия, причиной которых они
стали. Действия можно рассматривать как ори-
ентированный ациклический граф (DAG, directed
acyclic graph). Вершинами этого графа служат свой-
ства, которые стали следствиями ранее порожден-
ных причин и которые порождают последующие
свойства действия в соответствии с дугами графа
(cм. подробнее работы [8–11] и др.). Листьями
DAG служат свойства, порождаемые производны-
ми причинами. Последние в свою очередь, порож-
даются из главной причины и, при необходимости,
из свойств узлов, которые могут не быть причи-
нами в иерархии причинно-следственных связей
Центра в СЦС. Целью действия выступает набор
свойств, которые порождаются одним или несколь-
кими DAG описанным выше способом.

Управляющая причина состоит из множества
отдельных свойств, которые сами послужили при-
чинами множеств свойств подчиненных узлов
СЦС, выступающих одновременно производными
причинами. Таким образом, подчиненными узлами
управляют производные причины, которые вместе
с главной причиной образуют транзитивные причи-
ны [12, 13]. Следовательно, свойства производных
причин можно считать также следствиями главной
причины.

3 Атака

Предположим наличие противника на узле, где
готовится действие. Также допустим, что против-
ник смог подменить одно или несколько свойств,
участвующих в порождении действия. Математи-
чески это означает, что часть листьев DAG не может
начать действовать в порождении действия, иници-

ированного Центром. При этом каждое подменен-
ное свойство имеет идентификатор правильного
свойства, поэтому контроль наименований порож-
дающих свойств ничего не дал. Участие свойства
в порождении действия не может быть проконтро-
лировано иначе, так как частично действие может
уже развиваться и выявить отсутствующий фраг-
мент сложно из-за отсутствия времени на анализ.

Схема причинно-следственных связей, пред-
ставленная в виде DAG, разрушается при замене
любого листа обманным листом. В самом деле,
исчезновение любой дуги или вершины нарушает
систему построения результирующих свойств, так
как разрыв любой причинно-следственной связи
ведет к невозможности достраивать цепочку свя-
зей до целевого свойства по определению правил
построения действия. Любой путь от листа к це-
левой вершине определяется последовательностью
причинно-следственных связей, которая по опре-
делению не должна быть избыточной.

Если имеются два DAG, которые пересекают-
ся (без образования циклов), то существует лист,
обманная замена которого разрушает, по крайней
мере частично, конечные свойства в обоих DAG.
Результат можно сформулировать в форме следу-
ющего утверждения.

Утверждение. Замена любого листа из порождающих
действие приводит к нарушению цели действия.

4 Предупреждение развития
атаки

Пусть каждое свойство, участвующее в порожде-
нии действия, участвует в причине не только созда-
ния следующих свойств действия, но и порождает
несколько видимых свойств, которые не участвуют
в порождении действия, но при этом реализуемый
обман не порождает такие следствия. Тогда поиск
обмана сводится к обнаружению отсутствующих
следствий правильного свойства. Однако порож-
денные обманом свойства заранее неизвестны. По-
этому необходимо искать свойства, не породившие
своих неинформативных следствий.

5 Алгоритм поиска свойства
с отсутствующими видимыми
следствиями

Предположим, что подмены произошли на
уровне листьев DAG. Тогда в базе данных Центра
должны находиться не только следствия производ-
ных причин, но также следствия этих следствий.
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Часть из них участвует в организации действия,
а часть служит информацией, характеризующей
конкретный лист. Поскольку листья известны
и определяют следующий слой DAG размера m, то
поиск надо вести в этом множестве. Простой пере-
борный алгоритм сравнения свойств этого множе-
ства и свойств, хранящихся в базе данных Центра,
позволяет решить задачу поиска одного из отсутст-
вующих t свойств за среднее время m/t .

Если предположить, что противник заменил k
листьев в анализируемом DAG, то математическое
ожидание поиска всех обманов не превосходит сум-
мы математических ожиданий одного обмана, т. е.
km/t.

6 Планирование действий
с помощью цифровых
двойников

С учетом описанных угроз необходимо рассмот-
реть вопросы планирования действий. Опираясь
на компьютерные технологии, разработку действий
необходимо проводить на языке свойств. Таким
образом можно построить причинно-следственную
модель будущего действия.

На следующем этапе необходимо расширить та-
кую модель с учетом носителей свойств и ресурсов.

Далее необходимо разработать механизмы за-
щиты действий от потенциальных атак с помощью
обмана.

Для построения причинно-следственной моде-
ли необходимо определить цели действия и свой-
ства, которые порождают свойства цели. Далее
задача построения причинно-следственной модели
решается в обратном порядке: исходя из цели дейст-
вия. Необходимо определить, какие свойства по-
рождают свойства цели действия. Затем установить,
каким образом построить свойства, порождающие
уже свойства текущего уровня. Таким образом по-
степенно строится DAG причинно-следственных
связей свойств достижения цели. На каждом этапе
исследуется возможность выделения листьев DAG,
используя свойства порожденных причин или воз-
можность использования свойств, имеющихся на
узле. Модель считается построенной, если все пу-
ти к цели заканчиваются листьями. Разумеется,
построение причинно-следственной модели носит
итеративный характер, расширяя свойства главной
причины или расширяя возможности узла. Уже
на этом этапе выявляются возможности внедрения
обманных свойств, для борьбы с которыми необхо-
димо вносить избыточность в множество свойств,

которые можно использовать для идентификации
обманов.

Поскольку разрушение действия начинается
с уровня листьев, то можно предложить следующий
способ защиты от подлога какого-то листа. Предпо-
ложим, что противник может заменить произволь-
ный лист ложным с правильным идентификатором.
Создадим для каждого листа дубликат с другим про-
извольным именем. Таким образом, в отсутствие
противника действие будет стартовать в каждом
листе дважды. Поскольку это будет действовать
одна причина для одного следствия, то с точки зре-
ния развития действия одновременное порождение
дважды одного свойства одной причиной ничему
не мешает. Если противник испортил свойство,
порождавшее следствие, то идентичная причина
породит нужное свойство, и действие будет разви-
ваться, несмотря на подмену свойства. Отметим,
что причина порождает следствие, если существу-
ет путь к следствию. Чтобы порождение следствия
при таком дубле было возможно, необходимо кроме
открытого идентификатора иметь единый скрытый
идентификатор, позволяющий работать причинам
в дубле. Предложенный метод не позволит против-
нику исключить сразу два варианта одной причины.
Вероятность случайного полного исключения по-
рождающего свойства равна 1/(2m − 1), где m —
число всех листьев.

Технологически трудно представить програм-
мно-аппаратное представление одного свойства.
Поэтому для построения функциональной моде-
ли любого свойства-причины, участвующего в дей-
ствии, можно использовать программно-аппарат-
ное покрытие причин [14]. Для защиты от
модификаций в этом случае используются стан-
дартные методы контроля доступа.

7 Примеры

1. Сетецентрическая коммуникационная систе-
ма, которая предоставляет сервисы населению.
В одном из узлов вышел из строя сервис, но
система в целом осталась в рабочем состоянии.
Информация о неработающем сервисе дохо-
дит до Центра через жалобы пользователей, т. е.
по косвенным признакам [15–18]. Сбой стал
следствием одной из причин большой системы
предоставления услуг населению (цель).

2. Рассмотрим сетецентрическую систему управ-
ления, которая передает управляющую инфор-
мацию для действий сразу для нескольких уз-
лов. При изменении информации о параметрах
связи возник узел, который не принял эту ин-
формацию и остался без эффективного взаи-
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модействия с Центром и связанными узлами.
При этом работоспособность программно-ап-
паратной части не ухудшилась. Причины сбоя
могут быть в подмене свойства, необходимого
для раскрытия и установки изменений в ор-
ганизации связи. Согласно предложенному
методу поиска отсутствующих вспомогатель-
ных свойств выявляется подложное свойство
и восстанавливается полное необходимое взаи-
модействие Центра и связанных узлов.

3. Действие — компьютерная модернизация
функций периферийного управления населен-
ным пунктом. Качественное оборудование бы-
ло заменено на дешевую подделку с помощью
подмены этикеток. В результате система управ-
ления вышла из строя через месяц работы, что
привело к большому ущербу. Выход из строя
можно было предотвратить, если предваритель-
но исследовать слабые стороны нового обору-
дования.

8 Заключение

В работе рассмотрена проблема нарушения
безопасности управляющей системы с помощью
специально подобранных ложных данных и обма-
на. Построен удобный и универсальный язык опи-
сания систем, которые могут подвергаться атакам
с помощью обмана различных типов. Основные
компоненты такого языка — это свойства систем
и причинно-следственные связи. Описание угроз
основано на идентификации нарушения причин-
но-следственных связей при замене образующих
актуальную причинно-следственную управленче-
скую иерархию связей свойств на обманные. Для
противодействия таким угрозам может использо-
ваться любая дополнительная информация, свя-
занная с содержательной информацией чисто фор-
мально, цифровые аналоги систем или система
избыточных свойств, специально введенная для
контроля действий. Поскольку эти средства и дру-
гие косвенные признаки, как правило, не использу-
ются для контроля организации действий, то возни-
кают сбои или достигнутые цели не удовлетворяют
исходным требованиям. Приведены примеры из
различных областей аналогичных угроз и методы
противодействия этим угрозам, которые легко ин-
терпретируются с помощью рассмотренных в статье
методов.
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Abstract: The application of network-centric technologies in control and decision support systems is determined
by the concept of development of monitoring of peripheral nodes of the network-centric system (NCS) as well as
the conditions for ensuring information security. The work is devoted to one class of attacks on such systems, which
uses hidden distortion of the properties of information necessary for proper monitoring and control. The main
goal of the Center in the NCS is described as the main controlling cause, consisting of properties that ultimately
generate controlling effects throughout the NCS. A mathematical model of the control actions in the NCS is
constructed using directed acyclic graphs. Examples of attacks on the NCS, the possibility of their identification,
and countering such attacks are considered. It is demonstrated how the prevention of the development of an attack
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