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МЕТОДЫ УСЛОВНО-ОПТИМАЛЬНОЙ ФИЛЬТРАЦИИ

ПО БАЙЕСОВУ КРИТЕРИЮ ДЛЯ НАБЛЮДАЕМЫХ НЕЯВНЫХ

СТОХАСТИЧЕСКИХ СИСТЕМ

И. Н. Синицын1

Аннотация: Разработаны методы синтеза условно-оптимальных фильтров (УОФ) по байесову критерию
(БК) для обработки информации во взаимосвязанных наблюдаемых непрерывных и дискретных неявных
негауссовских стохастических системах (СтС), приводимых к явным. Дан краткий обзор работ по услов-
но-оптимальной фильтрации по среднеквадратичному, энергетическому и сложному статистическому
критериям для явных и неявных, непрерывных и дискретных нелинейных СтС. Представлены методы
приведения неявных СтС для гладких и разрывных неявных функций. Разработаны точные методы
синтеза БК УОФ для приведенных дифференциальных и разностных уравнений. Особое внимание
уделено нормальным БК УОФ для аддитивных и параметрических возмущений. Рассмотрены вопросы
эквивалентности гауссовских и негауссовских возмущений при синтезе БК УОФ. Сформулированы
направления дальнейших обобщений и применений.
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1 Введение

Теория условно-оптимальной фильтрации
в среднеквадратичном смысле стохастических про-
цессов (СтП), описываемых явными стохастиче-
скими дифференциальными уравнениями, нашла
применение при решении задач обработки инфор-
мации в реальном масштабе времени. Для неявных
дифференциальных СтС, допускающих приведе-
ние к явным дифференциальным, развиты соот-
ветствующие методы условно-оптимальной фильт-
рации. Так, в [1] разработаны математические
модели наблюдаемых неявных дифференциальных
СтС, приводимых к дифференциальным, для задач
фильтрации. Получены базовые уравнения не-
линейных УОФ. Развитие методов УОФ при ав-
токоррелированных помехах в наблюдениях для
некоррелированных и автокоррелированных по-
мех на случай неявных непрерывных и дискрет-
ных гауссовских СтС, приводимых к явным, да-
но в [2]. Представлены математические модели
неявных непрерывных и дискретных гауссовских
и негауссовских СтС, приводимых к явным. Для
приведенных неявных СтС в условиях, когда на-
блюдения не оказывают влияния на объект на-
блюдения и описываются явными уравнениями,
разрешенными относительно производных (разно-
стей), получены уравнения базовых методов УОФ.
Статья [3] посвящена методам условно-оптималь-

ного синтеза фильтров для неявных дискретных
СтС, приводимых к явным, путем эквивалентной
гауссовской и негауссовской линеаризации. Пред-
полагается, что наблюдения не влияют на объ-
ект наблюдения и описываются дискретными не-
линейными уравнениями с некоррелированными
и автокоррелированными помехами. Дан обзор ра-
бот в области синтеза УОФ для явных и неявных
дискретных наблюдаемых СтС. Приведены основ-
ные модели дискретных неявных СтС и методы их
эквивалентной линеаризации. Получены уравне-
ния УОФ. В качестве примера рассмотрены УОФ
для авторегрессионных приведенных уравнений.

В [4] изложены методы синтеза нелинейных
нормальных УОФ (НУОФ) по среднеквадратично-
му критерию для обработки информации во взаи-
мосвязанных наблюдаемых неявных непрерывных
и дискретных гауссовских и негауссовских СтС,
приводимых к явным. Представлены уравнения
наблюдаемых непрерывных и дискретных явных
и неявных гауссовских и негауссовских СтС, мето-
ды приведения неявных гладких и разрывных СтС
к явным. Для взаимосвязанных неявных объек-
товых и явных систем наблюдения разработаны
методы синтеза НУОФ, основанные на решении
методом нормальной аппроксимации совместных
приведенных уравнений объекта, системы наблю-
дения и уравнений линейных и нелинейных УОФ
для гауссовских и негауссовских СтС. В каче-
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стве дискретных неявных СтС, приводимых к дис-
кретным, рассмотрены нелинейные регрессионные
и авторегрессионные уравнения.

В [5] рассмотрены методы синтеза нелиней-
ных УОФ по сложному статистическому критерию
(ССК) для обработки информации во взаимосвя-
занных наблюдаемых непрерывных и дискретных
неявных негауссовских СтС, приводимых к явным.
Дан краткий обзор работ по УОФ по среднеквад-
ратичному критерию для явных и неявных СтС
и ССК УОФ для явных систем. Представлены ме-
тоды приведения для гладких и разрывных неяв-
ных функций. Разработаны точные методы синтеза
ССК УОФ для приведенных дифференциальных,
регрессионных и авторегрессионных уравнений.
Рассмотрены две задачи по применению основных
результатов к задачам непрерывной и дискретной
ССК-фильтрации в случае аддитивных шумов и не-
явных функций, допускающих эквивалентную ста-
тистическую линеаризацию. Получены обобщения
фильтров Калмана и Калмана–Бьюси. Предложе-
ны возможные обобщения точных и приближенных
методов.

Рассмотрим методы БК-синтеза УОФ для обра-
ботки информации во взаимосвязанных объекто-
вых наблюдаемых непрерывных и дискретных не-
гауссовских СтС, приводимых к явным. Для явных
СтС, соответствующих БК, УОФ рассмотрены
в [6–8].

2 Уравнения приведенных
объектовых наблюдаемых
неявных стохастических систем

Обобщая [1–5], рассмотрим векторную неявную
дифференциальную СтС с нелинейностями, опи-
сываемыми гладкими детерминированными функ-
циями размерности (n� × 1):

� = �
(
t, Zt, ‘Zt, . . . , Y

(k)
t , Ut

)
= 0 ,

Z(t0) = Z0, ‘Z(t0) = ‘Z0, . . . , Y
(k)(t0) = Z

(k)
0 . (1)

Уравнение для стохастических возмущенийUt возь-
мем в виде, разрешенном относительно белых шу-
мов:

‘Ut = a
U (t, Ut) + b

U (t, Ut)V
U
t , U(t0) = U0. (2)

Здесь aU (t, Ut) и bU (t, Ut)— (nZ × 1)- и (nZ × nV )-
мерные функции;V U

t — белый шум в строгом смыс-
ле, допускающий представление вида

V U
t = ‘W

U
t , W

U
t =W

U
0 (t) +

∫

Rq
0

cU (u)P 0(t, du),

где cU = cU (u) — известная векторная функция
той же размерности, что и WU

0 ; интеграл при
любом t ≥ t0 представляет собой стохастический
интеграл по центрированной пуассоновской ме-
ре P 0(t,A), независимой от WU

0 и имеющей
независимые значения на попарно непересека-
ющихся множествах; A — борелевское множество
пространства Rq

0 с выколотым началом. Уравне-
ние (2) понимается в смысле Ито и имеет един-
ственное среднеквадратичное решение [7, 9, 10].

Для гладких функций в (1), допускающих сто-
хастические производные Ито до h-го порядка, вы-
полним следующие преобразования. Будем диф-
ференцировать по t левые части уравнений (1) по
обобщенной формуле Ито [7, 9, 10] до тех пор, пока
не появятся производные белого шума. В результате
получим следующую систему неявных нелинейных
дифференциальных уравнений:

� = 0, ‘� = 0, . . . , �(h) = 0 . (3)

Далее введем составной вектор [ �ZTt Z
′
t
T
]T, где �Zt =

= [ZTt ‘Z
T
t . . . Z

(k−1)T
t ]T, и вспомогательный век-

торZ ′
t, определяемый уравнениями (3) в виде функ-

ционального уравнения

ā( �Zt, Z
′
t) = 0 . (4)

Как показано в [1–3], если неявные гладкие век-
тор-функции и конечные неявные уравнения (1)
и (4) допускают гладкую замену переменных, то
они приводятся к системе, состоящей из векторно-
го стохастического дифференциального уравнения
Ито и функционального неявного векторного урав-
нения (теорема 2.1):

d �Zt = a
š
(
t, �Zt

)
dt+ bš

(
t, �Zt

)
dW0 +

+

∫

Rq
0

cš
(
t, �Zt, u

)
P 0(dt, du), āš( �Zt, Z

′
t, t) = 0 .

Приводимые неявные дискретные регрессион-
ные и авторегрессионные СтС описываются раз-
ностными уравнениями вида (теоремы 2.2 и 2.3):

�Zk+1 = ω
š
k

(
�Zk, Vk

)
; āšk

(
�Zk, Z

′
k

)
= 0;

�Zk+1 = a
š
k

(
�Zk

)
+ bšk

(
�Zk

)
Vk; ā

š
k

(
�Zk, Z

′
k

)
= 0.

Здесь функции ωš(�zk, υk), ašk (�zk) и bšk (�zk) имеют
размерности (n �Z × 1), (n �Z × 1) и (n �Z × nv) соответ-
ственно, k = 1, 2, . . .

В условиях теоремы 2.1 предположим, что объ-
ектовая неявная СтС допускает приведение к явной
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СтС, измерительная система вполне наблюдаема,
причем уравнение наблюдения разрешено относи-
тельно вектора наблюдения. Введем новые обозна-
чения для составных векторов состояния объекта
Xt, вспомогательного вектора Z ′

t и системы наблю-
дения Yt. Тогда в качестве приведенных уравнений
состояния объекта и наблюдений будем рассмат-
ривать для приведенных дифференциальных СтС
следующие уравнения (теорема 2.4):

‘Xt = ϕ
š (Xt, Yt, t) + ψ

š (Xt, Yt, t)V,

āš (Xt, Z
′
t, t) = 0 ;

‘Yt = ϕ1 (Xt, Yt, t) + ψ1 (Xt, Yt, t)V, V = ‘W .





(5)

Здесь

V = ‘W, W (t) =W0(t) +

∫

Rq
0

c(u)P 0(t, du),

где c(u)— векторная функция размерности (nW ×1)
q-мерного аргумента u; интеграл при любом t ≥
≥ t0 представляет собой стохастический интеграл
по центрированной пуассоновской мере P 0(t,B),
независимой от СтП W0 и имеющей независимые
значения на непересекающихся множества. Ин-
тенсивность ν = ν(t) СтП W (t) в этом случае опре-
деляется формулой:

ν(t) = ν0(t) + ν
′(t),

ν′(t) =

∫

Rq
0

c(u)c(u)TνP (t, u) du, (6)

где ν0(t) и νP (t, u)— интенсивности СтП W0 и P 0.
Для дискретного случая в условиях теорем 2.2

и 2.3 приведенные уравнения состояния и наблю-
дения будут следующими (теоремы 2.5 и 2.6):

Xk+1 = ω
š
k (Xk, Yk, Vk) , ā

š (Xk, Z
′
k) = 0,

Yk = ω1k (Xk, Yk, Vk) ;

}
(7)

Xk+1 = ϕ
š
k (Xk, Yk) + ψ

š
k (Xk, Yk)Vk,

āšk (Xk, Z
′
k) = 0 ;

Yk = ϕ1k (Xk, Yk) + ψ1k (Xk, Yk)Vk,





(8)

где Vk — дискретные негауссовские в общем виде
белые шумы с известной одномерной характери-
стической функцией hk = hk(ε; t).

3 Байесов критерий оптимизации

Как известно [7,9,10], в основе БК оптимизации
СтС лежит следующий общий принцип оценки ка-
чества СтС. Качество решения задачи оценивания

в каждом конкретном случае определяется некото-
рой функцией потерь l = l(Xt, �Xt), значение кото-
рой зависит от конкретных реализаций процессаXt

и его оценки �Xt. Эта функция называется функ-
цией потерь. Качество решения задачи оценивания
в среднем для данной реализации процесса Xt при
всех возможных реализациях оценки �Xt определя-
ется условным математическим ожиданием функ-
ции потерь

ρ(A | Xt) = M
[
l
(
Xt, �Xt

)
| Xt

]
. (9)

Эту величину обычно называют условным риском.
Условный риск зависит от оператора A, определя-
ющего оценку �Xt, и от реализации процесса Xt.
Наконец, среднее качество решения задачи оцени-
вания при всех возможных реализацияхXt и �Xt ха-
рактеризуется математическим ожиданием услов-
ного риска (9), равным безусловному ожиданию
функции потерь

ρ(A) = M [ρ (A | Xt)] = M
[
l
(
Xt, �Xt

)]
(10)

и называемым средним риском. Установив таким
образом меру качества оценки, можно за критерий
оптимальности СтС принять критерий минимума
среднего риска:

M
[
l
(
Xt, �Xt

)]
= min . (11)

Если требуется обеспечить наилучшее решение за-
дачи оценивания при некоторых дополнительных
условиях, заданных в виде

Cj(A) = M
[
ϕj

(
Xt, �Xt

)]
= cj

(
j = 1, Q

)
, (12)

то, применяя метод неопределенных множителей
Лагранжа, можно свести задачу оценивания к отыс-
канию минимума следующей величины:

ρ1(A) = ρ(A) +

Q∑

j=1

λjCj(A) =

= M


l
(
Xt, �Xt

)
+

Q∑

j=1

λjCj

(
Xt, �Xt

)

 . (13)

Эту величину можно рассматривать как средний
риск для новой функции потерь

l1

(
Xt, �Xt

)
= l
(
Xt, �Xt

)
+

Q∑

j=1

λjϕj

(
Xt, �Xt

)
, (14)

содержащей неопределенные параметры
λ1, . . . , λQ.

Замечание 3.1. Формулы (9)–(14) для векто-
ров �Xt ( �Xk) имеют место и для векторов �Z ′

t (
�Z ′

k).
Последние вычисляются на основе функциональ-
ных соотношенийā( �Xt, �Z

′
t) = 0 иā(Xk, Z

′
k) = 0.
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4 Основные результаты

4.1 Непрерывные негауссовские
по байесову критерию
условно-оптимальные фильтры

Пусть сначала исходная неявная дифференци-
альная СтС приведена к дифференциально-функ-
циональной системе (5). Требуется по результатам
наблюдений Y t

t0 = {Y (τ) t0 ≤ τ ≤ t} найти наилуч-

шую оценку �Xt = �X(t) процесса Xt в классе допус-
тимых оценок, определяемых уравнением фильтра
Пугачёва

d �Xt = αtξ( �Xt, Yt, t) dt+

+ βtη
(
�Xt, Yt, t

)
dYt + γt dt (15)

при заданных структурных функциях ξ =
= ξ(Xt, Yt, t) и η = η(Xt, Yt, t), отобража-
ющих Rny+nx+1 в Rq и Rsny соответственно.
Неизвестные коэффициенты фильтра αt = α(t),
βt = β(t) и γt = γ(t) представляют собой матрицы
размерности (nx × q), (nx × s) и (nx × 1).

Будем считать условно-оптимальным такой
фильтр из класса допустимых (15), который мини-
мизирует дифференциал dIt по времени t байесова
критерия It:

dIt = min, It = Ml
(
Xt, �Xt

)

при достаточно гладких положительных функциях
потерь l(Xt, �Xt), l ∈ C3(Rnx × Rnx). Для нахожде-
ния неизвестных коэффициентов αt = α(t), βt =
= β(t) и γt = γ(t)фильтра выпишем выражение для
дифференциала dIt, используя обобщенную фор-
мулу Ито [7]. Имеем

dIt = M
[
lT“Xt

ϕš + lT�Xt
(αtξ + βtηϕ1) + lXt

�Xt
:

σ12 +
1

2
lXtXt

: σ11 +
1

2
l �Xt

�Xt
: σ22

]
dt+

+

∫

Rq
0

[
l
(
Xt + ψ

šc, �Xt + βηψ1c
)
− l(Xt, �Xt)−

− lTXt
ψšc− lT�Xt

(βtηψ1c)
]
µP (dt, dv), (16)

где

σ11 = ψ
šνψšT; σ12 = ψ

šν (βtηψ1)
T
;

σ22 = (βtηψ1) ν (βtηψ1)
T
;

µP ((t1, t2], A) = MP ((t1, t2], A) =

=

t2∫

t1

νP (s,A)ds, A ⊂ Rq ;

lTXt
=

[
∂l

∂X1
, . . . ,

∂l

∂Xnx

]
;

lT�Xt
=

[
∂l

∂ �X1
, . . . ,

∂l

∂ �Xnx

]
;

lXt
�Xt
=

[
∂l2

∂Xi∂ �Xj

]
; lXtXt

=

[
∂2l

∂Xi∂Xj

]
;

l �Xt
�Xt
=

[
∂2l

∂ �Xi∂ �Xj

]
;

fXtXt
: Dt = [tr (fij,XtXt

Dt)] , f = [fij ] ;

fij,XtXt
=

[
∂2fij

∂Xk∂Xs

]
;

Dt = [Dij ]
(
i, j, k, s = 1, nx

)
; (17)

νP (t, dv)— интенсивность пуассоновского процес-
са P ([0, t), A). В (16), (17) производные lXt

, l �Xt
,

lXtXt
и l �Xt

�Xt
вычисляются в точке (Xt, �Xt); функ-

цииϕš,ϕ1,ψš иψ1— в точке (Xt, Yt, t);ψšcиψ1c—
в точке (Xt, Yt, t, v), а ξ и η — в точке ( �Xt, Yt, t).

Выражение для дифференциала dIt содержит
линейные и квадратичные по βt слагаемые в σ12
и σ22, а также линейные по αt слагаемые. Поэтому,
предполагая, что l �Xt

�Xt
— положительно опреде-

ленная матрица для всех Xt, �Xt, коэффициент βt

определим из условия минимума dIt по βt:

∂dIt
∂βt

= M
[
l �Xt

ϕT1 η
T +

(
lXt

�Xt
ψš + l �Xt

�Xt
βtηψ1

)
νψ1

TηT
]
dt+

+M
∫

Rq
0

[
∂l(Xt + ψ

šc, �Xt + βtηψ1c)

∂βt
−

− l �Xt
ψ1c

TηT

]
µP (dt, dv) = 0 , (18)

где

∂l(Xt + ψ
šc, �Xt + βtηψ1c)

∂βt
=

=

[
∂l(Xt + ψ

šc, �Xt + βtηψ1c)

∂βij

]

есть матрица размерности (nx × s) (i = 1, nx, j =
= 1, ny).
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Определить коэффициенты αt аналогично то-
му, как это сделано для βt, нельзя, так как этот
минимум не существует для αt ∈ Rnxr.

Коэффициент αt в (15) будем определять из
условия

M
(
l �Xt

ξT
)
= 0 , (19)

которое должно выполняться в каждый момент вре-
мени t. Для этого необходимо и достаточно, что-
бы условие (19) выполнялось в начальный момент
времени t0 и производная M (l �Xt

ξT) по t в каж-
дый момент времени тождественно равнялась ну-
лю. В результате после дифференцирования (19)
по обобщенной формуле Ито для коэффициента αt

получаем следующее уравнение:

M
(
l �Xt

ξTt

)
+M

(
l �XtXt

ϕšξT
)
+

+M
[
l �Xt

�Xt
(αtξ + βtηϕ1) ξ

T
]
+

+M
[
l �Xt
(αtξ + βtηϕ1)

T
ξT�Xt

]
+M

(
l �Xt

ϕT1 ξ
T
Yt

)
+

+
1

2
M
[(
l �Xt

ξT
)

sv
: σ
]
+

+

∫

Rq
0

M
[
l �Xt

(
Xt + ψ

šc, �Xt + βtηψ1c
)
×

× ξ
(
Yt + ψ1c, �Xt + βtηψ1c, t

)T
−

− l �Xt
ξT − l �XtXt

ψšcξT − l �Xt
ψ1c

TξYt
−

− l �Xt
�Xt
(βtηψ1c) ξ

T − l �Xt
(βtηψ1c)

T
ξT�Xt

]
νP (t, dv) =

= 0, (20)

где

σ = BtνB
T
t , Bt =

[
ψšTψ1

T (βtηψ1)
T
]
. (21)

Коэффициент γt в (15) может быть определен
из условия несмещенности оценки MXt = M �Xt

в каждый момент времени, т. е.

γt = Mϕš − αtM ξ − βtM (ηϕ1) . (22)

Таким образом, получено следующее утверж-
дение.

Теорема 4.1. Пусть векторный СтП [XTt Y
T
t ]
T удовле-

творяет приведенным стохастическим дифференци-
альным уравнениям (5) и имеет конечные одномерные
вероятностные моменты. Тогда при отсутствии
ограничений на коэффициент αt значения коэффици-
ентов αt, βt и γt БК УОФ (15) определяются соглас-
но (18)–(22).

Пусть теперь матричный коэффициентαt лежит
в некотором компакте

αt ∈ Q ⊂ Rnxq, αt = [αij ](
i = 1, nx , j = 1, r

)
. (23)

Будем по-прежнему определять его из условия ми-
нимума дифференциала dIt в каждый момент вре-
мени t. В этом случае коэффициент αt определится
из условия

αt = argmin
αt∈Q

M
(
lT�Xt

αtξ
)
. (24)

Таким образом, приходим к следующему результату.
Теорема 4.2. Пусть векторный СтП [XTt Y

T
t ]
T

удовлетворяет стохастическим дифференциальным
уравнениям (5) и имеет конечные одномерные момен-
ты. Тогда оценка �Xt описывается уравнением (15)
с ограничением (23). При этом значения коэффи-
циентов усиления αt, βt и γt фильтра по БК (11)
определяются уравнениями (18), (22) и (24).

В частности, если коэффициенты усиления αij,
αt = [αij ], ограничены по модулю:

|αij | ≤ αm
ij , α

m
ij > 0

(
i = 1, nx ; j = 1, r

)
,

т. е. компактQ представляет собой параллелепипед,
то решением задачи (24) будет

αt = −n signM(l �Xt
ξT), αm

ij =
[
αm

ij

]
.

Замечание 4.1. Уравнение (19) имеет простой гео-
метрический смысл. Рассмотрим сужение функ-
ций l и ξ на пространстве Rnx оценок �Xt. В любой
точке �Xt этого пространства вектор ξ должен быть
ортогонален (в смысле скалярного произведения,
задаваемого оператором математического ожида-
ния) вектору нормали l �Xt

к поверхности уровня

функции l, проходящей через эту точку �Xt, т. е. век-
тор ξ должен касаться поверхностей уровня функ-
ции l.

4.2 Эквивалентность непрерывных
по байесову критерию
условно-оптимальных фильтров

При отсутствии скачкообразных компонент
в уравнениях (5), т. е. когда ψšc = ψ1c = 0, уравне-
ния (18) и (20) для коэффициентов αt и βt упроща-
ются:

M
[
l �Xt

ϕT1 η
T+
(
lXt

�Xt
ψš+l �Xt

�Xt
βtηψ1

)
νψ1

TηT
]
=0 ;
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M
(
l �Xt

ξTt

)
+M

(
l �XtXt

ϕšξT
)
+

+M
[
l �Xt

�Xt
(αtξ + βtηϕ1) ξ

T
]
+

+M
[
l �Xt
(αtξ + βtηϕ1)

T
ξT�Xt

]
+M

(
l �Xt

ϕT1 ξ
T
t

)
+

+
1

2
M
[(
l �Xt

ξT
)

vv
: σ
]
= 0 .

При этом коэффициент γt определяется уравнени-
ем (22).

Полученные уравнения могут быть положены
в основу замены негауссовского белого шума экви-
валентным гауссовским белым шумом νэ = νэ(t).

Замечание 4.2. Задача определения структурных
коэффициентов БК УОФ (15) сводится к зада-
че определения одномерного распределения век-
тора [XTt Y

T
t
�XTt ]

T, определяемого уравнениями (5)
и (15). Точные и приближенные методы для приве-
денных уравнений описаны в [1–5].

4.3 Непрерывные нормальные
по байесову критерию
условно-оптимальные фильтры

Применим приближенный метод [4] определе-
ния нормального одномерного распределения век-
тора Zt = [Y

T
t X

T
t
�XTt ]

T, удовлетворяющего уравне-
ниям (5) и (22), записанного в виде

‘Zt = a
š (Zt, t) + b

š (Zt, t)V .

Здесь введены следующие обозначения:

aš = aš(Zt, t) =




ϕ1
ϕš

αtξ + βtηϕ1 + γt


 ;

bš = bš(Zt, t) =




ψ1
ϕš

βtηψ1


 .

В результате придем к уравнениям теорем 4.3

и 4.4 для нормального распределения N =
= N (mZ ,KZ). Вектор математического ожида-
ния mZ

t и ковариационная матрица KZ
t определя-

ются из следующих уравнений:

‘mZ
t = B1 = MNa

š, mZ
t0 = m

Z
0 ;

‘KZ
t = B2 = B21 +B

T
21 +B22, K

Z
t0 = K

Z
0 ,

где

B21 = MNa
š(ZTt −mZT

t ) =

[
∂

∂mZ
t

BT1

]T
KZ

t ;

B22 = MN b
šT ν)t)bš,

а интенсивность белого шума определяется соглас-
но (6).

4.4 О дискретных по байесову критерию
условно-оптимальных фильтрах

Уравнения БК УОФ теорем 4.3 и 4.4 для при-
веденных дискретных систем (7) и (8) получаются
предельным переходом из теорем 4.1 и 4.2 при N =
= minij α

m
ij → ∞. Соответствующие результаты,

в том числе для нормальных БК УОФ и обобщен-
ных фильтров Калмана–Бьюси и Калмана, подроб-
но рассмотрены в [4, 5, 7].

5 Заключение
Разработаны методы условно-оптимальной

фильтрации по БК для обработки информации
в реальном масштабе времени для неявных непре-
рывных и дискретных СтС, приводимых к явным.
Предполагается, что наблюдения влияют на объект
наблюдения. Особое внимание уделено прибли-
женному синтезу БК УОФ на основе метода нор-
мальной аппроксимации.

Полученные методы допускают обобщение на
случай приводимых неявных СтС, зависящих от
случайных параметров, определяемых канониче-
скими представлениями [9, 11, 12], эредитарных
СтС [11–15], а также управляемых СтС [16–20].

Наконец, отметим, что разработанные методы
БК УОФ нуждаются в дальнейшем развитии на слу-
чай, когда требование гладкости функции потерь
можно ослабить.
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СТАБИЛИЗАЦИЯ ТРАЕКТОРИИ ЛИНЕЙНОЙ СИСТЕМЫ

СО СКАЧКООБРАЗНЫМ ДРЕЙФОМ ПРИ ЦЕЛОЧИСЛЕННЫХ

ОГРАНИЧЕНИЯХ НА УПРАВЛЕНИЕ∗

А. В. Босов1

Аннотация: Рассматривается целочисленный вариант задачи стабилизации линейной стохастической
дифференциальной системы, дрейфующей в скачкообразно изменяющемся направлении, формируемом
цепью Маркова. Цель управления формализуется квадратичным функционалом качества. В зависи-
мости от условий возможны варианты с полной информацией (состояние цепи известно) и косвенными
наблюдениями (состояние системы служит косвенным наблюдением за неизвестным состоянием цепи).
Особенность постановки заключается в целочисленных ограничениях на допустимые значения управле-
ния. В отличие от решенной ранее задачи без ограничений, для «целочисленной» постановки условия
существования решения не выполняются, поэтому исследуется ε-оптимальное решение. Найти ε-опти-
мальное управление можно в результате дискретизации оптимального решения в задаче без ограничений
и применения смешанно-целочисленного нелинейного программирования. Однако стохастический
характер задачи и большое число вариантов переключений не позволяют гарантировать вычислитель-
ную реализуемость решения методом динамического программирования. Для практической реализации
использован метод релаксации: рассчитывается эвристическая аппроксимация как результат цело-
численного преобразования ε-оптимального управления в задаче без ограничений. Предложены три
варианта таких преобразований. Проведен численный эксперимент на той же прикладной модели, что
использовалась в предыдущих работах по управлению без ограничений (динамика положения простого
механического привода). Результаты расчетов прежде всего подтверждают применимость предлагаемых
решений с точки зрения целевой задачи стабилизации, а также позволяют сравнить характер стратегий
релаксации.

Ключевые слова: стабилизация линейной системы; квадратичный функционал качества; динамическое
программирование; управление с обратной связью; фильтр Вонэма; смешанно-целочисленное нелиней-
ное программирование; метод релаксации; механический привод
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1 Введение

Задачи оптимизации и, в частности, опти-
мального управления состоянием динамической
системы встречаются в многочисленных науч-
ных, технических, инженерных, финансовых,
государственных и прочих приложениях. Неболь-
шая, но интересная часть этих задач имеет особые
свойства, описываемые дискретными (конечными,
счетными) ограничениями [1]. Для решения доста-
точно успешно используются методы смешанно-
целочисленного нелинейного программирования
(mixed-integer nonlinear programming, MINP) [2].
В этих методах сочетаются интеллектуальный пе-
ребор в пространствах целочисленных ограничений
и, следовательно, комбинаторная сложность и ме-
тоды нелинейной оптимизации. Поскольку речь
об оптимальном управлении, то к последним есте-
ственно отнести принцип максимума [3] и динами-

ческое программирование [4]. Задачи оптимально-
го управления с ограничениями, состоящими в том,
что состояние, измерения и/или управления при-
нимают целые значения, становятся значительно
сложнее. Это смешанные задачи, где есть и опти-
мальное управление, и целочисленная оптимиза-
ция.

С формальной точки зрения ничего принципи-
ально нового смешанный тип задач не приносит. На
первом плане остаются обычные для оптимального
управления вопросы: выпуклая ли задача и мож-
но ли применять критерии оптимальности; если
задача невыпуклая, то какими методами сделать ее
выпуклой и преобразовать в решаемую задачу опти-
мизации. Но на втором плане возникают вопросы
целочисленной оптимизации, сложность которых
скорее вычислительного характера, чем фундамен-
тального. Целочисленная оптимизация — это вы-
бор из конечного или счетного множества вари-

∗Работа выполнялась с использованием инфраструктуры Центра коллективного пользования «Высокопроизводительные вычис-
ления и большие данные» (ЦКП «Информатика») ФИЦ ИУ РАН (г. Москва).

1Федеральный исследовательский центр «Информатика и управление» Российской академии наук, ABosov@frccsc.ru
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Стабилизация траектории линейной системы со скачкообразным дрейфом при целочисленных ограничениях

антов, т. е. комбинаторика, перебор и NP-слож-
ные задачи. Успешно применяются существующие
в большом числе и очень разнообразные эвристи-
ческие подходы, позволяющие перевести нереали-
зуемые оптимальные решения полного перебора
в сферу поиска приемлемых, практически реали-
зуемых аппроксимаций. Общие сведения по этой
тематике хорошо отражены в обзоре [1].

Задача MINP, которой посвящена данная статья,
относится к области стохастического оптимального
управления. Приложений MINP здесь обнаружить
не удается, обычно исследователи решают задачи
в детерминированной постановке, когда оптималь-
ное управление и оптимальная траектория суще-
ствуют и задаются или хотя бы аппроксимируются
обычными функциями, а не распределениями ве-
роятностей. Рассматриваемая задача управления
состоит в стабилизации линейной системы око-
ло траектории, формируемой марковской цепью,
т. е. дрейфующей в скачкообразно изменяющихся
направлениях. Кроме того, на состояние систе-
мы влияет аддитивный гауссовский шум, так что
целевое положение еще требуется оценить по кос-
венному зашумленному измерению. Решение обес-
печивает:

(1) квадратичный функционал, задающий цель
стабилизации в виде среднего квадрата от-
клонения состояния от целевой марковской
траектории;

(2) фильтр Вонэма [5], формирующий оптималь-
ную оценку цепи;

(3) принцип разделения, сводящий задачу к по-
становке с полной информацией и решению
уравнения Беллмана.

Подробно это решение изучено в [6–8], а в данной
статье на управление накладывается дополнитель-
ное целочисленное ограничение. Соответственно,
в круг изучаемых вопросов входит принципиальная
возможность стабилизации системы целочислен-
ным управлением, существование решения и мето-
ды практической реализации стратегии стабилиза-
ции.

Стохастическая постановка препятствует ис-
пользованию большинства методов MINP; пер-
спективным оказывается лишь метод релаксации
(relaxing integrality). Его идея состоит в том, чтобы
сначала отказаться от целочисленных ограничений
и решить задачу оптимизации на более широком
классе, а затем полученное решение адаптировать
к целочисленным ограничениям [9, 10]. Этот под-
ход хорош еще и тем, что позволяет очень удобно
оценить возможные потери при аппроксимации,
так как «нижняя» граница получается автомати-

чески при решении оптимизационной задачи со
снятыми (релаксированными) ограничениями.

2 Стабилизация системы
со скачкообразным дрейфом
при целочисленных
ограничениях на управление

Для постановки задачи на каноническом ве-
роятностном пространстве (Ÿ,F ,P ,Ft), t ∈ [0, T ],
рассмотрим линейную дифференциальную стоха-
стическую систему с состоянием zt ∈ R

nz :

dzt = atyt dt+btzt dt+ctut dt+σt dwt, z0 = Z . (1)

Под действием управления ut ∈ Z
nu траекто-

рии zt формируются в направлениях (дрейфуют),
которые определяет марковский скачкообразный
процесс yt ∈ R

ny — цепь с конечным числом состо-
яний и значениями в множестве единичных коор-
динатных векторов {e1, . . . , eny

} в R
ny . Здесь R

n —
пространствоn-мерных векторов с вещественными
элементами; Z

n — пространство n-мерных векто-
ров с целыми элементами. Предполагаются извест-
ными распределение π0 начального состояния y0 =
= Y цепи yt, матрица интенсивностей переходов˜t

и функции времени at ∈ R
nz×ny , bt ∈ R

nz×nz , ct ∈
∈ R

nz×nu и σt ∈ R
nz×nw . Возмущение wt ∈ R

nw —
стандартный векторный винеровский процесс, на-
чальное условие Z ∈ R

nz — гауссовская случайная
величина с известным математическим ожиданием
и ковариацией.

Цель стабилизации формализует целевой функ-
ционал

J
(
UT
0

)
= E






T∫

0

‖Ptyt +Qtzt +Rtut‖2St
dt+

+ ‖PT yT +QT zT ‖2ST




 , (2)

где UT
0 = {ut = Ut(zt), 0 ≤ t ≤ T }, Pt ∈ R

nJ×ny ,
Qt ∈ R

nJ×nz , Rt ∈ R
nJ×nu , St ∈ R

nJ×nJ , St ≥ 0,
St = S′

t, 0 ≤ t ≤ T , — заданные матричные функ-
ции; весовая функция ‖x‖2S = x′Sx для симмет-
ричной неотрицательно определенной матрицы S,
единичной матрице S = 1 соответствует евкли-
дова норма ‖x‖21 = |x|2, x′ — транспонированная
матрица (вектор) x. Таким образом, класс допус-
тимых управлений определяется как класс управле-
ний с обратной связью по состоянию zt [11], причем
вариант ut = Ut(zt) означает, что состояние цепи yt

неизвестно, а состояние системы zt, таким образом,
служит косвенным наблюдением.
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Постановка с управлением ut ∈ R
nu , а также ва-

риант с полной информацией (допустимым управ-
лением ut = Ut(yt, zt) и принципом разделения)
изучена в [6–8]. Условия оптимальности таковы:
wt, yt, Y и Z независимы в совокупности; ut —
случайный процесс с конечным вторым моментом;
функции˜t, at, bt, ct, σt, Pt,Qt,Rt иSt кусочно-не-
прерывны; выполнены условия невырожденности
R′

tStRt > 0 и σtσ
′
t > 0.

В контур оптимального управления u∗t = Ut(z
∗
t )

входит оценка �yt = E{yt|Ft} состояния цепи по
косвенным наблюдениям zt, которую задает фильтр
Вонэма [5]:

d�yt = ˜
′
t�yt dt+ (diag (�yt)− �yt�y

′
t) a

′
t (σtσ

′
t)

−1/2 ×
× (σtσ

′
t)

−1/2
(dzt − at�yt dt− btzt dt− cyut dt) ,

�y0 = E{Y }. (3)

Оптимальное управление без целочисленных
ограничений имеет вид:

u∗t = −1
2
(R′

tStRt)
−1
(c′t (2αtz

∗
t + β�yt) +

+ 2R′
tSt (Pt�yt +Qtz

∗
t )) ; (4)

dαt

dt
−
(
Mα

t αt + α
′
t (M

α
t )

′)
+Nα

t −
− α′

tct (R
′
tStRt)

−1
c′tαt = 0 , αT = Q

′
TSTQT ;

dβt

dt
+ βt˜

′
t +M

β
t −Nβ

t βt = 0 ,

βT = 2Q
′
TSTPT ;

∂γt

∂t
+ y′˜t˜

′
t +M

γ
t y = 0 , γT y = y

′P ′
TSTPT y ;

∂δt
∂t
+ tr {σ′

tαtσt} = 0 , σT = 0 ,





(5)

где

Mα
t = Q

′
tStRt (R

′
tStRt)

−1
c′t ;

Nα
t = Q

′
t

(
St − StRt (R

′
tStRt)

−1
R′

tSt

)
Qt ;

Mβ
t = 2

((
a′t − P ′

tStRt (R
′
tStRt)

−1
c′t

)
αt +

+ P ′
t

(
St − StRt (R

′
tStRt)

−1
R′

tSt

)
Qt

)
;

Nβ
t = Q

′
tStRt (R

′
tStRt)

−1
c′t + αtct (R

′
tStRt)

−1
c′t;

Mγ
t y = N

γ
t (y) =

= y′β′
t

(
at − ct (R

′
tStRt)

−1
R′

tStPt

)
y +

+ y′P ′
t

(
St − StRt (R

′
tStRt)

−1
R′

tSt

)
Pty −

− 1
4
y′β′

tct (R
′
tStRt)

−1
c′tβty.

Параметры из уравнений (5) нужны для опреде-
ления функции Беллмана

Vt=Vt(z)=inf
UT

t

E





T∫

t

‖Psys+Qszs+Rsus‖2Ss
ds+

+ ‖PT yT +QT zT ‖2ST





в виде V ∗
t = z′αtz + z

′βt�yt + γt�yt + δt, так что на
оптимальной траектории z∗t цена управления V ∗

0 =
= Z ′α0Z + Z ′β0(�y0) + γ0�y0 + δ0. Таким образом,
нижняя граница функционала (2) для управлений
ut ∈ R

nu имеет вид:

J
(
(U∗)

T
0

)
= inf J

(
UT
0

)
= E {V ∗

0 } . (6)

Теперь, имея детальное решение задачи без огра-
ниченийut ∈ R

nu , исследуем решение задачи с дис-
кретными ограничениями ut ∈ Z

nu .

Изучение управления традиционными детер-
минированными моделями MINP начинается
с упрощения [12], когда ut принимает всего два
значения (бинарное управление), т. е. ut ∈ {−1, 1},
и заданного конечного числа «переключений» (пе-
реключением естественно назвать момент, когда ut

изменяет значение). Можно обобщить это огра-
ничение и считать бинарным каждый элемент
(ut)k ∈ {−1, 1}, k = 1, nu. Такое сужение класса
допустимых управлений в совокупности с выпук-
лым квадратичным критерием позволяет утверж-
дать, что оптимальное решение существует, а во
многих типовых постановках и найти его. Есть
множество примеров решения задач оптимального
управления, когда эффективно применяется прин-
цип максимума и из ограничения на управление
u(t) ∈ [−1, 1] получается, что оптимальное управ-
ление имеет вид u(t) = sign (f(t)). Таким образом,
оптимальное управление превращается в последо-
вательность переключений, целочисленные огра-
ничения выполняются автоматически. Решение
сводится к поиску оптимальной последователь-
ности моментов переключений. Задачи такого
рода могут быть весьма разнообразны, вплоть до
управления гибридными системами переменной
размерности [13]. Кроме того, для поиска при-
ближенного решения можно применять дискре-
тизацию, сводить задачу к перебору возможных
последовательностей переключений и применять
эвристические методы MINP.

Отказ от ограничений на число переключений,
даже без стохастической составляющей, привно-
сит в эти рассуждения сингулярность и, как след-
ствие, приводит к несуществованию оптимального
решения. Проблема в известном эффекте Фул-
лера — ситуации, когда оптимальное управление
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переключается бесконечное число раз на конеч-
ном интервале. Более того, в [14] эта проблема
связана с квадратичным критерием, аналогичным
рассматриваемому (2). Эта известная и до сих пор
изучаемая задача сама по себе заслуживает обзо-
ров [15]. Изучение этого феномена продолжается
и в очень современных приложениях, например
в навигации подводных дронов [16], но в детер-
минированных постановках. Ясно, что наличие
в модели (1) винеровского процесса wt феномен
Фуллера только усугубляет. Поэтому первый вы-
вод в отношении решаемой задачи стабилизации —
это отсутствие оптимального решения, т. е., хотя
inf J(UT

0 ) для управлений ut ∈ Z
nu существует, по-

скольку нижняя граница J(UT
0 ) определена в (6),

а функционал (2) — квадратичный по ut, но управ-
ления (U∗∗)T0 , для которого минимум достигается
J((U∗∗)T0 ) = inf J(U

T
0 ) на классе ut ∈ Z

nu , вообще
говоря, не существует, по крайней мере в классе
целочисленных кусочно-непрерывных функций.

Далее можно воспользоваться традиционным
приемом, задав заранее число переключений.
Оптимальное решение у такой задачи будет, но
исходный смысл дрейфа за марковской цепью бу-
дет искажен. Поэтому дальнейшей целью будет
поиск ε-оптимального решения и борьба с лишни-
ми переключениями («болтанкой»), которая долж-
на приводить к практически реализуемым управле-
ниям. Получить такое решение с любой точностью
можно в виде аппроксимации оптимального управ-
ления без ограничений (4) равномерной дис-
кретизацией. Поскольку почти все траектории
оптимального управления u∗t из (4) кусочно-не-
прерывны, так как кусочно-непрерывны решения
обыкновенных дифференциальных уравнений (5),
то аппроксимация u∗t кусочно-постоянным управ-
лением u∗D

t = u∗t (ti), t ∈ [ti, ti+1) (D— discrete), при
равномерном разбиении интервала управления 0 =
= t1 < · · · < ti < ti+1 < · · · < tN = T с шагом ti+1−
− ti = δ, i = 0, N − 1, может быть выполнена так,
что разница между значением (6), обеспечиваемой
оптимальным управлением u∗t , и аппроксимаци-
ей u∗D

t на почти всех траекториях системы (1) будет
меньше любого заданного ε. Это следует из записи
целевого функционала (2), полученной как резуль-
тат разделения задач управления и фильтрации:

J
(
UT
0

)
= E






T∫

0

‖Pt + �yt +Qtzt +Rtut‖2St
dt+

+ ‖PT �yT +QT zT ‖2ST
+

+

T∫

0

‖Pt (yt − �yt)‖2St
dt+ ‖PT (yt − �yt)‖2ST



 . (7)

Непрерывность всех фигурирующих в (7) функ-
ций t, включая неявно входящие в решение zt,
и независимость от любого управления оценки �yt,
определяемой фильтром Вонэма (3), и ее точности
yt − �yt гарантируют, что выбором шага разбиения δ
можно обеспечить выполнение неравенства

|J((U∗)T0 )− J((U∗D)T0 )| < ε .

Теперь для решаемой задачи стабилизации мож-
но утверждать существование ε-оптимального це-
лочисленного управления u∗I

t (I — integer). Дей-
ствительно, такое управление есть среди всех
управлений вида (uI

t )k = [(u
∗D
t )k], ±1,±2, . . . ,±M ,

k = 1, nu, t ∈ [ti, ti+1), где [x] — целая часть чис-
ла x. Конечность M гарантирует существование
«верхней» границы — значение функционала (2) на
нулевом управлении ut. Управление u∗I

t находит-
ся среди кусочно-постоянных функций, которые
в каждой точке разбиения ti заданы заменой управ-
ления без целочисленных ограничений на ближай-
шее слева или справа целое каждой координаты,
отстоящее от него на ±1, ±2 и т. д.

Отметим, что даже при оптимизации только
среди управлений, отклоняющихся от u∗D

t на ве-
личину, меньшую 1, хотя бы по одной коорди-
нате, число вариантов будет значительным. Но
все же это рассуждение обосновывает существова-
ние оптимального управления u∗I

t , так как число
вариантов управлений uI

t конечно. Из этого же
вытекает принципиальная возможность вычислить
управление u∗I

t простым перебором всех вариан-
тов или эффективным приближением любым эври-
стическим методом MINP. Заметим только, что,
в отличие от традиционных детерминированных
задач, в рассматриваемой постановке управление
ищется в форме обратной связи, так что комбина-
торная оптимизация должна быть выполнена для
каждой возможной траектории zt (вместе с соот-
ветствующей траекторией оценки �yt или цепи yt),
что в реальности сильно ограничивает варианты.
Таким образом, остается единственный рабочий
вариант — формировать приближение к u∗I

t путем
преобразования u∗D

t в кусочно-целочисленное.

3 Алгоритм MINP
для стабилизации системы
со скачкообразным дрейфом

Сформулированная выше идея использования
u∗D

t , ε-оптимального управления без ограничений,
для эвристического выбора алгоритма uI

t (реализу-
емой аппроксимации u∗I

t , ε-оптимального управ-
ления с целочисленными ограничениями), т. е.

ИНФОРМАТИКА И ЕЁ ПРИМЕНЕНИЯ том 19 выпуск 3 2025 13



А. В. Босов

использование решения задачи управления, по-
лученного на более широком классе допустимых
управлений, известна давно как метод релаксации
(relaxed control problem) [9, 10]. Самый простой ва-
риант этого метода в рассматриваемой задаче дает
управление

(
uI

t

)
k
= round

((
u∗D

t

)
k

)
, k = 1, nu , (8)

где round (x) — функция целочисленного округле-
ния числа x.

Такое управление следует стратегии стандарт-
ного округления (standard rounding) [1]. Его не-
достаток — отсутствие противодействия эффекту
Фуллера: сколько раз управление без ограничений
пересечет середину некоторого целочисленного ин-
тервала, столько раз и будет выполнено переключе-
ние в целочисленном управлении. Применяемый
фильтр Вонэма (3), борясь с ошибками наблюде-
ния, формируемыми винеровским процессом wt,
очевидно (что продемонстрировано в примере ни-
же), реагируя на смену состояния цепи yt даже
при очень точных наблюдениях, имеет некоторый
период, когда оценка носит переходный характер,
реагируя на скачкообразное изменение yt. Вслед
за оценкой колебаться будет и стратегия (8). Для
борьбы с этим недостатком предлагаются два при-
ема [1]: сумма округлений (sum of rounding) и сумма
округлений с порогом (sum of rounding with a differ-
ent threshold). Адаптированные к рассматриваемой
задаче эти стратегии принимают вид:

(
uI

t

)
k
=





round
((
u∗D

t

)
k

)
, k = 1, nu ,

если
∣∣∣
(
u∗D

t−l

)
k
−round

((
u∗D

t

)
k

)∣∣∣+

+

L−2∑

l=0

∣∣(u∗D
t−l

)
k
−
(
uI

t−l

)
k

∣∣ ≥ L

2
;

(
uI

t−1

)
k

иначе;

(9)

(
uI

t

)
k
=

=





round
((
u∗D

t

)
k

)
, k = 1, nu ,

если λL−1

∣∣∣
(
u∗D

t−l

)
k
−round

((
u∗D

t

)
k

)∣∣∣+

+

L−2∑

l=0

λl

∣∣(u∗D
t−l

)
k
−
(
uI

t−l

)
k

∣∣ ≥ L

2
;

(
uI

t−1

)
k

иначе.

(10)

Оба управления (9) и (10) реализуют одну и ту же
стратегию, состоящую в том, что управление (uI

t )k
на шаге t для k-й координаты меняется (выпол-
няется переключение со старого значения (uI

t−1)k
на новое (uI

t )k, полученное округлением оптималь-
ного без ограничений) только в том случае, когда
необходимость переключения подтверждена на L

последних шагах (моментах времени). В управле-
нии (9) требуется, чтобы разница между управлени-
ями без ограничений и округленными L раз была
больше 0,5, включая текущий. Управление (10)
добавляет веса для придания большей значимости
менее отдаленным моментам: предполагается, что∑L−1

l=0 λl = 1, λl > λl−1 > 0. Таким образом, реали-
зуется менее инертное управление, которое должно
быть ближе к варианту (8).

Отметим, что учет числа переключений в ме-
тоде релаксации — стандартный эвристический
прием [1], призванный обеспечить целочисленному
управлению меньшую вычислительную сложность,
когда нет ограничения на число переключений.
Можно число переключений добавить аддитивным
членом к целевому функционалу (2): интеграл∫ T

0
|ut− − ut|2 dt для кусочно-непрерывных реали-

заций ut даст ноль, а для целочисленных — чис-
ло переключений с учетом их величины. Но
в стохастической постановке использовать эту идею
затруднительно, поэтому можно исходить из каче-
ственного определения, что стратегия (8) порож-
дает максимальное число переключений, страте-
гия (10) — более инертная, учитывает «соседние»
управления, но отдает предпочтение более позд-
ним, стратегия (9) — самая инертная.

4 Численный эксперимент

Для выполнения практического эксперимента
воспользуемся моделью кран-балки, описывающей
перемещения по рельсу тележки крана для подъ-
ема груза [6–8]. Единственное внесенное измене-
ние касается параметров управления, с тем чтобы
придать смысл задаче целочисленного управления,
уменьшив за счет штрафов и коэффициентов уси-
ления абсолютные значения управляющего воздей-
ствия (в примере ниже б‚ольшая часть управлений
принимает значения в интервале (−10; 10), что дает
смысл целочисленному ограничению). Положение
тележки по отношению к начальному (крайнему)
задает скалярная переменная Xt. В это положе-
ние тележка стремится попасть со скоростью Vt.
Скорость регулирует сила, которая линейно за-
висит от текущего положения, текущей скорости,
неконтролируемого входного воздействия yt (мар-
ковская цепь, моделирующая последовательность
номеров линий, занимаемых под погрузку) и управ-
ление ut:

dXt = Vt dt, t ∈ (0, T ] ;
dVt = aXt dt+ bVt dt+ cyt dt+ hut dt+

+
√
g dwt .





(11)
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Качество управления J(UT
0 ) для различных стратегий стабилизации

J((U∗D
yt
)T0 ) J((UI1

yt
)T0 J((UI2

yt
)T0 ) J((UI3

yt
)T0 ) J((U∗D

�yt
)T0 ) J((UI1

�yt
)T0 ) J((UI2

�yt
)T0 ) J((UI3

�yt
)T0 )

10,88 11,15 11,30 11,33 17,96 18,21 18,19 18,25

Марковская цепь yt имеет три состояния, мат-
рицу интенсивностей

˜t = ˜ =



−0,5 0,5 0
0,5 −1 0,5
0 0,5 −0,5




и начальное распределение π0 = (1, 0, 0)
′. Мо-

дель (11) приводится к виду (1) обозначениями

zt = (Xt, Vt)
′
; at = c = (c1, c2, c3) ;

bt =

(
0 1
a b

)
; ct = h; σt =

√
g

(здесь учтено, что для расчета оценки фильтра Вон-
эма (3) нужно использовать только dVt). Началь-
ные условияX0 иV0 предполагаются независимыми
гауссовскими случайными величинами с нулевым
средним и дисперсиями σ2X = σ2V = 1. В расче-
тах параметры модели выбраны следующими: a =
= −0,25; b = −0,5; g = 0,01; c1 = −1,5; c2 = −0,5;
c3 = 0,5; h = 100; T = 10.

Цель управления состоит в отслеживании коор-
динатойXt положения Cyt, C = (−6,−2, 2), и фор-
мализуется целевым функционалом

J
(
UT
0

)
= E






T∫

0

(
|Cyt −Xt|2 + 0,1 |ut|2

)
dt




. (12)

Дискретизация выполнялась с шагом δ = 0,001,
для оценки значения целевого функционала моде-
лировались 1000 траекторий (11), по которым вы-
полнялось усреднение и получалась оценка (12) для
разных вариантов управлений.

Оптимальное управление без ограничений ре-
ализовано в двух вариантах: дискретизованное
(ε-оптимальное) с полной информацией о состо-
янии цепи (U∗D

yt
)T0 , которое получается из (4) заме-

ной оценки �yt фильтра Вонэма (3) точным значени-
емyt, и с косвенными наблюдениями, т. е. с оценкой
�yt (использовалась устойчивая аппроксимация [17])
(U∗D
�yt
)T0 . Целочисленные управления — по три стра-

тегии для каждого варианта наблюдения: страте-
гии простого округления (U I1

�yt
)T0 и (U I1

yt
)T0 соглас-

но (8), стратегии суммарного округления (U I2
�yt
)T0

и (U I2
yt
)T0 согласно (9), стратегии суммарного округ-

ления с порогом (U I3
�yt
)T0 и (U I3

yt
)T0 согласно (10).

Интервал для стратегий округления выбран рав-
ным 3, веса для стратегии с порогом — 1,5; 1; 0,5.
Результаты расчетов приведены в таблице.

Рис. 1 Типовая траектория привода: 1 — (U∗I
�yt
)T0 ; 2 —

(U∗I
yt
)T0 ; 3 — Cyt — направление дрейфа

Отметим очень небольшую разницу между опти-
мальным и целочисленным управлением в целом.
Оставался актуальным вопрос обоснованности от-
каза от вычисления ε-оптимального целочислен-
ного управления (U∗I

�yt
)T0 или (U∗I

yt
)T0 . Выше ука-

зывалось на принципиальную возможность такой
оптимизации путем полного перебора конечного
числа вариантов. Близость результатов в таблице —
вполне достаточное основание, чтобы не пытаться
решать такую вычислительно трудную задачу ра-
ди возможности «вклиниться» между оптимальным
(по методу релаксации) и эвристическим (путем
округления) решениями.

Характер, который демонстрируют стабилизи-
руемые траектории системы (11) и разница между
моделями наблюдений, иллюстрирует рис. 1. На
рис. 2 приведены примеры траекторий управле-
ния, полученных по разным стратегиям округления
и проиллюстрировано различие в их характере.

5 Заключение

Первое, что подтвердил выполненный расчет, —
это возможность стабилизации рассматриваемой
системы (линейное состояние, марковские и гаус-
совские возмущения) в положении, задаваемом
цепью, с использованием исключительно целочис-
ленных управлений. Разница между оптимальным
непрерывным и приближенным целочисленным
управлением видна, но проигрыш незначителен.
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Рис. 2 Траектории управлений: 1 — (UI2
�yt
)T0 ; 2 — (UI3

�yt
)T0 ; 3 — Cyt — направление дрейфа

Ясно, что этот проигрыш будет расти при увеличе-
нии стоимости управления и переключения. Но
принципиальная возможность стабилизации со-
хранится в любом случае, что и является главным
результатом.

Кроме того, согласно представленным расче-
там, надо отметить почти двукратную разницу в ка-
честве управления в моделях с полной информа-
цией и неполной, которая одинаково существенна
как для управлений без ограничений, так и для
целочисленных стратегий. Эта разница вполне со-
гласуется с экспериментами, выполненными ранее
в [6–8].
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Abstract: An integer-valued version of the stabilization problem for a linear stochastic differential system is
considered where the drift evolves in a jumping manner determined by a Markov chain. The control objective
is formalized via a quadratic cost functional. Depending on the conditions, both the full information case (the
state of the chain is known) and the indirect observation case (the system state serves as an indirect observation of
the unknown chain state) are possible. A distinguishing feature of the formulation lies in the integer constraints
on the admissible control values. Unlike the previously solved unconstrained problem, the existence conditions
for a solution are not satisfied in the “integer” formulation; therefore, an ε-optimal solution is investigated. An
ε-optimal control can be obtained by discretizing the optimal solution of the unconstrained problem and applying
mixed-integer nonlinear programming. However, the stochastic nature of the problem and the large number of
switching scenarios prevent the guaranteed computational feasibility of solving it using dynamic programming.
For practical implementation, a relaxation method is used: a heuristic approximation is computed as the result
of an integer transformation of the ε-optimal control in the unconstrained problem. Three variants of such
transformations are proposed. A numerical experiment was conducted using the same applied model as in previous
works on unconstrained control (position dynamics of a simple mechanical actuator). The results primarily confirm
the applicability of the proposed solutions in terms of the stabilization objective and also allow for a comparison of
the nature of the relaxation strategies.
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ОЦЕНКА РИСКА МЕТОДА БЛОЧНОЙ ПОРОГОВОЙ ОБРАБОТКИ

ПРИ РЕШЕНИИ ОБРАТНЫХ СТАТИСТИЧЕСКИХ ЗАДАЧ

С ДАННЫМИ, ЗАДАННЫМИ НА СЛУЧАЙНОЙ СЕТКЕ

О. В. Шестаков1

Аннотация: Методы вейвлет-анализа широко используются при решении обратных статистических задач
для обращения линейных однородных операторов. Преимущество этих методов заключается в вычисли-
тельной эффективности и возможности адаптации как к виду оператора, так и к локальным особенностям
оцениваемой функции. Для подавления шума в наблюдаемых данных применяется пороговая обработка
коэффициентов разложения наблюдаемой функции по вейвлет-базису. Одним из наиболее эффективных
оказался метод блочной пороговой обработки, в котором коэффициенты разложения обрабатываются
группами, что позволяет учитывать информацию о соседних коэффициентах. Иногда природа данных
такова, что регистрация наблюдений проводится в случайные моменты времени. Если точки отсчетов
образуют вариационный ряд, построенный по выборке из равномерного распределения на отрезке регист-
рации данных, то использование процедур пороговой обработки оказывается адекватным и не ухудшает
качество получаемых оценок. Проведен анализ оценки среднеквадратичного риска метода блочной
пороговой обработки и показано, что при определенных условиях данная оценка сильно состоятельна
и асимптотически нормальна.

Ключевые слова: линейный однородный оператор; вейвлеты; блочная пороговая обработка; несмещенная
оценка риска; случайные отсчеты
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1 Введение
Задача обращения линейного однородного

оператора возникает в различных прикладных
областях, включая медицину, астрономию, физи-
ку плазмы и т. д. При наличии искажений (шума)
в наблюдениях необходимо использовать методы
регуляризации, и классические подходы к решению
этой проблемы основаны на использовании сингу-
лярного разложения и проекционных методах [1].
Однако при этом учитывается лишь вид операто-
ра, участвующего в формировании наблюдаемых
данных, и никак не учитываются свойства само-
го объекта наблюдения. Для линейных однород-
ных операторов эта проблема решается с помощью
методов вейвлет-анализа, позволяющих адаптиро-
ваться одновременно к виду оператора и локальным
особенностям функции, описывающей объект. По-
давление шума осуществляется с помощью вейвлет-
разложения и процедур пороговой обработки. Чаще
всего процедуры пороговой обработки применяют-
ся отдельно к каждому коэффициенту вейвлет-раз-
ложения. Коэффициент сравнивается с пороговым
значением и, если его абсолютная величина оказы-
вается меньше этого значения, обнуляется. Среди
таких процедур самыми распространенными стали

процедуры жесткой и мягкой пороговой обработ-
ки [2–4]. Однако при использовании этих процедур
не удается достичь оптимального (в минимаксном
смысле) порядка среднеквадратичного риска. В ра-
боте [5] предложен метод пороговой обработки,
при котором вейвлет-коэффициенты обрабатыва-
ются не отдельно, а блоками, что позволяет учиты-
вать информацию о соседних коэффициентах. При
надлежащем выборе размера блоков и порогового
значения получаемые оценки имеют оптимальный
минимаксный порядок среднеквадратичного рис-
ка [6].

Упомянутые методы разработаны для дискрет-
ных отсчетов исследуемой функции, заданных на
равномерной сетке. В некоторых ситуациях нет воз-
можности (или она сильно затруднена) регистри-
ровать наблюдения через равные интервалы [7].
Иногда природа поступающих данных такова, что
регистрация отсчетов производится в случайные
моменты времени. В работах [8, 9] рассмотрен слу-
чай, когда отсчеты образуют вариационный ряд,
построенный по выборке из равномерного распре-
деления на заданном отрезке, и показано, что по-
рядок среднеквадратичного риска остается таким
же, как в случае равномерной неслучайной сет-

1Московский государственный университет имени М. В. Ломоносова, факультет вычислительной математики и кибернетики;
Федеральный исследовательский центр «Информатика и управление» Российской академии наук; Московский центр фундамен-
тальной и прикладной математики, oshestakov@cs.msu.ru
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ки. Равномерное распределение может возникнуть
в ситуации, когда моменты регистрации наблюде-
ний образуют пуассоновский процесс, поскольку
условное распределение скачков пуассоновского
процесса при их фиксированном числе совпада-
ет с распределением вариационного ряда, постро-
енного по выборке из равномерного распределе-
ния. Такие модели могут возникать, например,
в астрономии при изучении интенсивности излуче-
ния космических объектов.

Для практического анализа погрешности мето-
дов обращения линейных однородных операторов
можно использовать оценку среднеквадратичного
риска, которая зависит только от наблюдаемых дан-
ных. В работах [10–12] показано, что для равноот-
стоящих отсчетов эта оценка сильно состоятельна
и асимптотически нормальна. В данной работе рас-
сматривается случайная сетка с равномерным рас-
пределением отчетов и показывается, что и в этой
ситуации оценка среднеквадратичного риска со-
храняет свои статистические свойства.

2 Обращение линейных
однородных операторов

Линейным однородным оператором называется
такое линейное преобразование K функции f , при
котором

K[f(a(x− x0))] = a
−α(Kf)[a(x− x0)]

для любого x0 и любого a > 0. Параметр α назы-
вается показателем однородности. Примерами од-
нородных линейных операторов служат операторы
дифференцирования и интегрирования, преобра-
зование Гильберта, преобразование Абеля и неко-
торые операторы свертки. Математические модели
с такими операторами используются при решении
задач медицины, астрономии, физики плазмы и т. д.
Рассмотрим метод обращения оператора K, осно-
ванный на свойствах вейвлет-разложений [13–15].
Преимущество этого метода заключается в адапта-
ции не только к свойствам оператораK, но и к свой-
ствам функции f .

Вейвлет-разложение функции Kf имеет вид:

Kf =
∑

j,k∈Z

〈Kf,ψj,k〉ψj,k, (1)

где ψj,k(x) = 2
j/2ψ(2jx − k); ψ — некоторая ма-

теринская вейвлет-функция (семейство {ψj,k}j,k∈Z

образует ортонормированный базис в L2(R)). Ин-
декс j в (1) называется масштабом, а индекс k —
сдвигом.

Поскольку оператор K линеен и однороден,
существуют такие функции uj,k, что 〈f, uj,k〉 =
= 〈Kf,ψj,k〉. При этом функция f представляется
в виде ряда

f =
∑

j,k∈Z

βj〈Kf,ψj,k〉uj,k. (2)

Здесь uj,k = K−1ψj,k/βj,k, где βj = 2
αjβ0, β0 =

=
∥∥K−1ψ

∥∥. Функции uj,k называются вейглета-
ми. По своим свойствам они похожи на вейвлеты
и также представляют собой сдвиги и растяжения
некоторой материнской функции u. Формула (2)
называется вейглет-вейвлет-разложением и служит
основой метода обращения оператора K [15]. При
соответствующем выборе вейвлет-функции ψ по-
следовательность {uj,k} образует устойчивый ба-
зис [10, 14]. Также, если ψ имеет r непрерывных
производных и r нулевых моментов, определим при
0 < γ < r и 1 ≤ p, q ≤ ∞ полунорму последователь-
ности вейвлет-коэффициентов выражением

|Kf |Bγ
p,q
=




∞∑

j=0


2sj

(
∑

k

|〈Kf,ψj,k〉|p
)1/p




q

1/q

,

где s = γ + 1/2 − 1/p. Далее будем считать, что
ψ удовлетворяет всем необходимым требованиям,
а Kf задана на отрезке [0, 1] и принадлежит про-
странству Бесова Bγ

p,q(A) (A > 0), т. е. |Kf |Bγ
p,q

≤
≤ A (в частности, пространство Гельдера ˜γ(A) =
= Bγ

∞,∞(A)).

3 Модель данных
со случайными отсчетами

Предположим, что отсчеты Kf регистрируются
в случайные моменты времени и содержат гауссо-
вый белый шум, т. е. рассмотрим следующую модель
данных:

Yi = Kf(xi) + zi, i = 1, N ,

где xi независимы и равномерно распределены на
[0, 1]; zi — независимые от xi и между собой «шумо-
вые» коэффициенты, относительно которых пред-
полагается, что они имеют нормальное распределе-
ние с нулевым средним и дисперсией σ2.

Пусть 0 6 x(1) < · · · < x(N) 6 1 — вариаци-
онный ряд, построенный по выборке xi, i = 1, N .
Тогда, перенумеровав Yi и zi, получаем модель

Yi = Kf
(
x(i)
)
+ εi, i = 1, N . (3)

Наблюдения состоят из пар (x(1), Y1),. . ., (x(N), YN ),
в которых расстояния между отсчетами в общем
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случае не равны. Наряду с (3) рассмотрим выборку
с равными расстояниями между отсчетами

(
1

N + 1
, Z1

)
, . . . ,

(
N

N + 1
, ZN

)
, (4)

где

Zi = Kf

(
i

N + 1

)
+ εi, i = 1, N .

Для того чтобы можно было пользоваться ме-
тодами вейвлет-анализа, N должно равняться 2J

при некотором натуральном J > 0. Тогда к выбор-
ке (4) можно применить дискретное ортогональное
вейвлет-преобразование и получить набор эмпири-
ческих вейвлет-коэффициентов [11, 12]

Wj,k = µj,k + ξj,k,

где µj,k ≈ 2J/2〈Kf,ψj,k〉; шумовые коэффициен-
ты ξj,k независимы и имеют такое же распределе-
ние, как и εi. Далее, не ограничивая общности,
будем полагать, что N = 2J .

4 Блочная пороговая обработка
коэффициентов разложения

Популярным методом подавления шума стала
пороговая обработка эмпирических коэффициен-
тов. Самыми распространенными видами поро-
говой обработки стали методы жесткой и мягкой
пороговой обработки [2–4]. Их суть заключается
в удалении достаточно маленьких коэффициентов,
которые считаются шумом. При использовании
этих методов происходит сравнение абсолютной
величины каждого коэффициента с некоторым по-
рогом (например, универсальным порогом, равным
σ
√
2 logN ), и если это значение оказалось ниже по-

рога, то коэффициент считается шумом и обнуля-
ется. Такие методы обрабатывают каждый коэффи-
циент отдельно, не используя информацию о других
коэффициентах. Этот недостаток можно устранить,
используя блочную пороговую обработку, при ко-
торой решение об обнулении применяется одно-
временно к группе соседних коэффициентов [5].

Пусть Bj,1, . . . , Bj,Mj
— разбиение множества

индексов {0, . . . , 2j − 1} на блоки одинаковой дли-
ны L (для удобства предположим, что 2j делится
на L). Пусть S2j,m =

∑
k∈Bj,m

W 2
j,k. Оценки коэф-

фициентов µj,k вычисляются по правилу:

Ŵj,k =

(
1− TLσ2

S2j,m

)

+

Wj,k, j = 0, J − 1, k ∈ Bm,

т. е. если величина
∑

k∈Bj,m
W 2

j,k меньше порога

TLσ2, то все коэффициенты в рассматриваемом
блоке обнуляются.

На качество оценок, получаемых с помощью
блочной пороговой обработки, естественно, влия-
ют размер блокаL и значение порога T . В работе [6]
показано, что при L = log 2j достигается баланс
между локальной и глобальной адаптивностью ме-
тода блочной пороговой обработки, и если при этом
T ∗ ≈ 4,50524 (T ∗ — корень уравнения T − logT −
− 3 = 0), то среднеквадратичный риск оказывает-
ся в минимаксном смысле (почти) оптимальным.
В данной работе рассматриваются именно такие
значения L и T .

Если применить дискретное вейвлет-преобра-
зование к выборке (3), то получится набор эмпири-
ческих коэффициентов

Vj,k = νj,k + ξj,k, j = 0, J − 1, k = 0, 2j − 1 .

Здесь νj,k — коэффициенты дискретного вейвлет-
преобразования выборкиKf

(
x(1)

)
, . . . ,Kf

(
x(N)

)
.

В общем случае Vj,k не равны Wj,k, а νj,k не рав-
ны µj,k. Однако к Vj,k можно применить ту же про-
цедуру, что и к коэффициентам Wj,k, и получить

оценки V̂j,k. В следующих разделах обсуждаются
свойства этих оценок.

5 Среднеквадратичный риск
блочной пороговой обработки

Среднеквадратичный риск пороговой обработ-
ки для выборки со случайными отсчетами опреде-
лим как

Rν =

J−1∑

j=0

2j−1∑

k=0

β2jE(V̂j,k − µj,k)
2.

Также определим среднеквадратичный риск для вы-
борки с равными расстояниями между отсчетами:

Rµ =

J−1∑

j=0

2j−1∑

k=0

β2jE(Ŵj,k − µj,k)
2.

Используя результаты работ [6, 9], можно убе-
диться, что при блочной пороговой обработке ве-
личины Rµ и Rν имеют минимаксный порядок.

Теорема 1. Пусть Kf ∈ Bγ
p,q(A) и задана на отрезке

[0, 1]. Пусть вейвлет-функцияψ имеет r непрерывных
производных и r нулевых моментов. Если при этом
2 ≤ p ≤ ∞, 1 ≤ q ≤ ∞ и α < γ < r, тогда

Rµ 6 C2(2α+1)J/(2γ+1),

где C — некоторая положительная константа.

Теорема 2. Пусть Kf ∈ Bγ
p,q(A) ∩ ˜2γ/(2γ+1)(A)

и задана на отрезке [0, 1]. Пусть вейвлет-функция ψ
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имеет r непрерывных производных и r нулевых мо-
ментов. Если при этом 2 ≤ p ≤ ∞, 1 ≤ q ≤ ∞
иmax(α, 1/2) < γ < r, тогда

Rν 6 C2(2α+1)J/(2γ+1),

где C — некоторая положительная константа.
Таким образом, замена равноотстоящих отсче-

тов на случайные не ухудшает оценку порядка сред-
неквадратичного риска.

6 Асимптотические свойства
несмещенной оценки риска

Вычислить значение среднеквадратичного рис-
ка на практике нельзя, поскольку оно зависит от
ненаблюдаемых «чистых» коэффициентов. Однако
можно построить его оценку, используя только на-
блюдаемые данные. По аналогии с [6] в качестве
оценки риска будем использовать величину

R̂ν =

J−1∑

j=0

β2j

Mj∑

m=1

Fj,m, (5)

где

Fj,m =
[
Lσ2 +

+
T 2L2σ4 − 2TLσ4(L− 2)

“S2j,m
11
(
“S2j,m > TLσ2

)
+

+
(
“S2j,m − 2Lσ2

)
11
(
“S2j,m ≤ TLσ2

)]
,

“S2j,m =
∑

k∈Bj,m

V 2j,k.

В случае использования сетки с равноотстоящими
отсчетами такая оценка риска не смещена.

Оценка риска (5) дает возможность получить
представление о погрешности, с которой оцени-
вается функция сигнала, используя только наблю-
даемые данные. Покажем, что оценка (5) асимп-
тотически нормальна. Это свойство, в частности,
позволяет строить асимптотические доверительные
интервалы для Rν .

Теорема 3. Пусть Kf ∈ Bγ
p,q(A) ∩ ˜2γ/(2γ+1)(A)

и задана на отрезке [0, 1]. Пусть вейвлет-функция ψ
имеет r непрерывных производных и r нулевых мо-
ментов. Если при этом 2 ≤ p ≤ ∞, 1 ≤ q ≤ ∞
иmax(α, 1/2) < γ < r, тогда при J → ∞

P

(
R̂ν −Rν

DJ
< x

)
→ �(x),

где

D2J =
2σ4β40
24α+1 − 1 2

(4α+1)J ;

�(x) — функция распределения стандартного нор-
мального закона.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Наряду с R̂ν рассмотрим

R̂µ =

J−1∑

j=0

β2j

Mj∑

m=1

Gj,m,

где

Gj,m =
[
Lσ2 +

+
T 2L2σ4 − 2TLσ4(L − 2)

S2j,m
11
(
S2j,m > TLσ2

)
+

+
(
S2j,m − 2Lσ2

)
11
(
S2j,m ≤ TLσ2

) ]
,

и запишем разность R̂ν −Rν в виде

R̂ν −Rν = R̂µ −Rµ + R̃,

где
R̃ = R̂ν − R̂µ − (Rν −Rµ).

В [16] показано, что

P

(
R̂µ −Rµ

DJ
< x

)
→ �(x) при J → ∞.

Следовательно, для доказательства теоремы доста-
точно показать, что

R̃

2J(1/2+2α)
P−→ 0 при J → ∞.

В силу теорем 1 и 2

Rν(f, Tγ)−Rµ(f, Tγ)

2J(1/2+2α)
→ 0 при J → ∞.

Пусть j0 ≈ cJ/(2γ + 1). Представим R̂ν − R̂µ

в виде
R̂ν − R̂µ = S1 + S2,

где

S1 =

j0−1∑

j=0

β2j

Mj∑

m=1

(Fj,m −Gj,m) ;

S2 =

J−1∑

j=j0

β2j

Mj∑

m=1

(Fj,m −Gj,m) .

Поскольку для некоторой константы CF > 0 [6]

|Fj,m −Gj,m| ≤ CFT
∗L п. в., (6)
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то
S1

2J(1/2+2α)
→ 0 п. в. при J → ∞.

Далее

S2 =

J−1∑

j=j0

β2j

Mj∑

m=1

(Fj,m −Gj,m) =

=
J−1∑

j=j0

2j−1∑

k=0

β2j (V
2
j,k −W 2

j,k) +

+

J−1∑

j=j0

β2j

Mj∑

m=1

(
U( “S2j,m)− U(S2j,m)

)
, (7)

где

U(S2) =

[
T 2L2σ4 − 2TLσ4(L− 2)

S2
−

− S2 + 2Lσ2
]
11
(
S2 > TLσ2

)
.

Рассмотрим первую сумму:

J−1∑

j=j0

2j−1∑

k=0

β2j (V
2
j,k−W 2

j,k) =

J−1∑

j=j0

2j−1∑

k=0

β2j (ν
2
j,k−µ2j,k)+

+ 2
J−1∑

j=j0

2j−1∑

k=0

β2j ξj,k(νj,k − µj,k).

Условное распределение этой суммы при фикси-
рованных xi нормально с математическим ожи-

данием
∑J−1

j=j0

∑2j−1
k=0 β

2
j (ν

2
j,k − µ2j,k) и дисперсией

4σ2
∑J−1

j=j0
β4j
∑2j−1

k=0 (νj,k − µj,k)
2.

Так как f ∈ Bγ
p,q(A) ∩ ˜2γ/(2γ+1)(A), то, повто-

ряя рассуждения из работ [17–19] с учетом леммы 3
из [8] и леммы 4 из [9], можно показать, что

1

2J(1/2+2α)

J−1∑

j=j0

2j−1∑

k=0

β2j (ν
2
j,k − µ2j,k)

P−→ 0;

1

2J(1/2+2α)

J−1∑

j=j0

2j−1∑

k=0

β2j (νj,k − µj,k)
2 P−→ 0

при J → ∞. Таким образом,

∑J−1

j=j0

∑2j−1

k=0
β2j (V

2
j,k −W 2

j,k)

2J(1/2+2α)
P−→ 0 при J → ∞.

Во второй сумме в (7) содержатся индикаторы,
в которых либо “S2j,m > TLσ2, либо S2j,m > TLσ2,

причем
∑2j−1

k=0 µ
2
j,k → 0 при J → ∞ для всех j >

> j0 [16]. Повторяя рассуждения из работы [20]
с использованием леммы 2 из работы [6], можно
показать, что эти суммы при делении на 2J(1/2+2α)

также сходятся к нулю по вероятности. Теорема
доказана.

Помимо асимптотической нормальности оцен-
ка (5) также обладает свойством сильной состоя-
тельности.

Теорема 4. Пусть выполнены условия теоремы 3.
Тогда при любом λ > 1/2 + 2α

R̂ν −Rν

2λJ
→ 0 п. в. при J → ∞.

Поскольку выполнено (6) и при фиксирован-
ных xi слагаемые в (5) условно независимы, дока-
зательство этой теоремы аналогично доказательству
соответствующего утверждения из работы [21].

Теоремы 3 и 4 дают теоретическое обоснова-
ние использования значения R̂ν в качестве оценки
неизвестной величины риска (погрешности) Rν ,
а также дают возможность строить асимптотиче-
ские доверительные интервалы для Rν .
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Abstract: Wavelet analysis methods are widely used to solve inverse statistical problems for inverting linear
homogeneous operators. The advantage of these methods is their computational efficiency and the ability to adapt
to both the operator type and local features of the estimated function. To suppress the noise in the observed data,
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threshold processing of the expansion coefficients of the observed function over the wavelet basis is used. One of
the most effective is the block thresholding method in which the expansion coefficients are processed in groups
that allows taking into account information about neighboring coefficients. Sometimes, the nature of the data is
such that observations are recorded at random times. If the sample points form a variation series constructed from
a uniform distribution sample over the data recording interval, then the use of threshold processing procedures is
adequate and does not worsen the quality of the estimates obtained. The paper analyzes the estimate of the mean
square risk of the block thresholding method and shows that under certain conditions, this estimate is strongly
consistent and asymptotically normal.
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ОПТИМИЗАЦИЯ СКОРОСТНОГО РЕЖИМА ГРУЗОВОГО ПОЕЗДА

ПО КРИТЕРИЮ СРЕДНЕГО УЩЕРБА ОТ АВАРИЙ∗

А. В. Борисов1, А. Н. Игнатов2, В. А. Борисов3

Аннотация: Исследована задача определения скоростного режима поезда, минимизирующего ожидаемый
ущерб, понесенный от аварий железнодорожного транспорта. Ущерб складывается из собственных потерь
состава и возможных сопутствующих потерь составов на соседних путях. Функции вероятностей аварий
различного типа параметризованы характеристиками топологии маршрута и показателями профиля —
уклонами и кривизной пути. Вероятности также зависят от управления — скорости состава. От нее же
зависят и функции ущерба — средние финансовые потери при повреждении одного вагона. Скоростной
режим определяется решением задачи математического программирования с ограничениями. Он пред-
ставляет собой функцию от расстояния до начала маршрута, сохраняющую постоянное значение на
отрезках пути с постоянным профилем. Функция также удовлетворяет мгновенным геометрическим
и интегральному временному ограничениям. Кусочно-постоянная скорость – идеализация, поэтому
в работе дан алгоритм ее преобразования к физически реализуемому движению с равноускоренными
переходами. В численном примере проанализировано влияние вида функций ущерба и временных
ограничений на выбор оптимального скоростного режима.

Ключевые слова: кусочно-постоянное управление; скоростной режим; средний ущерб; нелинейная
оптимизация
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1 Введение

Исследования в области оптимизации транс-
портных потоков посвящены по большей части
поиску эффективного расписания или маршрутов
движения [1–4]. Построение оптимального распи-
сания на железнодорожном транспорте представ-
ляет собой отдельный класс задач [5–7]. Расчету
надежности такого движения посвящено меньшее
число работ, хотя задачи оценивания и управления
надежностью в технических и коммуникационных
системах не теряют свой актуальности [8, 9].

Закон движения поезда можно описать систе-
мой дифференциальных уравнений [10]. Управля-
ющие переменные — тяга и торможение — были
получены решением задачи оптимального управ-
ления, где в качестве критерия выступал общий
расход энергии. Существует и другой критерий оп-
тимальности перевозок — интегральный риск воз-
никновения аварии на маршруте.

Впервые интегральный риск в качестве кри-
терия оптимальности перевозок был использован
в [11, 12]. Целью этих работ ставилось оптимальное
расположение вагонов с опасными грузами, мини-
мизирующее этот риск. Функция риска зависит

от скорости состава, максимально допустимой на
участке маршрута, номера первого сошедшего ваго-
на и причины схода. В [13] функция интегрального
риска была усовершенствована и стала зависеть от
реальной скорости состава, однако задача оптими-
зации скоростного режима поставлена не была.

Цель предлагаемой работы заключается в опре-
делении скоростного режима состава, минимизи-
рующего функцию интегрального риска. Статья
имеет следующую структуру. Раздел 2 представляет
стохастическую модель ущерба, наносимого авари-
ей состава, и постановку соответствующей задачи
оптимизации скоростного режима. В задаче учи-
тывается допустимый интервал скорости состава,
а также ограничение сверху на время прохожде-
ния маршрута. Скорость состава постоянна на
отрезках маршрута с постоянным профилем, т. е.
кривизной и уклоном. В разделе также приведе-
на процедура трансформации идеализированного
кусочно-постоянного режима в физически реали-
зуемый режим с равноускоренными переходами.
В разд. 3 представлены результаты сравнительного
численного анализа решения поставленной задачи
оптимизации. В качестве функций потерь рассмот-
рены линейная и квадратичная функции, а также

∗Работа выполнялась с использованием инфраструктуры Центра коллективного пользования «Высокопроизводительные вычис-
ления и большие данные» (ЦКП «Информатика») ФИЦ ИУ РАН (г. Москва).
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ментальной и прикладной математики, aborisov@frccsc.ru

2Московский авиационный институт, alexei.ignatov1@gmail.com
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их версии с насыщением. Исследовано влияние
выбора этих функций, а также ограничения на вре-
мя прохождения маршрута на вид оптимального
скоростного режима. В разд. 4 предложены направ-
ления дальнейших исследований.

2 Модель ущерба от аварий
и задача оптимизации
скоростного режима

В работе предлагается описывать ущерб C от
аварии грузового поезда как семейство неотрица-
тельных случайных величин CE(ω, V ), где ω — слу-
чайное событие; V — вектор переменных програм-
много управления (в данной работе представляет
собой искомый скоростной режим прохождения
маршрута); E , col(—,š) — известный детерми-
нированный вектор параметров, содержащий ин-
формацию — о составе поезда (количестве и длине
вагонов и локомотивов, степени загруженности ва-
гонов и пр.) и профиле маршрута š (описании от-
резков пути с одинаковыми уклоном и кривизной,
наличии стрелок, переездов, параллельных путей
и пр.).

Задача оптимизации скоростного режима про-
хождения поездом маршрута имеет вид:

R(V ) = M {CE(ω, V )} → min
V ∈V

, (1)

где V — множество допустимых управлений. В дан-
ной работе в их качестве выступает интервал до-
пустимых скоростей, ограничение сверху на время
прохождения маршрута, а также дополнительное
ограничение на непрерывность изменения ско-
рости.

Для решения этой задачи следует уточнить опи-
сание ущерба CE(ω, V ) и способа вычисления его
среднего значения. Детальное описание всех ха-
рактеристик и их значений приведено в [13, 14].
Прежде всего,

CE(ω, V ) = C
0
E(ω, V ) + C

1
E(ω, V ),

где C0E(ω, V ) > 0 — ущерб, связанный с поврежде-
нием данного поезда; C1E(ω, V ) > 0 — возможный
сопутствующий ущерб, связанный с аварией это-
го поезда, приведшей к аварии поезда на соседних
путях.

Для вычисления M {CE(ω, V )} воспользуем-
ся формулой полного условного математического
ожидания, разбив вероятностное пространство Ÿ
на события {An}n=0,N , гдеA0 — успешное прохож-
дение поездом маршрута, а An, n > 1, — аварии,
произошедшие на всех возможных шагах маршрута,

вызванные различными причинами и приведшие
к сходу qn единиц подвижного состава. Рассмотрим
также события {Bn}n=0,N , заключающиеся в ава-
риях поездов на соседних путях, вызванных аварией
данного поезда. Отсутствие аварии влечет нулевой
ущерб, и среднее значение принимает вид:

M {CE(ω, V )} =
N∑

n=1

(
M
{
C0E(ω, V )|An

}
+

+M
{
C1E(ω, V )|AnBn

}
P {Bn|An}

)
P {An} .

Пусть функция v = vn(V ) «выбирает» из вектора
скоростного режима V скорость поезда в момент
аварии в зависимости от n, а функция π = πn(š)
«выбирает» из вектора š профиль пути в момент
аварии в зависимости от n. Тогда отдельные эле-
менты последнего выражения и их зависимости от
параметров могут быть уточнены:

P {An} = Pn(V,E);

P {Bn|An} = p (vn(V ), πn(š),—) ;

M
{
C0E(ω, V )|An

}
= c0 (vn(V )) qn;

M
{
C1E(ω, V )|AnBn

}
= c1.

Это означает, что

– вероятность p(v, π,—) возникновения дополни-
тельных аварий, вызванных данной, зависит
только от скорости рассматриваемого поезда v
и профиля места аварии π, а дополнительный
средний ущерб постоянен;

– средний ущерб от аварии An рассматриваемо-
го поезда пропорционален числу qn сошедших
вагонов с коэффициентом пропорциональ-
ности c0(v)— средним ущербом, причиненным
одному вагону, движущемуся со скоростью v.

Таким образом, критерий R(V ) приобретает вид:

R(V ) =

N∑

n=1

(
c0 (vn(V )) qn +

+ c1p (vn(V ), πn(š),—)
)
Pn(V,š).

Пусть весь маршрутS протяженностьюS метров
разбит на протяженные участки {Sℓ}ℓ=1,L, L ≪ S,
имеющие постоянный профиль. Это означает, что
профиль пути π(s) имеет кусочно-постоянный вид:

π(s) =

L∑

ℓ=1

ISℓ
(s)πℓ

и набор пар {(Sℓ, πℓ)}ℓ=1,L образует карту профиля
маршрута.

Множество V допустимых скоростных режимов
поезда V = col(v(1), . . . , v(S)) удовлетворяет следу-
ющим ограничениям:
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I v(s) =

L∑

ℓ=1

ISℓ
(s)vℓ;

II V 6 vℓ 6 V ;

III
L∑

ℓ=1

|Sℓ|
vℓ

6 T.

Первое ограничение постулирует постоянную ско-
рость прохождения поездом участка маршрута с по-
стоянным профилем. Второе ограничение опреде-
ляется допустимым интервалом скоростей [V , V ].
Третье ограничение определяется максимальным
временем T прохождения данного маршрута.

Задача поиска оптимального кусочно-постоян-
ного скоростного режима имеет вид:

R(V ) =

N∑

n=1

(
c0 (vn(V )) qn +

+ c1p (vn(V ), πn(š),—)
)
Pn(V,š)→ min

V
(2)

при ограничениях I-III. Следует отметить, что
функция потерь c0(v) должна удовлетворять двум
очевидным свойствам: c0(0) = 0 и неубыва-
нию c0(v) по v.

Задача оптимизации (2) при ограничениях I–
III имеет ряд положительных качеств. Во-первых,
стратегия кусочно-постоянного скоростного режи-
ма интуитивно понятна: машинист выбирает и под-
держивает постоянную скорость, соответствующую
«степени опасности» профиля текущего участка.
Во-вторых, решение оптимизационной задачи су-
щественно упрощается, так как размерность L
оптимизируемого вектора значительно меньше
размерности исходного вектора col(v(1), . . . , v(S))
скоростного режима, т. е. длины S маршрута в мет-
рах. Однако у кусочно-постоянного скоростного
режима имеется существенный недостаток: он не-
реализуем на практике из-за невозможности мгно-
венного изменения скорости поезда. Тем не менее
в случае, если отрезки постоянства скорости имеют
достаточную протяженность, кусочно-постоянный
режим может быть приведен к непрерывному с по-
мощью простого рекуррентного преобразования,
представленного ниже.

Зададим vℓ
def
= v(sℓ), ℓ = 1, L. Предположим, что

состав может изменять скорость с максимальным
ускорением a.

Скоростной режим V в задаче определяется как
функция расстояния s от начала маршрута. Пусть
h > 0 — это шаг по пройденному пути, с которым
изменяется скоростной режим; в данной задаче
h = 1 м. Согласно элементарным кинематиче-
ским соотношениям для равноускоренного движе-
ния, если на s-м шаге скорость поезда равна v(s),

то при равноускоренном и равнозамедленном дви-
жении скорость на следующем шаге определяется
формулой v(s+ 1) =

√
v2(s)± 2ah.

Достаточная протяженность участков Sℓ озна-
чает, что их длины достаточно, чтобы изменить
скорость нужным образом за время прохождения
участка. Алгоритм преобразования кусочно-по-
стоянного скоростного режима V в непрерывный
Ṽ = col (ṽ(1), . . . , ṽ(S)) имеет следующий вид.

Шаг 0. Задается a > 0.

Шаг 1. ℓ := 2; Ṽ := V .

Шаг 2. Если ℓ > L, то закончить алгоритм.

Шаг 3. Если vℓ > vℓ−1, то перейти к шагу 7.

Шаг 4. σ := sℓ.

Шаг 5. ṽ(σ) = max
(√

ṽ2(σ)− 2ah, vℓ−1

)
; σ :=

σ + 1.

Шаг 6. Если
√
ṽ2(σ)− 2ah > vℓ−1, то перейти

к шагу 5, иначе к шагу 10.

Шаг 7. σ := sℓ − 1.
Шаг 8. ṽ(σ) = max

(√
ṽ2(σ) − 2ah, vℓ

)
; σ := σ−1.

Шаг 9. Если
√
ṽ2(σ)− 2ah > vℓ, то перейти к ша-

гу 8, иначе к шагу 10.

Шаг 10. ℓ := ℓ+ 1; перейти к шагу 2.

Смысл преобразования следующий. Участки
с постоянной скоростью преобразуются последо-
вательно. Если скорость на предыдущем участке
меньше скорости на последующем, то несколько
последних интервалов предыдущего участка состав
должен пройти равноускоренно с ускорением a,
кроме, возможно, одного, ускорение на котором бу-
дет меньше a. Если скорость на предыдущем участ-
ке выше скорости на последующем, то несколько
первых интервалов последующего участка состав
также должен пройти равнозамедленно с ускорени-
ем a, кроме, возможно, одного, ускорение на кото-
ром будет меньше a. Данный алгоритм позволяет не
только привести кусочно-постоянный скоростной
режим к физически реализуемому непрерывному,
но и сохранить выполнение ограничения на время
прохождения маршрута h

∑S
s=1 1/ṽ(s) 6 T.

3 Сравнительный численный
анализ оптимальных
скоростных режимов
при различных функциях
потерь

Данный раздел содержит результаты комплекса
численных экспериментов. Его цели:
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– анализ зависимости оптимальных скоростных
режимов от выбора пары (c0(v), c1);

– исследование изменения среднего ущерба при
переходе от оптимального кусочно-постоянно-
го к непрерывному скоростному режиму.

Параметры вычислительных экспериментов со-
впадают с использованными в [13], за исключением
вспомогательной функции g2(·), взятой из [15].

1. Маршрут поезда составляет 250 км. Поезд
включает в себя 2 локомотива по 20 м и 58 ваго-
нов по 14 м, т. е. общая длина поезда составляет
852 м. Движение проходит по двупутной до-
роге без переездов; имеются стрелочные пере-
воды. Аварии в данном примере порождаются
следующими причинами: неисправностью по-
движного состава, полотна пути или сходом
на стрелочном переводе. При этом возможно
нанесение ущерба как самому составу, так и по-
ездам, следующим по соседнему пути, т. е. при
расчете критерия задействованы оба элемента
пары (c0(v), c1).

2. Зависимость уклона и кривизны путей от рас-
стояния до начала маршрута приведена в табл. 1.

Таблица 1 Карта уклонов и кривизны

ℓ Положение Кривизна κ Уклон γ

0 [−852,0] 0 0
1 [50001,60000] 1/1500 −0,009
2 [60001,70000] 1/1500 −0,003
3 [70001,100000] 0 0,01
4 [100001,110000] 1/800 −0,004
5 [1,50000] 1/2000 −0,0001
6 [110001,150000] 1/1000 0,008
7 [150001,200000] 0 0
8 [200001,205000] 1/600 0,005
9 [205001,220000] 0 −0,01

10 [220001,250000] 0 0,005

3. Вероятности аварий различного вида Pn(V,š)
и p(v, π) вычисляются по формулам, представ-
ленным в [13].

4. Допустимый интервал скоростей состава — от 5
до 25 м/с, максимально допустимое ускорение
a = 0,1 м/с2. Оптимизация скорости выполня-
ется для двух ограничений по времени: 15 000
и 20 000 c.

5. Сопутствующие средние потери от аварий на
соседних путях c1 = 1,6 · 106.
В качестве функций потерь от аварии состава
выбраны линейная функция c0ℓ (v); квадратич-
ная функция c0q(v); линейная функция с на-
сыщением c0ℓs(v); квадратичная функция с на-
сыщением, вариант № 1 c0qs1(v); квадратичная

функция с насыщением, вариант № 2 c0qs2(v).
Были выбраны два набора функций:

(а) первый набор:

c0ℓ (v) =
9

200
v; c0q(v) =

81

31 000
v2;

c0ℓs(v) =
2,358

1 + e−0,15v
− 1,179;

c0qs1(v)=1,148
(
1−e−0,3v

(
0,045v2+0,03v + 1

))
;

c0qs2(v) =
0,0018

(
v2e−0,5(v−19) + 625

)

1 + e−0,5(v−19)
;

(б) второй набор:

c
0
ℓ (v) =

9

200
v; c0q(v) = 0,0018v

2;

c
0
ℓs(v) =

1,782

1 + e−0,15v
− 0,891;

c
0
qs1(v)=0,92

(
1−e−0,3v

(
0,045v2+0,03v+ 1

))
;

c
0
qs2(v) =

0,0022
(
v
2e−0,5(v−19) + 625

)

1 + e−0,5(v−19)
.

Выбор типов функций объясняется следующим.
Линейная функция представляет простейшую за-
висимость между величинами. Линейная функция
с насыщением позволяет учитывать ограничение
сверху на ущерб: прямой ущерб от аварии ваго-
на не может превышать его стоимость. Квадра-
тичная функция от скорости предполагает модель,
когда ущерб зависит от кинетической энергии ва-
гона в момент аварии, которая, в свою очередь,
пропорциональна квадрату скорости. Различные
квадратичные функции с насыщением учитывают
ограничение сверху на величину ущерба и отлича-
ются близостью к исходной параболе и скоростью
насыщения.

Наборы функций потерь отличаются способом
их «нормировки». Дело в том, что критерии долж-
ны быть сравнимыми. Первый набор предполагает
равенство функций при максимально допустимой
скорости: c0i (25) ≡ Const для всех видов критерия.
Второй набор предполагает одинаковые усреднен-
ные потери:

1

25− 5

25∫

5

c
0
i (v)dv ≡ Const.

Графики функций первого набора представлены
на рис. 1, а, второго — на рис. 1, б.
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Рис. 1 Два набора функций потерь: (a) первый набор (1 — c0ℓ ; 2 — c0ℓs; 3 — c0q; 4 — c0qs1; 5 — c0qs2); (б) второй набор
(1 — c0ℓ ; 2 — c0ℓs; 3 — c0q; 4 — c0qs1; 5 — c0qs2)

Вычисления выполнялись на высокопроизво-
дительном комплексе Huawei Taishan 200 архитекту-
ры ARM с двумя процессорами HuaweiKunpeng 920
(2,6 ГГц, 64 ядра каждый) и 512 ГБ ОЗУ
под управлением операционной системы CentOS
с использованием системы управления задания-
ми SLURM. Программный комплекс написан на
языке Julia 1.11.1 с привлечением библиотек JuMP
и IPOPT, предназначенных для математического
моделирования задач оптимизации и их численно-
го решения. Был использован метод внутренней
точки [16].

На рис. 2 представлены преобразованные не-
прерывные скоростные режимы:

– рис. 2, а — скорости v15ℓ (s) и v20ℓ (s), вычис-
ленные при линейных потерях и временн‚ых
ограничениях 15 000 и 20 000 с, а также соответ-
ствующие скорости v15ℓs (s) и v20ℓs (s) для функций
линейных потерь с насыщением (первый набор
функций потерь);

– рис. 2, б — скорости v15q (s) и v20q (s), вычислен-
ные при квадратичных потерях и временн‚ых
ограничениях 15 000 и 20 000 c, и v15qs1(s), v

20
qs1(s),

v15qs2(s) и v20qs2(s) для функций квадратичных по-
терь с насыщением обоих типов (первый на-
бор);

– рис. 2, в — скорости v15ℓ (s) и v20ℓ (s), вычислен-
ные при линейных потерях и временн‚ых огра-
ничениях 15 000 и 20 000 c, и v15ℓs (s) и v20ℓs (s)
для функций линейных потерь с насыщением
(второй набор);

– рис. 2, г — скорости v15q (s) и v20q (s), вычислен-
ные при квадратичных потерях и временн‚ых
ограничениях 15 000 и 20 000 c, и v15qs1(s), v

20
qs1(s),

v15qs2(s) и v20qs2(s) для функций квадратичных по-
терь с насыщением обоих типов (второй набор).

Результаты вычислений представлены в табл. 2.
В ней для обоих наборов функций потерь и ограни-
чений по времени 15 000 и 20 000 с собраны

– ущерб R(v), соответствующий идеализирован-
ному оптимальному кусочно-постоянному ско-
ростному режиму движения состава;

– ущерб R(ṽ), соответствующий субоптимально-
му непрерывному режиму;

– процент потерь в критерии при переходе от ку-
сочно-постоянного к непрерывному режиму

Loss =
R(ṽ)−R(v)

R(v)
· 100%;

– время прохождения маршрута при непрерыв-
ном скоростном режиме T (ṽ);

– число итераций алгоритма оптимизации.

По результатам вычислений можно сделать сле-
дующие выводы.

1. Во всех расчетах оптимум достигался за уме-
ренное число итераций: не более 55.

2. Переход от кусочно-постоянного к непрерыв-
ному скоростному режиму увеличивает потери
несущественно: не более чем на 1,91%. При
этом ограничение на максимальное время про-
хождения маршрута не нарушается.

3. Ужесточение временн‚ого ограничения с 20 000
до 15 000 c может увеличить средний ущерб бо-
лее чем в 2 раза.

4. При ограничении времени 20 000 c сами ско-
ростные режимы близки, чего нельзя сказать
о значении среднего ущерба.
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Рис. 2 Непрерывные скоростные режимы, рассчитанные для разных функций потерь (верхний ряд — первый набор;
нижний ряд — второй набор) и временных ограничений (сплошные линии — 15 000 с; пунктирные линии — 20 000 с):
1 — vℓ; 2 — vℓs; 3 — vq; 4 — vqs1; 5 — vqs2

Таблица 2 Сводная таблица результатов эксперимента

№ набора T Параметр c0ℓ c0ℓs c0q c0qs1 c0qs2

1

R(v) 279,14 358,12 186,78 352,06 241,38
R(ṽ) 279,37 363,86 186,83 357,07 241,5

15 000 Loss,% 0,08 1,6 0,02 1,4 0,05
T (ṽ) 14991 14691 14997 14739 14997
Iter 28 33 38 40 39
R(v) 188,35 288,07 95,09 275,29 105,59
R(ṽ) 188,4 288,28 95,11 275,65 105,61

20 000 Loss,% 0,03 0,07 0,02 0,1 0,02
T (ṽ) 19996 19986 19998 19980 19999
Iter 42 27 30 46 38

2

R(v) 279,14 411,66 270,25 282,16 290,05
R(ṽ) 279,37 417,01 270,37 287,55 290,19

15 000 Loss,% 0,08 1,3 0,04 1,91 0,05
T (ṽ) 14990 14693 14997 14660 14997
Iter 39 22 35 22 55
R(v) 188,35 347,83 137,15 220,89 126,66
R(ṽ) 188,4 348,07 137,18 221,17 126,68

20 000 Loss,% 0,02 0,07 0,02 0,13 0,02
T (ṽ) 19996 19983 19998 19980 19999
Iter 39 32 42 42 43
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5. Скоростные режимы, вычисленные для одина-
ковых функций потерь разных наборов, очень
близки, но значения критериев отличаются.

6. В обоих наборах скоростные режимы, постро-
енные для линейной с насыщением и квад-
ратичной с насыщением (первый вариант)
функций потерь, предполагают прохождение
части участков с максимально допустимой ско-
ростью. Данные критерии растут очень быстро
и затем стабилизируются, поэтому рациональ-
нее проходить часть относительно безопасных
участков максимально быстро, чтобы двигаться
на опасных участках с умеренной скоростью.

4 Заключение

В работе решена задача выбора оптимального
программного скоростного режима движения гру-
зового состава, минимизирующего средний ин-
тегральный ущерб от аварий, при мгновен-
ных геометрических и интегральном временн‚ом
ограничениях.

Представленные исследования могут быть про-
должены по следующим направлениям.

Во-первых, перспективным представляется по-
строение модели момента наступления аварии и ее
последствий, обладающей марковским свойством.
Она позволила бы существенно упростить как са-
му задачу оптимизации, так и идентификацию ее
вероятностных параметров по реальным статисти-
ческим данным.

Во-вторых, ущерб от аварий, нанесенных по-
движн‚ому составу, не единственная статья расходов
на железнодорожном транспорте. В критерий оп-
тимальности следует включить затраты энергии на
перевозку, амортизацию оборудования, страховые
отчисления и пр.

В-третьих, интерес представляет рассмотрение
аналога этой задачи в непрерывном времени и ис-
пользование для ее решения аппарата стохастиче-
ского управления скачкообразными процессами.
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Abstract: The paper focuses on designing a freight train speed profile that minimizes the expected damage from
various types of railway accidents. Total losses include both damage to a considered train and potential harm to
trains on adjacent tracks. The probability functions for all accident types are parameterized by the route’s topology
and profile, i. e., its local slope and curvature. These probability functions, along with those describing the average
financial loss per derailed car, treat train speed as a control variable. The speed profile is a solution to the constrained
mathematical programming problem. It is represented as a piecewise constant function, remaining constant over
each segment of the route with uniform slope or curvature. This profile satisfies both instantaneous geometric
and integral time constraints. Since a piecewise constant speed profile looks physically unrealistic, the paper also
proposes a method for transforming it into a profile with uniformly accelerated transitions. A numerical example is
provided to illustrate how different loss functions and time constraints affect the choice of an optimal speed profile.

Keywords: piecewise constant control; speed profile; expected damage; nonlinear optimization

DOI: 10.14357/19922264250304 EDN: BJFFCD

Acknowledgments
The research was carried out using the infrastructure of the Shared Research Facilities “High Performance
Computing and Big Data” (CKP “Informatics”) of FRC CSC RAS (Moscow).

References

1. Boctor, F. F., G. Laporte, and J. Renaud. 2003. Heuristics
for the traveling purchaser problem. Comput. Oper. Res.
30(4):491–504. doi: 10.1016/S0305-0548(02)00020-5.

2. Khachai, M. Yu., and Yu. Yu. Ogorodnikov. 2019.
Polynomial-time approximation scheme for the capacitat-
ed vehicle routing problem with time windows. P. Steklov I.
Math. 307(S1):51–63. doi: 10.1134/S0081543819070058.
EDN: MWXBYZ.

3. Fluschnik, T., M. Morik, and M. Sorge. 2019. The com-
plexity of routing with collision avoidance. J. Comput. Syst.
Sci. 102:69–86. doi: 10.1016/j.jcss.2019.01.001.

4. Mor, A., and M. G. Speranza. 2020. Vehicle routing prob-
lems over time: A survey. 4OR — Q. J. Oper. Res. 18(2):129–
149. doi: 10.1007/s10288-020-00433-2.

5. Lazarev, A. A., and E. G. Musatova. 2012. Tselochislennye
postanovki zadachi formirovaniya zheleznodorozhnykh
sostavov i raspisaniya ikh dvizheniya [Integer formulations

of freight train design and scheduling problems]. Uprav-
lenie bol’shimi sistemami [Large Scale Systems Control]
38:161–169. doi: 10.1134/S0005117913120084. EDN:
PBXQQD.

6. Forsgren, M., M. Aronsson, and S. Gestrelius. 2013.
Maintaining tracks and traffic flow at the same time.
J. Rail Transport Planning Management 3(3):111–123.
doi: 10.1016/j.jrtpm.2013.11.001.

7. Bosov, A. V., A. N. Ignatov, and A. V. Naumov. Algoritmy
priblizhennogo resheniya zadachi naznacheniya “tekhno-
logicheskogo okna” na uchastkakh zheleznodorozhnoy
seti [Algorithms for an approximate solution of the track
possession problem on the railway network segment]. In-
formatika i ee Primeneniya — Inform. Appl. 15(4):3–11.
doi: 10.14357/19922264210401. EDN: OPTRUD.

8. Sokolov, I. A., Yu. A. Stepchenkov, Yu. G. Diachenko,
and Yu. V. Rogdestvenski. 2022. Otsenka nadezhnosti
sinkhronnogo i samosinkhronnogo konveyerov [Syn-
chronous and self-timed pipeline’s reliability estimation].

34 INFORMATIKA I EE PRIMENENIYA — INFORMATICS AND APPLICATIONS 2025 volume 19 issue 3



Optimization of a train speed profile based on the expected accident damage criterion

Informatika i ee Primeneniya — Inform. Appl. 16(4):2–7.
doi: 10.14357/19922264220401. EDN: GWXJHM.

9. Malashenko, Yu. E., and I. A. Nazarova. 2025. Garan-
tirovannye otsenki pokazateley rabotosposobnosti mno-
gopol’zovatel’skoy seti pri povrezhdeniyakh [Guaranteed
estimates of the multiuser network performance indicators
in case of damage]. Informatika i ee Primeneniya — In-
form. Appl. 19(1):16–24. doi: 10.14357/19922264250103.
EDN: MYHICH.

10. Baranov, L. A., ed. 2011. Optimizatsiya upravleniya dvizhe-
niem poezdov [Control optimization of train transporta-
tion]. Moscow: MIIT. 164 p. EDN: QNYRIV.

11. Bagheri, M., F. Saccomanno, and L. Fu. 2010. Effective
placement of dangerous goods cars in rail yard mar-
shaling operation. Can. J. Civil Eng. 37(5):753–762. doi:
10.1139/L10-015.

12. Rahbar, M., and M. Bagheri. 2014. Risk assessment frame-
work for the rail transport of hazardous materials: Formu-
lation and solution. Transp. Res. Rec. 2411(1):90–95. doi:
10.3141/2411-11.

13. Bosov, A. V., and A. N. Ignatov. 2023. O zadache otsenki
i analiza riska transportnykh proisshestviy na rel’sovom
transporte [On the problem of assessing and analyzing

traffic accidents risk on the rail transport]. Informati-
ka i ee Primeneniya — Inform. Appl. 17(1):73–82. doi:
10.14357/19922264230110. EDN: SSMEEK.

14. Zamyshliaev, A. M., A. N. Ignatov, A. I. Kibzun, and
E. O. Novozhilov. 2018. O narushenii bezopasnosti dvi-
zheniya, svyazannom s vykhodom v gabarit sosednego
puti podvizhnykh edinits gruzovogo poezda, soshedshikh
s rel’sov [On traffic safety incidents caused by intrusion
of derailed freight cars into the operational space of an
adjacent track]. Nadezhnost’ [Dependability] 18(3):39–
45. doi: 10.21683/1729-2646-2018-18-3-39-45. EDN:
YATOLJ.

15. Zamyshliaev, A. M., A. N. Ignatov, A. I. Kibzun, and
E. O. Novozhilov. 2018. Funktsional’naya zavisimost’
mezhdu kolichestvom vagonov v skhode iz-za neisprav-
nostey vagonov ili puti i faktorami dvizheniya [Functional
dependency between the number of wagons derailed due to
wagon or track defects and the traffic factors]. Nadezhnost’
[Dependability] 18(1):53–60. doi: 10.21683/1729-2646-
2018-18-1-53-60.

16. Nesterov, Y., and A. Nemirovski. 1994. Interior-point poly-
nomial algorithms in convex programming. Philadelphia,
PA: SIAM. 405 p.

Received May 29, 2025
Accepted August 15, 2025

Contributors
Borisov Andrey V. (b. 1965) — Doctor of Science in physics and mathematics, principal scientist, Federal Research
Center “Computer Science and Control” of the Russian Academy of Sciences, 44-2 Vavilov Str., Moscow 119333,
Russian Federation; professor, Department of Mathematical Statistics, Faculty of Computational Mathematics and
Cybernetics, M. V. Lomonosov Moscow State University, 1-52 Leninskie Gory, GSP-1, Moscow 119991, Russian
Federation; aborisov@frccsc.ru

Ignatov Aleksei N. (b. 1991) — Candidate of Science (PhD) in physics and mathematics, assistant professor,
Department of Probability Theory and Computational Modeling, Faculty of Computer Science and Applied
Mathematics, Moscow Aviation Institute (National Research University), 4 Volokolamskoe Shosse, Moscow
125933, Russian Federation; alexei.ignatov1@gmail.com

Borisov Vasily A. (b. 2002) — master student, Department of Mathematical Cybernetics, Faculty of Computer
Science and Applied Mathematics, Moscow Aviation Institute (National Research University), 4 Volokolamskoe
Shosse, Moscow 125933, Russian Federation; forexample3423@gmail.com

INFORMATIKA I EE PRIMENENIYA — INFORMATICS AND APPLICATIONS 2025 volume 19 issue 3 35



éîæïòíáôéëá é å¿ ðòéíåîåîéñ, 2025. ô. 19. ÷ÙÐ. 3. ó. 36�45

МОДЕЛЬ РАЗВИТИЯ МНОГОПОЛЬЗОВАТЕЛЬСКОЙ СИСТЕМЫ

СВЯЗИ ПРИ НАРАЩИВАНИИ ПРОПУСКНОЙ СПОСОБНОСТИ

СЕТИ

Ю. Е. Малашенко1, И. А. Назарова2, М. В. Козлов3

Аннотация: Исследуются показатели функциональных возможностей многопользовательской системы
связи при наращивании пропускной способности сети. В рамках вычислительного эксперимента анали-
зируется влияние увеличения пропускной способности ребер вдоль маршрутов передачи максимальных
потоков. Для каждой пары узлов-корреспондентов независимо определяется величина предельно допус-
тимого межузлового потока при монопольном режиме управления. Полученные максимальные значения
используются для построения и сравнения векторов равных межузловых потоков всех видов, которые
могут одновременно передаваться в сети. Вводится понятие вектор-отклика системы на наращивание
пропускной способности ребер вдоль маршрута передачи. Для каждого варианта проекта реконструкции
и каждой пары узлов-корреспондентов вычисляется отношение пропускной способности к приросту
максимального потока, найденные значения переупорядочиваются по максиминному правилу. На осно-
вании вектор-откликов формируется набор гарантированных оценок предельно возможных изменений
эксплуатационных параметров. Анализируются результаты вычислительных экспериментов для сетей
с различными структурными особенностями

.
Ключевые слова: потоковая модель сети связи; гарантированные оценки при наращивании пропускной
способности; маршруты передачи максимального потока
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1 Введение

В рамках вычислительных экспериментов на ма-
тематической модели передачи многопродуктового
потока [1] анализируется изменение показателей
функционирования многопользовательской систе-
мы связи [2].

В монопольном режиме управления для каждой
пары узлов независимо вычисляется максимальный
однопродуктовый поток и создается список (набор)
ребер маршрутов его передачи. При моделирова-
нии каждый полученный набор рассматривается
как вариант проекта модернизации сети путем уве-
личения пропускной способности ребер указанных
маршрутов.

Предельные значения однопродуктового потока
определяют угловые точки множества достижимых
межузловых потоков. С помощью векторов, соот-
ветствующих угловым точкам, формируется век-
тор-луч равных межузловых потоков различных
видов, которые могут передаваться одновременно
в исходной сети.

Увеличение пропускной способности ребер
в процессе модернизации сети приводит к росту
максимальных однопродуктовых потоков, что ве-

дет к изменению координат угловых точек. При
этом вектор-луч равных межузловых потоков со-
храняет ориентацию относительно осей координат,
что позволяет оценить относительные изменения
характеристик сети при увеличении пропускной
способности различных вариантов проектов.

В ходе эксперимента в качестве эталонных по-
казателей для каждой пары узлов-корреспонден-
тов рассматривается максимально допустимый од-
нопродуктовый межузловой поток, передаваемый
в монопольном режиме [3] в исходной сети. Для
каждого варианта проекта при увеличении про-
пускной способности ребер вдоль маршрутов пе-
редачи рассчитываются новые значения макси-
мальных потоков и соответствующие компоненты
вектора равных потоков [4] для всех пар в модер-
низированной сети. На последующих этапах экс-
периментов векторы используются для построения
гарантированных оценок функциональных харак-
теристик каждой реконструируемой сети.

Полученные массивы данных сохраняются для
каждого варианта проекта и подсчитываются от-
носительные изменения максимальных потоков.
С геометрической точки зрения оценивается де-
формация множества достижимых потоков — отно-

1Федеральный исследовательский центр «Информатика и управление» Российской академии наук, malash09@ccas.ru
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сительный сдвиг угловых точек по координатным
осям.

В модели вводится понятие вектор-отклика на
рост пропускной способности сети. Для каждой
пары узлов и каждого варианта проекта вычисляет-
ся отношение увеличения пропускной способности
к приросту максимального потока в обновленной
(модернизированной) сети.

Для анализа изменения технических возмож-
ностей сети компоненты вектор-откликов пе-
реупорядочиваются по максиминному правилу.
Полученная лексикографически упорядоченная
последовательность представляет собой набор га-
рантированных оценок предельно возможных из-
менений агрегированных характеристик для раз-
личных проектов развития.

Данная работа продолжает исследования функ-
циональных характеристик многопользователь-
ских систем сетей связи при изменении пропускной
способности сети [1]. Вычислительные экспери-
менты проводились в рамках методологии исследо-
вания операций [5,6] на основе методов потокового
программирования [7–9].

2 Математическая модель

Для описания многопользовательской сетевой
системы связи воспользуемся следующей матема-
тической записью модели передачи многопродук-
тового потока (далее — М-модель). СетьG задается
множествами 〈V, R, U, P 〉: узлов (вершин) сетиV =
= {v1, v2, . . . , vn, . . . , vN}; неориентированных ре-
бер R = {r1, r2, . . . , rk, . . . , rE}; ориентированных
дуг U = {u1, u2, . . . , uk, . . . , u2E}; пар узлов-коррес-
пондентов P = {p1, p2, . . . , pM}. Предполагается,
что в сети отсутствуют петли и сдвоенные ребра.

Ребро rk ∈ R соединяет смежные вершины vnk
,

vjk
. Каждому ребру rk ставятся в соответствие две

ориентированные дуги uk, uk+E из множества U .
Дуги {uk, uk+E} определяют прямое и обратное
направление передачи потока по ребру rk между
концевыми вершинами vnk

, vjk
. Для каждой вер-

шины vn формируется список K(n) номеров ин-
цидентных ей ребер: K(n) = {k1, k2, . . . , ka(n)}, где
a(n)— число инцидентных ребер для vn.

В многопользовательской сети G рассматрива-
етсяM = N(N −1)независимых, невзаимозаменя-
емых и равноправных межузловых потоков различ-
ных видов. Каждой паре узлов-корреспондентов pm

из множества P соответствуют: вершина-источник
с номером sm, из sm входной поток m-го вида по-
ступает в сеть; вершина-приемник с номером tm,
из tm поток m-го вида покидает сеть. Для каждой
вершины vn ∈ V , n = 1, N , в подмножество P (vn)

входят все пары-корреспонденты, для которых vn

служит узлом-источником:
P (vn) =

{
pm|sm = n, tm 6= n, tm = 1, N

}
,

а для каждогоP (vn)— список номеровM(n)парpm,
входящих в подмножество P (vn):

M(n) = {m1(n),m2(n), . . . ,mN−1(n)} .

Обозначим через zm величину межузлового по-
тока m-го вида, поступающего в сеть через узел
с номером sm и покидающего сеть из узла с номе-
ром tm; xmk, xm(k+E) — поток m-го вида, который
передается по дугам uk и uk+E согласно направле-
нию передачи, xmk ≥ 0, xm(k+E) ≥ 0, m = 1,M ,
k = 1, E; S(vn) — множество номеров исходящих
дуг, по ним поток покидает узел vn; T (vn)— множе-
ство номеров входящих дуг, по ним поток поступает
в узел vn. Состав множествS(vn), T (vn) однозначно
определяется в ходе выполнения следующей про-
цедуры.

Пусть некоторое ребро rk ∈ R соединяет вер-
шины с номерами n и j, такими что n < j. Тогда
ориентированная дуга uk = (vn, vj), направленная
из вершины vn в vj, считается исходящей из верши-
ны vn и ее номер k заносится в множество S(vn),
а дуга uk+E, направленная из vj в vn, — входящей
для vn и ее номер k+E помещается в список T (vn).
Дуга uk является входящей для vj, и ее номер k по-
падает в T (vj), а дуга uk+E — исходящей, и номер
k + E вносится в список исходящих дуг S(vj).

Во всех узлах сети vn ∈ V , n = 1, N , для каждого
вида потока должны выполняться условия сохране-
ния потоков:

∑

i∈S(vn)

xmi −
∑

i∈T (vn)

xmi =

=






zm, если vn = vsm
;

−zm, если vn = vtm
;

0 в остальных случаях,

(1)

n = 1, N, m = 1,M, xmi ≥ 0, zm ≥ 0.
Величина zm равна входному межузловому потоку
m-го вида, проходящему от источника sm к при-
емнику tm пары pm при распределении потоков
{xmi} = x по дугам сети.

Каждому ребру rk ∈ R приписывается неот-
рицательное число dk — суммарный предельно
допустимый поток, который можно передать по
ребру rk в обоих направлениях. В исходной се-
ти компоненты вектора пропускных способностей
d = (d1, d2, . . . , dk, . . . , dE) — положительные чис-
ла dk. Вектор d ограничивает сумму потоков всех
видов, передаваемых по ребру rk одновременно:
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M∑

m=1

(
xmk + xm(k+E)

)
≤ dk, xmk ≥ 0,

xm(k+E) ≥ 0, k = 1, E . (2)

Условия (1), (2) задают множество допусти-
мых значений вектора межузловых потоков z =
= (z1, z2, . . . , zm, . . . , zM ):

Z(d) = {z ≥ 0 | ∃x ≥ 0 : (z,x)
удовлетворяют (1), (2)}.

3 Распределение дуговых потоков
при монопольных режимах

На начальном этапе вычислительного экспе-
римента задается исходная сеть G(0), пропускные
способности dk(0), k = 1, E, и предполагается, что
между парой узлов pm ∈ P передается поток m-го
вида. В исходной сети G(0) независимо и после-
довательно определяется максимальный поток zm,
m = 1,M , передаваемый в монопольном режиме
из sm в tm.

Задача 1. Для некоторого pm ∈ P найти

z0m(1) = max
Z(d),x

zm

при условиях (1), (2), zi = 0 для i 6= m, pi ∈ P .

Решением задачи 1 являются: величина мак-
симального потока z0m(1), m = 1,M , соответст-
вующие значения дуговых потоков x0mk(1) > 0,
m = 1,M , k = 1, 2E. Формируется множество
номеров ребер, для которых дуговые потоки поло-
жительны:

L(m) =
{
k | x0mk(1) + x

0
m(k+E)(1) > 0, k = 1, E

}
.

После решения последовательности задач 1 для
всех pm ∈ P устанавливаются нормирующие коэф-
фициенты

ω0m(1) =
1

z0m(1)
, z0m(1) 6= 0, m = 1,M ,

и нормированные дуговые потоки

x0mk = ω
0
m(1)x

0
mk(1), m = 1,M, k = 1, 2E . (3)

Согласно условиям нормировки для дуговых пото-
ков (3) при передаче всех x0mk по ребрам сети меж-
узловой поток из узла sm в узел tm равен единице
для всех pm ∈ P .

Полученные при решении задачи 1 предельно
допустимые значения межузловых потоков z0m(1)

отвечают точкам пересечения m-й координат-
ной оси с границей множества допустимых пото-
ков Z(d). Таким образом каждый вектор −→

z (m) =
= 〈0, 0, . . . , z0m(1), . . . , 0, 0〉, m = 1,M, определяет
угловую точку множества допустимых значений
межузловых потоков Z(d).

Рассмотрим вектор
−→
β (1) с равными значениями

межузловых потоков

−→
β (1) = 〈β(1), β(1), . . . , β(1), β(1)〉,

который построен с помощью векторов набора
−→
z (m), m = 1,M . Вектор

−→
β (1) принадлежит мно-

жеству Z(d) как выпуклая комбинация векторов,
соответствующих угловым точкам −→

z (m). По опре-
делению,

−→
β (1) =

M∑

m=1

γm
−→
z (m),

M∑

m=1

γm = 1 .

По построению, m-я компонента вектора
−→
β (1)

равна
βm(1) = β(1) = γmz

0
m(1),

откуда

γm =
β(1)

z0m(1)
, m = 1,M .

Поскольку
M∑

m=1

γm = 1 ,

то

β(1)

[
M∑

m=1

1

z0m(1)

]
= 1

и

β(1) =

[
M∑

m=1

1

z0m(1)

]−1
. (4)

Вектор
−→
β (1) с компонентами, которые опреде-

лены согласно (4), представлен через угловые точ-
ки, отвечающие максимальным потокам z0m(1) —
решениям задачи 1. Указанный вектор служит
гарантированным вектором равных межузловых
потоков, передаваемых в сети одновременно.−→
β (1) — вектор-нормаль секущей гиперплоскости
с заданной суммой межузловых потоков Mβ. При
увеличении пропускной способности ребер сети ко-
ординаты угловых точек множества Z(d) изменя-
ются, однако вектор-луч равных межузловых пото-
ков сохраняет направление. Направляющий вектор−→
β (1) позволяет проводить оценки относительных
изменений характеристик сети при деформации
множества достижимости Z(d).

38 ИНФОРМАТИКА И ЕЁ ПРИМЕНЕНИЯ том 19 выпуск 3 2025



Модель развития многопользовательской системы связи при наращивании пропускной способности сети

4 Вычислительный эксперимент

Вычислительный эксперимент проводился на
моделях сетевых систем, представленных на рис. 1.
В каждой сети имеются 69 узлов. Пропускные спо-
собности ребер dk(0) равномерно распределены на
отрезке [900, 999]. В ходе исследования была сде-
лана нормировка, и потому суммарная пропускная
способность в обеих сетях одинакова:

E∑

k=1

dk(0) = D(0) = 68 256.

На начальном этапе с помощью решения зада-
чи 1 для некоторой произвольной фиксированной
пары узлов pj ∈ P в сети G(0) был определен мак-
симальный однопродуктовый поток z0j (1) из узла sj

в узел tj с соответствующими значениями потоков
{x0jk(1), x

0
j(k+E)(1)}, k = 1, E, на ребрах сети. Для

каждого j-го вида потока рассмотрим набор ребер
(маршруты)Rj, по которым межузловой потокz0j (1)
передается из узла sj в узел tj :

Rj =
{
rk | k ∈ L(j), x0jk(1) + x

0
j(k+E)(1) > 0

}
.

Для оценки последствий роста пропускной спо-
собности ребер набора Rj на основе исходной се-
ти G(0) рассматривается проект модернизирован-
ной сети G(Rj), в которой

dk(Rj) =

{
2dk(0), если k ∈ L(j);

dk(0) в остальных случаях.
(5)

Для проектаG(Rj)при заданных значениях про-
пускной способности (5) ребер из набора Rj для
каждой пары узлов-корреспондентов pm ∈ P по-
следовательно для каждого m = 1,M решается за-
дача 1. В результате вычисляются новые значения
предельно допустимых межузловых потоков z0m(Rj)
и по формуле (4) рассчитывается величина β(Rj).

Обозначим черезλ(j)относительное изменение ис-
ходного вектора равных значений

λ(j) =
β(Rj)

β(1)
− 1, j = 1,M .

Значения λ(j) переупорядочиваются по величине
по невозрастанию и перенумеровываются согласно
порядку

{λ∗(i)} : λ∗(i) ≥ λ∗(i+ 1), i = 1,M − 1 .

На рис. 2 представлены диаграммы λ∗(·) для ба-
зовой и кольцевой сетей. По вертикальной оси
откладываются значения λ∗(·), а по горизонталь-
ной — относительные номера (i/M), i = 1,M . Из
диаграмм для базовой сети на рис. 2, а следует, что
более 20% проектов G(Rj) дают возможность уве-
личить межузловые потоки на 15%–20%. Более
половины проектов модернизации приводят к рос-
ту показателя «равных» потоков менее чем на 6%.
Однако 20% проектов позволяют получить не сред-
нюю, а гарантированную оценку увеличения на 15%
всех межузловых потоков при одновременной пере-
даче. Для кольцевой сети на рис. 2, б только для 10%
проектов G(Rj) достигается рост показателя λ∗(·)
более чем на 10%. Дело в том, что в кольцевой сети
больше ребер и больше исходные предельные по-
казатели. Однако до 40% проектов также достигает
увеличения на те 5%, что и в базовой сети.

Для каждого набора Rj вводится индикаторная
функция

µj
m =





1, если

z0m(Rj)

z0m(1)
≥ 1,3;

0 в остальных случаях.

Таким образом, если для проектаG(Rj)максималь-
ный поток m-го вида превышает значения z0m(1)
в исходной сети G(0) более чем на 30%, то µj

m = 1.
Для каждого набора Rj, j = 1,M , определяет-

ся доля пар-корреспондентов, для которых макси-
мальные потоки возрастают более чем на 30%:

Рис. 1 Базовая (а) и кольцевая (б) сети

ИНФОРМАТИКА И ЕЁ ПРИМЕНЕНИЯ том 19 выпуск 3 2025 39



Ю. Е. Малашенко, И. А. Назарова, М. В. Козлов

Рис. 2 Равные межузловые потоки в базовой (а) и кольцевой (б) сетях

µ(j) =

∑M

m=1
µj

m

M
.

Значения µ(j) переупорядочиваются по величине
по невозрастанию и перенумеровываются согласно
порядку

{µ∗(i)} : µ∗(i) ≥ µ∗(i+ 1), i = 1,M − 1 .

Диаграммы µ∗(·) для базовой и кольцевой се-
тей представлены на рис. 3. По вертикальной оси
откладываются значения µ∗(·), а по горизонталь-
ной — относительные номера (i/M), i = 1,M . Из
диаграммы для базовой сети на рис. 3, а следует,
что существуют около 900 наборов Rj (почти 20%)
при увеличении пропускной способности которых
около 40% узлов-корреспондентов смогут увели-
чить межузловые потоки более чем на 30%. «Длин-
ные ступени» равных значений µ∗(·) на рис. 3, а
соответствуют наборамRj, увеличение пропускной

способности которых одинаково влияет на предель-
ные показатели передаваемых потоков. Диаграмма
для кольцевой сети на рис. 3, б состоит из боль-
шого числа «коротких» ступенек. Следовательно,
увеличение пропускной способности ребер набо-
ровRj в кольцевой сети затрагивает меньшее число
транзитных маршрутов.

В базовой сети (см. рис. 3, а) значениеµ∗ = 0,422
соответствует 750 проектам G(Rj). При прове-
дении вычислительного эксперимента для сорти-
ровки вводится большое пороговое значение при
подсчете µ∗(·), которое достигается для различных
проектов. В кольцевой сети более 20% проек-
тов G(Rj), модернизирующих сеть G(0), приво-
дят к значительному росту максимального потока
(более чем на 30%) для более чем 40% пар-коррес-
пондентов.

Формально пара {λ(j), µ(j)} описывает измене-
ние характеристик множества достижимости при
увеличении пропускной способности ребер набо-

Рис. 3 Максимальные однопродуктовые потоки в базовой (а) и кольцевой (б) сетях
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Рис. 4 Оценки проектов G(Rj) в базовой (а) и кольцевой (б) сетях

раRj для каждого заданного j. На диаграммах рис. 4
по вертикальной оси откладываются значения µ(j),
а по горизонтальной — λ(j) для каждого Rj, j =
= 1,M . Каждая отдельная точка-ромб на рис. 4
соответствует проекту G(Rj).

Менее 10 проектов для базовой сети имеют зна-
чения λ(j) ≥ 0,15, µ(j) ≥ 0,4, из них для четырех
проектов λ(j) ≥ 0,18, µ(j) ≥ 0,43. Для более 90%
проектов G(Rj) показатели λ(j) ≤ 0,1, µ(j) ≤ 0,3.
Для кольцевой сети — схожие результаты: для двух
проектов удается получить µ(j) ≥ 0,5, а значе-
ние λ(j) — почти 0,2. При этом для 90% проектов
показатели оказываются ниже: λ(j) ≤ 0,1, µ(j) ≤
≤ 0,3.

5 Отклик системы на увеличение
пропускной способности

Для получения гарантированных оценок харак-
теристик и затрат ресурсов рассчитывается относи-
тельное изменение величины максимального пото-
ка z0m(Rj) при изменении пропускной способности
ребер из Rj ∈ R:

ξj
m =

z0m(Rj)

z0m(1)
− 1, m = 1,M .

Для проекта G(Rj) вычисляется относительное
изменение пропускной способности

ρj =

∑
k∈L(j)

[dk(Rj)− dk(0)]

D(0)
,

где L(j) — множество номеров ребер, входящих
в набор Rj .

Для определения количественных оценок рабо-
тоспособности сетиG(Rj) подсчитывается относи-

тельное изменение предельных значений функци-
ональных показателей системы:

θj
m =

ξj
m

ρj
, m = 1,M .

Фактически если значения ξj
m и ρj записать в про-

центах, то величина θj
m покажет, на сколько про-

центов увеличится максимальный поток для пары
pm ∈ P при росте пропускной способности сети
на 1% за счет ребер из набора Rj .

Значения θj
m упорядочиваются по величине от

большего к меньшему (по невозрастанию) и пере-
нумеровываются согласно порядку

{
θj

i

}
: θj

i ≥ θj
i+1, i = 1,M − 1 .

Полученные лексикографически упорядоченные
величины {θj

i } служат i-ми компонентами вектор-
отклика θ(j) при изменении пропускной способ-
ности ребер из набора Rj .

Для получения гарантированных оценок век-
тор-откликов θ(·) для каждого проекта G(Rj),
j = 1,M , формируется вектор-отклик θ(j). Для
каждой фиксированной i-й компоненты вектор-
отклика θ(j) во всех сетяхG(Rj), j = 1,M , опреде-
ляются

—∗
i = max

j
θj

i ; —
∗∗
i = min

j
θj

i , i = 1,M .

По построению, —∗
i ≥ θj

i для любого j = 1,M .
Набор {—∗

i }, i = 1,M , представляет собой век-
тор гарантированных оценок компонент вектор-
откликов при увеличении пропускной способности
ребер из каждого отдельного набора Rj .

На рис. 5 представлены —∗-диаграммы для ба-
зовой и кольцевой сетей. По вертикальной оси
откладываются значения {—∗

i }, а по горизонталь-
ной — относительные номера наборов Rj — (i/M).
Резкий скачок на диаграмме как для кольцевой, так
и для базовой сетей относится к смежным парам-
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Рис. 5 Относительные оценки максимальных потоков в базовой (а) и кольцевой (б) сетях

Рис. 6 Относительные оценки равных межузловых потоков в базовой (а) и кольцевой (б) сетях

корреспондентам на ребрах к висячим вершинам.
По построению, исходные значения —∗

i показыва-
ют относительное изменение максимального пото-
ка при увеличении пропускной способности всех
ребер набора Rj . Увеличение пропускной способ-
ности только одного ребра к висячей вершине дает
возможность нарастить вдвое максимальный поток
между указанными смежными вершинами.

Для оценки относительных затрат ресурсов при
увеличении значений β(Rj) вследствие изменения
пропускной способности ребер наборов Rj вычис-
ляется

Ÿj =
λ(j)

ρj
, j = 1,M .

Значения Ÿj переупорядочиваются по величине от
большего к меньшему (по невозрастанию) и пере-
нумеровываются согласно порядку

{Ÿ∗
i } : Ÿ∗

i ≥ Ÿ∗
i+1, i = 1,M − 1 .

На рис. 6 представлены Ÿ∗-диаграммы для базовой
и кольцевой сетей. По вертикальной оси откла-

дываются значения {Ÿ∗
i }, а по горизонтальной —

относительные номера наборов Rj — (i/M).

Величина Ÿj характеризует относительное из-
менение вектора равных межузловых потоков при
увеличении пропускной способности ребер набо-
ра Rj . Диаграммы на рис. 6 как для базовой, так
и для кольцевой сетей показывают, что существу-
ют не более 10–15 проектов G(Rj) — менее 1%
от их общего числа, реализация которых приво-
дит к росту β(Rj) более чем на 1% при увели-
чении пропускной способности ребер набора Rj

на 1%.

В кольцевой сети существует уникальный про-
ектR∗

j , для всех пар-корреспондентов которого уда-
ется увеличить β(R∗

j ) на 1,3%. Диаграммы на рис. 6
показывают, что при увеличении пропускной спо-
собности для 80% проектов G(Rj) значение Ÿj не
превышает 0,2%. Однако удается находить уни-
кальные проекты, для которых эффективность ис-
пользования вложенных ресурсов в 5–6 раз выше
средних показателей.
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6 Заключение

Перекрестный анализ структурных и потоковых
характеристик, их взаимосвязи и взаимовлияния
может быть использован на предпроектном эта-
пе создания сетей связи различного назначения.
Специализированные модели [10–13] позволяют
получать различные оценки показателей работо-
способности многопользовательских сетей связи.
В ряде исследований [3, 4] оценка функциониро-
вания и устойчивости современных сетевых систем
основывается на использовании многопараметри-
ческих векторов, изучается их зависимость от схем
управления перераспределением ресурсов при дис-
петчеризации.

Предложенный в настоящей работе подход к вы-
числению предельных значений при увеличении
пропускной способности сети может быть приме-
нен как для априорного анализа проектов модерни-
зацииG(Rj) и развития сетей, так и для оценки па-
раметров реальных сетевых структур. Данный метод
дает возможность выявлять доминирующие группы
или наборы ребер Rj, входящие в состав маршру-
тов при передаче максимального потока в моно-
польном режиме, а также строить гарантирован-
ные оценки изменения межузловых потоков при
увеличении пропускной способности ребер вдоль
указанных маршрутов.

Результаты экспериментов подтверждают эф-
фективность подхода: установлено, что увеличение
пропускной способности определенных ребер мо-
жет привести к существенному росту части макси-
мальных потоков, особенно в рамках конкретных
проектов модернизации. Описанная схема экс-
перимента имеет полиномиальную оценку слож-
ности [14] и может применяться для расчета сетей
с десятками тысяч узлов за счет использования со-
временных программных реализаций с минималь-
ными вычислительными затратами.
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РАЗРАБОТКА МОДЕЛИ ДЛЯ РАСЧЕТА ПРОИЗВОДИТЕЛЬНОСТИ

ПЛАНИРОВАНИЯ ПЕРЕДАЧ В СЕТЯХ 5G NR С УЧЕТОМ

СИГНАЛЬНОГО ТРАФИКА∗

Э. С. Сопин1, А. И. Назарьин2, С. Я. Шоргин3

Аннотация: Цель исследования — разработка математической модели для анализа компромисса между ре-
сурсами физического канала управления нисходящего канала связи (PDCCH — Physical Downlink Control
Channel) и канала передачи данных (PDSCH — Physical Data Shared Channel) в 5G NR (New Radio, «Новое
радио») при увеличении числа абонентов. Разработаны модели стратегий назначения первичных блоков
ресурсов (PRB — Primary Resource Block). Затем построена ресурсная модель массового обслуживания,
учитывающая потребности абонентов в обоих каналах. Численные результаты показывают, что при не-
последовательном назначении PRB узким местом становится размер PDCCH, а при последовательном —
недостаток ресурсов PDSCH приводит к упущенным возможностям планирования. Непоследовательное
назначение ресурсов потенциально позволяет увеличить коэффициент использования PDSCH, но тре-
бует тщательной настройки соотношения ресурсов PDCCH и PDSCH. Предложенная модель позволяет
определять объем ресурсов, выделяемых для PDCCH/PDSCH, в зависимости от потребностей пользова-
телей, минимизируя упущенные возможности планирования и максимизируя использование ресурсов.
Проведенное численное исследование показало, что последовательное назначение ресурсов в PDSCH
приводит к значительному ухудшению производительности системы. При этом эффективное исполь-
зование метода непоследовательного назначения ресурсов требует динамического изменения объема
ресурсов, назначаемых каналу PDCCH.

Ключевые слова: 5G; миллиметровый диапазон частот; планирование ресурсов; ресурсная система
массового обслуживания
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1 Введение

Системы 5G «Новое радио» были разработа-
ны для приложений, характеризующихся высокими
требованиями к скорости передачи. С этой целью
в дополнение к диапазону частот ниже 6 ГГц они ис-
пользуют диапазон миллиметровых волн (mmWave,
30–100 ГГц), где каналы шириной 50 МГц могут
быть объединены для обеспечения непрерывной
полосы пропускания до 400 МГц [1].

Планирование передачи пользовательского тра-
фика — один из наиболее сложных аспектов про-
ектирования сотовых систем. Важным вопросом
при разработке планировщиков становится объем
ресурсов, доступных для физического канала упра-
вления нисходящего канала связи, который служит
для информирования пользователей об использо-
вании первичных ресурсных блоков для нисходя-
щего канала передачи данных. Для увеличения
спектральной эффективности использование на-
правленных антенн в частотно-селективном много-

лучевом канале с замираниями требует детального
планирования для каждого PRB в сетке ортогональ-
ного частотного мультиплексирования (OFDMA —
Orthogonal Frequency-Division Multiple Access).
Однако это приводит к высоким требованиям к про-
пускной способности PDCCH, так как требует пе-
редачи номеров отдельных ресурсных блоков.

Альтернативой может стать использование ре-
сурсоэффективного последовательного выделения
PRB, что снизит требования к ресурсам PDCCH,
но может увеличить использование ресурсов для
PDSCH из-за снижения спектральной эффектив-
ности. Таким образом, в зависимости от схемы ко-
дирования PDCCH ресурсы PDCCH или PDSCH
могут использоваться неэффективно. Насколько
известно авторам, эти аспекты не были исследова-
ны в литературе.

Отметим, что планирование ресурсов охватыва-
ет функции, связанные с выделением PRB пользо-
вателям в PDSCH и восходящем канале передачи
данных (PUSCH — Physical Uplink Shared Channel),

∗Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда № 22-79-10128, https://rscf.ru/project/22-79-10128/.
1Российский университет дружбы народов имени Патриса Лумумбы; Федеральный исследовательский центр «Информатика

и управление» Российской академии наук, sopin-es@rudn.ru
2Российский университет дружбы народов имени Патриса Лумумбы, nazaryin-ai@rudn.ru
3Федеральный исследовательский центр «Информатика и управление» Российской академии наук, sshorgin@ipiran.ru
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а также уведомлением пользовательского устрой-
ства (ПУ) о выделенных PRB в PDCCH. В контекс-
те планирования PRB большая часть литературы
сосредоточена на вопросах справедливости распре-
деления ресурсов на абонентском участке доступа
с учетом новых возможностей сетей 5G NR, та-
ких как, например, мультисвязность, агрегирова-
ние частот (Carrier Aggregation), различные режимы
MIMO (Multiple-in Multiple-Out), нарезка ресурсов
сети (Network Slicing) [2, 3]. В то же время ав-
торы в [4] и [5] подчеркнули, что PDCCH может
стать узким местом на практике. В данном ис-
следовании эта проблема решается путем анализа
производительности базовой станции (БС) 5G NR
в условиях ограниченных ресурсов, доступных для
PDCCH и PDSCH.

Целью данного исследования ставится разра-
ботка модели, учитывающей процесс обслужива-
ния сессий как в PDSCH, так и в PDCCH. С этой
целью в разд. 2 определены требования к ресур-
сам, предъявляемые к PDCCH и PDSCH. В разд. 3
предложены модель и метод расчета характеристик

обслуживания сессий. Численный пример и за-
ключение завершают работу.

2 Методы назначения ресурсов

В данном разделе определено распределение
требований к ресурсам для PDCCH и PDSCH, т. е.
случайного вектора r = (r1, r2). Отметим, что r1
определяет объем ресурсов, необходимых для об-
служивания сессий в сигнальном PDCCH, r2 —
объем ресурсов, необходимых для обслуживания
сессий в канале передачи данных (PDSCH). Для
сигнального канала схема модуляции и кодирова-
ния неизменна и не зависит от текущего значения
отношения сигнал/шум (ОСШ) на устройстве. Это
необходимо для того, чтобы все устройства могли
принимать PDCCH полностью. Поэтому объем ре-
сурсов, требуемых в PDCCH, зависит только от раз-
мера передаваемых данных и для выбранной схемы
планирования ресурсов остается константой. Од-
нако метод последовательного назначения ресурсов

Таблица 1 Список обозначений

Переменная Значение

M Число схем модуляции и кодирования
sm Нижняя граница ОСШ на схеме модуляции и кодирования m

C Требуемая скорость передачи данных
em Спектральная эффективность на схеме модуляции и кодирования m

wp Размер первичного ресурсного блока

φn,m

Вероятность того, что при выборе n наилучших по качеству радиоканала PRB значение ОСШ
наихудшего из них находится в диапазоне (sm, sm+1)

rC Радиус области покрытия БС
rC,k Внешний радиус кольца k

µk Среднее значение потерь распространения на расстоянии (rC,k + rC,k+1)/2 от БС
ck Вероятность того, что запрос на сессию поступает из области k

σ Среднеквадратичное отклонение распределения теневого замирания
fk,i(x) Плотность распределения i-го наихудшего PRB по значению ОСШ

R1 Емкость PDCCH
R2 Емкость PDSCH
r1 Случайная величина требуемых PRB в PDCCH
r2 Случайная величина требуемых PRB в PDSCH
N Число приборов в РеСМО
λ Интенсивность поступления сессий
b Среднее время обслуживания сессии

qn(r)
Совместное стационарное распределение числа заявок в системе и суммарного занятого ими
объема ресурса

π Общая вероятность потери заявки
πi Вероятность потери заявки, вызванная недостаточностью типа ресурса i
�R Средний объем занятого ресурса
Rutil Коэффициент использования ресурсов
L(y) Показатель затухания волны на расстоянии y

fC Несущая частота
PU Мощность передачи ПУ

GA, GU Коэффициент усиления антенной решетки на БС/ПУ
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характеризуется меньшим количеством информа-
ции, требуемой для определения выделяемых PRB,
поскольку позволяет указывать только начальный
номер PRB и количество выделяемых PRB. На-
против, метод непоследовательного выделения ре-
сурсов требует передачи полной маски ресурсной
сетки, где 1 указывает на PRB, выделяемых пользо-
вателю, и, следовательно, требует большего объема
ресурсов для каждого пользователя в PDCCH [6].
В данной работе предполагается, что используются
одна единица ресурса для последовательного на-
значения PRB и две единицы ресурса — для не-
последовательного. На практике это соотношение
может зависеть от дополнительных факторов, таких
как, например, полоса частот, выделенная системе
связи.

Объем ресурсов, необходимых для обслужива-
ния сессии в PDSCH, зависит от текущего значения
ОСШ на приемнике и индивидуален для каждого
пользователя. Поэтому компонент r2 представля-
ет собой невырожденную дискретную случайную
величину. Перейдем к выводу распределений для
второй компоненты r2.

Для облегчения понимания введем табл. 1 с ис-
пользуемыми обозначениями.

2.1 Метод непоследовательного
назначения PRB

Предполагается, что PDSCH в сетях 5G NR ис-
пользуетM схем модуляции и кодирования (MCS —
Modulation and Coding Scheme). Обозначим за sm

ОСШ, а за em — спектральную эффективность, со-
ответствующие m-й схеме MCS, m = 1,M . Для
достижения требуемой скорости C при уровне
спектральной эффективности em требуется nm =
= ⌈C/(emwp)⌉ PRB, где wp — размер PRB, соот-
ветствующий используемой нумерологии 5G NR;
⌈·⌉ — операция округления до наибольшего бли-
жайшего целого числа. Пользовательскому устрой-
ству необходимо выделить nm PRB, если наихуд-
шее значение ОСШ, полученное на одном из этих
PRB, находится в диапазоне (sm, sm+1), в то вре-
мя как остальные PRB имеют значение ОСШ не
менее sm. Таким образом, чтобы вычислить объ-
ем требований к ресурсу физического PDSCH при
непоследовательном назначении PRB, необходимо
определить вероятности φnm,m,m = 1,M , того, что
при выбореnm наилучших по качеству радиоканала
PRB значение ОСШ наихудшего из них находится
в диапазоне (sm, sm+1).

Зона покрытия БС, представляющая собой
окружность радиусом rC , делится на K областей
с помощью K − 1 концентрических окружностей.

Радиусы окружностей rC,k задаются с определен-
ным шагом l, так что rC,k = rC − (k − 1)l, k = 1,K.
Каждый PRB в областиkиспытывает ОСШ, распре-
деленный в соответствии с нормальным распреде-
лениемN (µk, σ

2), гдеµk — среднее значение потерь
распространения на расстоянии (rC,k+rC,k+1)/2 от
БС; σ — среднеквадратичное отклонение распре-
деления теневого замирания, полученное из спе-
цификации TR 38.901 [7]. Несмотря на то что
ОСШ соседних PRB являются зависимыми случай-
ными величинами, для рассматриваемых в данной
работе систем 5G NR, использующих миллиметро-
вые диапазоны частот с широкими каналами связи
(> 50МГц), выбранные PRB при непоследователь-
ном назначении, как правило, независимы.

Сделаем следующее упрощающее предположе-
ние о поведении канала. Если объем ресурсов
достаточно большой, непоследовательный выбор
PRB приводит к тому, что выбранные PRB будут
находиться в различных областях ресурсной сетки.
При этом даже при больших значениях коэффи-
циента корреляции ν число соседних PRB, каче-
ство которых окажется зависимым, не превысит
нескольких единиц. Таким образом, можно пред-
положить, что значения ОСШ выбранных PRB бу-
дут независимыми случайными величинами. Дан-
ное приближение становится лучше, когда объем
ресурсов системы увеличивается, коэффициент ν
не превышает 0,9 и скорость сессии не слишком
велика относительно доступной полосы частот.

Используя результаты теории порядковых ста-
тистик [8], плотность распределения i-го наихудше-
го по значению ОСШ PRB определим по формуле:

fk,i(x) =

=
R2!

(i− 1)!(R2 − i)!
[Fk(x)]

i−1 [1−Fk(x)]
R2−ifk(x),

где R2 — число PRB в PDSCH; Fk(x) и fk(x) —
функция и плотность распределения ОСШ в k-й
области. Далее следует определить совместное рас-
пределение ni-х наилучших PRB, однако в таком
случае вычислительная сложность расчета числа
требуемых PRB в канале PDSCH r2 станет непри-
емлемой. Чтобы этого избежать, воспользуемся
аппроксимацией, используя ОСШ наихудшего из
выбранных PRB для расчета вероятностей φi,m сле-
дующим образом:

φi,m =

K∑

k=1

ck (Fk,R2−i+1(sm+1)− Fk,R2−i+1(sm)) ,

где ck — вероятность того, что запрос на сессию
поступает из области k. Из предположения о том,
что ПУ расположены на плоскости в соответствии
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с пуассоновским точечным процессом, следует про-
порциональность вероятности ck площади соответ-
ствующей k-й области, т. е.

ck =
r2C,k+1 − r2C,k

r2C
.

Проведя указанные вычисления для всех
i ∈ {n1, n2, . . . , nM}, получим вероятностный
ряд {φnm,m}, m = 1,M , случайной величины r2,
соответствующий методу непоследовательного на-
значения PRB.

2.2 Метод последовательного
назначения PRB

Метод последовательного назначения PRB
предполагает, что каждое ПУ получает свои i PRB
последовательно, причем не обязательно те PRB,
которые характеризуются наилучшим качеством
канала. Отметим, что в незагруженной системе
планировщик может найти наилучшие непересека-
ющиеся последовательности из n PRB для каждо-
го ПУ. Однако в случае, когда система работает
в условиях, близких к перегрузке, что представляет
интерес для данного исследования, задача может
не иметь решения даже при наличии свободных
ресурсов. При учете временн‚ых ограничений на
планирование используются различные эвристиче-
ские алгоритмы (см., например, [9]). В данной
работе предполагается, что для каждого ПУ плани-
ровщик выбирает PRB, характеризующийся «сред-
ними» условиями канала, распределенными в со-
ответствии с N (µk, σ

2), и начинает выделение
ресурсов с этого PRB. Качество канала последу-
ющих PRB коррелирует с первым выбранным, при-
чем коэффициент корреляции представляет гео-
метрическую прогрессию νi.

При последовательном назначении PRB анало-
гично предыдущему разделу представляет интерес
вероятность φn,m того, что при назначении n по-
следовательных PRB ОСШ худшего из них будет
в промежутке (sm, sm+1). Плотность совместного
распределения вероятности n нормально распре-
деленных случайных величин, задающих условия
канала, определяется выражением:

fS(x1, . . . , xn) =

=
1

(2π)n/2
√
–
e
∑n

i=1

∑n
j=1 k

(−1)
ij (xi−mi)(xj−mj)/2 , (1)

где mi — среднее значение случайной величины Si,
i = 1, n;–— определитель ковариационной матри-
цы K системы (S1, S2, . . . , Sn); k

(−1)
ij — элементы

обратной матрицыK−1. Заметим, что в рассматри-
ваемом случае mi = mj для любых i, j = 1, n, при
этомKii = σ2. В силу корреляции качества канала
в соседних PRB недиагональные элементы матри-
цы K связаны с диагональными соотношениями
Kij = Kiiν

|i−j|. Теперь можно оценить искомые
вероятности φi,m, используя формулу (1).

В методе непоследовательного назначения PRB
искомая вероятность выражается в терминах
одномерной функции распределения. Одна-
ко в методе последовательного назначения PRB
необходимо использовать совместную функцию
распределения (1), что приводит к вычислитель-
ным сложностям. Вместо этого можно воспользо-
ваться известной задачей о наилучшем линейном
прогнозе [10]. Так, если даны две случайные вели-
чины ξ1 и ξ2 с математическими ожиданиями M[ξ1]
и M[ξ2], дисперсиями D[ξ1] и D[ξ2] и ковариацией
cov (ξ1, ξ2), то наилучшее линейное приближение
случайной величины ξ2 = xξ1 + a определяется вы-
ражениями:

x =
cov (ξ1, ξ2)

Dξ2
; a = (1− x)Mξ2 .

В нашем случае S2, S3, . . . , Sn можно выразить
через одну случайную величину S1. Наилучшее
линейное приближение случайной величины Si че-
рез S1 достигается при

xi =
cov (S1, Si)

DSk
=
νi−1σ2

σ2
= νi−1 ;

ai = xiMSi = (1− νi−1)µi.

Таким образом, нужно найти вероятности

P{min(S1, . . . , Sn) ∈ (sk, sk+1)} =
= P{min(S1, . . . , Sn) < sk+1} −
− P{min(S1, . . . , Sn) < sk} =
= P{min(S1, . . . , Sn) > sk} −

− P{min(S1, . . . , Sn) > sk+1}. (2)

Выражая все случайные величины через S1, полу-
чим:

P{min(S1, . . . , Sn) > sk} =
= P {S1 > sk, . . . , Sn > sk} =

= P
{
S1 > sk, νS1 + (1− ν)µk > sk, . . .

. . . , νn−1S1 +
(
1− νn−1

)
µk > sk

}
=

= P
{
S1 > max

(
sk − (1− νi−1)µk

νi−1 , i = 1, n

)}
.

Теперь (2) можно записать в терминах одномер-
ной функции распределения. Принимая во вни-
мание разделение зоны покрытия на K областей,
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получим следующее выражение для искомых веро-
ятностей:

φn,m =

K∑

k=1

ck

[
Fk

(
max

(
sm+1 − (1 − νi−1)µk

νi−1
,

i = 1, n

))
−

− Fk

(
max

(
sm−(1− νi−1)µk

νi−1 , i = 1, n

))]
.

По аналогии с непоследовательным методом на-
значения PRB вероятности φnm,m, m = 1,M , опре-
деляют распределение r2.

3 Оценка характеристик
обслуживания

Для оценки характеристик обслуживания при
различных методах выделения ресурсов применя-
ется ресурсная система массового обслуживания
(РеСМО) с двумя типами ресурсов, которые отра-
жают число PRB для PDCCH и PDSCH соответ-
ственно.

Рассматривается РеСМО сN приборами и двумя
типами ресурсов, объем которых задается вектором
R = (R1, R2). На систему поступает пуассонов-
ский поток заявок с интенсивностью λ, соответ-
ствующих поступлению запросов на установление
сессий передачи данных. Для обслуживания заяв-
ки требуется некоторое случайное число ресурсных
единиц в каждом из ресурсных пулов, распределе-
ние требований задано вероятностным рядом {pr},
0 ≤ r ≤ R. Если свободного ресурса каждого типа
достаточно для удовлетворения требований заявки,
то она занимает прибор и требуемый объем ресур-
са на случайное время обслуживания со средним
b <∞. В противном случае заявка теряется.

Функционирование системы описывается слу-
чайным процессом X(t) = (ξ(t), δ(t)), где ξ(t) –
число заявок в системе в момент t; δ(t) — суммар-
ный объем занятого ими ресурса. В работе [11]
было показано, что совместное стационарное рас-
пределение числа заявок в системе и суммарного
занятого ими объема ресурса имеет вид:

qn(r) = lim
t→∞

P{ξ(t) = k, δ(t) = r} = q0p(n)r
ρn

n!
,

q0 =



1 +
N∑

n=1

ρn

n!

∑

0≤r≤R

p(n)r




−1

, (3)

где ρ = λb — предложенная нагрузка; p(n)r — веро-
ятность того, что суммарное требование n заявок
равно r.

Стоит отметить, что формулы для стационар-
ного распределения (3) справедливы не только
для экспоненциального времени обслуживания, но
и для произвольного распределения с конечным
средним [12].

Получив стационарное распределение, можно
перейти к вероятностно-временн‚ым характеристи-
кам модели. Во-первых, это вероятность потери
заявки π:

π = q0

N−1∑

k=0

ρk

k!

∑

0≤r≤R

p(k)r



1−
∑

0≤j≤R−r

pj



+

+ q0
ρN

N !

∑

0≤r≤R

p(N)r .

Помимо общей вероятности потери интерес
представляет вероятность потери πi, вызванная не-
достаточностью i-го типа ресурса. Эти вероятно-
сти можно интерпретировать как вероятности по-
тери, вызванной нехваткой емкости контрольного
PDCCH или физического PDSCH:

πi = q0

N−1∑

k=0

ρk

k!

∑

0≤r≤R

p(k)r
∑

j:ri+ji>Ri

pj, i = {1, 2}.

Средний объем занятого ресурса вычисляется
по формуле:

�R = q0

N∑

k=1

ρk

k!

∑

0≤r≤R

rp(k)r ,

что, в свою очередь, позволяет получить коэффи-
циент использования ресурсов:

Rutil =

( �R1
R1

,
�R2
R2

)
.

4 Численные результаты
В данном разделе приводится численный при-

мер расчета искомых характеристик. Исходные
данные, использованные для получения графиков
и соответствующие потоковому трафику с посто-
янной скоростью (CBR — Constant Bitrate), пред-
ставлены в табл. 2. Для расчета средних зна-
чений ОСШ µk, k = 1,K, используется модель
распространения по сценарию городского каньона
UMi (Street Canyon) из технической спецификации
3GPP TS 38.901 [7]. Так, затухание волны L(y) на
расстоянии y при распространении в пространстве
в линейном масштабе имеет вид:

L(y) = 102 lg fC+3,24y−ζ ,
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Таблица 2 Параметры для численного примера

Обозначение Описание Значение по умолчанию

s1 Нижняя граница ОСШ −9,47 дБ
σ Среднеквадратичное отклонение распределения теневого замирания 4 дБ
C Требуемая скорость 15 Мбит/с
B Объем выделенного ресурса [100–400] МГц
rC Радиус зоны покрытия БС 480 м
N Число приборов 100
R1 Емкость PDCCH для одного CCE 15 PRB
wp Размер PRB 1,44 МГц
λ Интенсивность поступления сессий 0,5 сессий/с
b Среднее время обслуживания сессии 10 с

PU Мощность передачи ПУ 33 дБм
fC Несущая частота 28 ГГц

GA, GU Коэффициент усиления антенной решетки на БС/ПУ 4 дБи, 16 дБи
N0 Спектральная мощность плотности шума −82 дБм/Гц

Рис. 1 Ряды распределения количества запрашиваемых
PRB: 1 — последовательное; 2 — непоследовательное

где fC — несущая частота, ГГц; ζ = 3,19 — ко-
эффициент затухания. Среднее значение ОСШ на
приемнике µk на расстоянии x составляет

µk =
PUGAGU

N0L(xk)
[дБ] ,

где PU — мощность передачи ПУ; GA — коэффи-
циент усиления антенной решетки на БС; GU —
коэффициент усиления антенной решетки на ПУ;
N0 — спектральная мощность плотности шума;
xk = (rC,k + rC,k+1)/2 — расстояние от середины
k-й области до БС.

Графики, представленные на рис. 1, иллюстри-
руют ряды распределения ресурсов, необходимых
для обслуживания сессии для последовательного
и непоследовательного назначения ресурсов пла-
нировщиком. Отметим как качественную, так и ко-
личественную разницу в структуре рядов распреде-
ления. В частности, последовательный выбор PRB

для сессий приводит к тому, что вероятность запро-
са максимального объема ресурсов для сессии в не-
сколько раз превышает аналогичное значение для
непоследовательного назначения PRB. При этом
среднее значение для непоследовательного назна-
чения в 2,52 раза больше, чем для последователь-
ного.

Рассмотрим вероятности переполнения PDSCH
и PDCCH, представленные на рис. 2. Данные ве-
роятности были подсчитаны при различных зна-
чениях числа контрольных PDCCH, которые за-
даются параметром элемента контрольного канала
(CCE — Control Channel Element). Дополнительно
рис. 3 иллюстрирует вероятности переполнения ин-
дивидуальных каналов для одного элемента CCE,
включающего в себя 15 PRB. Отметим, что для
последовательного назначения количества PRB об-
щая вероятность переполнения каналов не меняет-
ся с увеличением объема ресурса (CCE) в сигналь-
ном канале, что объясняется тем, что узким местом
при таком методе выделения ресурсов оказывается
канал PDSCH.

Для метода непоследовательного назначения
PRB использование дополнительных ресурсов для
канала PDCCH (увеличение CCE) приводит к зна-
чительному снижению вероятности переполнения
сигнального канала PDCCH. При небольшом объ-
еме выделенного ресурса (100–150 МГц) узким мес-
том системы все еще остается канал передачи дан-
ных (PDSCH). При увеличении объема ресурсов
системы вероятность переполнения PDSCH падает,
что приводит к росту принятой нагрузки и, следова-
тельно, к некоторому увеличению вероятности пе-
реполнения контрольного канала. Дальнейшее уве-
личение объема ресурсов системы приводит к тому,
что вероятность переполнения PDSCH становится
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Рис. 2 Вероятность блокировки каналов как функ-
ции от количества ресурсов системы: залитые и пустые
значки — непоследовательное и последовательное на-
значения PRB соответственно; 1 — 1 CCE; 2 — 2 CCE;
3 — 3 CCE

Рис. 3 Вероятность блокировки канала i-типа как функ-
ции от количества ресурсов системы: залитые и пустые
значки — непоследовательное и последовательное на-
значения PRB соответственно; 1 — PDCCH; 2 — PDSCH

крайне малой, а узким местом системы становит-
ся сигнальный PDCCH. Так как объем требований
к PDCCH фиксирован для каждого метода выделе-
ния ресурса, то при прекращении роста принятой
нагрузки вероятность переполнения сигнального
PDCCH тоже перестает расти.

Проанализируем коэффициент использования
ресурсов PDCCH и PDSCH, представленный на
рис. 4 для одного CCE. Отметим, что при исполь-
зовании последовательного назначения PRB канал
управления нисходящего канала связи (PDCCH)
остается недогруженным при всех рассматрива-
емых значениях объема ресурсов. Напротив,
при непоследовательном распределении коэффи-
циент использования ресурсов PDSCH уменьшает-
ся с увеличением объема ресурсов системы. Оба
эффекта обусловлены поведением рядов распреде-

Рис. 4 Коэффициент использования ресурсов каналов:
залитые и пустые значки — непоследовательное и после-
довательное назначения PRB соответственно; 1 — R1,
PDCCH; 2 — R2, PDSCH

ления ресурсов, необходимых для обслуживания
сессии, представленных на рис. 1. При обоих типах
назначения ресурсов коэффициент использования
любого типа канала не превышает 0,6, что также
следует из структуры рядов распределения ресур-
сов, необходимых для обслуживания сессии.

5 Заключение

Процесс планирования ресурсов в системе
5G NR — сложная процедура, производительность
которой зависит от взаимодействия между объемом
доступных ресурсов в каналах данных и управле-
ния, а также от типов алгоритмов распределения
PRB. В данном исследовании разработана модель,
которая учитывает процесс обслуживания сессии
как в канале PDSCH, так и в PDCCH, а также
различные типы назначения PRB.

Проведенные численные исследования показы-
вают, что непоследовательное назначение PRB пре-
восходит последовательное во всех режимах работы
системы. При этом эффективное использование
системных ресурсов может требовать динамическо-
го назначения ресурсов канала PDCCH, которое
зависит от полосы пропускания системы.
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Abstract: The goal of the study is to analyze the trade-off between Physical Downlink Control Channel (PDCCH)
and Physical Downlink Shared Channel (PDSCH) resources in 5G NR (New Radio) as the number of subscribers
increases. Using stochastic geometry and probability theory methods, the models for Primary Resource Block
(PRB) assignment strategies were developed. Subsequently, by applying queueing theory, a model jointly considering
subscriber demands for both channels was formulated. Numerical results indicate that with nonsequential PRB
assignment, the PDCCH size becomes the bottleneck, while with sequential assignment, a lack of PDCCH
resources leads to missed scheduling opportunities. Nonsequential resource assignment potentially allows for
increased PDSCH utilization but requires careful tuning of the PDCCH and PDSCH resource ratio. The
proposed model enables determining the volume of resources allocated for PDCCH/PDSCH based on user needs,
minimizing missed scheduling opportunities and maximizing resource utilization. The numerical investigation
revealed that sequential resource assignment in the PDSCH channel leads to a significant degradation in system
performance. Furthermore, for effective utilization of the nonsequential resource assignment method, dynamic
adjustment of the resources allocated to the PDCCH is required.
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МНОГОВАРИАНТНОЕ РЕЗЕРВИРОВАНИЕ С УЧЕТОМ

ЛОГИКО-ТОПОЛОГИЧЕСКИХ ОСОБЕННОСТЕЙ

ТРАНЗИСТОРНЫХ СХЕМ

С. Ф. Тюрин1, М. С. Никитин2, Ю. А. Степченков3, Ю. Г. Дьяченко4

Аннотация: Рассматривается пассивная отказо- и сбоеустойчивость цифровых элементов и устройств с ис-
пользованием многовариантной избыточности с учетом топологических особенностей резервирования
транзисторов. Строится модель, включающая мажоритарное резервирование каналов с резервировани-
ем самих мажоритаров, допускающих «развал» каналов при диагностировании, глубокое резервирование
с избыточностью на уровне слоев отдельных каналов со специальными мажоритарами, обеспечивающими
конфигурирование слоев в каналы. Известные методы комбинируются в соотношении, оптимизирующем
заданную целевую функцию с требуемыми ограничениями. Кроме того, применяется резервирование на
уровне отдельных транзисторов с разной степенью парирования отказов. Исследуются топологические
особенности такого резервирования путем построения различных вариантов схем на основе дизъюнк-
тивной нормальной формы (ДНФ), конъюнктивной нормальной формы (КНФ) и промежуточных форм.
Устанавливается мощность множества таких вариантов. Предлагается метод поиска топологически
лучшего варианта при большой размерности устройства. Путем топологического моделирования уста-
навливается предпочтительный вариант резервирования по показателю произведения потребляемой
мощности на задержку переключения. Приводятся примеры параметров созданных топологий.

Ключевые слова: отказо- и сбоеустойчивость; резервирование; мажоритарный элемент; топологическое
моделирование
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1 Введение
Несмотря на впечатляющие успехи интеграль-

ных технологий в области повышения показате-
лей качества интегральных микросхем: у ведущих
производителей выход годных чипов, по некото-
рым оценкам, — до 70% и выше [1], обеспече-
ние сбое- и отказоустойчивости [2–4] цифровых
устройств, содержащих десятки миллиардов тран-
зисторов, в условиях воздействия дестабилизиру-
ющих факторов [5] остается крайне актуальной
задачей, особенно для вычислительных систем кри-
тического применения, в том числе для военной
техники и аппаратуры.

Микроэлектроника особой надежности созда-
ется для работы в условиях ионизирующего излу-
чения и бомбардировки тяжелыми заряженными
частицами [5], способна выдерживать ускорения
свыше 3G и работать в расширенном диапазоне
температур от −273 до +400 ◦С. Хотя качество
и надежность микросхем непрерывно возрастают,
существующие модели и методы обеспечения сбое-
и отказоустойчивости цифровых элементов вычис-
лительных систем по-прежнему основываются на

принципах структурного резервирования, компен-
сирующих возможную ненадежность единичных
экземпляров [2,6–8]. Интенсивность отказов тран-
зисторов уменьшается до 10−12 1/ч в особо каче-
ственных вариантах исполнения, хотя, конечно,
такие показатели вряд ли могут быть в полной ме-
ре подтверждены ускоренными испытаниями, что
справедливо и для температурных испытаний.

При уменьшении проектных норм (с 10 до 2 нм)
резко возрастают токи утечки. Этот недостаток
устраняется новыми технологиями изготовления
транзисторов [9–11]: это и оригинальный химиче-
ский состав затворов, и специальные «объемные»
транзисторы типа Tri-Gate или FinFET, GAA, MBC-
FETs и др., позволяющие уменьшить потребляемую
мощность или снизить задержку, а также улучшить
показатели надежности.

Тем не менее обеспечение сбое- и отказоустой-
чивости цифровых устройств, вычислительных сис-
тем, цифровой аппаратуры критического приме-
нения, работающих под воздействием жестких
дестабилизирующих воздействий, особенно в во-
енной технике, все так же очень актуально [12–15].

1Пермский национальный исследовательский политехнический университет; Пермский государственный национальный иссле-
довательский университет, tyurinsergfeo@yandex.ru

2Пермский национальный исследовательский политехнический университет, mann1k@yandex.ru
3Федеральный исследовательский центр «Информатика и управление» Российской академии наук, YStepchenkov@ipiran.ru
4Федеральный исследовательский центр «Информатика и управление» Российской академии наук, diaura@mail.ru

55



С. Ф. Тюрин, М. С. Никитин, Ю. А. Степченков, Ю. Г. Дьяченко

Далее в работе используется обобщенный термин
«отказоустойчивость». В этой области применяют-
ся экспоненциальные модели распределения Вей-
булла [16] времени наработки на отказ основных
вариантов резервирования. При этом особенности
топологий резервированных структур учитываются
не в полной мере в моделях обеспечения отказо-
устойчивости [2, 3, 6, 8, 17–19]. Поэтому предлага-
ется новый подход к многовариантному резерви-
рованию с выбором наиболее предпочтительного
варианта, учитывающего и топологические особен-
ности избыточности на уровне транзисторов. Под
топологией понимается «пространственно-геомет-
рическое расположение элементов», в данном слу-
чае — транзисторов и «связей между ними на крис-
талле кремния», выполненное в системе тополо-
гического моделирования. При этом логическая
функция и вероятность безотказной работы (ВБР)
всех вариантов считается одинаковой. Логические
элементы могут строиться путем соединения таких
транзисторных структур.

2 Постановка задачи
Предметом исследования ставится обеспе-

чение отказоустойчивости цифровых элементов
и устройств путем многовариантного резервиро-
вания с учетом топологически предпочтительных
вариантов транзисторного резервирования. Ве-
роятностные характеристики определяются струк-
турной схемой надежности и соответствующими
логическими функциями. Инструментом для из-
менения этих характеристик служит комбиниро-
вание различных известных методов резервирова-
ния в цифровом устройстве, содержащем несколько
элементов (устройств), причем частичное транзи-
сторное резервирование применяется только для
наиболее важных участков, для которых выполня-
ется поиск наилучшего варианта резервирования
вместе с поиском наилучшего варианта относи-
тельно всего устройства.

При этом строится следующая модель. При ис-
пользовании мажоритирования мажоритаров [20,
21], представляющих собой схему голосования по
большинству голосов, и интенсивности отказов од-
ного мажоритара λÍÜ для одного выхода канала
резервирования по принципу «≥ n», где n — чис-
ло работоспособных каналов из общего количества
2n− 1, n ≥ 2, ВБР рассчитывается по формуле:

P∗≥n =


e−λtα(2n−1) +

+

⌊(2n−1)/2⌋∑

i=1

{
Ci
2n−1

[
e−λtα(2n−1−i)

(
1− e−λtα

)i
]}

×

×



e−λÍÜt
α(2n−1) +

⌊(2n−1)/2⌋∑

i=1

{
Ci
2n−1 ×

×
[
e−λÍÜt

α(2n−1−i)
(
1− e−λÍÜt

α
)i
]}

 , (1)

где ⌊ ⌋— округление в меньшую сторону;λ— интен-
сивность отказов (сбоев) одного канала; Ci

2n−1 —
число сочетаний из 2n− 1 по i; 1 ≤ α < 2— коэф-
фициент распределения Вейбулла [16]; t — время
работы. Избыточность в каналах равна 2n− 2.

Вероятность безотказной работы при исполь-
зовании так называемого глубокого мажоритиро-
вания, когда выделяются k условных слоев, или
подканалов, в одновыходных каналах с интенсив-
ностью отказов λ, описывается формулой:

P∗≥n ÇÍ =


e−(λ/k)tα(2n−1) +

⌊(2n−1)/2⌋∑

i=1

{
Ci
2n−1 ×

×
[
e−(λ/k)tα(2n−1−i)

(
1− e−(λ/k)tα

)i
]}


k

×

×


e−λÍÜt

α(2n−1) +

⌊(2n−1)/2⌋∑

i=1

{
Ci
2n−1 ×

×
[
e−λÍÜt

α(2n−1−i)
(
1− e−λÍÜt

α
)i
]}


k

. (2)

Вероятность безотказной работы при резерви-
ровании отдельных транзисторов [21, 22], обозна-
чаемом TrR, описывается выражением:

P(r+1)2(t)TrR =

=

(
r∑

i=0

Ci
(r+1)2 ×

×
{
e−[(r+1)

2−i]λ1t
α
(
1− e−λ1t

α
)i
})w

, (3)

где λ1 — интенсивность отказов одного транзисто-
ра; r — количество парируемых отказов в группе
резервированного транзистора; (r + 1)2 − 1 — из-
быточность числа транзисторов;w— число транзи-
сторов в устройстве до резервирования; (r+1)2w —
всего транзисторов после резервирования. Если же
проводилась декомпозиция исходного устройства,
то число транзисторов увеличивается для выпол-
нения ограничения Мида–Конвей e на число по-
следовательно соединенных транзисторов, которых
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в технологиях с проектными нормами 65 нм и ниже
должно быть не более четырех [23]. При этом для
r = 1, числа транзисторов n и выходов m трои-
рование хуже «расчетверения» (каждый транзистор
заменяется четырьмя репликами), если 12m/n ≥
≥ 1 [22]. Тогда исходная модель, комбинирующая
произведение (1), (2), (3), описывается выражением
P(t, λ, L,W, T, S), где t — время работы; λ — интен-
сивность отказов (сбоев); W — потребляемая мощ-
ность; T — задержка переключения; S — площадь
топологической реализации схемы на кристалле;
L — число транзисторов. В каждом из рассмотрен-
ных вариантов резервирования (1), (2), (3) величи-
ны n, t, λ, W , T , S и L имеют свое значение. Рас-
сматривается пассивная отказоустойчивость, самая
«быстрая», но и самая дорогая. Предлагаемая мо-
дель использует комбинирование с использованием
логико-топологической модификации транзистор-
ного резервирования P(r+1)2TrR∗ . Задача заключа-
ется:

(1) в максимизации общей ВБР P∗:

P∗≥n (t, λ≥n,W≥n, Tmax,≥n, S≥n, L≥n)×
× P∗≥n ÇÍ (t, λ≥n ÇÍ,W≥n ÇÍ, Tmax,≥n ÇÍ, S≥n ÇÍ,

L≥n ÇÍ)× P(r+1)2TrR (t, λ≥nTrR,W≥nTrR,

Tmax,≥nTrR, S≥nTrR, L≥nTrR)→ max

при заданных ограничениях WT ≤ (WT )ÔÒÅÂ,
S ≤ SÔÒÅÂ, L ≤ LÔÒÅÂ;

(2) минимизации произведения WT :

WT → min

при заданных ограничениях

(
P∗≥n (t, λ≥n,W≥n, Tmax,≥n, S≥n, L≥n) ×
× P ∗

≥n ÇÍ (t, λ≥n ÇÍ,W≥n ÇÍ, Tmax,≥n ÇÍ,

S≥n ÇÍ, L≥n ÇÍ)× P(r+1)2TrR (t, λ≥nTrR,

W≥nTrR, Tmax,≥nTrR, S≥nTrR, L≥nTrR∗) ≤
≤ PÔÒÅÂ)& (S ≤ SÔÒÅÂ)& (L ≤ LÔÒÅÂ) .

3 Логико-топологическая
модификация транзисторного
резервирования

Резервирование транзистора, управляемого сиг-
налом x, описывается логическими выражениями
ДНФ f r

∨ = ∨r+1
i=1 ∧r+1

j=1 x(i−1)(r+1)+j или КНФ f r
∧ =

= ∧r+1
i=1 ∨r+1

j=1 x(i−1)(r+1)+j, которые при r = 1 (пари-
руется один отказ, сбой) имеют вид

f1∨ = x1x2 ∨ x3x4 ; f1∧ = (x1 ∨ x2)(x3 ∨ x4) (4)

Таблица 1 Функции парирования отказов (сбо-
ев) одного транзистора в ДНФ и КНФ при r = 1

№ Переменные ДНФ/
набора x4 x3 x2 x1 КНФ

0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 1 0
2 0 0 1 0 0
3 0 0 1 1 1/0
4 0 1 0 0 0
5 0 1 0 1 0
6 0 1 1 0 0
7 0 1 1 1 1
8 1 0 0 0 0
9 1 0 0 1 0

10 1 0 1 0 0
11 1 0 1 1 1
12 1 1 0 0 1/0
13 1 1 0 1 1
14 1 1 1 0 1
15 1 1 1 1 1

и реализуют «расчетверение» транзистора, т. е. ис-
пользуются четыре транзистора вместо одного по
логическим функциям (4). В табл. 1 показаны
функции парирования отказов одного транзисто-
ра в ДНФ и КНФ (4) при r = 1.

На рис. 1 показаны варианты схемы «расчет-
верения» по ДНФ (4) и по КНФ (4), а также
примеры отказов в виде постоянно выключенно-
го транзистора — обрыва, постоянно включенного
транзистора — закорачивания под действием тяже-
лой заряженной частицы. Во всех случаях функция
структуры (x1) сохраняется, но происходит рост
сложности в (r + 1)2 раз и увеличение временн‚ой
задержки переключения более чем в r раз.

Таким образом, имеются всего два логически
и вероятностно эквивалентных варианта. «Удевяте-
рение» предполагает использование девяти транзи-
сторов вместо одного:

äîæ: x1.1x1.2x1.3 ∨ x1.4x1.5x1.6 ∨ x1.7x1.8x1.9 ;
ëîæ: (x1.1 ∨ x1.4 ∨ x1.7) (x1.2 ∨ x1.5 ∨ x1.8)

(x1.3 ∨ x1.6 ∨ x1.9) .

Оно позволяет парировать два отказа или сбоя, как
показано на рис. 2.

Шестнадцатикратное резервирование исполь-
зует шестнадцать транзисторов вместо одного, па-
рируются три отказа (сбоя) (рис. 3):

ëîæ: (x1.1 ∨ x1.5 ∨ x1.9 ∨ x1.13)
(x1.2 ∨ x1.6 ∨ x1.10 ∨ x1.14)
(x1.3 ∨ x1.17 ∨ x1.11 ∨ x1.15)
(x1.4 ∨ x1.8 ∨ x1.12 ∨ x1.16) ;
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Рис. 1 Примеры схем «расчетверения» одного транзистора по ДНФ (а) и по КНФ (б), постоянно выключенного
транзистора — обрыва по x1.2 (в) и постоянно включенного транзистора — закорачивания по x1.3 (г)

Рис. 2 Примеры схем «удевятерения» по ДНФ (а) и по КНФ (б), постоянно выключенного транзистора — об-
рыва по x1.2 и постоянно включенного транзистора — закорачивания по x1.7 (в) и двух постоянно выключенных
транзисторов — обрывов по x1.7, x1.9 (г)

Рис. 3 Примеры схем «расшестнадцатерения» по ДНФ (а) и по КНФ (б), трех постоянно выключенных транзисто-
ров — обрывов по x1.13, x1.10, x1.7 (в) и двух постоянно выключенных транзисторов — обрывов по x1.4, x1.16, и одного
постоянно включенного транзистора — закорачивания по x1.9 (г)
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Рис. 4 Варианты резервирования для r = 2— четыре варианта (а) и для r = 3— восемь вариантов (б)
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äîæ: x1.1x1.2x1.3x1.4 ∨ x1.5x1.6x1.7x1.8∨
∨ x1.9x1.10x1.11x1.12 ∨ x1.13x1.14x1.15x1.16.

При парировании одного отказа (сбоя) (r = 1)
других вариантов, кроме ДНФ и КНФ, нет. При
r = 2 получаем третий вариант:

(x1.1x1.2 ∨ x1.3x1.4 ∨ x1.5x1.6) (x1.7 ∨ x1.8 ∨ x1.9) ,
вариант

(x1.1 ∨ x1.2 ∨ x1.3) (x1.4x1.5 ∨ x1.6x1.7 ∨ x1.8x1.9)
тоже может быть принят во внимание, посколь-
ку топологические характеристики могут быть раз-
ными при учете направления протекания тока
(рис. 4, а). При r = 3 получаем всего восемь ва-
риантов, включая ДНФ и КНФ (рис. 4, б). При
этом варианты резервированных схем транзистора
Q(r + 1) = 2r трактуются как композиции цело-
го числа, например для r = 3 их восемь. Ва-
рианты могут быть описаны в виде f r=α+β

ËÏÍÂ , α —
части ДНФ (α ≥ 2), β — части КНФ (β = 1).
Например, VI вариант на рис. 4, б выглядит как
(1, 2, 1), где «1» — элемент КНФ; «2» — элемент
ДНФ. Для нескольких передающих КМОП-тран-
зисторов (КМОП — комплементарный металл–ок-
сид-полупроводник) и элементов варианты могут
комбинаторно умножаться.

4 Моделирование и оценка
вероятности безотказной
работы

Моделирование подтвердило работоспособ-
ность и эффективность транзисторного резервиро-
вания и позволило получить параметры различных
вариантов резервирования. На рис. 5 показаны
схемы «расчетверенного» инвертора, полученные
в системе топологического моделирования Mi-
crowind [24]. В табл. 2 сравниваются различные
варианты элемента НЕ (инвертора) для 32-нано-
метровой КМОП-технологии, а на рис. 6 — по-
казатели его надежности, полученные в системе
компьютерной алгебры Mathcad.

Оказалось, что при r = 1 вариант «везде ДНФ»
для КМОП-схем имеет меньшую потребляемую
мощность, чем варианты с КНФ, хотя логически
все варианты эквивалентны. В то же время при
«расчетверении» одного передающего транзистора
по потребляемой мощности выигрывает вариант
с КНФ (0,566 мкВт против 0,572 мкВт у ДНФ). По
показателю энергии переключения — произведе-
нию средней задержки переключения на потребля-
емую мощность — выигрывает также вариант КНФ.

Рис. 5 Варианты резервирования инвертора по ДНФ (а)
и по КНФ (б)

Для инвертора: äîæ = 0,8001 мкВт·пс; ëîæ =
= 0,7616мкВт·пс. Для одного n-МОП-транзистора:
ëîæ = 68,6275 мкВт·пс; äîæ = 73,502 мкВт·пс.

Предложим метод обеспечения сбое- и отказо-
устойчивости с учетом логико-топологических осо-
бенностей.

5 Метод обеспечения сбое-
и отказоустойчивости с учетом
логико-топологических
особенностей

Основа предлагаемого метода — учет характери-
стик элементов, полученных при топологическом
моделировании, и выбор предпочтительного вари-
анта резервирования на транзисторном уровне при
r > 1.

Дано: число транзисторов, подлежащих резер-
вированию, v, нерезервированная функциональная
электрическая схема элемента (устройства), требу-
емое число парируемых отказов в группе резерви-
рованного транзистора r.

Получить: предпочтительный вариант резерви-
рования по (1) и (2).

Решение

1. По заданному r получаем эквивалентные по
числу парируемых отказов (сбоев) логические
выражения ДНФ: f r

∨ = ∨r+1
i=1 ∧r+1

j=1 xj,i; КНФ:

f r
∧ = ∧r+1

i=1 ∨r+1
j=1 xj,i и f r=α+β

ËÏÍÂ ; α — части ДНФ
(α ≥ 2); β — части КНФ (β = 1).

2. По заданному v получаем множество ком-
бинаций трех вариантов (третий вари-
ант может содержать подварианты): F :
{{f r

väîæ}, {f r
vëîæ}, {f r=α+β

v ËÏÍÂ }}.
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Рис. 6 Сравнение ВБР нерезервированного инвертора Ps (1), «расчетверенного» инвертора Pq(t) (2), мажоритиро-
вания P3(t) (3) и достоверности контроля при дублировании D(t) (4) в соответствии с распределением Вейбулла при
λ = 10−6 и α = 1,5

Рис. 7 Комбинирование соединений, исходя из КНФ,
для варианта с кодом «111111» (а) и для варианта, описы-
ваемого кодом «100010» (б)

3. По полученному множеству F выполняем мо-
делирование и определяем предпочтительный
вариант схемы. Возможны разные структуры
для одинаковых логических выражений.

4. Опционально оцениваем целесообразность
разных r в пределах одного элемента (устрой-
ства). Оценки сложности (стоимости) в числе
транзисторов и задержке переключения с уче-
том сложности блоков питания имеют вид:

L = [3L≥n + 3 (LÍÜ) + 3(LÂÐ)] +

+[3L≥n ÇÍ + 3k(LÍÜ) + 3k(LÂÐ)]+
[
χ(r + 1)2

]
;

T≥n = T + TÍÜ ; T≥n ÇÍ = T + kTÍÜ;

Tχr TrR∗ = (r + 1)T,

где L≥n — число транзисторов (сложность)
для канального мажоритирования; LÂÐ —
сложность блока питания; LÍÜ — сложность
мажоритарного элемента; L≥n ÇÍ — слож-
ность глубокого мажоритирования (k слоев);
Lχr TrR∗ = χ(r + 1)2 + 2(LÂÐ), 2(LÂÐ) — слож-
ность транзисторного резервирования, два бло-
ка питания 2(LÂÐ) для КМОП-схем; χr — чис-
ло транзисторов для парирования r отказов

(сбоев). «Чистые» варианты не содержат внутри
других: P≥nP≥n ÇÍPχr TrR∗ . «Смешанные» вари-
анты, например P≥n [P≥n ÇÍ(Pχr TrR∗)], исполь-
зуют мажоритар с транзисторным резервирова-
нием: TrR∗. Расширенные комбинации Q∗(r)
учитывают дополнительные «смешанные» фор-
мы представления логических функций ре-
зервирования, возникающие, например, при
варьировании соединений в КНФ. Рисунок 7
показывает два варианта для r = 2, описы-
ваемые кодами «111111» (рис. 3, а) и «100010»
(рис. 3, б) в формате «abcdef». Единица озна-
чает наличие соответствующего соединения,
ноль — отсутствие. Таким образом, получа-
ется 26 = 64 варианта. Для r = 3 получа-
ем 212 вариантов. Легко видеть, что с учетом
двух дополнительных вариантов для r = 1 (не
принимая во внимание направление «петель»)
Q∗(r) = 2r

2+r.

6 Заключение

Предложен новый подход к обеспечению
сбое- и отказоустойчивости цифровых элементов
и устройств, отличающийся тем, что используется
как канальное и глубокое мажоритирование, так
и топологические особенности транзисторного ре-
зервирования, причем предполагается как полное
резервирование по данному варианту, так и ком-
бинирование внутри одного варианта, например
транзисторное резервирование внутри мажоритар-
ного, обратное невозможно. Применяется также
различная степень транзисторного резервирования
в пределах одного устройства. Предложен метод
формирования различных вариантов резервирова-
ния транзисторов, причем находятся возможные
различные логические выражения транзисторного
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Многовариантное резервирование с учетом логико-топологических особенностей транзисторных схем

резервирования (комбинаторные структуры ком-
позиций Qi(r + 1)), которые оцениваются по по-
казателям потребляемой мощности, задержки пе-
реключения и площади схемы на кристалле путем
топологического моделирования. Такое резерви-
рование применяется для элементов, содержащих
в наиболее длинной цепочке транзисторов не бо-
лее чем d транзисторов, d(r + 1) ≤ e. Если же
это неравенство не выполняется, то необходима де-
композиция исходной схемы для удовлетворения
ограничению Мида–Конвей, после чего выполня-
ется резервирование.

Метод может быть применен для обеспече-
ния надежности цифровых устройств критического
применения.
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AND TOPOLOGICAL FEATURES OF TRANSISTOR CIRCUIT
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Abstract: Passive fault tolerance of digital cells and devices is considered using multioption reliability taking into
account features of the transistor redundancy topological simulation. A model is built that includes channel
majority redundancy with the majority voters redundancy, allowing for the channel “collapse” during diagnostics,
deep redundancy with redundancy at the level of individual channel’s layers with special majority voters that ensure
the configuration of layers into channels. The known methods are combined in a relationship that optimizes
a given objective function with the required constraints. In addition, redundancy is used at the individual transistor
level with varying degrees of failure protection. The topological features of such reservation are investigated by
constructing various variants of circuits based on disjunctive normal, conjunctive normal, and intermediate forms.
The power of the set of such variants is established. A method for searching for the topologically best variant with
a large device dimension is proposed. By means of topological modeling, the preferred backup option is established
based on the indicator of the consumed power and the switching delay product. Parameters examples of created
topologies are given.
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КЛАССИФИКАЦИЯ МАЛЫХ НАБОРОВ ДАННЫХ

БОЛЬШОЙ РАЗМЕРНОСТИ

А. А. Грушо1, Н. А. Грушо2, М. И. Забежайло3, В. В. Кульченков4, Е. Е. Тимонина5

Аннотация: Рассматривается задача классификации данных очень большой размерности, при этом ис-
пользуется только ограниченный набор обучающих образцов таких данных. В этих условиях проверяется
возможность использования причинно-следственных связей в решении классификационных задач ука-
занного типа. Решение задач основано на существовании причинно-следственных связей неизвестных
причин с наблюдаемыми частично детерминированными следствиями этих причин в поступающих новых
данных. Использовано обучение на малых наборах данных. Задачи решаются в условиях, когда размер
данных и число возможных свойств данных стремятся к бесконечности. Найдены асимптотические усло-
вия однозначной классификации новых данных. В частном случае исследована задача классификации
при наличии случайных искажений детерминированных следствий в данных. Сформулированы усло-
вия возможности обучения без учителя. Работа показывает принципиальные возможности применения
причинно-следственных связей в задачах медицинской диагностики, выявления мошеннических схем
в финансовой сфере и оценки ситуационной осведомленности в кибербезопасности.

Ключевые слова: классификация данных большой размерности; искусственный интеллект; причинно-
следственные связи

DOI: 10.14357/19922264250308 EDN: SUSRRC

1 Введение
Использование причинно-следственных связей

в задачах классификации исследовалось во многих
работах [1–4]. В данной статье рассматривается
задача классификации данных очень большой раз-
мерности, при этом используется только ограни-
ченный набор обучающих образцов таких данных.
В этих условиях проверяется возможность исполь-
зования причинно-следственных связей в решении
классификационных задач указанного типа.

В тех случаях, когда причины известны, такой
метод называется контрфактуальным [5]. Когда
причины неизвестны, используется обучение на
прецедентах, имеющих одну и ту же причину.

Приведем примеры таких практических задач
с малыми наборами данных большой размерности.

Пример 1. В медицинской диагностике сложных
болезней, например диагностике онкологических
заболеваний, врачу предоставляют большой объ-
ем результатов различных анализов, результаты
компьютерной томографии, магнитно-резонанс-
ной томографии, рентгеновских снимков, биопсии.
Вместе с тем информативные значения параметров
собираются по ограниченному множеству преце-
дентов, которые успешно выявлены ранее для кон-
кретных форм онкологии [6, 7].

Пример 2. Для выявления мошеннических схем
в банковской сфере (создание фиктивных доку-
ментов) для анализа предоставляется большое чис-
ло документов, а решения принимаются часто ме-
тодами, такими как модель Бенейша [8] и закон
Бенфорда [9] по значениям ограниченного числа
параметров.

Эти модели не исчерпывают подходы в такого
рода задачах и, например, широко применяются
методы искусственного интеллекта [10].

Пример 3. Для формирования решения одобрить
или отказать в предоставлении кредита выстраи-
вается процесс анализа значимого объема парамет-
ров, характеризующих клиента: внутренние данные
банка, данные бюро кредитных историй (БКИ),
данные телеком-операторов, соцсетей, госорганов
и пр. Число рассматриваемых свойств может до-
ходить до двух–трех сотен, а сам процесс приня-
тия решения представляет собой ориентированный
граф. Как частный случай — выявление потенци-
ально мошеннических случаев на «быстрых» дан-
ных БКИ, т. е. данных, получаемых на коротком
интервале времени до подачи заявки. Для по-
строения набора правил использован случайный
лес, который позволил сформировать на множе-
стве из 130+ свойств набор правил (5–13 свойств),

1Федеральный исследовательский центр «Информатика и управление» Российской академии наук, grusho@yandex.ru
2Федеральный исследовательский центр «Информатика и управление» Российской академии наук, info@itake.ru
3Федеральный исследовательский центр «Информатика и управление» Российской академии наук, m.zabezhailo@yandex.ru
4Банк ВТБ (ПАО), vlad.kulchenkov@gmail.com
5Федеральный исследовательский центр «Информатика и управление» Российской академии наук, eltimon@yandex.ru

67



А. А. Грушо, Н. А. Грушо, М. И. Забежайло и др.

которые решают задачу min-max: минимизация
объема отсекаемых выдач при максимизации до-
ли фрод/просроченных кредитов (NPL — nonper-
forming loans). Таким образом, проблема кредито-
вания сводится к исследованиям большого объема
данных о клиенте, но подозрения на возможность
невозврата кредита клиентом возникают при рас-
смотрении малого числа причин, которые могут
привести к неплатежам [11].

Пример 4. Действия инсайдеров по нанесению
ущерба предприятию обнаруживаются по типовым
сценариям, выявленным на ограниченном множе-
стве проведенных инсайдером операций по нане-
сению ущерба [12].

Пример 5. Для анализа ситуационной осведомлен-
ности в задачах кибербезопасности осуществляется
сбор большого количества неоднородных данных.
При этом оценка текущей ситуации определяется
ограниченным числом причин [13].

2 Математическая модель
и постановки задач

Обозначим через R конечное множество
свойств, |R| = M . Обозначим через D множество
данных, которые могут поступать для классифика-
ции. Элементами множества D служат векторы x
одинаковой длины N , состоящие из свойств мно-
жества R.

Структура поступающих данных устроена двумя
способами.

Рассмотрим первый способ построения данных.
Предположим, что существует первопричинаC, де-
терминированно порождающая следствия, т. е. пер-
вопричина C порождает множество свойств, кото-
рые являются следствиямиC и могут располагаться
в различных информационных пространствах [14].
Эти следствия сами могут быть причинами для мно-
жества других следствий. Если представить по-
рождения следствий ориентированным графом, то
получим DAG (Directed Acyclic Graph). Множе-
ство наблюдаемых концевых вершин этого графа
имеет размер k, k < N , и представляет собой мно-
жество свойств, которое образует детерминирован-
ную часть наблюдаемых данных x, хотя порядок
детерминированно появляющихся следствий в x
может быть произвольным. Для того чтобы конеч-
ные следствия наблюдались в данных, необходи-
ма связь по передаче информации в наблюдаемые
данные, т. е. не все концевые точки дерева, порож-
денного причиной C, появляются в наблюдаемых
данных. Остальная часть данных x появляется слу-
чайно в соответствии с равновероятной полиноми-
альной схемой I на множестве R.

Второй способ порождения данных состоит
в том, что причины C нет и данные представляют
собой случайную последовательность по схеме I.

Рассмотрим сначала простую постановку задачи
классификации, состоящую в том, что поступив-
шие данные x надо классифицировать на предмет
наличия в них свойств, порожденных C. В прос-
тейшем случае причина C неизвестна, но предпо-
лагается, что она единственная. Сложность задачи
в этом случае связана с тем, что N велико. С дру-
гой стороны, есть m образцов данных, в которых
известно присутствие следствий, порожденных C,
и есть несколько образцов, про которые известно,
что в них нет следствий, детерминированно порож-
денных C.

Возможны разные подходы к решению зада-
чи классификации. Существует много вариантов
использования методов математической статисти-
ки. Так, большая размерность поступивших данных
может быть сокращена, например, методом слу-
чайных деревьев и методом главных компонент.
Имеющиеся образцы можно использовать для
обоснования близости редуцированных и исход-
ных данных, а затем применить критерий согласия
новых данных после их редукции с полученными
ранее данными.

В данной работе предлагается способ, основан-
ный на причинно-следственных связях, который
состоит в том, чтобы выбрать в обучающей вы-
борке размераm множество свойств, возникающих
с большой вероятностью из-за порождения их при-
чиной C. Затем необходимо отыскать эти свойства
в новых данных x. Найдем условия применимости
этого метода в рассматриваемой задаче классифи-
кации. Пусть выбраны свойства, которые присут-
ствуют одновременно во всехmмножествах свойств
обучающей выборки. Часть этих свойств представ-
ляет собой следствия C или потомков C, а часть
свойств возникает случайно в соответствии с поли-
номиальной схемой.

Пусть детерминированные свойства, порожден-
ные C, это — Y1, . . . , Yk. Рассмотрим множество
свойств в новых данных x. Если в данных x имеют-
ся детерминированные следствия C, а случайные
свойства, порождающие такой набор, маловероят-
ны, то в x присутствует набор Y1, . . . , Yk. Отсюда
следует, что данные x принадлежат к классу, в кото-
ром присутствуют следствия, порожденные C.

Оценим вероятность того, что в обучающем на-
боре образцов кроме детерминированных общих
свойств Y1, . . . , Yk содержатся случайные свойства,
не являющиеся следствием первопричиныC, кото-
рые попали в множество пересечений обучающей
выборки. Предположим, что в обучающей выбор-
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ке из случайно выбранных N − k свойств, добав-
ленных к Y1, . . . , Yk (повторы маловероятны и ими
можно пренебречь), есть общие свойства в каждом
из образцов обучающей выборки. Возьмем пер-
вое случайное свойство из N − k первого образца
обучающей выборки. Вероятность отсутствия это-
го свойства во втором образце обучающей выборки
равна (1 − 1/(M − k))N−k. Тогда вероятность при-
сутствия первого свойства во втором образце равна
1− (1− 1/(M − k))N−k.

Поскольку все остальные случайные добавле-
ния одинаково распределены и независимы друг от
друга, то вероятность присутствия первого свой-
ства первого образца во всех образцах обучающей
выборки равна (1 − (1 − 1/(M − k))N−k)m−1. От-
сюда следует, что математическое ожидание числа
случайных добавок к Y1, . . . , Yk равно (N − k)(1 −
− (1 − 1/(M − k))N−k)m−1.

ПустьN иM стремятся к бесконечности так, что
Nm/Mm−1 → 0. Тогда по неравенству Чебышёва
вероятность хотя бы одного случайного добавления
к Y1, . . . , Yk стремится к 0.

Оценим вероятность того, что в целиком случай-
ной последовательности может возникнуть набор
свойств Y1, . . . , Yk, позволяющий отнести эту по-
следовательность к данным, имеющим следствия,
порожденные C.

Рассмотрим событие A1, состоящее в том,
что Y1 присутствует в случайном векторе дли-
ны N . Очевидно, вероятность этого события равна
1 − (1 − 1/M)N . Тогда вероятность присутствия
всего набора Y1, . . . , Yk равна

P

(
k⋂

i=1

Ai

)
< P (A1) = 1−

(
1− 1

M

)N

.

Если при этом N и M стремятся к бесконечности
так, что N/M → 0, то

P

(
k⋂

i=1

Ai

)
→ 0 .

Таким образом, доказана следующая теорема.

Теорема. Если N,M → ∞ таким образом, что
выполняется условие Nm/Mm−1 → 0, то с вероят-
ностью, стремящейся к единице, для отнесения x
к данным, имеющим следствия, порожденные C, не-
обходимо и достаточно появление в новых данных x
вектора свойств Y1, . . . , Yk.

Д о к а з а т е л ь с т в о следует из приведенных выше
оценок и соотношения

N

M
<

Nm

Mm−1 → 0 .

Отметим, что если порождающий класс содер-
жит одновременно две причины C1 и C2, то клас-
сификация данных x, порожденных сразу двумя
причинами C1 и C2 при альтернативе полностью
случайных последовательностей, решается так же,
как в теореме.

3 Классификация
в условиях помех

Введем следующую модель помех. Пусть в дан-
ных, порожденных C, в векторе свойств Y1, . . . , Yk

с вероятностью p исчезает ровно одно случайно вы-
бранное свойство, которое заменяется на случайное
свойство по полиномиальной схеме I, и с вероят-
ностью 1−pискажений вY1, . . . , Yk нет. Такие заме-
ны могут происходить независимо друг от друга на
любых данных, порожденныхC. Эти ошибки могут
происходить также на обучающей части данных.
Определим условия, когда задача классификации
решается с той же точностью, как и без помех.

На этапе построения детерминированных след-
ствий в обучающей выборке построим следующую
матрицу размера m × t. В каждом столбце будем
выписывать наиболее повторяющиеся свойства,
встретившиеся одновременно в образцах обуча-
ющей выборки. Если в образцах обучающей вы-
борки есть свойства, встретившиеся во всех образ-
цах, то их выпишем в первых столбцах. Если нет
ни одного такого свойства, то рассмотрим наборы
поm− 1 образцов обучающей выборки и построим
матрицы размеров (m − 1) × t и т. д. Число ша-
гов следует соизмерять с вероятностью случайного
появления повторений одинаковых свойств в слу-
чайных последовательностях обучающей выборки.
Если эта вероятность становится значимо большой,
то при таких p задача неразрешима. Будем считать,
что найдется матрица с числом строкm− 1, в кото-
рой хоть один столбец заполнен полностью. Тогда
при условии Nm−1/Mm−2 → 0 можно считать, что
в первом столбце определены m− 1 свойств и в од-
ном известном месте произошел сбой (это место
определено отсутствующим образцом обучающей
выборки). Тогда вместо отличающегося свойства
соответствующего образца обучающей выборки на
этом месте можно поставить свойство, совпада-
ющее с остальными элементами столбца, и перейти
к восстановлению второго столбца. Заметим, что,
когда установлено первое свойство, тогда второе
свойство детерминированного набора следствий C
устанавливается независимо от первого восстанов-
ленного свойства. Поэтому столбцы с разными
местами ошибок можно объединять, учитывая ис-
ходный порядок строк, соответствующих образцам
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обучающей выборки. Самый худший вариант со-
стоит в том, что все искажения сосредоточены на
одном свойстве. В этом случае одно свойство бу-
дет потеряно в наборе Y1, . . . , Yk, что при k > 2
по-прежнему позволяет решать задачу классифи-
кации.

В остальных случаях решение задачи восстанов-
ления детерминированных свойств в обучающей
выборке возможно до тех пор, пока случайное
появление встречаемости случайных добавлений
свойств к детерминированным свойствам обуча-
ющей выборки стремится к 0 при N и M , стремя-
щихся к бесконечности. Если p достаточно мало,
т. е. искажений мало, то присутствие случайно оди-
наковых свойств в большом числе образцов обуча-
ющей выборки будет маловероятно, что означа-
ет получение оценки k. Отсюда следует, что при
малых p набор свойств Y1, . . . , Yk с вероятностью,
стремящейся к 1, определяется однозначно.

Рассмотрим возможность классификации x при
возможных искажениях поступивших данных. Как
следует из доказательства теоремы, в ее услови-
ях вероятность ложной классификации случайной
последовательности стремится к 0, даже когда вос-
становлено только одно детерминированное свой-
ство.

4 Классификация данных
при наличии нескольких
порождающих причин

В рамках построенной модели рассмотрим за-
дачу построения обучающей выборки, когда из-
вестны несколько причин C1, . . . , Cs. Сложность
задачи заключается в том, что некоторые классы
могут появляться только в объединении нескольких
причин в данных. Тогда либо классы неоднознач-
но классифицируются, либо определяются классы
с детерминированными свойствами, порожденны-
ми несколькими причинами одновременно. Задача
выявления невозможности однозначной классифи-
кации определяется на ансамбле классификаторов,
соответствующих каждой отдельной причине. В са-
мом деле, причина, попавшая в пару и присутству-
ющая в данных отдельно при возможности искаже-
ний, будет определять один класс при автономном
появлении и другой класс, в котором она порождает
следствия одновременно с другой причиной.

Наиболее удобный способ исключения проти-
воречий состоит в том, чтобы нумеровать классы
множествами выявленных причин. Если в анализе
используется ансамбль классификаторов на каж-
дую причину, то результаты обработки данных x на

всех классификаторах сводят задачу сложной клас-
сификации к вычислениям логических выражений
над полем из двух элементов.

5 Создание классов в условиях
отсутствия учителя

Основная проблема в составлении обучающей
выборки, когда есть одна причина C, состоит в до-
ле данных, которые содержат свойства, порожде-
нныеC. Если доля данных вD, имеющих следствия,
порожденные C, велика, например не меньше не-
которого положительного ε, то набрать нужное для
определения устойчивого пересечения множества
образцов можно различными способами. Напри-
мер, если имеются всего t данных, то ожидаемое
число данных, имеющих детерминированные свой-
ства, порожденныеC, равно tε. Тогда если найдется
не менее двух образцов из t, имеющих общее пе-
ресечение, то их пересечение уже позволит искать
претендентов на принадлежность к классу с порож-
денными C свойствами. Необходимые для более
достоверного решения m обучающих образцов мо-
гут быть найдены, если при выполнении условий
теоремы имеется достаточно большой размер дан-
ных.

6 Заключение
В работе рассмотрены практически важные за-

дачи классификации ансамблями классификаторов
в условиях малого набора данных большой размер-
ности.

Решение задач основано на существовании при-
чинно-следственных связей неизвестных причин
C1, . . . , Cs с наблюдаемыми частично-детермини-
рованными следствиями этих причин в поступа-
ющих новых данных.

Использовано обучение на малых наборах дан-
ных. Задачи решаются в условиях, когда размер
данныхN и числа возможных свойств данных стре-
мятся к бесконечности.

Найдены асимптотические условия однознач-
ной классификации новых данных. В частном
случае исследована задача классификации при на-
личии случайных искажений детерминированных
следствий в данных. Сформулированы условия воз-
можности обучения без учителя.

Работа показывает принципиальные возмож-
ности применения причинно-следственных связей
в задачах медицинской диагностики, выявления
мошеннических схем в финансовой сфере и оцен-
ки ситуационной осведомленности в кибербезопас-
ности.
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Abstract: The problem of classifying of data of very large dimension is considered, while only a limited set of
training samples of such data is used. Under these conditions, the possibility of using cause-and-effect relationships
in solving classification problems of the specified type is checked. Problem solving is based on the existence of
cause-and-effect relationships of unknown causes with the observed partially determined effects of these causes in
incoming new data. Training on small set of data is used. The problems are solved in conditions when the size
of the data and the number of possible data properties tend to infinity. Asymptotic conditions for unambiguous
classification of new data were found. In a particular case, the classification problem was investigated in the presence
of random distortions of deterministic effects in the data. The conditions for the possibility of training without
a teacher are formulated. The work shows the fundamental possibilities of applying cause-and-effect relationships
in the tasks of medical diagnostics, identifying fraudulent schemes in the financial sector, and assessing situational
awareness in cybersecurity.
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АВТОМАТИЗАЦИЯ РАЗМЕТКИ ИМПЛИЦИТНЫХ

ЛОГИКО-СЕМАНТИЧЕСКИХ ОТНОШЕНИЙ:

ВОЗМОЖНОСТИ И ОГРАНИЧЕНИЯ∗

А. А. Гончаров1, П. В. Ярошенко2

Аннотация: Описаны основные проблемы, возникающие в ходе автоматизации разметки имплицитных
логико-семантических отношений (ЛСО), проанализированы причины этих проблем, а также предло-
жены подходы к их решению. Последовательно рассмотрены основные этапы этого процесса: (1) поиск
примеров с имплицитными ЛСО; (2) выявление границ аргументов отношения; (3) выбор признаков
размечаемых фрагментов. Проанализированы результаты применения метода поиска с исключением
в параллельных текстах и отмечены ограничения этого метода. Рассмотрены два фактора, затрудняющих
автоматизацию разметки аргументов ЛСО: длина аргументов может сильно варьироваться и аргумент
не обязательно включает последовательность соседних токенов, а может прерываться. Детально про-
анализированы пути автоматизации выбора признаков размечаемых фрагментов. Продемонстрировано,
что даже обработка формальных признаков может требовать привлечения экспертов. Что же касается
семантических признаков, то среди них есть как признаки, обработка которых может быть частично
автоматизирована, так и те, которые на данном этапе могут размечаться только вручную. Выводы
иллюстрируются примерами из корпуса.

Ключевые слова: лингвистическое аннотирование; дискурсивные отношения; логико-семантические
отношения; имплицитность; параллельные тексты
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1 Введение

В настоящее время значительная часть задач,
связанных с обработкой естественного языка, с не-
избежностью требует привлечения материала линг-
вистических корпусов. В зависимости от специ-
фики задачи тексты корпуса должны снабжаться
необходимой разметкой. Особую актуальность
представляет собой создание дискурсивно анно-
тированных корпусов. Эти корпусы снабжены
не только морфологической (формальные харак-
теристики вхождений отдельных слов) и, возмож-
но, синтаксической (формальные характеристики
предложений) разметкой, но и разметкой логико-
семантической структуры текста (семантика связей
между частями текста, в том числе более протяжен-
ными, чем предложение).

Определение, с одной стороны, факта нали-
чия логической связи между фрагментами текста,
а с другой стороны, семантики этой связи может
способствовать улучшению результатов во многих
приложениях компьютерной лингвистики: так, при
составлении реферата на основе исходного доку-

мента (summarization) фактор связности порожден-
ного текста становится одним из ключевых [1]. Кро-
ме того, в настоящее время приобрело актуальность
направление, в рамках которого рассматриваются
возможности оценивать текстовую связность с по-
мощью больших языковых моделей (см., напри-
мер, [2]).

Важную роль играет наличие достаточного ко-
личества размеченных данных. Значительная часть
имеющихся ресурсов англоязычная (речь прежде
всего о Пенсильванском дискурсивно аннотиро-
ванном корпусе [3, 4]), в то время как для дру-
гих языков, в частности для русского, размеченных
данных не хватает [5].

Логико-семантические отношения — это отно-
шения, которые устанавливаются между отрезками
текста3 и описывают, как именно эти отрезки свя-
заны друг с другом по смыслу. В англоязычной
литературе для их обозначения по большей части
используется термин discourse relations — дискур-
сивные отношения. В данной статье вслед за [6]
используется термин логико-семантические отно-
шения. Распознавание ЛСО (discourse relation recog-

∗Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда № 24-28-00527, https://rscf.ru/project/24-28-00527/.
1Федеральный исследовательский центр «Информатика и управление» Российской академии наук, a.gonch48@gmail.com
2Федеральный исследовательский центр «Информатика и управление» Российской академии наук; Научно-исследовательский

вычислительный центр МГУ им. М. В. Ломоносова, polina.iaroshenko@yandex.ru
3Как правило, имеющими пропозициональное содержание.
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nition) — одна из актуальных задач в области обра-
ботки естественного языка1.

С точки зрения маркированности ЛСО могут
быть эксплицитными — выраженными при по-
мощи языкового средства (коннектора или ино-
го показателя, явно указывающего на семантику
отношения, см. [10]), и имплицитными — не вы-
раженными ни одним из таких средств2. Особен-
но остро проблема автоматизации обработки стоит
для имплицитных ЛСО, тогда как при обработке
эксплицитных ЛСО можно ориентироваться на на-
личие их показателей (например, потому что —
коннектор, выражающий отношение причины),
имплицитные ЛСО требуют более сложного под-
хода [11–13].

Цель статьи — описать основные проблемы,
возникающие в ходе автоматизации разметки им-
плицитных ЛСО, проанализировать причины этих
проблем, а также предложить подходы к их реше-
нию. В ходе исследования использовался материал
параллельных текстов (для пар языков «русский–
английский» и «русский–французский»), причем
рассматривались только такие примеры, где ЛСО
имплицитно в русскоязычном фрагменте3. Поиск
и аннотирование примеров проводились при помо-
щи действующей информационной системы, раз-
рабатываемой для анализа ЛСО. Приводимые далее
рисунки представляют собой скриншоты пользова-
тельского интерфейса данной системы.

2 Автоматизация поиска
имплицитных
логико-семантических
отношений

Сложности работы с имплицитными ЛСО на-
чинаются уже на этапе поиска. Как было пока-
зано в [14], моноязычные тексты не позволяют
целенаправленно отбирать примеры с имплицит-
ными ЛСО. Эта возможность появляется только
при работе с параллельными текстами, где можно
применить метод поиска с исключением [15, 16].
Результатом применения метода становится поис-
ковая выдача, где пары фрагментов параллельных
текстов таковы, что фрагмент текста на одном из
языков содержит показатель искомого ЛСО, тогда
как фрагмент текста на другом языке, напротив, не
содержит заданных показателей этого же ЛСО.

Хотя метод значительно ускоряет формирова-
ние выборки примеров с имплицитными ЛСО, он
имеет как минимум три ограничения. Во-первых,
сами по себе параллельные корпусы намного менее
репрезентативны и объемны, чем моноязычные.
Во-вторых, метод по определению позволяет обна-
руживать только те примеры имплицитных ЛСО,
где в другом языке это ЛСО имеет показатель (слу-
чаи, где ЛСО имплицитно в оригинале и в переводе,
в поисковую выдачу не попадают). В-третьих, даже
среди оставшихся примеров обнаруживается нема-
ло нерелевантных.

В качестве иллюстрации рассмотрим задачу по-
иска примеров имплицитного ЛСО причины в рус-
ском языке (использовались параллельные тексты
для языковой пары «русский–английский»). Для
решения этой задачи был разработан, в частности,
следующий запрос:

(1) англоязычный фрагмент должен содержать
единицу because;

(2) русскоязычный фрагмент не должен содер-
жать ни одну из следующих единиц: ибо, пото-
му что / потому как, поскольку, так как, ведь,
оттого, из-за, за, от, ввиду, вследствие, затем
что, тем более что, в связи с.

Затем в ходе экспертного анализа пары фрагментов
делились на две группы: релевантные и нерелевант-
ные. В данном случае к релевантным относились
те пары фрагментов, где в русском языке действи-
тельно имеется имплицитное ЛСО причины; все
остальные считались нерелевантными. Далее про-
водился лингвистический анализ релевантных пар,
а результат этого анализа записывался в надкорпус-
ную базу данных [17] в форме аннотированных пе-
реводных соответствий (АПС) [18, 19]. Оказалось,
что для первых 300 пар, попавших в поисковую
выдачу для направлений перевода «русский–анг-
лийский» и «английский–русский», были сформи-
рованы 134 и 141 АПС соответственно, т. е. доля
релевантных примеров составила около 47%.

Для разных языковых пар и разных запросов до-
ля таких примеров будет различаться, но едва ли
можно представить себе ситуацию, где релевант-
ными будут 100% примеров. Во-первых, в запросе
могут не быть учтены какие-либо способы экс-
плицитного выражения ЛСО (например, по тому
одному что в отличие от потому что для ЛСО при-
чины). Во-вторых, при переводе семантика ЛСО

1При этом отдельной проблемой оказывается классификация ЛСО [6, 7] и составление списка возможных ЛСО, где каждое ЛСО
было бы снабжено структурированным определением [8, 9].

2Так, в примере «я не был на совещании, потому что заболел» ЛСО причины является эксплицитным (выражено при помощи
потому что), а в примере «я не был на совещании, заболел» — имплицитным (не выражено).

3Несмотря на то что все примеры, использованные в статье, взяты из параллельного корпуса, в ряде случаев они даются в сокра-
щенном виде — либо только оригинал, либо только перевод, если этого достаточно для иллюстрации описываемых положений.
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может быть изменена (например, одно ЛСО за-
меняется другим). В-третьих, при переводе могут
добавляться или опускаться фрагменты текста. Лю-
бое из таких изменений приводит к тому, что вместо
имплицитного ЛСО с заданной семантикой фраг-
мент текста либо содержит другое ЛСО, либо не
содержит никакого.

Таким образом, хотя метод поиска с исключени-
ем в параллельных текстах позволяет значительно
облегчить процесс формирования набора данных,
даже этот метод не позволяет полностью автома-
тизировать поиск целевых примеров так, чтобы не
требовалась ручная постобработка.

3 Автоматизация разметки
аргументов

Разметка примеров имплицитных ЛСО предпо-
лагает, среди прочего, выявление границ отрезков
текста, непосредственно связанных размечаемым
ЛСО. Такие отрезки будем называть аргументами
ЛСО. Их объем должен быть необходимым и до-
статочным для анализа отношения: сокращать ар-
гументы так, чтобы семантика ЛСО осталась неяс-
ной, или включать в состав аргументов то, что не
требуется для анализа ЛСО, не следует. На рисунках
ниже аргументы отношения выделены цветом.

Автоматизация разметки аргументов ЛСО на
данном этапе исследования затруднительна, что
обусловлено двумя факторами. Во-первых, дли-
на аргументов может сильно варьироваться; во-
вторых, аргумент не обязательно включает в себя

исключительно соседние токены, а может преры-
ваться.

Основную проблему представляет вариатив-
ность аргументов с точки зрения их длины. Ар-
гументы отношения могут включать одно слово,
словосочетание, предложение и даже несколько
предложений. Такой разброс объясняется при-
родой ЛСО, поскольку отношение одного и того
же типа теоретически может связывать отдельные
слова (рис. 1), части одного предложения, само-
стоятельные предложения или даже целые абзацы
(рис. 2) в зависимости от описываемой ситуации
и детальности ее описания.

Пример на рис. 2 демонстрирует еще одну слож-
ность автоматизации разметки параллельного кор-
пуса — деление текста на сегменты может разли-
чаться в оригинале и переводе. Это может быть
связано как со спецификой синтаксиса языка, так
и с частными решениями переводчика. Так, в при-
мере на рис. 2 в русскоязычном оригинале аргу-
мент 1 включает два предложения, в то время как
в переводе на английский — одно сложное предло-
жение.

Разрыв аргументов зачастую связан с наличием
в размечаемых фрагментах прямой речи. В примере
на рис. 3 в русскоязычном блоке текста разорваны
оба аргумента, а в переводе — только аргумент 2.

Таким образом, вариативная структура аргумен-
тов, их возможная разрывность, а также специфика
размечаемого материала — параллельные тексты,
где разбиение оригинала и перевода на части мо-
жет различаться, не позволяют на данном этапе
автоматизировать разметку границ аргументов.

Новиков промолчал, хотя он любил
поговорить с Макаровым о жутких ,

чем-то влекущих первых днях войны.

Novikov hadn’t said anything, though he
enjoyed talking to Makarov about that
terrible but fascinating time.

NoMarker but

Рис. 1 Пример однословного аргумента ЛСО противопоставления. (Источник примера: [В. С. Гроссман. Жизнь
и судьба (ч. 1) (1960) | Life and fate (pt. 1) (пер. R. Chandler; 1985)])

Стараясь держаться прямо, он сделал несколько

движений в сторону и повалился на бок. Так па-

дал и вскакивал он до вечера и вернулся домой

с катка, к огорчению матери, весь в снегу, с под-

кашивающимися от усталости ногами. На сле-

дующее утро он опять был на катке.

Trying to keep his body upright, he took several steps

sideways and fell on his side; and so he fell and got up

over and over again until sunset, and, to his mother’s

vexation, returned home all covered with snow, his

legs trembling with weariness. But next morning he

was back on the ice again.

NoMarker but

Рис. 2 Пример аргументов ЛСО противопоставления, представляющих собой одно или несколько предложений.
(Источник примера: [Б. Н. Полевой. Повесть о настоящем человеке (1946) | A story about a real man (пер. J. Fineberg;
1950)])
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— Ну, ну! ну ставь еще четыре тысячи гульденов на

красную! Вот бумажник, бери. — Она вынула из

кармана и подала мне бумажник. — Ну, бери ско-

рей, тут двадцать тысяч рублей чистыми деньгами.

— Бабушка , — прошептал я, — такие куши . . .

Жива не хочу быть — отыграюсь. Ставь!

“ Very well. Stake another four thousand gulden upon

the red. Take this banknote to do it with.” “I have still

got twenty thousand roubles in actual cash. ” “ But ,”

I whispered, “ such a quantity of money — ” “Never
mind. I cannot rest until I have won back my losses.
Stake!

NoMarker but

Рис. 3 Пример разрывных аргументов ЛСО противопоставления. (Источник примера: [Ф. М. Достоевский. Игрок
(1866) | The gambler (пер. C. J. Hogarth; 1935)])

4 Автоматизация разметки
признаков

Признаки, размечаемые в ходе аннотирования
примеров с имплицитными ЛСО, весьма разно-
образны; они подробно описаны в работах [19, 20].
В контексте же автоматизации разметки важно раз-
делить их на две большие группы: формальные
и семантические. Формальные признаки связа-
ны прежде всего с планом выражения (пунктуация,
морфология, синтаксис); семантические — с пла-
ном содержания (использование слов той или иной
семантической категории, наличие заданных се-
мантических структур).

Наиболее простой с точки зрения автоматиза-
ции оказывается разметка ряда формальных при-
знаков, таких как наличие некоторых знаков пре-
пинания между аргументами, наличие в составе
аргумента двух и более предложений. Однако да-
же среди формальных признаков есть те, которые
требуют экспертной постобработки, не говоря уже
о семантических. Далее рассмотрим примеры таких
признаков.

4.1 Формальные признаки

Признак «Лексический повтор» указывает на
то, что первый и второй аргументы ЛСО включа-
ют формы одних и тех же слов. На первый взгляд
этот признак может быть полностью автоматизи-
рован при наличии морфологической разметки, но
это не так. Прежде всего необходимо исключить
повтор служебных частей речи — так называемых
«стоп-слов»: в рамках данной работы перечни та-
ких слов составлялись для каждого языка (рус-
ский, английский и французский) путем расши-
рения списков стоп-слов из библиотеки Natural
Language Toolkit [21]. Кроме того, из-за несня-
той омонимии к повторам могут быть отнесены те
единицы, для которых имеется более одного мор-
фологического разбора. Например, в одном из раз-
боров слова видимо в качестве леммы указан глагол

видеть. Следовательно, если в одном аргументе ис-
пользуется слово видимо в значении ‘может быть’,
а в другом — какая-либо из форм глагола видеть,
при автоматической обработке такой пример бу-
дет снабжен признаком «Лексический повтор», что
некорректно.

Признак «Императив» присваивается аргумен-
ту, если в нем присутствует глагол в форме повели-
тельного наклонения, и на первый взгляд при на-
личии морфологической разметки данный признак
тоже достаточно легко поддается автоматизации.
Однако при анализе результатов автоматической
простановки было выявлено, что и в этом случае
требуется ручная постобработка. Так, признак «Им-
ператив» не нужен, если словоформа в императиве
присутствует, но утрачивает свое изначальное зна-
чение. К подобным «ложным» императивам можно
отнести, например, устойчивое сочетание (не) дай
бог или глаголы в повелительном наклонении, упо-
требляемые в дискурсивном значении: извольте,
разрешите.

4.2 Семантические признаки

При разметке примеров, содержащих импли-
цитные ЛСО, особенно значимыми представля-
ются признаки, связанные с семантикой. Эти
признаки можно условно разделить на «скорее
конкретные» и «скорее абстрактные». В первом слу-
чае для простановки признака, как правило, требу-
ется найти лексические единицы или их сочетания,
относящиеся к заданному семантическому клас-
су; во втором же смысловое значение может быть
настолько абстрактным и выражаться лексически
настолько по-разному, что составление списков ис-
комых единиц представляется затруднительным.

Рассмотрим некоторые из семантических при-
знаков, которые относятся к «скорее конкретным».

Признак «Ментальный предикат» указывает на
то, что предикат главной клаузы аргумента можно
отнести к категории ментальных (т. е. касающихся
знаний, рассуждений, мышления; например, гла-
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Лили никогда не знала меры в выпивке;
тут не было ничего удивительного : Ли-

ли вообще не знала, что такое мера .

NoMarker

Рис. 4 Пример, где нужен признак «Ментальный пре-
дикат». (Источник примера: [Лорен Вайсбергер. Дьявол
носит Прада (пер. М. Маяков и др.; 2006)])

— Утро почитаешь , надо быть au courant

всего, знать новости .

NoMarker

Рис. 5 Пример, где не нужен признак «Ментальный пре-
дикат». (Источник примера: [И. А. Гончаров. Обломов
(1848–1859)])

— Почему же не может? — сдерживая сле-
зы, проговорила Анна, очевидно уже не
приписывая никакого значения тому, что

он скажет . Она чувствовала, что судьба

ее была решена [. . . ]

NoMarker

Рис. 6 Пример, где имеется ментальный предикат, не
входящий в список для поиска. (Источник примера:
[Л. Н. Толстой. Анна Каренина (1873–1877)])

голы знать, мечтать, предполагать и др.). Чтобы
найти в исследуемом материале лексические еди-
ницы, входящие в целевую группу, и присвоить со-
ответствующий признак, были использованы дан-
ные Национального корпуса русского языка: для
семантически размеченной части корпуса доступна
функция поиска по лексико-семантическим при-
знакам [22]. Таким образом, можно выгрузить1 спи-
сок глаголов, которые имеют семантическую поме-
ту «ментальная сфера» (по состоянию на 30.05.2025
он включает 245 единиц).

Далее проводился поиск аргументов, которые
включают леммы из списка. Анализ полученных
результатов позволил выявить несколько факторов,
затрудняющих автоматизацию разметки. Во-пер-
вых, из-за неснятой омонимии в выдачу попада-
ли непредикативные единицы, которые в качестве
леммы при этом имели глагол (кажущийся по лем-
ме казаться, определенный по лемме определить).
Во-вторых, признак актуален только в том случае,
когда к ментальным относится именно главный
предикат аргумента (ср. примеры, приведенные на
рис. 4 и 5, содержащие формы глагола знать, ко-
торый включен в список ментальных глаголов из

Национального корпуса русского языка. В пер-
вом случае знала выступает в качестве сказуемого
главной клаузы аргумента (т. е. признак нужен); во
втором же эту функцию выполняет надо (т. _е. при-
знак не нужен).

Наряду с зашумленностью выдачи при автома-
тическом поиске существует также обратная проб-
лема: ментальный предикат может быть выражен
словом, которое не входит в изначальный список
для поиска. В примере на рис. 6 в роли главно-
го ментального предиката клаузы выступает глагол
чувствовать. Сам по себе этот глагол скорее от-
носится к семантическому классу эмоциональной
лексики, но здесь он употреблен в качестве мен-
тального предиката, сближаясь по значению с гла-
голом понимать.

Таким образом, даже если признак таков, что
его потенциальные показатели теоретически мож-
но задать в виде списка, полностью автоматизиро-
вать разметку не представляется возможным. Тем
не менее использование списков целевой лексики
позволяет значительно облегчить разметку и сде-
лать ее более последовательной, а также проводить
дополнительную проверку уже размеченных дан-
ных.

Рассмотрим некоторые из признаков, которые
относятся к «скорее абстрактным».

Признак «Смена состояния» подразумевает, что
один из аргументов включает указание на состоя-
ние, а другой — указание на то, что это состояние
впоследствии изменилось. В примере на рис. 7
лексическими маркерами смены состояния служат
слова проспал–проснулся. Однако реализация этого
признака может быть крайне разнообразной. Пере-
ход от сна к бодрствованию — лишь один из многих
вариантов смены состояния, и заранее составить
ограниченный набор целевых лексических единиц
не представляется возможным.

Еще один признак — «Действие–результат» —
присваивается блоку текста в случае, если один из
аргументов — указание на действие, а другой —
указание на результат действия2. В примере на
рис. 8 описана ситуация, где действующее лицо
ищет некий предмет (действие), но не находит его
(результат). Лексическими маркерами признака
в русском языке служат слова обошел – не нашел.
Данный пример хорошо иллюстрирует проблему,
обозначенную выше: ввиду разнообразия лексиче-
ских маркеров автоматизировать разметку затруд-
нительно. Так, более ожидаемой парой глаголов для
описания ситуации безрезультатного поиска было
бы искать – не найти, а не обойти – не найти.

1https://ruscorpora.ru/page/instruction-semantic/.
2В случае с ЛСО противопоставления результат, как правило, не соответствует ожидаемому.
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Старик проспал весь процесс. Пиджак его был за-

сыпан пеплом. Он проснулся при виде Поли Бе-

лоцерковской.

The old man had slept throughout the trial. His jacket

was covered in cigarette ash. But he had woken up

when Paulina Byelotserkovskaya had appeared.

NoMarker but

Рис. 7 Пример, где необходим признак «Смена состояния». (Источник примера: [И. Э. Бабель. Карл-Янкель (1931) |
Karl-Yankel (пер. P. Constantine; 2002)])

Just before dinner two telegrams were handed in.
The first ran: — “Have just heard that Barrymore
is at the Hall. — BASKERVILLE.” The second: —
“Visited twenty-three hotels as directed, but sorry, to

report unable to trace out sheet of Times. — CART-
WRIGHT.”

Перед самым обедом нам подали две телеграм-
мы. Первая гласила: «Только что сообщи-
ли Бэрримор дома. Баскервиль». Вторая:
«Обошел двадцать три гостиницы сожалению из-

резанной страницы «Таймса» не нашел. Картрайт».

but NoMarker

Рис. 8 Пример, где необходим признак «Действие–результат». (Источник примера: [Arthur Conan Doyle. The hound
of the Baskervilles (1902) | Собака Баскервилей (пер. Н. Волжина; 1948)])

Таким образом, разметка семантических при-
знаков, которые относятся к «скорее абстрактным»,
сложнее всего поддается автоматизации.

5 Заключение

В статье были рассмотрены основные этапы раз-
метки имплицитных ЛСО: поиск целевых фрагмен-
тов в корпусном материале, выделение аргументов
ЛСО, а также присвоение признаков целевым фраг-
ментам текста.

Показано, что разнообразие семантических
критериев, которым должны удовлетворять разме-
ченные данные, приводит к необходимости вы-
ходить далеко за пределы собственно анализа
имплицитных ЛСО: это и вопросы анализа син-
таксической структуры текста, и проблемы снятия
омонимии, и задачи составления списков лексики,
относящейся к заданному семантическому классу.
Полная автоматизация на данном этапе не пред-
ставляется возможной, сохраняется необходимость
привлекать эксперта, по крайней мере для постоб-
работки, однако представленные подходы к автома-
тизации разметки способны значительно ускорить
создание наборов данных с имплицитными ЛСО
и сделать разметку более согласованной.

Информационная система для анализа ЛСО раз-
рабатывается авторами с учетом всех вышеописан-
ных сложностей: она позволяет не только созда-
вать АПС в ручном режиме, но и обрабатывать
ранее сформированные АПС, при необходимости
корректируя разметку в автоматизированном ре-
жиме. Таким образом, система представляет собой
эффективный инструмент для работы разметчика
и эксперта.
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Abstract: The article outlines the principal challenges encountered in the automation of annotating implicit
discourse relations, analyzes the underlying causes of these challenges, and suggests possible solutions. The article
examines the main stages of the process: (i) the extraction of examples with implicit discourse relations; (ii) the
delimitation of relational argument boundaries; and (iii) the selection of features for annotation of the extracted
fragments. The results of applying the method of search with exclusion in parallel texts are presented along with
a critical assessment of its limitations. Two factors significantly hindering the automation of argument identification
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in text spans with implicit discourse relations are analyzed: the considerable variability in argument length and the
noncontiguous nature of arguments, which may be interrupted by intervening tokens. A comprehensive analysis of
methods for automating feature selection for the linguistic data is provided. It has been demonstrated that even the
processing of formal features may require the involvement of experts. Furthermore, while some semantic features
are amenable to partial automation, others currently require manual annotation. The conclusions are illustrated by
examples from the corpus.
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ИЕРАРХИЯ АКОФФА И ЗАДАЧИ ИЗВЛЕЧЕНИЯ ЗНАНИЯ

ИЗ ТЕКСТОВ

И. М. Зацман1

Аннотация: Цель статьи состоит в описании информационных моделей процессов извлечения из текстов
лингвистического знания об исследуемых языковых единицах на основе иерархии Акоффа, которая
была предложена им в 1989 г. Компоненты иерархии, которые рассматриваются в данной статье, —
это данные, информация и знание. Основной результат Акоффа состоит в разграничении смыслового
содержания слов, которые обозначают компоненты иерархии, и довольно общей формулировке задачи
описания трансформаций компонентов. Описание Акоффом этой задачи порождает дискуссии уже не
одно десятилетие. При этом задача описания трансформаций компонентов до сих пор остается нерешен-
ной. Не претендуя на решение этой задачи в общем виде, в статье предлагается подойти к решению ее
частных случаев для предметной области извлечения знания из текстов на основе детализации смысло-
вого содержания слов «данные», «информация» и «знание». На основе предлагаемого подхода описаны
две модели извлечения знания из текстов, каждая из которых специфицирует перечень трансформаций
детализированных компонентов иерархии Акоффа. Первая модель стала основой для проектирования
технологий без учета неудачных исходов извлечения знания из текстов, а вторая модель — для проектиро-
вания технологий с их учетом. Проведенные эксперименты показали, что спроектированные технологии,
использующие надкорпусные базы данных, обеспечивают извлечение из текстов уже известного и нового
лингвистического знания, а также формирование новых классификаций.

Ключевые слова: иерархия Акоффа; данные; информация; знание; извлечение знания; классификация
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1 Введение

Иерархия Акоффа, которая была предложена
им в 1989 г., включает четыре компонента (дан-
ные, информация, знания, мудрость). Последний
компонент рассматривается только в обзорной час-
ти данной статьи. Основной результат Акоффа
состоит в разграничении смыслового содержания
слов, которые обозначают компоненты иерархии,
и довольно общей формулировке задачи описания
трансформаций компонентов [1]. Описание Акоф-
фом этой задачи порождает дискуссии уже не одно
десятилетие. При этом задача описания трансфор-
маций компонентов до сих пор остается нерешен-
ной.

Другое часто используемое название иерархии
Акоффа — иерархия DIKW (Data, Information,
Knowledge, Wisdom). Четвертый компонент иногда
опускается и тогда используется название иерархия
DIK (Data, Information, Knowledge). По словам
Дж. Роули [2, с. 163], иерархия DIKW «является
одной из фундаментальных, широко признанных
и «само собой разумеющихся (taken for granted)»
моделей в литературе по информации и знаниям».

Согласно Акоффу, «данные. . . есть результат на-
блюдения. Информация. . . извлекается из данных
путем анализа, со многими аспектами которого

компьютеры справляются. . . В любом случае ин-
формация выводится из данных» [1, с. 3]. При этом
Акофф не уточняет, с какими аспектами анализа
данных компьютеры справляются, а с какими —
нет.

Главный вывод, к которому пришла Дж. Ро-
ули после изучения иерархии Акоффа, заключается
в следующем: «. . . информация определяется на
основе данных, знание — на основе информации. . .
но имеется меньше консенсуса в описании процес-
сов, которые преобразуют компоненты, находящи-
еся ниже в иерархии, в компоненты, находящиеся
выше» [2, с. 163].

Согласно Дэвиду Вайнбергеру, описание Акоф-
фом перехода от информации к знаниям в иерархии
DIKW оказалось более спорным, чем описание пе-
рехода от данных к информации. Недостатки этого
описания он сформулировал так: «знание — это
не просто результат алгоритмического преобразо-
вания [компонентов]. . . Оно — результат гораздо
более сложного процесса, который является соци-
альным, целенаправленным, контекстно и куль-
турно обусловленным. . . Наиболее важным в этом
отношении является то, что там, где решения слож-
ные и знание [необходимое для решения] получить
трудно, оно не определяется на основе информа-
ции» [3]. В работах [4, 5] сопоставлены существу-
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ющие точки зрения на иерархию DIKW в части
описания перехода от информации к знанию и от-
мечается, что это один из самых сложных вопросов
для ее понимания.

Продолжение довольно общего обсуждения ие-
рархии Акоффа и задачи описания трансформаций
ее компонентов (далее — задача Акоффа) не ста-
вится целью данной статьи. Ее цель состоит в опи-
сании подхода к решению частных случаев этой за-
дачи для предметной области извлечения знания из
текстов на основе детализации смыслового содер-
жания слов «данные», «информация» и «знание».

Кроме иерархии Р. Акоффа в статье использу-
ется принцип Н. Белкина, который был им сфор-
мулирован в фундаментальном обзоре 1978 г. Суть
этого принципа заключается в том, что смысловое
содержание многозначных слов (таких как слово
«информация») необходимо детализировать исходя
из контекста постановки и решения задач в кон-
кретной предметной области [6]. В данной статье —
это задачи извлечения знания из текстов предложе-
ний.

Согласно типологии проблем информатики
Дэвида Арела по основанию видов их сложности
(вычислительная, системная и когнитивная) из-
влечение знания из текстов относится к задачам
когнитивной сложности [7], информационные тех-
нологии (ИТ) решения которых относятся к классу
человеко-машинных. Поэтому созданные две мо-
дели включают трансформации компонентов, ко-
торые выполняются экспертно.

В заключение этого раздела отметим, что иерар-
хия Акоффа в ее классической форме применяется
в информатике при проектировании ИТ визуаль-
ной аналитики [8, 9].

2 Предлагаемый подход

Предлагаемый ниже подход к решению частных
случаев задачи Акоффа для предметной области
извлечения знания из текстов строится на основе
следующих принципов:

– разграничение смыслового содержания слов
«данные», «информация» и «знание» согласно
иерархии Акоффа;

– деление предметной области информатики на
среды разной природы [10];

– детализация смыслового содержания много-
значных слов исходя из контекста постанов-
ки и решения задач в конкретной предметной
области (принцип Н. Белкина).

Основная идея построения предлагаемого под-
хода состоит в принципиально иной последо-
вательности трансформаций (переходов) между
данными, информацией и знанием в предметной
области извлечения знания из текстов по сравне-
нию с иерархией Акоффа. В иерархии Акоффа по-
стулируется следующая последовательность транс-
формаций: данные → информация → знание.
Однако в нейролингвистике доказано эксперимен-
тально, что в предметной области извлечения
знания из текстовых данных и его представле-
ния в форме знаковой информации реализуется
иная последовательность трансформаций: дан-
ные → знание → информация [11, 12]. В инфор-
матике эта последовательность описана, например,
в работе [13].

Таким образом, предлагаемый подход представ-
ляет собой сочетание последовательности транс-
формаций (переходов): данные → знание → ин-
формация и трех вышеперечисленных принципов.
Отметим, что описание принципа деления предмет-
ной области информатики на среды разной приро-
ды дано в работе [10] согласно определению ин-
форматики по К. Нюгору [14] и его последующему
развитию в работах [15, 16]. В результате деле-
ния предметной области в работе [10] рассмотрены
следующие среды:

– ментальная среда — совокупность когнитивных
феноменов, формируемых в процессах позна-
ния, происходящих в сознании людей (напри-
мер, знание и концепты);

– сенсорно воспринимаемая (кратко — инфор-
мационная) среда — совокупность сенсорно
воспринимаемых феноменов, находящихся вне
сознания, но которые могут с ним взаимодей-
ствовать (например, текстовое описание извле-
ченного знания1);

– цифровая среда — совокупность компьютерных
кодов;

– нейросреда — электрические потенциалы
и магнитные поля, генерируемые мозгом в про-
цессе сенсорного восприятия феноменов, на-
ходящихся вне сознания; такие потенциалы

1В статье слова «значение» и «концепт» становятся синонимами, если для описания (дефиниций) значений исследуемых язы-
ковых единиц используется только один естественный язык. В случае двуязычного описания значений смысловое содержание
этих слов отличается. Слово «значение» используется до описания значения языковой единицы средствами знаковой системы есте-
ственного языка (например, в словосочетании «знание о значении»). Слово «концепт» — это смысловое содержание его описания,
сформированного средствами некоторой знаковой системы. Это отличие подчеркивает сложность идентичного описания одного
и того же значения в разных языках.
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и поля используются, например, в ИТ управ-
ления роботизированной рукой [17] и в других
ИТ, применяющих интерфейсы «мозг–компь-
ютер»;

– ДНК-среда – совокупность синтезированных
цепочек РНК и ДНК, которые используются
для хранения больших объемов данных.

Согласно принципу Н. Белкина [6] о детали-
зации смыслового содержания многозначных слов
(в статье это слова «данные», «информация» и «зна-
ние»), для построения двух моделей ИТ, обеспе-
чивающих извлечение лингвистического знания из
текстов с учетом и без учета неудачных исходов его
извлечения, введем следующие семь определений
компонентов создаваемых моделей, которые будем
использовать как терминологическую основу про-
ектирования ИТ:

(1) сенсорно воспринимаемые человеком данные
(далее — СВ-данные) — это тексты предло-
жений, содержащих исследуемые языковые еди-
ницы;

(2) цифровые данные — это компьютерные коды
символов СВ-данных;

(3) сенсорно воспринимаемая (знаковая) инфор-
мация — это описание значений исследуемых
языковых единиц как концептов используемо-
го естественного языка или неудачных исходов
извлечения;

(4) цифровая информация — это компьютерные
коды символов знаковой информации;

(5) знание об исследуемых языковых единицах
(известное или новое):

(а) известное знание — это совокупность зна-
чений исследуемых языковых единиц, опи-
сание которых включает словарь, вы-
бранный в качестве эталона новизны для
решения задач извлечения знания из текс-
тов;

(б) новое знание — это извлеченные значения
исследуемых языковых единиц, описание
которых отсутствует в словаре;

(6) концепт — это результат членения знания
в той или иной знаковой системе естествен-
ного языка;

(7) нейрообразы символов СВ-данных — это ре-
зультат их сенсорного восприятия человеком
до начала стадии их семантического анали-
за [11, 12].

3 Модель без учета неудачных
исходов извлечения знания

Для построения первой модели ИТ, обеспечива-
ющей решение задач извлечения лингвистического
знания без учета неудачных исходов его извлечения
из текстов, необходимы первые шесть компонентов
и три среды (ментальная, информационная и циф-
ровая): извлеченное известное и новое знание че-
ловека, а также его составляющие (концепты) при-
надлежат к ментальной среде; СВ-данные и знаковая
(сенсорно воспринимаемая) информация — к ин-
формационной среде; цифровые данные и цифровая
информация — к цифровой среде компьютеров.

В соответствии с экспериментальными данны-
ми нейролингвистики [11, 12], в результате при-
менения принципа Н. Белкина к иерархии DIK
(редуцированный вариант иерархии Акоффа без
компонента «мудрость») была построена модель
под названием «трехсредовой», которая содержит
первые шесть компонентов из семи вышеперечис-
ленных и пять их трансформаций, пронумерован-
ных как 1, А, 2–4 на рис. 1. Двойная нумерация
трансформации на рис. 1 и 3 (см. ниже) упроща-
ет сопоставление этих двух рисунков. Арабскими
цифрами пронумерованы совпадающие по смыс-
ловому содержанию трансформации (переходы),
а буквами обозначены различающиеся трансфор-
мации.

Опишем пять трансформаций трехсредовой мо-
дели извлечения из текстовых данных лингвисти-
ческого знания об исследуемых языковых единицах
без учета неудачных исходов его извлечения:

– 1 — декодирование цифровых данных, т. е. фор-
мирование СВ-данных предложения, содержа-
щего исследуемую языковую единицу;

– А — семантический анализ СВ-данных пред-
ложения и извлечение из него знания о том
значении (известном или новом) исследуемой
языковой единицы, в котором она используется
в этом предложении;

Рис. 1 Трехсредовая модель извлечения знания
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– 2 — соотнесение знания о значении с концеп-
тами того естественного языка, на котором
в информационной среде готовится дефиниция
значения (если необходимо получить двуязыч-
ное описание значения, то деление извлечен-
ного знания на концепты выполняется в рамках
каждого из двух естественных языков);

– 3 — формирование дефиниции извлеченного
значения как знаковой информации, знание о ко-
тором соотнесено с концептами используемого
естественного языка; для известного значения
исследуемой языковой единицы его дефиниция
(описание) копируется из словаря;

– 4 — формирование цифровой информации в про-
цессе кодирования символов знаковой инфор-
мации.

Технология, разработанная на основе трехсре-
довой модели, была применена для обнаружения
и извлечения новых значений немецких модальных
глаголов, которые не описаны в немецко-русском
словаре. В этой технологии первая и четвертая
трансформации (декодирование и кодирование)
выполняются программно, а трансформация «А»,
вторая и третья трансформации выполняются экс-
пертами. Они используют надкорпусную базу дан-
ных немецко-русских параллельных текстов, раз-
работанную в ФИЦ ИУ РАН, которая содержит
тексты предложений (около 18 млн словоупотреб-
лений) и дефиниций значений немецких модаль-
ных глаголов как исследуемых языковых единиц.
Дефиниции их значений формируются в процессе
семантического анализа предложений. Отметим,
что кроме дефиниций значений эксперт заполняет
таблицу с формализованным описанием контекста
глагола в этом значении. Дефиниции с таблицами
планируется использовать как обучающее множе-
ство для нейронной сети, которой в будущем пла-
нируется передать часть работы экспертов.

С помощью этой технологии эксперты выпол-
нили семантический анализ около 4000 предложе-
ний с известными и новыми значениями немецких
модальных глаголов (d�urfen, k�onnen, m�ogen, m�ussen,
sollen и wollen). Один процент проанализированных
предложений (40 из 4000) содержал новое языковое
знание о значениях немецких модальных глаголов.
Предложения с известными значениями использу-
ются для пополнения списка примеров, иллюстри-
рующих эти значения в словарных статьях иссле-
дуемых языковых единиц. Предложения с новыми
значениями используются для включения в эти сло-
варные статьи их описаний с иллюстрирующими
примерами. Это обеспечивает актуализацию сло-
варей на основе знания, извлеченного из текстов
надкорпусной базы данных.

Рис. 2 Технологический цикл обработки предложения

Опишем пример решения задачи семантическо-
го анализа предложений с немецкими модальными
глаголами на основе трехсредовой модели и моно-
язычного описания их значений. Как отмечено вы-
ше, эта модель содержит шесть компонентов и пять
их трансформаций (см. рис. 1). Технологический
цикл обработки каждого предложения с глаголом
содержит пять этапов (рис. 2), которые соответству-
ют этим пяти трансформациям.

На первом этапе осуществляется поиск в над-
корпусной базе данных предложения с одним из
шести перечисленных глаголов в любой его форме
и его отображение на экране эксперта. На вто-
ром этапе эксперт проводит семантический анализ
предложения и в результате интроспекции форми-
руется знание эксперта о значении глагола, в ко-
тором он используется в этом предложении. Для
моноязычного описания на третьем этапе концепт
как синоним значения глагола проверяется на но-
визну. Ее критерием служит описание значений
этого глагола в словаре надкорпусной базы данных.
Если в словаре значение глагола, в котором он ис-
пользуется в этом предложении, не описано, то оно
считается новым. На четвертом этапе эксперт фор-
мирует таблицу описания контекста и дефиницию
значения глагола (если значение новое), которые
на пятом этапе кодируются и записываются в над-
корпусную базу данных.

Проиллюстрируем этот цикл обработки на пред-
ложении «Was sollte denn dies wieder bedeuten?» (Что
это должно означать?) из книги Ф. Дюрренматта
«Подозрение» (перевод Н. Савинкова). После из-
влечения этого предложения из надкорпусной базы
данных эксперт в результате семантического ана-
лиза определяет значение глагола sollen (в предло-
жении он в форме sollte) как долженствование. Это
значение не рассматривается как новое, так как оно
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уже описано в словаре. Эксперт заполняет таблицу
с формализованным описанием контекста глагола
в этом предложении и записывает ее в надкорпус-
ную базу данных.

4 Модель, учитывающая
неудачные исходы
извлечения знания

Для построения второй модели ИТ, обеспечива-
ющей решение задач извлечения лингвистического
знания с учетом неудачных исходов его извлече-
ния из текстов, необходимы все вышеперечислен-
ных семь компонентов и четыре среды (менталь-
ная, информационная, цифровая и нейросреда).
По сравнению с трехсредовой моделью, которая
не учитывает случаи неудачного исхода извлечения
знания, добавляются нейросреда и нейрообразы
символов СВ-данных предложений, содержащих
исследуемые языковые единицы. Вторая модель,
названная четырехсредовой (рис. 3), дает возмож-
ность описать такие случаи.

Отметим, что заранее не известно, из СВ-дан-
ных каких предложений возможно извлечение из-
вестного или нового лингвистического знания об
исследуемых языковых единицах, а из каких пред-
ложений экспертам этого сделать не удастся. Че-
тырехсредовая модель на рис. 3 учитывает такие
случаи.

Когда экспертам не удается интерпретировать
нейрообразы символов СВ-данных предложения,
тогда в надкорпусную базу данных вместо таблицы
и описания значения исследуемой языковой едини-
цы заносится тег unknown для этого предложения.
К семантическому анализу предложений с таки-
ми тегами эксперты возвращаются через некото-
рый период времени. Между моментами времени
повторного семантического анализа такие предло-
жения с тегами unknown хранятся в надкорпусной
базе данных.

Четырехсредовая модель содержит все семь вы-
шеопределенных компонентов, а также тег un-
known и его коды в цифровой среде. Между ни-
ми есть восемь трансформаций, пронумерованных
как 1, B–E, 2–4 на рис. 3. Трансформации 1–4
описаны при рассмотрении трехсредовой модели.
Как было отмечено выше, эти трансформации со-
впадают в обеих моделях. Отличие между ними
состоит в том, что четырехсредовая модель вме-
сто одной трансформации А (СВ-данные предло-
жения → извлеченное из него знание о значении)
включает четыре следующих трансформации, обо-
значенных на рис. 3 буквами B–E:

– B — формирование нейрообразов символов на
основе СВ-данных предложения в процессе их
сенсорного восприятия человеком [11, 12];

– C — генерация знания о значении исследуемой
языковой единицы в процессе семантическо-
го анализа нейрообразов символов на основе
СВ-данных предложения (для случая удачного
извлечения знания);

– D — простановка тега unknown для анализи-
руемого предложения для случая неудачного
извлечения знания;

– E — кодирование тега unknown и запись его
кодов в надкорпусную базу данных.

В технологии, разработанной на основе че-
тырехсредовой модели, трансформация «Е», пер-
вая и четвертая трансформации (декодирование
цифровых данных, кодирование тега и знаковой
информации) выполняются программно, а транс-
формации B–D, вторая и третья трансформации
выполняются экспертами. В этой технологии
они используют надкорпусную базу данных рус-
ско-французских параллельных текстов, разрабо-
танную в ФИЦ ИУ РАН, которая содержит текс-
ты предложений (около 2 млн словоупотреблений)
и дефиниции значений коннекторов как исследу-
емых языковых единиц. Дефиниции их значений
формируются в процессе семантического анализа
предложений для случаев удачных исходов извле-
чения знания.

С помощью технологии, разработанной на
основе четырехсредовой модели, эксперты выпол-
нили семантический анализ около 18 500 предло-
жений с коннекторами русского языка. Основная
цель применения этой технологии состоит в по-
строении новой классификации внутритекстовых
(дискурсивных) отношений, выражаемых или уста-
навливаемых коннекторами [18]. В 6,75% проана-
лизированных предложений (1250 из 18 500) экс-
перты проставили тег unknown.

Рис. 3 Четырехсредовая модель извлечения знания
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В результате семантического анализа
17 250 предложений был сформирован список из-
вестных и новых внутритекстовых отношений как
значений коннекторов русского языка. На осно-
ве этого списка в ФИЦ ИУ РАН была создана
принципиально новая классификация внутритекс-
товых отношений. Ее сопоставительный анализ
с ранее созданными классификациями продемон-
стрировал, что она обладает существенно большей
полнотой и детальностью описания внутритексто-
вых отношений. Уникальное ее свойство состоит
в возможности определения меры близости внутри-
текстовых отношений, определяемой по степени
общности их различительных признаков [19, 20].

5 Заключение

Для создания двух моделей извлечения из тек-
стов лингвистического знания (см. рис. 1 и 3) ис-
пользовались компоненты четырех из пяти сред,
так как для решения рассмотренных частных слу-
чаев задачи Акоффа ДНК-среда не используется.
Трехсредовая модель состоит из шести компонен-
тов и пяти их трансформаций. Четырехсредовая
модель состоит из девяти компонентов и восьми их
трансформаций.

Для решения частных случаев задачи Акоффа
каждый из трех компонентов классической иерар-
хии Акоффа (данные, информация, знание) был
заменен на два компонента. Также были добавле-
ны седьмой компонент (нейрообразы), тег unknown
и его коды для решения задач извлечения знания
из текстов с учетом случаев неудачных исходов из-
влечения знания. Методическая особенность пред-
лагаемого в статье подхода состоит в том, что он
позволяет преодолевать огромный разрыв между
абстрактным уровнем иерархии Акоффа и реальны-
ми ИТ, обеспечивающими решение практических
задач извлечения знания из текстов.

В заключение отметим, что теоретической осно-
вой решения рассмотренных частных случаев за-
дачи Акоффа служат принцип Н. Белкина (о де-
тализации смыслового содержания многозначных
слов исходя из контекста постановки и решения
задач в конкретной предметной области) и прин-
цип деления предметной области информатики на
среды разной природы [14–16]. Для решения за-
дач извлечения из текстов лингвистического знания
с применением систем искусственного интеллекта
планируется использовать эти два принципа, а так-
же информационный ресурс, сформированный по
технологиям, разработанным согласно созданным
двум моделям, который может служить обучающим
множеством для искусственных нейронных сетей.

Автор признателен анонимному рецензенту
и редактору за предложения и замечания, учет ко-
торых позволил существенно улучшить статью.
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Abstract: The aim of the paper is to describe information models of the processes of discovering in texts linguistic
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