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ОЦЕНИВАНИЕ ПАРАМЕТРОВ СМЕСИ НОРМАЛЬНЫХ

МНОГОМЕРНЫХ РАСПРЕДЕЛЕНИЙ С ОГРАНИЧЕНИЯМИ

НА КОВАРИАЦИОННЫЕ МАТРИЦЫ

М. П. Кривенко1

Аннотация: Рассматриваются постановка и метод решения задачи нахождения оценки максимального
правдоподобия параметров смеси нормальных многомерных распределений, позволяющих исключить
возникновение «бесконечно» больших значений функции правдоподобия. Предлагается обусловить
множество возможных ковариационных матриц так, чтобы они не становились сингулярными. Для
этого вводится ограничение λ0 для собственных чисел оцениваемых ковариационных матриц элементов
смеси. Коррекция малых собственных чисел, меньших λ0, ковариационных матриц элементов смеси по-
зволяет нейтрализовать возникающие вычислительные проблемы с неограниченностью правдоподобия,
правда, ценой достаточно трудоемкой процедуры замены в случае необходимости собственных чисел
ковариационных матриц на каждом шаге итерационного EM-алгоритма. Обоснование правомерности
предлагаемых решений позволяет не только получить детальное описание соответствующих действий, но
и предложить варианты выбора нового дополнительного параметра элементов смеси λ0. Оценивание па-
раметров смеси при ограничениях решает в первую очередь вычислительные проблемы, но может влиять
на эффективность использования оценки смеси. Это иллюстрируется на примере задачи классификации
данных.

Ключевые слова: смесь нормальных многомерных распределений; оценка максимального правдоподобия;
EM-алгоритм
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1 Введение

Модель смеси нормальных распределений мо-
жет эффективно использоваться как средство ап-
проксимации реальных данных, методологически
обеспечивать решение задач их классификации
и при этом быть доступной с точки зрения тео-
ретического анализа [1–3]. Для оценивания па-
раметров модели могут применяться различные
подходы, среди которых метод максимального
правдоподобия и его воплощение в виде EM-алго-
ритма (EM — Expectation-Maximization) занимают
главенствующее место, потому что позволяют не
привлекать дополнительной априорной информа-
ции к уже не простой постановке задачи описания
данных с помощью параметрической модели, авто-
матически и достаточно эффективно решать задачу
оценивания параметров в широком диапазоне зна-
чений числа элементов смеси [4].

Рассмотрим задачу оценивания по методу мак-
симального правдоподобия параметров смеси нор-
мальных n-мерных распределений:

f(u) =

k∑

j=1

pjg (u,aj,Cj) ,

pj > 0 , j = 1, k ,

k∑

j=1

pj = 1 ;

g (u,aj,Cj) = (2π)
−n/2|Cj |−1/2 ×

× exp
[
−
(u − aj)

T
C

−1
j (u − aj)

2

]
, j = 1, k .

Для реализации этапа максимизации итераци-
онного EM-алгоритма [5, разд. 2.1] необходимо
найти решение задачи

k∑

j=1

N∑

i=1

qij ln g (xi,aj ,Cj)→ max
a1,...,ak,
C1,...,Ck

, (1)

где qij — заданные апостериорные вероятности
принадлежности наблюдения xi к j-му элементу
смеси, i = 1, N , j = 1, k. При известных для j =
= 1, k параметрах смеси p∗j , a∗

j иC∗
j апостериорные

вероятности принимают вид:

qij =
p∗jg(xi,a

∗
j ,C

∗
j )∑k

l=1
p∗l g(xi,a

∗
l ,C

∗
l )
.

Для решения (1) необходимо и достаточно для
каждого допустимого значения j найти решение
задачи

N∑

i=1

gij ln g(xi,aj,Cj)→ max
aj ,Cj

,
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которая эквивалентна задаче минимизации
функции

φ∗
(
aj,C

−1
j

)
= −

(
N∑

i=1

qij

)
ln
∣∣C−1

j

∣∣+

+

N∑

i=1

qij(xi − aj)
T
C

−1
j (xi − aj). (2)

При минимизации этой функции в ходе нахожде-
ния оценок максимального правдоподобия воз-
можна ситуация, когда функция правдоподобия
примет «бесконечно» большие значения. Наиболее
ярко это проявляется при малых объемах выборки
и связано с тем, что для некоторого элемента сме-
си соответствующие выборочные значения начи-
нают сосредоточиваться в пространстве меньшей
размерности (например, из-за дискретности на-
блюдаемых значений хотя бы по одной из коор-
динат или из-за возникающих линейных зависимо-
стей между координатами), как следствие, среди
собственных чисел соответствующей ковариаци-
онной матрицы появляются практически равные
нулю значения. Для решения этой проблемы до-
статочно каким-то образом обусловить множество
возможных ковариационных матриц так, чтобы они
не становились сингулярными. Для этого в [6]
предлагалось вводить ограничения для собствен-
ных чисел ковариационных матриц элементов сме-
си, а также давался набросок обоснования вида
соответствующей оценки максимального правдо-
подобия. В данной статье, в отличие от ранее су-
ществовавшей аргументации, приводится полное
доказательство результата по оценке, позволяющее
также решать и задачу подбора вводимых ограни-
чений.

2 Оценивание при ограничениях
на собственные числа

Пусть все собственные числа λi(Cj) ковариа-
ционных матриц Cj элементов смеси ограничены
снизу некоторой положительной константой λ0,
т. е. λi(Cj) ≥ λ0 > 0, i = 1, n. Заметим, что в этом
случае Cj — положительно определенная матри-
ца, поэтому C−1

j также положительно определен-
ная. Учитывая ограничения на собственные чис-
ла матрицы Cj, получаем, что собственные числа
λi(C

−1
j ) матрицы C−1

j должны удовлетворять сле-
дующим неравенствам:

0 < λi

(
C

−1
j

)
≤ λ−10 , i = 1, n.

Обозначим через λ(i) i-й по порядку элемент
в упорядоченной по возрастанию последователь-
ности значений λi, i = 1, n.

Лемма 1. ЕслиA = {aij} — некоторая симметричная

матрица с собственными числами λi, то λ(1) ≤ aii ≤
≤ λ(n), i = 1, n.

Д о к а з а т е л ь с т в о . A — симметричная матри-
ца, значит, существуют ортогональная матрица O
и диагональная матрица ˜ = diag (λ1, . . . , λn) та-
кие, что A = OT˜O. Отсюда сразу же следуют
требуемые неравенства, например:

aii = λ1o
2
i1 + · · ·+ λno

2
in ≤

≤ λ(n)o
2
i1+· · ·+λ(n)o2in = λ(n). �

Для упрощения записи при фиксированном зна-
чении j введем следующие обозначения:

b = (b1, . . . , bn)
T
= aj; G = C

−1
j ; φ

∗ = φ∗(aj ,C
−1
j );

ei = qij , i = 1, N ; w =
N∑

i=1

ei =
N∑

i=1

qij .

Тогда (2) примет вид:

φ∗ = −w ln |G|+
N∑

i=1

ei(xi − b)TG(xi − b).

Для произвольного набора наблюденных зна-
чений xi и заданных величин qij, i = 1, N , j =
= 1, k, согласно EM-алгоритму определены следу-
ющие оценки:

b∗ =

∑N

i=1
eixi

w
;

D
∗ =

∑n

i=1
ei(xi − b∗)(xi − b∗)T

w
.

Матрица D∗ есть сумма неотрицательно опре-
деленных симметричных матриц с положитель-
ными коэффициентами, поэтому она также неот-
рицательно определенная симметричная матрица.
Отсюда получаем, что существует такая ортогональ-
ная матрица U∗, что U∗T

D
∗
U

∗ = ˜∗, где ˜∗ =
= diag (λ∗1, . . . , λ

∗
n)— матрица с собственными чис-

лами матрицыD∗ на диагонали.

Теорема 1. Минимум функции

φ∗ = −w ln |G|+
N∑

i=1

ei (xi − b)TG (xi − b)

при произвольных значениях b и положительно опре-

деленных симметричных матрицах G, собственные

числа которых удовлетворяют неравенствам 0 <
< λi(G) ≤ λ−10 , i = 1, n, достигается при b = b∗

иG = U∗(˜∗∗)−1U∗T, где

ИНФОРМАТИКА И ЕЁ ПРИМЕНЕНИЯ том 19 выпуск 2 2025 3
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˜
∗∗ = diag (λ∗∗1 , . . . , λ

∗∗
n ) ,

λ∗∗i =

{
λ∗i , если λ∗i ≥ λ0 ;

λ0, если λ∗i < λ0.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Воспользовавшись равен-
ствами

(xi − b∗)TG (xi − b∗) = tr (G(xi − b∗)(xi − b∗)T);

N∑

i=1

ei(xi − b∗)T = 0T;
N∑

i=1

ei(xi − b∗) = 0,

преобразуем выражение для φ∗:

φ∗ = −w ln |G|+
N∑

i=1

ei (xi − b)
T
G (xi − b) =

= −w ln |G|+
N∑

i=1

ei (xi − b∗)TG (xi − b∗) +

+

(
N∑

i=1

ei

)
(b∗ − b)

T
G (b∗ − b) =

= −w ln |G|+w tr (GD∗)+w (b∗ − b)TG (b∗ − b) .

Так как w > 0, то для минимизации φ∗достаточно
минимизировать функцию

ψ = − ln |G|+tr (GD∗)+ (b∗ − b)
T
G (b∗ − b) . (3)

В силу положительной определенности матрицыG
третье слагаемое в выражении (3) всегда неотрица-
тельно и равно нулю только тогда, когда b = b∗,
независимо от конкретного значения матрицы G.
Таким образом, в точке минимума b = b∗, и да-
лее достаточно рассматривать поведение функции
ψ = − ln |G|+ tr (GD∗).

Последующие рассуждения будут основываться
на снижении размерности выборочного простран-
ства, что в необходимых случаях отразится на обо-
значениях, например вместо ψ будет использовать-
ся запись ψn, вместо ˜∗ — ˜∗

n×n. В силу того что
U

∗T = U∗−1, ψn можно представить следующим
образом:

ψn = − ln
∣∣U∗T

GU
∗
∣∣+tr

(
U

∗T
GU

∗
U

∗T
D

∗
U

∗
)
=

= − ln |Vn×n|+ tr
(
Vn×n˜

∗
n×n

)
,

где Vn×n = U
∗T
Gn×nU

∗, Vn×n — положительно
определенная симметричная матрица. Кроме того,
так какU∗ — ортогональная матрица, то собствен-
ные числа матрицVn×n иGn×n совпадают.

Разложим на блоки матрицы Vn×n и ˜∗
n×n,

а именно:

Vn×n =

(
Vn−1×n−1 Vn−1×1

V
T
n−1×1 vnn

)
;

˜
∗
n×n =

(
˜

∗
n−1×n−1 0
0 λ∗n

)
.

В соответствии с правилами оперирования блоками
матрицы [7] имеем:

|Vn×n| =
∣∣∣∣
Vn−1×n−1 Vn−1×1

V
T
n−1×1 vnn

∣∣∣∣ =

= |Vn−1×n−1|
∣∣vnn −VTn−1×1V−1

n−1×n−1Vn−1×1

∣∣ ;

tr
(
Vn×n˜

∗
n×n

)
=

= tr

((
Vn−1×n−1 Vn−1×1

V
T
n−1×1 vnn

)(
λ∗n−1×n−1 0

0 λ∗n

))
=

= tr

(
Vn−1×n−1˜

∗
n−1×n−1 Vn−1×1λ

∗
n

V
T
n−1×1˜

∗
n−1×n−1 vnnλ

∗
n

)
=

= tr
(
Vn−1×n−1˜

∗
n−1×n−1

)
+ vnnλ

∗
n.

Становится верным следующее представление:

ψn = − ln |Vn−1×n−1|+tr
(
Vn−1×n−1˜

∗
n−1×n−1

)
+

+ vnnλ
∗
n − ln

(
vnn −VTn−1×1V−1

n−1×n−1Vn−1×1

)
=

= ψn−1 + vnnλ
∗
n −

− ln
(
vnn −VTn−1×1V−1

n−1×n−1Vn−1×1

)
.

Матрица Vn×n — положительно определенная
и симметричная, поэтому матрица Vn−1×n−1

и, следовательно, V−1
n−1×n−1 также положитель-

но определенные симметричные матрицы [7], т. е.
для произвольного ненулевого вектора x верно
неравенство xTV−1

n−1×n−1x > 0. Отсюда получа-
ем, что независимо от конкретного вида матрицы
V

−1
n−1×n−1 справедливо следующее неравенство:

vnnλ
∗
n − ln

(
vnn −VTn−1×1V−1

n−1×n−1Vn−1×1

)
≥

≥ vnnλ
∗
n − ln vnn ,

где равенство достигается приVn−1×1 = (0, . . . , 0)
T.

Для нахождения минимума функции η(vnn) =
= vnnλ

∗
n−ln vnn рассмотрим три возможных случая:

λ∗n = 0; 0 < λ∗n < λ0; λ∗n ≥ λ0.
Если λ∗n = 0, то необходимо найти минимум

функции η(vnn) = − ln vnn. В силу леммы 1 и огра-
ничений λi(G) ≤ λ−10 получаем

vnn ≤ λ(n) (G) ≤ λ−10 . (4)

Поэтому функция η(vnn) при λ∗n = 0 достигает сво-
его единственного минимума при vnn = λ

−1
0 .

Если λ∗n > 0, то единственный безусловный ми-
нимум функции η(vnn) достигается при vnn = λ

∗
n
−1.

Если дополнительно λ∗n < λ0, то λ−10 < λ∗n
−1 и с по-

мощью (4) получаем vnn ≤ λ−10 < λ∗n
−1; следова-

тельно, минимум η(vnn) достигается при vnn = λ
−1
0 .
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Если λ∗n ≥ λ0, то λ−10 ≥ λ∗n
−1 и с помощью (4) по-

лучаем, что минимум функции η(vnn) достигается
при vnn = λ

∗
n
−1.

Таким образом, доказано, что независимо от
конкретного вида матрицыVn−1×n−1 справедливо
неравенство

ψn−1 + vnnλ
∗
n −

− ln
(
vnn −VTn−1×1V−1

n−1×n−1Vn−1×1

)
≥

≥ ψn−1 +
1

λ∗∗n

λ∗n − ln
(
1

λ∗∗n

)

и матрица



Vn−1×n−1 0

0
1

λ∗∗n


 лежит в классе мат-

риц, удовлетворяющих требуемому ограничению на
собственные числа. Раскладывая и анализируя ана-
логичным образом функцииψn−1, . . . , ψ1, получим,
что максимум функции правдоподобия достигает-
ся при

b = b∗; G = U∗ (˜∗∗)
−1
U

∗T,

что и требовалось доказать. �

3 Оценивание при ограничениях
на дисперсии

Наложим ограничения на ковариационные мат-
рицы, исходя из ограничений на дисперсии в ис-
ходном пространстве данных таким образом, чтобы
после любого ортогонального преобразования вы-
борочного пространства дисперсии координат не
становились бы сколь угодно малыми. За основу
для построения такого ограничения можно взять
минимальные значения дисперсий σ21 , . . . , σ

2
n, σ2i >

> 0, i = 1, n, в исходном выборочном простран-
стве, которые вводятся после содержательного ана-
лиза исходных данных. Дальнейшее построение
ограничений связано с введением условия, что эл-
липсоиды, задаваемые формулами xTC−1

j x = 1,
где Cj — положительно определенная ковариаци-
онная матрица j-го элемента смеси, j = 1, k, со-
держат внутри себя эллипсоид xT›−1x = 1, где
› = diag (σ21 , . . . , σ

2
n).

Пусть далее A и B суть некоторые положитель-
но определенные симметричные матрицы. Тогда по
определению:

– эллипсоид xTAx = 1 содержит внутри себя
точку y, если yTAy ≤ 1;

– эллипсоид xTAx = 1 содержит внутри себя эл-
липсоид xTBx = 1 (обозначим как A ≻ B),
если эллипсоид xTAx = 1 содержит внутри
себя все точки эллипсоида xTBx = 1.

Лемма 2. Для того чтобыA ≻ B, необходимо и доста-

точно, чтобы для любого y выполнялось неравенство

yTAy ≤ yTBy.

Д о к а з а т е л ь с т в о . ПустьA ≻ B. Для произволь-
ного y и некоторого c > 0 в силу положительной
определенности матрицыB верно yTBy = c2, зна-
чит, (y/c)TB(y/c) = 1. Из того, чтоA ≻ B, следует
(y/c)TA(y/c) ≤ 1. Отсюда получаем требуемое:
(y/c)TA(y/c) ≤ 1 = (y/c)TB(y/c), или yTAy ≤
≤ yTBy. Обратное доказывается аналогично. �

Лемма 3. Для произвольной невырожденной матри-

цыT соотношениеA ≻ B выполняется тогда и толь-

ко тогда, когдаTTAT ≻ TTBT.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для любого y имеем:
yTTTATy = zTAz ≤ zTBz = yTTTBTy, где
z = Ty. Аналогичным образом yTAy =
= vTTTATy ≤ vTTTBTy = yTBy, где y = Tv. �

Лемма 4. Соотношение A ≻ I (I — единичная мат-

рица) выполняется тогда и только тогда, когда все

собственные числа матрицыA лежат в промежутке

(0, 1].

Д о к а з а т е л ь с т в о. A— симметричная матрица,
поэтому существуют такие ортогональная матри-
ца U и диагональная матрица ˜ из собственных
чисел матрицы A, что UTAU = ˜. Тогда соглас-
но доказанным леммам 2 и 3 соотношение A ≻ I
эквивалентно соотношению˜ ≻ I, что, в свою оче-
редь, эквивалентно для произвольного y неравен-
ству yT˜y ≤ yTIy. Последнее неравенство фак-
тически задает ограничения на собственные числа
сверху, а из положительной определенностиA сле-
дуют ограничения снизу. �

Вернемся к рассмотрению j-го элемента сме-
си. Для (2) справедливо C−1

j ≻ ›
−1, › =

= diag (σ21 , . . . , σ
2
n) — матрица ограничений на па-

раметры, где σ2i > 0, i = 1, n. Как и прежде,
обозначим G = C−1

j . Выше было показано, что
для этапа максимизации EM-алгоритма в обозна-
чениях 1-й части работы необходимо и достаточно
найти решение задачи

−w ln |G|+
N∑

i=1

ei (xi − b)
T
G (xi − b)→ min

b,G,G≻›−1
.

Заменим рассматриваемую оптимизационную
задачу ей эквивалентной:

− w ln
∣∣TTGT

∣∣+

+

N∑

i=1

ei (xi − b)
T (
T

−1
)T (
T
T
GT

)
T

−1 (xi − b) ,

где T = diag (σ1, . . . , σn). Вводя дополнительные
обозначения
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“G = TGT; yi = T
−1xi; “b = T

−1b,

получаем

−w ln
∣∣∣ “G
∣∣∣+

N∑

i=1

e1

(
yi − “b

)T
“G
(
yi − “b

)
→ min
“b, “G, “G≻I

,

где условие “G ≻ I эквивалентно условию, что соб-
ственные числа матрицы “G не превосходят 1. Заме-
тим, что матрица “G положительно определенная
и симметричная, что следует из положительной
определенности и симметричности матрицы G,
а также из невырожденности и симметричности
матрицы T. Таким образом, мы находимся в усло-
виях доказанной теоремы, где xi необходимо заме-
нить на yi,G на “G, b на “b и λ0 положить равным 1.
Тогда получаем, что минимум выражения (4) до-
стигается при

“b =

∑N

i=1
eiyi

w
; “G = “U∗

(
“̃ ∗∗
)−1

“U∗T,

где “U∗ — такая ортогональная матрица, что
“U∗T “D∗ “U∗ = “̃ ∗, “̃ ∗ = diag(“λ∗1, . . . , “λ

∗
n) — матри-

ца с собственными числами матрицы

“D∗ =

∑N

i=1
ei

(
yi − “b∗

)(
yi − “b∗

)T

w
= T−1

D
∗
T

−1

на диагонали, а

“λ∗∗i =

{
“λ∗i , если “λ∗i ≥ 1 ;
1, если “λ∗i < 1 .

Переходя к исходным обозначениям, получаем:

b = T“b =

∑N

i=1
eiTyi

w
= b∗; G = T−1 “GT−1.

Замечание. Если матрица обобщенных ограни-
чений › имеет вид λ0I, т. е. G ≻ λ−10 I, то это
эквивалентно тому, что все собственные числа
матрицы G не превосходят λ−10 . Следовательно,
применяя доказанную теорему, получаем, что G =
= U∗(˜∗∗)−1U∗T. �

4 Заключение

Надо понимать, что оценивание параметров
смеси при ограничениях решает в первую очередь
вычислительные проблемы, но может при этом по-
влиять на эффективность решения задачи, в рамках
которой оно реализуется. Для иллюстрации это-

Оценка точности классифика-
ции A∗ в зависимости от зна-
чения ограничения λ0

lg λ0 A∗,%
−5, −4, −3, −2, −1 80

−0,5 83
0 85
1 83
2 73
3 50
4 41

го обратимся к моделированию с помощью сме-
си результатов реальных обследований [8, разд. 5]
с целью дискриминации данных о ферментах, по-
лученных для 218 пациентов с четырьмя заболева-
ниями печени. В [9] для описания данных каждого
из четырех классов использовалась модель смеси
нормальных распределений, а качество принима-
емых решений характеризовалось точностью клас-
сификации A∗, оцениваемой методом перепровер-
ки [10]. Перебор в диапазоне k = 1, 10 единых для
всех классов значений числа элементов смеси с по-
следующей попыткой уменьшить этот показатель
для отдельных классов привел к оценкам: k∗ =
= (5, 5, 4, 5), достигнутая точность A∗ = 80%. Для
исключения вырожденных оценок смеси оказалось
достаточным принять λ0 = 10

−5. Варьирование
граничного значения позволило улучшить итого-
вый результат и довести его до 85% (см. таблицу).

Для сравнения: использование модели просто
нормального распределения при описании данных
из каждого класса привели бы к точности класси-
фикации лишь в 67%.

В заключение следует обратить внимание на об-
зор по моделям смеси нормальных распределений,
представленным в R [11]. На данный момент су-
ществуют более 50 пакетов [12], реализующих EM-
алгоритм оценки параметров смеси. Важно, что
случай, когда конкретный реализованный пакетом
алгоритм не смог сформировать оценки параметров
смеси из-за сходимости к вырожденному распреде-
лению (например, с «нулевыми» дисперсиями) ква-
лифицировался как неудачный и, соответственно,
в пакетах не обрабатывался и авторами обзора не
рассматривался.

Коррекция малых собственных чисел ковариа-
ционных матриц элементов смеси позволяет нейт-
рализовать возникающие вычислительные пробле-
мы с неограниченностью правдоподобия, правда,
ценой достаточно трудоемкой процедуры коррек-
ции ковариационных матриц на каждом шаге ите-
рационного EM-алгоритма. Обоснование пра-
вомерности предлагаемых действий позволяет не
только получить детальное описание соответству-

6 ИНФОРМАТИКА И ЕЁ ПРИМЕНЕНИЯ том 19 выпуск 2 2025



Estimation of parameters of a mixture of normal multivariate distributions with constraints on covariance matrices

ющих действий, но и предложить вариант выбора
нового дополнительного параметра смеси — кри-
тических значений λ0.
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Abstract: The formulation and method of solving the problem of finding an estimate of the maximum likelihood
of the parameters of a mixture of normal multidimensional distributions that allow excluding the occurrence of
“infinitely” large values of the likelihood function are considered. It is proposed to condition the set of possible
covariance matrices so that they do not become singular. To do this, a boundary λ0 is introduced for the eigenvalues
of the estimated covariance matrices of the elements of the mixture. Correction of small eigenvalues, smaller
than λ0, covariance matrices of the elements of the mixture makes it possible to neutralize the arising computational
problems with unlimited likelihood, however, at the cost of a rather laborious procedure for replacing the eigenvalues
of covariance matrices, if necessary, at each step of the iterative EM (expectation-minimization) algorithm. The
justification of the legitimacy of the proposed actions allows not only to obtain a detailed description of the
corresponding actions but also to offer options for choosing a new additional parameter of the mixture elements,
λ0. Estimating mixture parameters under constraints primarily solves computational problems but can affect the
efficiency of using mixture estimation. This is illustrated by the example of a data classification problem.
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НЕСМЕЩЕННАЯ ОЦЕНКА РИСКА ПРИ РЕШЕНИИ ОБРАТНЫХ

СТАТИСТИЧЕСКИХ ЗАДАЧ С ПОМОЩЬЮ ПОРОГОВОЙ

ОБРАБОТКИ С ДВУМЯ ПОРОГОВЫМИ ЗНАЧЕНИЯМИ

О. В. Шестаков1

Аннотация: Обратные статистические задачи возникают в таких областях, как астрономия, физика плаз-
мы, вычислительная томография и т. п. При этом в наблюдаемых данных, как правило, присутствует шум,
и поэтому необходимо применять методы его подавления. В ситуациях, когда задача связана с обраще-
нием линейного однородного оператора, хорошо показали себя методы подавления шума, основанные
на вейвлет-преобразовании и процедурах пороговой обработки. Эти методы вычислительно эффективны
и хорошо адаптируются к локальным особенностям сигналов. Наиболее распространенными видами
пороговой обработки стали жесткая и мягкая пороговая обработка. Однако при использовании жесткой
пороговой обработки получаются оценки с большой дисперсией, а мягкая пороговая обработка приводит
к появлению дополнительного смещения. В попытке избавиться от этих недостатков в последние годы бы-
ли предложены различные альтернативные виды пороговой обработки. В данной работе рассматривается
процедура пороговой обработки с двумя порогами, которая ведет себя как мягкая пороговая обработка
при малых значениях вейвлет-коэффициентов и как жесткая при больших. Для данного вида пороговой
обработки строится несмещенная оценка среднеквадратичного риска и анализируются ее статистические
свойства. Также описывается алгоритм вычисления порога, минимизирующего эту оценку.

Ключевые слова: вейвлеты; пороговая обработка; линейный однородный оператор; несмещенная оценка
риска
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1 Введение
Статистические обратные задачи возникают

в ситуациях, когда исследователь заинтересован
в оценке неизвестной функции f , описывающей
объект исследования, на основе зашумленных на-
блюдений Kf , где K — некоторый линейный од-
нородный оператор. Такие проблемы возникают
во многих научных областях, включая медицину,
астрономию, физику плазмы и т. п. Традицион-
ные подходы обычно используют методы регуля-
ризации в сочетании с сингулярным разложением.
Функция f разлагается в ряд по базису, образован-
ному собственными функциями самосопряженно-
го оператора K∗K, где K∗ — сопряженный опера-
тор к K. При наблюдении зашумленных данных
вычисляется частичная сумма ряда и по этим
данным оцениваются коэффициенты собственных
функций в разложении. Известно, что при опти-
мальном выборе параметров метода сингулярного
разложения построенная оценка достигает мини-
максной скорости сходимости в некоторых классах
функций [1]. Однако метод сингулярного разложе-
ния имеет определенные ограничения. Базисные
функции полностью определяются оператором K

и не учитывают особенностей самой функции f .
Если функция f имеет неоднородную гладкость, то
ее представление через собственные функции опе-
ратора K∗K часто оказывается неэффективным.

Вейвлет-базисы обеспечивают эффективное
представление функций в широком диапазоне
функциональных классов, и вейвлет-методы проде-
монстрировали значительный успех в построении
непараметрических оценок функций с точки зре-
ния пространственной адаптивности и асимптоти-
ческой оптимальности. Правильно подобранный
вейвлет-базис может одновременно учитывать как
особенности оператора K, так и локальные осо-
бенности функции f , такие как резкие изменения
и наличие особых точек. Донохо [2] разработал
метод вейвлет-вейглет-разложения для решения
обратных задач, который основан на разложении
функции f в ряд по вейвлет-базису и получении со-
ответствующего разложения функции Kf по вейг-
лет-базису. Затем вычисляются оценки вейвлет-
коэффициентов с помощью пороговой обработки
эмпирических вейглет-коэффициентов.

Абрамович и Сильверман [3] предложили другой
вейвлет-метод, который назвали вейглет-вейвлет-

1Московский государственный университет имени М. В. Ломоносова, факультет вычислительной математики и кибернетики;
Федеральный исследовательский центр «Информатика и управление» Российской академии наук; Московский центр фундамен-
тальной и прикладной математики, oshestakov@cs.msu.ru
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разложением. В этом методе функция Kf разлага-
ется по вейвлет-базису, затем зашумленные эмпи-
рические коэффициенты подвергаются пороговой
обработке и наконец осуществляется преобразова-
ние K−1 для получения оценки функции f .

При использовании указанных вейвлет-методов
наиболее часто применяется жесткая или мягкая
пороговая обработка. Однако жесткая пороговая
обработка использует разрывную пороговую функ-
цию, что приводит к появлению артефактов и не-
устойчивости по отношению к начальным данным,
а при мягкой пороговой обработке в функции сиг-
нала появляется дополнительное смещение. В ря-
де работ предложены некоторые альтернативные
функции пороговой обработки, справляющиеся
с указанными недостатками [4–13]. В частности,
в работе [4] предлагается использовать пороговую
функцию с двумя пороговыми значениями, кото-
рая для малых значений коэффициентов ведет себя
как мягкая пороговая обработка, а для больших —
как жесткая.

В данной работе рассматривается метод обраще-
ния линейного однородного оператора с помощью
вейвлет-разложения и на основе метода Стейна [14]
строится несмещенная оценка среднеквадратично-
го риска при такой пороговой обработке. Пока-
зывается, что при определенных условиях данная
оценка сильно состоятельна и асимптотически нор-
мальна. Также обсуждается метод вычисления адап-
тивного порога, минимизирующего оценку средне-
квадратичного риска. Аналогичные результаты для
других моделей и методов пороговой обработки по-
лучены в работах [15–19].

2 Вейвлет-методы обращения
линейных однородных
операторов

Линейный операторK называется однородным,
если

K [f(a(x− x0))] = a
−β(Kf) [a(x− x0)]

для любого x0 и любого a > 0. Параметр β на-
зывается показателем однородности. Примерами
линейных однородных операторов служат оператор
интегрирования, преобразование Гильберта и пре-
образование Абеля. В дальнейшем будем полагать,
что β > 0. В этом случае задача обращения опера-
тора K становится некорректно поставленной.

Вейвлет-базисы образуются с помощью сдви-
гов и сжатий (растяжений) специальной функ-
ции ψ(t), которая называется материнской вейв-
лет-функцией:

ψj,k(t) = 2
j/2ψ

(
2jt− k

)
.

Семейство {ψj,k}j,k∈Z образует ортонормирован-
ный базис в L2(R). Индекс j называется масшта-
бом, а индекс k — сдвигом. Вейвлет-функцию ψ(t)
можно выбрать таким образом, чтобы она удовле-
творяла определенным условиям, например имела
заданное число непрерывных производных и ну-
левых моментов (подробнее см. [20]). Далее будем
полагать, что все необходимые условия выполнены.

Для линейных однородных операторов суще-
ствуют такие функции ξj,k, что 〈Kf, ξj,k〉 =
= 〈f, ψj,k〉 [2]. Функции ξj,k называются вейг-
летами. По своим свойствам они похожи на
вейвлеты и также представляют собой сдвиги и сжа-
тия (растяжения) некоторой функции ξ. Пусть

ξj,k = λj,kuj,k,

где

λj,k =
∥∥(K∗)−1ψj,k

∥∥ .

Можно показать, что

λj,k = 2
βjλ0,0.

Последовательность {uj,k} не образует ортонорми-
рованную систему, однако если выполнены некото-
рые условия гладкости, то она образует устойчивый
базис [21].

Вейвлет-разложение функции f ∈ L2(R) имеет
вид:

f =
∑

j,k∈Z

〈f, ψj,k〉ψj,k. (1)

При этом функция f также представляется в виде
ряда:

f =
∑

j,k∈Z

λj,k〈Kf, uj,k〉ψj,k. (2)

Как видно, в (2) коэффициенты разложения выра-
жаются через Kf , а не через f , и задача построения
оценки функции f сводится к задаче построения
оценок коэффициентов разложения. Эта форму-
ла лежит в основе метода обращения K, который
называется вейвлет-вейглет-разложением.

Абрамович и Сильверман [3] предложили аль-
тернативный метод, который назвали вейглет-
вейвлет-разложением. В этом методе по вейвлет-
базису раскладывается функция Kf , а не f :

Kf =
∑

j,k∈Z

〈Kf,ψj,k〉ψj,k. (3)

Функции ψj,k не обязаны совпадать с функциями
в разложении (1), но для удобства будем обозна-
чать их так же. Пусть λj,k =

∥∥K−1ψj,k

∥∥, тогда
λj,k = 2

βjλ0,0. При применении к (3) обратного
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оператора K−1 функция f представляется в виде
ряда [3]:

f =
∑

j,k∈Z

λj,k〈Kf,ψj,k〉uj,k, (4)

где uj,k = K
−1ψj,k/λj,k. Функции uj,k не совпадают

с функциями в разложении (2), однако по аналогии
также называются вейглетами.

Оба метода имеют схожие теоретические свой-
ства и дают близкие по качеству результаты [3].
Выбор метода зависит от конкретных практических
целей. Например, если необходимо локализовать
особенности функции f , то предпочтительнее ис-
пользовать (2), а для локального обращения опера-
тора K лучше подходит разложение (4) [3].

3 Пороговая обработка
эмпирических коэффициентов

На практике в наблюдениях, как правило, при-
сутствует шум. Рассмотрим следующую модель дан-
ных с аддитивным гауссовым шумом:

Xi = (Kf)i + zi, i = 1, N
(
N = 2J

)
,

где (Kf)i — чистые значения наблюдаемой функ-
ции Kf ; zi — независимые нормально распреде-
ленные случайные величины с нулевым средним
и дисперсией σ2.

Для получения эмпирических коэффициентов
вектор значений функции Kf умножается на мат-
рицу дискретного вейвлет- или вейглет-преобразо-
вания в зависимости от используемого метода. Для
метода вейвлет-вейглет-разложения имеем

Y W
j,k = µ

W
j,k + wj,k, j = 0, J − 1 , k = 0, 2j − 1 , (5)

где µW
j,k ≈ 2J/2〈Kf, uj,k〉, а шумовые коэффициен-

ты wj,k имеют нормальное распределение с нуле-
вым средним и не являются независимыми. Дис-
персии σ2W коэффициентов wj,k зависят от вида
оператора и выбранного вейвлет-базиса, но не за-
висят от j и k [22].

Модель вейглет-вейвлет-коэффициентов имеет
вид:

Y V
j,k = µ

V
j,k + vj,k, j = 0, J − 1 , k = 0, 2j − 1 , (6)

где µV
j,k ≈ 2J/2〈Kf,ψj,k〉, а шумовые коэффициен-

ты vj,k независимы и имеют нормальное распреде-
ление с нулевым средним и дисперсией σ2V = σ

2.
Далее для сокращения записи будем использо-

вать одинаковое обозначение Yj,k для «зашумлен-
ных» коэффициентов в моделях (5) и (6) и µj,k для
«чистых» коэффициентов в этих моделях.

Распространенным методом подавления шума
служит пороговая обработка эмпирических коэф-
фициентов. К коэффициентам применяется поро-
говая функция, смысл которой заключается в об-
нулении достаточно маленьких коэффициентов,
которые считаются шумом.

Наиболее популярны два вида пороговой функ-
ции: это функция жесткой пороговой обработки

ρH(y, T ) =

{
y при |y| > T ;

0 при |y| ≤ T

и функция мягкой пороговой обработки

ρS(y, T ) =





y − T при y > T ;

y + T при y < −T ;
0 при |y| ≤ T .

Здесь T — некоторое пороговое значение. Жест-
кая пороговая обработка приводит к оценкам,
имеющим большую дисперсию (из-за разрывности
пороговой функции), а мягкая пороговая обработ-
ка вызывает дополнительное смещение в оценках
(поскольку обработке подвергаются все коэффици-
енты) [23]. Один из способов справиться с недо-
статками жесткой и мягкой пороговой обработки —
использовать предложенную в работе [4] пороговую
функцию с двумя пороговыми значениями T1 и T2:

ρF (y, T1.T2) =

=





y при |y| ≥ T2 ;

sgn(y)
T2 (|y| − T1)

T2 − T1
при T1 < |y| < T2 ;

0 при |y| ≤ T1 .

(7)

Для значений y вблизи нижнего порога ρF (y, T1.T2)
ведет себя как ρS(y, T1). Для значений y больше
верхнего порога ρF (y, T1.T2) = y. Отметим, что
жесткая пороговая обработка при T1 = T2 и мягкая
пороговая обработка при T2 = ∞ являются пре-
дельными случаями (7).

4 Оценка среднеквадратичного
риска метода пороговой
обработки

При обращении линейных однородных опера-
торов пороговые значения, как правило, зависят от
масштаба j. Определим среднеквадратичный риск
метода пороговой обработки с пороговой функци-
ей ρF (y, T1.T2) по формуле

RJ (T1, T2) =

J−1∑

j=0

2j−1∑

k=0

λ2j,kE
(
�Yj,k − µj,k

)2
, (8)
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где Ti = (Ti,0, . . . , Ti,J−1), i = 1, 2; �Yj,k =
= ρF (Yj,k, T1,j, T2,j). Методы выбора пороговых
значений Tj обычно ориентированы на миними-
зацию риска (8). Заметим, что в выражении (8)
присутствуют неизвестные величины µj,k и вычис-
лить значение RJ(T1, T2) нельзя. Поэтому при вы-
числении значений Ti используется минимаксный
подход [24–26]. В задаче непараметрического оце-
нивания функции f для пороговой функции ρF

в [4] численно исследуются значения T1 и T2, ми-
нимизирующие риск, и показывается, что удается
построить более точные границы для минимаксно-
го риска, чем в случае жесткой и мягкой пороговой
обработки.

Для оценки качества метода пороговой обработ-
ки также можно использовать несмещенную оцен-
ку риска (8), полученную по методу Стейна. Пусть
g(Yj,k) = Yj,k − �Yj,k. Тогда [14]

E
(
�Yj,k − µj,k

)2
= σ2 + Eg2(Yj,k)− 2σ2Eg′(Yj,k)

и, следовательно, величина σ2 + g2(Yj,k) −
− 2σ2g′(Yj,k) служит несмещенной оценкой для
E( �Yj,k − µj,k)

2. Из вида функции ρF следует, что

g (Yj,k) = Yj,k1 (|Yj,k| ≤ T1,j) +

+
T1,j (T2,j sgn (Yj,k)− Yj,k)

T2,j − T1,j
1 (T1,j < |Yj,k| < T2,j) ;

g′ (Yj,k) = 1 (|Yj,k| ≤ T1,j)−

− T1,j
T2,j − T1,j

1 (T1,j < |Yj,k| < T2,j) .

Таким образом, несмещенная оценка дляRJ (T1, T2)
имеет вид:

R̂J(T1, T2) =

J−1∑

j=0

2j−1∑

k=0

λ2j,kH (Yj,k, T1,j, T2,j) , (9)

где

H(Yj,k, T1,j, T2,j) =

=





σ2 при |Yj,k| ≥ T2,j;

σ2 +
T 21,j (T2,j sgn (Yj,k)− Yj,k)

2

(T2,j − T1,j)
2 +

+
2σ2T1,j
T2,j − T1,j

при T1,j < |Yj,k| < T2,j ;

Y 2j,k − σ2 при |Yj,k| ≤ T1,j.

Исследования показывают, что пороги, обес-
печивающие значение среднеквадратичного риска,
близкого к минимальному, разумно выбирать рас-
тущими со скоростью порядка

√
2 log 2j [26, 27].

В этом случае, повторяя рассуждения из ра-
бот [28–30], можно показать, что при условии при-
надлежности функции Kf определенному классу
Липшица несмещенная оценка риска также сильно
состоятельна и асимптотически нормальна.

Теорема 1. Пусть Kf задана на некотором отрезке

[a, b] и равномерно регулярна по Липшицу с показа-

телем γ > (8β + 2)−1. Пусть T1,j = c1σ
√
2 log 2j

и T2,j = c2σ
√
2 log 2j (c1 < c2). Тогда

P

(
R̂J (T1, T2)−RJ (T1, T2))

DJ
< x

)
→ �(x)

при J → ∞,

где DJ = Cβ2
(2β+1/2)J ; �(x) – функция распределе-

ния стандартного нормального закона.

Замечание. На практике необходимо знать значение
константыCβ . Эта константа зависит от дисперсии
шума, вида оператора и выбранного вейвлет-бази-
са. Ее можно вычислить достаточно точно, пользу-
ясь методикой работы [31].

Теорема 2. Пусть Kf задана на отрезке [a, b], f ∈
∈ L2([a, b])иT1,j = c1σ

√
2 log 2j,T2,j = c2σ

√
2 log 2j

(c1 < c2). Тогда при любом θ > 1/2 + 2β

R̂J (T1, T2)−RJ (T1, T2)

2θJ
→ 0 п. в. при J → ∞ .

Эти утверждения служат основанием для ис-
пользования величины (9) как критерия качества
при практической обработке сигналов, поскольку
для ее вычисления используются только наблюда-
емые данные.

5 Минимизация оценки риска

Другой подход к выбору пороговых значений T1
и T2 основан на минимизации оценки риска.
Значения T ∗

1,j и T ∗
2,j выбираются для каждого фик-

сированного j так, чтобы векторы значений T ∗
1 =

= (T ∗
1,0, . . . , T

∗
1,J−1) и T ∗

2 = (T
∗
2,0, . . . , T

∗
2,J−1) мини-

мизировали оценку (9), т. е. выбираются такие T ∗
1

и T ∗
2 , что

R̂J (T
∗
1 , T

∗
2 ) = min

T1,T2
R̂J (T1, T2) .

Для поиска этих значений можно использовать сле-
дующий алгоритм.

При каждом фиксированном j упорядочим эм-
пирические коэффициенты Yj,k по убыванию абсо-
лютных значений и обозначим через Y(i) i-ю коор-
динату полученного упорядоченного вектора (без
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ограничения общности можно полагать, что сре-
ди этих значений нет совпадающих). Пусть l и m
(l ≤ m) — такие индексы, что

∣∣Y(m)
∣∣ ≤ T1,j <

∣∣Y(m−1)

∣∣ ,∣∣Y(l)
∣∣ < T2,j ≤

∣∣Y(l−1)
∣∣ .

}
(10)

Если l = m, то функция ρF (y, T1,j.T2,j) фактически
сводится к функции жесткой пороговой обработки
с порогом T2,j, поэтому сначала рассмотрим случай
l < m. Поскольку λ2j,k не зависит от k, при поиске
минимума можно не рассматривать этот множи-
тель. Имеем

2j∑

i=1

H(Y(i), T1,j, T2,j) =
l−1∑

i=1

H(Y(i), T1,j, T2,j) +

+

m−1∑

i=l

H(Y(i), T1,j, T2,j) +

2j∑

i=m

H(Y(i), T1,j, T2,j) =

=

l−1∑

i=1

σ2+

m−1∑

i=l

(
σ2 +

T 21,j
(
T2,j sgn

(
Y(i)
)
− Y(i)

)2

(T2,j − T1,j)
2 +

+
2σ2T1,j
T2,j − T1,j

)
+

N−1∑

i=m

(Y 2(i) − σ2) =

=

m−1∑

i=l

(
T 21,j

(
T2,j −

∣∣Y(i)
∣∣)2

(T2,j − T1,j)
2 +

2σ2T1,j
T2,j − T1,j

)
+

+

N−1∑

i=m

Y 2(i) + (2m− 1−N)σ2. (11)

При ограничениях (10) для любого значения T2,j
слагаемые в первой сумме могут достигать мини-
мального значения только при T1,j = |Y(m)|. Да-
лее для всех слагаемых в первой сумме выполнено
T1,j <

∣∣Y(i)
∣∣ < T2,j. Следовательно, выражение

(T2,j −
∣∣Y(i)

∣∣)2
(T2,j − T1,j)

2 = 1+
2(
∣∣Y(i)

∣∣− T1,j)

(T2,j − T1,j)
+
(T1,j −

∣∣Y(i)
∣∣)2

(T2,j − T1,j)
2

убывает по T2,j, т. е. минимальное значение слага-
емых в первой сумме достигается приT2,j = |Y(l−1)|.
Если l = m, то выражение (11) не содержит пер-
вой суммы и при ограничениях (10) не зависит
от T1,j и T2,j. Следовательно, можно также поло-
жить T1,j = |Y(m)| и T2,j = |Y(l−1)|. Таким образом,
пороги T ∗

1,j и T ∗
2,j следует искать, сравнивая значе-

ния выражения (11) в точках T1,j = |Y(s)| и T2,j =
= |Y(t)|, 1 ≤ t < s ≤ 2j . Те значения, на которых
достигается минимум, принимаются за T ∗

1,j и T ∗
2,j .

Найдя эти значения для каждого j, получаем век-
торы T ∗

1 и T ∗
2 .

Описанный алгоритм обобщает алгоритм поис-
ка порога, минимизирующего оценку риска в слу-
чае мягкой пороговой обработки [20].
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Unbiased risk estimate for the firm shrinkage method of solving linear inverse problems

UNBIASED RISK ESTIMATE FOR THE FIRM SHRINKAGE METHOD

OF SOLVING LINEAR INVERSE PROBLEMS
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Abstract: Inverse statistical problems arise in such areas as astronomy, plasma physics, computational tomography,
etc. In this case, the observed data usually contain noise and, therefore, it is necessary to apply noise suppression
methods. In situations where the problem is related to the inversion of a linear homogeneous operator, noise
suppression methods based on the wavelet transform and thresholding procedures have proven themselves to be
effective. These methods are computationally efficient and adapt well to local features of signals. The most
common types of thresholding are hard and soft thresholding. However, hard thresholding produces estimates with
a large variance, while soft thresholding introduces additional bias. In an attempt to get rid of these drawbacks,
various alternative types of thresholding have been proposed in recent years. This paper considers a thresholding
procedure with two thresholds, which behaves like soft thresholding for small values of wavelet coefficients and like
hard thresholding for large values. For this type of thresholding, an unbiased estimate of the mean-square risk is
constructed and its statistical properties are analyzed. An algorithm for calculating the threshold that minimizes
this estimate is also described.
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МОДИФИЦИРОВАННЫЙ ВАРИАНТ РАСШИРЕННОГО ФИЛЬТРА

КАЛМАНА ПО МЕТОДУ ЛИНЕЙНЫХ ПСЕВДОНАБЛЮДЕНИЙ∗

А. В. Босов1, И. В. Урюпин2

Аннотация: Предложена модификация метода линейных псевдонаблюдений для расширенного фильтра
Калмана (РФК), предназначенного для применения в типовой модели дискретной стохастической систе-
мы наблюдения. Модифицированный фильтр позволяет использовать как угловые измерения положения
движущегося объекта, так и измерения дальности. Для формирования линейных псевдонаблюдений
выполняется линеаризация тригонометрических функций угловых измерений и аппроксимация (ми-
нимаксная или интегральная) ошибок измерений и погрешностей линеаризации. В круг прикладных
задач, решаемых модифицированным фильтром, входят типовые задачи навигации, в частности реша-
емые для автономных летательных и подводных аппаратов. Экспериментальные расчеты выполнены для
модельного примера, описывающего движение автономного летательного аппарата (ЛА), наблюдаемого
стационарным радиолокационным комплексом.

Ключевые слова: дискретная стохастическая система наблюдения; линейные псевдонаблюдения; расши-
ренный фильтр Калмана; слежение; радиолокационные наблюдения
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1 Введение

Алгоритмы фильтрации состояний в моделях
стохастических систем позволяют решать разно-
образные прикладные задачи, в числе которых
существенное место занимает управление движу-
щимися объектами [1]. Методы оптимальной
стохастической фильтрации изучены очень хоро-
шо [2], но их практическое применение минималь-
но из-за технической сложности реализации. Един-
ственное исключение — это классический фильтр
Калмана [3], имеющий огромное значение в стоха-
стической фильтрации. Но его применение огра-
ничено линейно-гауссовскими моделями. Среди
множества эвристических подходов, позволяющих
получать неоптимальные, но практически реали-
зуемые оценки в нелинейным задачах, так назы-
ваемых субоптимальных фильтров, значительная
часть инспирирована идеями повторить калманов-
скую структуру оценки, а самым известным среди
таких методов считается РФК [4]. Простая идея
аппроксимировать ковариационные матрицы
ошибки прогнозирования и оценивания путем ли-
неаризации модели состояния и наблюдения около
прогноза в силу системы дает — по-видимому, са-
мый простой и действенный способ реализовать
оценку калмановской структуры для нелинейной
модели. Но и цена этой простоты может оказаться
высокой. В любых работах по совершенствованию

РФК упоминается, что фильтр может расходиться,
но систематических исследований этого явления
немного. Так, в [5] рассматриваются отдельные
примеры в конкретной прикладной области, зна-
чительная теоретическая работа, выполненная в [6]
применительно к байесовской идентификации па-
раметров с помощью РФК, практического разви-
тия не получила. Но сталкиваться с неприемлемым
поведением РФК исследователи продолжают [7].
Впрочем, проблема расходимости субоптимальных
фильтров носит системный характер [8] и, вероят-
но, будет актуальной еще долгое время, хотя методы
для ее преодоления известны [9].

Однако идея следовать структуре классического
линейного фильтра Калмана не теряет привлека-
тельности, поэтому естественным представляется
подойти к воспроизводству этой структуры иначе:
не со стороны фильтра, а со стороны системы на-
блюдения. Основанная на этой идее универсальная
методика синтеза фильтров калмановской структу-
ры в моделях дискретных стохастических динами-
ческих систем известна как метод линейных псевдо-
измерений. Концептуально речь идет о следующем:
преобразовать или аппроксимировать модель на-
блюдений так, чтобы уравнения, описывающие из-
мененные наблюдения, были линейными. В такой
замене системы наблюдения и состоит идея линей-
ных псевдонаблюдений. По-видимому, впервые
такая возможность была продемонстрирована для

∗Работа выполнялась с использованием инфраструктуры Центра коллективного пользования «Высокопроизводительные вычис-
ления и большие данные» (ЦКП «Информатика») ФИЦ ИУ РАН (г. Москва).

1Федеральный исследовательский центр «Информатика и управление» Российской академии наук, ABosov@frccsc.ru
2Федеральный исследовательский центр «Информатика и управление» Российской академии наук, uryupin93@yandex.ru
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угловых измерений в работе [10], хотя сами моде-
ли систем слежения по результатам пеленга начали
привлекать внимание еще раньше [11]. Заслужен-
ного внимания эта идея первоначально не полу-
чила. Возможно, по той причине, что реальный
эффект от нее можно оценить только в результа-
те разнообразных и масштабных вычислительных
экспериментов, реальных моделей, практических
приложений. С этим в те годы, естественно, бы-
ли проблемы. Так, компьютерное моделирование
в [10] было выполнено для модели движения в плос-
кости с одним скалярным наблюдением и повторе-
но 30 раз.

На более современном уровне эта идея была
представлена в работе [12], хотя, по сути, авторы
принципиальных изменений не внесли: движение
осталось плоским, для преобразования скалярного
измерения угла использовался тангенс. Новое ка-
чество фильтру псевдонаблюдений придала серия
работ, начатая в [13]. Авторы предложили заме-
нить измерения угла на измерения его тангенса,
благодаря чему линейные псевдонаблюдения со-
стоялись непосредственно в модели наблюдателя,
измеряющего два угла (азимут и угол возвышения)
и дальность. В других работах эта идея применялась
к серии модельных задач, описывающих движение
как летательных, так и подводных аппаратов (см.,
например, [14–17]).

Модификация фильтра линейных псевдоизме-
рений, предложенная в данной работе, исходит
из модели типовых измерений угловых координат.
Усовершенствована аппроксимация ошибок изме-
рений: дисперсия возмущения, сформированного
в результате линейной аппроксимации косинусов
и синусов, оценивается двумя способами. Пер-
вый — на основе минимаксного свойства гауссов-
ского распределения; второй — интегральный, со-
стоящий в замене неизвестной условной дисперсии
ее средним безусловным значением. Формирова-
ние линейных псевдонаблюдений описано в разд. 2,
а модель системы наблюдения и фильтра — в разд. 3.

Проверка работоспособности предложенного
метода и сравнение робастного и интегрального ва-
риантов выполнены для модели простого движения
ЛА с постоянной средней скоростью и хаотически-
ми маневрами. Измерительный комплекс модели-
рует радиолокационную станцию (РЛС), измеря-
ющую угловые координаты цели (азимут и угол
возвышения) и дальность. Расчету посвящен
разд. 4.

2 Линейные псевдонаблюдения
Всюду далее обозначается E{X} — математи-

ческое ожидание случайного вектора (случайной

величины) X, а D{X} — ковариационная матрица
(дисперсия). Пусть ЛА (A — aircraft) имеет ко-
ординаты (XA, YA, ZA) в системе координат Oxyz,
так что плоскость Oxy совпадает с поверхностью
земли, а ось Oz направлена вверх и соответствует
высоте. Измеритель (M— meter) имеет координаты
(XM, YM, ZM).

Азимут ϕ (и далее угол возвышения λ) измеря-
ется в радианах. Если с большим запасом предпо-
лагать, что ошибка измерения азимута может до-
стигать 1◦, то величину σϕ = D{ϕ} можно считать
равной σϕ = π/180 ≈ 0,0175. Реально это значение,
конечно, меньше. Таким образом, ошибка изме-
рения азимута vϕ ≪ 1. Из измерения yϕ = ϕ + vϕ

угла ϕ с аддитивной ошибкой vϕ сформируем си-
нус и косинус, ограничившись линейной частью
разложения Тейлора для малых vϕ:

ysinϕ = sin(yϕ) = sin(ϕ + vϕ) ≈ sin(ϕ) + cos(ϕ)vϕ ;

ycosϕ = cos(yϕ) = cos(ϕ+ vϕ) ≈ cos(ϕ) − sin(ϕ)vϕ .

Далее исходим из предположения, что распре-
деление vϕ неизвестно и заданы только моменты
E{vϕ} = 0 и D{vϕ} = σϕ, ϕ и vϕ независимы. Тогда

E
{
(cos(ϕ)vϕ)

2
}
≤ σ2ϕ; E

{
(sin(ϕ)vϕ)

2
}
≤ σ2ϕ,

а кроме того,

E {cos(ϕ)vϕ sin(ϕ)vϕ} =
1

2
σ2ϕE{sin 2ϕ)} = 0 ,

если ϕ имеет симметричное относительно нуля
распределение. С учетом физического смысла ϕ
последнее предположение представляется впол-
не реалистичным. Остается сослаться на извест-
ное минимаксное свойство нормального распре-
деления, максимизирующего дисперсию ошибки
оценки на классе распределений с известным
математическим ожиданием и ограниченной дис-
персией [18], и сформировать наблюдения вида

ysinϕ ≈ sin(ϕ) + v1 ; ycosϕ ≈ cos(ϕ) + v2 ,

где v1 и v2 — независимые гауссовские случайные
величины, E{v1} = E{v2} = 0 и D{v1} = D{v2} =
= σ2ϕ. Этот вариант аппроксимации угловых изме-
рений выше назван минимаксным. Надо понимать,
что это определение носит только описательный
характер и никаких гарантированных свойств ап-
проксимация не имеет.

Рассуждая далее, надо сказать, что предложен-
ная аппроксимация довольно грубая, но не из-за
использования нормального распределения, а из-
за оценок E{cos2(ϕ)} ≤ 1 и E{sin2(ϕ)} ≤ 1. Другой
вариант формирования псевдонаблюдений вместо
безусловной верхней границы ориентирован на
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оценку средних значений cos2(ϕ) и sin2(ϕ). Эти
величины неизвестны, так как неизвестно распре-
деление ϕ. Если предполагать, что ϕ может прини-
мать любые значения с одинаковой вероятностью,
т. е. имеет близкое к равномерному распределение,
то можно считать, что

E
{
(cos(ϕ)vϕ)

2
}
= E

{
(sin(ϕ)vϕ)

2
}
=
1

4
σ2ϕ

и

D{v1} = D{v2} =
1

4
σ2ϕ .

Этот второй вариант аппроксимации угловых изме-
рений назван интегральным. Сравнение двух пред-
ложенных вариантов — экспериментальная задача,
пример приведен в разд. 4 статьи.

Продолжая выкладки с измерением азимута, за-
пишем далее:

sin(ϕ) ≈ ysinϕ − v1 ; cos(ϕ) ≈ ycosϕ − v2 ;

tan(ϕ) =
YA − YM
XA −XM

≈
ysinϕ − v1

ycosϕ − v2
;

(YA − YM) y
cos
ϕ − (XA −XM) y

sin
ϕ ≈

≈ (YA − YM) v2 − (XA −XM) v1 .

Так будет выглядеть невязка псевдонаблюдений
(когда вместо точных координат (XA, YA) будут
подставлены их оценки), а сами псевдонаблюде-
ния можно записать в виде:

− YMycosϕ +XMysinϕ ≈
(
ysinϕ , −ycosϕ

)(XA

YA

)
+

+ (YA − YM) v2 − (XA −XM) v1 ,

который объясняет смысл выполненных преобра-
зований — псевдонаблюдения дают измерения ли-
нейной комбинации оцениваемых координат на
фоне аддитивного шума. Шум при этом корре-
лирован, и его ковариация известна.

Итак, для измерения yϕ = ϕ + vϕ азимута ϕ
формируется псевдонаблюдение

Yϕ = −YMycosϕ +XMysinϕ ,

ysinϕ = sin(yϕ) , y
cos
ϕ = cos(yϕ),

и алгоритм субоптимальной фильтрации предпола-
гает, что

Yϕ =
(
ysinϕ , −ycosϕ

)(XA

YA

)
+

+ (XM −XA, YA − YM)

(
v1
v2

)
. (1)

Следующее измерение — для угла возвышенияλ
вида yλ = λ + vλ. Аналогично азимуту аппрокси-
мируем синус и косинус, исходя из таких же пред-
положений об ошибке измерения vλ:

Рис. 1 Определение угловых координат в зависимости
от взаимного расположения ЛА и РЛС: ϕ — азимут цели;
λ — угол возвышения

ysinλ = sin(yλ) ≈ sin(λ) + cos(λ)vλ ≈ sin(λ) + v3 ;
ycosλ = cos(yλ) ≈ cos(λ) − sin(λ)vλ ≈ cos(λ) + v4

с независимыми гауссовскими v3 и v4, E{v3} =
= E{v4} = 0 и D{v3} = D{v4} = σ2λ (минимаксный
вариант) или D{v3} = D{v4} = (1/4)σ2ϕ (интеграль-
ный вариант). Отсюда

sin(λ) ≈ ysinλ − v3 , cos(λ) ≈ ycosλ − v4 ,

tan(λ) =
ZA − ZM

|XA −XM| cos(ϕ) ≈
ysinλ − v3
ycosλ − v4

.

Чтобы упростить манипуляции с измерением λ,
будем предполагать, что взаимное расположение
ЛА и измерителя учтено при выборе системы коор-
динат и XA > XM (рис. 1). Заменим, как выше для
азимута, cos(ϕ) на ycosϕ − v2 и выполним аналогич-
ные преобразования:

(ZA − ZM)
(
ycosϕ ycosλ − ycosλ v2 − ycosϕ v4 + v2v4

)
≈

≈
(
ysinλ − v3

)
(XA −XM) ;

ycosϕ ycosλ (ZA − ZM)− ysinλ (XA −XM) ≈
≈ (ZA − ZM) y

cos
λ v2 − (XA −XM) v3 +

+ (ZA − ZM) y
cos
ϕ v4 − (ZA − ZM) v2v4 . (2)

Выражение (2) нужно, чтобы сформировать не-
вязку для псевдонаблюдений, аппроксимировав
ошибку в правой части. Поскольку все vi пред-
полагались независимыми и центрированными, то
дисперсия этой ошибки

D {(ZA − ZM) y
cos
λ v2 − (XA −XM) v3 +

+ (ZA − ZM) y
cos
ϕ v4 − (ZA − ZM) v2v4

}
=

= (ZA − ZM)
2 E
{
(ycosλ )

2
}
σ2ϕ + (XA −XM)

2
σ2λ +

+(ZA − ZM)
2 E
{(
ycosϕ

)2}
σ2λ+(ZA − ZM)

2
σ2ϕσ

2
λ.
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Апеллируя к тем же положениям о малых зна-
чениях vi и σϕ, σλ, пренебрежем последним сла-
гаемым и представим невязку псевдонаблюдений
(когда вместо точных координат (XA, YA, ZA) бу-
дут подставлены их оценки) как

ycosϕ ycosλ (ZA − ZM)− ysinλ (XA −XM) ≈
≈ (ZA − ZM) y

cos
λ v2 − (XA −XM) v3 +

+ (ZA − ZM) y
cos
ϕ v4 ,

а сами псевдонаблюдения запишем в виде

−ycosϕ ycosλ ZM+y
sin
λ XM ≈ −ycosϕ ycosλ ZA+y

sin
λ XA+

+ (ZA − ZM) y
cos
λ v2 − (XA −XM) v3 +

+ (ZA − ZM) y
cos
ϕ v4.

Итак, для измерения yλ = λ+ vλ угла возвыше-
ния λ формируется псевдонаблюдение

Yλ = −ycosϕ ycosλ ZM + y
sin
λ XM , ysinλ = sin(yλ),

ycosλ = cos(yλ), y
cos
ϕ = cos(yϕ),

и алгоритм субоптимальной фильтрации предпола-
гает, что

Yλ =
(
ysinλ , −ycosϕ ycosλ

)(XA
ZA

)
+

+
(
(ZA − ZM) y

cos
λ , XM −XA, (ZA − ZM) y

cos
ϕ

)
×

×



v2
v3
v4


 . (3)

Последним рассмотрим измерение дальности r
вида yr = r + v5 с независимой от предыдущих vi

гауссовской ошибкой v5, E{v5} = 0, D{v5} = σ2r .
Используя измерение угла возвышения λ и аппрок-
симацию sin(λ) ≈ ysinλ − v3, запишем

r =
ZA − ZM

sin(λ)
⇒ yr − v5 ≈

ZA − ZM

ysinλ − v3
.

Поступая аналогично преобразованиям углов,
получаем

ZA − ZM − yry
sin
λ ≈ −yrv3 − ysinλ v5 + v3v5 .

Имеющийся справа шум — центрированный,
его дисперсия

D
{
−yrv3 − ysinλ v5 + v3v5

}
=

= E
{
y2r
}
σ2λ + E

{(
ysinλ

)2}
σ2r + σ

2
λσ
2
r .

Третьим слагаемым в сравнении с первыми дву-
мя можно пренебречь, как делалось выше, и пред-
ставить невязку псевдонаблюдений (когда вместо

точной координаты ZA будет подставлена ее оцен-
ка) как

ZA − ZM − yry
sin
λ ≈ −yrv3 − ysinλ v5 .

Сами псевдонаблюдения запишем в виде

ZM + yry
sin
λ ≈ ZA + yrv3 + y

sin
λ v5 .

Итак, для измерения дальности yr = d+ v5 фор-
мируется псевдонаблюдение

Yr = ZM + yry
sin
λ , ysinλ = sin(yλ) ,

и алгоритм субоптимальной фильтрации предпола-
гает, что

Yr = ZA +
(
yr, y

sin
λ

)(v3
v5

)
. (4)

Теперь можно объединить все три измерения (1),
(3), (4) в один вектор псевдонаблюдений Y =
= (Yϕ, Yλ, Yr)

′:

Y =



ysinϕ −ycosϕ 0
ysinλ 0 −ycosϕ ycosλ

0 0 1


X +

+



XM −XA YA − YM 0

0 (ZA − ZM) y
cos
λ XM −XA

0 0 yr

0 0
(ZA − ZM) y

cos
ϕ 0

0 ysinλ


V , (5)

где X = (XA, YA, ZA)
′; V = (v1, v2, v3, v4, v5)′.

Итак, предполагаем, что в каждый момент вре-
мени выполнения измерений наблюдателем фор-
мируется вектор y = (yϕ, yλ, yr)

′, т. е. измеряются
азимут, угол возвышения и дальность до цели. Ал-
горитм оценивания вместо этого вектора получает
вектор Y = (Yϕ, Yλ, Yr)

′ и исходит из модели на-
блюдений (5).

3 Расширенный фильтр Калмана
для линейных
псевдонаблюдений

Применяется метод линейных псевдонаблюде-
ний для оценивания состояния Xt ∈ RpX дискрет-
ной стохастической системы по наблюдениям yt ∈
∈ Rqy вида

Xt = �
(1)
t (Xt−1) + �

(2)
t (Xt−1)Wt,

t = 1, 2, . . . , X0 = η ;

yt = ψ
(1)
t (Xt) + ψ

(2)
t (Xt)vt .





(6)
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Далее всюду будет предполагаться, что случай-
ные последовательности Xt и yt имеют конечные
ковариации (их наличие обеспечивается, напри-
мер, линейными ограничениями на скорость рос-
та функций �(1)t , �(2)t , ψ(1)t и ψ

(2)
t ); возмущения

Wt ∈ RpW и ошибки измерений vt ∈ Rqv — неза-
висимые дискретные белые шумы второго поряд-
ка; вектор начальных условий η ∈ RpX не зависит
от Wt и vt и имеет конечную ковариацию. Соответ-
ствующие моменты обозначаются E{Wt} = mW (t)
и D{Wt} = DW (t).

Для фильтрации в системе (6) истинные наблю-
денияyt заменяются на псевдонаблюденияYt ∈ RqY

(в рассмотренных примерах для одного измерения
формируется ровно одно псевдонаблюдение, по-
этому qY = qy, но в общем случае размерности
могут и отличаться):

Yt = ā
(1)
t (Xt, yt) + ā

(2)
t (Xt, yt)Vt

и применяется РФК [4]. В используемых обозначе-
ниях он может быть записан в виде:

“Xt = �
(1)
t

(
�Xt−1

)
+�

(2)
t

(
�Xt−1

)
mW (t) ;

“Kt = “�
(1)
t
�Kt−1

(
“�
(1)
t

)′
+ “�

(2)
t DW (t)

(
“�
(2)
t

)′
,

“�(1) =
∂�
(1)
t (X)

∂X

∣∣∣X = “Xt, “�
(2)
t = �

(2)
t

(
“Xt

)
;

�Xt = “Xt +Kt

(
Yt −ā(1)t

(
“Xt, yt

)
−

−ā(2)t

(
“Xt, yt

)
mV (t)

)
;

Kt = “Kt

(
“ā
(1)
t

)′(
“ā
(1)
t
“Kt

(
“ā
(1)
t

)′
+

+ “ā
(2)
t DV (t)

(
“ā
(2)
t

)′)−1

,

“ā
(1)
t =

∂ā
(1)
t (X, yt)

∂X

∣∣∣X = “Xt,

“ā
(2)
t = ā

(2)
t

(
“Xt, yt

)
;

�Kt = “Kt −Kt
“ā
(1)
t
“Kt .





(7)

Псевдонаблюдения (5) обеспечивают ли-
нейность ā

(1)
t по оцениваемым переменным,

ā
(1)
t (Xt, yt) = ā

(1)
t (yt)Xt, так что

∂ā
(1)
t (X, yt)

∂X
= ā

(1)
t (yt).

Именно это свойство и требуется от линейных псев-
донаблюдений, поэтому в (7) не нужно считать про-
изводную ∂ā

(1)
t (X, yt)/∂X . Все остальное — как

в обычном РФК: прогноз “Xt в силу системы, эври-
стическая ковариация ошибки прогноза “Kt — ре-
зультат линеаризации уравнения состояния около
прогноза, коррекция — невязка наблюдений и кал-
мановский коэффициент усиления Kt, эвристиче-
ская ковариация ошибки оценки �Kt — результат
линеаризации модели наблюдений.

Обычно остается без комментариев тот факт,
что, в отличие от оригинальной модели РФК, в ме-
тоде псевдонаблюдений матрицы “ā(1)t и “ā(2)t в (7)
зависят не только от прогноза “Xt, но и от реальных
наблюдений yt. Действительно, для псевдонаблю-
дений Yt = (Yϕt , Yλt , Yrt)

′ согласно (5) имеем:

ā
(1)
t (Xt, yt) = ā

(1)
t (yt)Xt =

=



sin(yϕt) − cos(yϕt) 0
sin(yλt) 0 − cos(yϕt) cos(yλt)
0 0 1


Xt ;

ā
(2)
t

(
“Xt, yt

)
=



XM −X(t) Y (t)− YM

0 (Z(t)− ZM) cos(yλt)
0 0

0 0 0
XM −X(t) (Z(t)− ZM) cos(yϕt) 0

yrt 0 sin(yλt)


 ,

где yt = (yϕt , yλt , yrt)
′ — текущие измерения; Xt =

= (X(t), Y (t), Z(t))′ — текущие координаты ЛА.
Для линейных псевдонаблюдений, как и должно

быть, отсутствует зависимость “Xt, но вместо этого
появляются зависимости “ā(1)t и “ā(2)t от измерений
yϕ, yλ и yr. Ясно, что объяснить это технически
несложно: достаточно расширить вектор состоя-
ния этими переменными, записать фильтр, а затем
исключить добавленные переменные из оценива-
емых. Но куда важнее таких рассуждений отметить
принципиально иной смысл калмановского коэф-
фициента усиления, точнее матрицы �Kt: в тради-
ционном РФК эта матрица представляется эври-
стической оценкой минимизируемой ковариации
ошибки оценивания D{Xt − �Xt}. Если систему (6)
сделать линейной, то фильтр (7) станет линей-
ным фильтром Калмана, оптимальной линейной
оценкой, а эвристическая величина �Kt станет точ-
ной. В случае же псевдонаблюдений �Kt зависит
от наблюдений и вычисляется на каждой траекто-
рии, поэтому ее надо интерпретировать как оценку
условной ковариации D{Xt − �Xt|ys, 0 ≤ s ≤ t}.
Если допустить, что при этом в (6) описана ли-
нейная динамика, уравнения наблюдений точные
(а не приближенные, как в методе псевдонаблю-
дений), но зависимость “ā(1)t и “ā(2)t от наблюдений
сохраняется, то фильтр (7) станет линейно-гауссов-
ским фильтром Липцера–Ширяева [2], а эвристи-
ческая оценка условной ковариации станет точной
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условной ковариацией, характеризующей точность
фильтрации на конкретной траектории.

Отметим, что эти рассуждения не носят фор-
мального характера и сделаны для того, чтобы упо-
мянуть самые важные первоисточники в области
нелинейной фильтрации. Используемый РФК как
традиционный, так и на основе метода псевдона-
блюдений, остается субоптимальным фильтром, не
обладающим гарантированными статистическими
характеристиками.

4 Численный пример

Для выполнения практического эксперимента
траектория движения ЛА дискретизуется, шаг дис-
кретизации совпадает с частотой поступления из-
мерений. Предполагается, что в среднем ЛА дви-
жется с постоянной скоростью, а на реальную
скорость оказывают влияние неконтролируемые
случайные факторы (ветер). Их воздействие приво-
дит к независимым отклонениям скорости. Между
очередными изменениями на интервалах дискре-
тизации скорость остается постоянной и изменяет-
ся в каждый следующий такт времени. Движение
ЛА описывается в декартовой системе координат
Oxyz, связанной с располагающейся стационарно
РЛС. Наблюдения начинаются в момент времени
t = 0 и выполняются в дискретные моменты време-
ни 1, 2, . . . , t, . . ., отвечающие разбиению интервала
наблюдения с шагом δ с: δ, 2δ, . . . , tδ, . . ., единица
измерения — часы. Начальное положение ЛА —
вектор η = (ηX , ηY , ηZ)

′ = (X(0), Y (0), Z(0))′ —
состоит из независимых элементов, имеющих
равномерное распределение: ηX ∼ R[20, 40], ηY ∼
∼ R[20, 40], ηZ = R[0,5; 1,5], единица измере-
ния — километры. Таким образом, начальное
положение ЛА характеризуется математическим
ожиданием E{η} = (30, 30, 1)′ и ковариацией
D{η} ≈ diag {62; 62; 0,32}.

Скорость ЛА S(t) = (SX(t), SY (t), SZ(t))
′ скла-

дывается из некоторой постоянной средней ско-
рости и аддитивных возмущений. Постоянная
средняя скорость задается случайным вектором
s = (sX , sY , sZ)

′. Поскольку у всех ЛА не мо-
жет быть одинаковой средней скорости, то значе-
ния s моделируют реализации случайного векто-
ра с известными моментами (E{sX},E{sY },E{sZ})′
и diag (D{sX},D{sY },D{sZ}). Предполагается, что
элементы s независимы и каждый имеет равно-
мерное распределение: sX ∼ R[−200,−100]; sY ∼
∼ R[−200,−100]; sZ ∼ R[−2, 0]. Таким образом,
средняя скорость движения ЛА характеризуется
математическим ожиданием E{s} = (−150,−150,
−1)′, абсолютное значение средней скорости

≈ 212 км/ч и направление движения на нача-
ло координат x = y = 0 c небольшим умень-
шением высоты z (опускаясь в среднем в 5 раз
медленнее, чем приближаясь к РЛС в плоскости
Oxy) и ковариацией diag {D{sX};D{sY };D{sZ}} ≈
≈ diag {292; 292; 0,62}. Для каждой траектории па-
раметр s модели движения предполагается извест-
ным. В противном случае его можно идентифици-
ровать [19].

Отклонение скорости ЛА S(t) определяют не-
контролируемые случайные факторы, которые
моделируются аддитивным по отношению к сред-
ней скорости s вектором возмущений Wt =
= (wX(t), wY (t), wZ (t))

′, имеющим независимые
элементы со стандартным нормальным распреде-
лением. Величины отклонений σsX , σsY и σsZ

скорости S(t) от средней, повторяя модель из [19],
выбираются равными средним значениям средней
скорости s, т. е. σsX = E{sX} = 150; σsY = E{sY } =
= 150; σsZ = E{sZ} = 1. При больших скоро-
стях ЛА движение получается сильно хаотическим,
что вполне подходит для создания жестких усло-
вий проведения модельных испытаний алгоритмов
оценивания. При этом моментные характеристики
скорости S(t) постоянны и равны:

E{S(t)} = E{s} = (E{sX},E{sY },E{sZ})′ ;
D{S(t)} = diag

{
D{sX}+ σ2sX

,

D{sY }+ σ2sY
,D{sZ}+ σ2sZ

}
=

= diag
{
D{sZ}+ (E{sX})2 ,D{sY }+ (E{sY })2 ,

D{sZ}+ (E{sZ})2
}
=

= diag
{
E
{
s2X
}
,E
{
s2Y
}
,E
{
s2Z
}}

.

Итоговая динамика имеет вид:

X(t) = X(t− 1) + δSX(t) , SX(t) = sX + σsXwX(t) ;

Y (t) = Y (t− 1) + δSY (t) , SY (t) = sY + σsY wY (t) ;

Z(t) = Z(t− 1) + δSZ(t) , SZ(t) = sZ + σsZwZ(t) ;

t = 0, 1, . . .

Движение моделировалось в дискретные мо-
менты времени t = 0, . . . , 1000, которые отвечают
разбиению интервала времени наблюдения с шагом
дискретизации δ = 0,0001 ч, т. е. оценка положения
ЛА определяется в течение 0,1 ч = 6 мин. При аб-
солютной постоянной средней скорости 212 км/ч
за это время ЛА в среднем перемещается на рас-
стояние порядка 21 км, приближаясь к РЛС. Мак-
симальное расстояние в момент обнаружения ЛА
t = 0 до РЛС составляет ≈ 57 км, минимальное
расстояние — ≈ 28 км.

В те же моменты времени выполняются измере-
ния, т. е. в 1 с выполняются порядка трех измерений.
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Модифицированный вариант расширенного фильтра Калмана по методу линейных псевдонаблюдений

Рис. 2 Типовые траектории ЛА: 1 — координата Z(t); 2 — оценка прямых измерений, 3 — оценка �Z(t); 4 — траектории
оценки прямых измерений; 5 — траектории оценки в координатах �X(t), �Y (t); 6 — траектории ЛА в координатах
X(t), Y (t)

Предполагается, что РЛС имеет два независимых
канала, измеряя по каждому азимут, угол возвыше-
ния и дальность. Для моделирования выполняемых
РЛС наблюдений yt = (yϕt , yλt , yrt)

′ и формиру-
емых алгоритмом фильтрации псевдонаблюдений
Yt = (Yϕt , Yλt , Yrt)

′ остается задать только ковариа-
ции. В расчете полагалосьσϕ = σλ = (1/4)π/180рад
(1◦ на 4σϕ или 4σλ); σr = (1/4) ·0,1 км (100 м на 4σr).
Реальные точности современных РЛС эти величи-
ны превосходят существенно. Такие экстремальные
значения для эксперимента выбраны, чтобы проде-
монстрировать потенциал предложенного алгорит-
ма фильтрации. Можно считать, что эти значения
даны для учета возможного противодействия ра-
диолокационным измерениям.

Качество оценки положения ЛА определяется
величинами σ �X(t) = (E{| �X(t) − X(t)|2})1/2 (ана-
логично для σ�Y (t) и σ �Z(t)), вычисляемыми вдоль
траекторий моделируемого пучка. Здесь E{·} — ста-
тистическое среднее, вычисленное по N = 1000
смоделированным траекториям. Для сравнения
вычислялась оценка прямых измерений — сред-
нее оценок положений, вычисленное по двум те-
кущим измерениям РЛС (прямое преобразование
дальности и углов в декартовы координаты).

На рис. 2 эксперимент проиллюстрирован при-
мерами характерных траекторий ЛА и их оценок
(отдельно высота Z(t) и проекция положения на
плоскость Oxy), на рис. 3 показана точность оце-

нивания (графики σ �X(t), σ�Y (t) и σ �Z(t)). Обоб-
щенные характеристики качества оценок приведе-
ны в таблице. На графиках использована оценка
фильтра для интегральной ковариации шума. При
этом надо отметить, что визуальная разница между
оценками фильтра РФК линейных псевдонаблюде-
ний для минимаксной D{vi} = σ2 и интегральной
D{vi} = (1/4)σ2 форм ковариаций отсутствует.

Обобщенную характеристику точности фильт-
ров дают величины σ

(mean)
�X

= (1/1000)
∑1000

t=1 σ �X(t)

(аналогично σ
(mean)
�Y

и σ
(mean)
�Z

). Поскольку раз-

ница между оценками фильтров с D{vi} = σ2

и D{vi} = (1/4)σ2 невелика, то определенный ин-
терес есть в том, чтобы посмотреть на чувстви-
тельность фильтра к этому параметру шире. Такой

Рис. 3 Точность оценивания (1 — σ �X ; 2 — σ�Y ; 3 — σ �Z)
и отклонения оценки прямых измерений (4 — по X; 5 —
по Y ; 6 — по Z)

Точность фильтрации

Фильтр
D{vi}=σ2

Минимаксный
D{vi} =

(
1

2
σ

)2

Интегральный
D{vi} =

(
1

4
σ

)2
D{vi} =

(
3

4
σ

)2
D{vi} =

(
3

2
σ

)2
Прямые

измерения

σ
(mean)
�X

35,30 33,85 39,86 33,17 39,26 73,72

σ
(mean)
�Y

35,24 34,47 40,39 33,18 38,87 73,30

σ
(mean)
�Z

7,86 7,93 8,03 7,68 7,74 102,82
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предварительный анализ возможности адаптации
фильтра — в стиле классического подхода [20]. Ре-
зультаты объединены в таблицу.

5 Заключение

Решаемая проблема — типовая задача нелиней-
ной фильтрации для дискретных стохастических
систем наблюдения. Оценка строится в условиях,
которые можно считать экстремальными: реаль-
ный движущийся объект вряд ли может совершать
такие хаотические маневры, а измерения быть столь
неточными. Очень часто субоптимальные фильт-
ры калмановской структуры в таких задачах дают
неприемлемые результаты, их оценки попросту рас-
ходятся. Метод линейных псевдонаблюдений РФК
дал не просто устойчивые оценки, но и обладающие
хорошей точностью. Конечно, результат может
быть улучшен (это точно может обеспечить при-
менение концепции условно-оптимального оцени-
вания, что продемонстрировано в похожей задаче
в [19]).

Другая интересная тема для дальнейшего разви-
тия — исследование предложенной оценки в зада-
чах с неполной информацией в стиле адаптивного
фильтра Калмана [20]. Из результатов численного
эксперимента видно, что предложенные при фор-
мировании линейных псевдонаблюдений мини-
максная и интегральная аппроксимации ковари-
ации шумов обе дают хороший результат, т. е.
в некотором смысле обе оказываются «правиль-
ными». Но отклонения от них, т. е. более грубые
аппроксимации, результат сильно ухудшают. Такое
положении свидетельствует о готовности представ-
ленной методики к применениям в условиях не-
полной априорной информации об ошибках изме-
рений и возможности синтеза адаптивного фильтра.
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МЕТОДЫ УСЛОВНО-ОПТИМАЛЬНОЙ ФИЛЬТРАЦИИ

ПО СЛОЖНОМУ СТАТИСТИЧЕСКОМУ КРИТЕРИЮ

ДЛЯ НАБЛЮДАЕМЫХ НЕЯВНЫХ СТОХАСТИЧЕСКИХ СИСТЕМ

И. Н. Синицын1

Аннотация: Рассмотрены методы синтеза нелинейных условно-оптимальных фильтров (УОФ) по слож-
ному статистическому критерию (ССК) для обработки информации во взаимосвязанных наблюдаемых
непрерывных и дискретных неявных негауссовских стохастических системах (СтС), приводимых к явным.
Дан краткий обзор работ по УОФ по среднеквадратичному критерию для явных и неявных СтС и УОФ
ССК для явных систем. Представлены методы приведения для гладких и разрывных неявных функций.
Разработаны точные методы синтеза УОФ ССК для приведенных дифференциальных, регрессионных
и авторегрессионных уравнений. Рассмотрены две задачи по применению основных результатов к за-
дачам непрерывной и дискретной ССК-фильтрации в случае аддитивных шумов и неявных функций,
допускающих эквивалентную статистическую линеаризацию. Получены обобщения фильтров Калмана
и Калмана–Бьюси. Предложены возможные обобщения точных и приближенных методов.

Ключевые слова: непрерывная и дискретная ССК-фильтрация; неявная стохастическая система; сложный
статистический критерий (ССК); стохастический процесс (СтП); условно-оптимальный фильтр (УОФ)
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1 Введение
Теория условно-оптимальной фильтрации

в среднеквадратичном смысле (по В. С. Пугачёву)
стохастических процессов (СтП), описываемых яв-
ными стохастическим дифференциальными урав-
нениями, нашла применение при решении задач
обработки информации в реальном масштабе
времени. Для неявных дифференциальных СтС, до-
пускающих приведение к явным дифференциаль-
ным, развиты соответствующие методы условно-
оптимальной фильтрации В. С. Пугачёва. Так,
в [1] разработаны математические модели наблюда-
емых неявных дифференциальных СтС, приводи-
мых к дифференциальным, для задач фильтрации.
Получены базовые уравнения нелинейных УОФ.
Сформулированы основные выводы, обсуждены
примеры синтеза и даны предложения по развитию
УОФ для неявных дифференциальных и функцио-
нально-дифференциальных СтС.

Развитие методов условно-оптимальной фильт-
рации при автокоррелированных помехах в наблю-
дениях для некоррелированных и автокоррелиро-
ванных помех на случай неявных непрерывных
и дискретных гауссовских СтС, приводимых к яв-
ным, дано в [2]. Представлены математические
модели неявных непрерывных и дискретных гаус-
совских и негауссовских СтС, приводимых к явным.
Для приведенных неявных СтС в условиях, когда
наблюдения не оказывают влияния на объект на-

блюдения и описываются явными уравнениями,
разрешенными относительно производных (раз-
ностей), получены уравнения базовых методов
условно-оптимальной фильтрации. Обсуждены
три примера, представлены выводы и направления
дальнейших исследований.

Статья [3] посвящена методам условно-опти-
мального синтеза фильтров для неявных дискрет-
ных СтС, приводимых к явным, путем эквивалент-
ной гауссовской и негауссовской линеаризации.
Предполагается, что наблюдения не влияют на объ-
ект наблюдения и описываются дискретными не-
линейными уравнениями с некоррелированными
и автокоррелированными помехами. Дан обзор ра-
бот в области синтеза УОФ для явных и неявных
дискретных наблюдаемых СтС. Приведены основ-
ные модели дискретных неявных СтС и методы их
эквивалентной линеаризации. Получены уравне-
ния УОФ. В качестве примера рассмотрены УОФ
для авторегрессионных приведенных уравнений.
Обсуждены примеры и направления дальнейших
исследований.

В [4] изложены методы синтеза нелинейных
нормальных УОФ (НУОФ) по среднеквадратично-
му критерию для обработки информации во взаи-
мосвязанных наблюдаемых неявных непрерывных
и дискретных гауссовских и негауссовских СтС,
приводимых к явным. Представлены уравнения
наблюдаемых непрерывных и дискретных явных
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и неявных гауссовских и негауссовских СтС, мето-
ды приведения неявных гладких и разрывных СтС
к явным. Для взаимосвязанных неявных объек-
товых и явных систем наблюдения разработаны
методы синтеза НУОФ, основанные на решении
методом нормальной аппроксимации совместных
приведенных уравнений объекта, системы наблю-
дения и уравнений линейных и нелинейных УОФ
для гауссовских и негауссовских СтС. В качестве
дискретных неявных СтС, приводимых к дис-
кретным, рассмотрены нелинейные регрессион-
ные и авторегрессионные уравнения. Предложены
обобщения методов синтеза НУОФ для сложных
неявных непрерывных и дискретных СтС.

Рассмотрим методы синтеза УОФ ССК для об-
работки информации во взаимосвязанных объекто-
вых наблюдаемых непрерывных и дискретных не-
гауссовских СтС, приводимых к явным. Для явных
непрерывных и дискретных систем УОФ ССК рас-
смотрены в [5–7].

2 Уравнения объектовых
наблюдаемых непрерывных
и дискретных неявных
стохастических систем

Обобщая [1–4], рассмотрим векторную неявную
дифференциальную СтС с нелинейностями, опи-
сываемыми гладкими детерминированными функ-
циями размерности (n� × 1):

� = �
(
t, Zt, ‘Zt, . . . , Y

(k)
t , Ut

)
= 0,

Z(t0) = Z0, ‘Z(t0) = ‘Z0, . . . , Y
(k)(t0) = Z

(k)
0 . (1)

При этом уравнение нелинейного формирующего
фильтра для стохастических возмущений Ut возь-
мем в виде, разрешенном относительно белых шу-
мов:

‘Ut = a
U (t, Ut) + b

U (t, Ut)V
U
t , U(t0) = U0. (2)

Здесь aU (t, Ut) и bU (t, Ut)— (nZ × 1)- и (nZ × nV )-
мерные функции;V U

t — белый шум в строгом смыс-
ле, допускающий представление вида

V U
t = ‘W

U
t , W

U
t =W

U
0 (t) +

∫

Rq
0

cU (u)P 0(t, du),

где νt — его интенсивность:

νt = ν
W
t = ν

W0

t +

∫

Rq
0

cU (u)[cU (u)]TνP (t, u) du ;

cU = cU (u) – известная векторная функция той же
размерности, что и WU

0 ; интеграл при любом t ≥
≥ t0 представляет собой стохастический интеграл
по центрированной пуассоновской мере P 0(t,A),
независимой от WU

0 и имеющей независимые зна-
чения на попарно непересекающихся множествах;
A — борелевское множество пространстваRq

0 с вы-
колотым началом; νW

t , νW0

t и νP — интенсивности
СтП WU

t , WU
0 и P 0. Уравнение (2) понимается

в смысле Ито и имеет единственное среднеквадра-
тичное решение.

Для гладких функций в (1), допускающих сто-
хастические производные Ито до h-го порядка, вы-
полним следующие преобразования. Будем диф-
ференцировать по t левые части уравнений (1) по
обобщенной формуле Ито [4, 5] до тех пор, пока не
появятся производные белого шума. В результате
получим следующую систему неявных нелинейных
дифференциальных уравнений:

� = 0, ‘� = 0, . . . , �(h) = 0 .

Далее введем составной вектор [ �ZTt Z
′
t+
T]T, где

�Zt = [Z
T
t
‘ZTt · · ·Z(k−1)Tt ]T, и вспомогательный век-

тор Z ′
t, определяемый в виде конечного уравнения

ā
(
�Zt, Z

′
t

)
= 0. (3)

Как показано в [1–3], если неявные гладкие
вектор-функции и конечные неявные уравнения (1)
и (3) допускают гладкую замену переменных, то
они приводятся к системе, состоящей из векторно-
го стохастического дифференциального уравнения
Ито и конечного неявного векторного уравнения
(теорема 2.1):

d �Zt = a
š(t, �Zt)dt+ b

š(t, �Zt)dW0 +

+

∫

Rq
0

cš(t, �Zt, u)P
0(dt, du), āš( �Zt, Z

′
t, t) = 0 .

Приводимые неявные дискретные регрессион-
ные и авторегрессионные СтС описываются раз-
ностными уравнениями вида (теоремы 2.2 и 2.3):

�Zk+1 = ω
š
k

(
�Zk, Vk

)
; āšk

(
�Zk, Z

′
k

)
= 0 ;

�Zk+1 = a
š
k

(
�Zk

)
+ bšk

(
�Zk

)
Vk; ā

š
k

(
�Zk, Z

′
k

)
= 0 .

Здесь функции ωš(�zk, υk), ašk (�zk) и bšk (�zk) имеют
размерности (n �Z × 1), (n �Z × 1) и (n �Z × nv) соответ-
ственно, k = 1, 2, . . .

В задачах фильтрации и идентификации пара-
метров в условиях теоремы 2.1 обычно принимает-
ся, что объектовая неявная СтС допускает приве-
дение к явной СтС, измерительная система вполне
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наблюдаема, причем уравнение наблюдения раз-
решено относительно вектора наблюдения. Вве-
дем новые обозначения для составных векторов
состояния объекта Xt, вспомогательного векто-
ра Z ′

t и системы наблюдения Yt. Тогда в каче-
стве приведенных уравнений состояния объекта
и наблюдений будем рассматривать для приведен-
ных дифференциальных СтС следующие уравнения
(теорема 2.4):

‘Xt = ϕ
š(Xt, Yt, t) + ψ

š(Xt, Yt, t)V,

āš(Xt, Z
′
t, t) = 0 ;

‘Yt = ϕ1(Xt, Yt, t) + ψ1(Xt, Yt, t)V, V = ‘W.





(4)

Здесь

V = ‘W, W (t) =W0(t) +

∫

Rq
0

c(u)P 0(t, du),

где c(u)– векторная функция размерности (nW ×1)
q-мерного аргумента u, а интеграл при любом t ≥
≥ t0 представляет собой стохастический интеграл
по центрированной пуассоновской мере P 0(t,B),
независимой от СтП W0 и имеющей независимые
значения на непересекающихся множествах. Ин-
тенсивность ν = ν(t) СтП W (t) в этом случае опре-
деляется формулой:

ν(t) = ν0(t) + ν
′(t), ν′(t) =

∫

Rq
0

c(u)c(u)TνP (t, u) du,

где ν0(t) и νP (t, u)— интенсивности СтП W0 и P 0.
Для разностного случая в условиях теорем 2.2

и 2.3 приведенные уравнения состояния и наблю-
дения будут следующими (теоремы 2.5 и 2.6):

Xk+1 = ω
š
k (Xk, Yk, Vk) ,

āš (Xk, Z
′
k) = 0, Yk = ω1k (Xk, Yk, Vk) ; (5)

Xk+1 = ϕ
š
k (Xk, Yk) + ψ

š
k (Xk, Yk) Vk,

āšk (Xk, Z
′
k) = 0,

Yk = ϕ1k (Xk, Yk) + ψ1k (Xk, Yk)Vk, (6)

где Vk — дискретные негауссовские в общем виде
белые шумы с известной одномерной характери-
стической функцией hk = hk(ε; t).

3 Основные результаты

Рассмотрим векторный СтП Xt. В соответ-
ствии с принципом условно-оптимальной фильтра-
ции будем считать, что наилучшей оценкой �Xt про-
цесса Xt служит такая оценка, которая при каждом

данном t минимизирует в бесконечно близкий мо-
мент t′ > t, t′ → t заданный функционал от вектора
математического ожидания m “Xt

= M “Xt и матрицы
вторых вероятностных моментов ошибки фильтра-
ции • “Xt

= M( “Xt
“XTt ):

It = It
(
m “Xt

,• “Xt

)
= min,

“Xt = “X(t) = �Xt(t)−X(t). (7)

Критерий (7) будем называть сложным статистиче-
ским критерием.

Пусть исходная непрерывная (дифференциаль-
ная) неявная СтС приводима к дифференциально-
конечной (4) для переменных Xt и Z ′

t.
Требуется по результатам наблюдений Y t

t0 =

= {Y (τ) : t0 ≤ τ ≤ t} найти наилучшую оценку �Xt

процесса Xt в классе допустимых оценок, опреде-
ляемых уравнением фильтра

d �Xt = αtξ
(
�Xt, Yt, t

)
dt+ βtη

(
�Xt, Yt, t

)
dYt (8)

при заданных структурных функциях ξ =

= ξ
(
�Xt, Yt, t

)
и η = η

(
�Xt, Yt, t

)
, отображающих

Rny+nx+1 в Rq и Rsny соответственно. Здесь αt =
= α(t) и βt = β(t) — матрицы коэффициентов,
подлежащие определению. Заметим, что, добавив
к вектору ξ еще одну координату, равную 1, т. е.
положив ξ′ = [ξT 1]T, и введя матрицы α′ = [αt γt],
получим следующий УОФ (8) со сдвигом:

d �Xt = αtξ
(
�Xt, Yt, t

)
dt+ βtη

(
�Xt, Yt, t

)
dYt + γt dt.

Следуя [5–7], определение оптимальных коэф-
фициентов αt и βt в (8) осуществляется в два эта-
па. На первом этапе определяем коэффициенты
αθ,λ1 = α(θ, λ1, t) и βθ,λ1 = β(θ, λ1, t), обеспечива-
ющие минимум приведенного критерия

Iθ,λ1 = θ
Tm “Xt

+ tr
(
λ• “Xt

)
,

где θ и λ1 — вектор и матрица (симметричная,
положительно определенная), элементами кото-
рых выступают произвольные множества θi и λij

(i, j = 1, nx) соответственно, θ ∈ ˜λ ⊂ Rnx , λ ∈
∈ ˜θ ⊂ RN , N = nx(nx + 1)/2. На втором этапе,
выбрав конкретный вид критерия (7) и подставив
в него значенияαθ,λ1 и βθ,λ1 , определяем оптималь-
ные значения θ0 и λ0, соответствующие минимуму
принятого критерия.

В результате придем к следующему утвержде-
нию.

Теорема 3.1. Пусть векторный СтП [XTt Y
T
t ]
T

определяется стохастическими дифференциальными
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уравнениями (4) и (8) и имеет конечные одномерные

моменты. Тогда значения структурных коэффициен-

тов αt = α(t) и βt = β(t) фильтра (8) находятся при

решении задачи

αt = αθ0,λ0 , βt = βθ0,λ0 , (θ0, λ0) =

= argmin
(θ,λ1)∈˜

It
(
m “Xt
(αθ, βθ,λ1),• “Xt

(αθ,λ1 , βθ,λ1)
)
,

˜ = ˜θ × ˜λ,

где функции αθ,λ1 и βθ,λ1 удовлетворяют следующим

уравнениям:

λβθ,λ1κ22 = κ02;

αθ,λ1κ11 +M

(
�Xt −Xt +

1

2
θ

)
ξTαTθ,λ1

∂ξT

∂ �Xt

=

= κ′01 − βθ,λ1k
′
21.





(9)

Структурные коэффициенты κij и κ′ij в (9) определя-

ются по формулам:

κ02 = λM
(
Xt − �Xt

)
ϕT
1 η
T + λM

(
ψšνψ1

TηT
)
−

− 1
2
θM
(
ϕT1 η

T
)
;

κ11 = M(ξ −m1) ξ
T;

κ22 = M
(
ηψ1νψ1

TηT
)
;

κ′21 = M(ηϕ1 −m2) ξ
T;

κ01 = M
(
ϕš −m0

)
ξT;

κ′01 = κ01 +M
(
Xt − �Xt

) ∂ξT
∂t
+

+M





(
Xt − �Xt −

1

2
θ

)

ϕT1 −

∫

Rq
0

ψ1
TcνP (t, v) dv


 +

+ ψšνψ1
T − βθ,λ1ηψ1νψ1

T





×

×
(

∂

∂Yt
+ ηTβTθ,λ1

∂

∂ �Xt

)
ξT +

+
1

2
M

{(
Xt − �Xt −

1

2
θ

)
×

×
{
tr

[
ψ1νψ1

T

(
∂

∂Yt
+ 2ηTβTθ,λ1

∂

∂ �Xt

)
∂T

∂Yt

]
+

+ tr

[
βθ,λ1ηψ1νψ1

TηTβTθ,λ1

∂

∂ �Xt

∂T

∂ �Xt

]}
ξT
}
+

+

∫

Rq
0

M
(
�Xt −Xt + ψ

šc− βθ,λ1ηψ1c
)
×

×
[
ξ(Yt + ψ1c, �Xt + βθ,λ1ηψ1c, t)

T−ξT
]
νP (t, v) dv.

Здесь m0 = Mϕš; m1 = M ξ; m2 = M ηϕ1; ν =
= ν(t) — интенсивность винеровского процесса;
νP ([t0, t), D) — интенсивность пуассоновского про-

цесса P ([t0, t), D). При этом ССК условно-оптималь-

ной оценки вектора вспомогательных переменных �Z ′
t

находится из конечного уравнения

āš
(
�Xt, �Z

′
t

)
= 0 .

Замечание 3.1. Для приближенного решения урав-
нений могут применяться известные методы па-
раметризации распределений (методы нормальной
аппроксимации, методы моментов, методы ортого-
нальных разложений и др.) [7].

Пусть дискретный процесс
[
XTk Y

T
k

]T
удовле-

творяет стохастическим разностным уравнени-
ям (5). Требуется по результатам наблюдений
Y k
1 = {Y1, . . . , Yk} найти наилучшую оценку �Xk+1

процесса Xk+1 в классе допустимых оценок, опре-
деляемых разностным уравнением

�Xk+1 = δkζk( �Xk, Yk), k = 1, 2 . . . , (10)

где ζk = ζk( �Xt, y) — заданная функция, отобра-
жающая Rnx+k в Rs; δk — неизвестная матрица
коэффициентов фильтра (10), подлежащая опреде-
лению. Добавив к вектору ζk еще одну координату,

равную 1, т. е. положив ζ′k =
[
ζTk 1

]T
, и введя матри-

цу δ′k = [δkγk], получим фильтр со сдвигом γk:

�Xk+1 = δkζk

(
�Xk, Yk

)
+ γk, k = 1, 2, . . . (11)

В качестве критерия оптимальности оцен-
ки �Xk+1 принимается ССК:

Ik+1 = It

(
m k+1,• “Xk+1

)
= min ,

“Xk+1 = �Xk+1 −Xk+1. (12)

Определение оптимальных коэффициентов δk
в (12) осуществляется в два этапа. На первом эта-
пе определяем функции δk(θ, λ1), обеспечивающие
минимум приведенного критерия

Iθ,λ1 = θ
T
m “Xk+1

+ tr
(
λ• “Xk+1

)
= min ,

(θ, λ1) ∈ ˜, ˜ = ˜θ × ˜λ, N =
nx(nx + 1)

2
,

где θ ∈ ˜θ ⊂ Rnx и λ ∈ ˜λ ⊂ RN — неопреде-
ленные множители. На втором этапе определяем
оптимальные значения θ0 и λ0, соответствующие
минимуму критерия (12).
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Таким образом, приходим к утверждению.

Теорема 3.2. Пусть дискретный СтП
[
XTk Y

T
k

]T
определяется уравнениями нелинейной регрессии (5)
и имеет конечные одномерные вероятностные момен-

ты. Тогда значения структурных коэффициентов δk
и γk фильтра (11) по критерию (12) находятся при

решении задачи

δk = δk(θ0, λ0),

(θ0, λ0) = argmin
(θ,λ1)∈˜

Ik

(
m “Xk+1

(δk(θ, λ1)
)
,

• “Xk+1
(δk(θ, λ1)) , (13)

в которой функции δk(θ, λ1) удовлетворяют следу-

ющим уравнениям:

δk(θ, λ1)Kk = Lk, (14)

где

Lk = Mωk(Xk, Vk)ζk( �Xk, Yk)
T − 1
2
λ−1θrk

T,

rk = M ζk( �Xk, Yk);

Kk = M ζk

(
�Xk, Yk

)
ζk

(
�Xk, Yk

)T
,

k = 1, 2, . . . (15)

Теперь рассмотрим авторегрессионные уравне-
ния (6) и уравнение фильтра

�Xk+1 = αkξk( �Xk) + βkηk( �Xk)Yk , (16)

где ξn( �Xk)и ηk( �Xk)— заданные функции;MVk = 0;
M(VkV

T
k ) = νk.

При условиях теоремы 3.2, положив

ζk( �Xk, y) =
[
ξk( �Xk)

TY Tk ηk( �Xk)
]T
; δk = [αkβk] ,

получим следующий результат.

Теорема 3.3. Пусть дискретный векторный СтП

[XTk Y
T
k ]
T определяется уравнениями нелинейной ав-

торегрессии (6) и имеет конечные одномерные веро-

ятностные моменты. Тогда оптимальные значения

структурных коэффициентов αk и βk фильтра (16)
по критерию (12) определяются из решения зада-

чи (13) для

δk(θ, λ1) = [αk(θ, λ1)βk(θ, λ1)] ;

ζk( �Xk, Yk) =
[
ξk( �Xk)

TY Tk ηk( �Xk)
T
]T
.

При этом уравнения для определения αk(θ, λ1)
и βk(θ, λ1) имеют вид:

αk(θ, λ1)κ11 + βk(θ, λ1)κ12 = κ01 ;

αk(θ, λ1)κ21 + βk(θ, λ1)κ22 = κ02 ,

}
(17)

где

κ11 = M
(
ξkξ

T
k

)
; κ12 = κ

T
21 = M

(
ϕ1kηkξ

T
k

)
;

κ22 = M
(
ηkϕ1kϕ

T
1kη

T
k

)
+M

(
ηkψ1kνkψ

T
k η
T
k

)
;

κ01 = M
(
ϕ1kξ

T
k

)
− 1
2
λ−1θM ξTk ;

κ02 = M
(
ϕ1kϕ

T
1kη

T
k

)
+M

(
ψ1kνkψ

T
1kη

T
k

)
−

− 1
2
λ−1θM

(
ϕT1kη

T
k

)
.





(18)

При определении Kk, Lk и rk в (14), (15) и κij

в (17), (18) достаточно знать одномерное совмест-
ное распределение случайных векторовXk и �Xk при
каждом k и распределение величин Vk, которые по
предположению известны.

В теоремах 3.2 и 3.3 оценка �Z ′
k находится из

конечного уравнения

āš
(
�Xk, �Z

′
k

)
= 0 .

4 Применение к задачам
нормальной
условно-оптимальной
фильтрации по сложному
статистическому критерию

В условиях аддитивных гауссовских помех в при-
веденных уравнениях (4), (6), применяя метод экви-
валентной статистической линеаризации, придем
к следующим результатам.

Задача 1. Пусть нормальный векторный СтП
[Y Tt X

T
t
�XTt ]

T определяется статистическими линеа-
ризованными дифференциальными уравнениями

‘Xt = a
(
mX

t ,K
X
t , t

)
Xt + ψ

šV0,

‘Yt = a1(t)Xt + ψ1V0, ā
š
(
�Xt, �Z

′
t

)
= 0,

‘�Xt = αt
�Xt + βt

‘Yt + γt,

гдеmX
t иKX

t — векторы математических ожиданий
и ковариационная матрица; a(mX

t ,K
X
t , t) — мат-

ричный коэффициент линеаризации. Тогда в осно-
ве нормального непрерывного УОФ ССК лежат сле-
дующие уравнения теоремы 3.1:

αθ,λ1 =
[
(a− βθ,λ1a1)KXt

�Xt
+

+
1

2

(
λ−11 − I

)
θmTXt

aT1 β
T
θ,λ1

]
K−1
�Xt
; (19)
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βθ,λ1 =

[(
−1
2
λ−11 θmTXt

+K “Xt

)
aT1 +

+ ψšν0ψ
′
1
T
]
(ψ′
1νψ

′
1
T
)−1, (20)

где

K “Xt
= KXt −KXt

�Xt
−m “Xt

mTXt
,

m “Xt
= m �Xt

−mXt . (21)

При этом математические ожидания m �Xt
и mXt

и ковариации KXt , KXt
�Xt

и K �Xt
векторов Xt

и �Xt удовлетворяют линейным дифференциальным
уравнениям:

dmXt

dt
= amXt ,

dm �Xt

dt
= αθ,λ1m �Xt

+ βθ,λ1a1mXt , (22)

dKXt

dt
= aKXt +KXta

T + ψšνψšT,

dKXt
�Xt

dt
= aKXt

�Xt
+KXta

T
1 β
T
θ,λ1 +

+ αTθ,λ1KXt
�Xt
+ ψšν0ψ1

TβTθ,λ1 ,

dK �Xt

dt
= βθ,λ1a1KXt

�Xt
+KXt

�Xt
aT1 β

T
θ,λ1 +

+ αθ,λ1K �Xt
+K �Xt

αTθ,λ1 + βθ,λ1ψ1ν0ψ1
TβTθ,λ1 . (23)

В уравнениях (19)–(23) при θ = 0 и λ = 1 полу-
чаем фильтр Калмана–Бьюси [7].

Задача 2. Для дискретного СтП [Y Tk X
T
k �x
T
k ]
T, опи-

сываемого разностными уравнениями

Xk+1 = ak

(
mX

k ,K
X
k

)
Xk+ψ

š
k V0k, ā

š (Xk, X
′
k) = 0 ;

Yk = bk(t)Xk + ψ1kVk, �Xk+1 = αk
�Xk + βkYk,

в основе нормального УОФ ССК лежат следующие
уравнения теоремы 3.3:

δ(θ, λ1) = [αk(θ, λ1)βk(θ, λ1)] ;

ζk( �Xk, Y ) =
[
�XTk Y

T
k

]T
.

При этом αk(θ, λ1) и βk(θ, λ1) определяются по сле-
дующим формулам:

αk(θ, λ1) =

= (ak − βk(θ, λ1)bk)•Xk, �Xk
•−1�Xk

− 1
2
λ−1θmT�Xk

•−1�Xk
;

βk(θ, λ1) =

(
akRkb

T
k + ψkν0kψ

T
1k − 1

2
λ−1θ ×

×
(
mT“Xk

+
1

2
mT�Xk

•−1�Xk
θmT�Xk

))
×

×
(
bkRkb

T
k + ψ1kνkψ

T
1k

)−1
,

где
Rk = •Xk

− •Xk, �Xk
•−1�Xk
•T

Xk, �Xk
.

Здесь математические ожидания mXk
= MXk

и m �Xk
= M �Xk, вероятностные моменты второ-

го порядка векторов Xk и �Xk, •Xk
= MXkX

T
k ,

•Xk, �Xk
= MXk

�XTk и • �Xk
= M �Xk

�XTk удовлетворя-
ют системе линейных уравнений:

mXk+1
= akmXk

;

m �Xk+1
= αk(θ, λ1)m �Xk

+ βk(θ, λ1)bkmXk
;

•Xk+1
= ak•Xk

aTk + ψ
š
k ν0kψ

šT
k ;

•Xk+1, �Xk+1
= ak•Xk, �Xk

αk(θ, λ1)
T +

+ ak•Xk
bkβk(θ, λ1)

T + ψšk ν0kψ
T
1kβk(θ, λ1)

T;

• �Xk+1
= αk(θ, λ1)• �Xk

αk(θ, λ1)
T +

+ βk(θ, λ1)bk•Xk, �Xk
αk(θ, λ1)

T +

+ αk(θ, λ1)•
T
Xk, �Xk

bTk βk(θ, λ1)
T +

+ βk(θ, λ1)ψ1kν0kψ
T
1kβk(θ, λ1)

T;

āšk

(
�Xk, �Z

′
k

)
= 0 .

При θ = 0иλ = I, поскольку•Xk , �Xk
= •T�Xk,Xk

=

= • �Xk
и Rk = • “Xk

( “Xk = Xk − �Xk), уравнения
определяют дискретный фильтр Калмана [7].

5 Заключение

Разработаны точные методы условно-оптималь-
ного синтеза фильтров по ССК для обработки ин-
формации в реальном масштабе времени для неяв-
ных непрерывных и дискретных СтС, приводимых
к явным. Предполагается, что наблюдения влияют
на объект наблюдения. Особое внимание уделено
задачам приближенного синтеза УОФ ССК на осно-
ве методов нормальной аппроксимации и эквива-
лентной статистической линеаризации.

Полученные методы допускают обобщение на
случай приводимых неявных СтС, зависящих от
случайных параметров, определяемых канони-
ческими представлениями [8–10], эредитарных
СтС [11–13], а также управляемых СтС [14–18].
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МАТЕМАТИЧЕСКОЕ ОБЕСПЕЧЕНИЕ МОНИТОРИНГА

СОСТОЯНИЙ И ХАРАКТЕРИСТИК СЕТЕВОГО СОЕДИНЕНИЯ

ПО КОМПЛЕКСНОЙ СТАТИСТИЧЕСКОЙ ИНФОРМАЦИИ∗

А. В. Борисов1, Ю. Н. Куринов2, Р. Л. Смелянский3

Аннотация: Работа посвящена использованию методов оптимальной фильтрации для решения задачи
оценивания текущих характеристик сетевого соединения, функционирующего под управлением транс-
портного протокола TCP. В качестве доступной статистической информации используются измерения
времени кругового обращения сегментов данных, джиттера, а также потоки потерь пакетов и тайм-
аутов. Эволюция состояния соединения описывается классом специальных марковских скачкообразных
процессов (СМСП): часть компонент определяет качественное состояние канала, другая часть — его коли-
чественные характеристики. Выбранная модель функционирования соединения и структура измерений
позволяют строить оценки состояния и характеристик соединения, оптимальные как в классе линейных,
так и произвольных функций наблюдений. Представлен численный пример, подтверждающий качество
обеих оценок.

Ключевые слова: специальный марковский скачкообразный процесс; оптимальная оценка фильтрации;
стохастическая дифференциальная система наблюдения; уравнение Кушнера–Стратоновича; фильтр
Калмана–Бьюси
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1 Введение

Развитие аппаратной составляющей телеком-
муникационных сетей идет параллельно с совер-
шенствованием протоколов управления передачей
данных. Несмотря на развитие новых транспорт-
ных протоколов типа QUIC и MsQuic [1, 2], боль-
шее внимание разработчиков направлено на со-
вершенствование традиционного протокола TCP,
повсеместно распространенного, постоянно разви-
вающегося и успешно функционирующего в ком-
пьютерных сетях уже более полувека [3, 4]. Мо-
дификации TCP обычно связаны с его адаптацией
к изменениям:

– аппаратной составляющей сетей;

– протоколов стека TCP/IP нижнего уровня;

– протоколов верхнего уровня;

– требований к устойчивости передачи данных,
органичному делению доступных ресурсов ка-
нала между различными потоками;

– требований эффективности использования ап-
паратных ресурсов сети.

Механизм в протоколе, обеспечивающий устой-
чивую передачу данных и эффективное исполь-

зование канальных ресурсов, определяется так
называемым алгоритмом управления перегрузкой
(АУП) [5]. Именно эта часть протокола совершен-
ствуется наиболее интенсивно [6–9].

Перегрузка возникает вследствие переполнения
буферов сетевых устройств, что приводит к потерям
пакетов, существенному снижению качества связи
и необходимости повторной передачи потерянных
данных. В свою очередь, переполнение буферов
связано с тем, что сетевые устройства обслужива-
ют одновременно несколько потоков, и доступная
пропускная способность канала варьируется во вре-
мени и не наблюдаема. Исходя из этого, к АУП
предъявляют следующие требования:

– по доступной статистической информации
адаптивно управлять интенсивностью передачи
данных;

– быстро восстанавливать скорость передачи по-
сле сбоев/потерь в канале;

– обеспечивать компромисс между интенсив-
ностью передачи и потерями пакетов;

– обеспечивать гарантированную передачу паке-
тов.

∗Работа выполнена при поддержке Программы развития МГУ, проект № 23-Ш03-03. Работа выполнялась с использованием
инфраструктуры Центра коллективного пользования «Высокопроизводительные вычисления и большие данные» (ЦКП «Инфор-
матика») ФИЦ ИУ РАН (г. Москва).

1Федеральный исследовательский центр «Информатика и управление» Российской академии наук, aborisov@frccsc.ru
2Московский государственный университет имени М. В. Ломоносова, kurinovurij@gmail.com
3Московский государственный университет имени М. В. Ломоносова, smel@cs.msu.su
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Алгоритмы управления перегрузкой используют
статистическую информацию, хранящуюся в заго-
ловках пакетов, в подтверждениях получения па-
кетов, а также в некоторых служебных пакетах.
Состав и структура этой информации остаются от-
носительно неизменными. Различные версии TCP
проводят предобработку этих данных, восстанавли-
вая по ним различные события (потери пакетов,
тайм-ауты и пр.) и характеристики (время кругово-
го обращения сегмента данных — RTT, джиттер, до-
ступный объем буфера «бутылочного горла» и пр.),
и на их основе синтезируют управляющие воз-
действия: повторно передают потерянные пакеты,
изменяют размер окна перегрузки и др. Для эффек-
тивного использования коммуникационных ресур-
сов структура статистической информации расши-
рялась и одновременно усложнялись процессы ее
обработки [6, 7].

На ранних этапах эксплуатации TCP сети бы-
ли проводными, имели умеренную протяженность
и емкость. В такой ситуации основными индика-
торами перегрузки служили потери пакетов. По-
этому ранние версии TCP Tahoe, Reno и New Reno
включали в себя АУП, основанные на информации
о потерях пакетов.

Повышение протяженности каналов и их ем-
кости и использование разнородных каналов (спут-
никовая связь, сотовая сеть, беспроводная связь)
привели к ситуации, когда потеря пакетов пере-
стала служить надежным индикатором перегрузки.
Это обстоятельство послужило отправной точкой
развития версий АУП, основанных на временн‚ых
задержках. Для них показателем состояния кана-
ла, предшествующим перегрузке, стало увеличение
RTT из-за заполнения буфера «бутылочного горла».
К таким версиям TCP могут быть отнесены Vegas,
NICE, FAST и др.

Дальнейшее повышение требований к эффек-
тивности использования канальных ресурсов при-
вело к появлению гибридных АУП, основанных на
потерях и задержках. В отличие от версий, упомя-
нутых выше, данные алгоритмы быстрее восстанав-
ливают скорость передачи после реакции на пере-
грузку канала. Помимо этого, они строят оценки
показателей текущей доступной пропускной спо-
собности, например bandwidth-delay product, и на
их основе выбирают интенсивность передачи дан-
ных. К версиям TCP такого рода относятся Illinois,
BBR и Compound.

В [10] были предложены модель гетерогенного
TCP-соединения и алгоритм мониторинга его ка-
чественного состояния, который позволил иденти-
фицировать не только факты перегрузки, но и ин-
тервалы времени потери связи на беспроводных
участках канала. Учет этих оценок позволил полу-

чить существенный прирост пропускной способно-
сти соединения.

Предлагаемая статья содержит математическое
описание функционирования TCP-соединения как
некоторой стохастической дифференциальной сис-
темы наблюдения, а также алгоритмы оценивания
в реальном масштабе времени его качественного
состояния и числовых характеристик производи-
тельности. Полученные оценки могут быть ис-
пользованы при создании новых версий АУП или
аппаратно-независимых мониторов состояния ка-
налов. Работа организована следующим образом.
В разд. 2 описано функционирование TCP-соеди-
нения. Раздел 3 содержит формализацию его ма-
тематической модели и структуры доступной ста-
тистической информации. Проблема оценивания
состояния и характеристик соединения представле-
на в форме задачи оптимальной фильтрации в сто-
хастической системе наблюдения. Здесь же дан вид
оценок фильтрации, оптимальных в классе линей-
ных и произвольных преобразований имеющихся
наблюдений. Раздел 4 содержит численный пример
применения предложенных оценок и сравнитель-
ный анализ их качества. В разд. 5 представлены
заключительные замечания и выводы.

2 Описание функционирования
TCP-соединения

Рассмотрим функционирование TCP-соедине-
ния в рамках парадигмы стохастических динами-
ческих систем. Объектом интереса для использо-
вания в АУП является изменяющееся со временем
состояние соединения. Оно характеризуется набо-
ром числовых показателей: RTT, джиттером, долей
пакетов, теряемых при передаче, а также долей
возникающих тайм-аутов. Все эти величины пред-
ставляют собой результаты усреднения, причем оно
может быть выполнено как в вероятностном смыс-
ле по пространству элементарных исходов, так и по
времени. Поэтому естественно предположить, что
временн‚ая эволюция этих средних значений носит
кусочно-постоянный характер.

Числовых показателей TCP-соединения недо-
статочно для представления его состояния. Необхо-
димо каким-то образом определять «качественный»
сценарий функционирования соединения, напри-
мер:

– штатная загрузка (буфер «бутылочного горла»
канала пуст);

– состояние, предшествующее перегрузке (буфер
«бутылочного горла» непуст);
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– перегрузка канала (буфер «бутылочного горла»
заполнен);

– потеря сигнала на беспроводном участке ка-
нала.

Знание текущего качественного состояния также
может быть применено при синтезе управления пе-
регрузкой. Например, состояние, близкое к пере-
грузке, должно стать поводом к снижению интен-
сивности передачи данных. Или потеря сигнала
на беспроводном участке должна приводить к сни-
жению интенсивности передачи, чтобы избежать
повторной передачи потерянных пакетов.

Так как возможных качественных состояний
может быть лишь конечное число, то их эво-
люция также описывается кусочно-постоянными
функциями. Вполне естественно предполагать, что
качественные и количественные показатели состо-
яния соединения изменяются синхронно. В об-
щем случае по совокупности числовых характе-
ристик нельзя сделать гарантированный вывод
о качественном состоянии соединения, и наобо-
рот. Поэтому как числовые характеристики, так
и качественное состояние ценны с информацион-
ной точки зрения.

Статистические данные, доступные на переда-
ющем узле, формируются из соответствующих по-
лей заголовков пакетов и подтверждений передачи
пакетов. Факты потерь пакетов или возникнове-
ния тайм-аутов в процессе передачи в этих «сырых
данных» не регистрируются, а являются продуктом
некоторой их предобработки. Результаты этой про-
цедуры могут существенно отличаться. Например,
в ранних версиях TCP факт потери пакета фикси-
ровался при повторном получении подтверждения
пакета с одним и тем же номером [11]. С ростом
канальной емкости повторные сообщения о полу-
чении пакетов с одним и тем же номером могли
быть индикатором не потерь пакетов, а их «пере-
мешивания» при передаче. Поэтому было реше-
но фиксировать факт потери лишь при тройном
подтверждении получения пакета с предыдущим
номером [12]. В дальнейшем и этот вариант ал-
горитма регистрации потерь был оптимизирован
с помощью механизма выборочных подтверждений
и учета времени задержки [13]. Данный пример ил-
люстрирует значение процедур предобработки ис-
ходной статистической информации для получения
размеченных данных, которые и используются для
последующего мониторинга состояния TCP-соеди-
нения. Результатом этих действий служат:

– зашумленные наблюдения RTT;

– зашумленные наблюдения джиттера;

– поток потерь пакетов;

– поток тайм-аутов, возникших в процессе функ-
ционирования соединения.

В следующем разделе будет предложена марковская
стохастическая дифференциальная система наблю-
дения, описывающая эволюцию состояния соеди-
нения и комплекс доступной статистической ин-
формации.

3 Математическая модель
TCP-соединения и задача
мониторинга его состояния

Состояние TCP-соединения предлагается опи-
сывать с помощью СМСП [14, 15] Zt = col (θt, Yt),
где θt — качественное состояние канала; Yt — его
числовые характеристики. Компонента θt пред-
ставляет собой марковский скачкообразный про-
цесс с множеством значений S4 = {e1, e2, e3, e4},
матрицей интенсивностей переходов (МИП) ˜
и начальным распределением p0. Описание ка-
чественных состояний соединения представлено
в предыдущем разделе. Компонента Yt ∈ R4 опре-
деляет текущие значения числовых характеристик
соединения: Y 1t — значение RTT; Y 2t — джиттер;
Y 3t — доля потерянных пакетов в информацион-
ном потоке; Y 4t — доля тайм-аутов, возникающих
в соединении.

Распределение числовых характеристик канала
описывается условными плотностями Yt относи-
тельно θt:

πn(y), n = 1, 4; π(y) , col
(
π1(y), . . . , π4(y)

)
.

Процесс Zt непосредственно не наблюдаем,
а доступная статистическая информация включа-
ет в себя непрерывные процессы

[
ξ1t
ξ2t

]
=

t∫

0

[
Y 1s
Y 2s

]
ds+

[
r11 r12

r12 r22

]

︸ ︷︷ ︸
,R1/2

[
w1t
w2t

]

и процессы со считающими компонентами

[
η1t
η2t

]
=

t∫

0




Y 3s
Y 1s
Y 4s
Y 1s


 ds+

[
µη1

t

µη2
t

]
. (1)

Здесь ξ1t и ξ2t — соответственно наблюдения RTT
и джиттера, зашумленные винеровскими процесса-
ми col (w1t , w

2
t ). Процесс η1t считает потери пакетов,

η1t — тайм-ауты; процессы µη1
t и µη2

t представляют
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собой мартингалы. Специфический вид нелиней-
ных коэффициентов сноса в уравнении η1t объяс-
няется следующим образом. Интенсивность потерь
пакетов прямо пропорциональна указанной доле
потерянных пакетов Y 3t и интенсивности передачи
данных, которая, в свою очередь, равна 1/Y 1t . Снос
процесса η2t объясняется аналогично.

Задача мониторинга состояния TCP-соедине-
ния заключается в вычислении по наблюдени-
ям Ot , σ{(ξ1s , ξ2s , η1s , η2s), 0 6 s 6 t} оцен-
ки Ẑt состояния Zt, минимизирующей критерий

E
{
‖Z̃t − Zt‖2

}
.

Известно, что оптимальная оценка состояния
совпадает с ее условным математическим ожидани-
ем относительно имеющихся наблюдений: Ẑt =
= E {Zt|Ot}. Результаты [15, 16] гарантируют,
что существует условная плотность распределения
ψ̂(t, y) = col (ψ̂1(t, y), . . . , ψ̂4(t, y)), т. е. такая функ-
ция, что P {θt = en, Yt ∈ A|Ot} =

∫
A
ψ̂n(t, y) dy для

любых n = 1, 4 и A ∈ B(R4). Условное среднее
f̂(Zt) = E {f(Zt)|Ot} любой интегрируемой функ-
ции f(z) представимо в виде интеграла по ψ̂(t, y).

Функция ψ̂(t, y) определяется решением стоха-
стической системы — обобщения уравнения Куш-
нера–Стратоновича:

ψ̂(t, y) = diag (p0)φ(y) +

+

t∫

0

[
diag λ(s)ψ̂(s−, y) + diag π(y)˜̃⊤(s)θ̂s−

]
ds+

+

t∫

0

ψ̂(s−, y)
[
y1 − Ŷ 1s− y2 − Ŷ 2s−

]
R−1/2 dνs +

+

t∫

0

[
y3/y1

̂(
Y 3s−/Y

1
s−

) − 1
y4/y1

̂(
Y 4s−/Y

1
s−

) − 1
]
dζs, (2)

где λ(t) , col (˜11(t), . . . ,˜44(t)), ˜̃(t) , ˜(t) −
− diag (λ(t)); νt и ζt — обновляющие процессы:

νt , R−1/2

t∫

0

([
dξ1s
dξ2s

]
−
[
Ŷ 1s−
Ŷ 2s−

]
ds

)
;

ζt ,

t∫

0




[
dη1s
dη2s

]
−




(̂
Y 3s−
Y 1s−

)

(̂
Y 4s−
Y 1s−

)



ds



.

Система (2) может быть решена численно с по-
мощью сеточного метода, который можно трак-
товать как обобщение методов, предложенных

в [17, 18] для оценивания марковских скачкообраз-
ных процессов с конечным множеством состояний.
С уменьшением шага h сетки по пространственной
переменной уменьшается и ошибка численной ап-
проксимации, однако число операций растет про-
порционально h−4.

Состояние системы может быть расширено та-
ким образом [14], чтобы полученная система на-
блюдения стала линейной. В этом случае стан-
дартный фильтр Калмана–Бьюси [19] доставляет
оптимальную оценку в классе линейных преобра-
зований наблюдений. При этом трудоемкость этого
алгоритма фильтрации постоянна.

Исходный процесс состояния Zt — восьмимер-
ный. Расширим вектор состояния:

Zt , vec

(
col

(
Zt,

Y 3t
Y 1t

,
Y 4t
Y 1t

)
⊗ θt

)

есть 40-мерный вектор, сформированный из
элементов кронекерова произведения столбцов
col
(
Zt, Y

3
t /Y

1
t , Y

4
t /Y

1
t

)
и θt. Расширенное состоя-

ние описывается решением системы линейных сто-
хастических дифференциальных уравнений

Zt = Z0 +

t∫

0

A(s)Zs ds+ µ
Z

t ,

где A(s) — некоторая известная матричнозначная
функция; µZt – квадратично интегрируемый мар-
тингал, процесс с ортогональными приращениями,
с известной дифференциальной ковариациейRZ(t):

E
{
µZt (µ

Z

t )
⊤
}
=

t∫

0

RZ(s) ds.

Так как функции сноса в считающих наблюдени-
ях (1) добавлены в расширенный вектор Zt, объ-
единенный процесс наблюдений также может быть
представлен в линейной форме

™t ,




ξ1t
ξ2t
η1t
η1t


 =

t∫

0

B(s)Zs ds+

t∫

0




r11 r12 0 0
r12 r22 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


 d




w1s
w2s
µη1

s

µη1
s




︸ ︷︷ ︸
,µ™t

,

гдеB(t)— известная неслучайная матричнозначная
функция; µ™t представляет собой квадратично ин-
тегрируемый мартингал, процесс с ортогональны-
ми приращениями и известной дифференциальной
ковариацией R™t (s):

E
{
µ™t (µ

™
t )

⊤
}
=

t∫

0

[
R 0
0 B(s)RZ(s)B⊤(s)

]

︸ ︷︷ ︸
,R™t (s)

ds.
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Линейная оптимальная оценка фильтрации Zt

и матрица k(t) ее ошибки определяется фильтром
Калмана–Бьюси:

dZt = A(t)Zt dt+

+ k(t)B⊤(t)
(
R™t (t)

)−1
(d™t −B(t)Zt dt),

Z0 = E {Z0} ;

‘k(t) = A(t)k(t) + k(t)A⊤(t) +RZ(t)−
− k(t)B⊤(t)

(
R™t (t)

)−1
B(t)k(t),

k(0) = cov (Z0,Z0).

В следующем разделе проведено сравнение каче-
ства линейной и нелинейной оценок на конкрет-
ном численном примере.

4 Численный пример
мониторинга

Рассматривается задача мониторинга скрытого
состояния Zt, t ∈ [0, 150]. Пример упрощен: в каче-
стве числовых характеристик соединения рассмат-

риваются только среднее RTT Y 1t , доля потерь па-
кетов Y 2t и доля тайм-аутов Y 3t .

Матрица интенсивностей переходов˜ и началь-
ное распределение p0 компоненты θt равны

˜ =




−0,051 0,050 0 0,001
0,200 −0,268 0,067 0,001
0 0,333 −0,334 0,001
0,033 0 0 −0,033


 ;

p0 =




0,748
0,186
0,037
0,029


 .

Отдельные компоненты Y взаимно независимы
и имеют следующие условные распределения от-
носительно θ:

– компонента Y 1:

π1(y1|θ = e1) = R[0,015, 0,020](y1);
π1(y1|θ = e2) = R[0,018, 0,023](y1);
π1(y1|θ = e3) = R[0,022, 0,027](y1);
π1(y1|θ = e4) = R[0,024, 0,029](y1);

Рис. 1 Числовые характеристики и их наблюдения: 1 — θt = e1; 2 — e2; 3 — e3; 4 — θt = e4; 5 —–ξ/ht; 6 — Y 1t ; 7 —
Y 2t ; 8 — Y 3t ; 9 — η1t ; 10 — η2t
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– компонента Y 2:

π2(y2|θ = e1) = R[0,0005, 0,0015](y2);
π2(y2|θ = e2) = R[0,0005, 0,0015](y2);
π2(y2|θ = e3) = R[0,01, 0,1](y2);
π2(y2|θ = e4) = R[0,05, 0,2](y2);

– компонента Y 3:

π3(y3|θ = e1) = R[0,0001, 0,0003](y3);
π3(y3|θ = e2) = R[0,0001, 0,0003](y3);
π3(y3|θ = e3) = R[0,002, 0,02](y3);
π3(y3|θ = e4) = R[0,01, 0,04](y3).

Интенсивность шумов в наблюдениях RTT равна
σ = 0,0005. Состояние системы моделировалось
с шагом дискретизации δt = 10

−3, наблюдения —
с шагом ht = 10

−1. Уравнения оптимальной фильт-
рации решались с шагом ht = 10

−1 по времени,
уравнение для условной плотности решалось с ша-
гами –y1 = 7 · 10−5 и –y2 = 9,975 · 10−5 по про-
странственным переменным.

На рис. 1 представлены истинные значения со-
стояний и характеристик соединения и имеющиеся
наблюдения.

На рис. 2 приведена эволюция качественного
состояния θt, его оптимальной линейной θt и не-
линейной θ̂t оценок. Легко видеть, что качество
линейных оценок состояния θt = e2 и θt = e3 по-
средственное. Это связано со структурой доступных
наблюдений и значениями параметров моделиру-
емой системы наблюдения.

Во-первых, измерению доступны лишь зашум-
ленные функции числовых характеристик, но не
качественные состояния соединения. При этом
в рассматриваемом примере знание характеристик
Y не позволяет точно восстановить θ.

Во-вторых, среднее время пребывания θt в со-
стояниях e2 и e3 равно соответственно 3,73 и 2,994,
а в состояниях e1 и e4— в 5–10 раз больше. Такая же
пропорция сохраняется между числом наблюдений,
полученных в период пребывания θt в состояниях e2
и e3, по сравнению с e1 и e4.

В-третьих, средние значения компоненты Y 1t
в зависимости от текущего значения θt равны соот-
ветственно 0,0175, 0,0205, 0,0245 и 0,0265 и одина-
ковые средние квадратичные отклонения 0,00144.
Состояния e2 и e3 «очень быстрые»: алгоритм опти-
мальной линейной фильтрации не позволяет на-
дежно их идентифицировать при коротких интер-
валах появления и низком значении соотношения
сигнал/шум.

Рис. 2 Качественное состояние соединения и его оценки: 1 — θt; 2 — θt; 3 — �θt
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Рис. 3 Числовые характеристики соединения и его оценки: 1 — θt = e1; 2 — e2; 3 — e3; 4 — θt = e4; 5 — Yt; 6 — Y t;
7 — �Yt

На рис. 3 представлено изменение числовых ха-
рактеристик TCP-соединения, а также их опти-
мальных линейных и нелинейных оценок. При
этом качество как линейных, так и нелинейных
оценок достаточно высокое.

Для формального сравнения качества оце-
нок воспользуемся следующим показателем.
Пусть Xt — оцениваемый процесс (θt или компо-
нентыY 1t ,Y 2t иY 3t ), а X̃t — его оценка (оптимальная
линейная или нелинейная). В качестве характери-
стики точности воспользуемся значением

ρX , 1−

∫ T

0

E
{
‖Xt − X̃t‖2

}
dt

∫ T

0

E
{
‖Xs − E {Xs} ‖2

}
ds

,

который близок по смыслу к коэффициенту детер-
минации [20]. Числитель дроби вычислялся ме-
тодом Монте-Карло по пучку траекторий Nsam =
= 5000. В таблице представлены соответствующие
коэффициенты.

Сравнение точности линейной и нелинейной оценок

Оценка ρθ ρY 1 ρY 2 ρY 3

Линейная 0,374 0,921 0,828 0,76
Нелинейная 0,67 0,955 0,928 0,882

Оба фильтра демонстрируют умеренное каче-
ство оценивания компоненты θ, в то время как
качество оценивания Y — высокое. Тем не ме-
нее следует помнить, что предложенные оценки —
лучшие в своих классах и повышение их качества
возможно только при наличии какой-либо допол-
нительной статистической информации.

5 Заключение
Обе оценки, линейная и нелинейная, облада-

ют сильными и слабыми сторонами. Нелинейная
оценка — наилучшая среди всех, и ее преимущество
в качестве видно в приведенном численном приме-
ре. Тем не менее для ее расчета необходим зна-
чительный объем ресурсов, причем он зависит как
от требуемой вычислительной точности, так и от
априорной информации о распределении числовых
характеристик соединения. Если размер носителей
распределений значителен, то потребуется суще-
ственное число точек — узлов сетки. Использова-
ние алгоритма нелинейной фильтрации также под-
разумевает знание априорных распределений π(·).
Таким образом, непосредственное использование
предложенного алгоритма нелинейной фильтрации
в новых версиях АУП вряд ли возможно, однако
этот алгоритм был бы полезен как часть аппаратно-
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независимых мониторов, контролирующих состо-
яние сети.

Объем вычислений, необходимый для реали-
зации оптимальной линейной оценки, не зависит
от распределения π(·) и незначителен. Процедуры
такого вида могут быть включены в новые вер-
сии АУП. Далее, линейная оценка не нуждается
в детальном знании данных этих распределений,
но только их моментных характеристик первого
и второго порядка. Это, в свою очередь, упроща-
ет процедуру идентификации параметров, необхо-
димых для реализации линейного фильтра. По-
мимо собственно оценок состояний и параметров
TCP-соединения линейный фильтр предоставляет
ковариационную матрицу своей ошибки, которая,
в свою очередь, характеризует точность оценки. Тем
не менее помимо проигрыша в точности линейные
оценки имеют еще один недостаток. Известно, что
условное математическое ожидание компоненты θt

представляет собой условное распределение каче-
ственного состояния TCP-соединения: оно обла-
дает условием неотрицательности и нормировки.
В отличие от нелинейной, оптимальная линейная
оценка не обладает свойством неотрицательности.
Для восстановления этого свойства линейная оцен-
ка должна претерпеть дополнительные нелинейные
преобразования, снижающие ее точность.

Прежде применения обе оценки нуждаются
в дополнительных исследованиях. Во-первых, не-
обходимо создать процедуры предобработки ис-
ходных «сырых наблюдений». В особенности это
касается процедур осреднения, одновременно вы-
числяющих RTT и джиттер. Помимо этого, проце-
дуры должны быть адаптированы к обработке более
широкого класса наблюдений, включая косвенные
бесшумовые [21]. Во-вторых, алгоритмы фильтра-
ции нуждаются в знании МИП ˜, распределений
π(·) и/или их моментных характеристик, что де-
лает актуальной разработку соответствующих про-
цедур идентификации. В-третьих, необходимо ис-
следовать устойчивость предложенных алгоритмов
фильтрации по отношению к неопределенности ве-
роятностных характеристик модели соединения.

Литература

1. RFC 9000 — QUIC: A UDP-based multiplexed and se-
cure transport. IETF. doi: 10.17487/RFC9000. https://
www.rfc-editor.org/rfc/rfc9000

2. Jones L. Microsoft’s in-house QUIC connections library
is now open source. — WinBuzzer, 2020. https://
winbuzzer.com/2020/04/29/microsofts-in-house-quic-
connections-library-is-now-open-source-xcxwbn/.

3. Machora L. A survey of transmission control protocol vari-
ants // World J. Advanced Research Reviews, 2024. Vol. 21.
No. 3. P. 1828–1853. doi: 10.30574/wjarr.2024.21.3.0886.

4. Murkonen T. Performance, privacy, and security issues of
TCP/IP at the application layer: A comprehensive survey
// GSC Advanced Research Reviews, 2024. Vol. 18. No. 3.
P. 234–264. doi: 10.30574/gscarr.2024.18.3.0106.

5. Low S., Paganini F., Doyle J. Internet congestion control //
IEEE Contr. Syst. Mag., 2002. Vol. 22. No. 1. P. 28–43.
doi: 10.1109/37.980245.

6. Polese M., Chiariotti F., Bonetto E., et al. A survey on
recent advances in transport layer protocols // IEEE
Commun. Surv. Tut., 2019. Vol. 21. No. 4. P. 3584–3608.
doi: 10.1109/COMST.2019. 2932905.

7. Al-Saadi R., Armitage G., But J., Branch Ph. A survey
of delay-based and hybrid TCP congestion control algo-
rithms // IEEE Commun. Surv. Tut., 2019. Vol. 21. No. 4.
P. 3609–3638. doi: 10.1109/ COMST.2019.2904994.

8. Lorincz J., Klarin Z., O�vegovi‚c J. A comprehensive overview
of TCP congestion control in 5G networks: Research chal-
lenges and future perspectives // Sensors — Basel, 2021.
Vol. 21. No. 13. Art. 4510. 41 p. doi: 10.3390/s21134510.

9. Korbi Y., Zhani M., Kaippallimalil J. Congestion control in
Wi-Fi networks — state of the art, performance evaluation,
and key research directions // IEEE Access, 2024. Vol. 12.
P. 94972–94989. doi: 10.1109/ACCESS.2024.3425271.

10. Borisov A., Bosov A., Miller G., Sokolov I. Partial diffusion
Markov model of heterogeneous TCP link: Optimization
with incomplete information // Mathematics, 2021. Vol. 9.
No. 14. Art. 1632. 31 p. doi: 10.3390/math9141632.

11. Jacobson V. Congestion avoidance and control // ACM
SIGCOMM Comp. Com., 1998. Vol. 18. No. 4. P. 314–
329. doi: 10.1145/52325.52356.

12. Mathis M., Semke J., Mahdavi J., et al. The macroscopic
behavior of the TCP congestion avoidance algorithm //
ACM SIGCOMM Comp. Com., 1997. Vol. 27. No. 3.
P. 67–82. doi: 10.1145/263932.264023.

13. Cheng Y., Cardwell N., Dukkipati N., Jha P. The RACK-
TLP loss detection algorithm for TCP. IETF. RFC 8985.
2021. https://www.rfc-editor.org/rfc/rfc8985.

14. Борисов А., Куринов Ю., Смелянский Р. Вероятност-
ный анализ класса марковских скачкообразных про-
цессов // Информатика и её применения, 2024. Т. 18.
Вып. 3. С. 30–37. doi: 10.14357/19922264240304. EDN:
XPVTGJ.

15. Борисов А., Куринов Ю., Смелянский Р. Фильтрация
состояний класса марковских скачкообразных про-
цессов по разнородным наблюдениям с аддитивны-
ми шумами // Информатика и её применения, 2024.
Т. 18. Вып. 4. С. 10–18. doi: 10.14357/19922264240402.
EDN: FEMNQL.

16. Borisov A. Filtering of hidden Markov renewal process-
es by continuous and counting observations // AIMS
Mathematics, 2024. Vol. 9. No. 11. P. 30073–30099. doi:
10.3934/math.20241453.

42 ИНФОРМАТИКА И ЕЁ ПРИМЕНЕНИЯ том 19 выпуск 2 2025



Mathematical support for monitoring of states and numerical characteristics of network connection

17. Борисов А. Численные схемы фильтрации марковских
скачкообразных процессов по дискретизованным на-
блюдениям II: случай аддитивных шумов // Инфор-
матика и её применения, 2020. Т. 14. Вып. 1. C. 17–23.
doi: 10.14357/19922264200103. EDN: BDUYGW.

18. Борисов А. Общий порядок аппроксимации оце-
нок фильтрации состояний марковских скачкообраз-
ных процессов по дискретизованным наблюдени-
ям // Информатика и её применения, 2022. Т. 16.
Вып. 4. С. 8–13. doi: 10.14357/19922264220402. EDN:
ASRYJD.

19. Kalman R., Bucy R. New results in linear filtering and pre-
diction theory // J. Basic Eng. — T. ASME, 1961. Vol. 83.
No. 1. P. 95–108. doi: 10.1115/1.3658902.

20. Draper N., Smith H. Applied regression analysis. — 3rd
ed. — Wiley ser. in probability and statistics. — John Wiley
& Sons, Inc. 1998. 736 p. doi: 10.1002/9781118625590.

21. Борисов А. Фильтрация состояний и параметров спе-
циальных марковских скачкообразных процессов по
косвенным наблюдениям без шума // Информатика
и её применения, 2024. Т. 19. Вып. 1. С. 25–32. doi:
10.14357/19922264250104. EDN: MZAJVZ.

Поступила в редакцию 18.03.2024

Принята к публикации 15.05.2025

MATHEMATICAL SUPPORT FOR MONITORING OF STATES

AND NUMERICAL CHARACTERISTICS OF NETWORK

CONNECTION BASED ON COMPOUND STATISTICAL

INFORMATION

A. V. Borisov1, Yu. N. Kurinov2, and R. L. Smeliansky2

1Federal Research Center “Computer Science and Control” of the Russian Academy of Sciences, 44-2 Vavilov
Str., Moscow 119333, Russian Federation
2M. V. Lomonosov Moscow State University, 1-52 Leninskie Gory, GSP-1, Moscow 119991, Russian Federation

Abstract: The paper focuses on the application of optimal filtering methods to estimate the current qualitative
states and numerical characteristics of a TCP link. The available statistical information includes measurements
of round-trip times, jitter, and the flows of packet losses and timeouts. The evolution of the link state is modeled
using a special class of Markov jump processes where one set of components defines the qualitative state of the
channel while the other represents its quantitative characteristics. The proposed stochastic model and measurement
structure enable the filtering of both the state and characteristics of the TCP link, yielding estimates that are optimal
in both the class of linear and arbitrary transformations of the available observations. A numerical example is
provided to validate the accuracy of these estimates.
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ОБ ОДНОМ АЛГОРИТМЕ ГЕОМЕТРИЧЕСКОГО

МОДЕЛИРОВАНИЯ КОНСТРУКЦИЙ

ПО РЕЗУЛЬТАТАМ ЛАЗЕРНОГО СКАНИРОВАНИЯ

Ю. И. Битюков1, П. Ю. Битюков2

Аннотация: Технология лазерных сканеров позволяет получать точечное изображение поверхностей с вы-
сокой степенью детализации, поэтому задача реконструкции поверхности (области) по облаку точек
привлекает в последнее время большое внимание. С такой задачей сталкиваются в реверс-инжини-
ринге, археологии и т. д. Основная трудность, возникающая при решении общих задач восстановления
поверхности, заключается в том, что поверхность, которую необходимо восстановить, как правило, не
является графиком какой-то скалярной функции. Одним из методов, используемых для решения зада-
чи реконструкции, стал метод, основанный на вейвлетах и алгоритме Брегмана, с помощью которого
находятся коэффициенты разложения искомой функции, определяющей область, по масштабирующим
функциям. При этом в работах не уделяется внимание биортогональным вейвлетам, в частности сплайн-
вейвлетам, представляющим собой основной инструмент в задачах геометрического моделирования
(NURBS-кривые и поверхности), поскольку в задачах реального проектирования часто требуется локаль-
ное видоизменение поверхности и знание аналитического выражения для масштабирующих функций,
что и обеспечивается применением сплайн-вейвлетов. В данной статье разработан алгоритм построения
гладкой аппроксимации характеристической функции ограниченной области пространства, граница
которой содержит заданное облако точек, полученное каким-либо образом, например лазерным ска-
нированием. Для работы алгоритма необходимо лишь задать две последовательности, определяющие
семейство биортогональных вейвлетов. Искомая аппроксимация находится в виде разложения по одному
из семейств масштабирующих функций (гладких), при этом не требуется составление матрицы значе-
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1 Введение

В последние годы благодаря быстрому развитию
технологии лазерных сканеров, которая позволяет
получать точечное изображение поверхностей с вы-
сокой степенью детализации, задача реконструк-
ции поверхности (области) по облаку точек при-
влекла большое внимание. Эта задача возникает
в таких областях, как реверс-инжиниринг, археоло-
гия, получение моделей многолетних конструкций,
например для их реконструкции, и т. д.

Основная трудность, возникающая при реше-
нии общих задач восстановления поверхности, за-
ключается в том, что поверхность, которую не-
обходимо восстановить, как правило, не является
графиком какой-то скалярной функции. Одним из
методов, используемых для решения такой задачи,
стал метод вейвлет-фреймов, представленный в ра-
ботах [1, 2]. В работе [1] моделирование области
по облаку точек ее границы начинается с того,

что по облаку строится приближение характери-
стической функции области, а затем с помощью
вейвлет-фреймов оно аппроксимируется гладкой
функцией g(x, y, z), которая представляет собой ли-
нейную комбинацию масштабирующих функций.
Область задается неравенством g(x, y, z) ≥ η, η ∈
∈ (0; 1], а восстанавливаемая поверхность задается
уравнением g(x, y, z) = η. В работе [2] требуется
нахождение значений масштабирующих функций
в точках облака и построение матрицы из этих зна-
чений. В обеих работах аппроксимация ищется
с помощью алгоритма Брегмана.

Нужно заметить, что масштабирующие функ-
ции редко когда известны в аналитическом виде,
и матрицу системы линейных уравнений, кото-
рая имеет в данной задаче огромные размеры и из
которой находятся коэффициенты линейной ком-
бинации, составить затруднительно. Кроме того,
в задачах реального проектирования часто требует-
ся не просто создать поверхность по полученному,
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например трехмерным сканированием, облаку то-
чек, но также иметь возможность редактировать
и видоизменять построенную поверхность. Этим
объясняется широкое применение биортогональ-
ных сплайн-вейвлетов, где масштабирующие функ-
ции (В-сплайны) известны в аналитическом виде
и существуют несложные методы локального изме-
нения формы поверхности (области) посредством
изменения положения вершин характеристическо-
го многогранника. Кроме перечисленного для би-
ортогональных вейвлетов существует схема подъ-
ема [3], которая совместно с результатами теории
схем подразделений [4] позволяет строить биор-
тогональные вейвлет-системы с заданными свой-
ствами. Интересные варианты использования ор-
тогональных (вейвлетов Шеннона–Котельникова),
биортогональных на основе схемы подъема и по-
луортогональных вейвлет-систем применительно
к различным задачам интерполяции и аппрокси-
мации представлены в работах [5–9].

В данной статье разрабатывается алгоритм на-
хождения гладкой аппроксимации функции, опре-
деляющей ограниченную область пространства,
граница которой содержит данное облако точек,
на основе произвольных (в том числе и сплайн-
вейвлетов) биортогональных вейвлетов. Нужно от-
метить, что функция, описывающая область, также
ищется в виде линейной комбинации масштабиру-
ющих функций, но матрица системы, из которой
могут быть найдены коэффициенты этой комбина-
ции, не выписывается. В статье сохранена идея при-
ближения характеристической функции области,
но способ ее построения отличается. Так, в рабо-
те [1] это приближение строится с использованием
функции, значение которой в каждой точке про-
странства равно расстоянию от этой точки до облака
точек. Ее нахождение занимает достаточно много
времени, особенно в трехмерном случае. Поэтому
в данной статье приближение характеристической
функции находится с помощью свертки и морфо-
логического алгоритма заполнения области.

2 Биортогональные вейвлеты

Пусть ϕ и “ϕ — две масштабирующие функ-
ции [10, 11] с масштабными последовательностя-
ми u и “u, которые имеют конечные носители:

ϕ(t) =
√
2
∑

k∈Z

ukϕ(2t− k) ;

“ϕ(t) =
√
2
∑

k∈Z

“uk “ϕ(2t− k).

Будем рассматривать последовательности с дей-
ствительными членами uk, “uk ∈ R. Обозначим

ϕj,k(x) = 2
j/2ϕ

(
2jx− k

)
.

Тогда если ψ и “ψ — соответствующие вейвлеты, то

ψ =
∑

k∈Z

vkϕ1,k; “ψ =
∑

k∈Z

“vk “ϕ1,k.

Как известно, в случае биортогональных вейв-
лет-систем для F ∈ L2(R) имеет место равен-
ство [11]:

F =
∑

n∈Z

(f, “ϕj,n)ϕj,n +
∑

s≥j

∑

n∈Z

(f, “ψs,n)ψs,n =

=
∑

n∈Z

cj,nφj,n +
∑

s≥j

∑

n∈Z

ds,nψs,n ,

где cj,k = (f, “ϕj,k), dj,m = (f, “ψj,m), а также спра-
ведливы алгоритм вейвлет-разложения [11]

cj,n =
∑

k∈Z

“uk−2ncj+1,k ; dj,n =
∑

k∈Z

“vk−2ncj+1,k

и алгоритм вейвлет-восстановления [11]

cj+1,k =
∑

α∈Z

cj,αuk−2α +
∑

α∈Z

dj,αvk−2α .

При рассмотрении вейвлетов в L2(Rs), s ∈ N, от-
метим, что если

F =
∑

λ1,...,λs∈Z

(
cj[1]

)
λ1,...,λs

ϕj,λ1 ⊗ · · · ⊗ ϕj,λs =

=
∑

k1,...,ks∈Z

(
cj−1[1]

)
k1,...,ks

ϕj−1,k1 ⊗ · · · ⊗ϕj−1,ks +

+
∑

m1,...,ms∈Z

(
cj−1[2]

)
m1,...,ms

ψj−1,m1
⊗ϕj−1,m2

⊗· · ·

· · · ⊗ ϕj−1,ms + · · ·+
+

∑

l1,...,ls∈Z

(
cj−1[2s]

)
l1,...,ls

ψj−1,l1 ⊗ · · · ⊗ ψj−1,ls ,

то справедливы алгоритм вейвлет-восстановления

(
cj [1]

)
λ1,...,λs

=
∑

k1,...,ks∈Z

(
cj−1[1]

)
k1,...,ks

×

× (u ⊗ · · · ⊗ u)λ1−2k1,...,λs−2ks +

+
∑

m1,...,ms∈Z

(
cj−1[2]

)
m1,...,ms

×

× (v ⊗ u⊗ · · · ⊗ u)λ1−2m1,λ2−2m2,...,λs−2ms +

+
∑

l1,...,ls∈Z

(
cj−1[2s]

)
l1,...,ls

×

× (v ⊗ v ⊗ · · · ⊗ v)λ1−2l1,λ2−2l2,...,λs−2ls (1)
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и алгоритм вейвлет-разложения

(
cj−1[1]

)
k1,...,ks

=
∑

λ1,...,λs∈Z

(
cj [1]

)
λ1,...,λs

×

× (“u ⊗ · · · ⊗ “u)λ1−2k1,...,λs−2ks ;(
cj−1[2]

)
k1,...,ks

=
∑

λ1,...,λs∈Z

(
cj [1]

)
λ1,...,λs

×

× (“v ⊗ · · · ⊗ “u)λ1−2k1,λ2−2k2,...,λs−2ks ;

· · ·
(
cj−1[2s]

)
k1,...,ks

=
∑

λ1,...,λs∈Z

(
cj[1]

)
λ1,...,λs

×

× (“v ⊗ · · · ⊗ “v)λ1−2k1,λ2−2k2,...,λs−2ks ;





(2)

Следует отметить, что в формулах (1) и (2) можно
фильтры поменять местами. Фильтры разложения
и восстановления обозначим соответственно “h[k],
h[k], k = 1, 2, . . . , 2s.

Пусть λ = {λk}k∈Zs . Определим последователь-
ности

(↑ λ)n =
{
λk, n = 2k, k ∈ Zs ;

0, n 6= 2k, k ∈ Zs ;

(↓ λk)k = λ2k , k ∈ Zs .

Используя введенное обозначение, преобразова-
ния (1) и (2) можно записать в виде:

cj [1] =

2s∑

α=1

h[α] ∗
(
↑ cj−1[α]

)
;

cj−1[k] =↓
(
cj [1] ∗ “h[k]−

)
, k = 1, 2, . . . , 2s ,

где (“h[k]−)α = “h[k]−α, α ∈ Zs; звездочкой обозна-
чена свертка последовательностей.

3 Об алгоритме Брегмана

В этом разделе и далее будем использовать обо-
значения ‖ · ‖1 и ‖ · ‖2 для норм последовательности
в l1(Z) и l2(Z) соответственно. Рассмотрим опти-
мизационную задачу

x∗ = argmin
x∈Rn

(
1

2
‖Ax− f‖22 + ‖diag (λ)Wx‖1

)
, (3)

где A и W — некоторые матрицы; f и λ — век-
тор-столбцы, и алгоритм решения такой задачи,
называемый алгоритмом Брегмана с разделением
(Split Bregman) [2].

Алгоритм Брегмана [2]. Дано: δ ∈ (0; 1], µ > 0.
1. Полагаем d0 = 0, b0 = 0, k = 0.

2. Для каждого k = 1, 2, . . . находим:

2.1 xk+1 = (ATA+ µWTW )−1(ATf+
+ µWT(dk − bk));

2.2 dk+1 = •λ/µ(Wxk+1 + bk);

2.3 bk+1 = bk + δ(Wxk+1 − dk+1);

2.4 k = k + 1,

где

•a(y) =





y − a , y ∈ (a; +∞) ;
0 , y ∈ [−a; a] ;
y + a , y ∈ (−∞;−a) .

Если a и y — это векторы, то будем считать, что
•a(y) = (•a1(y) · · ·•an(yn)).
Теорема 1 [2]. Предположим, что существует един-

ственное решение x∗ задачи (3) и δ ∈ (0; 1], µ >
> 0. Тогда для последовательности xk, полученной по

представленному алгоритму, выполняется

lim
k→∞

(
1

2

∥∥Axk − f
∥∥2
2
+
∥∥diag (λ)Wxk

∥∥
1

)
=

=
1

2
‖Ax∗ − f‖22 + ‖diag (λ)Wx∗‖1 ;

lim
k→∞

∥∥xk − x∗
∥∥
2
= 0 .

4 Постановка задачи
и алгоритм решения

Пусть масштабирующая функция ϕ ∈ Cp(Rs)
определяется масштабной последовательностью u.
Обозначим через W дискретное вейвлет-пре-
образование, которое заданной последователь-
ности cj[1] с конечным носителем ставит в со-
ответствие по формулам (2) последовательности
вейвлет-коэффициентов (имеющие конечные но-
сители)

d =Wcj [1] =
{
cλ[k]

}2s,j−1

k=2,λ=j−m+1
∪
{
cj−m[k]

}2s

k=1
.

В этом разделе, для постановки задачи, удобно
представлять d и cj [1] вектор-столбцами, а W —
матрицей. При практической реализации этого
делать, конечно, не нужно, а преобразования осу-
ществлять с использованием формул (1) и (2).

Пусть задано множество точек P = {pi}N
i=1 ⊂

⊂ Zs, s = 2, 3, принадлежащих границе некоторой
ограниченной области в Rs. Будем рассматривать
задачу нахождения гладкой аппроксимации g(t),
t ∈ Rs, характеристической функции области D,
граница которой содержит заданное множество то-
чек P . Обозначим через 1P характеристическую
функцию множества P .

Алгоритм реконструкции области по облаку точек.

Дано: M ∈ N, ε ≥ 1, δ ∈ (0; 1], µ > 0, последова-
тельность λ, λi ≥ 0 для всех i.
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1. Находим последовательность

fε
l = min((1Uε(0) ∗ 1P )l, 1), l ∈ Zs,

где Uε(0) = {l ∈ Zs : ‖l‖2 < ε}, и с по-
мощью морфологического алгоритма запол-
нения области находим характеристическую
функцию 1Dε∩Zs , где Dε ⊂ Rs — ограничен-
ная область и D ⊂ Dε.

2. Находим последовательность zk = 1Dε∩Zs(k),
k ∈ Zs.

3. Полагаем d0 = 0, b0 = 0, k = 0.

4. Для каждого k = 1,M − 1
4.1 находим

xk+1+µWTWxk+1 = z+µWT
(
dk − bk

)
; (4)

4.2 находим dk+1 = •λ/µ

(
Wxk+1 + bk

)
;

4.3 находим bk+1 = bk + δ
(
Wxk+1 − dk+1

)
;

4.4 k = k + 1.

5. Искомая гладкая аппроксимация характери-
стической функции 1D имеет вид:

g(t) =
∑

α∈Zs

xM
α (ϕ⊗ · · · ⊗ ϕ) (t− α), t ∈ Rs .

Здесь нужно сделать несколько замечаний. Во-
первых, шаги 3 и 4 представляют собой M итера-
ций алгоритма Брегмана решения оптимизацион-
ной задачи (3) с единичной матрицейA. Во-вторых,
найденная последовательность xM рассматривает-
ся далее как начальная последовательность схемы
подразделений с маскойu⊗· · ·⊗uи функция g(t)—
это не что иное, как предельная функция этой схе-
мы [4]. В-третьих, известно [12], что матрица WT

соответствует вейвлет-восстановлению с фильтра-
ми “h[k], k = 1, 2, . . . , 2s. В заключение раздела
представим алгоритм решения уравнения (4), осно-
ванный на дискретном преобразовании Фурье.

Рассмотрим сначала преобразование
xj−1 =↓

(
h− ∗ xj

)
,

гдеh−k = h−k, в предположении, что supph ⊂ [−r; r]
и xj — периодическая последовательность xj

k+nl =

= xj
k для всех l ∈ Z, где n ∈ N четное. В этом

случае

xj−1
k+ln/2 =

∑

α∈Z

hα−2(k+ln/2)x
j
α =

=

r∑

α=−r

hαx
j
α+2(k+ln/2) =

r∑

α=−r

hαx
j
α+2k = x

j−1
k .

Таким образом, xj−1 — периодическая последова-
тельность с периодом n/2. Аналогично для пре-
образования xj = h∗ (↑ xj−1), поскольку (↑ xj−1)—

периодическая последовательность с периодом n,
получаем

xj
k+ln =

r∑

α=−r

(↑ xj−1)k+ln−αhα =

=

r∑

α=−r

(↑ xj−1)k−αhα = x
j
k .

Если ωm = e2πi/m, m ∈ N, и a = {ak}k∈Zs —
периодическая последовательность an+k = ak,
n = (n1 · · ·ns)

T, для всех k ∈ Zs, то дискретное
преобразование Фурье последовательности a опре-
деляется равенством [10]

�ak1,...,ks =

n1−1∑

j1=0

· · ·
ns−1∑

js=0

aj1,...,jsω
−j1k1
n1 · · ·ω−jsks

ns

для 0 ≤ kj < nj, j = 1, s, и последовательность �a
также оказывается периодической. В дальнейшем
периодическую последовательность будем указы-
вать на периоде, т. е.

a = {ak1,...,ks}n1−1,...,ns−1
k1,...,ks=0

.

Обратное преобразование Фурье последователь-
ности a определяется равенством [10]:

�ak1,...,ks =

=
1

n1 · · ·ns

n1−1∑

j1=0

· · ·
ns−1∑

js=0

aj1,...,jsω
j1k1
n1 · · ·ωjsks

ns
.

Лемма 1. Если a = {ak1,...,ks}n1−1,...,ns−1
k1,...,ks=0

— перио-

дическая последовательность, то справедливо равен-

ство

↑̂ ak1,...,ks
= �ak1,...,ks , kj = 0, 2ns − 1, j = 1, s .

Д о к а з а т е л ь с т в о . Имеем

↑̂ ak1,...,ks
=

=

2n1−1∑

j1=0

· · ·
2ns−1∑

js=0

(↑ a)j1,...,jsω
−j1k1
2n1

· · ·ω−jsks

2ns
=

=

n1−1∑

j1=0

· · ·
ns−1∑

js=0

aj1,...,jsω
−2j1k1
2n1

· · ·ω−2jsks

2ns
=

=

n1−1∑

j1=0

· · ·
ns−1∑

js=0

aj1,...,jsω
−j1k1
n1 · · ·ω−jsks

ns
= �ak1,...,ks .

Лемма 2. Если a = {ak1,...,ks}n1−1,...,ns−1
k1,...,ks=0

, где

n1, . . . , ns четные, то

↓̂ ak1,...,ks
=
1

2s

1∑

i1,...,is=0

�ak1+i1n1/2,...,ks+isns/2,

kl = 0, 1, . . . ,
nl

2
− 1, l = 1, s .
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Введем обозначение

m (x1, . . . , xs) =

n1−1,...,ns−1∑

j1,...,js=0

aj1,...,jsx
j1
1 · · ·xjs

s .

Тогда
�ak1,...,ks = m

(
ω−k1

n1 , . . . , ω−ks
ns

)
.

Заметим, что многочлен m(x1, . . . , xs) можно пред-
ставить в виде

m (x1, . . . ,ms) =

=

1∑

i1,...,is=0

xi1
1 · · ·xis

s m
[i1,...,is]

(
x21, . . . , x

2
s

)
,

где

m[i1,...,is](x1, . . . , xs) =

=

n1/2−1,...,ns/2−1∑

j1,...,js=0

a2j1+i1,...,2js+isx
j1
1 · · ·xjs

s .

Отсюда

�ak1,...,ks =

=
1∑

i1,...,is=0

ω−k1i1
n1 . . . ω−ksis

ns
m[i1,...,is]

(
ω−k1

n1/2
, . . . ω−ks

ns/2

)
.

Поскольку

ω−k−n/2
n = ω−k

n ω−n/2
n = ω−k

n e−πi = −ω−k
n

и

↓̂ ak1,...,ks
= m[0,...,0]

(
ω−k1

n1/2
, . . . , ω−ks

ns/2

)
,

kl = 0, 1, . . . ,
nl

2
− 1, l = 1, s ,

то для kl = 0, 1, . . . , nl/2− 1, l = 1, s, получаем

1∑

i1,...,is=0

�ak1+i1n1/2,...,ks+isns/2 = 2
s↓̂ ak1,...,ks

,

что и утверждалось в лемме.
Пусть Y = {yk1,...,ks}n1−1,...,ns−1

k1,...,ks=0
и n1, . . . , ns —

четные, а G = {(i1, . . . , is) : iα ∈ {0, 1}, α =
= 1, s}. Заметим, что число элементов в мно-
жестве G равно 2s. Каждому набору (i1, . . . , is)
поставим в соответствие число (номер этого на-
бора) l =

∑s
λ=1 iλ2

λ−1. Введем в рассмотрение
периодические последовательности

Yl = {yk1,...,ks}
(n1/2)(i1+1)−1,...,(ns/2)(is+1)−1
k1=i1n1/2,...,ks=isns/2 ,

l = 0, 2s − 1,

где набор (i1, . . . , is) ∈ G имеет номер l. При этом
Yl,q = (Yl)q. В этих обозначениях формулу в лемме 2
можно записать следующим образом:

↓̂ a = 1
2s

2s−1∑

i=0

Ai,

где A = �a.

Определение 1. Пусть даны две периодические по-
следовательности

a = {ak1,...,ks}n1−1,...,ns−1
k1,...,ks=0

;

b = {bk1,...,ks}n1−1,...,ns−1
k1,...,ks=0

.

Циклическая свертка таких последовательностей
c = a ∗ b представляет собой периодическую после-
довательность, которая определяется равенством

ck1,...,ks =

n1−1,...,ns−1∑

λ1,...,λs=0

ak1−λ1,...,ks−λ2bλ1,...,λ2 =

=

n1−1,...,ns−1∑

λ1,...,λs=0

bk1−λ1,...,ks−λ2aλ1,...,λs ,

k1 = 0, n1 − 1, . . . , ks = 0, ns − 1 .

Как известно [10], имеет место равенство �c = �a�b.
Рассмотрим теперь преобразование вида

cj−1[k] =↓
(
cj [1] ∗ f j[k]

)
, k = 1, 2, . . . , 2s ; (5)

“cj [1] =
2s∑

λ=1

(
↑ cj−1[λ]

)
∗ gj[λ], (6)

где cj [1], f j [i] и gj [i] — заданные последователь-
ности. Введем для удобства обозначения: Cj [k] =

= ĉj [k]; F j [k] = f̂ j [k]; Gj [k] = ĝj [k]; “Cj [k] = “̂cj[k].
Согласно лемме 2, преобразование (5), повторен-
ное m раз, можно записать в виде:

Cj−m[k] =
2s−1∑

λ1,...,λm=0

Cj [1]λ1,...,λmF
j
j−m[k]λ1,...,λm ,

k = 1, 2, . . . , 2s ,

где для λ1, . . . , λm = 0, 1, . . . , 2
s − 1

F j
j−m[k]λ1,...,λm =

=
(
F j[1]λ1,...,λmF

j−1[1]λ2,...,λm · · ·

· · ·F j−m+2[1]λm−1,λm
F j−m+1[k]λm

)/
2sm .

По лемме 1 преобразование (6) для случая m > 1
можно записать в виде:

“Cj [1]k1,...,km =

=

2s∑

i=2

m−1∑

λ=1

Gj
λ[i]k1,...,km

“Cj−λ[i]kλ+1,...,km +

+
2s∑

i=1

Gj
m[i]k1,...,km

“Cj−m[i],

ИНФОРМАТИКА И ЕЁ ПРИМЕНЕНИЯ том 19 выпуск 2 2025 49



Ю. И. Битюков, П. Ю. Битюков

где k1, . . . , km = 0, 1, . . . , 2
s − 1;

Gj
λ[i]k1,...,km =

=





Gj [i]k1,...,km , λ = 1, i = 2, . . . , 2s ;(
λ−2∏
µ=0

Gj−µ[1]kµ+1,...,km

)
Gj−λ+1[i]kλ,...,km ,

λ = 2,m, i = 1, 2 . . . , 2s .

Рассмотрим еще композицию преобразова-
ний (5) и (6):

“Cj [1]k1,...,km =

2s∑

i=2

m−1∑

λ=1

×

×

2s
−1∑

α1,...,αλ=0

(
Gj

λ[i]k1,...,km

(
F j

j−λ[i]α1,...,αλ

)
kλ+1,...,km

)
×

× Cj [1]α1 ,αλ,kλ+1,...,km +

+

2s
−1∑

α1,...,αm=0

(
2s∑

i=1

Gj
m[i]k1,...,kmF j

j−m[i]α1,...,αm

)
×

× Cj [1]α1,...,αm .

После перегруппировки слагаемых данное равен-
ство может быть записано в виде:

“Cj [1]k1,...,km =

=

2s−1∑

α1,...,αm=0

Bk1,...,km,α1,...,αmC
j [1]α1,...,αm , (7)

где последовательности Bk1,...,km,α1,...,αm определя-
ются только фильтрами.

Рассмотрим теперь уравнение

xj + µWTWxj = cj , (8)

где cj и xj — периодические последовательности:

cj =
{
cjβ1,...,βs

}nj
1
−1,...,nj

s−1

β1,...,βs=0
;

xj =
{
xj

β1,...,βs

}nj
1
−1,...,nj

s−1

β1,...,βs=0
.

Алгоритм решения уравнения (8)

1. Применяем дискретное преобразование Фурье
к левой и правой частям уравнения (8) и, ис-
пользуя (7), получаем:

Xj
α1,...,αm

+µ
2s−1∑

β1,...,βm=0

Bα1,...,αm,β1,...,βmX
j
β1,...,βm

=

= Cj
α1,...,αm

, (9)

Рис. 1 Графики масштабирующих функций и вейвлетов
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где α1, . . . , αm = 0, 1, . . . , 2
s − 1; Xj = x̂j ; Cj =

= ĉj .

2. Решаем уравнение (9), находим xj = Xj .

5 Численные результаты

Ради эксперимента примеры в статье постро-
ены с использованием биортогональных вейвлетов
из параметрического семейства, найденного в ра-
боте [9]. Графики масштабирующих функций ϕ, “ϕ
и вейвлетов ψ и “ψ из этого семейства показаны на
рис. 1.

Рассмотрим сначала двумерный случай. На
рис. 2, а представлено заданное множество точек P .
Результат свертки — последовательность fε для ε =
= 2 — показан на рис. 2, б. Результат работы ал-
горитма морфологического заполнения области —
функция 1Dε∩Z2 для ε = 2 показана на рис. 2, в.
Последовательность xM для M = 10, найденная

с помощью алгоритма реконструкции области по
облаку точек, показана на рис. 2, г. Наконец, на
рис. 2, д представлена последовательность

xM
η =

{
1, xM ≥ η ;

0, xM < η

для η = 0,5.
Рассмотрим теперь трехмерный случай (рис. 3–

5). На рис. 3, а – 5, а представлено заданное мно-
жество точек P ⊂ R3, на рис. 3, б – 5, б показана
функция 1Dε∩Zs для ε = 2. На рис. 3, в – 5, в пока-
зана последовательность

xM
η =

{
1, M ≥ η ;

0, xM < η

для η = 0,5, найденная с помощью алгоритма ре-
конструкции области по облаку точек, представлен-
ному в разд. 4.

Рис. 2 Заданное множество точек P (а); последовательность fε для ε = 2 (б); функуия 1Dε∩Z2 для ε = 2 (в);
последовательность xM для M = 10 (г) и последовательность xM

η для η = 0,5 (д)

Рис. 3 Пример 1: заданное множество точек P (а), функция 1Dε∩Zs для ε = 2 (б) и последовательность x15η для
η = 0,5 (в)
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Рис. 4 Пример 2: заданное множество точек P (а), функция 1Dε∩Zs для ε = 2 (б) и последовательность x15η для
η = 0,5 (в)

Рис. 5 Пример 3: заданное множество точек P (а), функция 1Dε∩Zs для ε = 2 (б) и последовательность x14η для
η = 0,5 (в)

6 Заключение

В данной статье разработан алгоритм постро-
ения гладкой аппроксимации характеристической
функции ограниченной области пространства, гра-
ница которой содержит заданное облако точек, по-
лученное каким-либо образом, например лазерным
сканированием. Для работы алгоритма необходимо
лишь задать две масштабные последовательности,
определяющие семейство биортогональных вей-
влетов. Искомая аппроксимация находится в виде
разложения по одному из семейств масштабиру-
ющих функций (гладких), при этом не требуется
составление матрицы значений этих функций в точ-
ках облака для определения коэффициентов разло-
жения. Сами коэффициенты находятся с помощью
алгоритма Брегмана и дискретного преобразования
Фурье.

Поскольку на основе схемы подъема и схем
подразделений можно строить параметрические
семейства биортогональных вейвлетов с разными
свойствами (разным классом гладкости, разным
числом нулевых моментов и т. д.), например так, как
это сделано в статье [9], то в качестве дальнейше-
го исследования в этой области будет рассмотрена
задача выбора биортогонального семейства вейвле-
тов (поиск фильтров), дающего в некотором смыс-

ле наилучшее приближение характеристической
функции. Например, в качестве критерия опти-
мизации может рассматриваться время нахождения
гладкой аппроксимации с заданной точностью. Ре-
зультаты работы планируется использовать в раз-
витии CAD-подсистемы системы CAD/CAE для
3D-печати конструкций из композиционных ма-
териалов, теоретические основы для которой зало-
жены в работе [8].
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Abstract: Laser scanner technology makes it possible to obtain point images of surfaces with a high degree of detail;
so, the task of reconstructing a surface (area) from a point cloud has recently attracted a lot of attention. This
is a problem faced in reverse engineering, archaeology, etc. The main difficulty that arises when solving general
surface restoration problems is that the surface to be restored is usually not a graph of some scalar function. One of
the methods used to solve the reconstruction problem is a method based on wavelets and the Bregman algorithm,
which is used to find the coefficients of decomposition of the desired function defining the area by scaling functions.
At the same time, the work does not pay attention to biorthogonal wavelets, in particular, spline wavelets, which
are the main tool in geometric modeling problems (NURBS curves and surfaces), since real-world design tasks
often require local surface modification and knowledge of the analytical expression for scaling functions, which is
ensured by the use of spline wavelets. In this article, an algorithm has been developed for constructing a smooth
approximation of a characteristic function of a bounded region of space, the boundary of which contains a given
point cloud obtained in some way, for example, by laser scanning. For the algorithm to work, it is only necessary
to specify two sequences defining a family of biorthogonal wavelets. The desired approximation is in the form of
a decomposition according to one of the families of scaling functions (smooth) and it is not necessary to compile
a matrix of values of these functions at points in the cloud to determine the decomposition coefficients. The
coefficients themselves are found using the Bregman algorithm and the discrete Fourier transform.

Keywords: wavelet; wavelet frame; wavelet transform; discrete Fourier transform; geometric modeling; Bregman
algorithm
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МЕТРИЗАЦИЯ ДИСКРЕТНЫХ ТОПОЛОГИЧЕСКИХ

ПРОСТРАНСТВ В КОНТЕКСТЕ ТЕОРИИ РЕШЕТОК.

ЧАСТЬ 2. ПРАКТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ СЛЕДСТВИЙ

ТЕОРЕМЫ О РЕГУЛЯРНОСТИ И НОРМАЛЬНОСТИ

И. Ю. Торшин1

Аннотация: В первой части доказана теорема, связывающая понятие нормальности топологических
пространств с регулярностью по Ю. И. Журавлёву в контексте проблемы метризации признаковых
пространств. Следствия теоремы позволяют систематизировать поиск наиболее приемлемых проблем-
но-ориентированных метрик c учетом индивидуальных весов атомов решетки, порядка атомов, способа
формирования метрики (на множества, на функциях, на векторах) и способа настройки параметров
метрик. Предложены новые способы порождения синтетических признаков с использованием опорных
классов значений или же с использованием целых опорных цепей (отбор наиболее информативных эле-
ментарных признаков, максимизация информативности элементарных признаков). Систематизированы
перспективные направления дальнейших исследований, в том числе переход к решетке значений при-
знаков и перспективные функционалы порождения синтетических признаков. Приведены результаты
соответствующих вычислительных экспериментов, указывающие на снижение значений показателей пе-
реобучения и на повышение качества работы алгоритмов числового прогнозирования с использованием
предлагаемых способов порождения метрик и синтетических признаков.
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1 Введение

В топологической теории распознавания изуча-
ются методы систематизации порождения метрик
и синтетических признаковых описаний, наиболее
адекватных прикладным задачам [1]. Порождение
синтетических признаков осуществляется посред-
ством метода опорных функций [2] или на основе
ρL-метрик над булевой решеткой L(T (X)) [3], где
X— множество исходных описаний объектов, изо-
морфное множеству прецедентов

Q = ϕ(X) = {D(xi)|xi ∈ X} ,
D(xi)=(•1(xi)× · · · × •k(xi)× · · · × •n+l(xi))– ;

функции •k(xi) вычисляют значения элементарных

признаков для объекта xi.
В первой части работы доказана теорема о ре-

гулярности и нормальности топологических про-
странств, показавшая, что регулярность X по
Ю. И. Журавлёву (условие ϕ−1(ϕ(X) = X) гаранти-
рует нормальность и, следовательно, метризуемость
топологического пространства (X, T (X)) [1]. Из
теоремы о регулярности и нормальности были вы-
ведены 8 следствий, причем следствия 3–5 указыва-
ют на определенные способы порождения метрик

над дискретным топологическим пространством
(X, T (X)), однозначно соответствующим булевой
решетке L(T (X)).

2 Расстояния на основе функций
от множеств (следствие 3)

В данном следствии принимается одинаковый
вклад каждого атома решетки в числовую оценку
пути между множествами a и b, так что метрики
над L(T (X)) представлены в виде (квазилинейных)
композиций функций f : L(T (X)) → R от мно-
жеств a, b, a/\b. Если ρL-метрика по следствию 3
настраиваема (что обозначим как ρL~w, где ~w —
вектор весов), то настройка ~w может проводить-
ся итеративно (стохастическая оптимизация) или
посредством процедур, аналогичных методу наи-
меньших квадратов (МНК).

Рассмотрим расстояния:

(1) на множествах;

(2) на функциях;

(3) на векторах.
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3 Расстояния по следствию 3
на множествах

В теории множеств важнейшей функцией от
множества считается мощность, f(a) = |a|. При
f(a) = |a| метрикам по cледствию 3 соответству-
ют все известные полуэмпирические расстояния
на множествах [4], в том числе метрики на осно-
ве решеточных оценок [5–7]. Соответствующие
определения ρL представимы в виде g1(|a|)◦g2(|b|)◦
◦ g3(|a/\b|) ◦ . . ., gα : R

+ → R.
Конкретный вид функций gα и их композиций

определим по результатам анализа известных мет-
рик на множествах [4]:

(1) все такие метрики — дроби;

(2) все числители дробей — линейные комбина-
ции |a|, |b|, |a/\b|, |a|, |b| и др., парных про-
изведений мощностей, корней квадратных от
парных произведений;

(3) знаменатели этих дробей по структуре по-
добны числителям и могут включать мини-
мум/максимум от |a|, |b|, |X|2, произведение
|a||a||b||b| или его квадратный корень.

Для a, b ∈ L(T (X)) определим алфавит мощно-
стей

A(a, b) = {1, |a|, |b|, |a/\b|, |a\/b|, |a–b|, |a/b|,
|b/a|, |a|, |a||a|, . . .},

так что A2(a, b) включает все элементы A(a, b)
(с единицей) и все пары элементов A(a, b).
Пусть “A2(a, b) — вектор, содержащий произведе-
ния каждого из элементов A2(a, b), а ~wA2 , ~w

′
A2 ∈

∈ R|A2(a,b)| — веса элементов квадрата алфавита.
Тогда обобщенное расстояние между a, b определено
как ~wA2

“A2(a, b)/(~w′
A2
“A2(a, b)).

4 Расстояния по следствию 3
на функциях

При задании опорной цепи At [7], соответству-
ющей t-й переменной с областью определения It,
каждому a ∈ L(T (X)) соответствует множество чи-
сел •t(a) = {•t(x), x ∈ a} и определена эмпириче-
ская функция распределения (ЭФР)

��(x)•t(a) = sup| {|B ⊆ •t(a)|∀β ∈ B :

β ≤ x} |/|•t(a)|, x ∈ R

(кратко — ��•t(a), а функцию плотности обозна-
чим �φ•t(a)). Использование ЭФР позволяет пред-
ставить функцию от множества a, фигурирующую

в следствии 3, в виде ��•t(a) и оценивать рассто-
яние d~w между множествами a и b как расстояние
между ��•t(a) и ��•t(b), т. е.

ρL~w = d~w(��•t(a), ��•t(b)).

Расстояния d~w формулируются в виде функци-
оналов над массивом {d�(x, t, a, b) = ��(x)•t(a) −
− ��(x)•t(b), x ∈ It}: расстояние Колмогорова
max{|d�(x, t, a, b)|}, Крамера – фон Мизеса —∑

x d�(x, t, a, b)
2, Круглова —

∑
x w(d�(x, t, a, b)),

где w(x) — весовая функция. Настраиваемое рас-
стояние d~w может быть сформулировано в тео-
ретико-вероятностном формате с использованием
функций плотности p1 = �φ•t(a) и p2 = �φ•t(b):
расстояния Золотарёва

∑
x w(x)(p1(x)−p2(x)), «яс-

ности» 1−∑x(p1 ln p2 + p2 ln p1− (p1+ p2) lnw(x)),
Чизара

∑
x p2w(p1/p2), Бурби–Рао

∑
x(0,5w(p1) +

+ 0,5w(p2) − w(0,5p1 + 0,5p2)) и др. [4]. Заметим,
что расстояния Золотарёва и «ясности» включают
веса индивидуальных значений x ∈ It, что является
одним из случаев расстояний по следствию 4 (ин-
дивидуальные веса объектов); расстояния Чизара,
Бурби–Рао и Круглова относятся к «промежуточ-
ному» случаю расстояний по следствию 4.

В целом все известные d~w (1) включают
агрегацию по It (суммирование или максимум),
(2) агрегируются d�(x, t, a, b) или функции плот-
ности, (3) веса при агрегации могут определять-
ся для значений x ∈ It или для функциона-
лов от значений d�(x, t, a, b), �φ•t(a) и �φ•t(b).
При использовании суммирования по x ∈ It

как единственного способа агрегации «универ-
сальные» функция расстояния между ЭФР стро-
ятся как линейные комбинации над алфавита-
ми наподобие {w1(x)d�(x, t, a, b), w2(d�(x, t, a, b)),
w3(x)�φ(x)•t(a), w4(x)�φ(x)•t(b), w5(�φ(x)•t(a)),
w6(�φ(x)•t(b)), w7(�φ(x)•t(a) + �φ(x)•t(b))}.

5 Расстояния по следствию 3
на векторах

Каждому a ∈ L(T (X)) может быть сопоставлен
вектор и введено расстояние на векторном про-
странстве. Очевидна многочисленность способов
построения векторов и выбора способа вычисле-
ния компонент векторов. В [3,7] предложен способ
определения компонент векторов элементов как
списков оценок над решеткой. В целом методы по-
рождения векторных описаний нуждаются в более
систематичном рассмотрении на основании реше-
точного формализма топологической теории рас-
познавания.

56 ИНФОРМАТИКА И ЕЁ ПРИМЕНЕНИЯ том 19 выпуск 2 2025



Метризация дискретных топологических пространств в контексте теории решеток. Часть 2. Практический анализ

6 Расстояния на основе
индивидуальных весов атомов
(следствие 4)

В соответствии со следствием 4 вклад каждого
атома (одноатомного отрезка пути) в оценку рас-
стояния между множествами a и b индивидуален,
а порядок удаления/добавления атомов в множе-
ствах a\b и b\a не имеет значения. Функциона-
лы, вычисляющие расстояние, представимы в виде
коммутативных композиций функций от атомов,
формирующих a–b.

Целесообразно рассмотреть данное следствие
в контексте двух экстремальных случаев: длины
всех одноатомных отрезков равны (следствие 3)
и длины всех одноатомных отрезков различны.
В промежуточном случае длины одноатомных от-
резков одинаковы для определенных групп атомов
в наборе S = {s1, s2, . . . , s|S|}, S ⊂ L(T (X)), кото-
рый становится фактор-группой надX.

При определении расстояний по следствию 4

на множествах целесообразно заменить мощности
множеств в формулировках этих расстояний (Фре-
ше–Никодима, Сокала–Сниса, Тверского и др.) на
суммы весов атомов, составляющих эти множества.
Таким образом, любая непараметрическая функция
расстояния на множествах становится параметри-
ческой ρL~w, в которой вектор весов ~w определяется
весами объектов.

В расстояниях на функциях ��(x)•t(a)
и ��(x)•t(b), порождаемых t-й опорной цепью,
ось абсцисс этих функций соответствует значениям
•t(xi), так что вдоль этой оси объекты xi могут быть
упорядочены по значениям •t(xi). Например, рас-
стояние Золотарёва, при условии регулярности X
по •t, уже оказывается параметризованной мет-
рикой по следствию 4, в которой вектор весов ~w
представлен в виде весовой функции w(x).

Определения расстояния на векторах ~vα[a]
и ~vα[b] содержат оценки v[a], включающие мощ-
ности множеств. Поэтому, заменяя мощности мно-
жеств при вычислении оценок на суммы весов
объектов, можно получить параметризованные век-
торные метрики по следствию 4.

7 Расстояния с учетом порядка
атомов (следствие 5)

В соответствии со следствием 5 определен по-
рядок удаления/добавления атомов в множествах
a\b и b\a, и метрики по следствию 5 ищутся в ви-
де комбинаций функций от последовательностей
атомов из множества a–b. Принимая во внимание

чрезвычайную комбинаторную сложность булевых
решеток (число полных цепей равно N !), целесо-
образно рассматривать максимально короткие под-
последовательности атомов из a–b. Трактабельным
вариантом оказываются функционалы, вводимые
по аналогии с концепцией марковских цепей и соот-
ветствующие последовательностям из двух атомов
(т. е. каждый атом соответствует «состоянию конеч-
ного автомата»).

8 О критериях выбора значений
параметров настраиваемых
метрик

Основная проблема при настройке метрик ρL~w

по следствиям 3–5 — выбор адекватного изучаемой
задаче критерия качества, в соответствии с которым
настраиваются весовые параметры такой метрики.
В силу невозможности применения парадигмы со-
гласования значений метрик [2,3,7] вL(T (X))оста-
ются только две возможности дальнейших исследо-
ваний:

(1) оставаясь в парадигме согласования метрик,
найти пространство, в котором есть эксперт-
ные метрики (переход к расстояниям на объ-
ектах);

(2) оставаясь в решетке L(T (X)), найти функци-
оналы, по которым настраивать веса ~w («ин-
формативность» метрик, особые синтетиче-
ские признаки).

9 О переходе от решетки L(T (X))
к расстояниям на объектах

Формальное описание объекта xi ∈ X, D(xi),
соответствует представлению любого объекта на-
бором множеств {•−1k (•k(x))}. Информация
для задания некоторых «экспертных» расстояний
между такими множествами, как правило, от-
сутствует. Применение ρL к парам множеств
(•−1k (•k(xi)),•

−1
k (•k(xj))) подразумевает оценку

расстояний ρq : Q
2 → R+ между объектами xi

и xj , ρq(D(xi), D(xj)), что дает возможность ис-
пользовать четко формализуемые способы введе-
ния экспертных метрик: метрику разреза; оценки
компактности классов; метрики алгоритмов вы-
числений оценок Ю. И. Журавлёва; экспертные
и прочие оценки «схожести» объектов и др. Зада-
чи числового прогнозирования сводимы к задачам
классификации [6].

Громоздкость конструкций ρq(D(xi), D(xj))
диктует необходимость перехода от решетки
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L(T (X)) над булеаном множества объектов к ре-
шетке значений признаков. Данный переход пред-
ставляет собой отдельное направление дальнейших
теоретических и экспериментальных исследова-
ний, включающих среди прочего поиск функци-
оналов ρq, наиболее релевантных для исследуемой
задачи. Описанный ниже подход с синтетически-
ми k′-ми признаками также может рассматриваться
как подход к вычислению ρq.

10 Порождение признаков
с использованием классов
значений

Критерий настройки весов метрики ρL~w может
быть основан на специальных формах синтети-
ческих признаков, позволяющих осуществлять
настройку ρL~w по значениям t-й таргетной пе-
ременной. Пусть опорная цепь At разбита
на nz процентилей, заданных ι = {λ0, λ1, λ2, . . .
. . . , λz, . . . , λnz} ⊂ It, так что для z-го процентиля
заданы множества •−1tz = {x|λz−1 < (•t(x) < λz)}
и •t(•

−1
tz ).

Определим множество

G1(xi, t, z) =
{
ρL~w(•

−1
k (•k(xi)),•

−1
tz ), k = 1, n

}
,

ЭФР ��•t(•
−1
tz ) и ��G1(xi, t, z), их математические

ожидания �µ��•t(•
−1
tz ), �µ��G1(xi, t, z) и стандартные

отклонения. Эти определения позволяют поро-
ждать синтетические признаки •k′(xi), k′ > n +
+ l, на основе линейных и других функциона-
лов, оценивающих •t(xi). При упорядочении
��G1(xi, t, z)по значениям �µ��G1(xi, t, z) выражение
1−�µ��G1(xi, t, z)оценивает вклад расстояний значе-
ний признаков •k(xi) до z-го процентиля в оценку
значения t-й переменной, так что •k′(xi) оценива-
ется суммированием по z:

•k′(xi) =
∑

z=1,nz

(
1− �µ��G1(xi, t, z)

)
�µ��•t(•

−1
tz ),

z = 1, nz . (1)

Значения �µ��G1(xi, t, z) могут нормироваться на
максимальное значение:

•k′(xi) =
∑

z=1,nz

1− �µ��G1(xi, t, z)

maxµz
�µ��•t

(
•−1tz

)
,

maxµz = max(�µ��G1(xi, t, z)). (2)

Очевидно, что функционалы (1) позволяют осу-
ществлять прямую настройку ρL~w по значениям
прогнозируемой t-й переменной •t(xi), xi ∈ X,
в том числе с использованием аналитических про-
цедур МНК-типа (см. ниже).

11 Порождение признаков
с использованием целых
опорных цепей

Эксперименты, проведенные в работе [7], по-
казали, что «метрические» признаки на основе от-
дельных значений признаков •k(xi)малоинформа-
тивны. Признаки на основе ЭФР �φρmα(xi, p) [7]
показали несколько лучшую информативность, но
ограничены заданием «опорных» классов объектов,
т. е. множества ι. Возможно ли определение син-
тетических признаков на основе всей опорной це-
пи At, а не z-процентилей? При такой постановке
вопроса ρL~w применяется к каждому из элемен-
тов опорной цепи: (1) при отборе (ранжировании)
наиболее информативных •k(xi) либо (2) при по-
вышении информативности каждого •k(xi) путем
особой параметризации.

12 Отбор наиболее
информативных
элементарных признаков

Данный подход подразумевает необходимость
отбора признаков (значений признаков), самых ин-
формативных для поставленной задачи. Для задачи
численного прогнозирования t-й переменной наи-
более перспективно оценивать информативность
посредством «расщепления» цепи At на две под-
цепи, соответствующие •k(xi) и всем остальным
значениям •k [3, 5, 7], так что каждой из двух под-
цепей соответствует своя ЭФР: cdf+tk(xi) и cdf−tk(xi).
Тогда расстояние df между cdf+tk(xi) и cdf−tk(xi) (по
Колмогорову, Крамеру – фон Мизесу и др.) оцени-
вает вклад значения признака •k(xi) в значение t-й
переменной, а разность �µ cdf+tk(xi) − �µ cdf−tk(xi) —
вклад признака в значение t-й переменной. Соот-
ветственно, •k′(xi) определяется суммированием:

•k′(xi) =
∑

k=1,n

df

(
cdf+tk(xi), cdf

−
tk(xi)

)
×

×
(
�µ cdf+tk(xi)− �µ cdf−tk(xi)

)
. (3)

13 Максимизация
информативности
элементарных признаков

Рассмотрение всей цепи At позволяет порож-
дать описания каждого значения k-го признака
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в виде одномерной функции. Для ρL~w для каждой
•k определим множество пар

Pk(λkβ) =
{
(λtb, ρL~w(•

−1
k (λkβ),•

−1
t (λtb))),

b = 1, |It|
}
, λkβ ∈ Ik .

Рассмотрим Pk(λkβ) как подстановку некото-
рой действительно-значной и непрерывной функ-
ции f(Pk(λkβ), x), аппроксимирующей расстоя-
ния до элементов цепи. Аргумент x функции
f(Pk(λkβ), x) — значения t-й переменной, погру-
женные в отрезок числовой прямой [λ1 . . . λ|It|]. На
практике f(Pk(λkβ), x) удобно определить на осно-
ве Pk(λkβ) с использованием разложения над бази-
сом Фурье или над иным базисом в гильбертовом
пространстве действительных функций. Описание
объекта q = D(xi) набором («пучком») однородных
функций P(xi) = {f(Pk(•k(xi)), x), k = 1, n} ви-
дится максимально полным представлением пре-
цедентных данных, отражающим все расстояния от
всех значений признаков •k(xi). Тогда рассматри-
вается задача

(ws) =

= argmin
ws

∑

X

∑

k=1,n

(
argmin

x
f (Pk(•k(xi)), x) −

− •t(xi)

)2
. (4)

Одно из возможных решений задачи (4) — введе-
ние индивидуальных наборов весов для каждого из
значений k (и z, если используется разбиение на nz

процентилей), т. е. ws[k, z]-настраиваемые метрики
(wskz-метрики).

14 Об оценках информативности

В [7] предложены оценки информативности
k′-й переменной относительно t-й, сводящиеся
к измерению расстояний между ЭФР Fk′t(x, y)
и Fk′ (x)Ft(y) посредством функций df . При рас-
смотрении k′-й и t-й переменных как двух вероят-
ностных схем (в терминологии А. Н. Колмогорова
и А. Я. Хинчина) становится возможным рассчитать
буквальную «информативность» как разность меж-
ду количеством информации (средней энтропией
по формуле Шеннона) для совместного распреде-
ления вероятности Hk′t и для каждой из перемен-
ных по отдельности (Hk′ иHt). При независимости
k′-й и t-й переменных Hk′t = Hk′ +Ht, а при вза-
имозависимости — Hk′t < Ht, так что функционал
Ht−Hk′t оценивает информативность k′-й относи-
тельно t-й переменной.

15 МНК-подобные процедуры
для настройки •k′

Пусть для данной ρL~w •k′ можно представить
в виде ~Yk′ = Z~w, где ~Yk′ — вектор значений •k′

для всех xi ∈ X, |~Yk′ | = N , а матрица Z (раз-
мерность N |~w|) отражает способ вычисления •k′

на основе прецедентной информации. Тогда гло-
бальный оптимум ~w для •k′(xi) можно вычислить
с использованием МНК. Пусть ~Y — столбец мат-
рицы информации, так что ~Yk′ = ~Y — условие кор-
ректности •k′ и МНК-решение уравнения ~Y = Z~w
равно

~w = (ZTZ)−1ZT~Y .

Для •k′(xi) по (1) и ρL~w в виде расстояния
Золотарёва или «ясности» элементы Z предста-
вимы как суммы функционалов от ��(x)•t( )или
�φ(x)•t(a) по k (признакам) и z (процентилям).
В случае расстояний Круглова, Чизара, Бурби–Рао
выражения для ρL~w содержат «вложенные» термы
(w(��(x)•t(a)− ��(x)•t(b)) в расстоянии Круглова),
так что применение МНК требует введения кон-
кретного вида функции w( ) (кусочно-линейной,
полиномиальной, Фурье-аппроксимации и др.).

16 Экспериментальное
тестирование
предлагаемых методов

Эксперименты были проведены на модельных
данных для числового прогнозирования. Призна-
ковые описания объектов представляли собой век-
тор ~x = (xi) булевых признаков (n = 50), а числовое
значение таргетной переменной вычислялось буле-
вым полиномом 3-й степени

B(~x) =
∑

i=0,n

∑

j=0,n

∑

l=0,n

wijlxixjxl, x0 = 1 ,

со случайными wijl, корректирующим преобразо-
ванием corr (B(~x)) и со стохастическим компонен-
том 0,2random( ) · |corr (B(~x))|. Были сгенериро-
ваны 500 модельных выборок. Предварительные
эксперименты показали, что использование этой
разновидности модельных данных предоставляет
намного более строгое тестирование предлагаемых
алгоритмических конструкций, чем используемые
в предыдущих работах выборки данных по фарма-
ко-, хемо- и биоинформатике [2–4, 7].

Синтетические признаки •k′(xi) порождались
всеми перечисленными в работе [7] способами
(ρm(cα,•

−1
k (•k(xi)), ЭФР-признаки �φ(x)ρmα(xi, p)
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при разных x и др.), а отбор проводился В-алгорит-
мом [7]. При n = 50 общее число синтетических
признаков было равно 7562. В качестве рассто-

яний ρm по следствию 3 теоремы о регулярности
и нормальности были использованы метрики на
основе одно- и двухэлементных алфавитов A(a, b)
и B(a, b) совместно с 65 известными функциями
расстояния на множествах, векторах и ЭФР [4].
В качестве ρm по следствию 4 — расстояния Золо-
тарёва и «ясности», Круглова, Чизара, Бурби–Рао
и wskz-метрики с настройкой •k′(xi) посредством
МНК.

Для оценки «информативности» получаемых
синтетических признаков •k′(xi) использовались:

(1) функционалы на основании расстояний между
•−1k′ (•k′ (xi)) и •−1t (•t(xi)): коэффициент кор-
реляции, нормализованное стандартное от-
клонение и др.;

(2) различные варианты функций df для ЭФР
Fk′t(x, y) и Fk′ (x)Ft(y);

(3) собственно информативность Ht −Hk′t.

В качестве алгоритмов прогнозирования число-
вых таргетных переменных использовались ней-
ронные сети с несколькими слоями (от 2 до 10)
с функцией активации softmax и полиномы различ-
ных конструкций (более 20 формул, в том числе
квазиполиномные модели с элементарными функ-
циями) в контексте 10-кратной кросс-валидации
50%/50%.

Экспериментальные исследования были про-
ведены в два этапа: уточнение способов оценки
«информативности» и отбор наиболее информа-
тивных признаков для прогнозирования таргетных
переменных. Вычисления по различным способам
оценки «информативности» порождаемых синте-
тических признаков проводились на ЭФР-призна-
ках �φ(x)ρmα(xi, p), вычисляемых на основе непа-
раметрических ρm. Эксперименты показали, что
большинство способов оценки информативности
входили в два расположенных рядом кластера: ма-
лый кластер (в центре — метрика Колмогорова
и информативность Ht − Hk′t) и большой кластер
(12 точек, в центре df , соответствующая рассто-
янию Реньи). Поскольку кластеры 1 и 2 расположе-
ны рядом и кластер 1 содержит информативность
в виде Ht − Hk′t, то все метрики (кроме рас-
стояний Андерсона, инженерной метрики и ко-
эффициента корреляции r(•k′ (xi),•t(xi))) могут
в действительности рассматриваться как оценки
информативности, без кавычек. При этом рас-
стояние Андерсона и инженерная метрика лежат
на осях соответствующей метрической диаграммы,
а точка, соответствующая коэффициенту корреля-
ции, находится в правом верхнем углу диаграммы.

На втором этапе проводились эксперименты по
прогнозированию модельных таргетных перемен-
ных, включавшие настройку метрик по следствию 4
с использованием синтетических признаков по
формулам (1), (2) и (3) и отбор наиболее инфор-
мативных признаков посредством В-алгоритма на
основе метрики Колмогорова (максимальное укло-
нение) [7]. Наиболее часто в наборы инфор-
мативных •k′-признаков входили ЭФР-признаки,
сконструированные на основании предложенных
в предыдущих работах оценочных метрик (43% от
всех информативных), причем самыми информа-
тивными ρm были непараметрические метрики по
следствию 3 на множествах (оценочные, рассто-
яния Фейта, Симпсона, Фреше–Никодима).

В то же время если брать самые информативные
синтетические •k′ , то среди них наиболее часто
(38% выборок) встречался признак на основании
расстояния Золотарёва (по следствию 4), вычисля-
емого по формуле (1) и настраиваемого процедурой
МНК. Интересно отметить, что среди расстояний
по следствию 4, настраиваемых по (1), расстояние
Золотарёва доминировало: •k′ на основе настраива-
емых расстояний Круглова, Чизара, Бурби–Рао не
отличались существенно более высоким качеством.

В целом по исследованной выборке, использо-
вание синтетических признаков по (1) с метрика-
ми по следствию 4, настраиваемыми посредством
МНК-процедур, позволило снизить показатели
переобучения и улучшить качество работы алго-
ритмов числового прогнозирования. Так, с ис-
пользованием только ЭФР-признаков значение
коэффициента ранговой корреляции составило r =
= 0,88± 0,09 на обучении и rc = 0,56± 0,23 на кон-
троле. В то же время добавление признаков по (1)–
(3) способствовало повышению rc = 0,58 ± 0,18
и снижению r = 0,75±0,15, что соответствует улуч-
шению обобщающей способности получаемых ал-
горитмов.

17 Заключение

В результате анализа условий необходимости
и достаточности метризации дискретных про-
странств (X, T (X)) была сформулирована и доказа-
но теорема, устанавливающая соответствие между
понятиями регулярности множества прецедентов
ϕ(X) и нормальности решетки L(T (X)). След-
ствия этой теоремы позволили сформулировать
ряд не исследованных ранее подходов к метриза-
ции, включая метрики над алфавитами мощностей
по следствию 3, настраиваемые метрики по след-
ствию 4 и конструкции, связанные с учетом поряд-
ка атомов (следствие 5 теоремы). Сформулированы

60 ИНФОРМАТИКА И ЕЁ ПРИМЕНЕНИЯ том 19 выпуск 2 2025



Metrization of discrete topological spaces in the context of lattice theory. Part 2. Practical analysis of the consequences

перспективные направления дальнейших исследо-
ваний:

(1) переход от решетки L(T (X)) к решетке значе-
ний признаков (что позволяет систематически
исследовать способы введения метрик между
объектами);

(2) перспективные функционалы для порожде-
ния синтетических признаков;

(3) методы порождения векторных описаний для
определения расстояний между элементами
L(T (X));

(4) представление значений признаков произ-
вольных типов (в том числе булевых) в виде
непрерывных функций.

Вычислительные эксперименты показали пер-
спективность предлагаемых способов метризации
топологического пространства (X, T (X)) и спосо-
бов порождения синтетических признаков, способ-
ствующих повышению обобщающей способности
алгоритмов числового прогнозирования.
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МАШИННОЕ ОБУЧЕНИЕ И ДОВЕРИЕ К РЕЗУЛЬТАТАМ

КЛАССИФИКАЦИИ

А. А. Грушо1, Н. А. Грушо2, М. И. Забежайло3, В. О. Писковский4, Е. Е. Тимонина5

Аннотация: Принято считать, что доверие к системе искусственного интеллекта (ИИ) определяется
уверенностью потребителя и организаций-регуляторов в том, что данная система способна выполнять
возложенные на нее задачи с требуемым качеством. В научной литературе речь идет только о повышении
доверия, но не о гарантиях доверия к результатам работы ИИ. В трактовке повышения доверия естественно
полагать, что доверия к результатам работы ИИ нет. В данной статье построена математическая модель,
в рамках которой доказано, что в классе систем ИИ, построенных на машинном обучении, гарантий
доверия быть не может. Определено понятие «доверия классификатору», если он с вероятностью 1
правильно классифицирует новые данные. Результат получен в условиях классического пространства
данных RL и набора равномерных распределений. Модель можно усложнять, оставляя пространство мет-
рическим, а распределения непрерывными. При этом доверие не зависит от способностей классификатора
и от свойства генерализации.
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1 Введение

Понятийные рамки для термина «доверие»
предлагает ГОСТ Р 59276-2020, разработанный АО
ВНИИС и Техническим комитетом по стандар-
тизации ТК 164 «Искусственный интеллект» [1].
Считается, что доверие к системе ИИ определяет-
ся уверенностью потребителя и организаций-регу-
ляторов в том, что данная система способна вы-
полнять возложенные на нее задачи с требуемым
качеством. В свою очередь, доверенной предлага-
ется считать такую систему ИИ, которой доверяют
пользователи и регуляторы. Там же предлагаются:

– перечень существенных характеристик, опре-
деляющих доверие к системам ИИ;

– общая процедурная схема проверки доверия,
состоящая в подтверждении соответствия этих
характеристик конкретной системы установ-
ленным пользователями и регуляторами тре-
бованиям;

– способы обеспечения доверия на стадиях жиз-
ненного цикла системы ИИ.

Критически значимым в части обеспечения до-
верия к системам ИИ считается качество исполь-
зуемых ими данных. Развернутое обсуждение
проблем критичности влияния качества исходных

данных на функциональность и безопасность сис-
тем ИИ можно найти, в частности, в работе [2].
В работе [3] показано, как можно использовать
обучающие данные в системах ИИ для искажения
результатов их работы. Из результатов этой работы
следует необходимость целенаправленного изуче-
ния обучающих данных для повышения доверия
к результатам работы ИИ, причем эффективность
методов такого анализа не доказана.

Детальное обсуждение типологии и методов
управления рисками, ассоциируемыми с система-
ми ИИ, в том числе в аспекте обеспечения кибер-
безопасности, предлагает Национальный институт
стандартов США [4, 5].

Популярным и востребованным направлением
исследований и разработок в области повышения
доверия к системам ИИ стало создание проблемно-
ориентированных инструментальных средств вы-
явления уязвимостей в исходном коде программных
систем ИИ. Примеры программных инструментов
этого типа, а также результатов их использования
при доработке популярных фреймворков и при-
кладных систем ИИ, в том числе для использования
в облачной среде, предлагает Центр доверенного
ИИ, организованный в ИСП РАН [6].

Интересные примеры подходов к обеспечению
доверия к результатам работы прикладных систем
ИИ наработаны в области медицины и здравоохра-

1Федеральный исследовательский центр «Информатика и управление» Российской академии наук, grusho@yandex.ru
2Федеральный исследовательский центр «Информатика и управление» Российской академии наук, info@itake.ru
3Федеральный исследовательский центр «Информатика и управление» Российской академии наук, m.zabezhailo@yandex.ru
4Федеральный исследовательский центр «Информатика и управление» Российской академии наук, vpvp80@yandex.ru
5Федеральный исследовательский центр «Информатика и управление» Российской академии наук, eltimon@yandex.ru
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нения [7–10]. Важнейшими факторами, опреде-
ляющими доверие к формируемым системами ИИ
результатам здесь названы:

– риски причинения вреда здоровью пациентов
в силу некачественных выводов и заключений;

– сложность интерпретации полученных в про-
цессе машинного обучения решений (так на-
зываемая проблема «черного ящика»);

– повышенные риски некорректной работы са-
мообучающихся алгоритмов, способных изме-
нять свои выводы и заключения вследствие
появления новых клинических данных, в том
числе получаемых в процессе эксплуатации та-
кой системы ИИ;

– проблемы обеспечения кибербезопасности;
– риски смещения данных, которые, в свою

очередь, приводят к асимметрии между теми
данными, на которых обучались ИИ-модели,
и данными реальной клинической практики
и др.

Один из путей повышения доверия в этих за-
дачах — сбор дополнительной информации из раз-
личных информационных пространств [11–13].

Оригинальный подход к оценке доверия к ре-
зультатам, формируемым системой ИИ, предлага-
ется в работах [14–17]. В его основе — исполь-
зование эвристики приближения к достоверности
гипотез, формируемых средствами каузального
анализа открытых — пополняемых новыми сведе-
ниями — коллекций эмпирических данных [18, 19].
Эта эвристика формализуется средствами ориги-
нальной логики рассуждений, конструктивно ин-
тегрируя эмпирическую индукцию, рассуждения по
аналогии и абдуктивное объяснение.

Ключевые проблемы в укреплении доверия
к ИИ на практическом уровне разработчика
ИТ-систем и решений, а также рекомендации
и предложения по формированию стратегии укреп-
ления доверия в виде последовательности шагов
для укрепления доверия к ИИ обсуждаются в [20].
Целью реализации такого подхода оказывается про-
зрачность ИИ-решений, которая позволяет поль-
зователям понимать, как системы ИИ формируют
свои заключения, и укрепляет уверенность в их
надежности.

Из приведенного обзора видно, что речь идет
только о повышении доверия, но не о гарантиях до-
верия к результатам работы ИИ. В трактовке повы-
шения доверия естественно полагать, что доверия
к результатам работы ИИ нет.

В данной статье построена математическая мо-
дель, в рамках которой доказано, что в классе сис-
тем ИИ, построенных на машинном обучении, га-
рантий доверия быть не может.

2 Модель доверия

Рассматривается задача классификации много-
мерных числовых данныхx, гдеxпринадлежит ком-
пактной области D ⊂ RL. Классы определяются
разбиением области D непрерывными границами
на k непересекающихся подмножеств D1, . . . , Dk.
Классификатор H(x), определяющий принадлеж-
ностьxодному из классов, представляет собой диф-
ференцируемую функцию на каждом множествеDi

без границ, i = 1, k.

Пусть для простоты значениями классифика-
тора будут натуральные числа 1, 2, . . . , k. Клас-
сификатор имеет внутренние параметры, которые
подбираются для каждого класса методом машин-
ного обучения. С этой целью для каждого классаDi,
i = 1, k, создается обучающая выборка Si из эле-
ментов каждого класса (обучение с учителем).

Каждая выборка создается случайно и равнове-
роятно, элементы выборки набираются независимо
друг от друга. Будем считать, что классификатор
правильно определяет класс каждого элемента вы-
борок с вероятностью 1.

Отметим, что классификатор остается диффе-
ренцируемой функцией только внутри классов, ко-
торые считаются открытыми множествами. На гра-
ницах классов классификатор имеет разрывы, так
как его значения дискретны и различны на различ-
ных классах. Отметим, что вероятность попасть на
непрерывную границу любого класса равна 0.

Для больших k, L и сложных границ возника-
ет задача доверия к результату классификации на
остальных данных, отличных от данных обучающих
выборок.

Определим понятие «доверия классификатору»
как ситуацию, когда он правильно классифицирует
новые данные x из D с вероятностью 1.

Согласно построенной модели данные из обуча-
ющих выборок классифицируются правильно с ве-
роятностью 1. Данные, не входящие в обучающие
выборки и выбранные случайно, классифицируют-
ся с помощью построенной функции H с неиз-
вестным доверием. Отметим, что порядок решения
задачи классификации традиционно следующий:
случайный выбор обучающей выборки – постро-
ение классификатора – случайный выбор новых
данных x для классификации.

Рассмотрим следующую обратную модель:
случайный выбор данных x для классификации –
выбор обучающих выборок с известной принад-
лежностью к классам, не совпадающих с x с ве-
роятностью 1, – построение классификатора на
обучающих выборках – классификация данных x.
Такой порядок покажется странным, но он пол-

64 ИНФОРМАТИКА И ЕЁ ПРИМЕНЕНИЯ том 19 выпуск 2 2025



Машинное обучение и доверие к результатам классификации

ностью совпадает по организации, применению
и результатам с первоначальным порядком. Но-
вый порядок позволит оценить доверие в задаче
классификации.

3 Схема серий в новом порядке
классификации

Предположим, что данные x выбираются слу-
чайно и равновероятно из областиD. Для простоты
будем считать, что размер каждой из обучающих
выборок равен n. Тогда обучающая выборка про-
извольного класса становится выборкой размера n
из пространства Di с заданным равномерным рас-
пределением. Элементы обучающей выборки для
произвольного класса Di будем обозначать x(i,m),
m = 1, n.

В исходном пространствеRL существует метри-
ка ρ для любой пары точек пространства RL. Тогда
для каждого элемента из всех классов можно вы-
числить величины

ρ(i) = min
x(i,m)∈Si

{ρ(x(i,m), x)} .

Для всех i = 1, k, m = 1, n, c вероятностью 1
построенные величины ρ(i) больше 0. Такой вывод
сделан на основании того, что вероятность попасть
в заданную точку пространства D равна 0. Необхо-
димым условием того, что классификатор принима-
ет в точкеxправильное значение i с вероятностью 1,
служит информация о том, что x ∈ Di с вероят-
ностью 1. Если вероятность события {x ∈ Di} стро-
го меньше 1, то функция не может увеличить эту ве-
роятность до 1. Это означает, что в рассматриваемой
модели нет доверия в смысле данного выше опреде-
ления принадлежности x к определенному классу,
поскольку единственными известными элемента-
ми, принадлежащими Di с вероятностью 1, оста-
ются элементы обучающей выборки. Таким обра-
зом, если заданы функции принадлежности данных
классам, нет достоверности и, следовательно, нет
доверия к правильной классификации любым клас-
сификатором, основанном на машинном обучении
с помощью конечной обучающей выборки.

Рассмотрим вопрос о том, возможно ли, увели-
чивая размер обучающих выборок, получить дове-
рие к определению класса элемента x. Увеличение
размера обучающих выборок n приведет к тому,
что последовательности ρ(i) = ρ(i, n) для каждо-
го n будут положительными, и для каждого n вывод
о невозможности доказательства доверия будет со-
храняться.

Рассмотрим предельное распределение после-
довательностей {ρ(i, n)} при n → ∞. Отметим, что
каждая последовательность считается ограничен-

ной и невозрастающей, поэтому каждая последова-
тельность имеет предел. Если элемент x действи-
тельно принадлежит Di, то предел ρ(i, n) равен 0
независимо от случайности в выборе элементов
обучающей выборки. Это следует из того, что
для любой сколь угодно маленькой окрестности x
в форме шара вероятность попадания в эту окрест-
ность нового члена обучающей выборки больше 0.
Тогда с вероятностью, стремящейся к 1 при n →
→ ∞, в эту окрестность на конечном шаге попа-
дет элемент обучающей выборки. Важно, что для
любого малого положительного ε с вероятностью,
стремящейся к 1, в шар радиуса ε попадет элемент
обучающей выборки.

Если x принадлежит другому классу Dj, то в Dj

существует окрестность x в форме шара фикси-
рованного радиуса δ, не имеющего общих точек
ни с одной границей других классов, такого что
ρ(i, n) ≥ δ. Это значит, что элементы обучающей
выборки класса Di не могут попасть в этот шар
с вероятностью 1. Таким образом, принадлеж-
ность к правильному классу определяется с ве-
роятностью 1, если известно предельное поведение
последовательностей {ρ(i, n)} при n → ∞. Однако
определить n, при котором x можно классифици-
ровать по приведенной схеме, нельзя. Поэтому
в данном случае добиться доверия невозможно.

Для того чтобы связать эти результаты с класси-
фикаторами, необходимо рассмотреть схему серий,
когда для каждого n обучается свой классификатор,
доверие к работе которого не выше, чем доверие
к методу классификации, описанному ранее. От-
сюда следует, что при использовании только ма-
шинного обучения доверие к классификации x не
может быть обеспечено. Этот вывод можно сфор-
мулировать в виде следующей теоремы.

Теорема. В условиях построенной модели обеспечить

доверие к результатам классификации x только по

данным обучающих выборок невозможно.

4 Заключение

В работе построена модель, в которой дове-
рие к результату конечной классификации зави-
сит только от обучающих выборок, полученных
при использовании принципа обучения с учите-
лем. Доказано, что в этих условиях информации
для обеспечения доверия к результатам классифи-
кации недостаточно.

Результат получен в условиях классического
пространства данных RL и набора равномерных
распределений. Очевидно, что модель можно
усложнять, оставляя пространство метрическим,
а распределения непрерывными. При этом доверие
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не зависит от способностей классификатора и от
свойства генерализации.

Авторы не встречали в научной литературе ре-
зультаты, подобные доказанной теореме, но прак-
тические применения потребовали искать пути
обхода проблемы, сформулированной в теореме.
Основной выход исследователи нашли в описании
доверия с помощью теории рисков. Такой подход
в своей основе использует вероятностное прибли-
жение к точному определению доверия, использо-
ванному в статье.
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КОНЦЕПТУАЛЬНАЯ МОДЕЛЬ ИДЕНТИФИКАЦИИ СТРУКТУРЫ

ПРОБЛЕМЫ В ГИБРИДНЫХ ИНТЕЛЛЕКТУАЛЬНЫХ

МНОГОАГЕНТНЫХ СИСТЕМАХ

С. В. Листопад1, И. А. Кириков2

Аннотация: Работа направлена на развитие исследований в области автоматического решения практиче-
ских проблем, сложность которого обусловлена нечеткостью их определения и слабой формализацией:
на момент возникновения проблемы часто отсутствует ясное понимание ее сути и границ, что требует
дополнительных усилий для их выявления и описания. Один из традиционных подходов при ручном
и автоматизированном решении практических проблем — декомпозиция их на части, которые могут быть
решены существующими методами — требует значительных временных и трудовых ресурсов. В насто-
ящей работе на основе традиционных подходов к декомпозиции проблемы построена концептуальная
модель метода автоматической идентификации ее структуры с использованием прототипных фреймовых
моделей для применения в гибридных интеллектуальных многоагентных системах (ГиИМАС) с целью
снижения трудозатрат на начальном этапе ее решения.

Ключевые слова: проблема; концептуальная модель; декомпозиция; редукция; коллектив специалистов;
гибридная интеллектуальная многоагентная система
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1 Введение

Ключевые характеристики практических проб-
лем [1, 2], требующие формирования групп специ-
алистов для всестороннего анализа и согласования
решений, — их слабая формализация, а также раз-
нообразие необходимых знаний и методов [3–5].
Моделирование коллективных рассуждений в та-
ких группах может выполняться методами синерге-
тического искусственного интеллекта, в частности
ГиИМАС [1]. Существенный недостаток ГиИМАС
и построенных на их основе рефлексивно-актив-
ных систем искусственных гетерогенных интел-
лектуальных агентов [6] — ограниченность ав-
томатической идентификации структуры новых
слабоформализуемых проблем. Разработка методов
и моделей, повышающих автоматизацию процес-
са идентификации структуры проблемы, позволит
снизить трудозатраты на данном этапе ее решения.

В [7] рассмотрены основные подходы к иден-
тификации структуры проблемы в коллективах
специалистов, а в [8] проанализированы сущест-
вующие методы автоматизированной [9] и автома-
тической [10–14] декомпозиции проблем. Анализ,
проведенный в этих работах, показал актуальность
разработки новых и интеграции существующих ме-
тодов для компенсации их недостатков, в част-
ности с использованием технологий больших язы-
ковых моделей [15, 16], генеративных агентов [17],

а также необходимость учета результатов, получен-
ных в рамках традиционных подходов к иденти-
фикации структуры проблемы коллективами спе-
циалистов [18, 19]. Настоящая работа посвящена
разработке концептуальной модели метода авто-
матической идентификации структуры проблемы
в ГиИМАС на основе данных подходов.

2 Концептуальная модель
проблемы

На основе анализа подходов к определению
понятия «проблема» [3, 20–22] в качестве рабо-
чего принято определение проблемы как затруд-
нения, обусловливающего негативное восприятие
субъектом текущей ситуации, характеризующегося
такими особенностями, как недоопределенность,
комплексность, многослойность, полителичность,
непрозрачность, динамичность, субъективность,
межпредметное содержание [8].

Ввиду недоопределенности при возникновении
затруднения невозможно определить, присущи ли
ему остальные характеристики, а потому в этот мо-
мент потенциальная проблема может быть описана
только на макроуровне (обозначается чертой над
символом концепта):

prb = 〈id, sit, sbj, est〉, (1)

1Федеральный исследовательский центр «Информатика и управление» Российской академии наук, ser-list-post@yandex.ru
2Федеральный исследовательский центр «Информатика и управление» Российской академии наук, baltbipiran@mail.ru
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где id — идентификатор проблемы; sit — субъ-
ективное описание проблемной ситуации; sbj —
наименование субъекта, столкнувшегося с пробле-
мой; est — оценка, характеризующая негативное
восприятие ситуации sit субъектом sbj.

На микроуровне (обозначается чертой под сим-
волом концепта) модель проблемы может быть опи-
сана следующим кортежем:

prb = 〈sitm, sbjm, STHM, pfmt,metm〉, (2)

где sitm — концептуальная модель ситуации sit [8];
sbjm — концептуальная модель субъекта sbj (4);
STHM — концептуальные модели стейкхолде-
ров (4); pfmt — метод (5) формирования проблемно-
го поля prbfld (6); metm — концептуальная модель
формируемого метода решения проблемы [8].

Таким образом, проблема представляется сво-
ими макро- (1) и микроуровневой (2) моделями,
которые специфицируются по мере анализа проб-
лемы и могут быть пустыми на его первых этапах:

prb = 〈prb, prb〉. (3)

Модели субъекта sbjm и стейкхолдера sthm ∈
∈ STHM (2) описываются кортежем

sbjm = sthm = 〈sthid, gl,EPR, evmet〉, (4)

где sthid — идентификатор субъекта или стейкхол-
дера; gl — цель, состояние объективной реальности,
к которому стремится субъект или стейкхолдер;
EPR — критерии оценки, выражающие поставлен-
ную цель gl количественно; evmet — метод оценива-
ния ситуации, формирующий значения критериев
EPR на основе динамической модели предметной
области dsam.

Микроуровневая модель проблемы (2) строится
в процессе ее формулирования и идентификации
структуры, которая выполняется в том числе с по-
мощью метода pfmt формирования проблемного
поля (2):

〈sitm, sbjm, STHM〉 pfmt−−−→ prb§d, (5)

где prbfld — модель проблемного поля, т. е. комплек-
са проблем, связанных с рассматриваемой, опреде-
ляемого выражением

prb§d = 〈PRB, Rprb-prb1 (prb,PRB),

Rprb-prb1 (PRB, prb), Rprb-prb2 (PRB,PRB)〉, (6)

где PRB — множество проблем, описываемых вы-
ражением (3);Rprb-prb1 — отношение «быть частью»
между проблемой, включающей рассматриваемую

проблему prb, а также между рассматриваемой про-
блемой prb и ее частями; Rprb-prb2 — отноше-
ние «быть связанным с» между проблемами од-
ного уровня иерархии, формируемой отношением
Rprb-prb1 .

В зависимости от специфицируемой части проб-
лемного поля могут быть выделены следующие
элементы метода формирования проблемного поля
prbfld:

pfmt = 〈sppimt, slpimt, sbpimt〉,

где sppimt — метод выявления для рассматри-
ваемой проблемы prb вышестоящей prbsup ∈
∈ PRB ∧ Rprb-prb1 (prb, prbsup), формирующий ее
макроуровневую модель prbsup; slpimt — метод
идентификации структуры вышестоящей пробле-
мы prbsup, формирующий макроуровневые моде-
ли проблем одного уровня иерархии {prbi|prbi ∈
∈ PRB ∧ Rprb-prb1 (prbi, prbsup)} с рассматриваемой
проблемой и отношения между ними Rprb-prb2 ;
sbpimt — метод идентификации структуры рас-
сматриваемой проблемы, формирующий модели
подпроблем {prbi|prbi ∈ PRB∧Rprb-prb1 (prbi, prb)}
рассматриваемой проблемы и отношения Rprb-prb2

между ними, а также с рассматриваемой проблемой
Rprb-prb1 .

3 Модель метода автоматической
идентификации структуры
проблемы

Построенная на основе традиционных подхо-
дов, рассмотренных в [7], модель sbpimd метода
sbpimt автоматической идентификации структуры
проблемы, описывающая основные его элементы,
может быть представлена следующим кортежем:

sbpimd = 〈FML, fmcm, pdm, pdsem, pdrem〉, (7)

где FML — множество (библиотека) прототипных
фреймовых [18] моделей; fmcm — метод выбора
прототипной модели как кандидата для декомпо-
зиции рассматриваемой проблемы; pdm — метод
декомпозиции проблемы в соответствии с выбран-
ной прототипной моделью; pdsem — метод оценки
завершенности процесса декомпозиции, в резуль-
тате работы которого принимается решение о не-
обходимости продолжения декомпозиции, успеш-
ном завершении процесса декомпозиции или
невозможности дальнейшей декомпозиции;
pdrem — метод оценки релевантности декомпо-
зиции первоначальной проблеме.
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Прототипная фреймовая модель fm ∈ FML,
описывающая число подпроблем и отношения
между ними, представляется кортежем

fm = 〈PRBe, Rprb-prb〉, (8)

где PRBe — множество пустых моделей prbe пробле-
мы (3), в которых заполнена только первая компо-
нента id кортежа макроуровневой модели prb

e
(1),

обеспечивающая их уникальность; Rprb-prb — мно-
жество отношений, заданных на множестве PRBe.

Элементы (слоты) прототипной фреймовой мо-
дели fm ∈ FML (8) — множества PRBe и Rprb-prb —
составляются таким образом, чтобы модель описы-
вала декомпозицию проблем определенного класса
минимально возможным способом. Это означает,
что при удалении любого элемента из множеств
PRBe и Rprb-prb теряется полнота декомпозиции
и она перестает определять проблему или класс
проблем, для которых предназначена [23].

Метод fmcm выбора прототипной фреймовой
модели как кандидата для декомпозиции рассмат-
риваемой проблемы представляется выражением

fmcm = 〈fml, fco, fmp〉,

где fml — перебор моделей в соответствии с час-
тичным порядком на множестве FML, заданным
функцией fmp; fco — функция формирования
значения критерия оптимальности прототипных
фреймовых моделей, задаваемая разработчиками
ГиИМАС, в которой выполняется автоматическая
идентификация структуры проблемы; fmp — функ-
ция формирования частично упорядоченного мно-
жества прототипных фреймовых моделей

FMO =

(
FML,

fmp

4

)
,

где
fmp

4 — отношение порядка на множестве FML,
задаваемое выражением

fmp

fmp

4 fmq ⇔ fco(fmp) ≤ fco(fmq).

Метод pdm декомпозиции проблемы в соответ-
ствии с прототипной моделью предназначен для по-
строения очередного уровня иерархии проблемного
поля prbfld (6) и может быть представлен кортежем

pdm = 〈spei,mamf,mimf, bprf, slrf〉, (9)

где spei — функция идентификации в исходной
проблеме частей, для которых справедливы отно-
шения Rprb-prb из выбранной прототипной фрей-
мовой модели fm, в результате чего идентифици-
рованные части проблемы ставятся в соответствие

элементам множества PRBe; mamf — функция фор-
мирования макроуровневых моделей prb

e
подпроб-

лем prbe ∈ PRBe (8), в результате работы кото-
рой первоначально пустые макроуровневые модели
подпроблем prb

e
из прототипной фреймовой мо-

дели fm наполняются реальным содержанием
в соответствии с частями проблемы, идентифи-
цированными методом spei; mimf — функция
формирования микроуровневых моделей prbe под-
проблем prbe ∈ PRBe (8) на основе их макроуров-
невых моделей prb

e
, построенных функцией mamf;

bprf — функция формирования отношений между
элементами модели исходной проблемы prb и эле-
ментами моделей подпроблем prbe; slrf — функция
формирования отношений между элементами мо-
делей подпроблем prbe, описывающих взаимозави-
симости между ними.

Метод pdsem оценки завершенности процесса
декомпозиции представляется следующим выраже-
нием:

pdsem = 〈fec, fcpc, fdpc, sdd〉, (10)

где fec — функция проверки подпроблем prbe ∈
∈ PRBe (8) на элементарность; fcpc — функ-
ция проверки возможности использования в каче-
стве основания декомпозиции другой прототипной
фреймовой модели fm ∈ FML (8); fdpc — функ-
ция проверки возможности идентификации струк-
туры неэлементарных подпроблем prbe ∈ PRBe (8);
sdd — принятие решения о невозможности деком-
позиции.

Функция fec (10) проверки выделенных под-
проблем на элементарность предполагает анализ
возможностей агентов ГиИМАС, каждый из кото-
рых описывается на макроуровне следующим вы-
ражением [24]:

ag = 〈idag,LANGag,PRBag,CPag〉,
где idag — идентификатор агента; LANGag — мно-
жество языков передачи сообщений [25, 26], ис-
пользуемых агентом при взаимодействии с другими
агентами системы; PRBag — множество концеп-
туальных моделей проблем (подпроблем, элемен-
тарных задач), которые способен решить агент;
CPag — управляющие параметры агента, которые
позволяют оказывать влияние на его поведение.

Таким образом, функция fec (10) проверки
выделенных подпроблем на элементарность сво-
дится к поиску для каждой подпроблемы prbe ∈
∈ PRBe (8) соответствующей ей проблемы из
множества PRBhimas = ∪agi∈AG PRB

agi , где AG —
множество агентов ГиИМАС. При этом любые две
проблемы prbi и prbj считаются эквивалентными,
если соблюдается условие

SC
(
prbi, prbj

)
> psr,
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где SC — мера сходства концептов (6) из [27], ком-
бинирующая лексикографическую и таксономиче-
скую меры сходства концептов; psr — определя-
емое в результате вычислительных экспериментов
с ГиИМАС пороговое значение меры сходства кон-
цептов.

Если для каждой подпроблемы из PRBe (8) нахо-
дится соответствующая ей модель в PRBhimas, т. е.
в составе ГиИМАС существует агент, способный
ее решить, то все выделенные в ходе декомпози-
ции проблемы считаются элементарными, а де-
композиция завершенной. В противном случае
в зависимости от результата работы функций fcpc
и fdpc выполняется декомпозиция проблемы с ис-
пользованием другой прототипной фреймовой мо-
дели в качестве основания либо идентификация
структуры неэлементарных подпроблем путем ре-
курсивного вызова метода sbpimt. Если одна из
этих функций возвращает положительный резуль-
тат, выполняется соответствующее ей действие.
Если обе функции возвращают положительный ре-
зультат, необходимое действие выбирается в соот-
ветствии с настройками метода. Если обе функции
возвращают отрицательный результат, вызывается
функция sdd, принимается решение о невозмож-
ности продолжения автоматической декомпозиции
и выводится список неэлементарных подпроблем,
для решения которых требуется разработать метод
решения вручную.

Метод pdrem (7) оценки релевантности деком-
позиции первоначальной проблеме предназначен
для проверки того, насколько полно совокупность
выделенных подпроблем ее описывает. Данный
метод описывается выражением

pdrem = 〈fpu, fpc〉,

где fpu — функция поэлементного объединения
микроуровневых моделей prbe (2) подпроблем
prbe ∈ PRBe фреймовой модели fm ∈ FML (8),
сформированных в результате выполнения метода
pdm декомпозиции проблемы (9); fpc — функция
оценки пересечения микроуровневых моделей ис-
ходной проблемы prb и модели prb∗ = fpu(PRBe),
декомпозиция считается релевантной исходной
проблеме, если они совпадают либо модель prb
включена в prb∗.

4 Заключение

В статье представлена концептуальная модель
проблемы, описывающая ее на макро- и микро-
уровнях, учитывающая такие характеристики, как
недоопределенность, комплексность, многослой-
ность, динамичность и полителичность. На основе

предложенной в работе модели проблемы разра-
батывается концептуальная модель метода авто-
матической идентификации структуры проблемы
в ГиИМАС, которая строится с использованием
традиционных подходов и включает в себя биб-
лиотеку прототипных фреймовых моделей. Прото-
типная фреймовая модель проблемы, содержащая
множества пустых моделей-заготовок подпроблем
и отношений между ними, выступает в каче-
стве основы для декомпозиции рассматриваемой
проблемы и наполняется содержанием в процес-
се ее анализа. Разработка методов идентификации
структуры проблемы в рамках различных техно-
логий искусственного интеллекта в соответствии
с предложенной моделью позволит повысить сте-
пень автоматизации процессов решения практиче-
ских проблем и снизить трудозатраты на их анализ
и моделирование.
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problems, which is their decomposition into parts that can be solved by existing methods, requires significant time
and labor resources. In this paper, based on traditional approaches to problem decomposition, a conceptual model
of the method of automatic identification of its structure based on prototype frame models is built for use in hybrid
intelligent multiagent systems to reduce labor costs at the initial stage of the solution.
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