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О ЗАДАЧАХ ОПТИМИЗАЦИИ, ВОЗНИКАЮЩИХ

ПРИ ПРИМЕНЕНИИ ТОПОЛОГИЧЕСКОГО АНАЛИЗА ДАННЫХ

К ПОИСКУ АЛГОРИТМОВ ПРОГНОЗИРОВАНИЯ

С ФИКСИРОВАННЫМИ КОРРЕКТОРАМИ∗

И. Ю. Торшин1

Аннотация: Корректирующие операции (корректоры) в мультиалгоритмических конструкциях алгебра-
ического подхода могут строиться на основе известных физических моделей и/или многоуровневых
описаний физических объектов. В рамках топологического подхода к анализу плохо формализованных
задач поиск включаемых в корректор алгоритмов может рассматриваться как задача комбинаторной
оптимизации либо как задача минимизации некой функции потерь. Исследование окрестностей цепей
в решетке подмножеств объектов позволило получить ряд критериев ранговой оптимизации, перспек-
тивных для решения задач прогнозирования числовых таргетных переменных. Формализм апроби-
рован на задаче взаимодействия лиганд–рецептор в рамках хемокиномного анализа лекарств (данные
ProteomicsDB). Наилучшие результаты прогнозирования констант EC50 наблюдались именно при ис-
пользовании полученных ранговых критериев: при усреднении по 300 биологическим активностям
коэффициент корреляции на контроле составил 0,86± 0,20.
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1 Введение

В рамках алгебраического подхода исследуют-
ся конструкции вида �A(θA) =

�D(θD) ◦ �C(θC) ◦ �B(θB),

где �B — распознающий оператор; �C — коррек-
тирующая операция (корректор); �D — решающее
правило; θD, θC , θB и θA = (θD, θC , θB) — векто-
ры параметров [1]. Алгоритмы �A(θA) применяются
к входной матрице информации M×È для получения
выходной информационной матрицы M×ÙÈ, причем
в случае корректного алгоритма M×ÙÈ = �A(θA)M×È.
Обучение алгоритма по множеству прецедентов
Q = (M×È,M×ÙÈ) рассматривается как способ вы-
числения вектора θA(Q). Алгоритм, обученный
по Q, ε-корректен относительно контрольного Q′ =
= (M ′

×È,M
′
×ÙÈ), если L(M ′

×ÙÈ, �A(θA(Q))M
′
×È) ≤ ε, где

L — та или иная функция потерь. Для оцен-
ки обобщающей способности используются раз-
нообразные комбинаторные функционалы [2, 3].

Важным направлением исследований в науч-
ной школе Ю. И. Журавлёва – К. В. Рудакова стало
изучение разрешимости и регулярности задач, где
множества прецедентовQ ⊂ Ii×If определены над

множествами начальных (Ii) и конечных информа-

ций (If ) [4]. При поиске ε-корректных алгоритмов
�A(θA) для решения разрешимых задач утверждается

возможность настройки векторов θC и θB с полу-
чением ε-корректного алгоритма при произволь-
ном �D(θD) [1].

В некоторых задачах возможна фиксация кор-
ректора �C в соответствии с проблемной областью.
Например, в физической химии и в биохимии
для описания взаимодействия лиганд–рецептор ис-
пользуется уравнение Хилла–Ленгмюра, в котором
фигурирует концентрация лиганда C:

Emax
E(C)

= 1 +

(
EC50
C

)s

, (1)

где E — измеряемое в эксперименте значение
отклика, оценивающего связывание (например,
интенсивность свечения флуоресцентной метки);
Emax — максимальное значение отклика, EC50 —
константа процесса (концентрация вещества,
вызывающая 50% от максимального отклика, т. е.
точка перегиба S-образной кривойE(C)). Выраже-
ние (1) — термодинамическое описание равновес-

∗Работа выполнена при поддержке гранта РНФ (проект № 23-21-00154) с использованием инфраструктуры Центра коллективного
пользования «Высокопроизводительные вычисления и большие данные» (ЦКП «Информатика») ФИЦ ИУ РАН (г. Москва).
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ного связывания лиганда L рецептором R в соот-
ветствии с уравнением квазихимической реакции

R+ nL↔ RLn.

Приведение (1) к виду

ln

(
Emax
E(C)

− 1
)
= −s ln(C) + s ln(EC50),

где s — коэффициент Хилла (угол наклона каса-
тельной в точке EC50), указывает на возможность
линейной аппроксимации вида

yi(xi) = bxi + a , b = −s , a = s ln(EC50),

что позволяет вычислять значения констант EC50
и s для ne экспериментальных точек (например,
методом наименьших квадратов):

b =
ne

∑ne

i=1
yixi −

∑ne

i=1
yi

∑ne

i=1
xi

ne

∑ne

i=1
x2i −

(∑ne

i=1
xi

)2 ;

a =
1

n

(
ne∑

i=1

yi − b

ne∑

i=1

xi

)
.

Предположим, что молекулы лигандов заданы
в виде множества хемогр‚афов {Gj}, j = 1, . . . , N ,
а для набора концентраций {Ci}, i = 1, . . . , ne,
из физико-химических экспериментов получены
значения Ej(Ci) и вычислены значения констант
EC50(j). Если для такого набора данных можно по-
строить алгоритмы хемометрического анализа [5,
6], которые на основании Gj позволяют прогнози-
роватьEj(Ci), то выражение (1) может быть исполь-
зовано как фиксированный «физический» коррек-
тор �C алгоритма �AприD ≡ 1. Для реализации этого
«имитационного» алгоритма прогнозирования не-
обходимо построить ε-корректные распознающие
операторы �B(θBi

),i, |Ej(Ci)− �B(θBi
),iGj | ≤ ε [5].

Схема порождения алгоритма �A = �D ◦ �C ◦ �B
может использоваться не только для решения «фи-
нальных» задач Z(M×È,M×ÙÈ), но и для важных
промежуточных задач, таких как порождение бо-
лее информативных «синтетических» признаковых
описаний объектов (например, вида �B(θBi

),iGj).
В результате получаются вложенные алгоритмиче-
ские структуры, которые могут описываться алго-
ритмами α-го уровня:

�A
(α)
(θα

A)
= �D

(α)
(θα

D)
◦ �C(α)(θα

C)
◦ �B(α)(θα

B)
.

Построение операторов �B(θBi
),i, �B

(α
(θα

B)
, �C(α)(θα

C)
и др.

целесообразно осуществлять в рамках топологиче-
ского подхода к анализу данных [4, 7].

2 Исследование окрестностей
цепей в решетке подмножеств
объектов

В рамках топологического подхода алгоритм
прогнозирования k-й таргетной переменной (на-
пример, представленный распознающим операто-
ром вида �B(θBk

),k) находится в результате перебора
цепей решетки в окрестности цепи, заданной k-й
переменной [5], который может рассматриваться
(1) как задача комбинаторной оптимизации (поиск
множеств, формирующих соответствующую цепь
решетки) или (2) задача минимизации того или
иного функционала или «функции потерь» (невязка
и др.). При задании метрики на элементах решетки
(ρL) и определении расстояния между цепями (ρA)
рассмотрим возможность сведения задачи комби-
наторной оптимизации к задаче минимизации осо-
бой формы функционала (так называемая ранговая
оптимизация).

Основы разрабатываемого топологического
формализма изложены в [5, 6]. Вкратце: заданы
множество исходных описаний объектов X =
= {x1, . . . , xN0}, X ⊆ S, множества значений
признаков Ik = {λk1 , λk2 , . . . , λkb

, . . . , λk|Ik|
,–},

b = 1, . . . , |Ik|, функции •k : S → Ik, k =
= 1, . . . , n + l, где n — число признаков; l —
число таргетных (прогнозируемых) переменных;
– — неопределенность. Тогда определены про-
странство допустимых признаковых описаний объ-
ектов Job ⊆ Ii × If (Ii ⊆ I1 × · · · × In, If ⊆
⊆ In+1 × · · · × In+1), функции D : S → Job,
D(xα) = (•1(xα)× · · · × •k(xα)× · · · × •n+1(xα))–
и ϕ(X) = {D(xα)|xα ∈ X}. Принимается, что мно-
жествоXи множество объектовQ = ϕ(X), |Q| = N ,
регулярны (∃ϕ−1 : X = ϕ−1(Q)) [5].

Множество U(X) = {•−1k (λkb
)} рассматривает-

ся как предбаза топологии

T (X) = {∅, I, a ∪ b, a ∩ b : a, b ∈ U(X)},

где I = {X} — единичный элемент. Топологии
T (X) соответствует решетка

L(T (X)) = {a ∨ b, a ∧ b : a, b ∈ T (X),

(a ≥ b) или (a ≤ b)} .

При регулярности X/Q решетка L(T (X)) — буле-
ва, так что булевы признаки — вершины, кате-

гориальные признаки — антицепи, а числовые —
цепи в L(T (X)) [7]. Тогда k-му числовому
признаку с множеством значений Ik, λkb−1

≤ λkb
≤

≤ λkb+1
, соответствует цепь Ak(X) = A(Ik,X) =

ИНФОРМАТИКА И ЕЁ ПРИМЕНЕНИЯ том 17 выпуск 2 2023 3
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= 〈u(λk1), . . . , u(λkb
), . . .〉 в L(T (X)), образованная

множествами

u(λkb
) =

b⋃

β=1

•−1k (λkβ
); Ak(X) ∈ A(X),

где A(X) — множество всех цепей решетки
L(T (X)). Эмпирическая функция распределения

(э. ф. р.) k-го признака определяется через совокуп-
ность точек cdf (Ak(X)) = {(λkb

∈ Ik, |u(λkb
)|/N)},

а значение э. ф. р. в точке λ вычисляется как
cdf(λ,Ak(X)) = |u(λkb

)|/N , λkb−1
≤ λ ≤ λkb

ме-
тодами кусочно-линейной аппроксимации и т. п.

Булевой решетке L(T (X)) сопоставлено
метрическое пространство значений признаков

ML(L(T (X)), ρL) с метрикой ρL : L
2 → R+. Если

v : L→ R+— изотонная оценка (∀L a, b : v[a]+v[b] =
= v[a ∧ b] + v[a ∨ b], ∀

L
a, b : a ⊇ b ⇒ v[a] ≥ v[b]), то

функция ρ(x, y) = v[x ∨ y] − v[x ∧ y] — ρL-метри-
ка [7]. При заданной ρL расстояние ρA : A(X)

2 →
→ R+ между цепями a = 〈a1, . . . , ai, . . .〉 и b =
= 〈b1, . . . , bj , . . .〉 может быть определено метрикой
Хаусдорфа или как функционал от совокупности
расстояний между ближайшими элементами цепей:

ρA(a, b) = min

(
∑

i=1,|a|

ρL(ai, argmin
bj∈b

ρL(ai, bj)),

∑

i=1,|b|

ρL(bj, argmin
ai∈a

ρL(bj , ai))

)
.

Важно, что при любом определении ρA подразуме-
вается однозначное соответствие элементов цепей a
и b. При заданных Ak(X) и множестве допустимых
цепейA(X)1,n искомый ε-корректный алгоритм со-
ответствует решению задачи оптимизации [5]:

argmin
a∈A(X)1,n

ρA (Ak(X), a) |A(X)1,n ⊂ A(X). (2)

Выражение (2) описывает задачу комбинаторной
оптимизации, при решении которой перебирают-
ся цепи из множества цепей A(X)1,n. Для реше-
ния (2) необходимо определить метрики ρL и ρA,
множество A(X)1,n и способ перебора цепей, как
это делается при прогнозировании классов значе-
ний числовых переменных [4]. В настоящей работе
рассмотрен подход, в котором �B(θBk

),k = fθk
: Ii →

→ Ik, а θk вычисляются в результате минимизации
некоторой «функции потерь» на выборке обучения.

В рамках такого «регрессионного» подхода бу-
дем считать, что fθk

вычисляет значения из неко-
торого Iθk

⊆ Ik, что соответствует цепи A(Iθk
,X) =

= 〈Aθk
1 , . . . , A

θk

β , . . .〉, β = 1, . . . , |Iθk
|, т. е. подцепи

A(Ik,X) = 〈Ak
1 , . . . , A

k
b , . . .〉, b = 1, . . . , |Ik|. При

Iθk
⊆ Ik существует функция перенумерации δ :

N → N, так что b = δ(β) и э. ф. р. для y = fθk
(x)

вычисляется как cdf(y,Ak(X)). Множество цепей
A(X)1,n в (2) зададим как {A(Iθk

,X)} для всех θk ∈
∈ —k. Введем дополнительное понятие мощностн‚ой

функции расстояния и рассмотрим задачу (2) в кон-
тексте анализа э. ф. р. k-й таргетной переменной.

Определение 1. Пусть A,B ∈ L(T (X)) — два
произвольных множества. Выражение r(A,B) =
= ||A| − |B|| назовем мощностн‚ой функцией рас-
стояния между множествами A и B.

Теорема 1. r(A,B) является метрикой.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Для метрической функции
расстояния должны быть выполнены аксиомы тож-
дества, симметричности и треугольника. Выполне-
ние аксиомы тождества r(A,A) = 0 очевидно вслед-
ствие тождественности множества A самому себе,
а аксиомы симметричности r(A,B) = r(B,A) —
вследствие операции модуля в определении r( ). До-
кажем выполнимость аксиомы треугольника. Рас-
смотрим случай |A| ≤ |B| ≤ |C|, в котором длины
трех сторон треугольника равны |B| − |A|, |C| −
− |B| и |C| − |A|. Тестируя выполнение аксиомы
для треугольника, вершины которого соответству-
ют множествамA,B иC, запишем три неравенства:
|B| − |A| + |C| − |B| ≥ |C| − |A| (т. е. |C| ≥ |C|),
|C| − |B| + |C| − |A| ≥ |B| − |A| (т. е. |C| ≥ |B|)
и |C| − |A| + |B| − |A| ≥ |C| − |B| (т. е. |B| ≥ |A|).
Первое из неравенств выполнено всегда, а второе
и третье соответствуют рассматриваемому случаю
(|A| ≤ |B| ≤ |C|). Остальные варианты соотно-
шений |A|, |B| и |C| сводятся к рассмотренному
посредством подстановки переменных, так что ак-
сиома треугольника выполнена и r( ) — метрика.
Теорема доказана.

Следствие 1. Метрика r(A,B) отражает расстоя-

ния между слоями решетки, в которую входят рас-

сматриваемые множества A и B. По определению
в слое решетки расположены элементы одной вы-
соты в L.

Следствие 2. Пусть в решетке L задана метрика

ρL(A,B) = v(A ∪ B − v(A ∩ B) на основе изотон-

ной оценки v( ), равной высоте элемента в L, v(A) =
= h(A) = |A|. Тогда r(A,B) = |ρL(A,∅)−ρL(B,∅)|,
где ∅ — нулевой элемент решетки L. Соответствует
следствию 1.

Следствие 3. В отличие от метрик на основе изо-

тонных оценок r(A,B) не зависит от совместного

вхождения объектов в множества А и В. В опре-
делении 1 отсутствуют теоретико-множественные
операции «∪», «∩» и др.

Следствие 4. Значения метрик ρL(A,B) и r(A,B)
равны для двух произвольных элементов одной цепи
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решетки L. Очевидно из следствия 2 и того, что
каждый элемент цепи соответствует определенно-
му слою решетки.

Следствие 5. Пусть метрика ρL(A,B) определена

как в следствии 2, ρL(A,B) ≤ ε, а множества A
и B принадлежат разным цепям. Тогда r(A,B) ≤
≤ ρL(A,B) и r(A,B) ≤ ε. При заданных условиях
ρL(A,B) = |A–B| = |A\B|+ |B\A| ≤ ε. Очевидно,
что |A| = |A∩B|+ |A\B| и |B| = |A∩B|+ |B\A|, так
что r(A,B) = ||A\B| − |B\A||. Так как сумма двух
неотрицательных чисел |A\B| и |B\A| в ρL(A,B) ≤
≤ ε не может быть больше их разности в r(A,B), то
и r(A,B) ≤ ε.

Следствие 6. r(A,B) ≤ ε — необходимое условие

ρL(A,B) ≤ ε.

Следствие 7. Пусть A,B ⊂ X. Если r(A,B) ≤
≤ ε, то и r(X\A,X\B) ≤ ε. Из дистрибутив-
ности L и принципа двойственности очевидно, что
ρL(A,B) = ρL(X\A,X\B), поэтому при ρL(A,B) ≤
≤ ε и r(A,B) ≤ ε, и r(X\A,X\B) ≤ ε.

Следствие 8. Верхняя оценка ρL(A,B) равна |A|+ |B|,
а среднее верхней и нижней оценок —max(|A|, |B|).
Теорема 2. Задача комбинаторной оптимизации (2)
сводима к задаче минимизации различий между э. ф. р.

таргетной переменной и э. ф. р. искомого алгоритма

fθk
при использовании нижней оценки ρL на основе

высоты элемента и задании функции потерь посред-

ством неравенств ρL(A,B) ≤ ε.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В (2) фигурируют расстоя-
ния ρL между множествами, входящими в цепи
A(Ik,X) и A(Iθk

,X). Для прогнозирования k-й
переменной заданы множество исходных описа-
ний X, множество прецедентов Q = ϕ(X) =
= {(xi, y

k
i ), xi ∈ Ii, y

k
i ∈ Ik ⊂ R, i = 1, . . . , N},

fθk
и набор векторов θk ∈ —k, причем при любом

θk из —k область значений fθk
остается равной Iθk

.
Объекты из Q формируют цепь A(Ik,X), а для fθk

и θk определена цепь A(Iθk
,X).

При любых ρA и ρL множества в составе це-
пей однозначно сопоставимы. Для произвольного
β = 1, . . . , |Iθk

| рассмотрим два множества Ak
δ(β) ∈

∈ A(Ik,X) и Aθk

β ∈ A(Iθk
,X). ε-корректному алго-

ритму соответствует условие

∀β : ρL

(
Ak

δ(β), A
θk

β

)
≤ ε,

т. е.
|Iθk

|∑

β=1

ρL

(
Ak

δ(β), A
θk

β

)
≤ ε|Iθk

|.

В соответствии с теоремой 1 и ее следствиями при
использовании ρL на основе изотонной оценки,

равной высоте элемента, r( ) — нижняя оценка ρL.
Заменим ρL на r( ) и получим

|Iθk
|∑

β=1

∣∣∣
∣∣∣Ak

δ(β)

∣∣∣−
∣∣∣Aθk

β

∣∣∣
∣∣∣ ≤ ε |Iθk

| .

Поделив обе части неравенства на |Q| = |X| = N ,
получим

|Iθk |∑

β=1

∣∣cdf
(
λkδ(β)

, Ak(X)
)
− cdf

(
λkβ

, A(Iθk
,X)

)∣∣ ≤

≤ ε|Iθk
|

N
.

При фиксированных Iθk
иN это условие ε-коррект-

ного алгоритма можно рассматривать как регрес-
сионную задачу, подразумевающую минимизацию
значения ε по θk:

argmin
θk∈—k

|Iθk |∑

β=1

∣∣cdf
(
λkδ(β)

, Ak(X)
)
−

− cdf
(
λkβ

, A(Iθk
,X)

)∣∣ . (3)

Теорема доказана.

Заметим, что выражение (3) описывает пара-
метрический критерий задачи оптимизации, где
исследователь фиксирует значение параметра Iθk

.
В простейшем случае, когда Iθk

= [0, λ], задача (3)
редуцируется к задаче прогнозирования классов
значений k-й числовой переменной [4].

По определению функции cdf( ) ее значения со-
ответствуют некоторой доле объектов множестваX,
так что в (3) разность значений cdf( ) для заданного
λkβ

равна доле объектов изX, ошибочно классифи-
цированных относительно класса значений u(λkβ

).
Поэтому можно перейти от задачи (3) к аналогич-
ной задаче, в которой ошибка алгоритма fθk

оце-
нивается не суммированием по значениям в Iθk

,
а суммированием ошибок в cdf( ) по индивидуаль-
ным объектам:

argmin
θk∈—k

N∑

i=1

∣∣cdf
(
yk

i , Ak(X)
)
−

− cdf (fθk
(xi), A(Iθk

,X))| . (4)

Поскольку Iθk
⊆ Ik, удобней оценивать значения

э. ф. р. от fθk
используя э. ф. р. таргетной перемен-

ной:

argmin
θk∈—k

N∑

i=1

∣∣cdf
(
yk

i , Ak(X)
)
−

− cdf (fθk
(xi), Ak(X))| . (5)

Очевидно, что в задачах (3)–(5) подразумевает-
ся минимизация отклонений рангов/процентилей
значений функции fθk

с функцией потерь в виде
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модуля. При выборе в качестве ρL, например, квад-
рата r( ) в задаче типа (5) будет минимизироваться
сумма квадратов невязок этих рангов/процентилей.
Назовем (3), (4) и др. задачами ранговой оптимиза-

ции. Рассмотрим описанный сценарий, получен-
ный в рамках топологического подхода к анали-
зу данных, в контексте регрессии/аппроксимации
функций.

3 Ранговая оптимизация и задачи
регрессии/аппроксимации

Рассмотрим случай одномерной вещественной
функции, заданной набором точек Pr = {(xi, yi)},
i = 1, . . . , N , xi ∈ [a, b], yi ∈ [c, d]. Пусть Pr соот-
ветствует некоторой «истинной» функции ft, yi =
= ft(xi). Будем аппроксимировать набор Pr функ-
цией fθ, yi = fθ(xi) + o(xi, θ). Пусть функции ft

и fθ непрерывны, дифференцируемы и интегриру-
емы на интервале [a, b]. Необходимо найти вектор
параметров θ, минимизирующий абсолютные зна-
чения o(xi, θ) в соответствии с заданным критерием
оптимизации.

Критерии оптимизации можно формулировать
исходя из идеи минимизации площадиS(ft, fθ), со-
ответствующей суммарному отличиюft иfθ на [a, b].
В идеальном случае S = 0 (o(x) ≡ 0), иначе ft(x) =
= fθ(x) + o(x), o(x) > 0, и площадь S может быть

оценена корнем из интеграла
∫ b

a (fθ dx− ft dx)
2, со-

ответствующего критерию minθ

∑N
i=1(yi − fθ(xi))

2.
Аналогично можно получить критерии минимиза-
ции взвешенной суммы невязок, критерий метода
наименьших модулей и др. Также возможна оцен-
ка площади S взятием интеграла по Лебегу, когда
суммируются ошибки в x при заданном y, и т. п.

Пусть при заданном Pr площадь S оценивается
как сумма некоторых вкладов «w» отдельных точек,
S =

∑N
i=1 w(xi, yi) + o(Pr). Примем, что каждой

точке сопоставлен одинаковый вкладµ в площадьS
(с точностью до o(Pr)/N ), так что S ∼ µN . Такое
допущение может быть оправдано при достаточно
большом N и при достаточно равномерном рас-
пределении точек вдоль соответствующих осей (си-
туация, характерная для «больших данных», про-
изводимых современными физико-химическими
технологиями сбора данных). Тогда можно рас-
смотреть приближенные оценки площади S (и со-
ответствующие критерии минимизации), основан-
ные не на разностях в значениях yi и fθ(xi), а на
подсчете числа точек (объектов) в Pr и в его подмно-

жествах.
Вернемся к случаю произвольного множе-

ства X, Q = ϕ(X) = {(xi, y
k
i ), xi ∈ Ii, y

k
i ∈ Ik},

Ik = (λkb
), k = 1, . . . , n. Пусть задано подмножество

ζ = (λkα) ⊆ Ik, α = 1, . . . ,m, m = |Ik|. В одномер-
ном случае каждому значению λkα соответствует
горизонтальная линия, параллельная оси абсцисс,
а в случае произвольного xi ∈ Ii — гиперплоскость.
Для заданного λkα вычислим число объектов со
значениями yk

i ниже λkα , nt≤
α = |u(λkα)|, и yk

i вы-
ше λkα , nt>

α = |X\u(λkα)|. Определим аналогичные
числа для λkα в цепи A(Iθk

,X), производимой ал-
горитмом fθk

, nθk≤
α = |{(x, y) ∈ Q|fθk

(x) ≤ λkα}|
и nθk>

α = |{(x, y) ∈ Q|fθk
(x) > λkα}|. При вкладе

каждой из точек, равном µ, оценим значение пло-
щади Sα для выбранного λkα как разность в чис-
ле точек (объектов), у которых значение yk

i ниже
порогового значения λkα , и объектов, у которых
значение yk

i выше λkα :

Sα =
(∣∣nt≤

α − nθk≤
α

∣∣+
∣∣nt>

α − nθk>
α

∣∣)µ .

По построению

nt≤
α + n

t>
α = n

θk≤
α + nθk>

α = |Q|,

так что
Sα = 2

∣∣nt≤
α − nθk≤

α

∣∣µ ,
что эквивалентно

Sα =

= 2µN
∣∣cdf

(
λkδ(α)

, Ak(X)
)
− cdf (λkα , A(Iθk

,X))
∣∣ .

Оценим площадьS(ft, fθ) как математическое ожи-
дание Sα по всем элементам множества ζ:

S =
1

m

m∑

α=1

Sα.

Считая µ, N и m константами и минимизируя S
по θk, приходим к задаче (3).

Таким образом, задачи ранговой оптимизации
в рамках топологического подхода (минимизация
расстояния между цепями решетки) также могут
быть получены исходя из специфического способа
оценки различий S(ft, fθ)между «истинной» функ-
цией ft и ее аппроксимацией fθ. Перспективно
использовать комбинации критериев (3)–(5), что
позволит одновременно минимизировать и отли-
чия индивидуальных объектов, и отличия значений
э. ф. р. в паре «переменная–алгоритм».

Получаемые критерии оптимизации относят-
ся к параметрическим — в качестве параметра
выступает подмножество множества Ik. При
определенном выборе подмножества ζ получаются
конструкции, идеологически близкие к задачам
квантильной регрессии [8]. При назначении весов
значениям λkα и исследовании э. ф. р. значений Sα

можно получить более сложные критерии.
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4 Результаты
экспериментального
тестирования формализма

Формализм апробирован на задаче взаимо-
действия лиганд–рецептор, в которой значения
EC50(j) прогнозируются исходя из химической
структуры молекул. Решения задач в постанов-
ках (3), (5) позволяют прогнозировать не только
сами значения EC50(j), но и значения откликов
Ej(Ci), для которых затем используется корректор
в виде (1). При прогнозировании EC50(j) и Ej(Ci)
на основе хемогр‚афа Gj в качестве множества на-
чальных информаций Ii использовалось множество
хемоинвариантов над алфавитом специальных ме-
ток (см. ниже). Алгоритмы fθk

: Ii → R строились
в виде композиций вложенных корректирующих
функций нижнего уровня (порождение синтетиче-
ских признаков) для фиксированного числа моде-
лей nmod : fθk

= g(f1(
∑
ωj

kxk), . . . , fl(
∑
ωj

kxk), . . .),
l = 1, . . . , nmod, где g — внешняя корректирующая
функция; fl — внутренние корректирующие функ-
ции (модели порождения синтетических числовых
признаков); nmod — их число. Суммирование∑
ωk

j xj проводится по компонентам вектора x ∈ Ii,
k = 1, . . . , |x|. Использовались линейные, нелиней-
ные, монотонные и немонотонные функции-кор-
ректоры g и fl (более 20 монотонных и немоно-
тонных преобразований, в том числе описанных
в работе [6]). Векторы параметров настраива-
лись мультистартовой стохастической оптимизаци-
ей в рамках кросс-валидационного дизайна [6].

При прогнозировании EC50 исходя изEj(Ci)ис-
пользовались вложенные алгоритмические струк-
туры, описываемые алгоритмами 2-го уровня:

�A
(2)

(θ2A)
= �C

(2)

(θ2C)
◦ �B(2)

(θ2B)
.

В качестве корректирующей операции �C
(2)

(θ2C)
ис-

пользовалось уравнение Хилла (1), а в каче-
стве распознающих операторов �B(2)

(θ2B)
— функции

g(f1(
∑
ωj

kxk), . . .), настраиваемые на множествах
откликов Ej(Ci).

Для хемографа X ∈ • (• — множество всех
хемографов, основанное на алфавите меток Y )
хемоинварианты порождались на основании мно-
жеств χ-цепей длины “Y m(X) и χ-узлов �Y (X) [6].
Вкратце: пусть задано множество подграфов
(χ-цепей и χ-узлов) π = {π1,π2, . . . ,πn} ⊂ •.
Определим оператор вхождения подграфа π в хе-
мограф X как

�β[X ]π = (|π ∩š(X)| > 0) , š(X) = “Y m(X)∪ �Y (X),

а последовательное применение �β к π — булев
вектор

�β[X ]π =
(
�β[X ]π1, �β[X ]π2, . . . , �β[X ]πn

)
.

Для множества хемографов X множество началь-
ных информаций

Ii =

|X|⋃

k=1

�β[Xk]
(
“Y m(Xk) ∪ �Y (Xk)

)
, m = 5

(соответствует оптимальным результатам тестиро-
вания регулярности по Журавлёву [6]).

Тестирование алгоритмов fθk
и �A

(2)

(θ2A)
про-

водилось на выборке данных из ProteomicsDB
(https://www.proteomicsdb.org), содержащей дан-
ные по Ci (Ci = 1, 3, 10, 100, 1000, 3000,
30 000 нмоль/л), Ej(Ci) и EC50(j) для 300 фер-
ментов-киназ (так называемый кин‚ом человека,
часть протеома) и ряда лекарств. Киназы пред-
ставляют собой таргетные белки известных и пер-
спективных лекарственных средств. Наилучшие
результаты прогнозирования EC50(j) получались
при (1) пренебрежении эффектами атомов водо-
рода (т. е. при использовании более простых Y -ал-
фавитов), (2) использовании линейного распозна-
ющего оператора в сочетании с немонотонными
корректорами (нейронные сети, решающие дере-
вья, полиномиальные функции и др.), 3) совмест-
ном использовании критериев (3) и (5). Результаты
экспериментов суммированы в таблице.

Как при использовании линейной, так и ней-
росетевой g( ), применение критериев ранговой ре-
грессии (3) и (5) способствовало снижению разли-
чий между значениями коэффициента корреляции
на обучении и контроле. Наиболее выраженный
эффект наблюдался для (5), в то время как мини-
мизация отклонений э. ф. р. по (3) имела вспомо-
гательное значение. Наилучший результат получен
при использовании нейросетевой g, настраиваемой
в соответствии с обоими ранговыми критериями
(rc = 0,86± 0,20).

В отличие от описанного выше «прямого»
прогнозирования EC50 прогнозирование Ej(Ci)
с использованием корректора (1) оказалось менее
успешным (см. рисунок). Точность прогнозиро-
вания отдельных значений Ej(Ci) была сопоста-
вима с приведенной в таблице (rc ∼ 0,85 ± 0,21),
но данная схема прогнозирования отличалась су-
щественно более низким качеством на контроле
(rc ∼ 0,63± 0,24).

В целом критерии (5) и (3) могут успешно ис-
пользоваться не только для хемокиномного анали-
за, но и для хемотранскриптомного анализа лиган-
дов, поиска эффективных и безопасных средств для
фармакотерапии COVID-19, в хемомикробиомном
анализе и др. (см. ресурс www.chemoinformatics.ru).
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Тестирование расчетов EC50(j) для 300 киназ человека

Эксперимент r rc СО СОc

Обычная регрессия, g — линейная 0,67± 0,25 0,45± 0,26 0,24± 0,15 0,25± 0,14
Ранговая регрессия по (5), g — линейная 0,68± 0,23 0,48± 0,25 0,20± 0,19 0,22± 0,20
Ранговая регрессия по (3), g — линейная 0,67± 0,25 0,47± 0,25 0,23± 0,21 0,22± 0,22
Ранговая регрессия по (3) и (5), g — линейная 0,68± 0,23 0,47± 0,25 0,20± 0,20 0,21± 0,20
Обычная регрессия, g — нейросеть 0,89± 0,13 0,79± 0,13 0,18± 0,12 0,13± 0,11
Ранговая регрессия по (5), g — нейросеть 0,88± 0,15 0,83± 0,28 0,05± 0,03 0,05± 0,03

Ранговая регрессия по (3), g — нейросеть 0,89± 0,13 0,81± 0,16 0,18± 0,17 0,17± 0,17
Ранговая регрессия по (5) и (3), g — нейросеть 0,88± 0,15 0,86± 0,20 0,03± 0,02 0,04± 0,03

Примечания: r — коэффициент ранговой корреляции на обучении, rc — на контроле; СО — стандартное отклонение на
обучении, СОc — на контроле; кросс-валидационный дизайн (10 разбиений, «случай–контроль» 6 : 1). В качестве нейросети
использовалась 2-слойная сеть с функцией активации softmax.

Прогнозирование EC50 с использованием схемы «прямого» прогнозирования (y = 0,67x + 0,0706, R2 = 0,622) (а)
и схемы прогнозирования Ej(Ci) с корректором в виде уравнения Хилла–Ленгмюра (y = 0,5959x + 0,018, R2 =
= 0,4027) (б). Приведены результаты для контрольной выборки

5 Заключение

Перспективным направлением повышения точ-
ности работы алгоритмов машинного обучения ста-
ла разработка математического инструментария,
позволяющего порождать проблемно-ориентиро-
ванные теории для решения конкретных приклад-
ных задач. В частности, топологический подход
к распознаванию позволяет систематически ана-
лизировать различные способы порождения при-
знаковых описаний плохо формализованных задач
распознавания/классификации. Как показали ре-
зультаты настоящей работы, выбор определенных
метрик ρL и ρA в рамках топологического подхода
соответствует порождению специфических крите-
риев рангового характера, оптимизация которых
позволяет улучшить показатели обучения соответ-
ствующих алгоритмов. С разработанными критери-
ями обучение моделей и оценка качества прогно-

зирования проводятся на основе сохранения от-
ношений порядка значений, а не самих значений
таргетной переменной (что крайне важно, напри-
мер, с точки зрения теоретической химии). В за-
висимости от конкретных задач э. ф. р. могут быть
представлены в дискретной форме (как в настоя-
щей работе) либо в виде аппроксимаций посред-
ством непрерывных функций. Возможна разработ-
ка более сложных ранговых критериев на основе
статистических функционалов.
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Abstract: Corrective operations (correctors) in multialgorithmic constructions of the algebraic approach can be
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framework of the topological approach to the analysis of poorly formalized problems, the search for algorithms
included in the corrector can be considered as a combinatorial optimization problem or as a problem of minimizing
a certain loss function. The study of the neighborhoods of chains in the lattice of subsets of objects made it possible
to obtain a number of rank optimization criteria that are promising for solving the problems of predicting numerical
target variables. The formalism was tested on the problem of ligand–receptor interaction within the framework of
the chemokine analysis of drug molecules (data from ProteomicsDB). The best results of predicting constants were
observed when using the obtained rank criteria (correlation coefficient on a sliding control 0.86 ± 0.20 averaging
over 300 biological activities).
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МОНАДА ДИАГРАММ КАК МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МЕТАМОДЕЛЬ

СИСТЕМНОЙ ИНЖЕНЕРИИ

С. П. Ковалёв1

Аннотация: Рассматриваются вопросы разработки перспективных математических методов системной
инженерии, способных лечь в основу компьютерных инструментов автоматического синтеза и анализа
систем и процессов. В русле современных тенденций в качестве аппарата для этих методов выбрана теория
категорий. Ее применение отталкивается от представления структуры систем, процессов, требований
и других результатов системного проектирования диаграммами в категориях, объектами которых служат
алгебраические модели составных частей, а морфизмы описывают взаимосвязи между частями. При
помощи фундаментальной уплощающей конструкции Гротендика описано явное построение категорий
диаграмм, монады диаграмм, монады и комонады диаграмм с отмеченной точкой. Указаны области
приложения этих конструкций в процедурах системной инженерии. Предложен подход к реализации вы-
сокоавтоматизированных технологий типа порождающего проектирования для сложных многоуровневых
систем.

Ключевые слова: теория категорий; монада диаграмм; конструкция Гротендика; копредел; системная
инженерия; система систем; порождающее проектирование
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1 Введение

Эффективность традиционных узкопрофиль-
ных инженерных дисциплин (механика, гидрав-
лика, электроника и др.), в особенности в условиях
цифровизации, обусловлена широким применени-
ем математического аппарата, включающего ана-
литическую геометрию, дифференциальные урав-
нения, математическое программирование и др.
Однако для решения задач системной инженерии
математические методы развиты слабо, они про-
игрывают «практикам» и «техникам» [1]. Поэто-
му успешные системные проекты плохо поддаются
тиражированию и сборке в мегапроекты: не хва-
тает формальных абстрактных схем выполненных
процедур и правил расчета влияния контекста на
достигнутые результаты. Тем более трудно пере-
дать проектирование систем компьютеру: прихо-
дится ограничиваться средствами редактирования
и несложного анализа «наглядных» цифровых схем,
изображающих придуманные инженером структу-
ры систем и процессов.

В ряде публикаций (см., например, [2–4]) пред-
лагается решить эту проблему путем привлечения
теории категорий — раздела высшей алгебры, на-
правленного на унифицированное представление
объектов различной природы и отношений меж-
ду ними. В основе приложения теории категорий
лежит представление структуры систем, процес-
сов, требований и др. диаграммами в категориях

типа «каталогов», объектами которых служат алгеб-
раические модели составных частей, а морфизмы
описывают те или иные взаимосвязи между частя-
ми. Известны категории-каталоги геометрических
форм, сценариев поведения частей, энергетических
ресурсов и т. д. [5].

Однако диаграммы чаще всего рассматривают-
ся фрагментарно и специфично для конкретного
прикладного контекста. Отрывочность и разнобой
наблюдаются даже на уровне метамодели — язы-
ка, на котором описываются и верифицируются
свойства и преобразования диаграмм в ходе мо-
делирования объектов и процедур системной ин-
женерии. При этом терминологически выверенные
глубокие исследования диаграммных конструкций,
написанные «чистыми» математиками, совершен-
но непостижимы для инженеров, да и не очень им
интересны.

Настоящая работа нацелена на преодоление это-
го недостатка, вводя универсальный (в строгом тео-
ретико-категориальном смысле) язык, основанный
на известной конструкции монады диаграмм [6, 7].
Основным рабочим инструментом служат элемен-
тарные универсальные конструкции в «категории»
CAT, состоящей из всех категорий и всех функто-
ров. Такие конструкции (в том числе компонен-
ты рассматриваемых в работе монад) определены
с точностью до изоморфизма, но для ясности из-
ложения предполагается, что у них задан некото-
рый канонический вид. Описано явное постро-
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ение и области приложения категорий диаграмм,
монады диаграмм, монады и комонады диаграмм
с отмеченной точкой.

2 Категории структур систем

Предполагается, что читатель знаком с осно-
вами теории категорий. Используются элементар-
ные теоретико-категориальные конструкции и обо-
значения, введенные в работах [7, 8]. Начнем
с конструкции универсального расслоения (univer-
sal bundle) для категорий — это канонический функ-
тор B : ‘CAT → CAT, где через ‘CAT обозначена
«категория» всех категорий с отмеченной точкой,
в которой объектом служит любая пара (A,C), C ∈
∈ ObCAT,A ∈ ObC, а морфизмом (A,C) в (A′ , C′)
служит любая пара (f : GA → A′, G : C → C′);
функтор B «забывает» отмеченную точку. Для
произвольного функтора F : D → CAT декар-
тов квадрат с универсальным расслоением извес-
тен как уплощающая конструкция Гротендика

∫
F

(Grothendieck flattening construction) [9] (рис. 1).
В явном виде объектом категории

∫
F служит

любая пара (A,X), X ∈ ObD, A ∈ ObFX, а мор-
физмом пары (A,X) в (A′, X ′) служит любая пара
(f : (Fg)A → A′, g : X → X ′) (с законом компози-
ции вида (f, g) ◦ (h, q) = (f ◦ (Fg)h, g ◦ q)). Можно
принять такое описание конструкции Гротендика
за ее определение [10, п. 12.2.10] (и построить уни-
версальное расслоение как

∫
1CAT).

Отображение (A,X) 7→ X задает канонический
«забывающий» функтор из

∫
F в D, представлен-

ный левой вертикальной стрелкой в вышеприве-
денном декартовом квадрате. Полный прообраз
(декартов квадрат) этого функтора относительно
любого элемента pXq : 1 → D (где 1 — сингуляр-
ная категория, терминальный объект вCAT) задает
каноническое вложение iX : FX →֒

∫
F : A 7→

7→ (A,X), f 7→ (f, 1X). В сумме получается вложе-
ние [iX ]X∈ObD :

∐
X∈ObD FX →֒

∫
F , биективное

на объектах. Если категория D дискретна, то это
суммарное вложение является изоморфизмом.

Для контравариантного функтора F : Dop →
→ CAT в качестве правой вертикальной стрелки
вышеприведенного декартового квадрата использу-
ется универсальное «op-расслоение» B : ‘CATop →

→ CATop (а функтор F рассматривается как дей-
ствующий из D в CATop). Применим такую
контравариантную конструкцию Гротендика
к функтору C− : Catop → CAT : X 7→ CX для
некоторой категории C. (Универсальный характер
этого функтора вытекает из того, что экспонен-
та CX вычисляется посредством эндофунктора,
правого сопряженного к эндофунктору произведе-
ния C 7→ X ×C [8, § IV.6], которое, в свою очередь,
сводится к декартову квадрату функторов !X : X →
→ 1 и !C : C → 1, каждый из которых определен
единственным образом.) В результате получа-
ется категория диаграмм, которая обозначается
через DC и служит «нестрогим ко-пополнением»
(lax cocompletion) [6] категории C. Класс объек-
тов категории DC состоит из всех C-диаграмм,
а морфизмом диаграммы – : X → C в –′ : X ′ →
→ C служит любая пара вида 〈γ, f〉, состоящая из
функтора f : X → X ′ и естественного преобра-
зования γ : – → –′f; закон композиции имеет
вид 〈γ, f〉 ◦ 〈ϕ, g〉 = 〈γg ◦ ϕ, fg〉. Имеется канониче-
ское вложение [iI ]I∈ObCat :

∐
I∈ObCatC

I →֒ DC,
биективное на объектах.

Процедура построения категории DC функто-
риальна по C: любой функтор F : C → C′ индуци-
рует функтор

F− : DC → DC′ : – 7→ F–, 〈γ, f〉 7→ 〈Fγ, f〉.

Тем самым определен эндофунктор

D : CAT→ CAT : C 7→ DC, F 7→ F−

(так что можно построить категорию всех диаграмм∫
D). Отметим, чтоD1 ∼= Cat и левая вертикальная

стрелка в декартовом квадрате конструкции Гро-
тендика дляDC представляет собой канонический
функтор формы диаграмм (рис. 2):

D!C : DC → Cat : – 7→ dom–, 〈γ, f〉 7→ f.

В приложениях в области системной инжене-
рии диаграммы представляют структуры систем,
а их морфизмы описывают структурные преобразо-
вания систем на алгебраическом языке [5]. Функ-
тор D описывает естественный переход от катало-
гов объектов к каталогам структур систем, которые
можно составить из объектов. Подходящие под-
категории в DC могут служить пространствами

Рис. 1 Уплощающая конструкция Гротендика Рис. 2 Канонический функтор формы диаграмм
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Рис. 3 Отрисовка — умножение в монаде диаграмм

проектирования (design space) для автоматического
поиска суб- и Парето-оптимальных структур сис-
тем. Для такой оптимизации целевые функции, из-
начально заданные заинтересованными сторонами
систем, преобразуются в функторы, действующие
из пространств проектирования в линейно упоря-
доченные множества значений, рассматриваемые
как категории [11]. Для эффективной навигации
в пространствах проектирования вдоль морфиз-
мов диаграмм могут привлекаться средства ком-
пьютерной алгебры. Открывается возможность ре-
ализации высокоавтоматизированных технологий
типа порождающего проектирования (generative de-
sign) [12] для сложных систем.

3 Монада диаграмм

Как известно [6, 7], функтор D определяет
вCATмонаду, которая по ряду свойств аналогична
монаде степени 〈2−, {−},∪〉 в категории множеств
Set. Компонента единицы монады D, соответ-
ствующая категории C — это полное вложение C
в DC, которое переводит объект A в диаграмму-
точку pAq. Умножение задает «отрисовку» DC-
диаграммы в виде C-диаграммы: отрисовка K™
диаграммы ™ : I → DC порождается заменой каж-
дой точки i ∈ Ob I C-диаграммой™i и разделением
каждого морфизма диаграмм ™k, k ∈ Mor I, на со-
ставляющие его морфизмы из категории C. Таким
образом, точка диаграммыK™— это пара (l, i), i ∈
∈ Ob I, l ∈ Obdom™i, помеченная объектом (™i)l,
а стрелка из нее в (l′, i′) — это пара (q : hl →
→ l′, k : i → i′), помеченная морфизмом (™i′)q ◦ θl,
где 〈θ, h〉 = ™k (рис. 3).

Формально отрисовка вычисляется при помощи
ковариантной конструкции Гротендика для компо-
зиции ™ с функтором формы D!C и каноническим
вложением Cat в CAT. Приведем композицию
соответствующих декартовых квадратов (рис. 4).
Здесь правый декартов квадрат задает универсаль-
ное расслоение для малых категорий. Центральный
декартов квадрат приводит к категории диаграмм
с отмеченной точкой ‘DC — это конструкция Гро-
тендика для конструкции Гротендика DC. Ее объ-

ектом служит любая пара (x,–), состоящая из диа-
граммы– : X → C и точки x ∈ ObX, а морфизмом
такой пары в (x′,–′ : X ′ → C) служит любая трой-
ка 〈q, γ, f〉, где 〈γ, f〉 : –→ –′ — морфизм диаграмм
и q : fx → x′ — стрелка в X ′; закон композиции
морфизмов имеет вид:

〈q, γ, f〉 ◦ 〈r, ϕ, g〉 = 〈q ◦ fr, γg ◦ ϕ, fg〉.

Имеется канонический функтор bC : ‘DC → DC,
забывающий отмеченную точку. Кроме того, имеет-
ся функтор означения eC : ‘DC → C, переводящий
пару (x,–) в –x и морфизм 〈q, γ, f〉 : (x,–) →
→ (x′,–′) в –′q ◦ γx : –x → –′x′. Отложим бо-
лее подробное рассмотрение конструкции ‘DC до
следующего раздела; приведенных здесь сведений
о ней достаточно для проверки того, что левый
декартов квадрат задает искомую отрисовку диа-
граммы ™.

Имеется вложение диаграмм [〈1™i, ii : dom™i →֒
→֒ domK™〉]i∈Ob I :

∐
i∈Ob I ™i →֒ K™, биективное

на точках. Если диаграмма I дискретна, то это
вложение является изоморфизмом, а отрисовка —
вершиной копредела диаграммы ™.

Определим отрисовку произвольного морфизма
DC-диаграмм φ : ™ → ™′. Рассмотрим DDC-диа-
грамму со схемой 2 (это граф 0→ 1), единственная
нетождественная стрелка которой помечена мор-
физмом φ. Двукратная отрисовка этой диаграммы
дает C-диаграмму со схемой, снабженной забы-
вающим функтором в 2, прообраз нетождествен-
ной стрелки относительно которого позволяет вос-
становить морфизм Kφ : K™ → K™′. В явной

Рис. 4 Вычисление отрисовки
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форме пусть φ = 〈ϕ, g〉, где естественное преобра-
зование ϕ : ™ → ™′g составлено из компонентов
ϕi = 〈γi, fi〉 : ™i → ™′gi, i ∈ Ob I. Рассмотрим
функтор e : domK™ → domK™′, сопоставляющий
точке (l, i) точку (fil, gi), а стрелке (q, k) : (l, i) →
→ (l′, i′) — пару (fi

′

q, gk), которая задает стрелку
в диаграмме K™′, направленную из e(l, i) в e(l′, i′),
ввиду соотношения 〈γi′ , fi

′〉◦™k = ™′gk◦〈γi, fi〉. Се-
мейство морфизмов γi

l : (™i)l → (™′gi)(fil), (l, i) ∈
∈ ObdomK™, составляет естественное преобразо-
вание K™ в (K™′)e, которое в паре с функтором e

и образует морфизм Kφ. Непосредственно про-
веряется, что таким путем действительно задается
функтор K и все такие функторы образуют есте-
ственное преобразование DD в D, удовлетворя-
ющее аксиомам монады.

Рассмотрим алгебры монады диаграмм. Сво-
бодные алгебры порождаются компонентами отри-
совкиK. Единица также вносит свой вклад: если ее
компонента, соответствующая категории C, имеет
левый сопряженный функтор (а правого сопряжен-
ного она иметь не может), то единица этого со-
пряжения состоит из копределов C-диаграмм, так
что категория C кополна и, более того, указан-
ный левый сопряженный colim : DC → C зада-
ет алгебру [7]. Поскольку функтор, сопряженный
к заданному, определяется однозначно с точностью
до изоморфизма [8, § IV.1], получается, что кон-
струкция копредела «закодирована» в тривиальной
процедуре построения одноточечных диаграмм.

Другим примером алгебры монады D служит∫
: D(CAT) → CAT : – 7→

∫
–, устроенная ана-

логично свободной алгебре над 1. При помощи от-
рисовки строятся и другие алгебры, неизоморфные
ни копределам, ни свободным алгебрам. Например,
обозначим через PrCAT полную подкатегорию
вCAT, состоящую из всех тонких категорий (пред-
порядков). Она рефлективна: ее вложение в CAT
имеет левый сопряженный P : CAT → PrCAT

с тождественной коединицей (для произвольной
категории C, PC — это класс ObC, предупоря-
доченный бинарным предикатом Mor(−,−) 6= ∅).
Далее, пусть �D : CAT → CAT — подфунктор
в D, сопоставляющий категории C полную под-
категорию вDC, состоящую из всех тонких C-диа-
грамм, и действующий на функторы так же, какD.
Если C — тонкая категория, то имеется алгебра
P (K−) : D �DC → �DC.

Алгебры строятся и при помощи морфизмов мо-
нады D в другие монады [8, упражнение 6.2.3(б)].
Так, D имеет две подмонады-ретракта: одна из
них сопоставляет произвольной категории C ка-
тегорию всех дискретных C-диаграмм, а другая —
категорию всех C-диаграмм в форме группоидов.
Следовательно, если в C есть суммы, то существу-

ют две в общем случае неизоморфные друг другу
алгебры над C: одна сопоставляет произвольной
C-диаграмме сумму всех ее вершин, а вторая —
сумму всех вершин ее скелета.

Что касается приложений монады диаграмм,
то компонента ее единицы задает представление
любого объекта как бесструктурной сингулярной
системы, а левый сопряженный к ней (при его
наличии) представляет сборку систем в цельные
объекты. Функтор отрисовки строит детальную
«плоскую» структуру многоуровневых систем, со-
стоящих из систем (systems of systems, SoS), путем
разрешения взаимосвязей верхнего уровня, при-
чем ассоциативность умножения монады гаранти-
рует независимость итоговой структуры от порядка
анализа промежуточных уровней. Алгебры задают
шаблоны различных процедур «упаковки» систем
в сложные объекты с соблюдением условий есте-
ственности относительно модификаций [7]. Из
«материала» монады диаграмм строятся и другие
конструкции.

4 Монада и комонада систем
систем

Существует сопряжение функторов, связыва-
ющее конструкцию Гротендика с функтором формы
диаграмм [6]. Рассмотрим категорию CAT/Cat,
в которой объектами служат все функторы ви-
да F : D → Cat, а морфизмом такого функтора
вF ′ : D′ → Cat служит любой функторG : D → D′,
такой что F ′G = F (эту категорию можно постро-
ить посредством декартова квадрата в CAT [13]).
Поскольку !C′H =!C для произвольного функтора
H : C → C′, функтор формы диаграмм индуцирует
функтор

D! : CAT→ CAT/Cat : C 7→ D!C , H 7→ DH.
В свою очередь, любой функтор F : D → Cat

в композиции с каноническим вложением кате-
гории Cat в CAT дает функтор, обозначаемый
через ^F : D → CAT, для которого определе-
на конструкция Гротендика

∫
^F . Отображение

F 7→
∫

^F служит функцией объектов функтора∫
^ : CAT/Cat → CAT, который переводит мор-

физм G в единственную стрелку из
∫

^F в
∫

^F ′, де-
лающую коммутативной диаграмму, в которой все
пунктирные стрелки изображают ребра декартовых
квадратов (рис. 5).

В явном виде имеем
∫

^G :

∫
^F →

∫
^F ′ : (A,X) 7→ (A,GX),

(f, g) 7→ (f,Gg).
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Рис. 5 Конструкция Гротендика как функтор

Как показывает диаграмма (см. рис. 4), описы-
вающая построение отрисовки K™ (см. компози-
цию правого и центрального декартовых квадра-
тов), категория

∫
^(D!C) совпадает с категорией

диаграмм с отмеченной точкой ‘DC. Тем самым
определен эндофунктор

‘D =

∫
^D! : CAT→ CAT : C 7→ ‘DC ,

действующий на функторы так же, как D, не за-
трагивая отмеченные точки диаграмм. Более того,
функтор

∫
^ сопряжен слева к функторуD!, причем

коединица этого сопряжения e :
∫

^D! = ‘D→ 1CAT
состоит из функторов означения eC , C ∈ ObCAT
(так что верхний треугольник на вышеупомянутой
диаграмме — это частный случай треугольного тож-
дества сопряжения, что свидетельствует об универ-
сальности конструкции отрисовки). Компонента
единицы t : 1CAT/Cat → D!

∫
^ , соответствующая

функтору F : D → Cat, представляет собой функ-
тор tF : D → D

∫
^F , сопоставляющий объекту X

диаграмму iX : FX →֒
∫

^F , а морфизму g :
X → X ′ — морфизм 〈ρ, Fg〉 : iX → iX′ , где
естественное преобразование ρ : iX → iX′(Fg)
составлено из компонентов ρA = (1(Fg)A, g) :
(A,X) → ((Fg)A,X ′), A ∈ ObFX; ясно, что
(D!∫

^F )tF = F .

Это сопряжение стандартным способом [8,
§VI.1] задает комонаду ‘D в CAT, коединица ко-
торой состоит из функторов eC , а коумножение
состоит из «размножителей диаграмм» вида

M =

∫
^tD!C : ‘DC → ‘D ‘DC : (x,– : X → C) 7→

7→ (x, i– : X →֒ ‘DC), 〈q, γ, f〉 7→ 〈q, γM, f〉,

где γM : i– → i–′f — естественное преобразова-
ние, сопоставляющее каждому x ∈ ObX морфизм
〈1fx, γ, f〉 : (x,–) → (fx,–′). Тем самым M раз-
мещает в каждой точке x диаграммы – копию –,
у которой точка x отмечена (рис. 6).

Рассмотрим коалгебры комонады ‘D. Восполь-
зуемся конструкцией сравнивающего функтора [8,
§ VI.3]: таковым служит функтор K, действующий
из CAT/Cat в категорию коалгебр, сопоставляя
функтору F : D → Cat коалгебру

∫
^tF :

∫
^F →

→ ‘D
∫

^F . Любая коалгебра комонады ‘Dизоморфна
коалгебре такого вида [6]. В частности, K(D!C) =
= M : ‘DC → ‘D ‘DC (это косвободная коалгебра).
А если F переводит любой объект в 1, т. е. F =
= p1q!D, то конструкция Гротендика дает D и ко-
алгебра K(p1q!D) : D → ‘DD переводит объект A
в диаграмму-точку pAq с единственно возможной
отмеченной точкой. В свою очередь, если F —
это некоторая диаграмма-точка pIq : 1 → Cat, то∫

^ pIq = I и K(pIq) : I → ‘DI: i 7→ (i, 1I), k 7→
7→ 〈k, 11I , 1I〉.

Кроме комонады, эндофунктор ‘D определя-
ет в CAT и монаду, устроенную аналогично мо-
наде диаграмм: компонента единицы совпадает
с K(p1q!C), а умножение переводит ‘DC-диаграм-
му ™ с отмеченной точкой i в отрисовку K(bC™)
с отмеченной точкой (l, i), где l — отмеченная точ-
ка ™i (т. е. ™i = (l, bC(™i))). Тем самым семейство
функторов bC ,C ∈ ObCAT, образует морфизм мо-
нады ‘DвD. В частности, любая алгебраa : DC → C
монадыD порождает алгебру abC : ‘DC → C мона-
ды ‘D. Легко проверить, что алгебру задает также
любой функтор означения eC : ‘DC → C.

С прикладной точки зрения конструкция ‘D
формально выражает первый принцип системной
инженерии: целевая система (system of interest, SoI)
рассматривается в контексте как элемент некото-
рой известной объемлющей системы [14]. Именно
из такого рассмотрения возникают требования к це-

Рис. 6 Коумножение в комонаде диаграмм с отмеченной точкой
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левой системе и начинается ее жизненный цикл.
А структурная схема объемлющей системы с со-
ставляющими из каталога C, снабженная указани-
ем места целевой системы в ней — это и есть объект
категории ‘DC. Разумеется, целевая система, в свою
очередь, служит объемлющей для своих подсистем,
так что возникают приложения конструкций вида
‘DnC, где n > 1 — число рассматриваемых систем-

ных уровней, в инженерии систем систем (SoS).
Монада ‘D показывает, как корректно учесть

вхождение целевой системы при проведении с объ-
емлющими системами процедур структурного ана-
лиза и синтеза из разд. 3. А комонада ‘D пре-
доставляет специфические средства для работы
с системой в контексте: коединица извлекает
из объемлющей систему целевую, «забывая» все
остальное, а коумножение порождает самоподоб-
ные многоуровневые системы, в которых каж-
дый элемент воспроизводит структуру предыду-
щего уровня с сохранением своей идентичности.
Самоподобие относится к ключевым свойствам
систем — как природных, вплоть до Вселенной как
целого [15], так и технических, например в сфере
телекоммуникаций [16]. Генерация самоподобных
структур расширяет возможности автоматического
синтеза систем, в том числе бионического типа.

5 Заключение
При помощи универсальных конструкций

в CAT (в основном декартовых квадратов, в том
числе конструкции Гротендика, и сопряжений)
в настоящей работе построены математические
объекты, в которых «закодированы» ключевые про-
цедуры системной инженерии. Показана осново-
полагающая роль монады диаграмм. Целесообраз-
но рекомендовать ее и производные конструкции
к реализации в «умных» инструментах цифро-
вой системной инженерии, способных автомати-
чески генерировать оптимальные структуры систем
и процессов.
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The monad of diagrams as a mathematical metamodel of systems engineering

THE MONAD OF DIAGRAMS AS A MATHEMATICAL METAMODEL

OF SYSTEMS ENGINEERING
S. P. Kovalyov

V. A. Trapeznikov Institute of Control Sciences of the Russian Academy of Sciences, 65 Profsoyuznaya Str., Moscow
117997, Russian Federation

Abstract: The paper addresses issues associated with the development of advanced mathematical methods for
systems engineering suitable as the basis of computer tools for automatic synthesis and analysis of systems and
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is based on representing the structure of systems, processes, requirements, and other system design results as
diagrams in categories whose objects are the algebraic models of parts and morphisms describe relationships
between parts. Applying the fundamental Grothendieck flattening construction, the following constructions are
described explicitly: categories of diagrams, the monad of diagrams, and the monad and the comonad of pointed
diagrams. Application areas of these constructions in systems engineering procedures are identified. An approach is
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КОМПОЗИЦИОНАЛЬНОЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ СТРУКТУРЫ ИГРЫ

МНОГИХ ЛИЦ В МОНОИДАЛЬНОЙ КАТЕГОРИИ БИНАРНЫХ

ОТНОШЕНИЙ

Н. С. Васильев1

Аннотация: Предложен системный подход к решению игры многих лиц, отвечающий современным
сетевым технологиям. Он позволяет оптимизировать функционирование мультиагентных систем. Моно-
идальная категория бинарных отношений применяется как средство описания правил игры, исследования
и модификации поведения игроков. Игровая проблема состоит в том, чтобы по возможности максимизи-
ровать отношения предпочтения всех участников игры. В соответствии с правилами игры их композиция
определяет результирующее отношение игры (РОИ). Поиск рационального поведения игроков сведен
к нахождению максимальных элементов РОИ. Формализовано использование разнообразных классов
допустимых стратегий, процессов обмена информацией между игроками и формирование коалиций.
Доказано существование РОИ и изучена структура его максимальных элементов, сокращающая поиск.
Выяснено значение отношений предшествования ходов и абсолютно оптимальных предпочтений игроков
в процессе формирования коалиций.

Ключевые слова: отношения предпочтения: абсолютно оптимальное, гарантированное, предшествова-
ния ходов; граф игры; допустимая стратегия; рациональное решение; характеристическое отношение
коалиции; результирующее отношение игры; моноидальная категория; композициональность
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1 Введение
Игровой задаче со многими участниками при-

суще большое разнообразие постановок, которые
приходится динамически уточнять в процессе ис-
следования, проводя анализ результатов возмож-
ных рациональных решений [1–5]. Востребовано
новое, композициональное, представление игры,
отвечающее сетевым технологиям мультиагентных
систем, программно реализуемое для оптимизации
их работы [6]. Предложено формализовать игру
средствами моноидальной категории бинарных от-
ношений [7, 8], так как традиционные нормальная
форма и развернутое представление игры не обла-
дают нужным качеством [2, 9]. В отличие от приме-
нения платежных функций теперь решения прини-
маются на базе отношений на множестве ситуаций
игры, которые учитывают правила игры и дина-
мику поведения партнеров. Сходными соображе-
ниями руководствуются в многокритериальных за-
дачах [3] и экономических приложениях теории
игр [4, 10, 11].

Переход от нормальной
к композициональной форме игры

Пусть каждый участник игровой задачи i ∈ I =
= {1, 2, . . . , n} стремится по возможности максими-

зировать свой критерий эффективности wi : X →
→ R,X ≡ X1 ×X2 × · · · ×Xn, выбирая свой конт-
ролируемый фактор xi ∈ Xi, i ∈ I [1, 2, 5]. Поиск
рационального решения игры на множестве ситу-
аций x ∈ X проводится в условиях неопределен-
ности, обусловленной различием интересов игро-
ков и невозможностью точного прогноза результата
игры из-за незнания действий партнеров. Поэтому
агенты вынуждены расширять классы допустимых
стратегий “Xi, Xi ⊂ “Xi, чтобы учитывать посту-
пающую информацию и коалиционное поведение
игроков [2, 5].

Сравнение ситуаций игры можно проводить не
только с помощью критериев эффективности wi =
= wi(x), но и применяя отношения предпочтения
игроков ρi ⊂ X2, i ∈ I. Точное знание интере-
сов моделируется линейным порядком, а нечеткие
представления — бинарными отношениями обще-
го вида. По-прежнему игроки стремятся по воз-
можности выбирать максимально предпочтитель-
ные для них ситуации игры.

Рациональное поведение агентов определено
правилами игры, порождающими из исходных ρi,
i ∈ I, вспомогательные бинарные отношения,
которые выражают принципы оптимального по-
ведения, открытые в теории игр [1–5], и руково-
дят действиями игроков. Производные отноше-

1Московский государственный технический университет им. Н. Э. Баумана, nik8519@yandex.ru
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ния учитывают кооперацию и информированность
игроков. Они конструируются посредством алгеб-
раических операций A = (◦,∪,∩, op,×;σ,∅) и ком-
позиции морфизмов категории бинарных отноше-
ний REL [7, 8]. Так, обмен информацией между
агентами всегда приводит к сужению их отношений
предпочтения ρ|A = ρ ∩ A2 на некоторую часть A
множества ситуаций игры.

Пример 1.1. В бескоалиционной игре • = •0

участники не имеют никакой информации о стра-
тегиях партнеров и отсутствует договоренность об
очередности ходов. Тогда результирующим отноше-
нием, которое в конечном итоге требуется опти-
мизировать, будет следующая дизъюнктивная сум-
ма [7, 8]:

ρ• =
∐

i∈I

ρi. (1)

Коалиции игроков C создаются за счет комму-
никации. Им отвечают некоторые подыгры •′ ис-
ходной игры •, в которых фиксированы стратегии
агентов i 6= C. Интересы коалиции представле-
ны характеристическим отношением ρC , совпада-
ющим с РОИ •′. Конструкция ρC определяется
исходя из правил игры и принципа рационального
поведения участников коалиции.

Пример 1.2. В коалиции Парето C = CP все
участники обладают полной информацией о дей-
ствиях друг друга и совместно выбирают общий
контролируемый фактор xC = (xi, i ∈ C), стремясь
к максимизации следующего отношения [3]:

ρ•
′

= ρC =
⋂

i∈C

ρi . (2)

Абсолютно оптимальным отношением i-го игро-
ка назовем сужение его отношения предпочте-
ния ai = ρi|xi при фиксированных значениях всех
остальных параметров xj ∈ Xj, j 6= i. Включение
(x, x′) ∈ ai означает достижимость более предпо-
чтительной ситуации x′ из x ходом i-го игрока. Для
игры в нормальной форме этому понятию соответ-
ствует применение игроком абсолютно оптималь-
ной стратегии [2].

Пример 1.3. В игре •0,n участники коалиции
C = C(π,∅), π = {(l, l + 1), l = 1, . . . , n − 1}, не
обмениваясь данными (D = ∅), выполняют ходы
в линейном порядке

π : 1 −− → 2 −− → · · · − − → n . (3)

Тогда предпочтения коалиции задаются характери-
стическим отношением

ρ•
0,n

= ρC(π,∅) = an ◦ an−1 ◦ · · · ◦ a1 . (4)

В (4) использована композиция морфизмов ка-
тегории REL [8]. Рациональное поведение всякого

игрока i ∈ C(π,∅)— это использование абсолютно
оптимальной стратегии, отвечающей стремлению
выбрать ситуацию из множества MAX ai. Коалиция
C(π,∅) сможет окончательно выбрать оптималь-
ное решение x∗C лишь на последнем (n− 1)-м шаге,
завершив построение суперпозиции (4). При этом
произведение морфизмов берется в противополож-
ном порядке πop.

Категориальный подход согласует правила
игры, процессы формирования коалиций, клас-
сы допустимых стратегий и поиск рационального
решения (см. (1)–(4)).

Наличие отношения эквивалентности x ∼ x′

на множестве X позволяет упростить игру за счет
факторизации [7, 8]. Разбиение ситуаций игры
на классы эквивалентности строится с помощью
критериев x ∼ x′ ⇔ wi(x) = wi(x

′). То же самое
делается с применением отношения толерантности
τ ⊂ X2, которое по определению обладает свой-
ствами рефлексивности и симметричности.

Лемма 1.1. Пусть семейство {x : xτy} состоит

из открытых множеств. Тогда компакт X ⊂ Rn

можно заменить конечным множеством.

Игровая задача как максимизация
результирующего отношения игры

Интересы игроков i ∈ I представлены бинарны-
ми отношениями предпочтения ρi ⊂ X2, i ∈ I, за-
данными на конечном множестве ситуаций игрыX .
Они рефлексивны и транзитивны. Все агенты ведут
себя рационально. Их стратегии включают обмен
данными с другими участниками конфликта, реше-
ние о вступлении в одну или несколько коалиций
и выбор момента выполнения своего хода [2,5]. Ход

игрока — это принятие решения вида “xi : X →
→ Xi, сопровождаемого, возможно, сообщением
стратегии “xi одному или нескольким партнерам по
игре.

Коллективные действия игроков порождают
правила игры, которые согласуют классы допус-
тимых стратегий, процессы формирования коали-
ций, вводят отношение предшествования ходов π
и уточняют содержание данных, которыми обме-
ниваются игроки [5] (см. примеры 1.1 и 1.3). Со-
гласованность означает отсутствие противоречия
в процессе принятия решений. Благодаря этому
существует результирующее отношение игры ρ•(S).
Композициональная структура ρ•(S) ⊂ X2(S) фор-
мализует процесс поиска рационального решения.
В нее входят модули, отвечающие подыграм •r,
r = 1, 2, . . . , R, проходящим в коалициях C = Cr,
представленных характеристическими отношения-
ми ρCr , r = 1, 2, . . . , R. Все подыгры наследуют
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правила исходной игры, в частности отношение
предшествования ходов πC .

Рациональное решение игры •(S) в классе стра-
тегий S — это выбор ситуации x∗ ∈ X(S), явля-
ющейся максимальным элементом результирующе-

го отношения

x∗ ∈ MAX ρ•(S). (5)

На множестве классов
⌢

X(S) эквивалентных си-
туаций x ∼ x′ ⇔ (x, x′), (x′, x) ∈ ρ•(S), введем фак-

тор-отношение
⌢
ρ
•(S) ⊂

⌢

X
2

(S) [7, 8].

Теорема 1.1. Пусть отношение ρ•(S) рефлексивно

и транзитивно. Тогда с точностью до эквивалент-

ности существует рациональное решение игры.

Д о к а з а т е л ь с т в о . В частично упорядоченном

множестве (
⌢

X,
⌢
ρ ),

⌢
ρ =

⌢
ρ
•(S)

, возьмем произволь-

ный элемент
⌢
x ∈

⌢

X . Если
⌢
x = MAX

⌢
ρ
•(S)

, то
теорема доказана. Искомая ситуация x∗, x∗ ∈ ⌢

x .
Иначе решением игры будет последний эле-
мент

⌢
xk =

⌢
x
∗

максимальной цепи Ch =

=
(

⌢
x0,

⌢
x1, . . . ,

⌢
xk

)
, в которой

⌢
x0 =

⌢
x

и
(

⌢
x l

⌢
x l+1

)
∈ ⌢
ρ
•(S)

для всех l = 0, 1, . . . , k − 1.
Следствие 1.1. Конечное ациклическое антисиммет-

ричное отношение содержит максимальный и мини-

мальный элементы.

Наряду с эффективностью (5) в игровых задачах
используется принцип устойчивости выбираемой
ситуации. Равновесием в коалиционной игре •(S)
назовем ситуацию

x∗ ∈
⋂

r

MAX ρρCr
. (6)

Вообще говоря, принципы (5), (6) противоречат
друг другу [1–5].

2 Характеристическое отношение
коалиции

Всякий раз, когда имеется нетривиальное от-
ношение предшествования ходов, возникают ие-
рархически организованные коалиции [1, 2, 5] (см.
пример 1.3). При этом их участники, вообще го-
воря, обмениваются информацией D. Иерархия
внутри коалиции порождает подкоалиции. Коа-
лиции передают другим игрокам i /∈ C некоторые
данные xC ∈ D, которые ранее сообщали их участ-
ники k ∈ C. Сообщение стратегий-функций будем
выражать в форме включения “xC ∈ “D.

Пример 2.1. В игре •1,n образуется коалиция
C(π,D), D = {x1, . . . , xn−1}, в результате догово-
ренности о порядке ходов (3) и передачи игроком

l = 1, . . . , n − 1 величины xl ∈ D партнеру l + 1.
Характеристическим отношением коалиции будет

ρ•
1,n

= ρC(π,D) = a1 ◦ a2 ◦ · · · ◦ an . (7)

В обосновании формулы (7) лежат те же причи-
ны, что и у схемы (4). Чтобы определиться с выбо-
ром передаваемой величины xl, l = 1, 2, . . . , n − 1,
всякий игрок l учитывает рациональность поведе-
ния следующего игрока l + 1. Поэтому суперпози-
ция (7) строится в порядке ходов π. Формулы (4)
и (7) отвечают принципу динамического программи-
рования.

Пример 2.2. В двухуровневой иерархической
системе ведущий игрок 1 первым делает свой ход [1].
«Подчиненные» игроки 2, . . . , n между собой не об-
мениваются информацией. В зависимости от того,
передает первый агент значение x1 или нет, резуль-
тирующее отношение соответствующей игры равно
(см. (1), (4) и (7)):

D1 = ∅ ⇒ ρ•
0;1,n−1

=

(
n∐

l=2

al

)
◦ a1

либо D1 6= ∅ ⇒ ρ•
1;1,n−1

= a1 ◦
(

n∐

l=2

al

)
. (8)

Подчиненные игроки могли бы объединиться
в коалицию Парето C, сводя решаемую проблему
к иерархической игре двух лиц (1 и C) с резуль-
тирующим отношением ρ{1,C}(π,∅) = aC ◦ a1 или
ρ{1,C}(π,D) = a1 ◦ aC в зависимости от того, множе-
ствоD1 = ∅ или нет. ЗдесьaC = ρC |xC — абсолютно
оптимальное отношение коалиции (см. (2)).

Рассмотрим теперь игры •2,n, n ≥ 2, в которых
партнерам последовательно передаются данные ви-
да “xi ∈ “Di, “xi : X → Xi, i = 1, . . . n − 1 [2, 5].
Обратная связь может приводить к ситуациям рав-

новесия (6).
Пример 2.3. В обобщенной игре Гермейе-

ра •2,2 [2] граф ходов и характеристическое от-
ношение коалиции C(π, “D) имеют следующий вид:

π, “D : 1
“x1→ 2 ∼ ρ•

2,2

= ρC(π, “D) =

= ρ2 ◦
(
ρ1 ∪ ρG

2

)
, ρG

2 = ρ2|MIN ρ2|X1
. (9)

В формуле (9) использовано гарантированное

отношение второго игрока ρG
2 ⊂ ρ2, с помощью ко-

торого сравниваются результаты «послойной» ми-
нимизации отношения ρ2|X1 при любом фиксиро-
ванном параметре x2 ∈ X2:

ρG
2 , {(x, x′) : xρ2x′; x, x′ ∈MIN ρ2|X1} . (10)

В теореме 3.2 изучен общий случай системы •2,n,
n ≥ 2, и доказана формула (9).
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Пример 2.4. В двухуровневой иерархической
игре •1;1,n−1, π = {(1, 2), . . . , (1, n − 1)}, веду-
щий игрок 1 не может сообщить стратегию-функ-
цию “x1 : X2 × · · · × Xn → X1 своим партнерам
{2, 3, . . . , n}. Отсутствие коммуникации между ни-
ми ведет к противоречию в процессе принятия ре-
шений: в подкоалициях {1, 2}, . . . , {1, n− 1} нельзя
одновременно разыграть игры •2,2. Класс функ-
ции “D1 недопустим. Поэтому требуется изменить
правила игры: игрок 1 сообщает партнерам лишь
значения x1 ∈ D1 ⊂ “D1. Тогда в подкоалициях
решаются подыгры •1,2, а в целом — игра •1;1,n−1

(см. (7) и (8)). Следовательно, интересы коалиции
C = C(π, “D1) характеризуются отношением

ρ•
1;1,n−1

= ρC = a1 ◦ a2
∐

· · ·
∐

a1 ◦ an , (11)

поэтому необходимо контролировать допустимость
применяемых стратегий.

3 Композициональность игры

Развиваемый подход базируется на свойстве
композициональности бинарных отношений, при-
меняемых в игровых операциях. Основой слу-
жит моноидальная категория бинарных отношений
REL [7, 8]. Объектами REL выступают конечные
множества X,Y, Z, . . ., а морфизмами — бинарные
отношения α : X → Y, β : Y → Z, . . . , задан-
ные на произведениях их областей и кообластей
X × Y, Y × Z, . . . Напомним [8], что композицией
морфизмов α : X → Y, β : Y → Z в категории REL
является суперпозицияα◦β ⊂ X×Z,α◦β : X → Z
этих отношений, равная

α ◦ β = {(x, z) : ∃y∈Y xαy ∧ yβz} . (12)

Вместо записи (x, y) ∈ α ⊂ X×Y здесь использова-
но инфиксное обозначение xαy. Единичными мор-
физмами для операции произведения (12) служат
тривиальные порядки σX и σY , а σZ = {(z, z) : z ∈
∈ Z} для любого множества Z.

В категории REL определена операция дизъ-
юнктивной суммы морфизмов α

∐
β : (X

∐
Y ) →

→ (Y ∐Z), называемая также моноидальным про-
изведением:

α
∐

β = {(x, y; 1) : xαy} ∪ {(y, z; 2) : yβz}. (13)

Операции (12) и (13) ассоциативны, а сумма (13)
обладает свойством коммутативности и имеет еди-
ницу ∅. Поэтому REL представляет собой монои-
дальную категорию [8].

В рассматриваемых игровых задачах у каждого
морфизма совпадают области и кообласти, напри-
мер это так у исходных отношений предпочтения

игроков ρ : X → X . При построении вспомога-
тельных бинарных отношений посредством моно-
идального произведения ρ1

∐
ρ2 изменяются обла-

сти и кообласти получаемых морфизмов. Тем не
менее всегда можно считать допустимыми произ-
вольные композиции морфизмов. Так, под левыми
частями выражений

(
γ1
∐

γ2

)
◦ γ = γ1 ◦ γ

∐
γ2 ◦ γ ;

γ ◦
(
γ1
∐

γ2

)
= γ ◦ γ1

∐
γ ◦ γ2

следует понимать следующие композиции морфиз-
мов соответственно:

(
γ1
∐

γ2

)
◦
(
γ
∐

γ
)
;

(
γ
∐

γ
)
◦
(
γ1
∐

γ2

)
.

Вообще говоря, РОИ ρ•(S) ⊂ Z2 определено на
множестве Z = X(S) 6= X . Поэтому найденное
решение задачи (5) нужно дополнительно преобра-
зовать для получения допустимой ситуации игры
x∗ ∈ X . Это делается проектированием Z → X (см.
определение (13)).

Задание правил игры

Договоренности между игроками могут приво-
дить к формированию коалиций до начала их хо-
дов. Заранее объявляемые коалиции Парето (см.
пример 1.2) или иерархические коалиции (см. при-
меры 2.1–2.4) имеют приоритет при выполнении
ходов, приводящий к изменению исходного отно-
шения π. После этого коалиции трактуются как
отдельные игроки с отношениями предпочтения ρC

(см. (2) и (4)).
Выбираемое агентами отношение предшество-

вания ходов π управляет созданием иерархически
организованных коалиций в процессе игры Оно
должно обладать свойствами антисимметричности,
рефлексивности и ацикличности [5]. В конечном
итоге игра проходит между коалициями разных ти-
пов, интересы которых представлены характери-
стическими отношениями. Проходящие внутри
коалиций C подыгры наследуют отношение пред-
шествования ходов, обозначаемое πC .

Всякая коалиция C действует как игрок, пере-
дающий информацию DC = {“xi, xj , i, j ∈ C, i 6= j}
одновременно всем участникам конфликта, кото-
рые были адресатами сообщений ее членов. Ес-
ли адресаты r, k, . . . вошли в некоторые коалиции
C′ = C, то данные xC = {“xi, xj} поступают игро-
ку C′ и распределяются по назначению.
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В понятие стратегии входит участие игрока в раз-
работке правил игры, инициировании момента хо-

да, выборе контролируемого фактора и, возможно,
коммуникации — сообщении информации некото-
рым из партнеров. Размеченный передаваемыми
данными графGπ отношения предшествования хо-
дов назовем графом игры (см. (3) и (9)). Так как
все участники конфликта заинтересованы в выборе
рационального решения, то они используют лишь
допустимые классы стратегий. Выбор графа игры
должен сопровождаться анализом классов страте-
гий, которые намерены применять игроки, и в слу-
чае необходимости их корректировать. Изменение
правил игры направлено на соблюдение требования
непротиворечивости процесса поиска решения (см.
пример 2.4).

Противоречие в обмене данными устраняется
с помощью допустимой разметки графа игры. Ни-
кто из игроков не может одновременно сообщить
партнерам и процедуру выбора фактора “x, и его
значение x. Для адресатов j ∈ Ti = {j : iπj, i 6= j}
игрока i либо дуги i→ j графаGπ вовсе не помеча-
ются, если ∃ll ∈ Ti ∧ jπl (см., например, (3)), либо
имеют разметку xi, если мощность#Ti > 1, или “xi,
если#Ti = 1.

Пример 3.1. В левой части формулы

1 - 2
“x1

?
“x1 “x2

3

=

;
1 - 2
“x1

? “x2

3

=

(14)

изображена недопустимая разметка графа Gπ .
В правой части (14) показан «исправленный» граф
игры. Разметка “x1 дуги 1 → 3 допустима, но игно-
рирует заданный порядок ходов (2, 3) ∈ π.

Построение результирующего отношения
игры

Пусть граф игры обладает допустимой размет-
кой дуг. Докажем, что имеется РОИ ρ•(S), которое
однозначно определено в соответствии с правилами
игры, при этом оно представляет собой компо-
зицию исходных и производных бинарных от-
ношений в категории REL. Индуктивное кон-
струирование ρ•(S) опирается на отношение
предшествования ходов π, моделируя процесс фор-
мирования иерархических коалиций вследствие
коммуникации игроков.

Теорема 3.1. Во всякой игре существует результиру-

ющее отношение.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Применим метод математи-
ческой индукции, проводимой по числу участников

игры. Приn ≤ 2РОИ существует (см. примеры 1.1–
1.3 и 2.1–2.4). Если π = σ, то для всех значений
n = 1, 2, . . . результирующее отношение вычисля-
ется по формуле (1).

Пусть π 6= σ. Согласно следствию 1.1 и ациклич-
ности отношения π найдется элемент i ∈ MINπ,
для которого ∃j(j 6= i) ∧ iπj. Сформируем коа-
лицию C1 = {j : iπj}. По свойству рефлексив-
ности π игрок i ∈ C1. Воспользуемся предполо-
жением индукции: существует характеристическое
отношение ρC1 . Не исключено, что при следующих
ходах внутри коалиции C1 будут образованы под-
коалиции Ck

1 , k = 1, 2, . . . ,K, с числом участников
rk < n. Тогда ρC1 строится композицией морфиз-
мов ρCk

1
категории REL.

Построим новый граф игры G′
π′ . Пусть из вер-

шины i ∈ Gπ исходит l, l ≥ 2, дуг, которые имеют
допустимую разметку. Заменим одним агентом ко-
алицию C1. Исключим из графа игры Gπ все дуги
(i, j) ∈ π, отвечающие коммуникациям внутри ко-
алиции C1. Из новой вершины C1 ∈ G′

π′ проведем
дуги (C1, r) ∈ π′, где (j, r) ∈ π, j ∈ C1. Таким
образом, построен наследник π′ отношения пред-
шествования ходов π. Разметим дуги (C1, r) так
же, как и (j, r) ∈ π, обеспечив допустимость графа
игры G′

π′ . В •′ число участников m < n. По пред-
положению индукции существует результирующее
отношение ρ•

′

, строящееся композицией соответ-
ствующих морфизмов.

Композиционный процесс завершается постро-
ением бескоалиционной игры π(k) = σ, резуль-
тирующим отношением которой выступает мо-
ноидальное произведение (1). Проиллюстрируем
теорему 3.1 на примере графа игры (14). Сначала
в подкоалиции C = {1, 2} строится характеристи-
ческое отношение (9), а затем для игры C → 3 —
результирующее (см. формулу (4)):

ρ•
2,3(π′)

= a3 ◦
(
ρ2 ◦

(
ρ1 ∪ ρG

2

))
. (15)

Пример 3.2. Рассмотрим граф игры •, описыва-
ющий функционирование трехуровневой иерархи-
ческой системы

1 - 2
“x1 > 3�x2

�x2 4
~

.

На первом шаге построения отношения ρ• форми-
руется иерархическая коалиция C1 = {1, 2}, в кото-
рой разыгрывается операция •2,2 с параметрами x3
и x4. Ее характеристическое отношение ρC1 зада-
ется формулой (9). При втором ходе идет игра трех
лиц {C1, 3, 4} (см. примеры 2.2 и 2.4 и формулу (11)).
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Поэтому

ρG = ρC1 ◦ aC =

=
(
ρ2 ◦

(
ρ1 ∪ ρG

2

))
◦
(
ρ3
∐

ρ4

) ∣∣∣
X3×X4

. (16)

Если в правилах игры оговорить заранее, что
игроки 3 и 4 создадут коалицию Парето CP

(см. (2)), то второй ход приведет к игре двух лиц
•′ =

{
C1, C

P , π′ : C1 → CP
}

. Неопределенность
выбора рационального решения уменьшится по
сравнению с оптимизацией (16), так как теперь
исследуется результирующее отношение

ρ•
′

= ρC1 ◦ aCP =
(
ρ2 ◦

(
ρ1 ∪ ρG

2

))
◦ ρ3 ∩ ρ4.

Пример 3.3. На первом шаге построения РОИ

1 � 2
�x2

6�x3 �x2

3

=

участники объединяются в одну иерархическую ко-
алицию C1 с ведущим игроком 2. На втором шаге
формируется подкоалиция C11 = {1, 3} с игроком 1.
Согласно примеру 2.1, ρC11

= a3 ◦ a1. Характери-
стическое отношение коалиции C1 = {2, C11} равно
ρ• = ρC1 = a2 ◦ ρC11

= a2 ◦ a3 ◦ a1 (см. (7)).

Обобщение игры Гермейера

Докажем формулы (9) и (10). Под гаранти-

рованным отношением игрока 2 будем понимать
следующее сужение его отношения предпочтения:

ρ•2 = ρ2|MIN ρ2|X1
. (17)

Пусть πX1 : X → X1 — проектирование. Лю-
бая функция “xÎ1 : X2 → πX1MIN ρ2|X1 называет-
ся стратегией наказания 2-го игрока [2], а xG

2 ∈
∈ πX2MAX ρ

G
2 — гарантирующей стратегией.

Теорема 3.2. Пусть ρ2 — транзитивное отношение.

Тогда в игре двух лиц•2,2 результирующее отношение

равно

ρ•
2,2

= ρ2 ◦
(
ρ1 ∪ ρG

2

)
. (18)

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть x∗2 = πX2x
∗, x∗ ∈

∈ MAX ρ1. Если игрок 2 выберет x2 6= x∗2, то игрок 1
применит стратегию наказания “xÎ1 . Поэтому пе-
ред игроком 2 стоит альтернатива: либо применять
x2 = x∗2, либо быть наказанным. Угроза действен-
на лишь при условии (“xÎ1(x

G
2 ), x

G
2 )ρ2x

∗, когда не
помогает использование игроком 2 гарантирующей

стратегии x2 = xG
2 . В самом деле, определение ρG

2

и транзитивность ρ2 дают

(“xÎ1(x2), x2) ρ2
(
“xÎ1(x

G
2 ), x

G
2

)
∧
(
“xÎ1(x

G
2 ), x

G
2

)
ρ2x

∗ ⇒
⇒ (“xÎ1(x2), x2) ρ2x∗.

«Выгоднее» для игрока 2 выбрать x∗2, а не xG
2 . От-

сюда ρ•
2,2

имеет вид (18) (см. (9)).

Следствие 3.1. Иерархическая игра •2,n с n = 2k или

n = 2k + 1 участниками

1
“x1→ · · · “xr→ r + 1

“xr+1→ · · · “xn−1→ n (19)

имеет следующие результирующие отношения:

ρ•
2,2k

= ρ2k ◦
(
a2k−1 ◦ ρ•

2,2k−2 ∪ ρG
2k

)
;

ρ•
2,2k+1

= a2k+1 ◦ ρ•
2,2k

;

ρ•
2,0

= σ, k = 1, 2, . . . (20)

Д о к а з а т е л ь с т в о . В соответствии с теоремой 3.1
с каждым ходом игроков происходит расширение
коалиции Ck+1 = Ck ∪ {k + 1}, C1 = {1}, и пооче-
редное применение формул (4) и (18) вычисления
характеристических отношений.

Пример 3.4. Пусть в игре (19) имеются предва-
рительные договоренности о формировании под-
коалицийC2k = {2k−1, 2k}, ρC2k

= ρ•
2,2 |X2k−1×X2k

(см. (18)). Тогда

ρ•
2,2k

C = ρ2k ◦
(
ρ2k−1 ∪ ρG

2k

)
◦ · · · ◦ ρ2 ◦

(
ρ1 ∪ ρG

2

)
;

ρ•
2,2k+1

C = a2k+1 ◦ ρ•
2,2k

C .

4 Поиск рационального решения
игры

Композиционное строение отношения ρ•(S) со-
кращает перебор в задаче (5).

Теорема 4.1. Имеют место свойства

MAXρ2|MAX ρ1 ⊂ MAX(ρ2 ◦ ρ1) ;
MAX(ρ1

∐
ρ2) = MAX ρ1 ∪MAX ρ2.

}
(21)

Если отношения ρ1 и ρ2 транзитивны и рефлексивны,

тоMAX ρ2|MAX ρ1 = MAX (ρ2 ◦ ρ1).
Д о к а з а т е л ь с т в о . Вторая из формул (21) непо-
средственно следует из определения (13) дизъюнк-
тивной суммы. Докажем первую. По определе-
нию максимального элемента x∗ = MAX ρ2|MAX ρ1

имеем

∀x∗
1
∀x ((x

∗
1, x) ∈ ρ1 ⇒ x = x∗1) ∧

∧ ((x∗, x∗1) ∈ ρ2 ⇒ x∗1 = x
∗) ,
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что эквивалентно формуле

∀x∗
1
∀x ((x

∗
1, x) ∈ ρ1) ∧ ((x∗, x∗1) ∈ ρ2)⇒ x = x∗.

Переписывая левую часть импликации в форме су-
перпозиции отношений, приходим к следующему
выводу:

∀x (x
∗, x) ∈ ρ2 ◦ ρ1 ⇒ x = x∗.

Значит, доказано, что

MAX ρ2|MAX ρ1 ⊂ MAX(ρ2 ◦ ρ1) .

Пусть отношения ρ1 и ρ2 транзитивны и рефлек-
сивны. Включение x∗ ∈MAX (ρ2 ◦ ρ1) равносильно
формуле

∀x (x
∗, x) ∈ ρ2 ◦ ρ1 ⇒ x = x∗.

Согласно определению композиции (12), имеем

∀x∃x∗
1
(x∗, x∗1) ∈ ρ2 ∧ (x∗1, x) ∈ ρ1 ⇒ x = x∗.

Как следствие, имеем

∀x∀x∗
1
(x∗, x∗1) ∈ ρ2 ∧ (x∗1, x) ∈ ρ1 ⇒ x = x∗.

Опираясь на рефлексивность отношения ρ2, под-
ставим сюда x∗1 = x

∗. Тогда верна формула

(x∗, x) ∈ ρ1 ⇒ x = x∗,

означающая x∗ ∈ MAX ρ1. Рассуждая аналогично,
подстановкой x = x∗1 получим, что x∗ = MAX ρ2
и тем более x∗ ∈ MAX ρ2|MAX ρ1 . Итак, противопо-
ложное вложение MAX(ρ2 ◦ ρ1) ⊂ MAX ρ2|MAX ρ1

также имеет место.
Из соображений двойственности вытекает сле-

дующий результат.

Следствие 4.1. Справедливы соотношения:

MIN ρ2|MIN ρ1 ⊂ MIN (ρ1 ◦ ρ2) ,

MIN ρ1
∐

ρ2 = MIN ρ1 ∪MIN ρ2.




 (22)

Если ρ1 и ρ2 — транзитивные и рефлексивные отно-

шения, тоMIN ρ2|MIN ρ1 = MIN (ρ1 ◦ ρ2).
В теореме 4.1 и следствии 4.1 обобщен ме-

тод динамического программирования примени-
тельно к бинарным отношениям. Воспользуемся
свойством ассоциативности композиции морфиз-
мов и формулами (4), (7), (18), (20)–(22) (см. также
пример 2.4), и методом математической индукции
докажем следующее

Следствие 4.2. Рациональные решения игр •0,n, •1,n;
•0;1,n−1, •1;1,n−1, •2,n удовлетворяют следующим

свойствам:

MAX an|MAX an−1|···|MAXa1
⊂ MAX ρ•0,n

;

MAX a1|MAX a2|···|MAX an
⊂MAX ρ•1,n

;

n⋃
l=2

MAX al|MAX a1 = MAX ρ
•0;1,n−1

;

MAX a1|⋃n
l=2MAXal

= MAX ρ•
1;1,n−1

;

MAX a2k+1|MAX ρ•
2,2k ⊂ MAX ρ•2,2k+1

;

MAX ρ2k|
MAX a2k−1∪MAXρG

2k

∣∣
MAX ρ•

2,2k−2
⊂

⊂ MAX ρ•2,2k+2

.






(23)

Пример 4.1. Рассмотрим игру •2,3, в которой
предпочтения участников являются рефлексивны-
ми транзитивными замыканиями следующих отно-
шений:

ρ1 = {(0, 1), (0, 5), (4, 0), (3, 4), (3, 2), (7, 6)} ;
ρ2 = {(0, 2), (1, 0), (2, 4), (3, 2), 3, 5), (4, 5), (6, 4),

(6, 7)} ;
ρ3 = {(2, 0), (4, 0), (3, 5), (3, 1), (6, 4), (7, 6)} ,

заданных на бинарном кубе 8 ≃ {0, 1}3. Ситуации
(x1, x2, x3) ∈ 8представлены числамиx ≃ x1+2x2+
+ 4x3, записанными в двоичной системе. Резуль-
тирующее отношение игры имеет вид (15) (см. (20),
k = 1). Найдем рациональное решение x∗, со-
кратив перебор возможных вариантов в задаче (5)
с помощью формул (23).

Характеристическое отношение коалиции {1, 2}
равно ρ2 ◦ (ρ1 ∪ ρG

2 ) (см. (17) и (18)). Сначала
вычислим ρ1 ∪ ρG

2 = {(0, 1), (0, 5), (4, 0), (3, 4), (3, 2),
(7, 6)} ∪ {(1, 4), (3, 4), (6, 4)}, а затем — максималь-
ные элементы отношений, входящих в компози-
цию ρ•

2,3

:

M1 , MAX ρ1 ∪ ρG
2 = {2, 5};

M2 , MAX ρ2|M1 = {5};
MAX a3|M2 = {5} ⇒ x∗ = 5 ≃ (1, 0, 1).

5 Заключение
Композициональная структура РОИ многих лиц

выражает формализацию правил игры, процессов
формирования коалиций и выбора игроками до-
пустимых стратегий. Подобное представление иг-
ры сокращает перебор при поиске рациональных
решений. С его помощью получено обобщение
классической теоремы Гермейера. Модульность
композиции результирующего отношения упро-
щает разработку и оптимизацию мультиагентных

24 ИНФОРМАТИКА И ЕЁ ПРИМЕНЕНИЯ том 17 выпуск 2 2023



Multiplayers’ games compositional structure in the monoidal category of binary relations

систем. Предложенный метод исследования и чис-
ленного решения игровой задачи нуждается в алго-
ритмизации.
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РЫНОК С МАРКОВСКОЙ СКАЧКООБРАЗНОЙ

ВОЛАТИЛЬНОСТЬЮ I: МОНИТОРИНГ ЦЕНЫ РИСКА

КАК ЗАДАЧА ОПТИМАЛЬНОЙ ФИЛЬТРАЦИИ∗

А. В. Борисов1

Аннотация: Первая часть цикла посвящена исследованию задачи определения рыночной цены риска в фи-
нансовой системе, содержащей безрисковый актив — банковский вклад, базовые рисковые инструменты
и их деривативы. Модель эволюции базовых активов, описываемая стохастической дифференциальной
системой (СДС), содержит стохастическую волатильность, порожденную скрытым марковским скачко-
образным процессом (МСП). Исследуемый рынок предполагается неполным с отсутствием возможности
арбитража. Рыночная цена риска, соответствующая преобладающей мартингальной мере, выражается
через скрытый марковский процесс и не может быть восстановлена точно. Тем не менее она может
быть оценена оптимальным образом по наблюдениям цен активов. Исходя из наличия преобладающей
мартингальной меры в статье получена СДС в частных производных, описывающая эволюцию во времени
цены деривативов и являющаяся аналогом классического уравнения Блэка–Шоулза. Задача оценки ры-
ночной цены риска сформулирована в терминах оптимальной фильтрации состояния СДС наблюдения.
Также обсуждаются вопросы численной реализации решения данной задачи оценивания.

Ключевые слова: марковский скачкообразный процесс; оптимальная фильтрация; стохастическая вола-
тильность; рыночная цена риска; преобладающая мартингальная мера
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1 Введение

Одна из практических проблем, привлекающих
решение задачи фильтрации состояний стохасти-
ческих систем, — мониторинг внутренней вола-
тильности базовых финансовых инструментов по
разнородным наблюдениям их цен [1–3]. Помимо
цен основных инструментов в качестве доступной
статистической информации присутствует богатей-
ший объем данных о торгах производными инстру-
ментами (деривативами). В работе [4] предложен
один из способов использования такого массива
данных. Для этого была выбрана концепция непол-
ных безарбитражных рынков [5, 6]. Зависимость
цены деривативов от текущих цен базовых ак-
тивов и времени до погашения определялась от-
носительно преобладающей мартингальной меры
с помощью формулы Фейнмана–Каца. Эта мера
определялась в терминах рыночной цены риска
(Market Price of Risk, MPR) — некоторого «внеш-
него» ненаблюдаемого процесса, связывающего
мгновенную процентную ставку и внутреннюю
волатильность. Таким образом, решение задачи
оценивания MPR в реальном масштабе времени
позволяет получить и оценки внутренней волатиль-
ности.

Автор [4] распространяет концепцию MPR, ра-
нее использовавшуюся преимущественно для опи-
сания колебаний процентных ставок по бескупон-
ным облигациям, ставок по кредитам и пр. (см.,
например, [7] и ссылки внутри), на класс базовых
рисковых активов. В качестве возможных моделей
MPR были выбраны диффузионные процессы —
решения СДС с винеровскими процессами в пра-
вой части. Основной результат [4] заключается
в формулировке задачи оценивания MPR по на-
блюдениям базовых активов и деривативов в виде
задачи фильтрации состояний СДС в самом общем
виде. Эта проблема весьма сложна для ее как ана-
литического, так и численного решения.

Представляемая работа посвящена исследова-
нию упомянутой задачи в случае, когда MPR опре-
деляется поведением внешнего ненаблюдаемого
МСП с конечным числом состояний. Цель статьи
заключается в исследовании задачи мониторинга
MPR по имеющимся наблюдениям цен базовых
активов и деривативов в рамках математического
аппарата стохастического анализа. Статья име-
ет следующую структуру. В разд. 2 представлено
описание исследуемого класса финансовых систем,
включающего банковский депозит, базовые риско-
вые активы и их деривативы. Ставка по депози-

∗Работа выполнена с использованием инфраструктуры Центра коллективного пользования «Высокопроизводительные вычис-
ления и большие данные» (ЦКП «Информатика») ФИЦ ИУ РАН (г. Москва).

1Федеральный исследовательский центр «Информатика и управление» Российской академии наук; aborisov@frccsc.ru
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ту является детерминированной, а цены базовых
активов и деривативов описываются наблюдаемы-
ми случайными процессами. Мгновенные ставки
и внутренние волатильности базовых активов зави-
сят от скрытого МСП. Уравнения динамики дери-
вативов отсутствуют.

Относительно исследуемого класса систем из-
вестно, что он соответствует неполному безар-
битражному рынку. Данные условия гарантируют
существование некоторой преобладающей мартин-
гальной меры, относительно которой все базовые
активы имеют одинаковую процентную ставку, со-
впадающую с депозитной. Существование такой
меры позволило характеризовать временн‚ую эво-
люцию деривативов в форме решения системы ли-
нейных дифференциальных уравнений в частных
производных — некоторого обобщения уравнения
Блэка–Шоулза [8]. Таким образом, корректно по-
строена стохастическая дифференциальная модель
наблюдения, в которой в качестве ненаблюдаемо-
го состояния выступает скрытый фактор-процесс
и модели наблюдаемых цен базовых активов и их
деривативов полностью определены. Оценивание
MPR в реальном масштабе времени эквивалентно
фильтрации состояний скрытого МСП. Эти вы-
кладки содержатся в разд. 3.

Полученная система наблюдения обладает не-
которыми свойствами, препятствующими непо-
средственному применению известных методов
оптимальной нелинейной фильтрации для постро-
ения оценок МСП: поток σ-подалгебр, порожден-
ный наблюдениями, не является непрерывным
справа, шумы в наблюдениях вырождены и пр. Раз-
дел 4 статьи посвящен перспективам теоретических
исследований и численной реализации полученной
задачи фильтрации.

2 Описание модели финансовой
системы

На отрезке времени [0, T ] рассматривается фи-
нансовая система, состоящая из банковского вкла-
да, N базовых финансовых инструментов S и M
деривативов F .

Ставка rt банковского вклада известна и неслу-
чайна. Эволюция цен базовых активов определя-
ется на базисе с фильтрацией (Ÿ,F ,P , {Ft}t∈[0,T ])

как наблюдаемый случайный процесс St ,
, col

(
S1t , . . . , S

N
t

)
— единственное сильное реше-

ние СДС:

dSt = diagSta (t, Zt) dt+ diagStσ(t, Zt) dwt,

t ∈ (0, T ], S0 ∼ π0(s), (1)

где

– S0 — F0-измеримое начальное условие;

– wt = col
(
w1t , . . . , w

K
t

)
∈ RK — Ft-согласован-

ный стандартный винеровский процесс (K >
> N );

– a(·, ·), σ(·, ·)— (N×1)- и (N×K)-мерные функ-
ции мгновенной процентной ставки и внутрен-
ней волатильности базовых инструментов S;
σ(·, ·) имеет полный строчный ранг P-п. н. по-
чти везде по мере Лебега на [0, T ];

– Zt —Ft-согласованный ненаблюдаемый (скры-
тый) процесс, описывающий действие на фи-
нансовую систему неконтролируемых внешних
факторов.

В (1) Zt = col
(
Z1t , . . . , Z

ℓ
t

)
∈ SL = {e1, . . . , eℓ}

представляет собой неоднородный МСП с конеч-
ным множеством состояний — набором координат-
ных ортов евклидова пространства RL, известной
матричнозначной функцией интенсивностей пере-
ходов˜(·)и начальным распределением πZ

0 . Допол-
нительно о Z предполагается, что все компоненты
его распределения строго положительны на [0, T ].
Известно [9], что МСП Zt — единственное сильное
решение СДС

dZt = ˜
⊤(t)Zt dt+ dMt, t ∈ (0, T ], Z0 ∼ πZ

0 , (2)

где Mt = col (M
1
t , . . . ,M

L
t ) ∈ R

L — некоторый Ft-
согласованный мартингал.

Для исследуемой финансовой системы предпо-
лагается отсутствие арбитража [10] и существование
на измеримом пространстве (Ÿ,F) преобладающей
мартингальной меры Q, Q ∼ P, для которой вы-
полнены следующие условия.

1. ПроцессMt является мартингалом относитель-
но меры Q.

2. Относительно Q процесс St — единственное
сильное решение СДС

dSt = rtSt dt+ diag Stσ(t, Zt) dw
Q
t ,

t ∈ (0, T ], S0 ∼ π0(s), (3)

в которой wQ
t ∈ RK — Ft-согласованный стан-

дартный винеровский процесс.

Согласно обобщенной теореме Гирсанова [11] ви-
неровский процесс wQ

t связан с исходным wt ра-
венством

dwQ
t = θt dt+ dwt, (4)

где θt ∈ RK — недоступный наблюдению Ft-согла-
сованный процесс MPR.
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Момент погашения всех деривативов совпадает
с T и соответствует платежному требованию

H(ST ) = col (H
1(ST ), . . . , H

M (ST )),

где H(s) = col (H1(s), . . . , HM (s)) — известная де-
терминированная вектор-функция. Эволюция цен
производных финансовых инструментов является
наблюдаемым Ft-согласованным специальным се-
мимартингалом Ft = col (F

1
t , . . . , F

M
t ), таким что

FT = H(ST )) P-п. н.
Данный рынок является неполным и означа-

ет неединственность мартингальной вероятност-
ной меры. Точное знание MPR θt эквивалент-
но знанию преобладающей вероятностной меры Q
и позволяет решить ряд актуальных финансовых
задач, в том числе задачу построения хеджирующе-
го портфеля [5, 8]. В рассматриваемой задаче MPR
недоступна прямому безошибочному наблюдению.
Все данные, доступные на момент времени t, опи-
сываются σ-алгеброй наблюдений

Ot , σ{Su, Fu : 0 6 u 6 t},

поэтому при наличии этой информации очевидным
представляется поиск условного среднего MPR от-
носительно имеющихся наблюдений:

θ̂t , EP {θt|Ot} .

3 Сведение задачи определения
цены риска к задаче
оптимальной фильтрации

Из уравнений (1), (3) и (4) можно определить
связь между функциями r, a и σ, с одной стороны,
и MPR θ — с другой. Подстановкой (4) в (3) можно
получить СДС (1) в виде представления специаль-
ного семимартингала. В силу единственности этого
представления равенство

diagSta(t, Zt) = rtSt + diag Sta(t, Zt)σ(t, Zt)θt

верно P-п. н. почти везде по мере Лебега на [0, T ].
Так как все компоненты вектора St P-п. н. строго
положительны, последнее равенство преобразуется
к виду

σ(t, Zt)θt = a(t, Zt)− rt1, (5)

где 1 — вектор-столбец подходящей размерности,
составленный из единиц.

Далее, в силу того что Zt ∈ SL, функции a и σ
представимы в виде

a(t, Zt) =

L∑

ℓ=1

Zℓ
ta

ℓ(t); σ(t, Zt) =

L∑

ℓ=1

Zℓ
tσ

ℓ(t),

где {aℓ(t)}ℓ=1,L и {σℓ(t)}ℓ=1,L — наборы известных
неслучайных функций — «алфавиты» мгновенных
ставок и внутренних волатильностей:

aℓ(t) , a(t, eℓ); σ
ℓ(t) , σ(t, eℓ).

В этом случае система (5) принимает вид:

L∑

ℓ=1

Zℓ
tσ

ℓ(t)θt =

L∑

ℓ=1

Zℓ
ta

ℓ(t)− rt1 ,

откуда в силу условий πZ(t) > 0 и rk (σ(·)) ≡ K
следует, что MPR θ имеет вид:

θt =
L∑

ℓ=1

Zℓ
t

(
σℓ(t)

)+ (
aℓ(t)− rt1

)
+

+

L∑

ℓ=1

Zℓ
t

(
I −

(
σℓ(t)

)+
σℓ(t)

)
ξt, (6)

где I — единичная матрица подходящей размер-
ности; A+ — матрица, псевдообратная матрице A;
ξt ∈ RL — произвольный Ft-согласованный слу-
чайный процесс. Второе слагаемое в (6) аннули-
руется умножением справа на σ(t, Zt) и не влияет
на превалирующую меру Q, поэтому ниже в работе
считается, что оно в (6) отсутствует. Таким обра-
зом, MPR θt является линейным преобразованием
МСП Zt.

Вид функций Fm(t, St, Zt) (m = 1,M) цен
деривативов определяется, исходя из отсутствия
в исследуемой финансовой системе арбитража и на-
личия мартингальных вероятностных мер, как
дисконтированное условное среднее платежного
требования H на момент погашения T , вычислен-
ное относительно преобладающей меры Q:

Fm (t, St, Zt) = e
−
∫ T

t
rs dsEQ {Hm(ST )|Ft} .

Заметим, что šm
t , EQ {Hm(ST )|Ft} — мартингал

относительно Q — представим в виде

šm = e
∫

T
t

rsds
L∑

ℓ=1

Zℓ
tF

mℓ(t, St),

где Fmℓ(t, St) , Fm(t, St, eℓ).
Предположим, что Fmℓ обладает достаточной

степенью гладкости по своим переменным, то-
гда šm

t допускает следующий стохастический диф-
ференциал (ниже в выкладках зависимость функ-
ций от своих аргументов для краткости опущена):

dšm = e
∫

T
t

r ds

(
−r

L∑

ℓ=1

ZℓFmℓ dt+

+
L∑

ℓ=1

dZℓFmℓ +
L∑

ℓ=1

Zℓ dFmℓ

)
.
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Рассмотрим отдельно второе и третье слагаемое
в скобках последнего выражения:

L∑

ℓ=1

dZℓFmℓ =

L∑

ℓ=1

e⊤ℓ
(
˜⊤Z dt+ dM

)
Fmℓ =

=

L∑

i,j,ℓ=1

ei
ℓ˜

jiZjFmℓ dt+

L∑

ℓ=1

Fmℓ dM ℓ =

=

L∑

ℓ=1

Zℓ
L∑

j=1

˜ℓjFmj dt+

L∑

ℓ=1

Fmℓ dM ℓ;

L∑

ℓ=1

Zℓ dFmℓ =

L∑

ℓ=1

Zℓ

(
Fmℓ

t dt+

N∑

n=1

Fmℓ
sn dSn +

+
1

2

N∑

i,j=1

Fmℓ
si,sj d〈Si, Sj〉

)
=

L∑

ℓ=1

Zℓ

(
Fmℓ

t dt+

+

N∑

n=1

Fmℓ
sn

(
Snaℓ

n dt+ S
n

K∑

k=1

σℓ
nk dw

k

)
+

+
1

2

N∑

i,j=1

Fmℓ
si,sj d〈Si, Sj〉

)
,

где

Fmℓ
t ,

∂Fmℓ(t, s)

∂t

∣∣∣
(t,St)

;

Fmℓ
sn ,

∂Fmℓ(t, s)

∂sn

∣∣∣
(t,St)

;

Fmℓ
si,sj ,

∂2Fmℓ(t, s)

∂si∂sj

∣∣∣
(t,St)

.

Используем в третьем слагаемом формулы (4), (6)
и обозначение ∇sF

mℓ , col
(
Fmℓ

s1 , . . . , F
mℓ
sN

)
:

L∑

ℓ=1

Zℓ
N∑

n=1

K∑

k=1

Fmℓ
sn Snσℓ

nk dw
k =

=

L∑

ℓ=1

Zℓ
(
∇sF

mℓ
)⊤
diag (S)σℓ dw =

=

L∑

ℓ=1

Zℓ
(
∇sF

mℓ
)⊤
diag (S)σℓ(dwQ − θ dt) =

=

L∑

ℓ=1

Zℓ
(
∇sF

mℓ
)⊤
diag (S)(r1− aℓ) dt+

+

L∑

ℓ=1

Zℓ
(
∇sF

mℓ
)⊤
diag (S)σℓ dwQ.

Если

Bℓ(t) , σℓ(t)
(
σℓ(t)

)⊤
= ‖Bℓ

ij(t)‖i,j=1,K ,

то šm допускает дифференциал:

dšm = e
∫ T

t
r ds

(
L∑

ℓ=1

Fmℓ dM ℓ +

+

L∑

ℓ=1

Zℓ
(
∇sF

mℓ
)⊤
diag (S)σℓ dwQ

)
+

+ e
∫ T

t
r ds

L∑

ℓ=1

Zℓ

[
− rFmℓ +

L∑

j=1

˜ℓjFmj + Fmℓ
t +

+
(
∇sF

mℓ
)⊤
diag (S)(r1 − aℓ) +

+
1

2

N∑

i,j=1

Fmℓ
si,sjSiSjBℓ

ij

]
dt.

Первое слагаемое в нем представляет собой диф-
ференциал мартингала относительно меры Q, вто-
рое — дифференциал процесса с ограниченной ва-
риацией. Мартингальное свойство процессов {šm}
относительноQ, а также поэлементное выполнение
неравенств πZ(t) > 0 на отрезке [0, T ] позволяют
определить функции цены {Fmℓ(t, s)} как решение
системы уравнений Колмогорова [12]:

Fmℓ
t = rFmℓ −

L∑

j=1

˜ℓjFmj −

−
N∑

n=1

Fmℓ
sn sn(r − aℓ

n)−
1

2

N∑

i,j=1

sisjFmℓ
si,sjBℓ

ij ,

ℓ = 1,M, m = 1,M, t ∈ [0, T ];
Fmℓ(T, s) = Hm(s).






(7)

Таким образом, деривативы F допускают стохасти-
ческий дифференциал

dFm =

L∑

ℓ=1

Zℓ

[
rFmℓ +

N∑

n=1

Fmℓ
sn Sn(aℓ

n − r)

]
dt+

+

L∑

ℓ=1

Fmℓ dM ℓ +

L∑

ℓ=1

Zℓ
N∑

n=1

K∑

k=1

Fmℓ
sn Snσℓ

nk dw
k,

m = 1,M, ℓ = 1, L, Fmℓ = Fmℓ(t, St). (8)

Итак, определение MPR θt в описанной финансо-
вой системе сводится к решению задачи оптималь-
ной фильтрации состояний МСПZ (2) по совокуп-
ности наблюдений S (1) и F (8).

4 Заключение

Формулы (2), (1) и (8) задают СДС наблюдения
с МСП в качестве состояния и мультипликативны-
ми шумами в наблюдениях. Несмотря на то что
теоретическое решение похожей задачи фильтра-
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ции представлено в [13], а комплекс алгоритмов
численного решения — в [14, 15], при решении по-
ставленной в данной статье задачи возникает ряд
теоретических и реализационных проблем. Прежде
всего, обратимся к теоретическим вопросам.

Первое: поток σ-алгебр {Ot}t∈[0,T ], порожден-
ный наблюдениями (1) и (8), не является непре-
рывным справа. Для корректного использования
аппарата стохастического анализа можно «сгладить
cправа» исходные σ-алгебры наблюдений, т. е. рас-
сматривать Ot+ вместо Ot, и трансформировать
задачу фильтрации в задачу прогнозирования на
малый фиксированный шаг δ > 0, т. е. в задачу
поиска EP

{
Zt|O(t−δ)+

}
.

Второе: система наблюдения (2), (1) и (8)
формально не принадлежит классу систем наблю-
дения, для которых задача фильтрации состояния
МСП решена. Уравнение (8) цен деривативов не-
линейно: коэффициенты сноса и диффузии за-
висят от случайного процесса St. Тем не менее
результат [13] может быть распространен и на дан-
ную систему: процесс St имеет P-п. н. траектории
и доступен наблюдению, поэтому вместо детер-
минированных коэффициентов можно использо-
вать их наблюдаемые случайные аналоги. Уместна
аналогия с условно-гауссовскими процессами [16],
оптимальная фильтрация состояний которых мо-
жет быть выполнена с помощью фильтра Калмана–
Бьюси со случайными, но наблюдаемыми парамет-
рами.

Третье: из уравнений (1) и (8) следует, что шумы
в этих наблюдениях вырожденные, и путем ли-
нейных преобразований из них можно выделить
наблюдаемые компоненты, не содержащие шумов.
В [13] предложен прием, преобразующий подобные
наблюдения в совокупность считающих процессов
и косвенных наблюдений МСП, полученных в из-
вестные детерминированные моменты времени.

Следующие вопросы относятся к области чис-
ленной реализации решения поставленной задачи
фильтрации. Продолжим «сквозную» нумерацию
проблем.

Четвертое: численные алгоритмы фильтра-
ции [15] разработаны для систем наблюдения, в ко-
торых параметры динамики и наблюдений не за-
висят от времени. В рассмотренной финансовой
задаче это принципиально не так: с приближением
к моменту погашения деривативов их цена изменя-
ется даже при условии постоянства цены базовых
активов. Предложенные в [15] численные алго-
ритмы применимы и в этом случае, однако из-за
нестационарности системы наблюдения они будут
порождать дополнительные ошибки, наличие ко-
торых следует принимать во внимание.

Пятое: определение функции F цены дери-
вативов как решение системы (7) представляется
самостоятельной нетривиальной задачей. Анали-
тическое решение ее отсутствует, а применяемые
численные методы должны обеспечивать доста-
точную точность аппроксимации не только самих
функций Fmℓ, но и их частных производных Fmℓ

sn ,
так как они входят в матрицу наблюдений (8).

Шестое: наблюдения F (8) — это сумма не-
прерывных и скачкообразных процессов, которую
теоретически легко разделить. Однако непрерыв-
ные наблюдения являются идеализацией. В дей-
ствительности доступны наблюдения, дискретизо-
ванные по времени, либо результаты высокочастот-
ных измерений в случайные моменты времени [17].
В таких наблюдениях выделить скачки не представ-
ляется возможным, нужны новые варианты алго-
ритмов численной фильтрации состояний МСП.

Перечисленные проблемы не представляются
непреодолимыми, основа их решения заложена
в работе [13]. Последующие части цикла будут по-
священы вопросам численной реализации решения
задачи мониторинга MPR, начиная с моделирова-
ния цен соответствующих активов, эволюциониру-
ющих в соответствии со скачкообразным измене-
нием MPR, и заканчивая алгоритмами фильтрации
скрытой MPR по имеющимся разнородным наблю-
дениям цен базовых бумаг и деривативов.
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СРЕДНЕКВАДРАТИЧНЫЙ РИСК FDR-ПРОЦЕДУРЫ

В УСЛОВИЯХ СЛАБОЙ ЗАВИСИМОСТИ

М. О. Воронцов1, О. В. Шестаков2

Аннотация: Во многих прикладных областях возникает задача обработки больших массивов данных. При
этом часто перед обработкой массив данных подвергается некоторому преобразованию, приводящему
к «разреженному», или «экономному», представлению, при котором абсолютное значение большинства
элементов массива равно нулю (или достаточно мало). Кроме того, в результате помех при получении
и передаче данных в них попадает шум, который при дальнейшей обработке желательно некоторым
образом удалить. Возникающая при этом задача математически эквивалентна некоторым задачам
множественной проверки гипотез. Ранее для решения указанной задачи в условиях нормальности,
независимости и разреженности данных была предложена процедура, основанная на методе контроля
средней доли ложных отклонений (False Discovery Rate, FDR) гипотез. В настоящей работе исследуется
асимптотика риска указанной процедуры в случае наличия слабой зависимости в данных.

Ключевые слова: пороговая обработка; множественная проверка гипотез; среднеквадратичный риск
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1 Введение

В современных приложениях статистики зачас-
тую требуется обрабатывать большие массивы за-
шумленных данных – источниками шума могут
выступать помехи и несовершенство оборудова-
ния. Примерами служат исследования в области
генетики с возникающими в них задачами множе-
ственной проверки гипотез [1], задачи обработки
изображений с высоким разрешением [2] и другие
прикладные проблемы. В связи с этим рассмотрим
задачу нахождения оценки неизвестного вектора µ
как функции x в модели данных

xi = µi + zi, i = 1, . . . , n,

где µi ∈ R, zi ∼ N(0, σ2) для всех i.
Приведенная задача может рассматриваться как

частный случай задачи множественной проверки
гипотез, а именно: пусть построено n статистик xi

для проверки нулевых гипотез H0,i против альтер-
нативH1,i , причем при верной гипотезе H0,i (соот-
ветственноH1,i) распределение xi известно и равно
N(0, σ2) (соответственно N(µi, σ

2), µi 6= 0 и неиз-
вестно). Принятие гипотезы H0,i в такой постанов-
ке равносильно заключению µi = 0.

В работе [3] для решения рассматриваемой за-
дачи в условиях независимости компонент векто-
ра x и разреженности вектора µ была предложена

процедура построения оценки �µF вектора µ, осно-
ванная на методе контроля средней доли ложных
отклонений (FDR) гипотез при помощи алгоритма
Бенжамини–Хочберга, и было проведено исследо-
вание асимптотики риска построенной оценки.

В то же время в определенных приложениях,
например при анализе полученных в результате ис-
пользования ДНК-микрочипов данных [4], иссле-
довании геофизических процессов и анализе помех
в телекоммуникационных каналах, условие неза-
висимости компонент вектора x может не выпол-
няться. В данной работе исследуется асимптотика
риска предложенной в [3] оценки �µF в случае, когда
компоненты вектора x слабо зависимы, а µ принад-
лежит классу разреженности

l0[η] = {µ ∈ R
n : ||µ||0 ≤ ηn} , η ∈ (0; 1).

2 Обработка вектора данных
с помощью FDR-процедуры

Предложенная в [3] процедура заключается
в жесткой пороговой обработке компонент векто-
ра xпорогом �tF = �tF (x), и ее результат — оценка �µF

вектора µ с компонентами

1Факультет вычислительной математики и кибернетики, Московский государственный университет имени М. В. Ломоносова;
Московский центр фундаментальной и прикладной математики, m.vtsov@mail.ru

2Факультет вычислительной математики и кибернетики, Московский государственный университет имени М. В. Ломоносова;
Федеральный исследовательский центр «Информатика и управление» Российской академии наук; Московский центр фундамен-
тальной и прикладной математики, oshestakov@cs.msu.ru
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(�µF )i = p(xi, �tF ) ≡
{
xi, |xi| > �tF ;
0, |xi| ≤ �tF ,

где

�tF = σz

(
q�kF

2n

)
.

Здесь z(α)— квантиль уровня (1− α) стандартного
нормального распределения; q ∈ (0; 1) — управля-
ющий параметр FDR-метода;

�kF = max
{
k : |x|(k) ≥ tk

}
,

где |x|(k) — k-й элемент вектора, получаемого в ре-
зультате упорядочения вектора |x| по невозраста-
нию:

|x|(1) ≥ |x|(2) ≥ · · · ≥ |x|(n),

tk = σz

(
qk

2n

)
.

Далее полагается, что q ≡ qn зависит от n.
В [3] для среднеквадратичного риска

ρ(�µF , µ) = E||�µF − µ||2 = E
n∑

i=1

(
p(xi, �tF )− µi

)2

оценки �µF получен следующий результат.

Теорема 1. Пусть xi, i = 1, . . . , n, независимы,

lim inf qn lnn > 0, lim sup qn < 1, а также ηn ле-

жит в интервале [n−1 ln5 n;n−δ], δ > 0. Тогда при

n→ ∞

sup
µ∈l0[ηn]

ρ(�µF , µ) ≤

≤ Rn(l0[ηn])
(
1 + 2qn(1− qn)

−1 + o(1)
)
,

где

Rn(l0[ηn]) = inf
�µ=�µ(x)

sup
µ∈l0[ηn]

ρ(�µ, µ).

В работе также приведена асимптотика

Rn(l0[ηn]) ∼ cnηn ln η
−1
n ,

где c = c(σ).
При пороговой обработке иногда также исполь-

зуется так называемый универсальный порог TU =
= σ

√
2 lnn, предложенный в работе [5]. Исследова-

ния в [6, 7] показали, что порог TU в определенном
смысле максимальный и рассматривать пороги вы-
ше него не имеет смысла. Более того, нетрудно
показать, что tk < TU для всех k и всех достаточно
больших n. В связи с этим всюду далее полагаем,
что порог �tF выбирается на отрезке [0;TU ].

3 Асимптотика
среднеквадратичного риска
FDR-процедуры в условиях
слабой зависимости

Перейдем к исследованию асимптотики риска
оценки �µF в случае, когда компоненты вектора x
слабо зависимы, а именно: имеют достаточно быст-
ро убывающий коэффициент сильного перемеши-
вания [8]

α(k) = sup
1≤m≤n

α (σ(xi, i ≤ m), σ(xi, i ≥ m+ k)) ,

k = 1, . . . , n− 1,

где

α(B, C) = sup
B∈B,C∈C

|P(BC)− P(B)P(C)| .

Отметим, что для любой измеримой функции f(·)
коэффициент сильного перемешивания набора
f(x1), . . . , f(xn)не больше коэффициента сильного
перемешивания набора x1, . . . , xn.

Покажем справедливость следующего вспомо-
гательного утверждения.

Утверждение 1. Пусть для набора действитель-

ных случайных величин X1, . . . , Xn с коэффициентом

сильного перемешивания α(·) выполняется EXi = 0,
|Xi| ≤ b, i = 1, . . . , n. Тогда для любого целого числа

m ∈ [1;n/2] и любого ε > 0 справедливо

P

(∣∣∣∣∣

n∑

i=1

Xi

∣∣∣∣∣ > ε

)
≤ 2 exp

{
− ε2

32v0
B

(
nbε

8mv0

)}
+

+ 2 exp

{
− ε2

32v1
B

(
nbε

8mv1

)}
+

+ 22

(
1 +
4bn

ε

)1/2
mα

([
n

2m

])
, (1)

где

v0 =

m∑

j=1

E (([2(j − 1)p] + 1− 2(j − 1)p) ×

×X[2(j−1)p]+1 +X[2(j−1)p]+2 + · · ·+X[(2j−1)p] +
+ ((2j − 1)p− [(2j − 1)p])X[(2j−1)p]+1

)2
;

v1 =

m∑

j=1

E (([(2j − 1)p] + 1− (2j − 1)p)×

×X[(2j−1)p]+1 +X[(2j−1)p]+2 + · · ·+X[2jp] +

+ (2jp− [2jp])X[2jp]+1

)2
;
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p =
n

2m
; B(λ) = 2λ−2((1+λ) ln(1+λ)−λ), λ > 0 .

Д о к а з а т е л ь с т в о . При доказательстве теоре-
мы 1.3 из [8] показано, что

P





∣∣∣∣∣∣

m∑

j=1

Vj

∣∣∣∣∣∣
>
ε

2



 ≤ P





∣∣∣∣∣∣

m∑

j=1

Wj

∣∣∣∣∣∣
>
ε

4



+

+ 11

(
1 +
4bn

ε

)1/2
mα

([
n

2m

])
,

где

Vj = ([2(j − 1)p] + 1− 2(j − 1)p)×
×X[2(j−1)p]+1 +X[2(j−1)p]+2 + · · ·+X[(2j−1)p] +

+ ((2j − 1)p− [(2j − 1)p])X[(2j−1)p]+1,
Wj

d
=Vj , j = 1, . . . ,m ,

а случайные величины W1, . . . ,Wm независимы.
Применяя для случайных величин W1, . . . ,Wm не-
равенство Беннета [9], получим

P





∣∣∣∣∣∣

m∑

j=1

Wj

∣∣∣∣∣∣
>
ε

4



 ≤ 2 exp
{
− ε2

32v0
B

(
pbε

4v0

)}
.

Проводя аналогичные рассуждения для случайных
величин

V ′
j = ([(2j − 1)p] + 1− (2j − 1)p)×
×X[(2j−1)p]+1 +X[(2j−1)p]+2 + · · ·+X[2jp] +

+ (2jp− [2jp])X[2jp]+1, j = 1, . . . ,m,

и объединяя результаты, с учетом

P

(∣∣∣∣∣

n∑

i=1

Xi

∣∣∣∣∣ > ε

)
≤

≤ P
(∣∣∣∣∣

m∑

i=1

Vi

∣∣∣∣∣ >
ε

2

)
+ P

(∣∣∣∣∣

m∑

i=1

V ′
i

∣∣∣∣∣ >
ε

2

)

получаем требуемое. �

Замечание. Из непрерывности правой части нера-
венства (1) по ε следует, что в левой части можно
заменить знак > на ≥.

Введем следующие обозначения:

kn = [ηnn]; γn = (ln lnn)
−1; κn = (1−qn−γn)

−1kn;

pi = P(|xi| ≥ tk), Xi = 11(|xi| ≥ tk)− pi,

i = 1, . . . , n;

N(tk) = #{i : |xi| ≥ tk}; M = EN(tk) =
n∑

i=1

pi.

Заметим, что EXi = 0, |Xi| < 1, DXi = pi(1 − pi)
для всех i, k.

Лемма 1. Пусть ηn ≤ b < 1, m ∈ [1;n/2] ∩ N,

а α(·) — коэффициент сильного перемешивания ком-

понент вектора x. Для некоторого N ∈ N при n ≥ N
справедливо

sup
µ∈l0[ηn]

P
(
�kF ≥κn

)
≤ 4n exp

{
− (1− b)m

64n
κnqnγ

2
n

}
+

+ 22

(
1 +

4n

(1− b)κnqnγn

)1/2
nmα

([
n

2m

])
.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Фиксируем µ ∈ l0[ηn]. Имеем

P(�kF ≥ κn) ≤
∑

k≥κn

P(N(tk) ≥ k). (2)

Фиксируем k ≥ κn; задача – ограничить вероят-
ность P(N(tk) ≥ k) сверху. Ниже показано, что
M < k для всех k ≥ κn и всех достаточно боль-
ших n. По утверждению 1 имеем:

P(N(tk) ≥ k) = P

(
n∑

i=1

Xi ≥ k −M

)
≤

≤ P
(∣∣∣∣∣

n∑

i=1

Xi

∣∣∣∣∣ ≥ k −M

)
≤

≤ 2 exp
{
− (k −M)2

32v0
B

(
n(k −M)

8mv0

)}
+

+ 2 exp

{
− (k −M)2

32v1
B

(
n(k −M)

8mv1

)}
+

+ 22

(
1 +

4n

(k −M)

)1/2
mα

([
n

2m

])
. (3)

Для произвольного набора центрированных слу-
чайных величин ξ1, . . . , ξl с конечными дисперсия-
ми справедливо

E(ξ1 + · · ·+ ξl)2 ≤ l

l∑

i=1

Dξi,

откуда

v0, 1 ≤
([

n

2m

]
+ 1

) n∑

i=1

pi(1− pi) ≤
nM

m
.

Рассмотрим первое слагаемое в (3). Пусть сна-
чала n(k −M)/(8mv0) ≤ 1. Так как функция B(λ)
убывает по λ и v0 ≤ nM/m, то
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(k −M)2

32v0
B

(
n(k −M)

8mv0

)
≥ (k −M)2m

32nM
B(1) =

=
mM

32n

(
k

M
− 1
)2

B(1).

Если же n(k−M)/(8mv0) > 1, то, поскольку λB(λ)
возрастает по λ при λ ≥ 1,

(k −M)2

32v0
B

(
n(k −M)

8mv0

)
≥ (k −M)m

4n
B(1) =

=
mM

4n

(
k

M
− 1
)
B(1).

Объединяя данные результаты, с учетомB(1) > 1/2
получим

2 exp

{
− (k −M)2

32v0
B

(
n(k −M)

8mv0

)}
≤

≤ 2 exp
{
−mM
64n

min

{(
k

M
− 1
)2

,

(
k

M
− 1
)}}

и аналогично для слагаемого с v1.
Перейдем к поиску границ возможных значе-

нийM . Вспомним, что в векторе µ ∈ l0[ηn] не более
kn = [ηnn] ≤ bn ненулевых, а следовательно, и не
менее n−kn нулевых компонент, откуда при k ≥ κn

для M получим оценку снизу:

M =
n∑

i=1

pi ≥ kn·0+(n−kn)
kqn
n

≥ (n− kn)

n
kqn ≥

≥ (1− b)κnqn.

С другой стороны,

M ≤ kn · 1 + (n− kn)
kqn
n
= kn +

(
1− kn

n

)
kqn.

Рассмотрим функцию

g(x) =
x

kn + (1− kn/n)xqn
.

Тогда k/M ≥ g(k) для любого k. Заметим, что
функция g(x) возрастает по x, поэтому при k ≥ κn

имеем

g(k) ≥ g(κn) =
κn

kn + (1− kn/n)κnqn
=

=

(
1− γn − knqn

n

)−1

> 1 + γn,

откуда (
k

M
− 1
)
> γn.

Также здесь показано, что k > M .

Наконец, заметим, что неравенство

(
k

M
− 1
)2

>
k

M
− 1

выполняется лишь в случае

k

M
− 1 > 1 .

Но тогда тем более

k

M
− 1 > γ2n,

откуда

min

{(
k

M
− 1
)2

,

(
k

M
− 1
)}

> γ2n.

Объединяя выписанные неравенства, получим

P(N(tk) ≥ k) ≤ 4 exp
{
− (1− b)m

64n
κnqnγ

2
n

}
+

+ 22

(
1 +

4n

(1− b)κnqnγn

)1/2
mα

([
n

2m

])
,

что вместе с (2) дает утверждение леммы. �

Обозначим T1 = σ
√
2 ln η−1n .

Лемма 2. Пусть ηn ≥ n−δ1 , δ1 < 1; lim ηn = 0;
qn ≤ 1/2; lim inf qn lnn ≥ 2c3 > 0; а также суще-

ствуют такие константы c1, c2 > 0, что α(k) ≤
≤ c1k

−1−(9/2)δ1/(1−δ1)−c2 для любого k ∈ N. Тогда при

n→ ∞
sup

µ∈l0[ηn]

P
(
�tF ≤ T1

)
= o

(
η2n
)
.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Используя требование qn ≤
≤ 1/2 и свойства квантилей нормального распреде-
ления [3], можно показать, что при всех достаточно
больших n справедливо

tκn ≡ σz

(
qnκn

2n

)
> T1,

откуда

P
(
�tF ≤ T1

)
≤ P

(
�tF ≤ tκn

)
= P

(
�kF ≥ κn

)
.

Заметив, что γn > ln
−1 n, κn > ηnn/2, qn > c3 ln

−1 n
для всех достаточно большихn, и применив лемму 1
с m = nδ1 ln5 n, получим требуемое. �

Следующее утверждение доказано в [3] для σ =
= 1 и T1 ≥ 31/4, приведенное ниже обобщение
элементарно.
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Лемма 3. Пусть �t — произвольный случайный порог,

ηn ≤ b < 1, xi ∼ N(µi, σ
2), (�µ)i = p(xi, �t), i =

= 1, . . . , n. Тогда с некоторой константой c ≡ c(σ, b)

E ||�µ− µ||2 11(�t ≤ T1) ≤ cT 21n
(
P(�t ≤ T1)

)1/2
.

Перейдем, наконец, к основному утверждению
работы.

Теорема 2. Пусть выполнены требования леммы 2.
При n→ ∞

sup
µ∈l0[ηn]

ρ(�µF , µ) ≤ nηnT
2
U (1 + o(1)).

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть µ ∈ l0[ηn]. Имеем

ρ(�µF , µ) = E ||�µF − µ||2 11(�tF ≤ T1) +

+ E ||�µF − µ||2 11(�tF > T1). (4)

Используя леммы 2 и 3, для первого слагаемого в (4)
получим

E ||�µF − µ||2 11(�tF ≤ T1) ≤ n o(ηn) ln η
−1
n . (5)

Заметим, что

(p(xi, t)− µi)
2
=

{
(xi − µi)

2, |xi| > t;

µ2i , |xi| ≤ t.

Отсюда для второго слагаемого в (4)

E ||�µF − µ||2 11(�tF > T1) =

= E
n∑

i=1

(
p(xi, �tF )− µi

)2
11(T1 < �tF ≤ TU ) =

= E
n∑

i=1

(
(xi − µi)

2
11(|xi| > �tF ) +

+ µ2i 11(|xi| ≤ �tF )
)
11(T1 < �tF ≤ TU ) ≤

≤ E
n∑

i=1

(
(xi − µi)

2
11(|xi| > T1) + µ

2
i 11(|xi| ≤ TU )

)
≡

≡ E1 + E2,

где

E1 =

= E
∑

i:|µi|>0

(
(xi − µi)

2
11(|xi| > T1) + µ

2
i 11(|xi| ≤ TU )

)
;

E2 = E
∑

i:|µi|=0

x2i 11(|xi| > T1).

Пусть ξ ∼ N(0, 1), x > 0, тогда

Eξ211(|ξ| > x) ≤ 2
(
x+
1

x

)
ϕ(x),

где использовано неравенство 1 − �(x) ≤ ϕ(x)/x,
x > 0 (�(x) и ϕ(x) — соответственно функция рас-
пределения и плотность N(0, 1)). Отсюда

E2 ≤
√
2

π
n
T1
σ
e−T 21 /(2σ2)(1 + o(1)) =

= O

(
nηn

√
ln η−1n

)
. (6)

Пусть далее ξ ∼ N(µ, σ), тогда если |µ| ≤ TU , то
µ2P(|ξ| ≤ TU ) ≤ T 2U . Если же µ > TU (для µ < −TU

аналогично), используя 2(1 − �(x)) ≤ e−x2/2 для
x ≥ 0, получим

µ2P(|ξ| ≤ TU ) < µ2
(
1− �

(
µ− TU

σ

))
≤

≤ µ2

2
e−(µ−TU )

2/(2σ2) ≤ T 2U
2
+O(TU ),

где последнее неравенство можно получить, иссле-
дуя выражение в левой части на экстремум по µ. Из
приведенных соотношений следует, что

E1 ≤ nηnσ
2 +

∑

i:|µi|>0

µ2iP(|xi| ≤ TU ) ≤

≤ nηnT
2
U (1 + o(1)). (7)

Объединяя (5)–(7), получаем утверждение теоре-
мы. �

От степени разреженности вектора µ (скорости
убывания ηn) зависит асимптотический порядок
верхней границы риска, полученной в теореме 2.
Например, при ηn = n

−δ, δ ∈ (0, 1), получим

sup
µ∈l0[ηn]

ρ(�µF , µ) ≤ 2σ2 n1−δ lnn (1 + o(1));

если же ηn = (lnn)
−r, r > 0, то

sup
µ∈l0[ηn]

ρ(�µF , µ) ≤ 2σ2 n(lnn)1−r (1 + o(1)).
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representation in which the absolute value of most elements of the array is equal to zero (or sufficiently small).
In addition, as a result of interference when receiving and transmitting data, they become corrupted with noise
and it is desirable to remove this noise during further processing. The resulting task is mathematically equivalent
to some multiple hypothesis testing problems. Previously, to solve this problem under conditions of normality,
independence, and sparsity of data, a procedure based on the method of controlling the average proportion of
erroneously rejected hypotheses was proposed (False Discovery Rate, FDR). In this paper, the authors study the
asymptotics of the mean-square risk of this procedure in the case of a weak dependence in the data.
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ИССЛЕДОВАНИЕ РОБАСТНОСТИ ЧИСЛЕННЫХ

АППРОКСИМАЦИЙ ФИЛЬТРА ВОНЭМА∗

А. В. Босов1

Аннотация: Исследуются свойства решения задачи оптимальной фильтрации состояния непрерывной
цепи Маркова по линейным наблюдениям, зашумленным винеровским процессом, в предположении
неполной информации о его интенсивности. Неопределенность системы наблюдения задается верхней
границей интенсивности шума. Численная реализация оптимального решения в постановке с полной
информацией, обеспечиваемого фильтром Вонэма, не гарантирует устойчивости. Показано, что фильтр
Вонэма в постановке с неопределенностью является робастным по отношению к интенсивности шума,
если параметры модели не приводят к его расходимости. В общем случае неустойчивость числен-
ной схемы Эйлера–Маруямы фильтра Вонэма сохраняется. Простые эвристические приемы, обес-
печивающие устойчивые аппроксимации фильтра Вонэма, показывают работоспособность для более
широкого набора параметров. Однако в постановке с неопределенностью удается привести примеры,
когда такие эвристические фильтры показывают неприемлемо низкое качество. Лучшее решение дают
дискретизованные фильтры — аппроксимации фильтра Вонэма, реализованные для дискретной модели,
аппроксимирующей исходную непрерывную систему наблюдения. На серии численных экспериментов
показано, что данные фильтры обладают робастностью для всех наборов параметров. Если в расчетах
среди смоделированных траекторий фильтра Вонэма нет расходящихся, то дискретизованные фильтры
немного проигрывают. Если расходящиеся траектории есть, то выигрыш дискретизованных фильтров
носит абсолютный характер.

Ключевые слова: марковский скачкообразный процесс; стохастическая фильтрация; робастное оценива-
ние; фильтр Вонэма; численная схема Эйлера–Маруямы; дискретизованные фильтры

DOI: 10.14357/19922264230206 EDN: BGILKR

1 Введение
Задача стохастической фильтрации — оценива-

ния состояния динамической системы по косвен-
ным наблюдениям — одна из самых востребован-
ных задач стохастического анализа. Наиболее яркие
решения, такие как фильтр Калмана–Бьюси [1],
фильтр Вонэма [2], условно-гауссовский фильтр [3],
были и остаются источниками актуальных постано-
вок для фундаментальных и прикладных исследо-
ваний. Одно из наиболее известных направлений
развития классических методов оценивания дают
постановки с неопределенностью, т. е. неполной
априорной информацией о параметрах системы на-
блюдения. В этих постановках, как правило, ис-
следуются методы, обеспечивающие устойчивость
оценок по отношению к неопределенности, т. е.
обладающие свойством робастности. Среди ро-
бастных оценок значительное место занимают те,
которые обладают минимаксным свойством. Эти
оценки дают наилучший результат в предположе-
нии, что реализуется наихудший сценарий неопре-

деленности, что и позволяет считать их робаст-
ными.

В фокусе данной работы неопределенность, свя-
занная с отсутствием точной априорной информа-
ции об интенсивности шума в наблюдениях. Самые
известные и содержательные результаты для такого
типа неопределенности дает фильтр Калмана [4–
12]. Вне зависимости от того, как задана неопреде-
ленность и какова постановка (фильтрация, управ-
ление, оценивание по интегральному критерию),
решение минимаксной задачи обеспечивается ис-
ключительными свойствами фильтра Калмана —
линейностью оценки и уравнением Риккати для
ковариации ее ошибки.

Предполагалось исследовать аналогичные свой-
ства в постановке, отличающейся от фильтрации
Калмана–Бьюси моделью состояния тем, что вмес-
то линейного гауссовского процесса состояние за-
дается дискретной цепью Маркова, т. е. решается
задача фильтрации Вонэма [2]. Несмотря на боль-
шое сходство фильтров Калмана–Бьюси и Вонэма,

∗Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда (проект 22-28-00588) с использованием инфраструктуры
Центра коллективного пользования «Высокопроизводительные вычисления и большие данные» (ЦКП «Информатика») ФИЦ ИУ
РАН (г. Москва).

1Федеральный исследовательский центр «Информатика и управление» Российской академии наук, ABosov@frccsc.ru
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между ними есть принципиальная разница. По-
следний — существенно нелинейный, и записать
его точность не удается. По этой причине не-
посредственное решение минимаксной задачи не
представляется возможным. Но с практической
точки зрения это обстоятельство не играет особой
роли, поскольку в связи с применением фильтра
Вонэма становится гораздо актуальнее задача обес-
печения устойчивости его численной реализации.
Именно этот аспект ставится предметом исследова-
ния в статье и детализирован в следующем разделе
с постановкой задачи. Поскольку возможности тео-
ретического аппарата здесь ограничены, то акцент
сделан на практическое исследование.

2 Постановка задачи робастной
фильтрации

На каноническом вероятностном пространстве
(Ÿ,F ,P ,Ft), t ∈ [0, T ], рассмотрим стохастическую
систему наблюдения с вектором состояния yt и ли-
нейными наблюдениям zt следующего вида:

dyt = ˜
′
tyt dt+ d˜

y
t , y0 = Y ; (1)

dzt = atyt dt+ btzt dt+ σt dwt, z0 = Z . (2)

Уравнение (1) определяет марковский скачко-
образный процесс — цепь с конечным числом со-
стояний и значениями в множестве {e1, . . . , eny},
состоящем из единичных координатных векторов
в евклидовом пространстве Rny . Предполагается,
что начальное состояние Y имеет известное рас-
пределение π, ˜t — матрица интенсивностей пере-
ходов, ˜′

t — транспонированная матрица˜t, а˜y
t —

Ft-согласованный мартингал [13]. Уравнение (2)
представляет косвенные наблюдения zt ∈ Rnz за
состоянием цепи yt, порождаемую ими σ-алгебру
будем обозначатьFz

t и предполагать, чтоFz
t ⊆ Ft ⊆

⊆ F . Далее, wt ∈ Rnw — не зависящий от ˜y
t , Y

и Z стандартный векторный винеровский процесс;
Z ∈ R

nz — гауссовский случайный вектор с из-
вестными моментами E{Z} и E{ZZ ′}; матричные
функции at ∈ Rnz×ny , bt ∈ Rnz×nz и σt ∈ Rnz×nw

предполагаются ограниченными:|at|+|bt|+|σt| ≤ C
для всех 0 ≤ t ≤ T , что обеспечивает существова-
ние решения уравнения (2). Кроме того, ошиб-
ки наблюдений предполагаются невырожденными,
σtσ

′
t > 0. Через E{·} и E{·|·} обозначены операторы

безусловного и условного математического ожида-
ния соответственно.

Основное условие рассматриваемой задачи —
предположение об отсутствии точной информации
об интенсивности ошибок наблюдений, выража-
емое неравенством σtσ

′
t ≤ ›t, в котором известна

положительно определенная матрица›t, имеющая
смысл верхней границы ковариации шума. Задачей
ставится анализ свойств алгоритмов оценивания
состояния цепи yt (фильтров) по Fz

t . Точное реше-
ние задачи минимаксной фильтрации

�yminmaxt = argmin
�yt

max
σt:σtσ′

t≤›t

E

{
|�yt − yt|2

}

получить затруднительно, но для дальнейших целей
можно исходить из интуитивного предположения,
что

�yminmaxt ≈ �yW
t (›t),

где �yW
t (σtσ

′
t) = E{yt|Fz

t , σt}, т. е. задается выра-
жением оптимального фильтра в задаче без не-
определенности (при известной ковариации σtσ

′
t),

в котором эта неизвестная ковариация заменена
максимально возможной ›t. На самом деле, даже
если бы удалось доказать такое утверждение, это ни-
как не приблизило бы к практическому решению
задачи фильтрации, поскольку переход от записи
оптимального фильтра Вонэма к его типовой чис-
ленной реализации по схеме Эйлера–Маруямы [14]
приводит к неустойчивой процедуре [15], и, со-
ответственно, гораздо важнее предложить пусть
неоптимальные в минимаксном смысле, но ра-
ботоспособные устойчивые алгоритмы. Такими
алгоритмами служат дискретизованные фильтры,
предложенные в [16,17] и подробно исследованные
в [18]. В настоящей статье результаты дополне-
ны анализом свойств этих фильтров в постановке
с неопределенностью интенсивности шума в на-
блюдениях.

3 Некоторые сведения
об оптимальных фильтрах

Для понимания дальнейшего обратим внима-
ние на следующие известные для рассматриваемой
задачи факты. Во-первых, при условии σtσ

′
t = ›t,

т. е. при отсутствии неопределенности, известное
оптимальное решение �yW

t определяется фильтром
Вонэма [2, 13]:

d�yW
t = ˜

′
t�y

W
t dt+

(
diag

(
�yW
t

)
−

− �yW
t

(
�yW
t

)′)
a′t›

−1
t

(
dzt − btzt dt− at�y

W
t dt

)
. (3)

Во-вторых, это общее уравнение оптималь-
ной фильтрации в терминах обновляющих про-
цессов [3], записанное с учетом модели системы
наблюдения (1), (2):

d�yOptt = ˜′
t�y
Opt
t dt+ E

{(
yt − �yOptt

)
y′t|Fz

t , σt

}
×

× a′t›
−1
t

(
dzt − btzt dt− at�y

Opt
t dt

)
. (4)
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И, наконец, уравнение фильтра Калмана–Бью-
си [18, 19] для модели (1), (2), записанное в пред-
положении, что вместо цепи yt наблюдается гаус-
совский процесс, т. е. мартингал˜y

t предполагается
винеровским процессом:

d�yK
t =

= ˜′
t�y

K
t dt+ P

K
t a′t›

−1
t

(
dzt − btzt dt− at�y

K
t dt

)
, (5)

где матрица усиления PK
t не зависит от Fz

t и опре-
деляется обыкновенным дифференциальным урав-
нением Риккати.

Сравнивая (3) и (4) и учитывая несмещенность
оценок, нетрудно увидеть, что

E

{(
yt − �yW

t

) (
yt − �yW

t

)′ |Fz
t , σt

}
=

= diag
(
�yW
t

)
− �yW

t

(
�yW
t

)′

для традиционной постановки фильтрации Вонэма.
Аналогично, сравнивая (4) и (5), нетрудно увидеть,
что

E

{(
yt − �yK

t

) (
yt − �yK

t

)′ |Fz
t , σt

}
= PK

t

в традиционной постановке фильтрации Калмана.
Поскольку здесь PK

t не зависит от наблюдений, то
и общее качество калмановской фильтрации

E

{(
yt − �yK

t

) (
yt − �yK

t

)′}
= PK

t .

Это обстоятельство вместе с линейностью оцен-
ки �yK

t и становится тем движущим свойством, ко-
торое обеспечивает фильтру Калмана еще и мини-
максность в линейно-гауссовской модели с неопре-
деленностью σtσ

′
t ≤ ›t, а именно:

�yK
t (›t) = argmin

�yt

max
σt:σtσ′

t≤›t

E

{∣∣�yK
t (σt)− yt

∣∣2
}
. (6)

Вычислить безусловную ковариацию

E

{(
yt − �yW

t

) (
yt − �yW

t

)′}
в модели фильтрации

Вонэма, к сожалению, не удается. Кроме того,
сама оценка (3) существенно нелинейна, поэтому
получить аналогичное (6) свойство минимаксности
для фильтра Вонэма пока не удалось. В качестве
фундаментального результата это был бы большой
успех. В практических целях особого значения
это не имеет из-за неустойчивости численных схем
фильтра Вонэма, и минимаксная постановка ниче-
го здесь не изменит.

4 Дискретизованные фильтры
для модели Вонэма

Устойчивые аппроксимации фильтра Вон-
эма [16, 17] реализованы для модели, которая по-

лучается из (1), (2) дискретизацией на некотором
интервале t ∈ [0, T ] с заданным временн‚ым шагом δ:

0 = t0; t1 = t0 + δ; . . . ; ti = ti−1 + δ; . . .

. . . ; tT/δ−1 + δ = tT/δ = T .

Кроме того, предполагается, что at ≡ const,
bt ≡ const и σt ≡ const на интервалах дискрети-
зации [ti−1, ti]. Это предположение легко реали-
зуется заменой функций at, bt и σt на их кусоч-
но-постоянные аппроксимации. Чтобы привести
наблюдения (2) к каноническому виду [20], мож-
но рассмотреть процесс z0t , представляющий собой
неупреждающее преобразование исходного наблю-
даемого выхода zt (т. е. выполнено равенство �yt =

= E {yt|Fz
t } = E

{
yt|Fz

t
0
}
):

z0t =

t∫

0

(dzτ − bτzτ dτ) =

t∫

0

(aτyτ dτ + στ dwτ ) . (7)

Далее введем новые наблюдения, дискретизо-
ванные по времени с шагом δ:

–z0ti
=

ti∫

ti−1

(aτyτ dτ + στ dwτ ).

Это приращения z0t на интервалах дискретизации,
и они порождают σ-алгебру

F–z0

ti
= σ

{
–z0tj

, 1 ≤ j ≤ i
}
.

Если обозначить через

µi =

ti∫

ti−1

yτ dτ =
(
µ1i , . . . , µ

ny

i

)′

случайный вектор, компоненты которого равны
времени пребывания марковской цепи yt в каждом
из возможных состояний на интервале времени
(ti−1, ti], а через N (z;m,σ2) гауссовскую плотность
вероятности со среднимm и дисперсией σ2, вычис-

ленную в точке z, то оценка �yti = E

{
yt|F–z0

ti

}
на-

ходится с помощью следующей рекуррентной про-
цедуры [17]:

�yoptti
=
(
1�q′ti
�yoptti−1

)−1 (
�q′ti
�yoptti−1

)
;

�qk,j
ti
= E

{
N
(
–z0ti
; aµi, δσσ

′
)
yj

ti
|yti−1 = ek

}
,





(8)

где 1 = (1, . . . , 1)′ ∈ Rny — вектор из единиц;
начальное условие �yopt0 = π0; матрица �qti =

=
∥∥∥�qk,j

ti

∥∥∥
ny

k,j=1
. Величины �qk,j

ti
можно аппрокси-

мировать, используя для задающих их интегралов
одну из аппроксимаций [16]:
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– схему «левых» прямоугольников (порядок точ-
ности 1/2);

– схему «средних» прямоугольников (порядок
точности 1);

– схему, основанную на квадратурах Гаусса (по-
рядок точности 2).

Полностью соотношения приведены также
в [18], где показано, что в большинстве эксперимен-
тов разница между оценками дискретизованных
фильтров, связанная с выбором схемы интегриро-
вания, незначительна и может не учитываться в рас-
сматриваемом модельном примере, поэтому в рас-
четах все три оценки представлены первой, ÷yδ1/2

ti
.

Отдельного пояснения требует преобразова-
ние (7). Его смысл состоит в том, что в модели (2)
без ограничения общности можно считать bt = 0,
причем как для дискретизованных фильтров, так
и для фильтра Вонэма (3). Однако для численной
реализации это оказывается не так. Как показали
представленные далее расчеты, наблюдения, фор-
мируемые неустойчивым процессом zt, который
можно получить именно с помощью матрицы bt,
оказывают решающее влияние на устойчивость ап-
проксимации фильтра Вонэма.

5 Экспериментальное
исследование

5.1 Модель

Основу для численных экспериментов дала
модель механического привода, использованная
в [18]. Отличие состоит в том, что здесь привод
не управляется, поскольку решается только задача
фильтрации, поэтому модель системы наблюдения
имеет вид

dxt = vt dt, t ∈ (0, T ] ;
dvt = axt dt+ bvt dt+ cyy dt+

√
g dwt ,

}
(9)

гдеxt — положение привода на горизонтальной оси;
vt — скорость. Физический смысл модели состоит
в том, чтобы стабилизировать привод в положе-
ниях, задаваемых состояниями цепи, т. е. в точках
−ci/a для yt = ei. Если yt неизвестно, то его надо
оценивать, используя vt в качестве наблюдений.

Марковская цепь yt в разных расчетах будет
иметь три или четыре состояния. Для ny = 3 по-
стоянная матрица интенсивностей ˜t = ˜ отвечает
модели простого процесса рождения-гибели:

˜ =




−0,5 0,5 0
0,5 −1 0,5
0 0,5 −0,5



 или ˜ =




−5 5 0
5 −1 5
0 5 −5



 .

Для ny = 4 также

˜t = ˜ =





−0,5 0,5 0 0
0,5 −1 0,5 0
0 0,5 −1 0,5
0 0 0,5 −0,5



 .

Начальное распределение π во всех расчетах задает
y0 = Y = e1

Скаляры a, b и g — известные постоянные
и меняются в разных расчетах; строки c извест-
ны и равны соответственно (c1, c2, c3) = (−1, 0, 1)
и (c1, c2, c3, c4) = (−1,5;−0,5; 0,5; 1,5); wt — стан-
дартный винеровский процесс.

Наблюдения (9), как видно, сами представляют
собой систему. Эта линейная система устойчива,
если b < 0 и b2 + 4a < 0, поскольку b и b2 + 4a —

собственные числа матрицы системы bt =

(
0 1
a b

)
,

и неустойчива иначе.
Интегрирование во всех расчетах как для систе-

мы (9), так и для фильтров (3) и (8) выполнялось
методом Эйлера с шагом δ = 0,001. Дискретная
цепь, аппроксимирующая yt, моделировалась не-
зависимыми экспоненциальными величинами для
каждого из 100 интервалов интегрирования дли-
ны δ, т. е. использовалась выборка из распределения
E(0,00001). Для моделирования системы наблюде-
ния, т. е. переменных xt и vt, шаг интегрирования δ
также разбивался на 100 интервалов длины δ/100.

В [18] есть подробные пояснения и примеры
расходимости аппроксимаций фильтра Вонэма, по-
лученных в этих расчетах с помощью схемы Эйле-
ра–Маруямы. В описываемых здесь расчетах так-
же в качестве признака расходимости оценки �yW

t

использовалось условие
∣∣(�yW

t

)
k

∣∣ > 1 хотя бы для
одного k, и при выполнении этого условия оценка
фильтрации �yW

t возвращалась в предельное состо-
яние:

�yW
τ = π∞ =






(
1

3
,
1

3
,
1

3

)′

при ny = 3 ;
(
1

4
,
1

4
,
1

4
,
1

4

)′

при ny = 4

для момента времени τ , в который выполнилось
это условие. Так получается �ylimt . Второй вариант
предотвратить расходимость — это замена текущей
оценки на оценку предыдущего шага, т. е. �yW

τ =
= �yW

τ−δ. Так получается �ydelt . Именно эти оцен-
ки участвуют далее в расчетах и анализируются на
предмет робастности в отношении сформулирован-
ной задачи.

В каждом расчете моделировалось по 1000 тра-
екторий системы (9) и оценок фильтров. Для ха-
рактеризации качества оценок фильтрации �ylimt , �ydelt
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и ÷yδ1/2

ti
рассчитывались интегральные квадратичные

ошибки �D
(
�ylimt

)
, �D
(
�ydelt

)
и �D

(
÷yδ1/2

ti

)
для

�D (“yti) =
�E





δ

T

T/δ∑

i=1

(cyti − c“yti)
2




 ,

где �E обозначает усреднение по пучку 1000 траекто-
рий.

Далее, в каждом из расчетов выбирался «базо-
вый» сценарий без неопределенности с известной
интенсивностью шума

√
g = 0,1 Расчеты для ана-

лиза свойства робастности выполнялись в каждом
случае для этого значения g, но в предположении,
что известна лишь граница ›t, для которой выби-
рались два варианта: ›t = 3g и 10g. Наконец, для
оценки верхней границы точности в задаче с не-
определенностью расчет повторялся в предположе-
нии, что интенсивности известны, т. е. для g = 0,03
и 0,1.

5.2 Устойчивые наблюдения

Устойчивый вариант системы (9) описывается
значениями a = −1 и b = −0,5 Для этого случая
эксперименты выполнены для цепей размерности
ny = 3 и 4 и для всех трех матриц интенсивностей,
всего три эксперимента, в каждом по пять расчетов.
Для удобства параметры каждой модели повторены
в табл. 1–3, представляющих результаты.

Рассмотрим табл. 1. Первая строка, соответст-
вующая базовому сценарию, повторяет основные
выводы, сделанные в [18]. Среди смоделирован-
ных траекторий не слишком часто, но срабатыва-
ли условия |(�yW

t )k| > 1, т. е. фильтр Вонэма «не
справлялся». На них по-разному реагировали ап-
проксимации �ylimt и �ydelt (об этом свидетельствует их
разная точность). Дискретизованные фильтры дали
результат лучше. Но в тех двух расчетах, что должны
дать ответ на основной вопрос о наличии робаст-

Таблица 1 Фильтрация по устойчивым наблюдениям.
Низкая интенсивность переключений

g ›t
�D
(
�ylimt

)
�D
(
�ydelt

)
�D
(
÷yδ1/2

ti

)

0,01 0,0540 0,0495 0,0486
0,01 0,3 0,0612 0,0612 0,0729

0,1 0,0911 0,0911 0,1225

0,03 0,03 0,0987 0,0987 0,0986

0,1 0,1 0,1837 0,1837 0,1837

Параметры: a = −1; b = −0,5; (c1, c2, c3) = (−1, 0, 1);

˜ =




−0,5 0,5 0
0,5 −1 0,5
0 0,5 −0,5



.

Таблица 2 Фильтрация по устойчивым наблюдениям.
Высокая интенсивность переключений

g ›t
�D
(
�ylimt

)
�D
(
�ydelt

)
�D
(
÷yδ1/2

ti

)

0,01 0,1959 0,1956 0,1948
0,01 0,03 0,2164 0,2164 0,2286

0,1 0,3247 0,3247 0,3250

0,03 0,03 0,3055 0,3055 0,3064

0,1 0,1 0,4477 0,4477 0,4485

Параметры: a = −1; b = −0,5; (c1, c2, c3) = (−1, 0, 1);

˜ =




−5 5 0
5 −1 5
0 5 5



.

Таблица 3 Фильтрация по устойчивым наблюдениям.
Цепь размерности 4

g ›t
�D
(
�ylimt

)
�D
(
�ydelt

)
�D
(
÷yδ1/2

ti

)

0,01 0,3615 0,3562 0,0534
0,01 0,03 0,3583 0,3583 0,0811

0,1 0,3751 0,3751 0,1384

0,03 0,03 0,3957 0,3957 0,1086

0,1 0,1 0,4767 0,4767 0,2058

Параметры: a = −1; b = −0,5; (c1, c2, c3, c4) =

= (−1,5;−0,5; 0,5; 1,5); ˜ =





−0,5 0,5 0 0
0,5 −1 0,5 0
0 0,5 −1 0,5
0 0 0,5 −0,5



.

ных свойств (строки выделены полужирным), этого
уже нет. В остальных расчетах расходящихся тра-
екторий не было (точность �ylimt и �ydelt одинаковая).
Дискретизованные фильтры дали результат хуже.

Надо отметить, что в этом эксперименте пара-
метры оказались такими, что обеспечили идеаль-
ные условия для фильтра Вонэма. Ситуация, когда
расходящихся траекторий нет, как показано в [18],
возникает не слишком часто. Вместе с тем робаст-
ностью дискретизованные фильтры обладают, хотя
и дают худший результат, чем оценки �ylimt и �ydelt .

Обратимся к табл. 2. Этот расчет повторил те
же выводы, что и предыдущий: робастные свойства
есть у всех фильтров, но аппроксимации фильтра
Вонэма выигрывают, хотя и менее заметно.

Перейдем к табл. 3. Параметры этого экспе-
римента принципиально отличаются от предыду-
щих тем, что уже в базовом сценарии аппроксима-
ции фильтра Вонэма проигрывают очень сильно.
Модель с неопределенностью «добавляет» устойчи-
вости оценкам �ylimt и �ydelt (их качество совпадает,
расходящихся траекторий нет), но на превосход-
ство дискретизованных фильтров это не влияет.

5.3 Неустойчивые наблюдения

Еще один эксперимент был выполнен для фор-
мально неустойчивой системы (9) со значениями
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a = 0 и b = 0. В реальности такая система ведет себя
довольно инертно и обнаружить в моделируемом
пучке траектории системы, которые успевают ра-
зойтись за время T = 10, не удается. Расчеты с теми
же параметрами, что и в табл. 1, привели к тем же
в точности результатам, т. е. в табл. 1 можно считать
a = 0 и b = 0. Это отвечает замене (7) и эквива-
лентной записи (2) с bt = 0. Но следующий экс-
перимент показывает, что на практике так сделать
можно не всегда. Единственное отличие последнего
обсуждаемого эксперимента состоит в том, что для
неустойчивой системы (9) использованы значения
a = 1 и b = 0,5. Результаты приведены в табл. 4.

Тенденция ухудшения качества аппроксимаций
фильтра Вонэма, наметившаяся в эксперименте из
табл. 3, здесь продолжилась вплоть до того, что
оценки �ylimt и �ydelt перестали иметь смысл, пото-
му что установившееся значение E{|yt|2} = 2/3,
а значит, тривиальная оценка E{yt} = 0 становится
лучше этих оценок. При этом с дискретизованными

Таблица 4 Фильтрация по неустойчивым наблюде-
ниям

g ›t
�D
(
�ylimt

)
�D
(
�ydelt

)
�D
(
÷yδ1/2

ti

)

0,01 0,4860 0,6432 0,0486
0,01 0,03 0,5491 0,6407 0,0729

0,1 0,6107 0,6398 0,1225

0,03 0,03 0,5660 0,6569 0,0986

0,1 0,1 0,6496 0,6796 0,1837

Параметры: a = 1; b = 0,5; (c1, c2, c3) = (−1, 0, 1);

˜ =




−0,5 0,5 0
0,5 −1 0,5
0 0,5 −0,5



.

фильтрами не произошло ничего — качество оста-
лось ровно таким же, как и в устойчивом случае. Это
в равной степени касается и их робастных свойств
в отношении неопределенности границы ›t.

Интересно понять, что именно происходит с ап-
проксимациями фильтра Вонэма. Представление
об этом дают рис. 1 и 2, на которых приведены

Рис. 1 Характерные траектории для g = 0,01 и ›t = 0,03: 1 — цепь yt; 2 — оценка �ylimt ; 3 — оценка �ydelt ; 4 —

оценка ÷yδ1/2

ti

Рис. 2 Характерные траектории для g = 0,01 и ›t = 0,1: 1 — цепь yt; 2 — оценка �ylimt ; 3 — оценка �ydelt ; 4 —

оценка ÷yδ1/2

ti
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Исследование робастности численных аппроксимаций фильтра Вонэма

примеры одной и той же траектории цепи и всех
оценок в двух расчетах, посвященных анализу ро-
бастности.

Видно, что оценка дискретизованного фильтра
остается содержательной на всем интервале. При
этом траектория ÷yδ1/2

ti
, видимо, хуже отслежива-

ет yt для большего значения ›t, но фильтр работа-
ет. Обе аппроксимации фильтра Вонэма начинают
проигрывать с самого начала, а в итоге «развали-
ваются», причем делают это по-разному: оценке
�ylimt свойственны резкие многократные колебания,
а оценка �ydelt в итоге «зависает» и перестает рабо-
тать. Надо отметить, что такое поведение имеют
все смоделированные траектории. Окончательные
итоги подведены в заключении.

6 Заключение

Статья продолжает исследования свойств и при-
ложений дискретизованных фильтров — эффектив-
ных дискретных аппроксимаций фильтра Вонэма,
обеспечивающих устойчивость численной реализа-
ции. Рассмотренная постановка включает неопре-
деленность интенсивности шума в наблюдениях,
типичную для минимаксных задач, успешно ре-
шенных для линейных систем. В отсутствие
подходящих аналитических результатов анализ
алгоритмов выполнен на объемном численном
эксперименте.

Результаты подтвердили ожидаемую робаст-
ность оценок всех фильтров — самого фильтра
Вонэма, его эмпирических устойчивых аппрокси-
маций и дискретизованных фильтров. При этом
отсутствие устойчивости схемы Эйлера–Маруямы
в постановке с неопределенностью остается такой
же проблемой для фильтра Вонэма, как и в задаче
с полной информацией. Преимущество дискрети-
зованных фильтров, т. е. их численная устойчивость
для любых комбинаций параметров системы на-
блюдения, принимает абсолютный характер в зада-
че с неопределенностью, когда система наблюдения
сама становится неустойчивой.
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Abstract: The properties of the optimal continuous Markov chain state filtering problem decision given be the
linear observations noisy Wiener process, assuming incomplete information about its intensity, are investigated. The
uncertainty of the observation system is set by the upper bound of the noise intensity. Numerical implementation
of the optimal solution in the statement with complete information provided by the Wonham filter does not
guarantee stability. It is shown that the Wonham filter in the statement with uncertainty is robust with respect to
the noise intensity if the model parameters do not lead to its divergence. In the general case, the instability of the
Euler–Maruyama numerical scheme of the Wonham filter is preserved. Simple heuristic techniques that provide
stable approximations of the Wonham filter show the workability for a wider set of parameters. However, in the
statement with uncertainty, it is possible to give examples when such heuristic filters show unacceptably low quality.
The best solution is provided by discretized filters, approximations of the Wonham filter implemented for a specific
model approximating the initial continuous observation system. A series of numerical experiments has shown that
these filters have robustness for all sets of parameters. If there are no divergent trajectories among the modeled
trajectories of the Wonham filter in the calculations, then the discretized filters lose a little. If there are divergent
trajectories, then the gain of discretized filters is absolute.
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КРИТЕРИИ ВЫБОРА РАЗМЕРНОСТИ МОДЕЛИ ФАКТОРИЗАЦИИ

М. П. Кривенко1

Аннотация: Работа посвящена выбору размерности модели факторизации матрицы с пропущенными
элементами. Задача оценивания параметров принятой модели данных решается путем многомерной
оптимизации квадратичной целевой функции. Оценивание значения сниженной размерности — ти-
пичный пример задачи выбора модели, когда в ходе анализа данных возникает альтернатива, а выбор
означает либо выяснение предпочтений отдельных вариантов, либо выделение «лучшего» представителя.
Обычно применяемые критерии выбора основываются на функции правдоподобия, для чего требуются
вероятностные предположения относительно данных. Но при оценивании параметров рассматриваемой
факторной модели они не задаются, а вводить их нецелесообразно, ибо можно нарушить общность сфор-
мулированной задачи снижения размерности. Поэтому была предпринята попытка обратиться к идее
использовать имеющиеся данные для целей статистического вывода повторно. Ни один из существующих
подходов (бутстреп, складного ножа, перепроверки, а также перестановочные тесты) не подходит, поэто-
му был предложен оригинальный метод формирования новых данных путем дополнительных пропусков
элементов исходной матрицы. Для обработки сформированных выборок предлагается использовать
комбинацию модели смеси нормальных распределений совместно с ядерным сглаживанием. Предло-
женные решения позволяют корректно проводить процедуру обоснования размерности принятой модели
факторизации. Изложение иллюстрируется примером обработки синтетических данных.
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1 Введение

Факторизация матриц данных хорошо зареко-
мендовала себя как метод снижения размерности
в таких областях, как разведочный анализ дан-
ных, сжатие передаваемой информации, визуали-
зация, распознавание образов и прогнозирование
временн‚ых рядов. При этом все б‚ольшую востребо-
ванность стали приобретать задачи с наличием про-
пусков в данных. С общей характеристикой этой
проблемы можно ознакомиться, например, в [1].
В [2] обращено внимание на построение алгорит-
мов, учитывающих в ходе оценивания параметров
факторизации специфические особенности обра-
батываемых матриц.

Модель факторизации (m×n)-матрицы наблю-
дений Y — это представление ее в виде “Y = UVT,
где U — (m × r)-матрица; V — (n × r)-матри-
ца; r — размерность модели (Factorization Model
Dimension, FMD). Наличие пропусков в данных
отражается в (m× n)-матрицеH:

hij =

{
1 , yij присутствует;

0 , yij пропущено.

Для суммы всех ее элементов примем обозначе-
ние p (число присутствующих элементов матрицы
наблюденийY).

Задача построения “Y формулируется как мини-
мизация целевой функции:

ϕ(U,V) =
∥∥∥H⊙ (Y − “Y)

∥∥∥
2

F
→ min
U,V

.

Перепишем целевую функцию в более удобном для
аналитических преобразований виде, исключивH.
Построчная запись матрицы U = [u1, . . . ,um]

T,
где ui суть r-векторы, даст mr-вектор u =
= [uT1 , . . . ,u

T
m]
T. Также для матрицы V определим

nr-вектор v. В результате ϕ(U,V) можно перепи-
сать как

ϕ(U,V) ≡ ϕ(u,v) = |Fu − y|2 = |Gv − y|2 ,

где p-вектор y формируется из соответствующих
элементов Y, а (p × mr)-матрица F — из векто-
ров vi и (p × nr)-матрица G — из векторов ui

согласно только значениям hij = 1.
Для нахождения минимума �ϕ(U,V) целевой

функции принят альтернирующий алгоритм наи-
меньших квадратов (Alternating Least Squares, ALS).
Задание начального v осуществляется с помощью
методов обработки неполных данных (в данной ра-
боте — это заполнение пропусков средними зна-
чениями наблюденных значений с последующим
нахождением сингулярного разложения теперь уже
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полной матрицы данных и формирование началь-
ного значения с помощью правых сингулярных век-
торов). Поблочная обработка возникающих в ходе
итерационного процесса матриц позволяет в пол-
ной мере воспользоваться возможностями методов
многократной повторной выборки [3].

Сравнение моделей для разных r осуществля-
ется с помощью нормированной формы целевой
функции �ϕ(r) = �ϕ(U,V)/p, которая позволяет со-
поставлять результаты оценивания параметров мо-
дели для различных значений интенсивности про-
пусков.

Оценивание FMD — типичный пример зада-
чи выбора модели, когда в ходе анализа данных
возникает альтернатива, а выбор означает либо вы-
яснение предпочтений отдельных вариантов, либо
выделение «лучшего» представителя. Как правило,
альтернативные модели имеют вероятностный ха-
рактер и включают разное число параметров, при-
чем чем больше параметров используется, тем луч-
ше подгонка, которой можно достичь. Критерий
выбора модели (Model-Selection Criterion, MSC)
должен одновременно учитывать как пригодность
модели, так и число параметров, обеспечивающих
ее использование. Фактически он дает ответ на
вопрос: какая степень соответствия должна быть
достигнута, чтобы оправдать включение дополни-
тельных параметров в модель? Примерами близких
по содержанию и достаточно проработанных задач
могут служить оценивание количества элементов
смеси распределений или выбор числа регрессоров.

Для выбора вероятностной модели привлекают-
ся две основные группы методов [4].

Критерии, основанные на функции правдоподобия

со штрафами. Они используют предельные свой-
ства максимального правдоподобия и в качестве
целевой рассматривают функцию вида

MSC =

=

[
качество
подгонки

]
+

[
штраф, включающий число
используемых параметров

]
.

Вариантов подобных критериев множество, в част-
ности сюда входят информационный критерий
Акаике (Akaike’s Information Criterion, AIC) и бай-
есовский информационный критерий Шварца
(Bayesian Information Criterion, BIC). Заметим, что
как обобщение при оценивании качества подгон-
ки можно рассматривать любую целевую функцию
(например, квадратичное отклонение).

Байесовский подход к проблеме выбора модели
заключается не в выборе какой-то одной модели,
а в том, чтобы указать подходящее достоверное рас-
пределение для полностью исчерпывающего набо-
ра моделей, обновить эту информацию на осно-

ве данных и использовать в последующем анализе
все модели с ненулевыми апостериорными вероят-
ностями. Если подобный вывод не отвечает по-
требностям практики из-за своей нечеткости, мож-
но ограничиться одной моделью с максимальной
апостериорной вероятностью (Maximum a Posteriori

Probability, MAP).
Между этими подходами существует достаточно

тесная связь. Дело не только в нормальном распре-
делении, методах максимального правдоподобия
и наименьших квадратов. За счет подбора апри-
орного распределения можно добиться, чтобы AIC
или BIC, применяемые к вложенным вероятност-
ным моделям, имели тот же эффект, что и оценка
MAP, несмотря на различия в происхождении под-
ходов [4].

Наряду с двумя представленными базовыми
подходами на практике используются как их рас-
ширения (в частности, максимизация «коэффици-
ента эффективности» — правдоподобия для каждой
модели в качестве меры точности, деленного на вы-
числительные затраты), так и разной степени стро-
гости эвристические приемы (в частности, после-
довательный перебор от простых к более сложным
альтернативам вкупе с бутстреп-методами).

При любом из базовых способов выбора фак-
торной модели требуются вероятностные предпо-
ложения относительно данных, которые при оце-
нивании параметров рассматриваемой факторной
модели не задавались. Вводить их напрямую не-
целесообразно, ибо можно нарушить общность
сформулированной задачи снижения размерности.
Поэтому объяснима попытка обратиться к процеду-
рам, которые для целей статистического вывода ис-
пользуют имеющиеся данные повторно. При этом
обычно рассматриваются следующие конкретные
методы [5]: бутстреп, складного ножа, перепровер-
ка, тесты перестановки.

2 Повторная выборка путем
дополнительных пропусков

Содержание задачи факторизации матрицы
с пропусками и желание сохранить общность ее
постановки не позволяют напрямую использовать
перечисленные подходы: вместо выборки имеется
только единственный структурированный элемент
данных — матрица, относительно вероятностных
характеристик которой ничего не предполагается.
В ходе экспериментов [2] было обращено внимание
на то, что значения квадратичной целевой функ-
ции при близких значениях вероятности пропуска
практически не отличаются, поэтому дополнитель-
ное исключение отдельных элементов Y по отно-
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шению к уже имеющимся не должно существенно
повлиять на результаты подгонки модели. Это в со-
вокупности со сформировавшимися принципами
управления обработкой данных становится осно-
вой нового метода, когда образование выборок,
назовем их RSM-выборками (ReSample by Missing),
осуществляется путем повторного случайного про-
пуска элементов исходной матрицы данных.

Реализация дополнительных пропусков должна
сохранить постановку исходной задачи, т. е. удалять
элементы исходной матрицы надо так, чтобы не
изменились значенияm и n. Простейшим алгорит-
мом в этом случае оказывается достижение успеха
при случайном выборе элемента матрицы среди не-
пропущенных с отбраковкой его в случае, когда
удаление приводит к уменьшению значений m и n.
Он не обременителен при малых значениях m и n
и небольшом числе пропусков в исходной матрице.
Удобно набор кандидатов на удаление сформиро-
вать заранее, а затем использовать по усмотрению.

Сложности, в первую очередь вычислительные,
возрастают при росте значенийmиn и степени раз-
реженности матрицыH. Обозначим через pm число
возможных дополнительных удалений элементов
исходной матрицы, а черезNRSM — требуемый раз-
мер RSM-выборки. Далее необходимо рассмотреть
два случая: pm известно (посчитано заранее) или
нет.

Если pm известно, то получаем задачу случайной
выборки NRSM элементов из pm имеющихся кан-
дидатов на удаление. Соответствующий последова-
тельный алгоритм формирования выборки извес-
тен [6]. Применительно к рассматриваемой задаче
факторизации требуется напомнить, что пропуск
касается только элементов матрицы, которые мож-
но удалять.

Если pm неизвестно, то можно посчитать его
значение и тем самым свести ситуацию к уже опи-
санной. При этом обращение к перебору элементов
исходной матрицы произойдет дважды. Но [6] со-
держит оригинальный прием, подготавливающий
при первом переборе резервуар (авторский тер-
мин), в который входят менее чем pm элементов —
возможных кандидатов в окончательную выборку.
Правда, при этом на второй стадии алгоритма для
того, чтобы выявить NRSM нужных элементов, по-
надобится хоть и частично, но отсортировать ре-
зервуар.

Многовариантность базовых алгоритмов слу-
чайной выборки дополнительно пропускаемых эле-
ментов матрицы вкупе с их различными модифи-
кациями и солидный набор параметров m, n, p
и NRSM с богатым спектром значений оставляют
возможность выбора конкретного алгоритма толь-
ко с помощью экспериментов.

Для иллюстрации постановок задач и методов их
решения проводились эксперименты с искусствен-
ными данными по следующей схеме: задание объ-
емов анализируемых данныхmиn, назначение сни-
женной размерности rM , генерирование случайных
данных с фиксированными средним и дисперсией,
получение из них матрицы данных Y в подпро-
странстве сниженной размерности, генерирование
матрицыH для определенной вероятности pm про-
пуска, применение того или иного метода анали-
за данных. Для определенности рассматривалось
ограничение n < m. В качестве критерия завер-
шенности итерационного процесса использовался
контроль относительного изменения значений це-
левой функции на последовательных шагах итера-
ций Tol = 0,01 вместе с ограничением числа шагов
итераций tmax = 100.

Построив RSM-выборки из элементов xi раз-
мерности d, можно оценивать соответствующее
распределение в виде плотности f(t) и обращать-
ся к классическим вероятностным методам выбора
модели. При этом доступны параметрические и не-
параметрические подходы с оговоркой, что общ-
ность привлекаемых моделей не должна искажать
постановку исходной задачи. Последнее в первую
очередь касается параметрической точки зрения,
вследствие чего внимание было обращено на опи-
сание данных с помощью смеси нормальных рас-
пределений. Она позволяет обеспечивать желаемую
точность аппроксимации благодаря наращиванию
числа элементов смеси, сохраняя при этом в силе
преимущество относительно простых аналитиче-
ских решений типовых вероятностных задач.

Использование смеси многомерных нормаль-
ных распределений с плотностью f(t|µ,›) осно-
вывается на представлении

f(t) =
k∑

l=1

wlf(t|µl,›l).

Вместе с оценками для параметров смеси �wl, �µl

и �›l, l = 1, . . . , k, становится известна матрица апо-
стериорных вероятностей принадлежности i-го на-
блюденного значения к j-му элементу смеси, что,
в свою очередь, позволяет стратифицировать ис-
ходный набор данных и получить k подвыборок.
Для каждой l-й из них объемом nl можно построить
ядерную оценку плотности в следующих предполо-
жениях [7]:

– распределение данных — N(�µl, �›l);

–
��f(t,H = (1/nl)

∑nl

i=1KH(t − �xi) при
KH(t) = |H|−1/2K(H−1/2t) и K(t) =
= (2π)−d/2 exp(−(1/2)tTt), H = HAMISE =

(4/(d+ 2))2/(d+4) �›ln
−2/(d+4)
l .
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Рис. 1 Попарное сравнение гистограмм для r = 3 (1) и 4 (2) (а) и r = 4 (2) и 5 (3) (б)

Здесь AMISE — Asymptotic Mean Integrated Squared
error и речь идет об асимптотически оптимальной
сглаживающей матрице HAMISE. В принятых обо-
значениях

f (t|xi,Hi) = KH(t − xi).

Ключевым в выборе оптимального параметра
сглаживания H становится предположение о ви-
де оцениваемой плотности распределения, что, на
первый взгляд, лишено всякого смысла: оценива-
ем то, что знаем. Но это не так, и причин здесь
несколько: предположение о конкретном виде рас-
пределения (в данном случае речь идет о смеси
нормальных) есть способ, пусть грубой, аппрокси-
мации данных, которая, в свою очередь, позволя-
ет относительно просто найти для параметра ок-
на сглаживания некоторое начальное приближение
для его последующего уточнения. Кроме того, по-
лученные оценки можно использовать для форми-
рования представления о свойствах непараметри-
ческих оценок в наилучшем случае, когда известна
оцениваемая плотность (например, для иллюстра-
ции эффекта «проклятия размерности»).

После предварительных общих замечаний пе-
рейдем к предлагаемым критериям выбора FMD.

Критерий попарного сравнения эмпирических рас-

пределений. Для каждого значения r можно полу-
чить значение �ϕ(r) нормированной целевой функ-
ции и построить RSM-выборку значений �ϕRSM(r),
которая позволяет получить эмпирическую плот-
ность распределения �f(t; r) (далее речь идет о гисто-
граммной оценке) и представление о значимости
отличий значений �ϕ(r) для разных r. Если рассмот-
реть пару RSM-распределений �ϕ(r) и �ϕ(r + 1), то
видно, что они могут заметно различаться или нет
в зависимости от того, существенно или несуще-
ственно уменьшились значения целевой функции.
Такое парное сравнение можно сделать шагом по-

следовательной процедуры от меньшего значения r
к большему.

Формализовать меру различия двух распреде-
лений можно, рассмотрев простейший однопоро-
говый критерий значимости, статистику которого
будем оценивать с помощью двух RSM-выборок
из условия минимизации ошибки классификации
Errmin принятого критерия. Далее, если получив-
шаяся оценка ошибки классификации мала, то бу-
дем считать целесообразным переход от случая r
к случаю r + 1, если же нет (около 0,5), то про-
цесс усложнения модели факторизации прекратим
и в качестве оценки структурного параметра фак-
торизации примем найденное r (не что иное, как
реализация принципа «бритвы Оккама»).

Для иллюстрации рассмотрим случай m = 50,
n = 10, rM = 4, pm = 40% и сравним пары одно-
мерных гистограмм для r = 3 и 4 (рис. 1). Если для
r = 3 видно, что усложнение модели до r = 4 оправ-
дано (плотности распределения RSM-значений от-
четливо отделимы друг от друга и Errmin = 0%), то
для r = 4 в нем нет необходимости (Errmin = 50%).

Подобную процедуру можно рекомендовать
только в качестве разведочного анализа данных по
ряду причин:

– внешне парное сравнение очень схоже с усло-
виями и приемами двухвыборочных критериев
значимости, но на поверку последние демон-
стрируют неприемлемые результаты; это связа-
но с тем, что нулевая гипотеза должна форму-
лироваться в более общем виде, чем совпадение
распределений; как результат — для сравнения
приходится использовать упрощенные крите-
рии значимости;

– требуется уточнить правило задания уровня
значимости на каждом шаге, если принимается
как условие задачи итоговый уровень значи-
мости всей последовательной процедуры;
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– неизвестные распределения �ϕ(r), скорее всего,
зависят от r, но это не принимается во внима-
ние в описанной схеме принятия решения;

– полностью не учитывается многомерность ста-
тистики критерия выбора FMD (многократно
сравнивается лишь пара «соседних» одномер-
ных распределений).

Но перечисленные недостатки компенсируют-
ся простотой использования попарных сравнений,
в особенности при больших размерах исходных мат-
риц данных. Например, при исследовании воз-
можности прогнозирования химического состава
мочевых камней у пациентов с уролитиазом [2] без
особых затрат можно показать, что желание снизить
количество анализируемых метаболических пока-
зателей мочи и сыворотки крови только на основе
матрицы исходных данных несостоятельно.

Критерий максимального правдоподобия позво-
ляет полнее описать альтернативу и учесть реаль-
ную размерность при построении эмпирических
распределений.

Если при статистическом выводе удастся пре-
дусмотреть фактическую размерность rM , то это
найдет отражение в обозначениях как ϕ(r|rM ). Для
того чтобы учесть многомерность статистики кри-
терия выбора FMD, надо перейти к анализу rmax-
мерного набора

( �ϕ(1|rM ), �ϕ(2|rM ), . . . , �ϕ(rmax|rM )) = �ϕ(rM ),

где rmax — заранее выбранная верхняя граница рас-
сматриваемых возможных значений размерности.
Тогда станет возможным сравнивать различные ва-
рианты выбора FMD, рассчитывая при этом на
эффективность предлагаемых решений. Зависи-
мость статистического вывода от фактической раз-
мерности FMD реализуется следующим образом.
Для каждого значения rM могут быть получены
оценки параметров модели �U и �V, которые приво-
дят к аппроксимации исходных данных �Y = �U �VT

и к возможности для нее построить RSM-выборку
�ϕRSM(rM ). В результате эмпирическая плотность
распределения, построенная на основе �ϕRSM(rM ),
даст оценку функции правдоподобия в точке �ϕ(rM )
для принятого значения rM .

Для рассматриваемого иллюстративного приме-
ра результативность предлагаемой схемы обработки
исходных данных (рис. 2) несомненна:

– ярко выраженный экстремум функции правдо-
подобия точно указывает на истинное значе-
ние r;

– более тщательная аппроксимация распределе-
ний RSM-выборок, когда использование сме-
си из двух нормальных распределений (случай

NM) дополняется ядерным сглаживанием (слу-
чай NM&K), выглядит убедительней.

Дополнительные многократные эксперименты
в рамках иллюстративного примера показывают,
что скудость априорной информации, относитель-
но небольшие объемы исходных данных, а также
лишь наброски идей о том, как справляться со
сложностью возникающих проблем, приводят к по-
нятному результату: в среднем оценки реального
значения r оказываются несколько завышенными,
но не тривиальными.

Кроме использования зависимости �ϕ(r|rM )
от rM , можно попробовать привлечь дополнитель-
ную информацию об априорном распределении
размерностиRM . Но чаще всего ее нет, и чтобы как-
то снять проблему роста набора параметров зада-
чи факторизации, можно ввести упрощенную схе-
му задания нужных вероятностей, используя лишь
единственный параметр. Например, для этого при-
нимается предположение, что с ростом rM веро-
ятности уменьшаются (т. е. более сложная модель
оказывается менее вероятной) в соответствии с гео-
метрическим распределением:

Pr {RM = r} = p1(1− p1)
r−1, r = 1, 2, . . . ,

где p1 — вероятность выбора одномерной моде-
ли. В рассматриваемой задаче факторизации r ≤
≤ n. Поэтому формально, если говорить о RM

и за основу брать геометрическое распределение,
соответствующие вероятности надо нормировать,
но для байесовского вывода это непринципиаль-
но. Когда p1 приближается к 0, распределение RM

начинает походить на равномерное, что фактиче-
ски приводит к оценке максимального правдопо-
добия. С ростом p1 акцент на малых значениях

Рис. 2 Правдоподобие как функция от размерности r:
1 — случай NM, когда распределение RSM-выборки ап-
проксимируется смесью из двух нормальных распределе-
ний; 2 — случай NM&K, когда указанная аппроксимация
дополняется ядерным сглаживанием
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Критерии выбора размерности модели факторизации

размерности становится отчетливей. Таким обра-
зом, параметр геометрического распределения дает
полный контроль над скоростью уменьшения веро-
ятности последовательных моделей.

3 Заключение
Сжатие матрицы данных с пропусками (на-

пример, в фиксируемом изображении потеряны
его фрагменты, в ходе клинического обследова-
ния часть результатов лабораторного исследования
отсутствует и т. п.) обычно осуществляется на пред-
варительном этапе обработки информации при от-
сутствии обоснованных предположений о вероят-
ностных характеристиках сведений. В связи с этим
возникает вопрос: можно ли и как более-менее
формально определиться со значением сниженной
размерности? Если работ по оцениванию парамет-
ров факторной модели (матрицыU и V) достаточ-
но много, то по выбору числа факторов (значения
сниженной размерности) нет вообще. Кроме того,
в имеющихся публикациях присутствовала некото-
рая несогласованность деталей модели данных и ме-
тодов их обработки. Поэтому пришлось обращаться
к истокам темы и в [2] удалось определиться с мо-
делью и методами оценивания ее параметров. Но
стала явной проблема объемных по памяти и вре-
мени вычислений. Однократно найти оценку пара-
метров модели возможно, но проанализировать ее
с помощью многократного пересчета оказывается
уже нереальным. Пришлось заниматься методами
матричных вычислений: полученные в [3] результа-
ты относительно блочно-диагонального представ-
ления матриц и правомерности операций с ними
в таком представлении привели к реальным вычис-
лительным преимуществам поблочной обработки.
Кроме того, открылись новые горизонты, напри-
мер возможность использования поблочной версии
сингулярного разложения матриц в чистом виде
без перестановочных матриц, а также привлечения
иных способов факторизации матриц.

Уточнение модели факторизации матрицы дан-
ных с пропусками, выбор устойчивого варианта
алгоритма оценивания параметров модели, по-
строение его эффективной реализации позволи-
ли в данной статье предложить критерии выбо-
ра адекватной размерности модели факторизации.
Ключевым моментом стала оригинальная идея по-
лучения повторных выборок путем дополнитель-
ных пропусков элементов данных. Таким образом,

не вводя дополнительных ограничений на исход-
ные данные, удалось привлечь фактор случайности
и методы обработки эмпирических распределений.

При полном отсутствии знаний о вероят-
ностных свойствах генерируемых данных про-
демонстрирована действенность аппроксимации
распределений с помощью смеси многомерных
распределений с последующим уточнением по-
средством ядерного сглаживания. В данной ра-
боте построение и использование модели данных
RSM-выборки преследовало утилитарную цель —
обосновать жизнеспособность оригинального ме-
тода формирования новых данных. При этом
схема комбинированного описания выборочных
распределений через смеси распределений и ядер-
ные оценки оставляет возможность для совершен-
ствования путем рассмотрения других критериев
эффективности оценок и иных ядер, посредством
учета вычислительных аспектов.
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elements. The problem of estimating the parameters of the adopted data model is solved by multidimensional
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folding knife, rechecks, as well as permutation tests) is suitable; so, an original method for generating new data by
additional omissions of elements of the original matrix was proposed. To process the formed samples, it is suggested
to use a combination of the model of a mixture of normal distributions in conjunction with nuclear smoothing.
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ИССЛЕДОВАНИЕ СИСТЕМ ОБСЛУЖИВАНИЯ

СО СМЕШАННЫМИ ПРИОРИТЕТАМИ∗

А. К. Берговин1, В. Г. Ушаков2

Аннотация: Изучена однолинейная система массового обслуживания с бесконечным числом мест для
ожидания, произвольным распределением времени обслуживания и пуассоновскими входящими по-
токами требований. Рассматриваются две модели смешанных приоритетов. В первой модели между
требованиями разных потоков действует либо дисциплина абсолютного приоритета с обслуживанием
заново прерванного требования, либо дисциплина относительного приоритета. Во второй модели —
дисциплина абсолютного приоритета либо с потерей, либо с обслуживанием заново прерванного требо-
вания. Методом дополнительных компонент исследуется многомерный случайный процесс, компоненты
которого — число требований каждого приоритета в системе и время, прошедшее с начала обслуживания
требования, находящегося на приборе в момент времени t. Найдено распределение указанного процесса
в нестационарном режиме работы системы.

Ключевые слова: относительный приоритет; абсолютный приоритет с обслуживанием заново; абсолют-
ный приоритет с потерей; одноканальная система; длина очереди
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1 Введение

Системы обслуживания с несколькими типами
требований и различными приоритетными дис-
циплинами часто рассматриваются в качестве ма-
тематических моделей различных инфокоммуни-
кационных систем. Применение приоритетных
дисциплин позволяет как учесть различную степень
важности требований разных типов, так и обес-
печить наиболее эффективную работу системы.
К настоящему времени достаточно полно развита
теория однолинейных систем обслуживания с при-
оритетами [1–3]. Практически во всех работах
предполагается, что взаимоотношение требований
разных типов регулируется одной и той же прио-
ритетной дисциплиной. Возможность выбора раз-
новидности приоритетного правила для каждой па-
ры потоков позволяет, с одной стороны, адекватно
описать работу значительно более широкого класса
реальных систем и, с другой стороны, организовать
более эффективную работу системы в целом без
значительного ухудшения качества обслуживания
наиболее приоритетных требований.

2 Обозначения и определения
Рассматривается система обслуживания типа

Mr|Gr|1|∞, в которую поступают r > 2 пуассо-

новских потоков требований с интенсивностями
a1, . . . , ar. Длительности обслуживания — незави-
симые в совокупности случайные величины с функ-
циями распределения B1(x), . . . , Br(x) и плотно-
стями распределения b1(x), . . . , br(x). Требования
i-го потока (приоритета i) имеют приоритет перед
требованиями j-го потока при i < j. Рассматрива-
ются две модели:

(1) приоритет может быть или относительным,
или абсолютным с обслуживанием заново пре-
рванного требования;

(2) приоритет является абсолютным с потерей или
обслуживанием заново прерванного требова-
ния.

Положим в первой модели Ii и Ji — соответ-
ственно множества номеров потоков, которые име-
ют абсолютный приоритет и перед которыми име-
ют абсолютный приоритет требования i-го потока
(I1 = Jr = ∅), а Ki и Mi во второй модели — соот-
ветственно множества номеров потоков, которые
имеют абсолютный приоритет с потерей и перед
которыми имеют абсолютный приоритет с потерей
требования i-го потока.

Пусть Li(t) — число требований i-го потока
в системе в момент времени t; i(t) и x(t) — соот-
ветственно номер потока, требование из которого

∗Работа выполнена при поддержке Министерства науки и высшего образования Российской Федерации, грант № 075-15-2019-
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обслуживается в момент времени t, и время, про-
шедшее с начала его обслуживания (если в момент t
система свободна, то i(t) и x(t) можно доопреде-
лить произвольным образом, например положить
i(t) = x(t) = 0), L(t) = (L1(t), . . . , Lr(t));

βi(s) =

∞∫

0

e−sxdB(x); βij =

∞∫

0

xjdBi(x);

ηi(x) =
bi(x)

1−Bi(x)
;

σk = a1 + · · ·+ ak, k = 1, . . . , r,

σ0 = 0, σ = σr , 0 = (0, . . . , 0);

1i = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0), где 1 стоит на i-м месте;

P(n, t) = P(L(t) = n);

p(z, s) =

∞∫

0

e−st
∞∑

n1=0

· · ·
∞∑

nr=0

zn1
1 · · · znr

r P(n, t) dt;

Pi(n, x, t) =
∂

∂x
P(L(t) = n, i(t) = i, x(t) < x),

n = (n1, . . . , nr);

pi(z, x, s)=

∞∫

0

e−st
∞∑

n1=0

· · ·
∞∑

nr=0

zn1
1 · · · znr

r Pi(n, x, t) dt,

z = (z1, . . . , zr);

di(z, s) = 1− z−1i βi



s+ σ −
∑

j /∈Ii

ajzj



−

−
∑

j∈Ii

ajzj

1− βi

(
s+ σ −

∑
j /∈Ii

ajzj

)

s+ σ −
∑

j /∈Ii

ajzj

;

ci(z, s) = 1− z−1i βi



s+ σ −
r∑

j=i

ajzj



−

−




∑

j∈Ki

ajzjz
−1
i +

i−1∑

j=1,j /∈Ki

ajzj



×

×
1− βi

(
s+ σ −

∑r

j=i
ajzj

)

s+ σ −
∑r

j=i
ajzj

.

Будем предполагать, что в начальный момент вре-
мени t = 0 система свободна от требований.

3 Распределение длины очереди
В первых двух теоремах содержатся результаты

для первой модели, а в 3-й и 4-й — для второй.

Теорема 1. При каждом k = 1, . . . , r система урав-

нений

di(z, s) = 0, i = 1, . . . , k,

имеет единственное решение zi = πik(zk+1, . . . , zr, s),
аналитическое в области |zk+1| < 1, . . . , |zr| < 1,
Re s > 0, в которой |πik(zk+1, . . . , zr, s)| < 1, i =
= 1, . . . , k, k = 1, . . . , r.

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы аналогично доказа-
тельству леммы 3 в [2, с. 122].

Теорема 2. Функция p(z, s) определяется по формуле:

p(z, s) = p0(s) +

+

r∑

i=1

1− βi

(
s+ σ −

∑
j /∈Ii

ajzj

)

s+ σ −
∑

j /∈Ii

ajzj

pi(z, 0, s), (1)

где

p0(s) =



s+ σ −
r∑

j=1

ajπjr(s)




−1

, (2)

а pi(z, 0, s) определяются из рекуррентных соотно-

шений

r∑

i=k+1

di (π1k(zk+1, . . . , zr, s), . . .

. . . , πkk(zk+1, . . . , zr, s), zk+1, . . . , zr, s) pi(z, 0, s) =

= 1−



s+ σ −
k∑

j=1

ajπjk(zk+1, . . . , zr, s)−

−
r∑

j=k+1

ajzj



 p0(s), k = 0, . . . , r − 1. (3)

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассматривая изменения со-
стояний процесса (L(t), x(t), i(t)) в интервале вре-
мени (t, t+–) и устремляя–→ 0, имеем

∂Pi(n, x, t)

∂t
+
∂Pi(n, x, t)

∂x
= −(σ+ηi(x))Pi(n, x, t)+

+
∑

j /∈Ii, j 6=i

(
1− δnj ,0

)
ajPi(n− 1j, x, t) +

+ (1− δni,1) aiPi(n− 1i, x, t). (4)

Переходя в (4) к производящим функциям и пре-
образованиям Лапласа по t, получаем

∂pi(z, x, s)

∂x
= −(s+ σ + ηi(x))pi(z, x, s) +

+
∑

j /∈Ii

ajzjpi(z, x, s).
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Для вероятности свободного состоянияP0(t) имеем

∂P0(t)
∂t

= −σP0(t) +
r∑

j=1

∞∫

0

Pj(1j , x, t)ηj(x) dx

и

(s+ σ)p0(s)− 1 =

=

∞∫

0

e−st
r∑

j=1

∞∫

0

Pj(1j , x, t)ηj(x) dx dt. (5)

Найдем теперь краевые условия в точке x = 0.
Имеем:

Pi(n, 0, t) = 0, если n1 + · · ·+ ni−1 6= 0 или ni = 0 .

Для остальных n1, . . . , nr справедливы равенства:

Pi(n, 0, t) =

r∑

j=1,j /∈Ji

∞∫

0

Pj(n+ 1j , x, t)ηj(x) dx +

+ δni,1

∑

j∈Ji

∞∫

0

Pj(n− 1i, x, t) dx ai +

+ δni,1

∏

j 6=i

δnj ,0aiP0(t). (6)

Из (5) и (6) получаем

r∑

i=1

pi(z, 0, s) =

r∑

i=1

∞∫

0

pi(z, x, s)ηi(x) dx +

+

r∑

i=1




∑

j∈Ii

ajzj




∞∫

0

pi(z, x, s) dx + 1−

−



s+ σ −
r∑

j=1

ajzj



 p0(s). (7)

Решение системы уравнений (5) имеет вид:

pi(z, x, s) =

= (1−Bi(x))e
−
(

s+σ−
∑

j /∈Ii
ajzj

)
x
pi(z, 0, s).

Подставляя его в (7), имеем

r∑

i=1

di(z, s)pi(z, 0, s) = 1−



s+ σ −
r∑

j=1

ajzj



 p0(s).

Так как Pi(n, 0, t) = 0 при n1 + · · · + ni−1 6= 0, то
pi(z, 0, s) не зависит от z1, . . . , zi−1. Отсюда и из
теоремы 1 следуют (2) и (3), а из равенства

p(z, s) = p0(s) +

r∑

i=1

∞∫

0

pi(z, x, s) dx

получаем (1).

Теорема 3. При каждом k = 1, . . . , r система урав-

нений

ci(z, s) = 0, i = 1, . . . , k,

имеет единственное решение zi = τik(zk+1, . . . , zr, s),
аналитическое в области |zk+1| < 1, . . . , |zr| < 1,
Re s > 0, в которой |τik(zk+1, . . . , zr, s)| < 1, i =
= 1, . . . , k, k = 1, . . . , r.

Теорема 4. Функция p(z, s) определяется по формуле

p(z, s) = p0(s) +

+

r∑

i=1

1− βi

(
s+ σ −

∑r

j=i
ajzj

)

s+ σ −
∑r

j=i
ajzj

pi(z, 0, s),

где

p0(s) =



s+ σ −
r∑

j=1

ajτjr(s)




−1

,

а pi(z, 0, s) определяются из рекуррентных соотно-
шений

r∑

i=k+1

ci (τ1k(zk+1, . . . , zr, s), . . .

. . . , τkk(zk+1, . . . , zr, s), zk+1, . . . , zr, s) pi(z, 0, s) =

= 1−



s+ σ −
k∑

j=1

ajτjk(zk+1, . . . , zr, s)−

−
r∑

j=k+1

ajzj



 p0(s), k = 0, . . . , r − 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Для второй модели функции
Pi(n, x, t) удовлетворяют системе дифференциаль-
ных уравнений

∂Pi(n, x, t)

∂t
+
∂Pi(n, x, t)

∂x
= −(σ+ηi(x))Pi(n, x, t)+

+

r∑

j=i+1

(
1− δnj ,0

)
ajPi(n− 1j, x, t) +

+ (1− δni,1) aiPi (n− 1i, x, t) .

Отсюда

∂pi(z, x, s)

∂x
=

= −



s+ σ −
r∑

j=i

ajzj + ηi(x)



 pi(z, x, s). (8)
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Для вероятности свободного состояния P0(t) и ее
преобразования Лапласа p0(s) справедливы те же
соотношения, что и для модели 1. При x = 0 имеем:

Pi(n, 0, t) = 0, если n1 + · · ·+ ni−1 6= 0 или ni = 0.

Для остальных n1, . . . , nr справедливы равенства:

Pi(n, 0, t) =

i∑

j=1

∞∫

0

Pj(n+ 1j , x, t)ηj(x) dx +

+ δni,1

∏

j 6=i

δnj ,0aiP0(t) +

+ δni,1ai




r∑

j=i+1,j∈Mi

∞∫

0

Pj(n+ 1j − 1i, x, t) dx +

+

r∑

j=i+1,j /∈Mi

∞∫

0

Pj(n− 1i, x, t) dx



 . (9)

Из (8) и (9) находим

pi(z, x, s) = (1−Bi(x))e
−(s+σ−

∑ r
j=i ajzj)xpi(z, 0, s);

r∑

i=1

ci(z, s)pi(z, 0, s) = 1−



s+ σ −
r∑

j=1

ajzj



 p0(s).

Окончание доказательства повторяет рассуждения
при доказательстве теоремы 2.
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ВЕРОЯТНОСТНАЯ МОДЕЛЬ ДЛЯ ОЦЕНКИ ОСНОВНЫХ

ХАРАКТЕРИСТИК ПРОИЗВОДИТЕЛЬНОСТИ

МАРКОВСКОЙ МОДЕЛИ СУПЕРКОМПЬЮТЕРА∗

Р. В. Разумчик1, А. С. Румянцев2, Р. М. Гаримелла3

Аннотация: Рассматривается известная модель суперкомпьютера в виде двухлинейной экспоненциаль-
ной неконсервативной системы массового обслуживания (СМО) с очередью неограниченной емкости
и с одновременным занятием и одновременным освобождением заявкой случайного числа приборов.
Впервые доказано, что ее основные вероятностные характеристики обслуживания могут быть получены
из принципиально другой модели, представляющей собой однолинейную СМО неограниченной емкости
с потерями поступающих заявок, но без искусственных простоев прибора. C привлечением развитого
аналитического аппарата анализа обобщенных процессов размножения и гибели (ПРГ) показано, что
в важных частных случаях совместное нестационарное распределение вероятностей ее состояний пред-
ставляется в матрично-геометрической форме и может быть найдено (в терминах преобразования Лапласа
(ПЛ)) с помощью метода на основе информации о пересечении уровней. Приведены примеры численных
расчетов, иллюстрирующие некоторые характеристики установленной связи между двумя моделями.

Ключевые слова: суперкомпьютер; система массового обслуживания (СМО); неконсервативность дис-
циплины обслуживания; нестационарный режим

DOI: 10.14357/19922264230209 EDN: KXYHPO

1 Введение

В области вычислительных и телекоммуника-
ционных систем широко применяются системы
параллельного обслуживания, такие как много-
процессорные вычислительные устройства общего
назначения, суперкомпьютеры, системы передачи
данных и системы хранения. Для исследования
характеристик производительности таких систем
вследствие случайного характера поступающей на-
грузки и зачастую наличия очередей применяются
методы теории массового обслуживания и много-
линейные СМО. В этом классе СМО важную роль
играет подкласс систем с одновременным занятием
и одновременным освобождением заявкой случай-
ного числа приборов на одно и то же случайное
время. Сейчас в научном сообществе по исследова-
нию операций он активно применяется для модели-
рования и анализа характеристик производитель-
ности современных суперкомпьютеров и центров
обработки данных [1–5]. Однако ранее СМО этого

класса применялись также к исследованию систем
социального обслуживания [6,7]. Особенность этих
систем заключается в неконсервативности про-
цесса нагрузки4: приборы могут простаивать при
непустой очереди. Это обстоятельство существен-
но затрудняет анализ даже систем малого разме-
ра [9, 10], и, как следствие, многие вопросы здесь
остаются либо открытыми, либо недостаточно раз-
работанными (см. более подробно [11]).

Эта статья посвящена, главным образом, модели
суперкомпьютера, представляющей собой двухли-
нейную неконсервативную марковскую СМО с дву-
мя типами заявок и дисциплиной обслуживания
в порядке поступления (см., например, [12] и по-
дробное описание ниже, в начале разд. 3). Хотя
эта модель в научной литературе исследована до-
статочно подробно [2–7,9,10,12–17], здесь, по-ви-
димому, впервые показано, что ее основные вероят-
ностные характеристики обслуживания могут быть
получены из принципиально другой модели, пред-
ставляющей собой СМО, в которой, во-первых,

∗Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда № 21-71-10135. Работа проводилась с использованием
инфраструктуры Центра коллективного пользования «Высокопроизводительные вычисления и большие данные» (ЦКП «Инфор-
матика») ФИЦ ИУ РАН (г. Москва).

1Федеральный исследовательский центр «Информатика и управление» Российской академии наук, rrazumchik@frccsc.ru
2Институт прикладных математических исследований Карельского научного центра Российской академии наук, ar0@krc.karelia.ru
3Университет Махиндра, Индия, rama.murthy@mahindrauniversity.edu.in
4Или, другими словами, неконсервативности дисциплины обслуживания. Напомним (см., например, [8, с. 49]), что свой-

ство консервативности дисциплины обслуживания означает, что длительность обслуживания заявки не зависит от дисциплины
обслуживания и нет искусственных простоев прибора.
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нет искусственных простоев прибора и, во-вторых,
имеют место потери заявок при неограниченной
емкости очереди. Для наглядности ее описание
(см. разд. 2) дано в рамках дискретной системы
поллинга (о них см., например, [18]), в которой
анализу подвергается только очередь высшего при-
оритета. В отличие от исходной модели, в которой
процесс обслуживания имеет конкретное физиче-
ское наполнение (заключающееся в выполнении
одного или одновременно нескольких суперком-
пьютерных заданий), в новой модели каждый акт
обслуживания является виртуальным и однознач-
ного физического наполнения не имеет.

Таким образом, новая система представляет со-
бой отвлеченную математическую модель, резуль-
таты анализа которой требуют интерпретации. Для
распределения очереди она дана в разд. 3 (см. со-
отношение (4)). Для временн‚ых характеристик во-
прос остается открытым, но вычислительные экс-
перименты указывают на наличие здесь некоторых
закономерностей (см. разд. 5). Судя по публика-
циям в открытой печати, внимание подробному
исследованию предложенной в разд. 2 СМО не уде-
лялось1. Поэтому в разд. 4 внимание уделено стан-
дартному вопросу расчета совместного нестацио-
нарного распределения вероятностей ее состояний
(и, ввиду (4), состояний связанной с ней суперком-
пьютерной модели) и показано, что в некоторых
частных случаях оно может быть найдено (в терми-
нах ПЛ) известным, но нестандартным методом на
основе информации о пересечении уровней [21].

Далее используются следующие обозначения:
I — тождественная матрица; 0 — нулевая матри-
ца; ~1 — вектор, состоящий из единиц. Там, где
размерность векторов и матриц не ясна из контек-
ста, она определяется нижним индексом.

2 Описание модели и ее
вероятностные характеристики

Пусть имеется некоторая дискретная систе-
ма поллинга с одним обслуживающим прибором,
N ≥ 1 очередями и приоритетным порядком их
обхода. Переключения прибора между очередя-
ми происходят мгновенно. Будем рассматривать
только очередь, имеющую наивысший приоритет.
Предположим, что число мест для ожидания в ней
неограниченно и в нее поступает пуассоновский
поток групп заявок интенсивности λ. Число за-
явок, приходящих в каждой группе, равно двум.
Если в момент поступления группы в очереди нахо-

дится нечетное число заявок, то поступающая груп-
па целиком помещается в нее, иначе только одна
заявка из группы (другая считается потерянной).
Внутри очереди заявки обслуживаются в порядке
поступления. Дисциплина обслуживания очереди
прибором — исчерпывающая, т. е. очередь обслу-
живается до тех пор, пока не опустеет.

Процесс обслуживания относится к марковско-
му типу и определяется следующим образом. Если
в очереди находятся k, k ≥ 0, заявок, то процесс
обслуживания может находиться в одном из lk,
1 ≤ lk <∞, состояний (фаз обслуживания), при-
чем l0 = 1. Тогда если в некоторый момент обслу-
живания в очереди находятся k ≥ 1 заявок и фаза
обслуживания равна i, 1 ≤ i ≤ lk, то за «малое» вре-
мя – с вероятностью λ

(k)
ij –+ o(–) ни одна заявка

не покинет очередь и фаза обслуживания изменит-
ся на j, 1 ≤ j ≤ lk, а с вероятностью n

(k)
ij –+ o(–)

обслуживание закончится, причем если k — не-
четное число, то очередь мгновенно покинет одна
заявка, иначе две, и (в обоих случаях) фаза обслу-
живания изменится на j, 1 ≤ j ≤ lk−1−(k−1mod2).

Матрицы из элементов λ
(k)
ij и n

(k)
ij будем обозна-

чать соответственно˜(k) иN(k), k ≥ 1. Кроме того,
будем предполагать, что начиная с некоторого но-
мера k все lk равны, ˜(k) = L, N(k) = N, матрица
˜+N неразложимая, а матрицаN ненулевая. На-
конец, будем предполагать, что если в момент по-
ступления в очереди имеются k ≥ 0 других заявок
и фаза обслуживания равна i, 1 ≤ i ≤ lk, то после
поступления она с вероятностью ω

(k)
ij изменится

на j, 1 ≤ j ≤ lk+1+(kmod2). Матрицы из элемен-

тов ω
(k)
ij будем обозначать Ÿ(k), k ≥ 0, и считать,

чтоŸ(k) = Ÿ начиная с некоторого номера k.
Обозначим через �X(t) число заявок в очереди,

а через �Y (t) — фазу обслуживания в момент t. По-
ложим

�Z(t) =
(
�X(t), �Y (t)

)
.

При сделанных предположениях относительно вхо-
дящего потока и процесса обслуживания слу-
чайный процесс { �Z(t), t ≥ 0} является марков-
ским. Множество его состояний имеет вид
{(k, j), k ≥ 0, 1 ≤ j ≤ lk}, где индексы k и j указы-
вают соответственно число заявок в очереди и фа-
зу обслуживания. Следуя терминологии обобщен-
ных ПРГ, назовем уровнем процесса { �Z(t), t ≥ 0}
число заявок в очереди, а его фазой — фазу обслу-
живания. Из описания модели следует, что, если
рассматриваемый процесс находится на уровне k,
возможны переходы либо с текущего уровня на

1И связано это, во-видимому, с тем, что с точки зрения вероятностных характеристик она представляет собой лишь частный
случай хорошо известной СМО SM/MSP/n/r (см., например, [19, 20]).
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один или на два уровня выше, либо внутри теку-
щего уровня, либо с текущего уровня на один или
два уровня ниже. Так, если k, k ≥ 1, есть чис-
ло нечетное, то строки матрицы интенсивностей
переходов2 �Q, соответствующие k-му и (k + 1)-му
уровням процесса { �Z(t), t ≥ 0}, имеют вид:

�Q =

=





...
. . .

...
...

...
...

...
0 · · · 0︸ ︷︷ ︸

k−1

N(k) M(k) 0 λŸ(k) 0 · · ·

0 · · · 0︸ ︷︷ ︸
k−2

N(k+1) 0 M(k+1) λŸ(k+1) 0 · · ·

...
...

...
...

. . .
...

...





, (1)

где матрицыM(k) вычисляются по формуле

M(k) = ˜(k) − diag
(
λŸ(k)~1

)
.

Введем обозначение

~�pk(t) = (�pk,1(t), . . . . . . , �pk,lk(t)),

где �p(k,j)(t) = P( �Z(t) = (k, j)) — вероятность то-

го, что процесс { �Z(t), t ≥ 0} находится в состо-
янии (k, j) в момент t. Принципиально вопрос
расчета совместного распределения ~�p(t) =

= (�p0(t), ~�p1(t), . . . ) решается путем путем группи-
ровки элементов (1) в блоки вида

(
0 N(k)

0 N(k+1)

)
;

(
M(k) 0

0 M(k+1)

)
;

(
λŸ(k) 0
λŸ(k+1) 0

)
,

которые с некоторого номера k становятся регуляр-
ными, и далее применением одного из множества
известных методов расчета распределений очере-
дей в СМО, описываемых обобщенными ПРГ (для
стационарного случая см., например, [22, теоре-
ма 2], [23, с. 242]; для нестационарного, напри-
мер, [24, 25]).

Умея вычислять совместное распределение по
стандартным алгоритмам, нетрудно рассчитать (хо-
тя бы приближенно) и основные вероятностные ха-
рактеристики обслуживания. Так, вероятность �q(t)
потери заявки2 в момент t равна

�q(t) =
∑∞

k=0
~�p2k(t)~1 .

Из классической формулы Литтла можно получить
стационарное3 среднее время �V пребывания заявки
в очереди, равное �V =

∑∞
k=1 k

~�pk(∞)~1/(λ(2−�q(∞))).
Другие временн‚ые характеристики требуют допол-
нительных построений, и их нахождение, по край-
ней мере в явном виде, остается открытым вопро-
сом.

3 Связь с моделью
суперкомпьютера

Рассмотрим модель суперкомпьютера (см., на-
пример, [2, 12]) в виде СМО с двумя идентич-
ными приборами (единичной скорости), обслу-
живающими заявки (в порядке поступления) из
единственной очереди неограниченной емкости.
Заявки поступают в очередь по пуассоновскому за-
кону с параметромλ. Для выполнения каждой заяв-
ке с вероятностьюp1 ∈ (0, 1) требуется один прибор,
а с дополнительной вероятностью p2 = 1−p1— два;
конкретное число становится известным в момент
поступления заявки в систему и остается фиксиро-
ванным для данной заявки. Времена обслуживания
заявок являются независимыми случайными вели-
чинами и имеют экспоненциальное распределение
с параметром µi, где i — число требуемых заявкой
приборов (тип заявки). Предполагается, что за-
нятие (и освобождение) приборов заявкой второго
типа происходит одновременно. Заявка поступа-
ет на обслуживание, во-первых, когда подошла ее
очередь и, во-вторых, когда требуемое ей число
приборов свободно.

Обозначим черезX(t) общее число заявок в сис-
теме в момент t, через Y (t) — комбинацию типов
двух старейших заявок в системе в момент t, под-
разумевая, что

Y (t) =






1 , если в момент t обе старейшие заявки

первого типа;

2 , если в момент t старейшая заявка

первого типа, а вторая старейшая —

второго типа (ожидает на первой

позиции в очереди);

3 в остальных случаях.

Заметим, что если X(t) = 1, то Y (t) — тип
единственной заявки в системе в момент t. Поло-
жим1 Z(t) = (X(t), Y (t)). Напомним (см., напри-

2Первая строка матрицы �Q, соответствующая нулевому уровню, имеет вид (−λ λŸ0 0 · · · ).
2Считая в покидающей очередь группе одну из двух заявок необслуженной, можно ввести такие характеристики, как (виртуаль-

ная) вероятность (не)обслуживания. Их расчет более сложен и требует отдельного анализа.
3Критерий существования которого может быть выписан в явном виде, так как после указанной выше группировки матрица �Q

оказывается трехдиагональной c повторяющимися блоками на «верхних уровнях».
1При X(t) = 0 вторая компонента процесса опускается.
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мер, [26]), что матрица интенсивностей Q перехо-
дов процесса {Z(t), t ≥ 0} имеет вид:

Q =





A0,0 A0,1 0 0 0 · · ·
A1,0 A1,1 A1,2 0 0 · · ·
0 A2,1 A(0) A(1) 0 · · ·
0 0 A(−1) A(0) A(1) · · ·
...

...
...

...
. . .

...




, (2)

и, значит, {Z(t), t ≥ 0}— обобщенный ПРГ, причем
X(t)— уровень процесса; Y (t)— его фаза. Ненуле-
вые блоки в (2) имеют следующую структуру:

A0,0 = −λ; A0,1 = λ(p1 p2);

A1,0 =

(
µ1
µ2

)
; A1,1=−diag

(
A1,0+A1,2~1

)
;

A1,2 =

(
λp1 λp2 0
0 0 λ

)
; A2,1 =




2µ1 0
0 µ1

p1µ2 p2µ2



 ;

A(0) = −diag
(
A2,1+A(1)~1

)
; A(1) = λI3;

A(−1) =




2µ1p1 2µ1p2 0
0 0 µ1

p21µ2 p1p2µ2 µ2p2



 .

Введем обозначения:

~p1(t) = (p1,1(t), p1,2(t)) ;

~pk(t) = (pk,1(t), pk,2(t), pk,3(t)), k ≥ 2;
~p(t) = (p0(t), ~p1(t), . . . ),

где p(k,j)(t) = P(Z(t) = (k, j)) — вероятность того,
что процесс {Z(t), t ≥ 0} находится в состоянии
(k, j) в момент t.

Рассмотрим бесконечную матрицуT вида:

T=diag
(
1,~12 ⊗ I2,~12 ⊗ I3,~12 ⊗ I3, . . .

)
,

где ⊗ — кронекерово произведение. Отметим, что
T — это матрица Теплица [27, с. 86]. Как можно
убедиться непосредственной проверкой, если эле-
менты матрицы �Q выбраны таким образом, что

N(1) = N(2) = A1,0; N(3) = N(4) = A2,1;

N(k) = A(−1), k ≥ 5;
Ÿ(0) = A0,1; Ÿ(1) = Ÿ2 = A

1,2;

Ÿ(k) = A(1), k ≥ 3, (3)

то имеет место тождество �QT = TQ. Поскольку
вероятности ~�p(t)T удовлетворяют системе диффе-
ренциальных уравнений (d/dt)~�p(t)T = ~�p(t) �QT, то
с учетом цепочки равенств ~�p(t)( �QT) = ~�p(t)(TQ) =

= (~�p(t)T)Q, ассоциативность умножения в которой

гарантируется конечным числом ненулевых эле-
ментов в каждом столбце матрицы T, покомпо-
нентно имеем:

~p(t) = ~�p(t)T, t ≥ 0 . (4)

Таким образом, вероятности состояний рассматри-
ваемой суперкомпьютерной модели совпадают с ве-
роятностями укрупненных (с помощью матрицыT)
состояний частного случая модели из разд. 2.

4 Нестационарное распределение
очереди

Пусть элементы �Q заданы согласно (3). Нетруд-
но видеть, что матрица �Q− sI допускает представ-
ление 



B0 B1 0 0 · · ·
0 C B 0 · · ·
0 0 C B · · ·
...

...
...

. . .
...




, (5)

в котором (не все квадратные) блокиB0,B1,B иC
зависят от s и имеют вид:

C =

(
A(−1) A(0)−sI
A(−1) 0

)
;

B=

(
0 A(1)

A(0)−sI A(1)
)
; B1=

(
0

B

)
;

B0=





A0,0−sI A0,1 0 0

A1,0 A1,1−sI 0 A1,2

A1,0 0 A1,1−sI A1,2

0 0 A2,1 A(0)−sI
0 0 A2,1 0




.

Обозначим распределение вероятностей состояний
обобщенного ПРГ с матрицей интенсивностей (при
s = 0) переходов (5) через ~�p(t) = (~�p0(t), ~�p1(t), . . . ),
а его покомпонентное преобразование Лапласа
в точке s, s ≥ 0, — через ~�π(s) = (~�π0(s), ~�π1(s), . . . ).
Далее без ограничения общности можно считать,
что в начальный момент процесс находится в ну-
левом состоянии, т. е. �p0(0) = 1. Поскольку ~�π(s)
удовлетворяет системе линейных алгебраических
уравнений

~�π(s)( �Q− sI) = −~�p(0),

то, если матрица C не вырождена, расчет ~�πk(s),
k ≥ 2, можно осуществить по матрично-рекуррент-
ной формуле. Однако C обратимой не является
(определитель A(−1) равен нулю). Выполним, сле-
дуя [21], операции над столбцами матрицы (5), не
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изменяющие решения. Выделим в (5) все груп-
пы столбцов, содержащие целиком матрицуC, до-
множим в каждой группе второй столбец на p2/p1
и вычтем из первого столбца. Столбцы матрицы B
автоматически претерпят аналогичные изменения.
В результате преобразований первый столбец каж-
дой матрицыC будет содержать только нули.

Перегруппируем теперь элементы матрицы (5)
с сохранением блочной структуры и обозначений
следующим образом. Добавим в матрицуB0 (спра-
ва) первый столбец B1. Новую матрицу B1 «на-
чнем» со второго столбца прежней и дополним ее
справа нулевым столбцом.

В качестве новой матрицы C возьмем преж-
нюю, но начиная со второго столбца, и дополним
ее (справа) первым столбцом прежней матрицы B.
Новую матрицу B определим аналогичным обра-
зом, начиная со второго столбца прежней, допол-
нив нулевым столбцом (справа). Теперь определи-

тель матрицы C, равный µ1µ2p1p2(λ + s)(λ + µ2 +
+ s)(λ+µ1+ s)(λ+2µ1+ s), всегда отличен от нуля
и, таким образом, ПЛ распределения вероятностей
состояний ~�π(s) представляется в матрично-геомет-
рической форме

~�πk+1(s) = ~�π1(s)(−BC−1)k k ≥ 1 ,
а векторы~�π0(s)и~�π1(s)определяются единственным
образом из системы уравнений

~�π0(s)B0 = −(1, 0, . . . , 0); ~�π0(s)B1 = −~�π1(s)C.
По построению число уравнений в этой системе
на два меньше числа неизвестных. Как следует
из [21, теорема 4.1], недостающие два уравнения
имеют вид:

~�π1(s)
~�ψ = 0 ; ~π1(s)~φ = 0,

где ~ψ и ~φ — правые собственный векторы, соответ-
ствующие тем (двум из шести) собственным значе-

Рис. 1 Условные вероятности вынужденного простоя
прибора (а) и вероятности потери заявки (б) как функ-
ции времени. Среднее время обслуживания заявок раз-
ных типов одинаковое: 1 — p1 = 8/9; 2 — 2/3; 3 —
p1 = 1/3

Рис. 2 Условные вероятности вынужденного простоя
прибора (а) и вероятности потери заявки (б) как функ-
ции времени. Среднее время обслуживания заявок раз-
ных типов различное: 1 — p1 = 8/9; 2 — 2/3; 3 —
p1 = 1/3
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ниям матрицы −BC−1, которые лежат на границе
или вне единичного круга.

Хотя полученный результат и позволяет на-
ходить (в терминах ПЛ) нестационарные вероят-
ностные характеристики (обеих моделей, рассмот-
ренных в разд. 2 и 3), окончательные формулы
не являются замкнутыми в полном смысле это-
го слова и требуют применения численных ме-
тодов. Не останавливаясь на обсуждении до-
стоинств и недостатков описанного решения1 по
сравнению с традиционными, проиллюстрируем
сказанное двумя примерами. Верхняя группа кри-
вых на рис. 1 и 2 показывает поведение условной
вероятности q(t) вынужденного простоя прибора2

с ростом t при трех соотношениях между типами
заявок, когда приборы загружены в среднем на-
половину3. Рисунок 1 соответствует однородному
случаю, когда µ1 = µ2 = 1, рис. 2 — неоднородно-
му, когда µ2 = 3µ1 = 3. Нижняя группа кривых на
каждом рисунке показывает соответствующие зна-
чения вероятности потерь �q(t) в модели из разд. 2,
параметры которой выбраны согласно (3).

Отметим немонотонный характер изменения
вероятности q(t) (при каждом t) как функции от p1:
в одном случае доля времени, в течение которого
прибор вынужденно простаивает, достигает наи-
большего значения, когда существенно преоблада-
ет один из двух типов заявок, в другом случае —
когда такого преобладания нет. Аналогичное по
характеру замечание (но, как видно из рис. 2, уже
с учетом значения t) справедливо и для вероят-
ности �q(t).

5 Заключение

В этой статье впервые установлена связь (см. со-
отношение (4)), существующая между хорошо ис-
следованной в литературе моделью суперкомпью-
тера в виде двухлинейной неконсервативной СМО
неограниченной емкости и отвлеченной математи-
ческой моделью, представляющей собой одноли-
нейную СМО с групповым поступлением, механиз-
мом активного управления очередью (приводящего
к потерям поступающих заявок) и групповым об-
служиванием, зависящим от состояния очереди.
Характер этой связи требует дальнейшего прояс-
нения. В частности, неясно, существует ли для
условной вероятности вынужденного простоя при-
бора в первой СМО эквивалентная характеристика
во второй: как видно из рис. 1 и 2, вероятность �q(t)

Рис. 3 Стационарное среднее время V (1) ( �V (2) и �V ∗ (3))
пребывания заявки в модели из разд. 3 (разд. 2) при стаци-
онарной средней загрузке приборовEU = 0,5 (а) и 0,6 (б)
и различных значениях p1. Среднее время обслуживания
заявок разных типов одинаковое и равно 1

потери поступающей заявки таковой не является.
Как показывают вычислительные эксперименты,
с точки зрения такой характеристики, как стаци-
онарное среднее время пребывания заявки в сис-
теме, вторая СМО (при дисциплине FIFO — first
in, first out) мажорирует первую сверху (рис. 3),
и эти оценки лучше, по крайней мере известных
из литературы, «наивных» (соответствующих слу-
чаю p1 = 0). Вместе с тем вопрос о стохастической
упорядоченности соответствующих случайных ве-
личин остается открытым.

Что касается описанной в разд. 2 модели, то,
как уже отмечалось выше, она обобщается на слу-
чай полумарковского входящего потока и теоре-
тический4 интерес здесь представляет получение

1Которое можно назвать спектральным, поэтому см. [28, Ch. 13].
2Вычисляемой по формуле q(t) =

∑
∞

k=2 pk,2(t)/(2p0(t) + p1,1(t) +
∑

∞

k=2 pk,2(t)).
3То есть их стационарная средняя загрузка EU = 1− p0(∞)− 0,5p1,1(∞) − 0,5

∑
∞

k=2 pk,2(∞) = 0,5.
4А с учетом установленной в этой статье связи с суперкомпьютерными моделями и практический, поскольку для последних

проблема анализа и оптимизации временн‚ых характеристик не исчерпана (см., например, [7]).
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временн‚ых характеристик при различных1 прави-
лах учета и выбора заявок из очереди на обслужива-
ние. Стандартные результаты для обобщенных ПРГ
(см., например, [29]) оказываются здесь малопри-
годными.
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К МОДЕЛИРОВАНИЮ ЭФФЕКТОВ ОБСЛУЖИВАНИЯ

МНОГОАДРЕСНОГО ТРАФИКА В СЕТЯХ 5G NR∗

А. К. Самуйлов1, А. А. Платонова2, В. С. Шоргин3, Ю. В. Гайдамака4

Аннотация: Многоадресная передача данных в сетях беспроводного доступа позволяет эффективно
предоставлять услугу группе абонентов и оказывается полезной для сокращения ресурса, необходимого
для обслуживания пользователей, запрашивающих одни и те же данные. Поддержка этой функции
в современной технологии 5G New Radio (NR) и будущих субтерагерцевых системах 6G сталкивается
с особенностями, связанными с использованием фазированных антенных решеток (ФАР), формиру-
ющих направленные лучи. Представленная модель обслуживания многоадресного и одноадресного
трафика позволяет исследовать области значений параметров сети связи 5G/6G для снижения плотности
размещения базовых станций (БС) при поддержании качества предоставления услуг абонентам.
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1 Введение

Приложения недалекого будущего, такие как
дополненная (AR, augmented reality) и виртуальная
реальность (VR, virtual reality), телеприсутствие, ви-
део 8/16 K, требуют резкого увеличения скорости
передачи по радиоинтерфейсу [1]. Значительное
увеличение скорости до 20 Гбит/с на БС ожи-
дается в системах 5G NR за счет использования
миллиметрового диапазона длин волн (mmWave)
(с частотами 24–52,6 ГГц), а для сотовых сис-
тем 6G планируется использовать нижнюю часть
диапазона миллиметровых волн (с частотами 52,6–
100 ГГц) и даже субтерагерцевый диапазон частот
(100–300 ГГц) [2], потенциально повышая скорость
доступа до 100 Гбит/с на одну БС.

Многоадресная передача является важной воз-
можностью сетей беспроводного доступа, повыша-
ющей эффективность использования ресурсов при
обслуживании абонентов сети, запрашивающих од-
ни и те же данные [3]. Если для предоставления
услуги одноадресной передачи необходимо органи-
зовать отдельную сессию для каждого абонента, то
для одновременного предоставления услуги много-
адресной передачи нескольким абонентам из груп-
пы многоадресной доставки информации доста-
точно организовать одну многоадресную сессию.
Под сессией понимается процесс непрерывной пе-
редачи данных от БС, инициированный запросом

абонента на предоставление соответствующей услу-
ги и завершающийся освобождением выделенного
на БС радиоресурса [4]. По сравнению с провод-
ными сетями в беспроводных системах одновре-
менная передача данных нескольким абонентским
устройствам (АУ) затруднена не только из-за отли-
чающихся условий распространения радиосигнала
до разных АУ, но и вследствие использования ФАР,
формирующих несколько высоконаправленных лу-
чей, что приводит к невозможности обслуживания
всех АУ из группы многоадресной доставки одним
лучом. Преимущество высоконаправленных лучей
при этом заключается в увеличении радиуса покры-
ваемого лучом сектора, что позволяет размещать БС
на большем расстоянии друг от друга и снижает ка-
пительные затраты оператора сети. Таким образом,
возникает задача исследования особенностей об-
служивания многоадресного трафика в сетях 5G NR
с точки зрения баланса для оператора сети меж-
ду эффективностью использования радиоресурсов,
качеством предоставления услуг и затратами на раз-
вертывание сети.

2 Формализация модели

Рассмотрим сценарий с одной БС, предоста-
вляющей M = |M| услуг, требующих многоадрес-
ную, и K = |K| услуг, требующих одноадресную
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доставку информации. Абонент формирует за-
прос на услугу многоадресной передачи с веро-
ятностью pM и на услугу одноадресной переда-
чи с вероятностью pU , pM + pU = 1. Назовем
(I,m)-сессией многоадресную сессию классаm, со-
ответствующую услуге m, и будем считать, что по-
ступивший от абонента запрос с вероятностью pM,m

представляет собой запрос на предоставление услу-
ги m, m = 1, 2, . . . ,M . Аналогично (II, k)-сес-
сия — одноадресная сессия класса k, соответству-
ющая услуге k и вероятности pU,k, k = 1, 2, . . . ,K.

При этом
∑M

m=1 pM,m = pM ,
∑K

k=1 pU,k = pU .

ПустьλUE — интенсивность поступления запро-
сов на установление сессии от абонента, запраши-
вающего одну из M многоадресных или одну из K
одноадресных услуг. Тогда ˜ = λUENUE — общая
интенсивность поступления запросов от NUE або-
нентов в зоне покрытия БС. Для оценки числаNUE

при заданной плотности абонентовλB делаем пред-
положение о равномерном распределении АУ в зоне
покрытия антенны БС, обслуживающей сектор 120◦

с радиусом r [5]. В этом случае NUE = λBπr
2/3,

а интенсивности поступления на БС запросов на
предоставление услуги класса m и класса k равны
λm = pM,m˜ и νk = pU,k˜ соответственно. Кроме
этого, для всех классов заданы средние длитель-
ности предоставления услуги абоненту µ−1

m и κ−1k ,
а также объем требуемого ресурса bm и dk в первич-
ных ресурсных блоках (РБ), причем два последних
параметра, а также общее число V доступных РБ
на БС зависят от размера блока, спектральной эф-
фективности, полосы пропускания БС и могут быть
вычислены, как показано в [6].

Описанный сценарий моделируется мультисер-
висной системой массового обслуживания (СМО)
с потерями [7], схема которой представлена на
рис. 1. Система позволяет моделировать предостав-
ление двух типов услуг многоадресной передачи:
услуг передачи хранимых данных (например, муль-

тимедийное оповещение для целей общественной
безопасности, массовые обновления программно-
го обеспечения и прошивки в интернете вещей)
и услуг передачи данных в реальном времени (на-
пример, средства массовой информации, развле-
чения, включая вещание в дополненной и вирту-
альной реальности, создание профессионального
контента в беспроводной студии с несколькими ка-
мерами, иммерсивное видеопроизводство в реаль-
ном времени) [8–10]. Ключевое отличие заключа-
ется в длительности сессии для предоставления
многоадресной услуги на стороне БС, т. е. интервала
занятости ресурса, выделенного на БС для не-
прерывного предоставления услуги абонентам из
группы многоадресной доставки информации.
Продолжительность интервала занятости отражает
особенности многоадресной передачи хранимых
данных и данных в реальном времени и модели-
руется в СМО двумя дисциплинами «прозрачного»
обслуживания [11] — Tr1 для многоадресной пере-
дачи хранимых данных и Tr2 для многоадресной
передачи данных в реальном времени. Изменение
числа абонентов ξ(1)(t) для Tr1 и ξ(2)(t) для Tr2, об-
служиваемых в течение одной многоадресной сес-
сии, показано на рис. 2.

Для обеих дисциплин запрос абонента на
предоставление услуги класса (I,m) принимает-
ся к обслуживанию, когда при поступлении он
не находит на обслуживании запросов такого же
класса и свободны не менее bm РБ. В этом слу-
чае (I,m)-запрос инициирует интервал занятости
ресурса запросами класса (I,m) и занимает bm РБ
в течение случайного интервала времени, не зави-
сящего от моментов поступления и длительностей
обслуживания многоадресных и одноадресных за-
просов других классов. Все (I,m)-запросы, посту-
пившие в течение этого интервала занятости, т. е.
в период, когда на обслуживании находится один
или несколько запросов класса (I,m), принимают-

Рис. 1 Схема СМО для модели совместного обслуживания многоадресного и одноадресного трафика в сетях 5G/6G
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Рис. 2 Интервалы занятости при передаче хранимых дан-
ных (Tr1) (а) и при передаче данных в реальном времени
(Tr2) (б)

ся в систему и получают обслуживание без выде-
ления дополнительных РБ. Для обеих дисциплин
доступ в систему (I,m)-запроса блокируется, если
в системе нет запросов этого класса, а свободного
ресурса недостаточно для начала этой сессии.

Существует принципиальное различие в мо-
делировании момента окончания интервала заня-
тости для дисциплин Tr1 и Tr2. Для дисциплины Tr1
все обслуживающиеся (I,m)-запросы покидают
систему одновременно в момент окончания обслу-
живания первого запроса, инициировавшего пе-
риод занятости [12]. Для дисциплины Tr2 об-

служивающиеся (I,m)-запросы покидают систему
в произвольные моменты, а интервал занятости
заканчивается, когда все выделенные РБ освобож-
даются при окончании обслуживания последнего
(I,m)-запроса, не оставившего после себя в сис-
теме запросов того же класса [13]. Под нижни-
ми горизонтальными стрелками на схемах рис. 2
указаны средние значения длительности интерва-
ла занятости для обеих дисциплин. Здесь ρm =
= (1 + ρUE,m)

pM,mNUE − 1 соответствует предлага-
емой нагрузке запросами класса (I,m) от всех АУ
в секторе покрытия антенны, при этом ρUE,m =
= pM,mλUE/µm — предлагаемая нагрузка запроса-
ми класса (I,m) от одного абонента, m ∈ M.

Обслуживание запросов абонентов на предо-
ставление одноадресной услуги класса (II, k) мо-
делируется классической СМО с потерями [14], для
которой задана интенсивность νk входящего пуас-
соновского потока, экспоненциальное случайное
время обслуживания запросаκ−1k и требование к ре-
сурсу для обслуживания запроса dk РБ. Предлага-
емая нагрузка класса (II, k) обозначена ak = νk/κk,
k ∈ K.

3 Метрики качества
предоставления услуг

Функционирование СМО описывается марков-
ским процессом (МП)

Z(t) = (Y1(t), . . . , YM (t), N1(t), . . . , NK(t)) , t ≥ 0 .

Здесь Ym(t), t ≥ 0, m ∈ M, — индикатор наличия
в системе (I,m)-запросов в момент t:

Ym(t) =






1, если в момент t обслуживается

хотя бы один (I,m)-запрос;

0 иначе.

Марковский процесс Nk(t), t ≥ 0, отража-
ет число (II, k)-запросов в момент t, Nk(t) ∈
∈ {0, 1, 2, . . . , ⌊V/dk⌋}. Состояние МП Z(t) имеет
вид (y,n), а пространство состояний определяет-
ся как

Z =
{
(y,n) ∈ {0, 1}M × {0, 1, 2, . . .}K :

M∑

m=1

bmym +

K∑

k=1

dknk ≤ V

}
.

В [15] показано, что стационарное распределе-
ние МП Z(t) имеет мультипликативное представ-
ление
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p(y,n) = G−1(Z)
M∏

m=1

γym
m

k∏

k=1

ank

k

nk!
, (y,n) ∈ Z , (1)

с нормировочной константой G(Z), представлен-
ной в виде

G(Z) =
∑

z∈Z

M∏

m=1

γym
m

K∏

k=1

ank

k

nk!
.

Здесьγm имеет смысл загрузки БС многоадресными
сессиями, которая различается для услуг передачи
хранимых данных и услуг передачи данных в реаль-
ном времени и определяется как

γm =

{
ρm для Tr1 ;

eρm − 1 для Tr2 .

Основные характеристики качества предостав-
ления услуг можно найти суммированием стацио-
нарных вероятностей (1) по соответствующим под-
множествам Ÿ пространства состояний Z:

P{(y,n) ∈ Ÿ} =
∑

(y,n)∈Ÿ

p(y,n) =
G(Ÿ)

G(Z) , Ÿ ⊆ Z . (2)

Так, множество состояний блокировки доступа
в систему для многоадресного запроса класса (I,m)
определяется выражением

BI
m =

{
(y,n) ∈ Z :

M∑

m=1

bmym +

K∑

k=1

dknk + bm > V ,

ym = 0

}
, m ∈ M ,

а для одноадресного запроса класса (II, k)— выра-
жением

BII
k =

{
(y,n) ∈ Z :

M∑

m=1

bmym +

K∑

k=1

dknk + dk>V

}
,

k ∈ K .

Соответствующие вероятностиBI
m = P{(y,n) ∈

∈ BI
m} и BII

k = P{(y,n) ∈ BII
k } можно найти с по-

мощью (2).

4 Результаты численного
эксперимента

Для иллюстрации эффектов обслуживания мно-
гоадресного трафика при использовании частот
миллиметрового диапазона длин волн и субтера-
герцевого диапазона частот рассмотрена сота сети
5G NR с техническими параметрами из [16], радиус
которой в зависимости от ФАР (от 4×4 до 32×4) мо-
жет варьироваться от 107 до 288 м. Абоненты полу-
чают одну одноадресную услугу и одну услугу мно-
гоадресной передачи данных в реальном времени,
при этом для последней высокая направленность
лучей в технологии 5G NR может привести к необ-
ходимости поддерживать одновременно несколько
многоадресных сессий, число которых ограничено
числом антенных элементов ФАР.

На рис. 3 приведены графики вероятности бло-
кировки доступа в систему для многоадресного
и одноадресного трафика при pM = 0,5 в зави-
симости от плотности λB абонентов в зоне покры-
тия БС для 4 значений расстояния между БС (ISD,
inter-site distance).

Заметим, что увеличение интенсивности по-
ступления запросов от абонентов из зоны покры-
тия сначала приводит к увеличению вероятности
блокировки доступа в систему запросов обоих клас-
сов. Однако начиная с определенной интенсив-
ности вероятность блокировки многоадресных за-
просов начинает уменьшаться, как показано на
рис. 3, а. Объяснение заключается в том, что
возрастает вероятность обслуживания в системе

Рис. 3 Вероятность блокировки доступа в систему многоадресных (а) и одноадресных (б) запросов в зависимости от
ISD: 1 — ISD = 321; 2 — 446; 3 — 620; 4 — ISD = 863
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многоадресной сессии, которая занимает ресурс,
в том числе для обслуживания в рамках текущей
сессии всех следующих поступающих запросов на
эту многоадресную услугу. Вышеупомянутый эф-
фект приводит к резкому увеличению вероятности
блокировки доступа для одноадресных запросов,
как показано на рис. 3, б, вплоть до момента, ко-
гда система начинает обслуживать почти исключи-
тельно многоадресные запросы. Подобный эффект
обычно наблюдается, когда предлагаемая нагрузка
многоадресных запросов увеличивается или когда
падает предлагаемая нагрузка одноадресных запро-
сов, и усиливается для ФАР с большим числом
элементов, соответствующих большим значениям
расстояния между БС соседних сот сети.

Проиллюстрированная неявная приоритизация
многоадресных сессий не всегда может быть пред-
почтительной для оператора сети, поскольку она
может блокировать запросы на одноадресные услу-
ги с более высоким приоритетом. Однако факти-
ческий баланс между вероятностями блокировки
доступа одноадресных и многоадресных запросов
существенно зависит от функции полезности сете-
вого оператора. Последний может обеспечить со-
блюдение необходимого баланса, введя, например,
приоритеты на этапе приема запросов на обслужи-
вание.

5 Заключение

В работе предложена математическая модель об-
служивания многоадресного и одноадресного тра-
фика на БС в системах 5G/6G при использовании
высоконаправленных антенных решеток, характер-
ных для сетей 5G NR. Показано, что совместная
передача многоадресного и одноадресного трафи-
ка на радиоинтерфейсе приводит к ряду эффектов,
связанных с использованием ресурсов этими клас-
сами трафика. Предложенная модель позволяет
анализировать области значений параметров тех-
нической системы для эффективного применения
ФАР при обслуживании многоадресного трафика,
в том числе оценивать ограничения на расстояние
между БС в таких сетях.
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САМООБУЧЕНИЕ АВТОНОМНЫХ ИНТЕЛЛЕКТУАЛЬНЫХ

РОБОТОВ В ПРОЦЕССЕ ПОИСКОВО-ИССЛЕДОВАТЕЛЬСКОЙ

ДЕЯТЕЛЬНОСТИ∗

В. Б. Мелехин1, В. М. Хачумов2, М. В. Хачумов3

Аннотация: Рассматривается один из эффективных подходов к организации целесообразного поведения
автономных интегральных роботов (АИР) в процессе поисково-исследовательской деятельности в апри-
ори неописанных условиях проблемной среды (ПС). Предлагается в основе целесообразного поведения
роботов использовать процедуры наглядно-действенного мышления, основанные на формализации ре-
флекторного поведения высокоорганизованных живых систем. Разработан алгоритм самообучения
в условиях с высоким уровнем неопределенности, позволяющий автоматически формировать условные
программы целесообразного поведения, обеспечивающие АИР возможность достигать заданной цели
поведения в процессе поисково-исследовательской деятельности. Найдены граничные оценки функци-
ональной сложности предложенного алгоритма самообучения в условиях неопределенности, показыва-
ющие возможность его реализации на бортовой ЭВМ автономных интегральных роботов, имеющих, как
правило, ограниченные вычислительные ресурсы. Проведено имитационное моделирование процесса
самообучения АИР в априори неописанной ПС, подтвердившее эффективность применения предложен-
ного подхода для организации планирования целесообразного поведения в априори неописанных ПС.

Ключевые слова: автономный интегральный робот; алгоритм самообучения; условия неопределенности;
проблемная среда; условные сигналы
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1 Введение

Разработка информационных технологий, свя-
занных с построением интеллектуального решате-
ля задач АИР, способных целесообразно (рацио-
нально) функционировать в априори неописанных
ПС, — актуальная и сложная проблема искусствен-
ного интеллекта. К одному из эффективных под-
ходов решения данной проблемы следует отнести
разработку когнитивных инструментов наглядно-
действенного мышления интеллектуальных систем
различного назначения [1]. В общем случае нагляд-
но-действенное мышление АИР строится на осно-
ве формализации рефлекторного поведения живых
систем [2, 3] и включает следующие три основные
составляющие [4].

1. Самообучение на основе выполнения пробных
действий и механизмов избирательности по-
ступающей из ПС информации, обеспечива-
ющих возможность поиска заданных объектов
в априори неописанных условиях функциони-
рования.

Организовать самообучение АИР в априори не-
описанных условиях ПС можно на основе, на-
пример, алгоритмов роевого поведения [5, 6]
или генетических алгоритмов [7, 8]. Одна-
ко непосредственная отработка пробных дей-
ствий может привести к негативным измене-
ниям, не связанным с достижением заданной
цели. Обойти этот недостаток можно на основе
алгоритмов самообучения, которые имитируют
выполнение пробных действий на формальном
описании текущей ситуации ПС.
Процесс самообучения АИР в априори неопи-
санной ПС сводится к формированию и закреп-
лению элементарных актов поведения в форми-
руемых условных программах целесообразной
деятельности (УПЦД) по новизне происходя-
щих в ПС изменений, а для всей автоматически
построенной упорядоченной последователь-
ности действий характеризуется достижением
заданного безусловного сигнала.

В формируемых в процессе самообучения
УПЦД запоминаются происходящие в ПС из-

∗Исследование выполнено при поддержке Российского научного фонда (проект 21-71-10056).
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«Информатика и управление» Российской академии наук; Российский университет дружбы народов, vmh48@mail.ru
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менения в форме сигналов, которые возника-
ют в результате отрабатываемых АИР действий.
Различные сигналы ПС в процессе самообуче-
ния приобретают роль условных сигналов —
знаков, вызывающих у АИР определенные ре-
акции, связанные с отработкой закрепленных
в УПЦД действий. Таким образом, услов-
ные сигналы после закрепления в УПЦД при-
обретают роль ориентиров или предвестников,
появление которых в ПС сигнализирует АИР
о возможности достижения в ней соответству-
ющего безусловного сигнала.

2. Целесообразное поведение АИР, связанное
с отработкой в текущих условиях функцио-
нирования действий, ранее сформированных
УПЦП для достижения соответствующих им
безусловных сигналов при восприятии в ПС
закрепленных в этих программах условных сиг-
налов.

3. Отработка безусловных реакций для достиже-
ния заданной цели при появлении в ПС соот-
ветствующих им безусловных сигналов.

В настоящей статье предлагаются процеду-
ры самообучения в процессе поисково-исследо-
вательской деятельности, позволяющие АИР ор-
ганизовать целесообразное поведение в априори
неописанной ПС с препятствиями для поиска за-
данных объектов. Например, при выполнении раз-
личных спасательных работ в труднодоступных для
человека условиях функционирования.

2 Постановка задачи

Рассмотрим АИР, оснащенный техническим
зрением, манипулятором и моторной системой,
позволяющей ему перемещаться в ПС. Проблемная
среда представляет собой пересеченную местность
с расположенными на ее территории препятствия-
ми и различными объектами O = {oi1(Xi1)}, i1 =
= 1, n1, где Xi1 — множество характеристик, по
которым робот способен идентифицировать вос-
принимаемые в ПС препятствия и объекты.

Проблемную среду можно охарактеризовать
множеством условных сигналов A = {ai2}, i2 =
= 1, n2, каждый из которых представляет собой
проходимый между препятствиями участок ПС.

В общем случае АИР способен отрабатывать
множество действий B = {bi3}, i3 = 1, n3, и рас-
познавать проходимые участки местности, а также
найденные в ПС объекты oi1(Xi1) ∈ O. (Следует от-
метить, что проблема распознавания проходимых
участков и объектов ПС является самостоятельной
задачей и в настоящей статье не рассматривается.)

Требуется разработать алгоритм самообучения
АИР в процессе поисково-исследовательской де-
ятельности, позволяющий автоматически форми-
ровать в априори неописанной проблемной среде
УПЦП следующего вида:

a1i2&b
1
i3 → a2i2&b

2
i3 → · · · → ak

i2&b
k
i3 → aP

i2 , (1)

где a1i2&b
1
i3

→ a2i2 — элементарный акт поведения,
означающий, что если АИР воспринимает в ПС
условный сигнал a1i2 , то отрабатываемое им дей-
ствие b1i3 приводит к появлению условного сигна-
ла a2i2 ; a1i2 и a2i2 — условные сигналы ПС, опреде-
ляющиеся проходимыми для АИР участками ПС;
aP

i2
— безусловный сигнал, вызывающий у АИР

соответствующие безусловные реакции, связанные
с выполнением определенных действий над най-
денным объектом.

Требуется разработать алгоритм самообучения,
позволяющий АИР в процессе поисково-исследо-
вательской деятельности формировать УПЦД в ви-
де простой цепи (1) в априори неописанных ПС.

3 Синтез алгоритма
самообучения автономных
интегральных роботов

В общем случае алгоритм самообучения АИР
в процессе поисково-исследовательской деятель-
ности опирается на закрепление в формируемой
УПЦД элементарных актов поведения по новизне
условных сигналов, воспринимаемых в ПС. Вся же
полученная таким образом цепь действий закреп-
ляется достижением в ПС заданного безусловного
сигнала. Роль безусловного сигнала в этом случае
играет заданный объект, воспринятый в ПС после
выхода АИР за пределы последнего закрепленно-
го в УПЦД условного сигнала. Данный алгоритм
самообучения АИР имеет следующее структуриро-
ванное описание.
Исходные условия: заданный АИР объект ПС
oi1(Xi1) ∈ O, выполняющий роль безусловного сиг-
нала aP

i2
; множество действийB, которые способен

отрабатывать АИР.
Входные переменные: условные сигналы ai2 ∈ A
и заданный aP

i2
безусловный сигнал ПС.

Выходные переменные: формируемые УПЦД в виде
простой цепи.

Начало.

1. Установить j1 = 1. Определить в качестве ис-
ходного сигнала aj1

i2
в формируемой УПЦД не-

посредственно воспринимаемое роботом в ПС
препятствие.
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2. Принять в качестве подцели поведения на теку-
щем шаге самообучения появление в ПС нового
условного сигнала aj1+1

i2
, определяемого вос-

принятым после отработки пробного действия
новым проходимым участком.

3. Определить на текущем шаге самообучения со-
гласно равномерному закону распределения ве-
роятностей выбора пробное действие bj1i3 ∈ B.

Выполнить выбранное действие bj1i3 и сформи-
ровать по результатам его отработки элементар-
ный акт поведения aj1

i2
&bj1i3 → aj1+1

i2
.

4. Проверить условие «условный сигнал aj1+1
i2

был
ранее закреплен в формируемой УПЦД»: если
условие выполняется, то перейти к п. 5; в про-
тивном случае перейти к п. 8.

5. Удалить все элементарные акты поведения, за-
крепленные в УПЦД после первого восприятия
АИР в ПС условного сигнала aj1+1

i2
.

6. Исключить выбранное пробное действие bj1i3 из
множества B как нерезультативное на текущем
шаге самообучения.

7. Проверить условие «множествоB является пус-
тым»: если условие выполняется, то перейти
к п. 11; в противном случае перейти к п. 3.

8. Сохранить элементарный акт поведения
aj1

i2
&bj1i3 → aj1+1

i2
в формируемой УПЦД.

9. Проверить условие «после выхода за пределы
проходимого участка, определяемого условным
сигналомaj1+1

i2
, АИР воспринимает в ПС задан-

ный безусловный сигнал aP
i2

»: если условие вы-
полняется, перейти к п. 12; в противном случае
перейти к п. 10.

10. Восстановить все исключенные действия из за-
данного множестваB, j1 = j1+1, перейти к п. 2.

11. Сформировать требуемую УПЦД в текущих
условиях ПС не представляется возможным,
перейти к п. 13.

12. Требуемая УПЦД сформирована; выполнить
для достижения заданной цели безусловные
реакции.

Конец.

Введем понятие функциональной сложности β
алгоритма самообучения АИР, зависящей от обще-
го числа действий bi3 ∈ B, апробируемых роботом
в процессе формирования УПЦД. Тогда для данно-
го алгоритма можно доказать следующее утвержде-
ние.

Утверждение. Функциональная сложность β алго-

ритма самообучения АИР определяется следующими

граничными оценками:

n10 ≤ β ≤ n1n10 ,

где n10 — общее число выполненных АИР шагов само-

обучения; n1— общее число различного вида действий,

которые робот отрабатывает в процессе самообуче-

ния.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Справедливость сформули-
рованного утверждения вытекает из следующих со-
ображений.

1. Согласно пп. 3–8 алгоритма самообучения,
вполне вероятно, что в лучшем случае на каж-
дом j1-м шаге самообучения АИР первым слу-
чайным образом выбирает результативное дей-
ствие bj1i3 . Следовательно, нижнее граничное
значение оценки сложности β1 в этом случае
определяется величиной, равной n10.

2. В худшем случае результативное действие bj1i3
на каждом j1-м шаге самообучения АИР может
быть выбрано случайным образом в последнюю
очередь. Отсюда следует, что на каждом ша-
ге самообучения АИР апробирует отработку не
более n1 действий bk(j1) ∈ B. Таким образом,
число выполнений пробных действий в про-
цессе самообучения АИР не может превышать
величины, равной n1n10.

3. Из пп. 1 и 2 проведенного доказательства с оче-
видностью следует справедливость сформули-
рованного утверждения.

Рассмотрим гипотетический пример, связан-
ный с использованием АИР алгоритма самообуче-
ния для решения целевой задачи, когда у робота от-
сутствует формальное описание карты местности,
а известны только границы участка ПС, на котором
требуется найти заданные объекты.

4 Пример решения задачи
в процессе
поисково-исследовательской
деятельности автономных
интеллектуальных роботов

Пусть АИР требуется найти заданный объект
в априори неописанной ПС, представляющей со-
бой местность с расположенными на ней препят-
ствиями, структура которой приведена на рисунке.

Таким образом, ПС характеризуется 11 распо-
ложенными в ней препятствиями P = {pi6}, i6 =
= 1, 11, и 16 проходимыми между препятствиями
зонами, обозначенными сигналами A = {ai7}, i7 =
= 1, 16. В этой среде АИР требуется найти объекты,

80 ИНФОРМАТИКА И ЕЁ ПРИМЕНЕНИЯ том 17 выпуск 2 2023



Самообучение автономных интеллектуальных роботов в процессе поисково-исследовательской деятельности

Структура ПС с препятствиями и обозначенными исходными местоположениями АИР и заданных объектов

Закономерности перехода АИР из текущего положения в ПС к смежной проходимой зоне

aé a1 a2 a3 a4 a5 a∗

1 a6 a7 a8 a9 a10 a11 a∗

2 a12 a13 a14 a15 a16
b1 a1 a3 a4 — a3 a8 — — a9 a10 a12 a13 a10 — — a12 a16 — aã
b2 a2 a4 a5 a4 a5 a∗

1 — a9 a10 a11 a13 a14 a∗

2 — a15 a14 — aã —
b3 — — — — — — a5 — — — — — — a11 — — — — —

расположенные за препятствием p8 ∈ P , при его
исходном местоположении напротив препятствия
p2 ∈ P . Восприятие данного объекта в ПС соответ-
ствует достижению роботом заданной цели. Пусть
АИР для решения поставленной перед ним задачи
способен отрабатывать следующие три действия:
b1 — поворот влево и движение вперед до выхо-
да за наблюдаемую в результате этого проходимую
зону; b2 — поворот вправо и движение вперед до
выхода за наблюдаемую в результате этого прохо-
димую зону; b3 — безусловные реакции «разворот
и выход из тупика в предыдущее исходное текущее
местоположение».

При этом система технического зрения АИР
способна распознавать и отличать друг от друга
проходимые участки ai7 ∈ A ПС и заданный ему
объект. Для имитации процесса поиска АИР це-
ли в заданной ПС строится конечный автомат со
случайными реакциями [4], в память которого зане-
сена таблица команд, отражающая закономерности
перехода АИР от одного проходимого участка ПС
к другому такому участку (см. таблицу).

В таблице использованы следующие обозначе-
ния: aé— исходное местоположение АИР; a∗1 и a∗2—
соответственно первый и второй тупик; aã— место-
положение заданных объектов; прочерк означает
отсутствие прохода или выхода за пределы задан-
ного участка местности.

По итогам проведенного на ПЭВМ эксперимен-
та были получены следующие результаты. Автоном-
ный интеллектуальный робот, выполнив 12 проб-
ных действий, прошел по следующему маршруту
в процессе поиска заданных объектов (см. рису-
нок):

aé&b1 → a1&b2 → a4&b2 → a5&b1 → a8&b2 →
→ a11&b2 → a∗2(тупик 2)&b3 → a11&b1 →

→ a10&b1 → a13&b1 → a12&b2 → a15&b2 → aã.

При этом у АИР после обнуления в процессе
самообучения цикла сформировалась следующая
УПЦД:

aé&b1 → a1&b2 → a4&b2 → a5&b1 → a8&b1 →
→ a10&b1 → a13&b1 → a12&b2 → a15&b2 → aã .

Данную УПЦД интеллектуальный робот может
использовать, например, для перевозки большого
числа заданных объектов на участок ПС, определя-
ющий заданное их местоположение.

5 Заключение

1. Предложенный алгоритм самообучения позво-
ляет организовать целесообразное поведение
АИР в процессе поисково-исследовательской
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деятельности в априори неописанных трудно-
доступных для человека ПС.

2. Найденные граничные оценки и результаты
имитационного моделирования алгоритма
самообучения показали эффективность его ис-
пользования для проведения АИР поисково-
исследовательской деятельности в априори не-
описанной ПС с препятствиями с целью поиска
заданных объектов, например при выполнении
различных спасательных работ в труднодоступ-
ных для человека условиях функционирова-
ния.
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Abstract: One of the effective approaches to organizing the goal-seeking behavior of autonomous integral robots in
the process of search and explore activities in an a priori undescribed conditions of a problematic environment is
considered. It is proposed to use the procedures of visual-effective thinking based on the formalization of the reflex
behavior of highly organized living systems as the basis for the goal-seeking behavior of robots. A self-learning
algorithm has been developed for the conditions with a high level of uncertainty which allows automatically
generating conditional programs of expedient behavior that provide autonomous integral robots with the ability
to achieve a given behavioral goal in the process of search and explore activities. The boundary estimates of the
functional complexity of the proposed self-learning algorithm under uncertainty are found showing the possibility of
its implementation on the onboard computer of autonomous integral robots which have, as a rule, limited computing
resources. A modeling of self-learning process for an autonomous integral robot in an a priori undescribed and
problematic environment was carried out which confirmed the effectiveness of the proposed approach for organizing
the planning of goal-seeking behavior in an a priori undescribed and problematic environments.
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СЛОЖНЫЕ ПРИЧИННО-СЛЕДСТВЕННЫЕ СВЯЗИ

А. А. Грушо1, Н. А. Грушо2, М. И. Забежайло3, Е. Е. Тимонина4, С. Я. Шоргин5

Аннотация: Рассматривается задача построения логического вывода конкретного свойства из данных,
выбираемых из множества наборов исходных данных. При решении задачи учитываются как возможности
нарушения причинно-следственной схемы из-за шума, так и возможности недостижимости получения
необходимого вывода. Построена причинно-следственная схема приближенного вывода, состоящая из
объектов покрытий причин и следствий, которая начинается из исходных предпосылок и заканчивается
выводом объекта, содержащего требуемое свойство. Для описания процесса порождения логического
вывода объекта с интересующим свойством из исходных данных введено понятие активации объектов. Это
свойство позволяет представить схему вывода в форме DAG (Directed Acyclic Graph). Построен простой
алгоритм конструирования причинно-следственной схемы из исходных данных к объекту, содержащему
искомое свойство. Этот алгоритм также определяет условия существования возможностей вывода из
исходных условий объекта с требуемым свойством.

Ключевые слова: причинно-следственные связи; приближенный логический вывод; вероятность пра-
вильного вывода в условиях шума
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1 Введение

Исследованию причинно-следственных связей
посвящено много научных работ [1–3]. С помощью
причинно-следственных связей решаются задачи
поиска первопричины сбоев (Root Cause Analyses —
RCA) и аномалий [4–6] в компьютерных системах
и сетях. Методы искусственного интеллекта в ме-
дицине [3,7] основаны на поиске причин заболева-
ния. Причинно-следственные связи используются
при анализе атак на компьютерные системы [8]
и др.

Причинно-следственные связи обычно модели-
руются графами. Причины и следствия — узлы
графа, еслиA— причина, аB— следствие этой при-
чины, то графически это изображается ориентиро-
ванным ребром (дугой) от узлаA к узлуB. Сложные
причинно-следственные связи часто представля-
ются ориентированными ациклическими графами
(DAG) [9, 10].

В причинно-следственные (каузальные) мо-
дели [3, 11] часто вносятся элементы случай-
ности. В [11] рассматривается функциональ-
ная зависимость причина → следствие, в которую
в качестве дополнительного аргумента внесена
случайная величина. Такой подход значительно за-
трудняет исследование каузальных отношений, так
как требует внесения дополнительных ограничений
в модель.

Схема внесения случайности в [11] может быть
изменена, как это было сделано в работе [12],
а именно: причинно-следственная связь рассмат-
ривается как детерминированное следствие при-
чины, но в следствие вносится случайный шум,
который может не позволить получить («увидеть»)
данное следствие. В такой модели допущение
о независимом шуме для каждого следствия рас-
сматриваемой причины позволяет получать точ-
ные оценки вероятностных распределений воз-
можности правильного распознавания наличия
причины по наблюдаемым следствиям [13]. Бо-
лее того, используя детерминированность отноше-
ния причина → следствие в такой модели, удалось
получить оценки вероятностей достижимости пра-
вильного результата классификации для сложных
схем причинно-следственных связей.

В данной работе рассматривается задача постро-
ения логического вывода конкретного свойства из
данных, выбираемых из множества наборов исход-
ных данных. При решении задачи учитываются как
возможности нарушения причинно-следственной
схемы из-за шума, так и возможности недостижи-
мости получения необходимого вывода. Постро-
ена причинно-следственная схема приближенного
вывода, состоящая из объектов покрытий причин
и следствий, которая начинается из исходных пред-
посылок и заканчивается выводом объекта, содер-
жащего требуемое свойство.
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2 Математическая модель
причинно-следственных связей
в задачах классификации

В данной работе будем опираться на модель из
публикации [14]. Пусть задано некоторое простран-
ство характеристик U = {α1, α2, . . . , αn} и мно-
жество объектов O = {O1, O2, . . . , Om}. Каждый
объект из множества O есть подмножество про-
странства U , но не всякое подмножество простран-
ства U представляет собой объект. Будем считать,
что множества характеристик в объектах неизвест-
ны. Положим по определению, что A ⊆ U слу-
жит причиной появления следствия B ⊆ U , если
характеристики множеств A и B могут взаимодей-
ствовать между собой, и в этом случае при по-
явлении причины A детерминированно возникает
следствие B. При этом будем считать, что по-
явившееся следствие B выступает носителем свой-
ства B.

Для удобства можно представить механизм по-
явления следствияB следующим образом. Появле-
ние причины A в каком-то смысле означает акти-
вацию элементов множества A. Тогда, используя
все существующие взаимодействия с потенциаль-
ными следствиями, A рассылает «сигнал» от своих
характеристик по этим взаимодействиям. Если B
является следствием A, то принятые «сигналы» ак-
тивируют элементы множества B, которое может
в свою очередь рассылать «сигналы» о своей акти-
вации.

Положим, что взаимодействие A может проис-
ходить, не обязательно «сигнализируя» о своей ак-
тивации другому подмножеству пространстваU , но
также некоторому взаимодействующему с A мно-
жеству характеристик в другом пространстве харак-
теристик U∗.

Более того, активация B происходит только то-
гда, когда приходят «сигналы» от всех характери-
стик множества A, т. е. причина A является мини-
мальным множеством, порождающим следствиеB.
Следует обратить внимание на то, что множества A
и B не обязательно представляют собой объекты,
хотя понятие активации характеристик объекта мо-
жет относиться не только к характеристикам A.
В этом случае в пространстве U∗ селективно вы-
бираются «сигналы» от характеристик из A и акти-
вируются все объекты, определенные на простран-
стве U∗ и содержащие B.

Далее будем считать, что понятие активации
в множестве объектов O относится только к объек-
там. Активация причиныAпозволяет активировать
все следствия A при наличии взаимодействия с со-
ответствующими пространствами характеристик.

Будем называть любой объект, содержащий при-
чинуA, покрытием причины, а любой объект, содер-
жащий следствие B причины A, покрытием след-

ствия B. Будем предполагать, что в отношении
«причинаA→ следствиеB» существует единствен-
ная причинаA у данного следствия B.

Расширим понятие покрытия причины или
следствия следующим образом. Пусть часть ха-
рактеристик множестваA содержится в объектеO1,
а остальные характеристики A содержатся в объ-
екте O2. Тогда при активации обоих объектов O1
и O2 и наличии взаимодействия обоих объектов
с пространством U∗ возникает множество «сигна-
лов» для активации следствия B, т. е. активируется
объект, содержащий B. В этом случае причина A
распределена между объектами O1 и O2.

Если причина A, состоящая из характеристик
пространстваU , порождает следствиеB в простран-
стве характеристик U∗, а B как причина порождает
следствие C в пространстве характеристик U∗∗, то
из условия детерминированности отношения при-
чина → следствие следует транзитивность причин-
но-следственных связей. Это означает, что A слу-
жит транзитивной причиной появления свойства C.
При этом введение понятия транзитивной причи-
ны не нарушает свойство единственности причины,
так как у C есть единственная причина — это B из
пространства характеристик U∗, а у B есть един-
ственная причина — это A из пространства харак-
теристик U .

Если A → B и A может быть покрыто распре-
деленной системой объектов, то B должно быть
покрыто хотя бы одним объектом O(B). Это свой-
ство на графе причинно-следственных отношений
будет соответствовать совокупности дуг, входящих
в O(B) и выходящих из объектов распределенного
покрытия A. Заметим, что активация нужна для
выделения объекта, содержащего следствие. По-
скольку возможно участие O(B) в транзитивной
причине, то активация сохраняется.

Предположим, что нас интересует свойство C,
которое является следствием B, но неизвестно ни
одного его покрытия. Пусть известно, что B мо-
жет быть активировано из строгих подмножеств
множества A, которые образуют причину B. Если
возможно активировать объекты O1 и O2, содер-
жащие подмножества множества A и образующие
причину B, то по свойству транзитивной причи-
ны будет активировано следствие C вместе с не-
которым объектом O(C), содержащим C. Объек-
ты O1 и O2 могут быть активированы исходными
(входными) данными или другими активированны-
ми объектами.

Нетрудно видеть, что в построенном по этим
правилам графе с любым числом узлов не могут
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образоваться ориентированные циклы. Ориенти-
рованный цикл требует повторной активации хотя
бы одного объекта, который ранее был активиро-
ван. Но повторная активация невозможна по согла-
шению выше. Тогда цикл не может быть замкнут.

Если в объекте, предполагающем зациклива-
ние, нужны другие характеристики, не использо-
ванные раньше, то (по соглашению) активируются
все объекты, содержащие активированное след-
ствие. Отсюда следует, что для получения в ка-
честве следствия нужного свойства граф многих
причинно-следственных связей объектов, содер-
жащих используемые причинно-следственные свя-
зи, должен быть ориентированным связным гра-
фом без ориентированных циклов, т. е. DAG. При
этом, чтобы не оставлять висячие вершины, сре-
ди всех объектов, содержащих нужное следствие,
можно выбрать одно для дальнейшего построения
причинно-следственного графа, но можно оста-
вить и другие объекты для последующего контроля
правильности порожденного графа. Отметим, что
по соглашению выше наличие свойства или суще-
ствование нужного следствия в объекте известно,
но может быть неизвестен состав его характери-
стик.

3 Вероятностная модель шума

Построим модель шума, который может влиять
на характеристики причинно-следственных свя-
зей. Пусть дано причинно-следственное отноше-
ние A → B и в пространстве характеристик U∗

следствия B любая его характеристика независимо
от других может из-за воздействия шума перестать
распознаваться с вероятностью p. Одинаковые ве-
роятности нераспознавания характеристик взяты
для удобства, а свойство независимости допустимо,
так как дискретный шум в условиях неупорядочен-
ности характеристик в множествеB трудно описать
иначе.

Так как следствие, если в нем присутствуют все
характеристики, валидно, то нераспознавание хо-
тя бы одной из них означает непоявление всего
следствия и всех связанных со следствием актива-
ций. Таким образом, граф причинно-следственных
связей (причинно-следственная схема), состоящий
изM узлов, расположенных в пространствах харак-
теристик U1, U2, . . . , UM , является ориентирован-
ным, связным и ациклическим, т. е. DAG. В усло-
виях наличия шума могут получаться частичные
подграфы, которые заведомо не порождают инте-
ресующее свойство.

Для простоты предположим, что все причины
и следствия имеют одинаковое число характери-

стик s. Тогда вероятность непоявления данного
следствия B (далее — событие B) равна

P(B = 1− (1 − p)s.

Вероятность того, что причинно-следственная
схема от исходных данных до порождения требу-
емого следствия позволяет правильно решать зада-
чу логического вывода, равна

P = (1− p)sM ,

а вероятность того, что причинно-следственная
схема не позволяет правильно решать данную зада-
чу (сбой), соответственно, равна 1− P.

Для контроля решения задачи построения ло-
гического вывода конкретного свойства из исход-
ных данных в схеме причинно-следственных связей
можно оставлять контрольные объекты, содержа-
щие соответствующие следствия. Отсутствие кон-
трольного объекта означает сбой. Это позволяет
удаленно контролировать работоспособность схе-
мы до сбоя.

Отметим, что для логического вывода опреде-
ленного свойства могут существовать несколько
DAG. Это возможно, например, за счет различного
представления распределенной причины и постро-
ения других вариантов исходного графа причинно-
следственной схемы.

4 Алгоритмы построения DAG
причинно-следственных связей

В данном разделе построим алгоритм получения
искомого свойства C с помощью схемы причинно-
следственных связей. Пусть по-прежнему O —
ограниченное множество объектов в семействе раз-
личных пространств характеристик U1, U2, . . . , UM ,
которые можно использовать при построении при-
чинно-следственной схемы.

По определению свойство C принадлежит объ-
ектуO(C) в одном из рассматриваемых пространств
характеристик. В противном случае свойство C не-
достижимо. Свойство C должно быть получено из
исходных данных, которые активируют O(C). Ес-
ли такие исходные данные сразу активируют O(C),
то задача решена. Если это не так, то надо по-
строить причинно-следственную схему, в которой
последовательность активаций порождает в каче-
стве одного из следствий O(C). Для этого выберем
из U1, U2, . . . , UM те пространства, которые взаи-
модействуют с пространством, содержащим O(C).
Последовательным перебором опробуем все объ-
екты этих пространств на предмет поиска объек-
та, содержащего причину следствия C. Если та-
кого объекта не найдено, то опробуем все пары
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объектов в объединении этих пространств. Ес-
ли не найдена распределенная причина для след-
ствия C, то перейдем к опробованию троек объек-
тов, и т. д.

Ограничениями этого алгоритма могут стать до-
пустимая сложность вычислений или ограничен-
ность множества возможных наборов объектов. Ес-
ли найдена прямая или распределенная причина
для C, тогда проверяется возможность актива-
ции соответствующих объектов из исходных дан-
ных. Если найдены несколько распределенных
причин следствия C, то далее независимо стро-
ятся несколько допустимых DAG для каждой рас-
пределенной причины. Если найден хотя бы один
объект, который может быть активирован из ис-
ходных данных, то в дальнейших шагах алгоритма
построения данного DAG этот объект не участ-
вует.

Если в найденной прямой или распределенной
причине следствия C участвует причина или часть
причины B, то алгоритм работает с B так же, как
происходила работа с C.

Алгоритм прекращает свою работу, когда все
объекты в порожденной причинно-следственной
схеме могут быть активированы из исходных дан-
ных. При этом совсем не обязательно, что все
исходные данные должны быть использованы. Сле-
дует также учитывать, что на каждом цикле алго-
ритма при нахождении искомой части необходимой
причины нужно активировать все объекты соответ-
ствующего пространства характеристик, содержа-
щих искомую часть причины.

Если при выполнении перечисленных выше
ограничений невозможно вывести или получить из
исходных данных все узлы графа, то необходимо
перейти к следующему допустимому DAG.

Если все возможности исчерпаны без положи-
тельного результата, то считаем, что C не может
быть получено из данного набора исходных дан-
ных.

При построении шагов алгоритма для объек-
тов, порождающих распределенные причины, воз-
никает необходимость порождения причины объ-
екта с неизвестным свойством в отличие от прямых
причин, которые могут быть идентифицированы.
В этом случае используется содержащий эту часть
причины объект и для него ищется другой объект,
активирующий данный.

Несмотря на сложность переборного процесса,
алгоритм корректно определен. В самом деле, от-
сутствие прямой или распределенной причины на
каждом шаге алгоритма определяется ограничени-
ем сложности или исчерпанностью перебора либо
возможностью остановки данной ветви алгоритма
за счет исходных данных. Как было показано ра-

нее, ориентированные циклы получить невозмож-
но, других противоречий объектов в узлах в каж-
дом DAG не существуют. Наборы характеристик
в причинах и следствиях неизвестны, но активация
происходит на объектах, содержащих причину или
следствие. Поэтому один объект может участвовать
несколько раз с разными причинами или следстви-
ями.

Можно предусмотреть некоторые сокращения
времени перебора за счет распараллеливания. Ука-
жем точки возможного выхода на параллельные
пути выполнения алгоритма. Прежде всего, по-
строение продолжений DAG из различных узлов их
возможного возникновения. Другой вариант рас-
параллеливания состоит в том, что шаг алгоритма,
состоящий в поиске причины для данного след-
ствия, универсален и может быть масштабирован
в произвольном числе экземпляров при использо-
вании на различных ветках поиска промежуточных
причин.

5 Заключение

Идея покрытия причин и следствий объектами
из определенного множества лежит в основе при-
ближенного логического вывода. Например, объек-
тами могут быть программно-технические устрой-
ства в реализуемой информационной технологии,
а искомым свойством служить сбой в этой техноло-
гии.

В работе построена логическая схема прибли-
женного вывода, состоящая из объектов покрытий
причин и следствий, которая начинается из исход-
ных предпосылок и заканчивается выводом объек-
та, содержащего требуемое свойство. В условиях
появления случайного шума оценена вероятность
сбоя и правильного срабатывания логического вы-
вода объекта, содержащего требуемое свойство.
В отличие от большинства схем причинно-следст-
венного вывода шум может присутствовать только
в следствиях простейших схем причина → следст-
вие.

Для описания процесса порождения логическо-
го вывода объекта с интересующим свойством из
исходных данных введено понятие активации объ-
ектов. Это свойство позволяет представить схе-
му вывода в форме DAG. Построен простой ал-
горитм конструирования причинно-следственной
схемы из исходных данных к объекту, содержащему
искомое свойство. Этот алгоритм также опреде-
ляет условия существования возможностей вывода
из исходных условий объекта с требуемым свойст-
вом.
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Abstract: The paper discusses the task of constructing a logical inference of the specific property from data selected
from a plurality of sets of source data. When solving the problem, it should be taken into account both the possibility
of violating the cause-and-effect scheme due to noise and the possibility of not achieving the necessary conclusion.
The cause-and-effect scheme of approximate inference has been built, consisting of objects of covering causes and
consequences, which begins from the initial prerequisites and ends with the output of the object containing the
required property. To describe the process of generating logical inference of the object with the property of interest
from the source data, the concept of activating objects is introduced. This property allows one to represent the
inference scheme in the form of a DAG (Directed Acyclic Graph). The simple algorithm for constructing the
cause-and-effect scheme was built from the source data up to the object containing the desired property. This
algorithm also determines the conditions for the existence of the ability to inference from the original conditions
up to the object with the required property.
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МЕТОДОЛОГИЯ КОРПУСНО-ОРИЕНТИРОВАННОГО

ИССЛЕДОВАНИЯ В ОБЛАСТИ КОНТРАСТИВНОЙ ПУНКТУАЦИИ∗

В. А. Нуриев1, В. И. Карпов2

Аннотация: Уточняется подход к современным исследованиям в области контрастивной пунктуации
с точки зрения методологии. С учетом новейших достижений информатики, компьютерной лингвистики
и теории перевода такие исследования очевидным образом должны иметь корпусно-ориентированный
характер. В данной статье представлена методологическая схема подобного исследования, направленно-
го на выявление межъязыковой пунктуационной асимметрии посредством сравнения функционального
диапазона одного и того же знака препинания в разных языках. Показываются основные методологиче-
ские тенденции, характерные для этой научной области. Внимание уделяется особенностям корпусной
методологии при контрастивном изучении пунктуации. В качестве одного из современных методоло-
гических инструментов предлагаются надкорпусные базы данных (НБД), разрабатываемые в ФИЦ ИУ
РАН.

Ключевые слова: контрастивная пунктуация; перевод; корпусное переводоведение; корпусно-ориенти-
рованное исследование; параллельный корпус; надкорпусная база данных; межъязыковая асимметрия;
методология
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1 Введение
Важность и необходимость исследований

в области контрастивной пунктуации в научной
литературе отмечалась неоднократно (см., напри-
мер, [1–7]). Обычно эта необходимость выводится
из нужд переводческой практики, которая пред-
полагает при обработке письменного текста обяза-
тельную речемыслительную программу, связанную
с исходным пунктуационным компонентом и его
переносом в систему переводящего языка. Так,
Ньюмарк в своем «Учебнике перевода» пишет, что
«пунктуация может быть мощнейшим инструмен-
том, но ее настолько легко упустить из виду, что
я советую переводчикам: специально сравнивайте,
где у вас расставлены знаки препинания, а где они
стоят в оригинале» [1, с. 58]. В работе «Переводчик
в тексте: о чтении русской литературы по-англий-
ски» значение пунктуации отмечает Мей, критикуя
англоязычных переводчиков за недостаточное вни-
мание к межъязыковой пунктуационной асиммет-
рии — за «игнорирование отличительных особен-
ностей, присущих знакам препинания» [2, с. 121].
О пунктуации в переводе говорит Юдейл, выделяя
три аспекта: (1) «знаки препинания — важная часть
перевода, но, концентрируясь на общем смысле
переводимого, ее часто не замечают»; (2) «измене-

ния в пунктуации при переводе могут значитель-
но повлиять на выразительность текста, его свя-
занность и ритм»; (3) «часто возникает впечатле-
ние, что литературные переводчики наделили себя
правом менять границы исходного предложения
и пунктуационные знаки, как им заблагорассудит-
ся» [6, с. 121]. Гораздо реже в специализированной
литературе подчеркивается роль, которую исследо-
вания в области контрастивной пунктуации играют
при обучении иностранным языкам, в частности
при обучении иноязычной письменной речи [5].

Признавая безусловную значимость данного на-
учного направления и его дальнейшего развития,
необходимо предметно разрабатывать методоло-
гию исследования в области контрастивной пунк-
туации, которая учитывала бы новейшие дости-
жения информатики, компьютерной лингвистики
и корпусного переводоведения. Представляется,
что такая методология должна основываться на ис-
пользовании современных информационных кор-
пусных инструментов, позволяющих автоматизи-
рованным образом обрабатывать представительные
массивы текстовых данных, и, следовательно, но-
сить корпусно-ориентированный характер (о кор-
пусных данных при контрастивном изучении пунк-
туации см. [7]).

∗Работа выполнена за счет гранта Российского научного фонда (проект 23-28-00548) с использованием инфраструктуры Центра
коллективного пользования «Высокопроизводительные вычисления и большие данные» (ЦКП «Информатика») ФИЦ ИУ РАН
(г. Москва).
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2Институт языкознания Российской академии наук; Федеральный исследовательский центр «Информатика и управление»
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2 Методологические модели
корпусно-ориентированного
исследования контрастивной
пунктуации

В мае 2019 г. в Регенсбурге (Германия) про-
шла научная конференция под названием «Punc-
tuation Seen Internationally. System–Norm–Practice»
(«Пунктуация в мировом масштабе: система–нор-
ма–практика») — первая конференция, полностью
посвященная проблемам контрастивной пункту-
ации. Оргкомитет, собирая заявки на участие,
справедливо отмечал, что до настоящего времени
пунктуации едва ли уделялось внимание в рамках
типологии, контрастивной лингвистики, прагма-
лингвистики, а также в исследованиях индивиду-
альной языковой манеры на фоне языкового стан-
дарта. Сейчас появляются отдельные работы, где
проводится сопоставительное изучение пунктуа-
ции, однако по-прежнему ощущается острая не-
обходимость в исследованиях по контрастивной
пунктуации, которые бы учитывали типологиче-
ские (системные), социолингвистические (норма-
тивные) и прагматические (речевые) аспекты.

Итогом конференции стала коллективная мо-
нография [8], состоящая из шестнадцати статей,
которые представляют собой пионерские исследо-
вания, направленные на формирование целостной
парадигмы контрастивного изучения пунктуации
и борьбу с маргинализацией важной научной от-
расли. Все статьи условно можно разделить на 4 ка-
тегории, первые две из которых имеют в большей
степени теоретический характер и связаны с сис-
темой и нормой, а вторые — более практической
направленности — с узусом и освоением пунктуа-
ционных навыков. В представленных работах до-
минируют два подхода к исследованию контрастив-
ной пунктуации:

(1) интралингвистический (контрастивный ана-
лиз знаков препинания и конкурирующих
с ними маркеров синтаксических отношений
в рамках одного языка) [9, с. 110];

(2) интерлингвистический (контрастивный ана-
лиз знаков препинания и конкурирующих
с ними средств в разных языках, контрастив-
ная пунктуация рассматривается в том числе
как часть методики обучения неродному язы-
ку, например при интеграции трудовых ми-
грантов в иноязычную среду) [10, с. 57–73].

Интралингвистический подход часто носит сме-
шанный характер: если речь идет об эволюции
пунктуационной системы отдельно взятого языка

на фоне развития аналогичных систем других язы-
ков, контрастивный анализ сопровождается исто-
рико-этимологическим [11, с. 187–206]. В рамках
этого подхода в указанной монографии имеются
психолингвистические исследования с нетривиаль-
ным корпусным материалом. Так, в статье [12,
с. 163–186] корпусные данные привлекаются для
контрастивного анализа пунктуационных предпо-
чтений двух групп испытуемых. Автор использу-
ет корпус CoPaDocs (Corpus of Patient Documents),
основу которого составили письма и другие лич-
ные документы бывших пациентов психиатриче-
ских учреждений Германии на рубеже XIX–XX вв.
Корпус позволяет установить, зависит ли языковое
оформление письма от личности адресата — про-
исходит ли переключение регистров сознательно.
Данный корпус создан с целью разработки интегра-
тивной методики анализа языковой вариативности,
в том числе и в области пунктуации. Изучив спе-
цифику расстановки 12 знаков препинания, Эбер-
Хаммерль приходит к выводу, что пациенты, чей
род деятельности прежде не был связан с письмен-
ной сферой, использовали больше пунктуацион-
ных маркеров (но с меньшей вариативностью), чем
представители второй опытной группы — канце-
лярские служащие. В личной переписке участники
обеих групп к знакам препинания прибегали гораз-
до реже, чем в документах, адресованных офици-
альным лицам.

В статье [10, с. 57–73] представлено контрастив-
ное исследование, выполненное в интерлигвисти-
ческом ключе. Сопоставление пунктуации в италь-
янском и немецком языках здесь проводится на
основе комплексной методологии, включающей
приемы дескриптивного, просодического, синтак-
сического и коммуникативно-текстового анализа.
Примеры приводятся из различных источников,
причем к корпусным данным в статье отсылают не
напрямую, а опосредованно — через более раннюю
работу [13]. По мнению авторов, пунктуирова-
ние в этих языках организовано по-разному, что
объясняется резкими различиями в пунктуацион-
ном узусе: если в итальянском знаки препинания
коммуникативно нагружены, то в немецком они
подчинены формально-синтаксическому принци-
пу. Иначе говоря, итальянская пунктуация вы-
полняет не формальную функцию, а сигнализиру-
ет о тонких смысловых нюансах, которых нельзя
достичь другими языковыми средствами (аргумен-
тативный конфликт, полифонические эффекты,
метатекстовые комментарии). В этом же духе
выполнена и другая интерлингвистическая рабо-
та [14], посвященная контрастивному исследова-
нию многоточия и тире в итальянском и анг-
лийском языках и продуктивно использующая
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корпусный метод сбора и обработки эмпирических
данных.

Объединенные в коллективную монографию
работы позволяют вывести обобщенную методо-
логическую схему контрастивного изучения пунк-
туации. Она имеет трехфазную структуру. Первая
фаза включает теоретическое описание пунктуации
в изучаемом языке с привлечением исторических
и современных нормативных грамматик и спра-
вочников. Вторая фаза направлена на описание
трансформаций в других языках, оказавших суще-
ственное влияние на статус и место пунктуации
в системе конкретного языка. Обе фазы нацелены
на создание такого исследовательского поля, ко-
торое позволит выявить значение пунктуации для
языковой культуры. Это, в свою очередь, долж-
но стать задачей третьей фазы. Вторая и третья
фазы предполагают межъязыковое сравнение как
функционального диапазона отдельно взятых зна-
ков препинания, так и пунктуационного репертуара
в целом. На этих стадиях применяется корпусный
метод. Контрастивный анализ в зависимости от по-
ставленных целей и задач наряду со знаками препи-
нания может охватывать и конкурирующие с ними
языковые средства. Направление контрастивного
исследования пунктуации может быть и синхрон-
ным, и диахроническим.

3 Методологические особенности
корпусно-ориентированного
исследования в области
контрастивной пунктуации

Особенности методологии при корпусном кон-
трастивном изучении пунктуации, как, впрочем,
и при любом корпусно-ориентированном исследо-
вании, связаны прежде всего со стремлением по-
лучить непротиворечивые, валидные и надежные
данные. Электронный корпус, будучи методоло-
гически новаторским инструментом для получения
научного знания, позволяет, с одной стороны, авто-
матическим образом обрабатывать большие масси-
вы данных и тем самым серьезно сокращает времен-
ные издержки на поиск эмпирического материала.
С другой стороны, электронные корпусные ресур-
сы имеют свои особенности, и без их надлежащего
учета пользователь рискует получить искаженные
результаты.

Например, в указанной выше работе [14, с. 291]
авторы, описывая методологию своего исследова-
ния, отмечают, что итальянские примеры заим-
ствованы из корпуса, хранящегося в Базельском
университете и состоящего из двух частей — 33 со-

временных романа-бестселлера (1 млн словоупо-
треблений) и нехудожественных текста разной на-
правленности (1 млн 40 тыс. словоупотреблений),
в то время как англоязычные примеры извлечены
из подкорпуса «Книги и периодические издания»
Британского национального корпуса (80 млн слово-
употреблений). Итальянский материал, по словам
авторов, был проанализирован весь, а для англий-
ского из-за гораздо большего объема ограничились
анализом случайной выборки, объем которой сопо-
ставим с выборкой из итальянского корпуса. Оче-
видным образом валидность выводов по результа-
там анализа англоязычного материала здесь может
оказаться под вопросом в силу методологически не-
однородных установок применительно к процедуре
обработки данных, полученных по двум языкам.
Примечательно к тому же, что базельский корпус,
в отличие от британского, закрыт для обществен-
ного пользования.

О подобных ограничениях рассуждает Надвор-
никова в своей работе, посвященной корпусной
методологии контрастивного изучения пунктуа-
ции [15], где анализируется частотность употреб-
ления шести знаков препинания (запятой, точки,
двоеточия, точки с запятой, вопросительного и вос-
клицательного знака) в английском, французском
и чешском языках. Для сбора данных используются
сопоставимые веб-корпусы, моноязычные общие
(референтные) и параллельные корпусы. Цель ав-
тора — определить, какой из трех типов корпусных
ресурсов наиболее подходит для исследований в об-
ласти контрастивной пунктуации.

Полученные данные показывают, что при изуче-
нии пунктуации показатели частотности проявля-
ют высокую чувствительность к типу текста; сле-
довательно, веб-корпусы, которые, как правило,
отличают стихийное наполнение, неупорядочен-
ность и низкая степень структурированности, не
могут служить источником достоверной информа-
ции об употреблении знаков препинания в том или
ином языке. Моноязычный общий корпус, наобо-
рот, содержит специальную разметку (морфологи-
ческую, синтаксическую и т. д.) и позволяет гибко
настраивать поиск (в том числе выбирать соответ-
ствующий тип текста) в зависимости от конкрет-
ных исследовательских задач. Такие корпусы рас-
полагают большими массивами данных, поскольку
призваны представить язык во всей его полноте
и многообразии, что, казалось бы, обеспечивает
надежность и валидность полученных результатов.
Между тем этот тип корпусов имеет существенный
недостаток — ограниченную межъязыковую сопо-
ставимость. Как правило, моноязычные общие
корпусы разных языков разительно отличаются по
объему данных и их составу и поэтому не подходят
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в качестве основного инструмента контрастивно-
го исследования, а могут служить лишь референт-
ным (проверочным) источником для дополнитель-
ной верификации результирующих данных. Кроме
того, сопоставительный анализ относительной час-
тотности употребления знаков препинания в раз-
ных языках на основе данных, извлеченных из кор-
пусов этого типа, также имеет свои ограничения.
Он не применим для изучения пунктуации в язы-
ках разного строя, которым для кодирования ин-
формации требуется количественно больше (ана-
литические языки типа французского) или меньше
слов (синтетические языки типа русского). Таким
образом, лучше всего для контрастивного изучения
пунктуации подходят параллельные корпусы, ко-
торые, несмотря на свой сравнительно небольшой
объем, представляют существенно больше возмож-
ностей для качественного анализа употребления
знаков препинания и непосредственного сопостав-
ления их абсолютной частотности в параллельных
текстах — оригинале и переводе. Однако и этот
тип информационного ресурса не может служить
универсальным исследовательским инструментом.
При его использовании необходимо учитывать, что
пунктуационные расхождения в исходном и пере-
водном тексте могут быть не результатом системных
дифференциаций, а возникнуть под влиянием пе-
реводческих предпочтений. Следовательно, чтобы
избежать искажения результирующих данных, на-
до следовать некоторым методологическим прин-
ципам:

(1) данные собираются в обоих переводных на-
правлениях;

(2) выявленные тенденции проходят обязатель-
ную проверку с помощью референтного моно-
язычного корпуса;

(3) контрастивное изучение пунктуации с приме-
нением параллельных корпусов требует сис-
темного подхода в том смысле, что в функцио-
нальном диапазоне разных знаков препинания
могут быть общие зоны, указывающие на их
потенциальную внутриязыковую и межъязы-
ковую конкуренцию.

4 Заключение
В статье представлена обобщенная методоло-

гическая схема корпусно-ориентированного ис-
следования в области контрастивной пунктуа-
ции — отрасли научного знания, интенсивно
развивающейся и привлекающей внимание специ-
алистов самого широкого профиля. Несмотря на то
что появляются работы, где описываются сопоста-
вительные исследования пунктуации на примере

одного произведения или литературного наследия
отдельно взятого писателя (см., например, [16,17]),
очевидно, что для каких-либо существенных, круп-
номасштабных обобщений относительно межъязы-
ковой пунктуационной асимметрии и специфики
функционирования знаков препинания в разных
языках требуется привлечение корпусного матери-
ала.

Дальнейшее изучение контрастивной пунктуа-
ции видится в нескольких направлениях. Необхо-
димо качественное углубление сопоставительного
анализа, чтобы его тонкая нюансировка позволила
установить, в какой мере совпадает и разнится
функциональный диапазон того или иного зна-
ка препинания в контактирующих языках в за-
висимости от жанровой принадлежности текста.
Этот анализ целесообразно проводить комплекс-
но, охватывая всю совокупность синтаксических
изменений, которые влекут за собой отказ от ис-
ходного пунктуирования при переводе с одного
языка на другой. Такая комплексность поможет
выявить и с большей полнотой описать сущест-
вующие межъязыковые структурные различия, что
необходимо и для переводческой практики, и для
обучения иностранным языкам. Требует дальней-
шего уточнения вопрос, как на пунктуационные
преференции переводчика влияет родная языковая
культура, пунктуационные установки которой мо-
гут меняться со временем. По мере наращивания
опыта и мастерства могут меняться пунктуацион-
ные предпочтения и самого переводчика, и это так-
же представляет определенный научный интерес.

В заключение следует отметить, что одним из
современных информационных инструментов кор-
пусного исследования в области контрастивной
пунктуации могут быть НБД, разрабатываемые в от-
деле 54 Федерального исследовательского центра
«Информатика и управление» Российской акаде-
мии наук (о возможностях НБД см. [7]). В данный
момент этот методологический инструмент про-
ходит апробацию в контрастивном исследовании
двоеточия и многоточия в трех языках — русском,
французском и немецком.
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ПОДХОДЫ К ПОДБОРУ СПЕЦИАЛИСТОВ ПРИ ОРГАНИЗАЦИИ

КОЛЛЕКТИВНОГО РЕШЕНИЯ ПРОБЛЕМ∗

С. Б. Румовская1

Аннотация: Исследование малых групп (коллективов, команд), их особенностей, проблем, динамики
и особенностей подбора специалистов стоит на стыке психологии в управлении персоналом и социальной
психологии. Особое место в широком спектре направлений современной науки занимает моделирование
взаимодействия людей в малых коллективах специалистов, в частности в рамках многоагентного подхода.
При этом, разрабатывая интеллектуальные системы (ИС) (искусственные гетерогенные коллективы) для
решения практических проблем, сейчас требуется объединять в составе системы модели специалистов
(агентов), созданных различными командами разработчиков, имеющих несовместимые цели и модели
предметной области. Отбор специалистов в естественные и моделей специалистов в искусственные
гетерогенные коллективы — важная задача, результаты решения которой влияют на дальнейший процесс
принятия решений. Представлен анализ методов и подходов к подбору специалистов и комплектования
малых групп (коллективов, команд), измерительные инструменты которых должны подвергаться оценке
качества.

Ключевые слова: группа; малый коллектив специалистов; команда; методы подбора специалистов
и формирования малых групп; командообразование
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1 Введение

Взаимосвязь психологии в управлении персона-
лом и социальной психологии состоит в том, что
объект исследования первой — как отдельно взятая
личность, так и малые группы — один из сложней-
ших феноменов социальной психологии [1]. «Ма-
лая группа» [2] — элементарное звено структуры
социальных отношений, обретающее через не-
посредственные межличностные контакты струк-
турные, динамические и феноменологические ха-
рактеристики, отражающие признаки группы как
целостной системы социальных и психологических
отношений. В организациях руководители получа-
ют значительный эффект, создавая малые группы
с учетом групповой сплоченности, единства и дру-
гих социально-психологических феноменов.

Отбор специалистов — важная задача, резуль-
таты выполнения которой влияют на дальней-
шую работу группы (коллектива, команды), реша-
ющей в различных сферах проблемы, осложненные
слабой формализацией, комплексным строением,
сетевым характером условий и целей, неопреде-
ленностью, субъективностью и динамичностью.
Подобный коллектив, который называют есте-
ственным гетерогенным коллективным интеллек-
том поддержки принятия решений [3], — это
малая группа экспертов (специалистов), которой

присущи неоднородность, разнообразие, сотрудни-
чество, дополнительность и относительность зна-
ний.

Основная форма организации малых коллекти-
вов — совещания, построенные по принципу круг-
лого стола. Особое место в современной науке зани-
мает моделирование взаимодействия людей в таких
коллективах, в частности методами многоагент-
ных систем. Сейчас для решения практических
проблем требуется объединять в составе ИС моде-
ли специалистов (агентов), созданных различными
командами разработчиков и имеющих несовмести-
мые цели и модели предметной области. В этой
связи для учета субъективности и динамическо-
го характера проблем предполагается разработать
новый класс ИС — рефлексивно-активные систе-
мы искусственных гетерогенных интеллектуальных
агентов (РАСИГИА), в которых агенты будут вза-
имно моделировать рефлексивные позиции друг
друга, динамически вырабатывать стратегии свое-
го поведения, по мере необходимости в процессе
решения проблем привлекать новых агентов из пу-
ла доступных агентов от различных разработчиков
и исключать существующих.

Результат работы РАСИГИА зависит от состава
выбираемых для включения агентов, а значит, ме-
тоды подбора специалистов, разрабатываемые в об-
ласти психологии управления персоналом, должны
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быть проанализированы на предмет возможности
адаптации для РАСИГИА.

В настоящей работе проанализированы мето-
ды подбора специалистов и комплектования ма-
лых групп (коллективов и команд), разработанные
в области психологии управления персоналом.

2 Малые высокоорганизованные
группы (коллективы, команды)

В работах [4–7] о малых группах специали-
стов, рассматриваемых в данном исследовании как
естественный гетерогенный коллектив, говорят как
о коллективах — высокоразвитой форме организа-
ции групповой деятельности, при которой связи
и отношения между индивидами опосредованы об-
щественно значимыми целями. Коллективы в оте-
чественной литературе рассматриваются как выс-
ший уровень развития группы, характеризуемый
высокой степенью сплоченности, единством, цен-
ностно-нормативной ориентации, глубокой иден-
тификацией индивида с группой и ответст-
венностью за результаты совместной групповой
деятельности [5]. В работах [8–10] говорится о ста-
диях зрелости коллектива (команды) в рамках более
широкого процесса жизни малой группы, которые
можно свести к таким, как (1) притирка и форми-
рование; (2) конфликтная (образуются подгруппы,
появляются разногласия); (3) экспериментирова-
ние в методах и средствах; (4) появление спло-
ченности (границы подгрупп стираются, успешное
решение задач, творчество); (5) высокий уровень
сплоченности (формируются прочные связи, роли
и полномочия динамично согласовываются, лич-
ные разногласия быстро устраняются). Катцен-
бах и Смит [11] определяют команду как малое
число людей (от 2 до 25 человек, но обычно не
более 10) с взаимодополняющими умениями, свя-
занных единым замыслом, стремящихся к общим
целям и ответственных за их достижение. Команде
присущи постоянство состава, жесткое распреде-
ление ролей, ясная и формальная цель, а члены
команды сыгранны и действуют одинаково по от-
ношению к окружению [12]. В [4] отмечается, что
в современной трактовке команды много общего
с описанием коллектива в работах отечественных
авторов прошлых лет. Команда как группа высокого
уровня развития, сравнительно с пониманием кол-
лектива, более реалистична, прагматична, лишена
идеологических ярлыков. Таким образом, поня-
тия «малый коллектив специалистов» и «команда»
идентичны, поэтому актуально исследование фор-
мирования и коллективов, и команд.

3 Методы и подходы
к отбору специалистов

Методы комплектования малых групп и коллекти-

вов [13]. Определяются оптимальные количествен-
ные соотношения между работниками в малых
группах и коллективах. Выделяют два взаимодопол-
няющих принципа отбора: сработанность и совмес-
тимость [14]. Сработанность характеризуется вы-
сокой согласованностью у членов группы [15] и ее
продуктивностью и базируется на профессио-
нально-квалификационной дополняемости. Со-
вместимость — оптимальное сочетание свойств
участников, обеспечивающее их эффективное
существование и способность оптимизировать
свои взаимоотношения и согласовывать свои дей-
ствия [15]. Выделяются три уровня совместимости.

1. Согласованность функционально-ролевых
ожиданий — выделяют своеобразные роли,
которые в совместной деятельности дополни-
тельно к основным играют люди, например
выделяют целевые и поддерживающие [16].

2. Ценностно-ориентационное единство (ЦОЕ)
по А. В. Петровскому [17] — сходство мнений,
позиций членов группы по отношению к объ-
ектам, наиболее значимым для группы в целом.
Есть ряд процедур оценки ЦОЕ.

3. Психофизиологическая совместимость:

– первичное комплектование малых
групп [18]. Применяют метод изучения
характерных особенностей индивидуаль-
ной ориентации человека по отношению
к другим людям, диагностируемых опрос-
ником межличностных отношений (ОМО)
В. Шультца, который определяет межлич-
ностную совместимость как отношения
между двумя или более индивидами, при
которых достигается та или иная степень
взаимного удовлетворения межличностных
потребностей. Также применяется социо-
нический метод, например Е. С. Филатовой
и Ю. В. Иванова [19, 20], базирующийся на
том, что отношения между сотрудниками
группы можно представить в виде парных
взаимодействий, а психологический тип
человека проявляется во взаимодействии
с другими людьми;

– перекомплектование — предполагает, что
члены обследуемого коллектива достаточ-
но хорошо знают друг друга по совместной
деятельности. Тогда можно использовать
социометрический тест Дж. Морено [21],
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представляющий собой процедуру пере-
крестного опроса членов группы друг о дру-
ге по вопросам или критериям, которые
направлены на выявление особенностей их
взаимоотношений, взаимных оценок тех
или иных качеств личности и поведения.
Данные ответов кодируются в специаль-
ные матрицы и анализируются вероятност-
но-статистическими методами. В [22–24]
рассмотрен ряд приемов экспертизы психо-
логической совместимости в сложившихся
малых группах.

Профессиональный отбор [7] предполагает вы-
бор по критериям профессиональной подготовлен-
ности и опыта, уровню и профилю образования.

1. Формирование профиля должности [6]. Каждая
должностная позиция, в том числе и в составе
коллектива, решающего проблему, предъявля-
ет специалисту ряд требований, информацию
о которых структурируют и сводят в единую
систему в профиле должности. Используют не-
сколько видов критериев [15]:

– квалификационные;

– объективные, констатирующие соответ-
ствие реальных достижений оцениваемых
субъектов некоторым количественным и ка-
чественным показателям;

– внешние, характеризующие наличие ка-
честв, позволяющих добиваться высоких ре-
зультатов;

– психологические, разрабатываемые на
основе профессиограммы соответству-
ющего вида деятельности, которая пред-
ставляет собой систему признаков, опи-
сывающих профессию, перечень норм
и требований [7];

– тестовые по индивидуально-психологиче-
ским характеристикам.

В профиль включают факторы приоритетов
при принятии решений, основные мотивации
и др. В профиле должны быть сформулированы
предельно конкретно со шкалами измерений
компетенции, которые необходимы, желатель-
ны или безразличны, в частности для роли
специалиста в коллективе, формирующемся
для выработки решения по некоторой пробле-
ме [6, 25].

2. Первичный отбор [7] начинается с анализа
списка кандидатов с точки зрения их соот-
ветствия общим требованиям посредством ан-
кетирования, тестирования или испытания,
графологического анализа (экспертиза почерка

и стиля изложения), морфологического анали-
за и анализа по фотографии.

3. На втором этапе отбора в основном использу-
ют [26, 27]:

– комплексные исследования в центрах оцен-
ки персонала — оценки одних и тех же кри-
териев в разных ситуациях и различными
методами, а также ролевые и имитационные
деловые игры и анализ конкретных ситуа-
ций (моделируются существенные момен-
ты деятельности и оцениваются реальные
достижения испытуемых или демонстриру-
емое поведение) [27];

– тесты:

(а) на профпригодность — оценка психофи-
зиологических качеств человека, умений
выполнять определенную деятельность;

(б) общие — оценка общего уровня разви-
тия и особенностей мышления, внима-
ния, памяти и других высших психиче-
ских функций;

(в) биографические тесты и изучение биогра-
фии — анализируются семейные отноше-
ния, характер образования, физическое
развитие, главные потребности и интере-
сы, особенности интеллекта, общитель-
ность;

(г) личностные тесты — психодиагностиче-
ские тесты на оценку уровня отдельных
качеств и предрасположенность к опре-
деленному типу поведения;

– интервью — беседа, направленная на сбор
информации об опыте и уровне знаний и на
оценку профессионально важных качеств
претендента;

– также анализируют рекомендации (их ис-
точники и оформление) и используют: по-
лиграф, медицинские тесты, психоанализ.

Методика подбора персонала О. С. Насташевской

с использованием психограмм и профессиограмм [28].
Методика базируется на выделении типов личности
по уровню отклонений от теоретической психо-
граммы через систему отбора. Сначала разрабаты-
вается психограмма на основе профессиограммы
специалиста, на которого объявлен отбор, — пе-
речисляются психологические профессионально
важные качества специалиста [7]. Затем выбирают-
ся диагностические методики и проводится собе-
седование-тестирование, по результатам которого
определяют степень соответствия кандидатов тре-
бованиям психограммы и по ним выделяют типы
личности (кластерный анализ, k-средних). Класте-
ризация предполагает неаддитивную модель учета

98 ИНФОРМАТИКА И ЕЁ ПРИМЕНЕНИЯ том 17 выпуск 2 2023



Подходы к подбору специалистов при организации коллективного решения проблем

соответствия психограмме, что повышает адекват-
ность получаемого решения. В итоге кандидаты,
тип личности которых с максимальной степенью
соответствует требованиям, обсуждаются руковод-
ством.

Психологическая оценка персонала при выдви-

жении в кадровый резерв [29]. Кадровый резерв
составляет группа сотрудников, которая должна
быть обучена внутренними и внешними экспер-
тами. Создается для обеспечения гибкости в заме-
щении сотрудников. Для выдвижения в кадровый
резерв проводятся: оценка профессиональных ком-
петенций, психологическое тестирование и экс-
пертное оценивание в ходе деловых игр (ассесс-
мент-центр). Принцип включения в кадровый
резерв базируется на двух основных измерениях:
профессиональном и управленческом потенциа-
ле, а также эффективности в деятельности. Оце-
нивается уровень следующих базовых психологи-
ческих характеристик: интеллектуальный уровень
(тест структуры интеллекта Р. Амтхауэра, методи-
ка оценки социального интеллекта Дж. Гилфорда);
лидерский потенциал (калифорнийский личност-
ный опросник (КЛО); стандартизированный метод
исследования личности Л. Н. Собчик (СМИЛ));
коммуникабельность (КЛО, СМИЛ); психологи-
ческая устойчивость (опросник эмоционально-
го интеллекта Д. В. Люсина, СМИЛ); этичность,
порядочность во взаимодействии с коллегами,
подчиненными, руководством (экспертная оценка
и сбор информации). Сотрудника можно зачис-
лять в кадровый резерв уже при одновременном
наличии средних показателей по эффективности
и потенциалу.

Формирование команд [9]. Выделяют:

(1) динамический подход, направленный на раз-
витие социоэмоциональных и инструменталь-
ных отношений в команде посредством раз-
личных тренингов — базируются на стадиях
развития групп (M. Kelly, W. Wellins, B. W. Tuck-
man, Т. Ю. Базаров) — модели здесь дескрип-
тивные;

(2) специально организованные социально-пси-
хологические технологии формирования кол-
лективного субъекта деятельности — команды,
а именно: командные испытания для развития
эмоциональных отношений; тренинги навы-
ков командной работы; командный коучинг;
деловые игры, тренинги по разработке общего
видения.

При комплектовании/перекомплектовании ко-
манд превалирует ориентация на формирование ге-
терогенных групп [30]:

(1) по полу, возрасту и профессии — не вызывает
трудностей;

(2) по интеллекту и личностным чертам — ис-
пользуются тесты оценки IQ, методики диа-
гностики когнитивного стиля и креативности
мышления, учитывающие специфику деятель-
ности формирующейся команды (например,
тесты Фланагана и Векслера), а также мето-
дики, основанные на типологическом подходе
К. Г. Юнга (модели Майерс–Бриггс и Кейр-
си — включают ситуационно-поведенческое
тестирование и/или глубинное биографиче-
ское интервью), и методики, построенные на
базе концепции командных ролей Р. М. Бел-
бина — используют сопоставление результа-
тов применения опросника и внешних оце-
нок, полученных от коллег, — 360-градусная
обратная связь.

Диагностика ценностной ориентации осуществля-
ется, например, с помощью проективных методик,
обращающихся непосредственно к символическо-
му содержанию, в котором объединены и образ,
и отношение к организации, и личный опыт, и цен-
ности, и переживания.

За рубежом выделяют четыре основных подхода
к образованию команд [31]:

(1) основанный на развитии и согласовании це-
лей команды (E. A. Locke, E. Weldon и др.) —
развитие способности группы людей достигать
своих целей;

(2) интерперсональный, ориентированный на
анализ процессов и улучшение межличност-
ных отношений (C. Argyris, W. Schutz и др.);

(3) ролевой подход — улучшение работы коман-
ды за счет увеличения ясности ролей и, как
следствие, увеличения организационной эф-
фективности. Предварительно сотрудников
тестируют, определяют типы их поведения,
а далее соединяют в команды по принципу
взаимодополняемости (модели Р. М. Белбина
и Т. Ю. Базарова; взаимодополняющая коман-
да по И. А. Адизес) [3, 32];

(4) проблемно-ориентированный подход
(W. G. Dyer, R. Kilman, I. Kilman и др.) —
более общий, может включать все предыду-
щие. Считается, что команда становится более
эффективной в результате совместного реше-
ния проблем.

Результаты анализа подходов из разд. 3 сведены
в таблицу.

В таблице курсивом отмечены подходы, кото-
рые могут быть в адаптированном виде использо-
ваны при моделировании коллективного принятия
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Анализ отечественных и зарубежных подходов к отбору специалистов

Основные подходы к отбору специалистов
Качест-
венные

Количе-
ственные

Индиви-
дуальные

Груп-
повые

Возможность
моделирования

в рамках
РАСИГИА

Согласованность функционально-ролевых ожиданий [15, 16] + + ±

Ценностно-ориентационное единство по А. В. Петровскому [17] + + ±

Комплектование групп с использованием ОМО [18] + +
Соционический метод [19, 20] + +
Социометрическая теория Я. Морено [21] + + +
Метод формирования профиля должности [7] + + ±

Анкетирование и тестирование [7] + + + ±

Графологический и морфологический анализ [7] + +
Комплексные исследования в центрах оценки персонала [27] + + + ±

Биографические тесты и изучение биографии [27] + +
Интервью [23, 25–27] + + +
Ролевые и имитационные деловые игры [27] + + + +
Методика подбора персонала О. С. Насташевской [28] + ±

Психологическая оценка персонала для кадрового резерва [29] + + +
Динамический подход к командообразованию [9] + + + ±

Специальные организованные социально-психологические
технологии формирования команд [9]

+ +

Тесты и методики оценки когнитивной сферы для
формирования гетерогенных групп [30]

+ + +

Проективные методики [30] + + +
Развитие и согласование целей команды [31] + + + ±

Интерперсональный подход к командообразованию [31] + + +
Ролевой подход объединения в команды [30, 32] + + + ±

Проблемно-ориентированный подход к формированию команд + + ±

Обозначения: ± — в рамках соответствующего подхода есть ограничения и/или противоречия по выделенному критерию.

решения в РАСИГИА для отбора моделей специа-
листов (агентов).

4 Качество измерительного
инструмента отбора
специалистов

Одна из проблем отбора — повышение прогно-
стичности, надежности процедуры выделения та-
ких характеристик человека, которые укажут на его
последующую успешную профессиональную дея-
тельность и соответствие запросам организации,
т. е. необходимо обоснование качества выбран-
ного измерительного инструмента (анкеты, теста
и т. д.) [14, 28]. При этом оцениваются:

– эмпирическая валидность инструмента, т. е. со-
ответствие его результатов характеристике, для
измерения которой он разработан, — проводит-
ся пилотное исследование, в ходе которого ре-
спонденты оценивают исследуемый объект при
помощи альтернативных анкет. Связь между
результатами измерения определяется расчетом

коэффициента ранговой корреляции Спирме-
на [14];

– надежность инструмента:

(1) с позиции согласованности, т. е. степени
однородности состава вопросов (заданий)
с точки зрения измеряемой характеристи-
ки — определяется связью каждого конкрет-
ного элемента инструмента с общим резуль-
татом [33];

(2) с позиции устойчивости — проводится не-
сколько измерений с некоторым промежут-
ком времени одним и тем же инструментом.
Инструмент устойчив, если имеет место ста-
тистически значимое значение коэффици-
ента корреляции между данными измере-
ний и статистически незначимые различия
в средних значениях, полученных при изме-
рениях.

5 Заключение

В работе представлены результаты исследова-
ния, которое по материалам открытой печати вы-
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явило большое разнообразие подходов к отбору
специалистов на должность и в группу (коман-
ду, коллектив) — групповые, индивидуальные, ка-
чественные, количественные и комбинированные.
При этом инструменты оценки кандидатов долж-
ны подвергаться проверке на валидность и надеж-
ность. На практике часто комбинируют несколько
методов, чтобы повысить качество отбора. По ре-
зультатам анализа также были выделены несколько
подходов (при условии их адаптации), которые мо-
гут быть в той или иной степени использованы
для отбора моделей специалистов (агентов) в ис-
кусственный гетерогенный коллектив РАСИГИА
из всего пула интеллектуальных агентов: согласо-
ванность функционально-ролевых ожиданий; цен-
ностно-ориентационное единство; формирование
профиля должности; анкетирование и тести-
рование; принципы комплексных исследований
в центрах; методика О. С. Насташевской; разви-
тие и согласование целей команды; динамический,
ролевой и проблемно-ориентированный подходы.
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