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АНАЛИТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЙ

С ИНВАРИАНТНОЙ МЕРОЙ В СТОХАСТИЧЕСКИХ СИСТЕМАХ,

НЕ РАЗРЕШЕННЫХ ОТНОСИТЕЛЬНО ПРОИЗВОДНЫХ

И. Н. Синицын1

Аннотация: Рассматриваются точные и приближенные методы аналитического моделирования гауссов-
ских и негауссовских стационарных и нестационарных стохастических процессов (СтП) с инвариант-
ной мерой в стохастических системах, не разрешенных относительно производных (СтСНРОП). Для
скалярных и векторных СтСНРОП, допускающих линейную регрессионную аппроксимацию нелиней-
ных функций, содержащих старшие производные, разработаны методы сведения уравнений СтСНРОП
к уравнениям дифференциальных стохастических систем (СтС). Предложены два точных метода аналити-
ческого моделирования СтС с инвариантной мерой. Разработаны приближенные методы аналитического
моделирования, основанные на параметризации одно- и многомерных распределений. Особое внимание
уделено гауссовским СтП с инвариантной мерой. В качестве примера рассмотрен нелинейный осцил-
лятор Дуффинга, в котором вместо второй производной присутствует нелинейная функция от второй
производной. Приведены уравнения нелинейной корреляционной теории. Изучены стационарные СтП,
совпадающие с СтП с инвариантной мерой. Обсуждаются полученные результаты и формулируются
направления дальнейших исследований в области аналитического моделирования СтСНРОП.

Ключевые слова: аналитическое моделирование; параметризация распределений; распределение с инва-
риантной мерой; стохастическая система (СтС); стохастическая система, не разрешенная относительно
производной (СтСНРОП); стохастический процесс (СтП)
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1 Введение

В [1] дан обзор точных методов аналитического
моделирования одно- и многомерных распределе-
ний стационарных и нестационарных процессов,
основанных на построении интегральных инва-
риантов специально подобранных обыкновенных
дифференциальных уравнений. Особое внимание
в [1] уделено случаю СтС с автокоррелированны-
ми шумами. В [2] на основе теории потенциала
предложены методы расчета распределений с ин-
вариантной мерой для гамильтоновых СтС. В [3]
дано обобщение [1, 2] на случай разрывных харак-
теристик в дифференциальных СтС. Дальнейшее
развитие точных методов аналитического модели-
рования распределений в дифференциальных СтС,
в том числе и в условиях автокоррелированных шу-
мов, представлено в [4].

Вопросы аналитического моделирования СтП
в СтСНРОП рассмотрены в [5–8]. Особое внима-
ние в них уделено нормальным (гауссовским) СтП.
В [9] предложены методы нормализации систем,
стохастически не разрешенных относительно про-
изводных.

Рассмотрим обобщение [1–8] на случай, когда
СтСНРОП приводятся к уравнениям дифференци-
альной СтС с гауссовскими и негауссовскими шу-
мами. Представлены точные и приближенные ме-
тоды аналитического моделирования гауссовских
и негауссовских стационарных и нестационарных
СтП с инвариантной мерой в СтСНРОП, допус-
кающих линейную регрессионную аппроксимацию
нелинейных функций, содержащих старшие произ-
водные. Разработаны методы сведения уравнений
СтСНРОП к уравнениям дифференциальных СтС.

Предложены два точных метода аналитического
моделирования СтС с инвариантной мерой. Раз-
работаны приближенные методы аналитического
моделирования, основанные на параметризации
одно- и многомерных распределений. Особое вни-
мание уделено гауссовским СтП с инвариантной
мерой.

В качестве примера рассмотрен нелинейный
осциллятор Дуффинга, в котором вместо второй
производной присутствует нелинейная функция от
второй производной. Приведены уравнения нели-
нейной корреляционной теории. Изучены стацио-
нарные СтП, совпадающие с СтП с инвариантной

1Федеральный исследовательский центр «Информатика и управление» Российской академии наук; Московский авиационный
институт, sinitsin@dol.ru
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мерой. В заключении статьи обсуждаются полу-
ченные результаты и формулируются направления
дальнейших исследований в области аналитическо-
го моделирования СтСНРОП.

2 Приведение стохастических
систем, не разрешенных
относительно производных,
к дифференциальным
стохастическим системам

Рассмотрим сначала скалярную СтСНРОП сле-
дующего вида [8]:

ϕ = ϕ
(
t, Xt, pXt, . . . , p(l)Xt, Ut

)
= 0 ; (1)

dUt = aU (Ut, t) dt+ bU (Ut, t) dW0 +

+

∫

Rq
0

cU (Ut, t, v) dP 0(t, dt). (2)

Здесь p = d/dt — оператор дифференцирования по
времени; Xt = X(t) и p(l)Xt — скалярные СтП,
понимаемые в среднеквадратичном смысле; Ut =
= U(t) — скалярный СтП, определяемый урав-
нением Ито (2); ϕ — нелинейная, в общем слу-
чае разрывная, функция отмеченных переменных,
допускающая линейную регрессионную аппрокси-
мацию относительно старшей l-й производной Ut

вида
ϕ ≈ ϕ0 + kϕ

l p(l)Xt + kϕ
UUt . (3)

Здесь введены следующие обозначения:

ϕ0 = ϕ0
(
t, �Xt, m

l, Dl
)
;

kϕ
l = kϕ

l

(
t, �Xt, m

l, Dl
)
;

kϕ
U = kϕ

U

(
t, �Xt, m

U , DU
)
,

где

�Xt =
[
XTt X

(l−1)
t

]T
;

ml = MX
(l)
t ; Dl = M

∣∣∣X(l)t − ml
∣∣∣
2

.

В уравнении (2) принято: W0 = W0(t) — вине-
ровский скалярный СтП интенсивности ν0 = ν0(t);
c(u, t, v) — скалярная функция u и t, а также вспо-
могательной переменной v;

∫
R

dP 0(t, A) dt — цент-
рированная пуассоновская мера, удовлетворяющая
условию:

∫

–

dP 0(t, A) =

∫

–

dP (t, A) dt −
∫

δ

νP (t, A) dt ,

где
∫
– dP (t, A) dt — число скачков пуассоновско-

го СтП P (t, A) в интервале времени –; νP (t, A) —
интенсивность пуассоновского СтП P (t, A); A =
= R0 — прямая с выколотым началом. Интеграл
в (2) в общем случае распространяется на R0. На-
чальное значение U(t0) = U0 представляет собой
случайную величину (СВ), не зависящую от прира-
щений СтП W0(t) и P (t, A) на интервалах времени
– = (t1, t2], следующих за t0, t0 ≤ t1 ≤ t2 для
любого A.

Из условия конечности дисперсий скалярных
переменных p(l)Xt и Ut следует соотношение

D
[
p(l)Xt

]
∼ DUt, kϕ

l 6= 0 .

Теорема 2.1. Пусть СтСНРОП (1) допускает линей-
ную регрессионную линеаризацию согласно (3). Тогда
уравнение (1) приводится к виду:

pXh−1 = Xh

(
h = 1, l − 1

)
,

pXl = −ϕ0 (k
ϕ
l )

−1 − kϕ
U (k

ϕ
l )

−1
Ut .

В векторном виде имеем следующие уравнения:

�ϕ = �ϕ(t, �Xt,
‘�Xt, �Ut) = 0 ; (4)

d �Ut = �a
U
(
t, �Ut

)
dt+�bU

(
t, �Ut

)
dW0 +

+

∫

Rq
0

cU (t, Ut, v) dP0(t, dt); (5)

�ϕ ≈ �ϕ0 + k �ϕ‘�X
‘�Xt + k �ϕU

�Ut ; (6)

‘�Xt ≈ a
�X = − �ϕ0

(
k �ϕ‘�X

)−1
− k �ϕ0 Ut

(
k �ϕ‘�X

)−1
.

Здесь матричные коэффициенты регрессионной
линеаризации удовлетворяют условиям:

k �ϕ‘�X
= k �ϕ‘�X

(
t, �Xt, m

‘�X , K
‘�X
)

, det k �ϕ‘�X
6= 0 ;

K �ϕ
U = k �ϕU

(
t, �Xt, m

U , KU
)
, detK �ϕ

U 6= 0 .

В уравнении (5) принято: Ut — n
�U -мерный СтП;

a
�U , b

�U и c
�U — известные функции отмеченных пе-

ременных; W0(t)— nW0-мерный винеровский СтП
матричной интенсивности ν0 = ν0(t); P (t, A) —
пуассоновский СтП интенсивности νP (t, A); A =

= RnP

0 — некоторое борелевское множество про-
странства с выколотым началом.

Теорема 2.2. Пусть векторная СтСНРОП (4) до-
пускает линейную регрессию (6). Тогда векторное
уравнение (4) приводится к виду (6), а уравнение
для Ut в (5) должно допускать решение с конечными
моментами второго порядка.

ИНФОРМАТИКА И ЕЁ ПРИМЕНЕНИЯ том 17 выпуск 1 2023 3
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3 Точные методы аналитического
моделирования распределений
стохастических процессов
с инвариантной мерой

Введем расширенный вектор состояния приве-

денной СтСНРОП Zt =
[
�XTt UTt

]T
и векторное сто-

хастическое дифференциальное уравнение Ито для
него:

dZt = �a (Zt, t) dt+ b (Zt, t)W0 +

+

∫

R0

c (Zt, t, v) dP 0(t, dv). (7)

Здесь

a = a(Zt, t) =

[
aX

aU

]
; b = b(Zt, t) =

[
0
�bU

]
;

c = c (Zt, t, v) =

[
0

c
�U

]
.

Пусть существуют одно- и n-мерные плотно-
сти f1 = f1(z; t) и fn = fn(z1, . . . , zn; t1, . . . , tn)
и характеристические функции g1 = g1(λ; t) и gn =
= gn(λ1, . . . , λn; t1, . . . , tn) (n ≥ 2), удовлетво-
ряющие интегро-дифференциальным уравнениям
Пугачёва [10]:

∂f1(z; t)

∂t
+

∂T

∂z
[a(z, t)f1(z; t)] =

=
1

(2π)p

∞∫

−∞

∞∫

−∞

χf (λ, ζ, t)eiλT(ζ−z)f1(z; t) dζdλ ,

f1 (z; t0) = f0(z); (8)

∂fn(z1, . . . , zn; t1, . . . , tn)

∂tn
=

=
∂T

∂zn
[a(zn, tn)fn(z1, . . . , zn; t1, . . . , tn)] =

=
1

(2π)pn

∞∫

−∞

∞∫

−∞

χf
n(λn, ζn, tn)×

× exp
{

i

n∑

l=1

λTl (ζl − zl)

}
fn (ζ1, . . . , ζn;

t1, . . . , tn) dζ1 · · · dζndλ1 · · · dλn,

fn(z1, . . . , zn−1, zn; t1, . . . , tn−1, tn−1) =

= fn−1(z1, . . . , zn−1; t1, . . . , tn−1)δ(zn − zn−1),

t1 ≤ t2 ≤ · · · ≤ tn, n = 2, 3, . . . ; (9)

∂g1(λ; t)

∂t
− 1

(2π)p

∞∫

−∞

∞∫

−∞

iλTa(z, t)ei(λT−µT)z ×

× g1(µ; t)dµdz =
1

(2π)k

∞∫

−∞

∞∫

−∞

χg(λ, z, t)×

× ei(λT−µT)zg1(µ; t)dµdz ,

g1(λ; t0) = g0(λ); (10)
∂gn(λ1, . . . , λn; t1, . . . , tn)

∂tn
−

− 1

(2π)pn

∞∫

−∞

· · ·
∞∫

−∞

iλTa(zn, tn)×

× exp
[
i

n∑

k=1

(λTk − µTk )zk

]
gn (µ1, . . . , µn;

t1, . . . , tn) dµ1 · · · dµndz1 · · · dzn =

=
1

(2π)pn

∞∫

−∞

· · ·
∞∫

−∞

χn(λn, zn, tn)×

× exp
[
i

n∑

k=1

(
λTk − µTk

)
zk

]
gn (µ1, . . . , µn;

t1, . . . , tn) dµ1 · · · dµndz1 · · · dzn ,

gn (λ1, . . . , λn; t1, . . . , tn−1, tn−1) =

= gn−1 (λ1, . . . , λn−2, λn−1 + λn; t1, . . . , tn−1)

t1 ≤ t2 ≤ · · · ≤ tn, n = 2, 3, . . .

Здесь приняты следующие обозначения:

χf (λ, ζ, t) = −1
2

λTb(ζ, t)ν0(t)b(ζ, t)T +

+

∫

Rq
0

{
exp

[
iλTc(ζ, t, v)

]
− 1− iλTc(ζ, t, v)

}
νP (t, dv);

χf
n (λn, ζn, tn) = −1

2
λTn b(ζn, t)ν0(t)b(ζn, t)T +

+

∫

Rq
0

{
exp

[
iλTn c (ζn, tn, v)

]
−

− 1− iλTnc (ζn, tn, v)
}

νP (tn, dv);

χg(λ, z, t) = −1
2

λTb(z, t)ν0(t)b(z, t)T +

+

∫

Rq
0

{
exp

[
iλTc(z, t, v)

]
− 1− iλTc(z, t, v)

}
νP (t, dv);

χg
n (λn, zn, tn) = −1

2
λTn b(zn, t)ν0(t)b(zn, t)T +

+

∫

Rq
0

{
exp

[
iλTn c (zn, tn, v)

]
−

− 1− iλTn c (zn, tn, v)
}

νP (tn, dv).
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Аналитическое моделирование распределений с инвариантной мерой в СтСНРОП

При этом одно- и n-мерные плотности и характе-
ристические функции связаны между собой извест-
ными соотношениями [10].

Для нахождения одномерных плотностей
f1(z, t) = f∗

1 (z) и характеристических функций
g1(λ; t) = g∗1(λ) СтП в стационарных системах (7),
когда

a(z, t) = a∗(z); b(z, t) = b∗(z);

χ(µ; t) = χf (µ, ζ, t) = χ∗f (µ, ζ),

в (8) и (9) следует положить

∂f1
∂t
= 0;

∂g1
∂t
= 0 .

Пусть функция a в системе (7) допускает пред-
ставление

a = a(z, t) = a1(z, t) + a2(z, t), (11)

при котором функция f1 = f1(z; t) является плот-
ностью инвариантной меры, не возмущенной шу-
мами системы, описываемой векторным обыкно-
венным дифференциальным уравнением вида

‘z = a1(z, t), (12)

т. е. удовлетворяет следующему условию сохране-
ния инвариантной меры:

∂f1(z; t)

∂t
+

∂T

∂z
[a1(z, t)f1(z; t)] = 0. (13)

Для гладких функций a1 = a1(z, t) вопросы су-
ществования и основные свойства интегральных
инвариантов и инвариантных мер изучены в [1, 4].
При этом функция a2 = a2(z, t) в (11) определяется
путем решения следующего интегро-дифференци-
ального уравнения:

∂T

∂z
[a2(z, t)f1(z; t)] =

=
1

(2π)k

∞∫

−∞

∞∫

−∞

χf (λ, ζ, t)eiλT(ζ−z)f1(ζ; t) dζdλ . (14)

Условия сохранения инвариантной меры можно
представить в следующем развернутом виде [3]:

∂f1(z; t)

∂t
+Aaf1(z; t) = 0 , (15)

где

Aaf1(z; t) =
∂T

∂z
[a1(z, t)f1(z; t)] = div π(z; t);

∂g1(λ; t)

∂t
− Bag1(λ; t) = 0 , (16)

где

Bag1(λ; t) =
1

(2π)p

∞∫

−∞

∞∫

−∞

iλTa1(z, t)×

× ei(λT−µT)zg1(µ; t) dµdz =

=

∞∫

−∞

iλTa(z, t)eiλTzf1(z; t) dz =

∞∫

−∞

eiλTziλTπ(z; t) dz.

Для разрывных функций a1(z, t) в терминах ха-
рактеристических функций соотношение (13) мо-
жет быть записано в виде (16). При этом для состав-
ляющих a2(z, t) имеет место уравнение

Ba2g1(λ; t) =
1

(2π)p

∞∫

−∞

∞∫

−∞

χg(λ, z, t)×

× ei(λT−µT)zg1(µ; t) dµdz . (17)

Отсюда вытекают точные алгоритмы аналитическо-
го моделирования распределений с инвариантной
мерой. В их основе лежат следующие две теоремы.
Теорема 3.1. Функция f1 = f1(z; t) будет реше-
нием (8) тогда и только тогда, когда a = a(z, t)
допускает представление (11), такое что f1 =
= f1(z; t) является плотностью инвариантной ме-
ры обыкновенного дифференциального уравнения (14),
т. е. удовлетворяет условию (13). При этом состав-
ляющая a2 определяется из решения интегро-диффе-
ренциального уравнения (14).
Теорема 3.2. Функция g1 = g1(λ; t) будет реше-
нием (10) тогда и только тогда, когда недиффе-
ренцируемая функция a = a(z, t) допускает пред-
ставление (11), такое что g1 = g1(λ; t) является
характеристической функцией инвариантной меры
уравнения (12), т. е. удовлетворяет условию (15).
При этом составляющая a2 определяется из урав-
нения (17).

4 Приближенные методы
аналитического моделирования
распределений стохастических
процессов с инвариантной
мерой

Пусть нелинейная система (7) допускает
применение метода нормальной аппроксимации
(МНА) [10]. Тогда одно- и двумерные нормаль-
ные плотности fíîá1 и fíîá2 и характеристические
функции gíîá1 и gíîá2 , а также вектор математиче-
ского ожидания mt = MíîáZ(t), ковариационная
матрица Kt = MíîáZ0TZ0(t) (Z0(t) = Z(t) − mt)
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и матрица ковариационных функций K(t1, t2) =
= MíîáZ0T(t1)Z

0(t2) (t1 < t2) определяются сле-
дующими уравнениями:

fíîá1 = fíîá1 (z; t, mt, Kt) = [(2π)
p|Kt|]−1/2 ×

× exp
{
−1
2
(zT − mTt )K

−1
t (z − mt)

}
; (18)

fíîá2 = fíîá2 (z1, z2; t1, t2, mt1 , mt2 ,

Kt1 , Kt2 , K(t1, t2)) =
[
(2π)p| �K2|

]−1/2 ×
× exp

{
−
(
[zT1 zT2 ]− �mT2

)
�K−1
2 ([z

T
1 zT2 ]

T − �m2)
}
; (19)

gíîá1 (λ; t) = exp

{
iλTm − 1

2
λTKtλ

}
; (20)

gíîá2 (λ1, λ2; t1, t2) =

= exp

{
i�λT �m2 −

1

2
�λT �K2�λ

}
; (21)

�λ =
[
λT1 λT2

]T
; �m2 =

[
mTt1m

T
t2

]T
;

�K2 =

[
K (t1, t1) K (t1, t2)

K (t2, t1) K (t2, t2)

]
;

‘mt = �1 (t, mt, Kt) =

+

∞∫

−∞

a(z, t)fíîá1 (z; t, mt, Kt) dz ;





(22)

‘Kt = �2 (t, mt, Kt) = �21 +�12 +�22 =

=




∞∫

−∞

a(z, t)
(
zT − mTt

)
+ (z − mt) a

T(z, t) +

+ �σ(z, t)


 fíîá1 (z; t, mt, Kt) dz ; (23)

∂K(t1, t2)

∂t2
=

= �3 (t1, t2, mt1 , mt2 , Kt1 , Kt2 , K(t1, t2)) =

=
[
(2π)2p| �K2|

]−1/2
∞∫

−∞

∞∫

−∞

(z1 − mt1)a (z2, t2)×

× exp
{
−
([

zT1 zT2
]
− �mT2

)
�K−1
2 ×

×
([

zT1 zT2
]
− �m2

)}
dz1dz2 =

= K (t1, t2)K (t2)
−1
�21 (m(t2), K(t2), t2)

T
. (24)

Здесь введены следующие обозначения:

z1 = zt1 ; z2 = zt2 ; �m2 =
[
mTt1m

T
t2

]T
;

�K2 =

[
K(t1, t1) K(t1, t2)
K(t2, t1) K(t2, t2)

]
;

�σ(z, t) = σ(z, t) +

∫

Rq
0

c(z, t, v)c(z, t, v)TνP (t, dv),

σ(z, t) = b(z, t)ν0(t)b(z, t)T.

Условия наличия нормального распределения
с инвариантной мерой, если заменить a(z, t) стати-
стически линеаризованным выражением вида

a(Z, t) ≈ aíîá10 (t, mt, Kt) +

+ aíîá11 (t, mt, Kt) (Z − mt) ,

где
aíîá10 = aíîá10 (t, mt, Kt) ;

aíîá11 = aíîá11 (t, mt, Kt) =




∞∫

−∞

a(z, t)×

×
(
zT − mTt

)
fíîá1 (z; t, mt, Kt) dz


K−1

t =

=

[
∂

∂mt

(
aíîá10

)T
]T

,

приводят к следующим соотношениям:

∂fíîá1 (z; t, mt, Kt)

∂t
+

∂T

∂z

{[
aíîá10 (t, mt, Kt) +

+ aíîá11 (t, mt, Kt) (z − mt)
]
fíîá1 (z; t, mt, Kt)

}
=

= 0 ; (25)

∂gíîá1 (λ; t)

∂t
−

∞∫

−∞

iλT
[
aíîá10 (mt, Kt, t) +

+ aíîá11 (mt, Kt, t) (z − mt)
]
×

× eiλTzfíîá1 (z;mt, Kt, t) dz = 0 ; (26)

∞∫

−∞

iλT
[
a∗íîá
10 (m∗, K∗) +

+ a∗íîá
11 (m∗, K∗) (z − m∗)

]
×

× eiλTzf∗íîá
1 (z;m∗, K∗) dz = 0 .

Отсюда вытекает следующая теорема.

Теорема 4.1. Если существуют одно- и двумер-
ные плотности СтП, а матрица aíîá11 коэффи-
циентов статистической линеаризации асимпто-
тически устойчива, то приближенный алгоритм
аналитического моделирования МНА нестационар-
ных СтП в системе (7) с инвариантной мерой опреде-
ляется выражениями (18)–(24) и (25).

Как известно [10], одно- и двумерные нормаль-
ные распределения определяют и все n-мерные рас-
пределения (n > 3). Поэтому МНА и МСЛ при
b(Y, t) = b0(t) и c(Y, t, z) = c0(t, v) дают приближен-
ные алгоритмы для любых многомерных плотно-
стей СтП, если они существуют.

Обобщением МНА являются различные при-
ближенные методы, основанные на параметри-
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зации распределений [10]. Аппроксимируя од-
номерную характеристическую функцию g1(λ; t)
и соответствующую плотность f1(z, t) известны-
ми функциями g∗1(λ; θ) и f∗

1 (z; θ), зависящими от
конечномерного векторного параметра θ, можно
свести задачу приближенного определения одно-
мерного распределения к выводу из уравнения для
характеристических функций обыкновенных диф-
ференциальных уравнений, определяющих θ как
функцию времени. Это относится и к остальным
многомерным распределениям [6].

5 Пример

Рассмотрим скалярную СтСНРОП второго по-
рядка следующего вида:

ϕ1( �X) + ω20X − µX3 = −δ ‘X + U ;

‘U = −αU + βV ,

где ϕ1 — нелинейная функция, допускающая ре-
грессионную линеаризацию

ϕ1( �X) ≈ ϕ10

(
m
�X , D

�X
)
+ kϕ1

�X
(m

�X , D
�X) �X

при условии
det kϕ

�X
6= 0 ;

ω0, γ, δ, α и β — постоянные параметры; V — белый
нормальный шум интенсивности ν0. В переменных
X1 = X, ‘X1 = X2 и X3 = U развернутые уравнения
эквивалентной дифференциальной СтС имеют вид:

‘X1 = X2 ;
‘X2 = − �ϕ10 − �ω20X1 + �µX31 − �δX2 + �γX3 ;

‘X3 = −αX3 + β .





(27)

Здесь введены обозначения:

�ϕ10 = �ϕ10

(
t, m

‘X2 , D
‘X2
)
; �ω20 = �ω

2
0�γ ;

�µ = µ�γ; �δ = δ�γ ;

�γ =
[
kϕ1
‘X2

(
t, m

‘X2 , D
‘X2
)]−1

.

Далее выполним статистическую линеаризацию ку-
бической нелинейности согласно [10]:

X31 = m1
(
m21 + 3D1

)
+ 3

(
m21 +D1

)
X01 =

= −2m31 + 3
(
m21 +D1

)
X1. (28)

Тогда (27) приводятся к виду:

‘X1 = X2 ;

‘X2 = − “ϕ10 − �ω2ÜX1 − �δX2 + �γX3 ;

‘X3 = −αX3 + βV .





(29)

Здесь дополнительно обозначено

“ϕ10 = − �ϕ10 − 2m31;

�ω2Ü = ω20

[
1− 3(m2

1+D1)µ
ω2

]
�γ .



 (30)

В силу (29) и (30) для вычисления m
�X = mX2

и D
�X = DX2 используются следующие формулы

связи:

m
�X = m

‘X2 = − “ϕ10 − ω2Üm1 − �δm2 + �γm3 ;

D
�X = D

‘X2 = M
[ ∣∣−�ω2ÜX01 − �δX02 + �γX03

∣∣2
]
=

= �ω4ÜD1 +
�δ2D2 + �γ2D3 + 2�ω

2
Ü
�δK12 −

− ω2Ü �γK13 − 2�δ�γK23.

Уравнения (29) для математических ожиданий mi,
дисперсий и ковариаций Kij (i, j = 1, 2, 3) связа-
ны между собой параметрически вследствие как
нелинейности ϕ1, так и кубической нелинейности
и имеют следующий вид:

‘m1 = m2 ;

‘m2 = − “ϕ10 − �ω2Üm1 − �δm2 + �γm3;

‘m3 = −αm3 ;





(31)

‘X01 = X02 ;

‘X02 = − ‘ω2ÜX01 − �δX02 + �γX03 ;

‘X03 = −αX03 + V .





(32)

Из второго и третьего уравнений (31) для α >
> 0 и �δ > 0 при t ≫ t0 получаем соотношения для
стационарных математических ожиданий:

m∗
3 = 0 ; m∗

2 = 0 ; ω2Üm
∗
1 = − “ϕ10. (33)

Уравнения для дисперсий Di и ковариаций Kij

в силу (32) можно представить в виде:

‘K = AK +KAT + bν0b
T,

где

A =



0 1 0

−ω2Ü −�δ �γ
0 0 −α


 ; b =



0
0
β


 , (34)

или в развернутом виде:

‘D1 = 2K12 ;

‘D2 = 2
(
−�ω21ÜK12 − �δD2 + �γ1D3

)
;

‘D3 = −2αD3 + β2ν0 ;

‘K12 = D2 − �ω21ÜD1 − �δK12 + �γ1K13 ;
‘K13 = K23 − αK13 ;

‘K23 = −�ω21ÜK13 − �δK23 + �γD3 .





(35)
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Здесь дополнительно введены обозначения:

ω21Ü = ω2�γ

[
1− 3(m

2
1 +D1)

ω2

]
; �γ1 = kϕ1

U �γ .

В стационарном режиме для асимптотически
устойчивой матрицы A в (34) в уравнениях (35)
следует положить правые части равными нулю. То-
гда получим искомые совместные уравнения для
стационарных дисперсий и ковариаций. Решив
эти уравнения, придем к следующим соотноше-
ниям:

D∗
2 =

β2ν0�γ1

2α�δ∗
; D∗

3 =
β2ν0
2α
;

K∗
12 = 0 ; K∗

13 =
β2ν0�γ

∗
2

2α(�ω∗2
1Ü + α�δ∗)

;

K∗
23 =

β2ν0�γ
∗
1

2(�ω∗2
1Ü + α�δ∗)

;





(36)

D∗
1 �ω

∗2
1Ü =

β2ν0�γ
∗
1

2α�δ∗

[
1 +

�γ∗
1
�δ∗

(�ω∗2
1Ü + α�δ∗)

]
. (37)

Соотношения (36) параметрически зависят от m∗
1

и D∗
1 посредством �ω∗2

1Ü ,
�δ∗ и �γ∗

1 . Количества m∗
1 и D∗

1

определяются (33) и (37).
Для разрывной нелинейной функции ϕ1( �X) ко-

эффициенты регрессионной линеаризации имеют
следующий вид:

ϕ1( �X) = sgn �X ≈ ϕ0(ζ) + k �X0 ;

ζ =
m
�X

√
D �X
; �(ζ) =

1√
2π

ζ∫

0

e−t2/2dt ; k =
∂ϕ0

∂m
�X
.

Для кубической нелинейности имеем форму-
лы (28).

6 Заключение

Получено обобщение точных и приближенных
методов аналитического моделирования стацио-
нарных и нестационарных СтП с инвариантной
мерой в гауссовских и негауссовских СтСНРОП,
приводимых к дифференциальным СтС. Для не-
гауссовских СтСНРОП особое внимание уделено
применению методов нормальной аппроксимации
и статистической линеаризации для нахождения
корреляционных характеристик нормальных рас-
пределений с инвариантной мерой. Полученные
результаты могут быть использованы в задачах уста-
новления эквивалентности гауссовских и негаус-
совских СтСНРОП.

Разработан комплекс тестовых примеров
для экспериментального инструментального про-
граммного обеспечения StS-IMD в среде MATLAB.

Проведенные вычислительные эксперименты
подтверждают достаточную точностью для инже-
нерных применений [11, 12].

Среди направлений повышения точности ана-
литического моделирования можно отметить мето-
ды, основанные на прямом численном интегриро-
вании исходных уравнений СтСНРОП.
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1 Introduction

In a financial system with strongly interconnected in-
stitutions, a shock touching even a small number of
entities can propagate through the network and lead to
substantial losses. Clearing is a procedure that dimin-
ishes the total amount of interbank liabilities and, as
such, decreases the risk of a system-wide breakdown. In
the seminal paper [1] by Eisenberg and Noe, the notion
of clearing vectors was introduced in an axiomatic way
via limited liability and absolute priority rules. It was
shown that the set of clearing vectors is the set of fixed
points of a simple nonlinear mapping and this set con-
tains the maximal and minimal elements. The further
development led to more sophisticated models includ-
ing crossholdings, seniority of debts, and default charges
(see, e. g., [2–5] and a survey paper [6]). Dynamic
versions of the Eisenberg–Noe network are suggested,
for instance, in [7, 8].

The adding of default fees introduced in the paper by
Rogers and Veraart [4] is of particular interest because it
allows to study the problem of a rescue consortium to aid
insolvent institutions. In general, default charges have
a crisis amplifying effect: external payoffs may increase
the number of failures. In the Rogers–Veraart model,
the clearing vectors were defined directly as solutions
of a fixpoint equation. As was observed by Ararat and
Meimanjanov in [9], such a formulation does not co-
incide with a formulation defined in terms of financial
regulations.

In this paper, the authors consider a model with
default charges and crossholdings using the Ararat–
Meimanjanov “axiomatic” approach. The aim is to
derive the fixpoint equations and suggest algorithms to
find their minimal and maximal solutions. In particular,

a method using the mixed integer-linear programming
and a Gaussian-type dimensionality reduction algorithm
is considered.

Notations: For vectors a, b ∈ R
N , the symbol a ≤ b

denotes the componentwise partial ordering ai ≤ bi

for every i = 1, . . . , N , [a, b] := {x ∈ R
N : a

≤ x ≤ b}, 1{a<b} is the vector with the components
I{ai<bi}, 1 := (1, . . . , 1), 0 := (0, . . . , 0). The sym-
bol a ◦ b := (a1b1, . . . , aNbN ) stands for the Hadamard
(componentwise) product.

2 Suzuki–Elsinger Model
with Default Payments

Let us consider a financial network consisting of N > 1
banks. The bank i has a cash reserve ei, a liability lij

towards the bank j 6= i with the total li =
∑

j lij, and

possesses a share θji of the bank j. It is convenient to
introduce the relative liabilities matrixš = (πij) with

πij :=





lij

li
=

lij∑
j
lij

, if li 6= 0 ;

δij otherwise

where the Kronecker symbol δij = 0 for i 6= j and
δii = 1. Then πij describes the fraction of the value of
the debtor i due to the creditor j of the total interbank
debt of i. The value πii = 1 means that the bank i has
no interbank debts.

The matrix— = (θij) is assumed to be substochastic
and such that unit is not its eigenvalue.

Fix α, β, γ ∈ [0, 1]. It is assumed that there is Cen-
tral Clearing Counterparty (CCP) calculating clearing

1M. V. Lomonosov Moscow State University, 1-52 Leninskie Gory, GSP-1, Moscow 119991, Russian Federation
2Federal Research Center “Computer Science and Control” of the Russian Academy of Sciences, 44-2 Vavilov Str., Moscow 119333,

Russian Federation
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and equity vectors, denoting p and V , and provide the
settlement service for creditors and debtors.

A clearing pair (p, V ) ∈ [0, l]× R
N
+ is determined by

the following rules.

1. Limited liability: pi ≤ (e+š′p+—′V )i for every i.

2. Absolute priority: for every i, either pi = li or
pi = (αe+ βš′p+ γ—′V )

i.

3. Equity evaluation: for every i, if pi = li, then
V i = (e+š′p+—′V − p)

i, otherwise V i = 0.

The first rule means that the clearing payment can-
not exceed the available resources (cash ei plus collected
debts

∑
j πjipj plus the total of owned shares

∑
j θjiV j)

while the second rule stipulates that either debts are
payed in full or all resources are distributed with the
charges payed in the case of the default, namely, the
amount (1 − α)ei + (1 − β) (š′p)

i
+ (1 − γ) (—′V )

i
.

The third relation is just the definition of the equity: V i

is the total value of assets of the bank i after clearing
(corresponding to the clearing vector p). By virtue of the
limited liability rule, all components V i ≥ 0.

Denote by P the set of clearing pairs.
Put

G(x, V ) := (e+š′x+ —′V − l) ◦ 1{x=l};

G+(x, V ) := (e+š′x+ —′V − l)
+ ◦ 1{x=l}.

In this notation, if (p, V ) is a clearing pair, (i. e., a clear-
ing vector and an equity vector), then V = G(p, V ).

Lemma 2.1 If x ∈ R
N , then equations V = G(x, V ) and

V = G+(x, V ) have unique solutions. As functions of x,
the solution of the first equation is affine and the solution
of the second one is convex increasing.
P r o o f . Put˜ := diag 1{x=l}, a(x) := ˜(e+š′x−x),
and B := —˜. In this notation,

G(x, V ) = a(x) +B′V.

The linear equation V = G(x, V ) has a unique solution
if the matrix I − B is invertible, i. e., unit is not an
eigenvalue of B (recall that this property is assumed).

Analogously, for c(x) := ˜(e + š′x − l), G+(x, V )
can be written in the form

G+(x, V ) = (c(x) +B′V )+.

It remains to apply Lemma 4.3 from [6] claiming that for
every y ∈ R

N , the equation v = (y + “—v)+, where “— is
a substochastic matrix with invertible I− “—, has a unique
solution v = v(y) which is a monotone increasing con-
vex function and so is the function H(x) := v(c(x)). �

R e m a r k . In the above lemma, the existence can be
deduced from the Knaster–Tarski theorem. Indeed, put

z := e + š′l − l, K := (I − —′)−1z+. Then, for any
p ∈ [0, l],

G+(p, K) ≤ G+(l, K)

= (z +—′K)
+ ≤ z+ +—′K = K .

It follows that the monotone function V 7→ G+(p, V )
maps [0, K] into itself.

Lemma 2.2 If (p, V ) ∈ P, then V = G+(p, V ).

P r o o f . As we have already observed, the equity evalua-
tion means that V = G(p, V ) and p ≤ e+š′p+—′V be-
cause of the limited liability. The components Gi(p, V )
and Gi

+(p, V ) coincide if pi = li and are equal to zero if
pi < li. �

If α = β = 1 and the matrix— is zero (no crosshold-
ings), the model is reduced to that of Eisenberg–Noe.
If α, β ∈]0, 1] and — is zero, one gets the Ararat–
Meimanjanov model. The model of Suzuki–Elsinger has
a nontrivial substochastic matrix— and α = β = γ = 1,
i. e., default charges are not imposed. The relation with
the Rogers–Veraart model we will discuss later.

To determine the clearing pairs, we use the absolute
priority rule. For p ∈ [0, l], we put

�i
0(p, V ) := (αe+ βš′p+ γ—′V )

i ∧ li;

�i
1(p, V ) := (αe+ βš′p+ γ—′V )

i
di +

(
1− di

)
li

where

di := I{(e+š′p+—′V )i<li}, i = 1, . . . , N.

For a binary vector b = (b1, . . . , bN ) ∈ {0, 1}N

on R
N × R

N , we define the R
N -valued function

(p, V ) 7→ �b(p, V ) with

�b(p, V ) =
(
�1b1(p, V ), . . . ,�N

bN (p, V )
)
.

In particular, for 0 := (0, . . . , 0) and 1 := (1, . . . , 1),
we have

�0(p, V ) := (αe+ βš′p+ γ—′V ) ∧ l ;

�1(p, V ) := (αe+ βš′p+ γ—′V ) ◦ d+ (1− d) ◦ l

where d = (d1, . . . , dN ).
Let H(x) be the fixpoint G+(x, ·). By Lemma 2.2,

the mapping H : R
N → R

N
+ is monotone. Let

F i
j (p) := �

i
j(p, H(p)), i = 1, . . . , N , j = 0, 1, and let

Fb(p) := �b(p, H(p)) =

=
(
�1b(p, H(p)), . . . ,�N

b (p, H(p))
)
, b ∈ {0, 1}N .

It is easily seen that (b, p) 7→ Fb(p) is a monotone map-
ping of {0, 1}N × [0, l] into [0, l] with respect to the
componentwise ordering. By the Knaster–Tarski theo-
rem (see, e. g., [6]), the set of its fixpoints is nonempty
and contains the minimal and maximal elements. By
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the same reason, for every b ∈ {0, 1}, the set of fixpoints
of the mapping p 7→ Fb(p) is nonempty and contains the
minimal and maximal elements.

Let S := {p ∈ [0, l] : (p, V ) ∈ P}, i. e., S is the
projection of the subset P of the “plane”’ R

N ×R
N into

the “x-axis” R
N .

The following result gives a characterization of the
set S of clearing vectors.

Theorem 2.3 S =
⋃

b{p ∈ [0, l] : p = Fb(p)}.

P r o o f . Define the set Wb :=
⋂N

i=1W i
bi , b ∈ {0, 1}N ,

where W i
j := {p ∈ S : pi = F i

j (p)}.
Let p ∈ S, that is, (p, V ) ∈ P for some V = H(p)

(see Lemma 2.2). There are two cases: pi = li and
pi < li. In the first one,

li ≤ (e+š′p+—′V )
i
= (e+š′p+—′H(p))

i

implying that F i
1(p) = li = pi; hence, p ∈ W i

1 .
In the second case, by the absolute priority rule,
pi = (αe + βš′p + γ—′H(p))i, that is, pi = F i

0(p)
and p ∈ W i

0 . Thus, S =W i
0 ∪ W i

1 whatever is i and

S =
⋂

i

(
W i
0 ∪ W i

1

)

=
⋃

b∈{0,1}N

Wb ⊆
⋃

b

{p ∈ [0, l] : p = Fb(p)} .

To prove the converse inclusion, fix some b and take
x ∈ [0, l] such that x = Fb(x). Put V = H(x). It is
easily seen that (x, V ) satisfies all the axioms. �

Corollary 2.4 Let p
b

and �pb be the minimal and maximal
fixpoints of the mapping Fb. Then p

0
and �p1 are the

minimal and maximal fixpoints of S.

P r o o f . Since functions Fb are increasing in b, so are
the p

b
and �pb (see, e. g., [6]). This implies the result. �

Let us elaborate on the above statements. The max-
imal clearing vector p∗ is the component of the vector
(p∗, V ∗) ∈ [0, l]× R

N
+ which is the maximal solution of

the system

p = (αe+ βš′p+ γ—′V ) ◦ d+ l ◦ (1− d);

V = (e+š′p+—′V − l)
+ ◦ (1− d)

where d := 1{e+š′p+—′V <l}.
The minimal clearing vector p∗ is the component of

the vector (p∗, V∗) ∈ [0, l] × R
N
+ which is the minimal

solution of the system

p = (αe+ βš′p+ γ—′V ) ∧ l ;

V = (e+ š′p+—′V − l)
+ ◦ 1{p=l}.

Consider two particular cases. Let — = 0. Then V is
irrelevant. The equation for the maximal fixpoint is

p = (αe+ βš′p) ◦ d+ l ◦ (1− d)

where d := 1{e+š′p<l}.

This equation coincides with that introduced in [4]
as the definition of the clearing vector. It means that the
maximal clearing vector in the “axiomatic” definition
of [9] and in the definition via fixpoint of [4] coin-
cide. However, in the axiomatic approach, the minimal
clearing vector is the minimal solution of a different
equation

p = (αe+ βš′p) ∧ l

and may be different from that coming via fixpoint
equation of [4].

Our arguments are intended to show that the “ax-
iomatic” description also leads to a fixpoint problem
allowing, in principle, to find all clearing vectors and
corresponding equities. Unfortunately, the number of
equations is exponentially growing. For example, for
a small financial system with only ten banks, we have
20 480 equations. On the other hand, it seems that the
largest clearing vector is of a major practical interest
and to get it, one can consider the system of only 2N
equations suggested by Rogers–Veraart.

Comparably to the Rogers–Veraart approach, the
axiomatic one might seem rather perplexing because it
leads to 2N cases equations instead of just one. There is
no prospect that a significant proportion of these equa-
tions is redundant and one can rule out them. Indeed,
take arbitrary š, l with all li > 0, put — = 0, e = l,
γ = 1, and β = α. Chooseα such that α(l+š′l)i < li for
all i. Obviously, the solution of the equation p = Fb(p)
has the component pi = li if bi = 1 and pi < li, oth-
erwise. In this example, the sets Wb are the disjoint
singletons.

Now, let us consider the case where α = β = γ = 1
as in the Suzuki–Elsinger model. In this case, F0 = F1
and clearing vectors are the solutions of the system

p = (e+š′p+—′V ) ∧ l;

V = (e+š′p+—′V − l)
+ ◦ 1{p=l}.

Obviously, the second equation can be replaced by
V = (e + š′p + —′V − l)+. Hence, the proposed
“axiomatic” definition coincides with that of Suzuki–
Elsinger model in [3].

A short remark on the interpretation of the param-
eter b. Assume for simplicity that α = β = γ < 1. Let
(p, V ) be a clearing pair corresponding to some binary
vector b and let x(p, V ) := e+š′p+—′V . The compo-
nent xi(p, V ) is the total assets of bank i. For z ∈ R+, put
h10(z) := (αz)∧ l1 and h11(z) := αz1{z<l1}+ l11{z≥l1}.
The valueh1b1 (x

1(p, V )) = �1b1(p, V ) is the debt payment
of bank 1. If x1(p, V ) ∈ [l1, l1/α), then h10(x

1(p, V ))
< h11(x

1(p, V )) = l1. Let us compare clearing pairs
(p, V ) and (�p, �V ) corresponding to the binary vectors
(0,“b) and (1,“b)with all components equal except the first
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one. Then, (p, V ) ≤ (�p, �V ) and x(p, V ) ≤ x(�p, �V ). It
may happen that x1(�p, �V ) ∈ [l1, l1/α) but x1(p, V ) < l1.
This leads to the conclusion that the banks are motivated
to require CCP to calculate maximal clearing pairs using
b = 1.

3 Clearing Pairs via Integer-Linear
Programming

In this section, we inroduce two integer-linear program-
ming problems to find the maximal and the minimal
clearing pairs in the models with crossholdings and de-
fault charges. To this end, we consider a linear function
f : {0, 1}N × [0, l]× R

N
+ → R with

f(a, p, V ) =

N∑

i=1

f1ia
i + f2ip

i + f3iV
i

where all coefficients f1i, f2i, and f3i are strictly posi-
tive. Put

x = x(p, V ) = e+š′p+—′V ;

y = y(p, V ) = αe+ βš′p+ γ—′V .

3.1 The maximal clearing pair

Let κ := ||K||∞ where K is the vector introduced in the
remark after Lemma 2.1. Then, H(l) ≤ κ1 where the
function H was defined in Section 2.

Problem P1: maximize f under the constraints

p ≤ y(p, V ) + a ◦ l; (1)

a ◦ l ≤ x(p, V ); (2)

V ≤ x(p, V )− a ◦ l; (3)

V ≤ κa. (4)

Immediately, if (p, V ) is a clearing pair, then
(1{p=l}, p, V ) is admissible for P1.

Lemma 3.1 If (�a, �p, �V ) solves P1, then �a = 1{�p=l}.

P r o o f . Suppose that �pj < lj but �aj = 1. In this case,
we have from (1) that pj ≤ yj(�p, �V )+ lj . We can replace
�pj by a larger value �pj + ε with ε ∈ (0, lj − �pj) with-
out violating the constraints. Since the cost function f
is strictly increasing, we get a contradiction with the
optimality of (�a, �p, �V ). Thus, �aj = 0.

Suppose that pj = lj but �aj = 0. Then, the com-
ponent �V j = 0 by virtue of (4) and lj ≤ yj(�p, �V )
≤ xj(�p, �V ) due to (1). Put “aj = 1 and “ai = �ai for
i 6= j. Then, (“a, �p, �V ) is admissible and one again
obtains a contradiction with the optimality. �

Theorem 3.2 If (�a, �p, �V ) solves P1, then (�p, �V ) is the
maximal clearing pair.

P r o o f . Let (�a, �p, �V ) solve P1. It suffices to verify that
(�p, �V ) is a clearing pair. Due to the above lemma, we
already know that �a = 1{�p=l}. Let us check that the
required rules are met.

Limited liability. If �pj < lj, then �pj ≤ yj(�p, �V ) from (1).
Thus, �pj ≤ xj(�p, �V ). If �pj = lj, then �aj = 1 and
lj ≤ xj(�p, �V ) from (2).

Absolute priority. If �pj = lj, then there is nothing to
prove. If �pj < lj, then �pj ≤ yj(�p, �V ) by (1). If the
inequality were strict, one could add a small ε > 0 to �pj

and obtain again an admissible vector.

Equity evaluation. If �pj < lj and �aj = 0, then �V j = 0
because of (4). If �pj = lj and �aj = 1, then lj ≤ xj(�p, �V )
and �V j ≤ xj(�p, �V )− lj from (2). In the case where the
latter inequality is strict, one can add a small ε > 0 to �V j

and get an admissible vector. �

3.2 The minimal clearing pair

Put κ1 := ||e+š′l + κ—′1||∞. Then x(l, H(l)) ≤ κ11.
Problem P2: minimize f under the constraints

p ≥ y(p, V )− κ1a; (5)

p ≥ a ◦ l; (6)

(1− a) ◦ l + κ1a ≥ y(p, V ); (7)

V ≥ x(p, V )− l − κ(1− a). (8)

We will show, under mild assumptions, that the so-
lution (�a, �p, �V ) of P2 is the minimal clearing pair. More
precisely, it is the minimal solution of the system

p = �0(p, V ); (9)

V = �G+(p, V ) (10)

where

�G+(p, V ) = (x(p, V )− l)+ ◦ 1{y(p,V )>l}.

Note that for every solution (p, V ) of the above
system, (1{y(p,V )>l}, p, V ) is admissible for P2.

Lemma 3.3 The vector �p = (1− �a) ◦ x(�p, �V ) + �a ◦ l.

P r o o f . If �aj = 0, then by (5) �pj ≥ yj(�p, �V ). If the
inequality is strict, one can decrease �pj by a small ε > 0.
Hence, �pj = yj(�p, �V ). If �aj = 1, then by (6), �pj = lj . �

Lemma 3.4 The vector �V = �a ◦ (x(�p, �V )− l)+.

P r o o f . Let �aj = 0. Then �V j = 0 (otherwise, (�a, �p, �V )
cannot be the solution of P2).

Let �aj = 1 and xj(�p, �V ) − lj ≥ 0. From (8),
�V j ≥ xj(�p, �V ) − lj. Since f attains its minimum at
(�a, �p, �V ), necessarily, V j = xj(�p, �V )− lj.

Let aj = 1, but xj(�p, �V )− lj < 0. Then, �V j = 0 by
the same reasoning. �

Lemma 3.5 The vector �a = 1{y(�p, �V )>l}. In particular,

�p = y(�p, �V ) ∧ l.
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P r o o f . Let yj(�p, �V ) ≤ lj. Assume for a minute that
�aj = 1. Immediately, �pj = lj. Put “aj = 0 and “ai = �ai

for i 6= j, then (“a, �p, �V ) is admissible. A contradiction.
Let yj(�p, �V ) > lj . Then �aj = 1 by (5). �

Theorem 3.6 Let (�a, �p, �V ) be the solution of P2. Then
(�p, �V ) is the solution of the system (9)–(10). In partic-
ular, �p ≤ p

0
where p

0
was defined in Corollary 2.4. If

yj(�p, �V ) 6= lj for every j, then �p = p
0

.

P r o o f . The fact that (�p, �V ) solves (9)–(10) follows
from the above lemmata. Note that (p

0
, H(p

0
)) solves

the system

p = y(p, V ) ∧ l ;

V = (x(p, V )− l)+ ◦ 1{x=l}

that is equivalent to the following one:

p = y(p, V ) ∧ l ; (11)

V = (x(p, V )− l)+ ◦ 1{y(p,V )≥l}. (12)

Put “G+(p, V ) := (x(p, V )− l)+ ◦ 1{y(p,V )≥l}. Obvious-

ly, �G+(p, V ) ≤ “G+(p, V ) for every (p, V ). Due to the
Knaster–Tarski theorem, one has �p ≤ p

0
. Furthermore,

if yj(�p, �V ) 6= lj for every j, then �G+(p, V ) = “G+(p, V ).
Under this condition the pair (�p, �V ) is the solution
of (11)–(12) that is why �p = p

0
. �

4 Gaussian Method

In this section, we present a Gaussian-type algorithm to
find the maximal clearing vector in a model with crossh-
olding and default charges assuming that α = β = γ and
||—||∞ < 1, i. e.,

∑
j θij < 1 for every i.

In such a case, the mappings�1 : [0, l]×R
N
+ → [0, l]

and G+ : [0, l]× R
N
+ → R

N
+ are given by the formulae:

�1(p, V ) := α (e+š′p+—′V ) ◦ 1D + l ◦ 1 �D;
G+(p, V ) := (e+š′p+—′V − l)

+ ◦ 1 �D

where D := {e+š′p+—′V < l}.
Our aim is to find the maximal solution of the system

p = �1(p, V );

V = G+(p, V )

existing by virtue of the Knaster–Tarski theorem.
In the case where (e+ š′l + —′H(l))i ≥ li for all i,

the maximal clearing pair is (l, H(l)). Of course, to
check the condition, one needs to compute the val-
ue H(l) which is the unique solution of the system
v = (c(l) + “—v)+ with c(l) := e+ P ′l − l. It is known

that the latter system can be solved in a finite number of
steps (e. g., by a Gaussian-type algorithms) [6].

In the opposite case where at least one inequality
fails to be true, we assume, without loss of generality,
that e1 + (š′l)1 + (—′V (l))1 < l1 and V 1 = 0. The first
equation becomes linear:

αe1 + α(š′p)1 + α(—′V )1 = p1.

The vector equation p = �1(p, V ) can be written as the
system

p1 = αe1 + απ11p1 + αT ′“p+ αM ′ “V ;

“p = α
(
“e+ p1R′ + “š′“p+ “—′ “V

)
◦ “1D + “l ◦ “1 �D

where “š := (πij)Ni,j=2, R := (π1j)Nj=2, T := (πi1)Ni=2,
“— := (θij)Ni,j=2, M := (θi1)Ni=2, and the tilde indicates
vectors with the removed first component.

If απ11 6= 1, then

p1 = α(1 − απ11)−1
(
e1 + T ′“p+M ′ “V

)
.

Substituting this expression, we get that

“e+ p1R′ + “š′“p+ “—′ “V = e1 +š
′
1“p+—

′
1
“V

where

š1 := “š + α
(
1− απ11

)−1
TR;

—1 := “— + α
(
1− απ11

)−1
MR;

e1 := “e+ α
(
1− απ11

)−1
e1R′.

It follows that (“p, “V ) is the solution of the system

“p = α
(
e1 +š

′
1“p+—

′
1
“V
)
◦ “1D + “l ◦ “1 �D;

“V =
(
e1 +š

′
1“p+—

′
1
“V − “l

)+
◦ “1 �D.

Note that TR“1 = T (R“1) = ((š1)1 − π11)T and,
therefore,

š1“1 = “š“1+
(
α
(
š“1
)1 − απ11

) (
1− απ11

)−1
T

≤ “š“1+ T = š̃1 ≤ “1.

Thus, the matrix š1 is substochastic. By the same argu-
ments, we get that ||—1||∞ < 1. Moreover, “1D = 1D1

where D1 := {e1 +š′
1“p+—

′
1
“V < l}.

If α = 1 and π11 = 1, then we can take p1 = l1 and
continue with the system:

“p =
(
e1 +š

′
1“p+—

′
1
“V
)
◦ “1D + “l ◦ “1 �D;

“V =
(
e1 +š

′
1“p+—

′
1
“V − “l

)+
◦ “1 �D

where e1 := “e+ e1R′; š1 := “P ; and—1 := “—.
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In both cases, we have reduced the 2N-dimensional
problem to the 2(N − 1)-dimensional one of the same
type.
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АКСИОМАТИЧЕСКИЙ ВЗГЛЯД НА МОДЕЛИ СИСТЕМНОГО
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Аннотация: Изучается модель клиринга межбанковской сети с кросс-холдингами и стоимостью дефолта.
Следуя подходу Айзенберга и Ноэ, авторы формулируют модель с помощью естественных правил фи-
нансового регулирования, включающих описание выплат в случае дефолтов. Эти правила определяют
конечное семейство задач о неподвижных точках, параметризованных векторами бинарных перемен-
ных. Представленная модель обобщает известные модели Арарата–Мейманджанова, Роджерса–Вераарт
и Судзуки–Эльсингера. Предложены методы вычисления максимальной и минимальной клиринговых
пар с использованием комбинации целочисленного и линейного программирования, а также обсуждается
алгоритм последовательного исключения переменных.
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КРИТЕРИИ НОРМАЛЬНОСТИ ВЕРОЯТНОСТНОГО

РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ПРИ ОКРУГЛЕННЫХ ДАННЫХ∗

В. Г. Ушаков1, Н. Г. Ушаков2

Аннотация: Критерии нормальности менее чувствительны к округлению данных, чем, например, кри-
терии на экспоненциальность, но среди критериев нормальности чувствительность сильно различается.
В данной статье определено, какие критерии более, а какие менее чувствительны к округлению. Показано,
что критерии, основанные на выборочных моментах, гораздо более устойчивы к округлению данных, чем
критерии, основанные на порядковых статистиках (в отличие от устойчивости к выбросам, где порядко-
вые статистики значительно более устойчивы, чем выборочные моменты). Это, однако, относится только
к вероятности ошибки первого рода. Вероятность ошибки второго рода мало чувствительна к округлению
данных для всех критериев нормальности.

Ключевые слова: нормальное распределение; критерий нормальности распределения; округленные
данные; уровень значимости; моделирование методом Монте-Карло

DOI: 10.14357/19922264230103

1 Введение

Предположение о нормальности распределения
выборки важно для многих статистических мето-
дов. Статистические процедуры, такие как t-кри-
терий Стьюдента, критерии, связанные a коэф-
фициентом регрессии, F-критерий однородности
дисперсии и т. д., основаны на предположении, что
наблюдения имеют нормальное распределение. Ес-
ли предположение о нормальности не выполняется,
то это может повлиять на точность результата и пра-
вильность выводов. Поэтому проблема проверки
того, что выборка была взята из некоторого нор-
мального распределения с неизвестными средним
и дисперсией, — одна из наиболее распространен-
ных проблем в критериях согласия. По этой причи-
не в литературе было предложено много критериев
нормальности. Сюда входят критерии, основанные
на эмпирической функции распределения, эмпи-
рической характеристической функции, выбороч-
ных моментах и др. Проблема, тем не менее, еще не
закрыта, и новые критерии продолжают появлять-
ся. Это связано с тем, что не существует наилучшего
критерия, т. е. наиболее мощного критерия для всех
условий.

Сравнение различных критериев нормальности
проводилось во многих работах (см., в част-
ности, [1–5] и приведенные там ссылки). В ука-
занных работах предполагалось, что наблюдения

регистрируются точно. Однако данные обычно ре-
гистрируются в округленном виде и содержат как
случайную ошибку измерения, так и ошибку округ-
ления. Округление может возникать в результа-
те ограниченной чувствительности измерительной
аппаратуры или может быть искусственным с целью
сжатия данных.

Статистические критерии для округленных дан-
ных изучались рядом авторов (см. ссылки в [6]).
В частности, в [7–9] исследовались влияние округ-
ления на уровень значимости и мощность четырех
параметрических критериев (t-критерий, двойной
t-критерий, χ2-критерий и F -критерий).

Критерии нормальности, хотя менее чувстви-
тельны к округлению данных, чем, например, кри-
терии экспоненциальности, однако сильно разли-
чаются по чувствительности между собой. В данной
работе выясняется, какие критерии более, а какие
менее робастны по отношению к округлению. Ока-
зывается, что критерии, основанные на выбороч-
ных моментах, предпочтительнее, чем критерии,
основанные на порядковых статистиках (в отличие
от робастности по отношению к выбросам, где по-
рядковые статистики робастнее, чем выборочные
моменты). Это, впрочем, относится только к веро-
ятности ошибки первого рода. Вероятность ошибки
второго рода нечувствительна к округлению дан-
ных для всех критериев нормальности. Исследова-
ние основано на предварительном теоретическом

∗Работа выполнена при поддержке Министерства науки и высшего образования Российской федерации, грант № 075-15-2020-799.
1Факультет вычислительной математики и кибернетики Московского государственного университета им. М. В. Ломоносова;

Федеральный исследовательский центр «Информатика и управление» Российской академии наук, vgushakov@mail.ru
2Институт проблем технологии микроэлектроники и особочистых материалов Российской академии наук; Норвежский научно-

технологический университет, nikolai.ushakov@ntnu.no
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Критерии нормальности вероятностного распределения при округленных данных

анализе и интенсивном моделировании методом
Монте-Карло. Исследуются все критерии R-паке-
тов nortest и normtest. Краткое описание каждого
критерия приведено в следующем разделе.

Существуют различные виды округления. Для
определенности будет рассматриваться округление
до ближайшего. Имеется множество {x′ : x′ =
= kh, k = 0,±1,±2, . . .} (решетка или сетка округ-
ления), где h > 0. Для вещественного числа x его
округление есть ближайшая к x точка этой решет-
ки. Обозначим его через rh(x). Для непрерывной
случайной величины X ее округлением (или дис-
кретизацией) является дискретная случайная вели-
чина rh(X); h называется шагом дискретизации.
Значения rh(X) называются округленными данны-
ми. Пусть σ — стандартное отклонение случайной
величины X . Уровень округления измеряется соот-
ношением r = h/σ.

В статье используются следующие обозначения.
Разность между rh(x) и x обозначается dh(x), т. е.
dh(x) = rh(x) − x. Заметим, что |dh(x)| 6 h/2.
Кумулятивная функция распределения нормаль-
ного распределения с математическим ожидани-
ем µ и дисперсией σ2 обозначается �µ,σ(z), �(z) =
= �0,1(z).

2 Краткое описание тестов
нормальности
и их предварительный анализ

Критерии нормальности, которые изучаются
в данной работе, перечислены в табл. 1. В ней
указано, какие R-пакет и функция используют-

ся для каждого критерия. Пусть X1, . . . , Xn —
случайная выборка. Положим Yi = Xi/X.
Эмпирические функции распределения выборок
X1, . . . , Xn и Y1, . . . , Yn обозначим соответствен-
но Fn(x) и Gn(x).

Критерий хи-квадрат Пирсона. Диапазон пере-
менных, образующих выборку, разбит на m ячеек.
Пусть Oj обозначает число наблюдений в ячейке j.
Пусть pj — вероятность того, что случайное наблю-
дение окажется в ячейке j при условии, что нулевая
гипотеза верна. Определим Ej = pjn — ожида-
емое число наблюдений в ячейке j. Статистика
критерия:

TP =
m∑

j=1

(Oj − Ej)
2

Ej
.

Критерий Колмогорова–Смирнова. Статистика
критерия:

TKS = sup
x

|Fn(x)− �µ,σ(x)| .

Статистика критерия Крамера – фон Мизеса:

TCvM =

∞∫

−∞

(Fn(x) − ��µ,�σ(x))
2
d��µ,�σ(x).

Критерий Андерсона–Дарлинга. Тестовая стати-
стика:

TAD = n

∞∫

−∞

(Fn(x)− ��µ,�σ(x))
2
w(x) d��µ,�σ(x),

где w(x)— весовая функция:

w(x) =
1

��µ,�σ(x)(1 − ��µ,�σ(x))
.

Таблица 1 Исследуемые критерии и используемые R-пакеты и функции

Критерий Обозначение Пакет Функция
Пирсона P nortest pearson.test(x)

Колмогорова–Смирнова KS nortest lillie.test(x)

Крамера – фон Мизеса CvM nortest cvm.test(x)

Андерсона–Дарлинга AD nortest ad.test(x)

Шапиро–Уилка SW shapiro.test(x)

Шапиро–Франция SF nortest sf.test(x)

Харке–Бера JB normtest jb.norm.test(x)

Скорректированный Харке–Бера AJB normtest ajb.norm.test(x)

Фрозини F normtest frosini.norm.test(x)

Гири G normtest geary.norm.test(x)

Хегази–Грина (1) HG1 normtest hegazy1.norm.test(x)

Хегази–Грина (2) HG2 normtest hegazy2.norm.test(x)

Эксцесса K normtest kurtosis.norm.test(x)

Асимметрии S normtest skewness.norm.test(x)

Шпигельхальтера Sp normtest spiegelhalter.norm.test(x)

Вайсберга–Бингема WB normtest wb.norm.test(x)

ИНФОРМАТИКА И ЕЁ ПРИМЕНЕНИЯ том 17 выпуск 1 2023 19



В. Г. Ушаков, Н. Г. Ушаков

Критерий Шапиро–Уилка основан на следу-
ющей тестовой статистике:

TSW =

(∑k

i=1
aiX(i)

)2

∑n

i=1
(Xi − �X)2

.

Здесь (a1, . . . , an)— вектор весов:

(a1, . . . , an) = mV −1
(
mV −1V −1mt

)−1/2
,

где m и V — средний вектор и ковариационная
матрица порядковой статистики стандартного нор-
мального распределения.

Критерий Шапиро–Франция. Статистика крите-
рия является коэффициентом корреляции Пирсона
между вектором наблюдений и вектором m, т. е.

TSF =

∑n

i=1
(Xi − �X)(mi − �m)

√(∑n

i=1

(
Xi − �X

)2)(∑n

i=1
(mi − �m)2

) .

Критерий Харке–Бера основан на статистике

TJB =
n

6

(
b1 +

(b2 − 3)2
4

)
,

где b1 и b2 — квадраты выборочной асимметрии
и выборочного эксцесса соответственно.

Скорректированный критерий Харке–Бера. Ста-
тистика критерия:

TAJB =
(n+ 1)(n+ 3)

6(n − 2) ×

×
(

b1 +
(n+ 1)(n+ 5)

4n(n − 3)

(
b2 − 3

n − 1
n+ 1

)2)
,

где b1 и b2 определены выше.
Статистика критерия Фрозини:

TF =
1√
n

n∑

i=1

∣∣∣∣�
(

X(i) − �X
S

)
− i − 1/2

n

∣∣∣∣ .

Для критерия Гири в качестве статистики крите-
рия используется следующая мера эксцесса:

TG =

∑n

i=1
|Xi − �X|

√
n
∑n

i=1
(Xi − �X)2

.

Два критерия Хегази–Грина основаны на следу-
ющих статистиках:

THG1 =
1

n

n∑

i=1

∣∣∣∣
X(i) − �X

S
− �−1

(
i

n+ 1

)∣∣∣∣ ;

THG2 =
1

n

n∑

i=1

(
X(i) − �X

S
− �−1

(
i

n+ 1

))2
.

Критерии эксцесса и асимметрии. Статистики
критериев имеют следующий вид:

TK =
n
∑n

i=1

(
Xi − �X

)4
(∑n

i=1

(
Xi − �X

)2)2 ;

TS =

√
n
∑n

i=1

(
Xi − �X

)3
(∑n

i=1

(
Xi − �X

)2)3/2

соответственно.
Критерий Шпигельхальтера основан на стати-

стике

TSp =

[
1

n!

(
2n

X(n) − X(1)

)n−1

+

+




√
n(n − 1)∑n

i=1
|Xi − �X|




n−1



1/(n−1)

S .

Статистика критерия Вайсберга–Бингема:

TWB =

(∑n

i=1
miX(i)

)2

(∑n

i=1
m2i

)∑n

i=1

(
Xi − �X

)2 ,

где

mi = �
−1

(
i − 3/8
n+ 1/4

)
.

Рассмотрим подробнее перечисленные крите-
рии и их тестовые статистики. Одно свойство
выделяет группу из следующих 5 критериев: Хар-
ке–Бера, скорректированного Харке–Бера, Гири,
эксцесса и асимметрии. Статистики этих крите-
риев зависят только от выборочных моментов (не
выше четвертого порядка). Эти критерии выделены
жирным шрифтом в табл. 2–6. Статистики осталь-
ных критериев включают в себя более сложные
функции, которые прямо или косвенно основаны
на порядковых статистиках или на эмпирической
функции распределения. Эмпирическая функция
распределения может быть записана в виде

Fn(x) =





0 при x < X(1) ;
k

n
при X(k) 6 x < X(k+1),

k = 1, 2, . . . , n − 1 ;
1 при x > X(n),

т. е. это функция порядковых статистик. Поэто-
му свойства критериев, основанных на эмпириче-
ской функции распределения, аналогичны свой-
ствам критериев, основанных непосредственно на
порядковых статистиках.
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Таблица 2 Оцененная вероятность ошибки первого рода, n = 50

Критерий
r

0 0,01 0,03 0,07 0,1 0,2
P 0,0406 0,0417 0,0478 0,0744 0,0991 0,2457

KS 0,0457 0,0414 0,0419 0,0548 0,0711 0,1518

CvM 0,0442 0,0421 0,0546 0,0578 0,0542 0,0859

AD 0,0488 0,0463 0,0578 0,0481 0,0571 0,0859

SW 0,0525 0,0469 0,0517 0,0422 0,0601 0,0651
SF 0,0587 0,0492 0,0521 0,0449 0,0689 0,0621
JB 0,0477 0,0464 0,0485 0,0433 0,0643 0,0441
AJB 0,0494 0,0482 0,0463 0,0438 0,0581 0,0447
F 0,0467 0,0463 0,0534 0,0543 0,0482 0,0783

G 0,0558 0,0429 0,0433 0,0501 0,0444 0,0532
HG1 0,0543 0,0548 0,0511 0,0487 0,0577 0,0743
HG2 0,0564 0,0463 0,0472 0,0433 0,0568 0,0629
K 0,0551 0,0487 0,0557 0,0442 0,0546 0,0397
S 0,0526 0,0454 0,0484 0,0513 0,0585 0,0482
Sp 0,0656 0,0311 0,0433 0,0343 0,0551 0,0384
WB 0,0561 0,0478 0,0449 0,0435 0,0628 0,0609

Таблица 3 Оцененная вероятность ошибки первого рода, n = 100

Критерий
r

0 0,01 0,03 0,07 0,1 0,2
P 0,0486 0,0498 0,0541 0,1048 0,1228 0,2857

KS 0,0383 0,0413 0,0601 0,0849 0,1308 0,3626

CvM 0,0501 0,0463 0,0463 0,0581 0,0664 0,1398

AD 0,0451 0,0458 0,0479 0,0595 0,0708 0,1418

SW 0,0436 0,0478 0,0463 0,0566 0,0594 0,0828

SF 0,0418 0,0456 0,0491 0,0634 0,0630 0,0909

JB 0,0386 0,0449 0,0489 0,0559 0,0478 0,0473
AJB 0,0372 0,0426 0,0505 0,0534 0,0453 0,0456
F 0,0492 0,0441 0,0478 0,0557 0,0645 0,1098

G 0,0525 0,0517 0,0488 0,0521 0,0482 0,0416
HG1 0,0503 0,0444 0,0505 0,0586 0,0622 0,1058

HG2 0,0423 0,0429 0,0508 0,0593 0,0582 0,0876

K 0,0450 0,0384 0,0393 0,0556 0,0472 0,0449
S 0,0419 0,0503 0,0533 0,0471 0,0561 0,0499
Sp 0,0544 0,0419 0,0524 0,0504 0,0499 0,0520
WB 0,0439 0,0437 0,0456 0,0508 0,0514 0,0859

3 Неравенства

Связь между моментами (теоретическими или
выборочными) непрерывных случайных величин
и их дискретизаций изучалась в ряде работ (см.,
в частности, [6,10–14] и ссылки в этих работах). Ко-
ротко говоря, моменты близки, если шаг дискрети-
зации не слишком велик. В этом разделе приведены
новые количественные оценки этой близости.
Теорема 1. Пусть h < 1. Тогда для любого натураль-
ного m

|E [rh(X)]
m −EXm| 6

6

[(
3

2

)m

− 1
]
max

{
1,E |X |m−1

}
h .

Д о к а з а т е л ь с т в о . Поскольку

E [rh(X)]
m
= E [X + dh(X)]

m
=

= EXm +

m∑

j=1

(
m
j

)
E
[
Xm−jdh(X)

j
]
,

используя неравенство Ляпунова, получаем

E [rh(X)]
m −EXm| =

=

∣∣∣∣∣∣

m∑

j=1

(
m
j

)
E
[
Xm−jdh(X)

j
]
∣∣∣∣∣∣
6

6

m∑

j=1

(
m
j

)
E |Xm−jdh(X)

j | 6
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Таблица 4 Оцененная вероятность ошибки первого рода, n = 500

Критерий
r

0 0,01 0,03 0,07 0,1 0,2
P 0,0453 0,0531 0,1928 0,9360 0,8721 1

KS 0,0503 0,0599 0,0991 0,2897 0,5114 1

CvM 0,0578 0,0516 0,0547 0,0959 0,1618 1

AD 0,0563 0,0491 0,0512 0,0919 0,1538 1

SW 0,0486 0,0512 0,0489 0,0919 0,1008 0,6383

SF 0,0497 0,0536 0,0501 0,0786 0,0986 0,5644

JB 0,0514 0,0479 0,0478 0,0535 0,0438 0,0457
AJB 0,0510 0,0506 0,0481 0,0574 0,0457 0,0459
F 0,0542 0,0532 0,0505 0,0799 0,1138 1

G 0,0447 0,0409 0,0477 0,0575 0,0546 0,0362
HG1 0,0573 0,0554 0,0511 0,0819 0,1178 0,9960

HG2 0,0469 0,0471 0,0486 0,0751 0,0829 0,4325

K 0,0329 0,0443 0,0494 0,0539 0,0429 0,0519
S 0,0572 0,0495 0,0469 0,0518 0,0608 0,0499
Sp 0,0551 0,0485 0,0486 0,0552 0,0313 0,0544
WB 0,0491 0,0543 0,0487 0,0784 0,0961 0,5494

Таблица 5 Оцененная вероятность ошибки первого рода, n = 1000

Критерий
r

0 0,01 0,03 0,07 0,1 0,2
P 0,0498 0,0957 0,5254 1 1 1

KS 0,0526 0,0695 0,1428 0,5274 0,8961 1

CvM 0,0604 0,0533 0,0639 0,1618 0,5154 1

AD 0,0611 0,0562 0,0553 0,1648 0,4755 1

SW 0,0594 0,0695 0,0626 0,1088 0,1718 1

SF 0,0529 0,0699 0,0649 0,1038 0,1538 1

JB 0,0597 0,0638 0,0529 0,0548 0,0339 0,0468
AJB 0,0589 0,0619 0,0509 0,0539 0,0319 0,0509
F 0,0580 0,0591 0,0533 0,1208 0,3756 1

G 0,0515 0,0506 0,0547 0,0498 0,0479 0,0448
HG1 0,0620 0,0627 0,0548 0,1158 0,2907 1

HG2 0,0522 0,0633 0,0554 0,0899 0,1328 1

K 0,0553 0,0429 0,0528 0,0495 0,0329 0,0519
S 0,0561 0,0702 0,0453 0,0514 0,0425 0,0506
Sp 0,0577 0,0469 0,0419 0,0550 0,0489 0,0627
WB 0,0527 0,0615 0,0639 0,09521 0,1478 1

6

m∑

j=1

(
m
j

)
E

∣∣∣∣∣X
m−j

(
h

2

)j
∣∣∣∣∣ 6

6 h

m∑

j=1

(
m
j

)
1

2j
E |X |m−j 6

6 h

m∑

j=1

(
m
j

)
1

2j
(
E |X |m−1

)(m−j)/(m−1)
6

6

[(
3

2

)m

− 1
]
max

{
1,E |X |m−1

}
h.

Здесь использовано, что
m∑

j=1

(
m
j

)
1

2j
=

(
3

2

)m

− 1

и что если E |X |m−1 > 1, то

(
E |X |m−1

)(m−j)/(m−1)
< E |X |m−1

для каждого j > 1.

Теорема 2. Пусть X имеет симметричное, абсолютно
непрерывное, унимодальное распределение с конечным
моментом порядка m+1, где m — натуральное число,
и пусть h < 1. Тогда

|E [rh(X)]
m −EXm| 6 Chm,

где C не зависит от h (но, возможно, зависит от m
и распределения случайной величины X).
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Таблица 6 Оцененная вероятность ошибки первого рода, n = 2000

Критерий
r

0 0,01 0,03 0,07 0,1 0,2
P 0,0419 0,1278 0,8901 1 1 1

KS 0,0470 0,0652 0,2487 0,9181 1 1

CvM 0,0581 0,0533 0,0849 0,5054 1 1

AD 0,0572 0,0528 0,0819 0,4635 1 1

SW 0,0508 0,0547 0,0678 0,1798 0,5904 1

SF 0,0522 0,0574 0,0719 0,1718 0,5694 1

JB 0,0541 0,0572 0,0534 0,0593 0,0626 0,0478
AJB 0,0572 0,0563 0,0564 0,0601 0,0604 0,0458
F 0,0601 0,0489 0,0727 0,3796 1 1

G 0,0552 0,0534 0,0478 0,0469 0,0343 0,0254
HG1 0,0631 0,0518 0,0799 0,3016 0,9990 1

HG2 0,0537 0,0541 0,0648 0,1568 0,4475 1

K 0,0587 0,0612 0,0404 0,0489 0,0509 0,0539
S 0,0459 0,0507 0,0562 0,0541 0,0527 0,0408
Sp 0,0580 0,0539 0,0512 0,0519 0,0521 0,0938

WB 0,0488 0,0567 0,0651 0,1658 0,5414 1

Д о к а з а т е л ь с т в о . Без ограничения общности
предположим, что распределение X симметрично
относительно нуля. Пусть f(x) — плотность рас-
пределения случайной величины X . Обозначим

pj,h = P (jh < X < (j + 1)h) =

(j+1)h∫

jh

f(x) dx,

j = 0, 1, 2, . . . ,

и рассмотрим следующие распределения: симмет-
ричное относительно нуля дискретное распреде-
ление G, дающее вероятности pj,h точкам jh, где
j = 0, 1, 2, . . .; симметричное относительно нуля
абсолютно непрерывное распределение H с ку-
сочно-постоянной плотностью, равной pj,h/h на
каждом интервале (jh, (j + 1)h). Обозначим m-е
моменты этих распределений νm и µm соответ-
ственно. Легко видеть, что νm < EXm < µm

и νm < |E [rh(X)]
m < µm, поэтому

|E [rh(X)]
m −EXm| 6 µm − νm.

Оценим правую часть этого неравенства. Имеем

νm = 2

∞∑

j=0

(jh)mpj,h = 2h
m

∞∑

j=0

jmpj,h;

µm = 2

∞∑

j=0

(j+1)h∫

jh

xm pj,h

h
dx =

= 2hm
∞∑

j=0

(j + 1)m+1 − jm+1

m+ 1
pj,h.

Следовательно,

µm − νm =

= 2hm
∞∑

j=0

(
(j + 1)m+1 − jm+1

m+ 1
− jm

)
pj,h 6

6 2hm
∞∑

j=0

(j + 1)m+1

m+ 1
pj,h 6

6 2hm
∞∑

j=0

(j + 1)m+1

m+ 1
pj,1 = Chm.

Близость моментов по точным и по округлен-
ным данным позволяет надеяться, что 5 критериев
первой группы (JB, AJB, G, K и S) будут более ста-
бильными по отношению к округлению данных,
чем критерии второй группы. Это предположе-
ние проверяется с помощью метода статистическо-
го моделирования Монте-Карло.

4 Вероятность ошибки первого
рода

В этом разделе изучено, насколько хорошо
рассматриваемые критерии контролируют вероят-
ность ошибки первого рода. Показано, что крите-
рии первой группы намного надежнее, чем крите-
рии второй группы. Вероятность ошибки первого
рода оценивается для разных объемов выборки
и разных уровней округления. Методом Монте-
Карло 10 000 случайных выборок генерируются из
нормального распределения для каждого объема
выборки n = 50, 100, 500, 1000 и 2000. Наблюдения
округлены. Все критерии применяются к одним
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и тем же выборкам. Уровень значимости — 5%. Для
каждой выборки и каждого из 16 критериев гипо-
теза о нормальности отклоняется, если полученное
P-значение меньше 0,05. Для заданного критерия
и фиксированных r и n доля 10 000 выборок, для
которых гипотеза отвергнута, служит оценочной
вероятностью ошибки первого рода. Результаты
представлены в табл. 2–6. Чтобы упростить ана-
лиз результатов моделирования в этих таблицах,
примем следующее соглашение. Выберем опре-
деленное пороговое значение вероятности ошибки
первого рода и выделим жирным шрифтом веро-
ятности, превышающие этот порог. Такие значе-
ния могут рассматриваться как неприемлемые. Для
определенности считаем критерий неприемлемым,
если оцениваемая вероятность ошибки первого ро-
да на 50% выше уровня значимости, т. е. 0,075 (так
как уровень значимости равен 0,05). Это соглаше-
ние весьма условно и сделано только для удобства.

Из табл. 2–6 видно, что при большом объеме
выборки критерии первой группы существенно бо-
лее устойчивы не только к грубому округлению,
но и к достаточно мягкому округлению. Критерий
Шпигельхальтера — специальный случай. Он не
принадлежит к первой группе, но его робастность
почти не уступает робастности критериев первой
группы. С одной стороны, это связано a тем, что
тестовая статистика критерия основана на сочета-
нии выборочных моментов и порядковых стати-
стик и зависимость от порядковых статистик очень
слабая: только от разницы между максимальной
и минимальной статистиками. С другой стороны,

дальнейшее моделирование показывает, что при бо-
лее грубом округлении критерий Шпигельхальте-
ра становится существенно менее робастным, чем
критерии первой группы.

5 Эмпирическая мощность
В этом разделе сравнивается эмпирическая

мощность критериев в случае точных данных (r =
= 0) и в случае округленных данных (для опре-
деленности r = 0,1). Показано, что, в отличие
от вероятности ошибки первого рода, округле-
ние практически не влияет на вероятность ошибки
второго рода. Мощность исследуется для четырех
альтернативных распределений (Лапласа, Стью-
дента, равномерного и Вейбулла) и трех различ-
ных объемов выборки (n = 50, 100 и 1000).
Альтернативные распределения имеют следующие
параметры. Распределение Лапласа: нулевое ма-
тематическое ожидание, среднеквадратичное от-
клонение — 1/(

√
2r); распределение Стьюдента:

величина X/(
√
2r), где X имеет распределение

Стьюдента с 4 степенями свободы; равномерное
распределение: на интервале [−

√
3/r,

√
3/r]; рас-

пределение Вейбулла: параметр формы — 2, пара-
метр масштаба — 1/

√
1− π/4r. Выбор параметров

диктуется степенью округления r при шаге дис-
кретизации, равном единице, т. е. при округлении
сформированных данных до ближайшего целого
числа.

Из каждого из четырех приведенных выше рас-
пределений генерируются 10 000 случайных выбо-

Таблица 7 Эмпирическая мощность для неокругленных и округленных данных для четырех
распределений (n = 50)

Распределение
Критерий Лапласа Стьюдента Равномерное Вейбулла

r = 0 r = 0,1 r = 0 r = 0,1 r = 0 r = 0,1 r = 0 r = 0,1

P 0,2645 0,3576 0,1791 0,2462 0,1940 0,2284 0,1318 0,1789
KS 0,4281 0,5265 0,2889 0,3803 0,2561 0,3546 0,2163 0,2572
CvM 0,5494 0,582 0,3695 0,4041 0,4352 0,4762 0,2696 0,2759
AD 0,5453 0,5836 0,4038 0,4436 0,5732 0,6058 0,3124 0,3313
SW 0,5164 0,5417 0,4597 0,4875 0,7499 0,7655 0,4077 0,4290
SF 0,5892 0,6153 0,5225 0,5454 0,4697 0,5075 0,3627 0,3724
JB 0,5532 0,5721 0,5381 0,5425 0,0091 0,0124 0,2545 0,2714
AJB 0,5673 0,5885 0,5457 0,5516 0,0001 0,0002 0,2235 0,2383
F 0,5181 0,5535 0,3562 0,3875 0,5284 0,5525 0,2783 0,2855
G 0,0009 0,0017 0,0025 0,0031 0,7604 0,7566 0,0895 0,0874
HG1 0,5523 0,5911 0,4193 0,4475 0,5824 0,5975 0,3335 0,3457
HG2 0,6182 0,6364 0,5456 0,5663 0,2217 0,2375 0,302 0,3148
K 0,5795 0,5967 0,5446 0,554 0,7114 0,7224 0,1175 0,1338
S 0,3577 0,3516 0,3915 0,3971 0,0019 0,0021 0,3657 0,3686
Sp 0,6918 0,6945 0,5261 0,5283 0,8955 0,9027 0,0752 0,0782
WB 0,5874 0,6095 0,5172 0,5383 0,4551 0,4947 0,3521 0,3656
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Таблица 8 Эмпирическая мощность для неокругленных и округленных данных для четырех
распределений (n = 100)

Распределение
Критерий Лапласа Стьюдента Равномерное Вейбулла

r = 0 r = 0,1 r = 0 r = 0,1 r = 0 r = 0,1 r = 0 r = 0,1

P 0,4743 0,5931 0,3052 0,4511 0,4728 0,5147 0,2714 0,3676
KS 0,6922 0,8298 0,5117 0,6553 0,5946 0,7382 0,3784 0,5611
CvM 0,8152 0,8463 0,6084 0,6757 0,8388 0,8596 0,5017 0,5623
AD 0,8136 0,8423 0,6614 0,7231 0,9412 0,9593 0,6081 0,6524
SW 0,7790 0,7968 0,7264 0,7586 0,9945 0,9984 0,8026 0,8057
SF 0,8254 0,8331 0,7732 0,8133 0,9654 0,9765 0,7145 0,7232
JB 0,7823 0,7847 0,7772 0,7906 0,7212 0,7261 0,5483 0,5442
AJB 0,7884 0,7973 0,7836 0,7925 0,5487 0,5464 0,5024 0,4771
F 0,8072 0,8261 0,6028 0,6572 0,8893 0,9051 0,5285 0,5691
G 0 0 0,0007 0,0010 0,9691 0,9739 0,1052 0,1057
HG1 0,8322 0,8428 0,7033 0,7387 0,9546 0,9654 0,6521 0,6848
HG2 0,8443 0,8532 0,7914 0,8238 0,8485 0,8593 0,6028 0,6356
K 0,8071 0,8112 0,7914 0,8325 0,9917 0,9921 0,1781 0,1532
S 0,4167 0,4125 0,5312 0,5146 0,0024 0,0019 0,6781 0,6871
Sp 0,9360 0,9372 0,8078 0,8161 0,9969 0,9981 0,0452 0,0591
WB 0,8217 0,8262 0,7691 0,8033 0,9622 0,9691 0,7084 0,7135

Таблица 9 Эмпирическая мощность для неокругленных и округленных данных для четырех
распределений (n = 1000)

Распределение
Критерий Лапласа Стьюдента Равномерное Вейбулла

r = 0 r = 0,1 r = 0 r = 0,1 r = 0 r = 0,1 r = 0 r = 0,1

P 1 1 0,9901 1 1 1 1 1
KS 1 1 1 1 1 1 1 1
CvM 1 1 1 1 1 1 1 1
AD 1 1 1 1 1 1 1 1
SW 1 1 1 1 1 1 1 1
SF 1 1 1 1 1 1 1 1
JB 1 1 1 1 1 1 1 1
AJB 1 1 1 1 1 1 1 1
F 1 1 1 1 1 1 1 1
G 0 0 0 0 1 1 0,2690 0,2677
HG1 1 1 1 1 1 1 1 1
HG2 1 1 1 1 1 1 1 1
K 1 1 1 1 1 1 0,3812 0,3677
S 0,5013 0,5031 0,7644 0,7582 0,0012 0,0008 1 1
Sp 1 1 1 1 0 0 0,0212 0,0198
WB 1 1 1 1 1 1 1 1

рок объема n. Для каждой выборки и каждого
из 16 критериев гипотеза о нормальности не отвер-
гается, если полученное P-значение больше 0,05,
и вычисляется доля случаев, когда гипотеза отверга-
ется. Другими словами, вычисляется доля случаев,
когда P-значение меньше 0,05. Это эмпирическая
мощность критерия для данного альтернативного
распределения и данного объема выборки.

Результаты представлены в табл. 7–9. Видно, что
либо мощность для округленных данных (практи-
чески) такая же, как мощность для точных данных,

либо мощность для округленных данных больше,
чем мощность для точных данных (критерии Пир-
сона и Колмогорова–Смирнова).

6 Выводы

1. Тесты на нормальность, основанные на момен-
тах выборки, гораздо более устойчивы к округ-
лению данных, чем тесты, основанные на по-
рядковой статистике: они существенно лучше
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контролируют вероятность ошибки первого
рода.

2. Вероятность ошибки второго рода практически
не зависит от округления данных для всех кри-
териев нормальности.

3. Если объем выборки большой, то критерии
нормальности, основанные на порядковой ста-
тистике, не следует использовать даже при уме-
ренных степенях округления: контроль вероят-
ности ошибки первого рода плохой.
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СРЕДНЕЕ РАССТОЯНИЕ В КОНФИГУРАЦИОННЫХ ГРАФАХ

СО СТЕПЕННЫМ РАСПРЕДЕЛЕНИЕМ∗

М. М. Лери1

Аннотация: В случайных конфигурационных графах с дискретным степенным распределением степеней
вершин с фиксированным параметром рассматривается среднее расстояние в графе, которое вычисляется
как среднее арифметическое расстояний между всеми парами вершин графа. Эта характеристика
оценивается с помощью методов имитационного моделирования. В силу вычислительных ограничений
рассматриваются графы в доасимптотической области (в настоящей работе это графы объемом до
7000 вершин). Построены модели зависимостей среднего расстояния от объема графа и параметра
распределения степеней вершин. Проведено сравнение полученных результатов с результатами теоре-
тических исследований типичного расстояния в графе в асимптотике (т. е. когда число вершин графа
стремится к бесконечности), приведенными в работах Р. Хофстада.

Ключевые слова: конфигурационные графы; степенное распределение; среднее расстояние в графе;
имитационное моделирование
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1 Введение
Изучение структуры и функционирования

сложных сетей продолжает оставаться одним из
важных направлений исследований в науке и тех-
нике [1, 2]. Примерами таких сетей, окружающих
нас в повседневной жизни, служат интернет, элек-
трические и телекоммуникационные сети, сети со-
циальных отношений, соавторства и цитирования
и др. Их быстрое и динамичное развитие и на-
растающая популярность легли в основу многих
фундаментальных исследований в области тополо-
гии таких сетей (см., например, [1–5]). В каче-
стве моделей сложных сетей широко используются
случайные графы, причем их разнообразие каса-
ется как определения степеней вершин графа, так
и установления связей между этими вершинами.
В частности, было показано (см., например, [6, 7]),
что модели случайных графов с независимыми оди-
наково распределенными степенями вершин с об-
щим дискретным законом распределения подходят
для моделирования сети Интернет в случае, когда
в качестве узлов сети рассматриваются автономные
системы.

Увеличение размеров сетей и изменчивость се-
тевой структуры дают понять, что для адекватного
отражения их топологии и функционирования в хо-
де построения их математических моделей необхо-
димо учитывать не только распределение степе-
ней вершин в соответствующей модели случайного

графа, но также принимать во внимание и дру-
гие не менее важные характеристики исследуемых
сетей [2, 3]. В связи с этим различные структур-
ные характеристики сложных сетей представляют
определенный интерес как при моделировании их
топологии, так и при изучении динамических про-
цессов, происходящих в таких сетях по мере их
роста или под внешними воздействиями. Одна
из таких характеристик — расстояние между двумя
произвольными вершинами графа [1, 3, 5].

Можно рассматривать различные виды рассто-
яний в графе: расстояние между двумя заданны-
ми вершинами, расстояние между произвольно
выбранными вершинами, все расстояния между
каждой парой вершин, наименьшее возможное рас-
стояние, наибольшее, или диаметр графа, и т. д.

В настоящей работе рассматривается среднее
расстояние в графе, которое вычисляется как сред-
нее арифметическое расстояний между всеми пара-
ми вершин графа. Цель работы состояла в нахож-
дении зависимостей среднего расстояния в графе
от числа его вершин и параметра распределения
степеней вершин, а также в сравнении результатов
работы с результатами теоретических исследований
расстояния в графе, приведенными в [5]. Исследо-
вание проводилось посредством методов имитаци-
онного моделирования с последующей статистиче-
ской обработкой данных с помощью программного
обеспечения Statistica 10 и Wolfram Mathematica 9.0.

∗Финансовое обеспечение исследований осуществлялось из средств федерального бюджета на выполнение государственного
задания Карельского научного центра Российской академии наук (Институт прикладных математических исследований КарНЦ
РАН).

1Институт прикладных математических исследований Карельского научного центра Российской академии наук, leri@krc.karelia.ru
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2 Описание модели

Рассматривается случайный граф, состоящий
из N вершин. Через ξ1, ξ2, . . . , ξN обозначим степе-
ни вершин, которые являются независимыми оди-
наково распределенными случайными величинами
со следующим дискретным степенным распределе-
нием [7]:

P{ξ = k} = k−τ − (k + 1)−τ , k = 1, 2, . . . , (1)

с фиксированным параметром τ > 1. Легко по-
казать, что математическое ожидание распреде-
ления (1) равно Eξ = ζ(τ), где ζ(τ) — значение
дзета-функции Римана в точке τ . Что касается
дисперсии, то при τ > 2 она конечна, а при τ ∈
∈ (1, 2] – бесконечна. В работе рассматриваются
конфигурационные графы [8], построение которых
происходит следующим образом. Для каждой из
N вершин графа задаются степени в соответствии
с распределением (1) с выбранным значением па-
раметра τ . Степени определяют число различимых
полуребер [7] (под полуребром понимают ребро,
инцидентное данной вершине графа, для которого
смежная вершина еще не определена), занумеро-
ванных в произвольном порядке. Для формирова-
ния ребер все полуребра попарно и равновероятно
соединяют между собой. Сумма степеней вершин
рассматриваемого графа является случайной вели-
чиной. Очевидно, что она должна быть четной,
поэтому, если это не так, для построения недоста-
ющего ребра к равновероятно выбранной вершине
добавляется одно полуребро, увеличивая степень
этой вершины на 1. Граф, построенный таким обра-
зом, может иметь петли, циклы и кратные ребра.

Известно (см., например, [1, 2, 7]), что степен-
ной конфигурационный граф, значение параметра
распределения степеней вершин которого τ > 1,
асимптотически почти наверное содержит больше
одной компоненты связности, причем при τ ∈ (1, 2)
в таком графе существует, и она единственна, так
называемая гигантская компонента связности, чис-
ло вершин в которой пропорционально N при N →
→ ∞, а объем любой другой компоненты такого
графа бесконечно мал по сравнению с объемом ги-
гантской компоненты.

3 Среднее расстояние в графе
Расстояния между узлами сложной сети служат

важными числовыми характеристиками сетевой то-
пологии (см., например, [5, 9]). Пусть G = (V, E)—
неориентированный граф, в котором V — множе-
ство вершин, а E — множество ребер. Обозначим
через l(v, u) число ребер простой цепи, соединя-
ющей вершины v и u графа G (v, u ∈ V и v 6= u).

Если вершины v и u принадлежат разным компо-
нентам связности, то l(v, u) полагают равным ∞.
Длину цепи от вершины v до вершины u наимень-
шей длины называют расстоянием между этими
вершинами:

d(v, u) = min
l(v,u) 6=∞

l(v, u).

Пусть k — число расстояний d(v, u) 6= ∞ между
всеми парами вершин v и u (v 6= u). Среднее рас-
стояние вычисляется как среднее арифметическое
всех расстояний d(v, u) графа G:

dist = dist (G) =

∑
v,u∈V (v 6=u)

d(v, u)

k
.

Из теорем 7.2 и 7.1 в [5] следует, что при N → ∞

d(v, u) ∼ 2 ln lnN

| ln(τ − 1)| , (2)

если 1 < τ < 2, и

d(v, u) ∼ lnN

ln ν
, (3)

если τ > 2, где ν = Eξ(ξ − 1)/(Eξ) и ν > 1. Вы-
ражения (2) и (3) носят асимптотический харак-
тер и получены для «типичных расстояний» (где
под типичным расстоянием понимается математи-
ческое ожидание расстояния) [5] в конфигураци-
онных графах с бесконечной и с конечной дис-
персиями соответственно. Легко показать, что для
конфигурационных графов с распределением (1)

ν =
2ζ(τ − 1)

ζ(τ)
− 2 ,

причем ν > 1 при 2 < τ ≤ 2, 8106 . . .
Для нахождения зависимости среднего расстоя-

ния от числа вершин графа N и параметра распре-
деления степеней вершин τ были получены оценки
средних расстояний в конфигурационных графах
различных размерностей с разными параметрами
распределения степеней вершин. По полученным
результатам были построены зависимости dist от
числа вершин графа N при конкретных значени-
ях параметра распределения степеней вершин τ ,
а также зависимости dist от N и τ на интервалах
τ ∈ (1, 2) и τ ∈ (2, 2, 8]. Рассматривались кон-
фигурационные графы следующих размерностей:
10 ≤ N ≤ 100 с шагом 10, 100 ≤ N ≤ 1000 с ша-
гом 50, 1000 ≤ N ≤ 7000 с шагом 500. Значения
параметра τ изменялись с шагом 0,1 в двух интер-
валах: 1,1 ≤ τ < 2 и 2 < τ ≤ 2,8, а также были взяты
два дополнительных значения: τ = 1,99 и 2,01.
Для каждой пары значений (N, τ) генерировалось
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по100 графов, т. е.40 000и36 000 графов на интерва-
лах 1,1 ≤ τ ≤ 1,99 и 2,01 ≤ τ ≤ 2,8 соответственно.
Расстояния в графе находились с применением ал-
горитма Дейкстры [10].

3.1 Результаты для интервала τ ∈ (1, 2)
Сначала для рассматриваемых в настоящей ра-

боте графов были построены зависимости среднего
расстояния dist от числа вершин N при фиксиро-
ванных значениях параметра τ , т. е. для каждого
из рассмотренных значений 1,1 ≤ τ ≤ 1,99 были
получены регрессионные зависимости вида

dist = a ln lnN + b . (4)

Здесь и далее коэффициенты всех регрессионных
уравнений находили посредством метода наимень-
ших квадратов, значимость коэффициентов прове-
ряли с помощью критерия Стьюдента. Для оценки
степени подгонки регрессионной модели к данным
вычисляли коэффициент детерминации этой мо-
дели и с помощью критерия Фишера проверяли
гипотезу H0 : R2 = 0. Проверка всех статисти-
ческих гипотез осуществлялась на 5%-ном уровне
значимости.

Обозначим af = 2/| ln(τ − 1)| и сравним эти
значения с коэффициентами a уравнений (4) для
каждого τ . В табл. 1 приведены значения af , ко-
эффициенты a и b регрессионных уравнений ви-
да (4) и соответствующие коэффициенты детерми-
нации R2 этих уравнений. Все коэффициенты a
и b в табл. 1 значимы, а гипотезы H0 : R2 = 0
отвергаются для всех уравнений.

Таким образом, при фиксированных τ среднее
расстояние в графе с ростом числа его вершин
растет как ln lnN , так же как и расстояние в асимп-
тотике (2). Из табл. 1 видно, что значения коэф-
фициента a ниже значений af на всем интервале
изменения τ , однако эта разница не остается неиз-
менной, а возрастает с ростом τ . Более того, сам
угловой коэффициент a возрастает с ростом пара-

Таблица 1 Значения af , коэффициенты a

и b зависимостей вида (4) и коэффициенты
детерминации R2 этих уравнений

τ af a b R2

1,1 0,869 0,745 1,702 0,88
1,2 1,243 0,975 1,513 0,91
1,3 1,661 1,255 1,244 0,94
1,4 2,183 1,596 0,869 0,96
1,5 2,885 1,959 0,494 0,96
1,6 3,915 2,421 −0,065 0,98
1,7 5,607 3,048 −0,909 0,98
1,8 8,963 3,668 −1,710 0,98
1,9 18,982 4,417 −2,806 0,98
1,99 198,998 5,262 −4,045 0,96

Рис. 1 График экспериментальных значений dist от N

и 1,1 ≤ τ < 2

метра τ , и это наглядно видно на рис. 1, где показа-
на зависимость экспериментальных значений dist
от N и τ .

Далее задача состояла в том, чтобы найти зави-
симость среднего расстояния distот обеих перемен-
ных: N и τ . Сначала была построена зависимость
в виде dist = 2 ln lnN/(| ln(τ − 1)|) + b. Получено
следующее регрессионное уравнение:

dist =
2 ln lnN

| ln(τ − 1)| − 39,604 .

К сожалению, коэффициент детерминации полу-
ченной зависимости оказался очень низким (R2 =
= 0,01). Гипотеза о равенстве R2 нулю не отвер-
гается, коэффициент b статистически не значим,
поэтому такую модель использовать для прогноза
не имеет смысла.

Далее была построена регрессия вида dist =
= a ln lnN/(| ln(τ − 1)|) + b и получена зависимость

dist =
0,0104 ln lnN

| ln(τ − 1)| + 3,922 (5)

с коэффициентом детерминации R2 = 0,21. В дан-
ном случае гипотеза H0 : R

2 = 0 отвергается, а что
касается коэффициентов a и b регрессионного урав-
нения (5), то коэффициент a оказался статистиче-
ски значим, а коэффициент b нет. Поиск наилуч-
шей регрессионной зависимости был продолжен
и привел к получению следующей модели зави-
симости среднего расстояния конфигурационного
графа dist от объема графа N и параметра распре-
деления степеней вершин τ :

dist =
2(4,488− 3,077τ + 0,417τ2) ln lnN

| ln(τ − 1)| (6)
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Рис. 2 Регрессионная зависимость (6) среднего рас-
стояния dist от N при фиксированных значениях 1,1 ≤
≤ τ < 2: 1 — τ = 1,1; 2 — 1,3; 3 — 1,5; 4 — 1,7; 5 —
τ = 1,99

Рис. 3 Регрессионная зависимость (6) среднего рассто-
яния dist от τ при фиксированных значениях 10 ≤ N ≤
≤ 7000:) 1 — N = 10; 2 — 100; 3 — 1000; 4 — 5000; 5 —
N = 7000

с коэффициентом детерминации R2 = 0,88 и зна-
чимыми коэффициентами регрессии. Графически
зависимость (6) представлена на рис. 2 и 3.

Оценка значимости различия между коэффи-
циентами множественной корреляции r =

√
R2

регрессионных моделей (5) и (6) на уровне зна-
чимости 0,05 показала, что нулевая гипотеза H0 :
r(5) = r(6) (r(5) и r(6) — коэффициенты множе-
ственной корреляции зависимостей (5) и (6) со-
ответственно) отвергается; следовательно, разли-
чие между коэффициентами корреляции значимо.
Остатки обеих моделей распределены нормально,
но сравнение сумм квадратов остатков SSR(5) =
= 62951,1 и SSR(6) = 24786,9 показывает, что
SSR(5) > SSR(6), т. е. модель (6) «лучше» в смыс-
ле описания изучаемого явления и для прогно-
зирования. Таким образом, в качестве наиболее
подходящей модели зависимости dist от N и τ для
доасимптотической области предлагается зависи-
мость, описываемая уравнением (6).

На рис. 2 и 3 линии внутри затененных областей
соответствуют зависимостям dist от N (см. рис. 2)
и от τ (см. рис. 3) при некоторых (отраженных в ле-
гендах) значениях параметра τ или объема графа N
соответственно. Заметим, что кривые зависимостей
dist от N на рис. 2 расположены одна над другой по
мере роста значения параметра 1, 1 ≤ τ < 2 в пре-
делах его граничных значений. Аналогично кривые
зависимостей dist от τ на рис. 3 также расположены
друг над другом по мере возрастания числа вершин
графа 10 ≤ N ≤ 7000.

3.2 Результаты для интервала τ ∈ (2, 2,8]
Исследование зависимости среднего рассто-

яния от N и τ ∈ (2, 2,8] в доасимптотической

области было проведено аналогично предыдущему
исследованию для τ ∈ (1, 2). Сначала для фикси-
рованных значений параметра 2,01 ≤ τ ≤ 2,8 были
построены зависимости среднего расстояния dist
от числа вершин графа N следующего вида:

dist = a lnN + b . (7)

Обозначим

af =
1

ln (2ζ(τ − 1)/ζ(τ) − 2) .

Для сравнения этих значений с коэффициентами a
уравнений (7) для каждого τ все они приведены
в табл. 2 наряду с коэффициентами b и соответст-
вующими коэффициентами детерминации R2 этих
уравнений. Все коэффициенты a и b значимы,
а гипотезы о равенстве нулю коэффициентов де-
терминации полученных моделей отвергаются.

Таким образом, при фиксированных τ из интер-
вала (2, 2,8] среднее расстояние в графе возрастает
логарифмически с ростом числа его вершин N , так
же как и расстояние в асимптотике (см. выраже-

Таблица 2 Значения af , коэффициенты a

и b зависимостей вида (7) и коэффициенты
детерминации R2 этих уравнений

τ af a b R2

2,01 0,209 0,967 −0,684 0,96
2,1 0,408 1,151 −1,661 0,98
2,2 0,586 1,344 −2,777 0,98
2,3 0,800 1,541 −3,994 0,95
2,4 1,096 1,573 −4,428 0,91
2,5 1,565 1,430 −4,078 0,88
2,6 2,459 1,076 −2,673 0,89
2,7 4,942 0,760 −1,387 0,91
2,8 53,870 0,507 −0,352 0,94
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Рис. 4 График экспериментальных значений dist от N

и 2 < τ ≤ 2,8

ние (3)). Сравнение значений коэффициентов a
с af показывает, что для 2,01 ≤ τ ≤ 2,4 значе-
ния a выше значений af , а при 2,5 ≤ τ ≤ 2,8 ниже
(см. табл. 2). Изменение углового коэффициента a
в данном случае показывает, что среднее расстоя-
ние в графе с ростом значения τ сначала возрастает,
достигая максимума в промежутке от 2,2 до 2,4, а за-
тем убывает. Наглядно это можно видеть на рис. 4,
где показана зависимость экспериментальных зна-
чений dist от N и τ .

Поиск зависимости среднего расстояния dist от
переменных N и τ проходил по аналогии с предыду-
щим интервалом изменения параметра распределе-
ния степеней вершин. Сначала была построена
зависимость в виде

dist =
lnN

ln (2ζ(τ − 1)/ζ(τ) − 2) + b

и получено следующее регрессионное уравнение:

dist =
lnN

ln (2ζ(τ − 1)/ζ(τ) − 2) − 40,936 .

К сожалению, на этом интервале коэффициент
детерминации полученной зависимости оказался
очень низким (R2 = 0,0005), гипотеза о равен-
стве R2 нулю не отвергается и коэффициент b не
значим. Следовательно, такую модель не имеет
смысла использовать для прогноза. Поэтому была
осуществлена попытка построить регрессию вида

dist =
a lnN

ln (2ζ(τ − 1)/ζ(τ) − 2) + b

и была получена зависимость

dist = 4,962− 0,005 lnN

ln (2ζ(τ − 1)/ζ(τ)− 2) (8)

с коэффициентом детерминации R2 = 0,06. Не-
смотря на столь низкое значение R2, гипотеза о его
равенстве нулю отвергается, однако оценка значи-
мости коэффициентов a и b регрессионного уравне-
ния (8) показала, что коэффициент a статистически
значим, тогда как b – нет. Дальнейший поиск наи-
лучшей регрессии привел к получению следующей
зависимости среднего расстояния конфигурацион-
ного графа dist от N и τ :

dist =
(31,706− 22,076τ + 3,841τ2) lnN

ln (2ζ(τ − 1)/ζ(τ) − 2) , (9)

где все коэффициенты модели значимы, а R2 =
= 0,74. Зависимость (9) отражена графически на
рис. 5 и 6.

Рис. 5 Регрессионная зависимость (9) среднего рассто-
яния dist от N при фиксированных значениях 2 < τ ≤
≤ 2,8: 1 — τ = 2,01; 2 — 2,2288. . . ; 3 — 2,4; 4 — 2,6; 5 —
τ = 2,8

Рис. 6 Регрессионная зависимость (9) среднего рассто-
яния dist от τ при фиксированных значениях 10 ≤ N ≤
≤ 7000: 1 — N = 10; 2 — 100; 3 — 1000; 4 — 5000; 5 —
N = 7000
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Для моделей (8) и (9) была оценена значимость
различия между коэффициентами множественной
корреляции этих моделей при 5%-ном уровне зна-
чимости. В результате H0 : r(8) = r(9) была отверг-
нута, т. е. различие между коэффициентами кор-
реляции оказалось значимым. Проверка остатков
регрессий (8) и (9) на нормальность показала, что
нормальное распределение имеют только остатки
модели (9). Кроме того, остаточная сумма квад-
ратов модели (8) SSR(8) = 245793,9 больше, чем
SSR(9) = 102369,9. Поэтому можно сделать вывод
о том, что модель (9) лучше подходит для прогно-
за, чем модель (8). Таким образом, при значениях
параметра 2 < τ ≤ 2,8 в качестве наиболее подходя-
щей модели зависимости среднего расстояния dist
от N и τ в доасимптотической области предлагается
зависимость, описываемая уравнением (9).

На рис. 5 и 6 линии, находящиеся внутри за-
тененных областей и отраженные в легендах, со-
ответствуют зависимостям dist от N (см. рис. 5)
и от τ (см. рис. 6) при некоторых значениях пара-
метра τ или объема графа N соответственно. На
рис. 5 нижняя граница области соответствует τ =
= 2,01, верхняя — максимуму функции (9) по па-
раметру τ : τ∗ = 2,2288 . . ., а кривые зависимостей
dist от N внутри затененной области расположены
следующим образом: по возрастанию значений dist
при увеличении значений τ от 1,1 до τ∗ и по убы-
ванию dist при росте τ от τ∗ до 2,8. А на рис. 6
кривые зависимостей dist от τ расположены друг
над другом по мере возрастания числа вершин гра-
фа 10 ≤ N ≤ 7000 в пределах граничных значений.

3.3 Результаты при τ = 2

Заметим, что модели (6) и (9) не охватывают
значение параметра распределения степеней вер-
шин τ = 2. Однако по экспериментальным данным
была построена следующая регрессионная зависи-
мость dist от N при фиксированном τ = 2 (все
коэффициенты модели значимы):

dist = 5,262 ln lnN − 4,045
(
R2 = 0,73

)
. (10)

4 Выводы
Итак, экспериментальные результаты на сте-

пенных конфигурационных графах с фиксирован-
ным параметром τ распределения (1) степеней вер-
шин показывают, что на интервале (1, 2) с ростом
объема N среднее расстояние dist в графе растет

как ln lnN , а на интервале 2 < τ ≤ 2,8 растет ло-
гарифмически в доасимптотической области (при
N ≤ 7000) так же, как это было показано Р. Хоф-
стадом [5] для типичного расстояния в графах при
N → ∞. Однако что касается зависимости среднего
расстояния от переменных N и τ , то при малых объ-
емах графа предлагается использовать модели (6)
и (9) в соответствующих интервалах изменения па-
раметра τ , так как они лучше описывают данную
зависимость, что было подтверждено в настоящей
работе с помощью методов статистического анали-
за и предложена модель (10) зависимости среднего
расстояния от числа вершин N при τ = 2 также для
графов в доасимптотической области.
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ВОССТАНОВЛЕНИЕ МАТРИЦЫ СУПЕРПОЗИЦИИ
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Аннотация: Исследуется проблема порождения структуры регрессионной модели. Модель представляет
собой суперпозицию базовых функций. Структура модели описывается взвешенным цветным графом.
Каждая вершина графа соответствует некоторой базовой функции. Ребро задает суперпозицию двух
функций. Вес ребра равен вероятности суперпозиции. Для создания оптимальной модели необходимо
восстановить ее структуру по матрице смежности графа. Предлагаемый алгоритм восстанавливает
минимальное остовное дерево из взвешенного цветного графа. Представлено новое решение, основанное
на алгоритме дерева Штейнера. Алгоритм сравнивается с альтернативами.
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1 Введение

Символьная регрессия — это метод построения
нелинейной модели, аппроксимирующей выбор-
ку. Структура модели определяется суперпози-
цией базовых функций. Набор базовых функций
фиксируется для конкретной прикладной задачи.
Структуры альтернативных моделей генерируются
алгоритмом оптимизации для выбора оптимальной
модели. В данной статье предлагается определять
структуру модели с помощью вероятностного гра-
фа. Остовное дерево в графе определяет некоторую
суперпозицию. Для выбора оптимальной модели
необходимо реконструировать минимальное остов-
ное дерево по графу.

Методы генетического программирования [1]
находят оптимальное подмножество в наборе су-
перпозиций базовых функций, но имеют высокую
вычислительную сложность. В [2] описаны мето-
ды, понижающие сложность. Они используют до-
полнительные ограничения на суперпозиции, на-
пример используют линейные комбинации базовых
функций. Символьная регрессия, описанная в [3],
используется для оптимизации структуры супер-
позиции. Методы решения задачи символьной
регрессии основаны на матричном представлении
структуры модели [4]. Однако эти методы не со-
держат ограничений на число аргументов базовых
функций и на структуру графа, обеспечивающую
допустимую суперпозицию. В данной работе ре-
шается задача построения модели с помощью сим-
вольной регрессии.

Требуется восстановить допустимую суперпози-
цию из предсказанной матрицы смежности с ве-
роятностями ребер. Решается задача восстановле-
нияk-минимального остовного дереваk-MST (англ.
Minimum-cost Spanning Tree). Эта задача NP-слож-
ная, поэтому применимы только приближенные
решения [5]. Алгоритм k-MST эквивалентен проб-
леме дерева Штейнера PCST (англ. Prize-Collecting
Steiner Tree) из-за его эквивалентности ослаблен-
ной формулировке постановки задачи линейного
программирования [6]. В работах [5, 7, 8] представ-
лены приближенные решения задачи k-MST.

Предлагаемое решение основано на упрощен-
ной версии задачи k-MST, которая трансформиру-
ется в задачу PCST с постоянными призами, одина-
ковыми для всех вершин. Быстрый алгоритм PSCT
описан в [9]. Альтернативное решение основано на
алгоритме (2− ε)-аппроксимации для задачи PSCT.
Она сравнивается с другими алгоритмами, включая
алгоритмы обхода дерева в глубину, обхода дерева
в ширину, алгоритмы Прима.

2 Задача выбора регрессионной
модели

Требуется выбрать регрессионную модель ϕ из
набора альтернативных моделей. Модель описыва-
ет выборку D = {(xi, yi)} и минимизирует ошибку

�ϕ(D) = argmin
ϕ

m∑

i=1

(ϕ(xi)− yi)
2
. (1)

Модель представляет собой суперпозицию базовых
функций из некоторого заданного набора. На рис. 1
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Рис. 1 Структура регрессионной модели представляет
собой ориентированный граф

показан ее пример. Структура модели ϕ, суперпо-
зиция, соответствует графу G = (V, E), где базовые
функции находятся в вершинах V . Корневая вер-
шина обозначается через ∗. Модель:

ϕ(D) = ln(x) + x+ sin (x × exp(x)) .
Еe структура в виде матрицы смежности графа пред-
ставлена в табл. 1. Базовые функции перечислены
в первой строке. Элементами матрицы являют-
ся вероятности ребер E дерева. Жирным шриф-
том выделены ребра восстановленного дерева M ,
образующие суперпозицию ϕ. Для восстановления
структуры модели ϕ как суперпозиции, заданной
деревом M , необходимы только графовое представ-
ление G и базовые функции.

Поставим задачу восстановления структуры мо-
дели. Задано множество выборок {Dk}. Каждой
выборке Dk соответствует своя модель. Эта модель
имеет структуру Mk. Таким образом, имеется набор
пар {(Dk, Mk)}, выборка и структура. Обозначим
через P отображение, которое предсказывает веро-
ятности узлов в графе G по выборке D. Для выбора
модели ϕ(D) необходимо восстановить структуру
модели M по графу G. Обозначим алгоритм вос-
становления дерева через R. Регрессионная мо-
дель �ϕ(D), которая решает задачу (1), определяется

формулой �M = R (P (D)) . Поскольку дерево M
играет центральную роль в этой работе, критерий
качества алгоритма восстановления дерева имеет
вид:

min
Mk∈G

1

K

K∑

k=1

[
�Mk =Mk

]
.

Восстановленное дерево должно быть эквивалент-
но заданному дереву, следовательно, выбранная мо-
дель регрессии приближает выборку.

3 Задача восстановления дерева
суперпозиции

Требуется восстановить дерево Mk, задающее
суперпозицию и решающее задачу (1). Задан
ориентированный взвешенный граф G = (V, E)
с раскрашенными вершинами vi и корневой вер-
шиной r. Каждая вершина vi ∈ V имеет свой
цвет t(vi) = ti. Каждое ребро ei ∈ E имеет свой
вес w(ei) = ci ∈ [0, 1].

Требуется восстановить ориентированное дере-
во минимального веса с корнем r. Оно должно
покрывать не менее k вершин в заданном графе G.
Число ребер, выходящих из вершины vi дерева,
должно быть меньше или равно ti. Корень r имеет
одно ребро, tr = 1.

Сформулируем это условие в виде задачи линей-
ного программирования с целочисленными огра-
ничениями:

minimize
xe,zS

e∈E,
S⊆V \{r}

∑

e∈E

cexe

s.t.
∑

e∈δ(S):
e=(∗,vi),
vi∈δ(S)

xe +
∑

T :T⊇S

zT > 1, S ⊆ V \{r};

∑

e∈E: e=(∗,v)

xe 6 1, v ∈ V ;

∑

e∈E: e=(v,∗)

xe 6 ti, v ∈ V ;

∑

S⊆V \{r}

|S|zS 6 n − k, xe ∈ {0, 1}, zS ∈ {0, 1},

e ∈ E, S ⊆ V \{r}, (2)

Таблица 1 Вероятности суперпозиций в матрице смежности
порождают ориентированный граф

Арность Функция ∗ + ln sin × exp x

1 ∗ 0,2 0,7 0,5 0,4 0,5 0,3 0,2
3 + 0,3 0,2 1,0 0,8 0,6 0,3 0,7

1 ln 0,3 0,2 0,0 0,0 0,1 0,5 0,5

1 sin 0,1 0,4 0,0 0,5 0,9 0,2 0,5
2 × 0,3 0,0 0,3 0,5 0,0 0,8 0,6

1 exp 0,3 0,3 0,4 0,1 0,5 0,4 0,4
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Восстановление матрицы суперпозиции в задаче символьной регрессии

где

xe =





1, если ребро e входит в финальную

суперпозицию;

0 в противном случае;

zS = 1 для всех вершин, исключенных из финаль-
ной суперпозиции. Обозначим через e = (∗, v) ори-
ентированное ребро с листом v. Обозначим через
e = (v, ∗) ориентированное ребро с вершиной v.

Первое ограничение (2) определяет структуру
графа решения в виде дерева с корнем r. Вто-
рое ограничение определяет ориентацию дерева:
каждая вершина имеет не более одного входяще-
го ребра. Третье ограничение определяет арность
используемых базовых функций, поэтому число ре-
бер, имеющих определенную вершину в качестве
источника, фиксировано. Четвертое ограничение
говорит, что итоговое дерево имеет не менее k вер-
шин. Если все веса неотрицательны, то четвертое
ограничение на минимальное число вершин при-
нимает более строгий вид: число вершин должно
быть равно k. Однако более слабое ограничение
позволяет найти возможные связи с другими опти-
мизационными задачами. Ограничения в (2) пре-
следуют ту же цель.

4 Алгоритмы восстановления
дерева k-MST и PCST

Определение 1 (k-минимальное остовное дерево,

k-MST). Задан взвешенный граф G = (V, E) с кор-
нем r и весами ребер w(ei) = ci > 0, ei ∈ E. Тре-
буется построить ориентированное дерево мини-
мального веса с корнем r, покрывающее не менее k
вершин в G.

Если та же задача ставится для ориентированных
графов, то конечное дерево с корнем r должно быть
ориентированным. Задача линейного програм-
мирования для направленного k-MST исключает
третье условие в (2). В таком виде задача k-MST
отличается от исходной задачи восстановления де-
рева суперпозиций (2) отсутствием третьего огра-
ничения на арность базовых функций. Это эквива-
лентно ограничению на число ребер, выходящих из
вершины.

Определение 2 (призовое дерево Штейнера, PCST).
Задан взвешенный граф G = (V, E) с корнем r
и весами ребер w(ei) = ci > 0, ei ∈ E, где
каждой вершине vi ∈ V присвоен приз π(vi) =
= πi > 0. Требуется построить дерево T с корнем r,
которое минимизирует функционал

∑
e∈E cexe +

+
∑

S⊆V \{r} π(S)zS , где xe ∈ {0, 1}, xe = 1, если e ∈
∈ E входит в тройку T ; zS ∈ {0, 1}, zS = 1 для всех

вершин, исключенных из дерева T ; S = V \V (T );
π(S) =

∑
v∈S π(v).

В случае ориентированных графов эта зада-
ча обобщается до асимметричной задачи A-PCST.
Задача линейного программирования для A-PCST
принимает вид:

minimize
xe,zS

e∈E,
S⊆V \{r}

∑

e∈E

cexe +
∑

S⊆V \{r}

π(S)zS

s.t.
∑

e∈δ(S):
e=(∗,vi),
vi∈δ(S)

xe +
∑

T :T⊇S

zT > 1, S ⊆ V \{r};

∑

e∈E: e=(∗,v)

xe 6 1, xe ∈ {0, 1}, zS ∈ {0, 1}, v ∈ V,

e ∈ E, S ⊆ V \{r}. (3)

Если последнее ограничение из (2) входит в опти-
мизируемый функционал, задачи k-MST и A-PCST
имеют эквивалентные ограничения и отличают-
ся только оптимизируемым функционалом. Такое
преобразование возможно согласно условиям Ка-
руша–Куна–Таккера [10]. Если значения призов
эквивалентны π(v) = λ, единственное отличие со-
стоит в постоянном члене λ(n− k). Таким образом,
задачи оптимизации k-MST и A-PCST принимают
вид:

minimize
xe,zS

e∈E,
S⊆V \{r}

∑

e∈E

cexe + λ


 ∑

S⊆V \{r}

|S|zS − (n − k)


 ;

minimize
xe,zS

e∈E,
S⊆V \{r}

∑

e∈E

cexe + λ
∑

S⊆V \{r}

|S|zS .

Константа λ обозначает неотрицательный множи-
тель Лагранжа в задаче k-MST и приз за вершину
в задаче A-PCST. Существуют несколько алгорит-
мов для решения проблемы PCST, но не для ре-
шения проблемы A-PCST. Возможное решение —
снять ограничения на ориентацию графа, чтобы
алгоритм PCST мог позже восстановить ориента-
цию дерева.

5 Решение задачи
восстановления ограниченного
леса с помощью алгоритма
(2− ε)-приближения

Обзор методов решения задачи восстановления
ограниченного леса представлен в [11]. Задан взве-
шенный неориентированный граф G = (V, E). Все
его веса w(ei) = ci > 0, ei ∈ E. Задана некоторая
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функция f : 2V → {0, 1}. Требуется решить задачу
линейного программирования с целочисленными
ограничениями:

minimize
xe: e∈E

∑

e∈E

cexe

s.t. x (δ(S)) > f(S), S ⊂ V, S 6= ∅,
xe ∈ {0, 1}, e ∈ E. (4)

Здесь
x(δ(S)) =

∑

e∈δ(S)

xe,

где xe = 1, если ребро e входит в финальное реше-
ние. Функция δ(S) обозначает все ребра из E такие,
что только одна из смежных вершин входит в S.

Предположим, что отображение f удовлетворя-
ет условиям

f(V ) = 0,

f(S) = f(V \S)︸ ︷︷ ︸
ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔØ

,

A, B⊂V : A∩B=∅, f(A)=f(B)=0→f(A∪B)=0︸ ︷︷ ︸
ÄÉÚßÀÎËÔÉ×ÎÏÓÔØ

.

При выполнении этих условий f задает число ребер,
начинающихся в множестве вершин S.

Лемма 1. Пусть B ⊆ S ⊂ V . Тогда f(S) = 0
и f(B) = 0 приводит к f(S\B) = 0.

Задача с таким описанием относится к задачам
поиска оптимального леса с ограничениями. Такая
постановка задачи (4) с соответствующим отобра-
жением f подходит для многих известных задач
взвешенных графов, например: минимальный ма-
гистральный поиск, st-путь, задача Штейнера на
минимальном дереве. Последняя задача являет-
ся NP-полной, поэтому применим приближенный
алгоритм.

Определение 3 (алгоритм α-аппроксимации). Эври-
стический полиномиальный алгоритм, дающий
решение некоторой задачи оптимизации, называ-
ется α-аппроксимацией, если он гарантирует удо-
влетворяющее ограничениям решение этой задачи
оптимизации с коэффициентом, меньшим или рав-
нымα, так что решение отличается от оптимального
не более чем в α раз по оптимизируемому функци-
оналу.

Чтобы предложить приближенный алгоритм,
целочисленные ограничения в (4) должны быть
ослаблены:

minimize
xe: e∈E

∑

e∈E

cexe

s.t.
∑

e∈δ(S)

xe > f(S), S ⊂ V , S 6= ∅ ,

xe > 0, e ∈ E,

Двойственная задача принимает вид:

maximize
yS: S⊂V, S 6=∅

∑

S⊂V

f(S)yS

s.t.
∑

S: e∈δ(S)

yS 6 ce, e ∈ E ,

yS > 0, S ⊂ V, S 6= ∅ , (5)

относительно дополнительного условия

yS


 ∑

e∈δ(S)

xe − f(S)


 = 0 , S ⊂ V .

Обозначим множество вершин A = {v ∈ V :
f({v}) = 1}. Предлагается адаптивный жадный
алгоритм (2− 2/|A|)-аппроксимации для задач ви-
да (4). Алгоритм состоит из двух этапов. На пер-
вом этапе он жадно объединяет кластеры вершин,
увеличивая двойственные переменные yS. Изна-
чально каждая вершина принадлежит своему клас-
теру. Если следующее ребро e достигает равенства
в ограничениях в (5), это ребро добавляется к мно-
жеству S и связанные кластеры объединяются. Этот
этап аналогичен алгоритму минимального остовно-
го дерева Крускала. На втором этапе из конечного
множества S удаляются некоторые ребра. Если об-
резка ребра не нарушает ограничений, то это ребро
должно быть удалено.

Индекс ZDRLP в алгоритме 1 обозначает ли-
нейное программирование с двойной релаксацией.
Начальное значение F := ∅ в алгоритме 1 эквива-
лентно предположению xe = 0, e ∈ E. По условиям
нежесткости yS = 0, S ⊂ V , S 6= ∅.

На каждом шаге алгоритма кластер C содержит
две компоненты C = Ci ∪ Ca, где C ∈ Ca, если
f(C) = 1, и C ∈ Ci в противном случае. Назо-
вем Ca активным компонентом. Переменные d(v)
в этом алгоритме связаны с переменными yS из (5)
соотношением

d(i) =
∑

S:i∈S

yS .

Рассмотрим две различные компоненты Cq и Cp,
Cq ∩ Cp = ∅, на некоторой итерации первого этапа
алгоритма. Все yS должны быть равномерно рас-
пределены по некоторому ε без нарушения ограни-
чений ∑

S: e∈δ(S)

yS 6 ce.

В терминах d(v) это условие принимает вид:

∑

S: e∈δ(S)

yS = d (v1) + d (v2) , e = (v1, v2) ,
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поэтому yS = 0 для любого S такого, что v1, v2 ∈ S,
потому что компоненты растут только на первом
этапе. Увеличение некоторых компонент на ε при-
водит к уравнению

d(v1) + d(v2) + ε (f(Cq) + f(Cp)) 6 ce, e = (v1, v2) ,

что приводит к формуле, используемой в строке 10
алгоритма 1. В случае когда в состав входит следу-
ющее ребро, сумма

∑
S: e∈δ(S) yS не будет увеличи-

ваться, поэтому ограничения выполняются.
Ребра, которые можно удалить из F без добавле-

ния новых активных компонентов, удаляются на
втором этапе алгоритма. Следующая лемма опре-
деляет свойства компонент связности в F ′.

Лемма 2. Для каждой компоненты связности N из F ′

выполняется равенство: f(N) = 0.

Следующая теорема утверждает, что решение,
полученное с помощью описанного алгоритма,
удовлетворяет ограничениям исходной задачи ли-
нейного программирования.

Теорема 1. Набор ребер F ′, полученный алгорит-
мом 1, удовлетворяет всем ограничениям исходной
задачи (4).

Лемма 3. Обозначим граф H, каждая вершина кото-
рого соответствует одной из компонент связности
C ∈ C на фиксированном шаге алгоритма. Ребро
(v1, v2) присутствует, если существует ребро �e ис-
ходного графа, входящее в F ′: �e ∈ F ′, поэтому граф
H — это лес. Внутри H нет листовых вершин,
соответствующих неактивным вершинам исходного
графа.

Теорема 2. Алгоритм 1 представляет собой α-при-
ближенный алгоритм для задачи (4) с α = 2 − 2/|A|,
где A = {v V : f({v}) = 1}.

Несмотря на эту теоретическую основу, не су-
ществует подходящей функции f для постановки
задачи PCST, указанной в (4). Чтобы быть при-
менимым в этих условиях, алгоритм 1 нуждается
в нескольких модификациях.

6 Модифицированная
постановка задачи для PCST

Как и в случае A-PCST, упрощенный вид зада-
чи линейного программирования PCST принимает
вид:

minimize
xe,sv

e∈E,v∈V \{r}

∑

e∈E

cexe +
∑

v∈V \{r}

(1− sv)πv

s.t.
∑

e∈δ(S)

xe > sv, S ⊆ V \{r}, v ∈ S,

xe > 0, e ∈ E, sv > 0, v ∈ V \{r}.

Эта постановка задачи отличается от исходной (3)
тем, что с ней возможно согласовать задачу k-MST.
Индикаторы sv показывают, что вершина v включе-
на в дерево.

Двойственная задача принимает вид:

maximize
yS: S⊂V \{r}

∑

S∈V \{r}

yS

s.t.
∑

S:e∈δ(S)

yS 6 ce, e ∈ E;

∑

S⊆T

yS 6
∑

v∈T

πv, T ⊂ V \{r},

yS > 0, S ⊂ V \{r}.

Алгоритм 2 решает эту задачу. Он похож на алго-
ритм 1. Двойные переменные должны обновляться
равномерно с дополнительными ограничениями.
Тогда ε примет минимальное из двух значений в со-
ответствии с обеими группами ограничений. Бо-
лее широкий анализ аппроксимационных свойств
обновленного алгоритма представлен в [11]. Алго-
ритм 2 представляет собой α-приближенный алго-
ритм для задачи PCST с α = 2 − 2/(n − 1), где n —
число вершин в графе G.

7 Вычислительный эксперимент

Основная цель эксперимента — восстановить
дерево суперпозиции. Алгоритмы, используемые
для восстановления, перечислены ниже.

DFS, BFS. Алгоритмы жадного дерева обхода
в глубину и жадного дерева обхода в ширину. Об-
ход ребер с наибольшим весом эквивалентен вы-
бору наиболее вероятного пути. Алгоритм обхода
останавливается, когда число ребер, исходящих из
некоторой вершины, становится равным арности
соответствующей функции.

Алгоритм Прима. Алгоритм восстанавливает ми-
нимальное остовное дерево для графа с допол-
нительными ограничениями на арность базовых
функций. Эти ограничения задают минимальный
вес ребра. После добавления вершины все лис-
товые ребра этой вершины исключаются, чтобы
сохранить направление дерева. Если число ребер,
начинающихся в какой-либо вершине, превышает
соответствующую арность, то остальные ребра ис-
ключаются из множества возможных ребер в этой
вершине. Алгоритм не зависит от процедуры обхо-
да. В случае небольшого шума в матрице смежности
этот алгоритм способен восстановить дерево супер-
позиции без ошибок.

Алгоритмы на основе PCST. Матрица смеж-
ности M должна быть приведена к неориентиро-
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ванному виду. Использована квадратная матри-
ца M ′ без последнего столбца. PCST принимает
матрицу смежности 1 − (1/2)(M ′ +M ′T) с призо-
вым значением 0,5 для каждой вершины. Призо-
вое значение равно 0,5, поскольку при меньших
значениях дерево будет обрезано: если шум ра-
вен 0,5, некоторые вершины могут быть обрезаны
по ошибке. В случае больших призовых значений
дерево PCST может содержать ненужные верши-
ны. Дерево восстанавливается по одному из опи-

Рис. 2 Качество алгоритмов восстановления с базовыми
функциями небольших арностей: 1 — DFS; 2 — BFS;
3 — алгоритм Прима; 4 — k-MST; 5 — k-MST–DFS; 6 —
h-MST–BFS; 7 — k-MST – алгоритм Прима

Таблица 2 Качество алгоритмов реконструкции
с равномерным шумом, близким к 0,5

Шум
Алгоритм

0,50 0,52 0,54 0,56 0,58
DFS 0,20 0,20 0,19 0,18 0,16
BFS 0,60 0,58 0,51 0,46 0,40
Прима 1,00 0,94 0,81 0,69 0,57
k-MST 0,17 0,16 0,14 0,12 0,10
k-MST–DFS 0,17 0,16 0,16 0,14 0,14
k-MST–BFS 0,43 0,40 0,36 0,33 0,29
k-MST–Прима 0,44 0,39 0,34 0,33 0,27

санных алгоритмов. Результаты PCST можно ис-
пользовать в качестве априорных для других подхо-
дов, M ′ := (1/2)(M ′

PCST+M ′), поэтому результаты
PCST обновляются M ′.

Процедура генерации данных имеет следующие
допущения: арности функций генерируются би-
номиальным распределением, поэтому существу-
ют много функций с малой арностью, все базовые
функции имеют только один вход. Любой случай
с частичной реконструкцией считается ошибкой.
Качество алгоритмов реконструкции:

1

K

K∑

k=1

[
R
(
�N(Mk)

)
=Mk

]
,

где R — алгоритм реконструкции; �N =
= (N −min(N)) / (max(N)−min(N)) — нормиро-
ванная матрица шума. Матрица N генерируется
как N(M) = M + U(−α, α). Генератор случайных
чисел возвращает матрицу того же вида, что и M , где
каждый элемент является независимой переменной
из равномерного распределения в сегменте [−α, α].

Вот список из семи сравниваемых алгоритмов:
DFS, BFS, алгоритм Прима, k-MST через PCST,
k-MST + DFS, k-MST + BFS, k-MST + алгоритм
Прима. На рис. 2 показана ошибка алгоритмов
реконструкции с шумом, близким к порогу 0,5.
Наилучшие результаты дает алгоритм Прима. Вто-
рое по точности решение основано на BFS. Таб-
лица 2 соответствует рис. 2 и показывает качество
реконструкции семи алгоритмов для значений гра-
ничного шума 0,50–0,58.

8 Заключение
Предлагаются и сравниваются алгоритмы вос-

становления суперпозиции для задачи символьной
регрессии. Алгоритм Прима дает наиболее точ-
ные результаты и устойчив к небольшому шуму
в данных. Предлагаемый алгоритм дает точные
результаты, но он более подвержен шуму в мат-
рице суперпозиции. Алгоритмы, основанные на
BFS и DFS, не могут восстановить исходную су-
перпозицию с зашумленными матрицами суперпо-
зиции. Алгоритм PCST с BFS, используемый для
реконструкции матрицы суперпозиции, показыва-
ет приемлемые для практического использования
результаты.
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ПРИЧИННО-СЛЕДСТВЕННЫЕ СВЯЗИ

В ЗАДАЧАХ КЛАССИФИКАЦИИ

А. А. Грушо1, Н. А. Грушо2, М. И. Забежайло3, В. В. Кульченков4, Е. Е. Тимонина5,
С. Я. Шоргин6

Аннотация: В данной работе объект классификации рассматривается как носитель причины появле-
ния одного или нескольких следствий и любой алгоритм классификации принимает решение о классе,
наблюдая следствия из анализируемой причины. Рассматриваются следствия причины в задаче бинар-
ной классификации как источники дополнительной информации, подтверждающие или отвергающие
гипотезу о причине в классифицируемом объекте. При рассмотрении гипотезы о наличии или отсут-
ствии определенной причины в классифицируемом по этому свойству объекте на основании нескольких
следствий автоматически строится язык представления знаний. Тогда легко использовать доступную ин-
формацию из разных информационных пространств в задаче классификации объекта. Для использования
причинно-следственных связей в задаче классификации необходимо использовать машинное обучение.
В условиях обучения с учителем имеем множество прецедентов, когда известно наличие интересующей
нас причины. Тогда можно статистически выделить события, которые стали следствиями этой причины.
Детерминированные отношения причины и следствия порождают ошибки только за счет шума. В тех
прецедентах, где нет причины, позитивная классификация появляется только за счет шума независимо
от прецедента к прецеденту. Таким образом, даже слабое отклонение от равновероятного шума по-
зволяет построить состоятельный критерий, выделяющий следствия от случайного шума. Выделение
следствий можно проводить независимо друг от друга. Это следует из детерминированности отношения
причина–следствие и независимости шума.

Ключевые слова: задача конечной классификации; причинно-следственные связи; машинное обучение
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1 Введение

Вопросы причинно-следственных связей в по-
строении решающих правил принятия решений ис-
следовались в ряде научных публикаций. Обзор
методов выявления причин в графических моделях
можно найти в статье [1]. Большинство публика-
ций базируется на результатах исследований [2–4].
Особенность этих работ заключается в прогнозиро-
вании следствия в условиях зашумленной причины.
Этот подход оказался достаточно успешным. На-
пример, такой подход повысил устойчивость ней-
ронных сетей [5].

Отметим, что рассматриваемый класс задач
тесно связан с необходимостью распознавания
следствий при различных модификациях причин.
Чтобы сократить множество изменений причин,
в работе [6] использовались специальные методы
преобразования причин для повышения устойчи-
вости работы классификаторов.

В данной статье предлагается иной подход к ис-
пользованию причинно-следственных связей. В ра-
боте [7] решается задача восстановления знаний из
фрагментов информации, причем эти фрагменты
не всегда бывают точными. Следуя этой же идее,
задачу конечной классификации можно рассматри-
вать как выявление одной из k причин по следстви-
ям, наблюдаемым в объектах, содержащих по одной
из этих причин. Эти следствия можно рассматри-
вать как источники дополнительной информации,
доступные для уточнения искомой причины.

Таким образом, рассматривается задача клас-
сификации элементов множества D на конечное
число непересекающихся классов, т. е. существует
множество D и функция F : D → K = {1, 2, . . . , k},
где k — число классов. Рассмотрим несколько при-
меров постановки задачи классификации.

1. Искусственные нейронные сети и машинное

обучение с учителем. Пусть дана конечная учеб-
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4Банк ВТБ (ПАО), vlad.kulchenkov@gmail.com
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6Федеральный исследовательский центр «Информатика и управление» Российской академии наук, sshorgin@ipiran.ru
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ная выборка S, состоящая из m элементов,
и S ⊆ D. Обучение с учителем означает, что
известна частичная функция FS : S → K, со-
впадающая с F на всех элементах из S. Искус-
ственная нейронная сеть (ИНС) помнит значе-
ния функции FS, но если x 6∈ S, то пользователи
ИНС надеются, что FS может правильно вычи-
слить значение этой функции для данного x.
Здесь возникают два вопроса:

(а) почему FS должна уметь вычислять что-то
вне своей области определения?

(б) если ИНС выдаст некоторый ответ при по-
даче на вход x, то почему этот ответ бу-
дет правильным, т. е. совпадет со значением
F (x)?

Без ответов на эти вопросы возникает противо-
речие с определениями традиционной матема-
тики, а корректные ответы на них предполагают
использование дополнительной информации
о свойствах ИНС, функции F и свойствах мно-
жества D. Если дополнительной информации
нет, то оба вопроса некорректны и любые отве-
ты на них не имеют смысла.

2. Риски в кредитных учреждениях. Рассматрива-
ется поток заявок на кредит в фиксированном
банке. Кредит и условия кредита определяют-
ся финансовым состоянием обратившегося за
кредитом, который рассказывает о своих дохо-
дах и других аспектах своего финансового со-
стояния. Описание состояния, данное клиен-
том, дополнительно оценивается по более чем
50 характеристикам, собранным из различных,
чаще всего внешних для банка, источников. По
собранным значениям проводится классифи-
кация обратившегося за кредитом с точки зре-
ния возможности дефолта при выдаче кредита.
Здесь, как и в предыдущем примере, обучение
на опыте работы по выдаче кредитов форми-
рует допустимые значения указанных характе-
ристик. В работе [8] перечень источников до-
пустимых дополнительных данных называется
метаданными. Тогда заявленная обратившимся
за кредитом клиентом и собранная дополни-
тельная информация по клиенту определяют
допустимость выдачи ему кредита, и причиной
этого решения становится проведенная оценка
его финансового состояния.

3. Поиск причин сбоев в компьютерной систе-

ме. Рассматривается задача удаленного адми-
нистрирования информационной системы [9]
в случае возникновения сбоя. Необходимо вы-
явить первоначальную причину сбоя, с тем что-
бы провести ремонт в кратчайшее время и вос-

становить рабочие процессы в информацион-
ной системе. Первопричина сбоя порождает
информацию, которую администратор может
запросить и получить удаленно. Такую инфор-
мацию о первопричине опытный администра-
тор умеет собирать и анализировать, чтобы ло-
кализовать место исходного сбоя. Достаточно
часто такая дополнительная информация хра-
нится в базе данных администратора и по-
зволяет использовать накопленный опыт [10].
Заменив блок, содержащий причину, админи-
стратор быстро восстанавливает работоспособ-
ность всей информационной системы. Как
правило, этот алгоритм работает, когда перво-
причина единственна, хотя производных сбо-
ев может быть несколько. В этом примере,
как и в предыдущих, локализация происходит
за счет дополнительной информации, поступа-
ющей из различных источников, которые могут
иметь отношение к причине сбоя. Еще один ин-
тересный момент, связанный с этим примером,
состоит в том, что не всегда надо искать соб-
ственно первопричину, а достаточно покрыть
ее достаточно малой частью системы, которую
несложно заменить [11]. В этом состоит идея
приближенного причинно-следственного ана-
лиза.

4. В задачах медицинской диагностики [12, 13] не-

обходимо выявить причину исходного заболева-

ния. Врач обращается к различным источникам
дополнительной информации для подтвержде-
ния диагноза. Существенной стороной этого
примера является то, что врач несет повышен-
ную ответственность за решение задачи о по-
ставленном диагнозе.

В рассмотренных задачах важно различать до-
полнительную информацию о классифицируемом
объекте, которая помогает правильной классифи-
кации, и информацию о предположениях, которые
позволяют построить модель поиска и в рамках этой
модели оценивать качество принимаемого данным
методом классификации решения. Например, для
ИНС это предположение о независимости и оди-
наковой распределенности выбора точек в множе-
ство S, а также метрические соотношения между
элементами в множестве D.

В данной работе объект классификации рас-
сматривается с точки зрения присутствия в нем
причины появления одного или нескольких след-
ствий и любой алгоритм классификации принимает
решение о классе, наблюдая следствия из анализи-
руемой причины. В примере с ИНС предполагаемая
близость x к одному из элементов x∗ множества S
позволяет допустить, что класс элемента x совпада-
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ет с классом FS(x
∗). Существует множество работ,

подтверждающих или опровергающих это утвер-
ждение в различных моделях, но все эти работы
основаны на предположениях, а не на достаточ-
ности информации для правильной классифика-
ции причины в данной задаче.

С другой стороны, объект классификации,
отождествляемый с классифицируемой причиной,
может породить множество следствий, которые не-
сут информацию о принадлежности причины к за-
данному классу и могут служить подтверждением
этой причины в данном классе или отрицанием
этой причины в полученных новых данных. Допол-
нительная информация может ослабить предполо-
жения о модели классификатора.

В работе рассматриваются следствия причины
в бинарной классификации как источники до-
полнительной информации, подтверждающие или
отвергающие гипотезу о причине в классифици-
руемом объекте. При рассмотрении гипотезы
о причине в классифицируемом по этому свойству
объекте на основании нескольких следствий ав-
томатически строится язык представления знаний
при описании использования доступной информа-
ции из разных информационных пространств [14]
в задаче классификации объекта.

2 Математическая модель
причинно-следственных связей
в задачах классификации

Сделаем два предположения о причинах и след-
ствиях. Для простоты полагаем, что в задаче рас-
познавания объект распознавания отождествляет-
ся только с одной причиной. Если есть причина,
то каждое следствие возникает детерминированно
(будем также говорить с вероятностью 1). Невоз-
можно усовершенствовать одну процедуру (алго-
ритм) классификации, чтобы повысить качество
и устойчивость распознавания, защищенность от
атак. Для решения этих задач необходима дополни-
тельная информация, которая содержится только
в следствиях причины. Таким образом, описание
процедуры распознавания одним алгоритмом опи-
сывается двумерным булевым вектором (y1, y2)),
где y1 соответствует наличию или отсутствию при-
чины в распознаваемом объекте, т. е. при y1 = 1
гипотеза о распознаваемой причине считается пра-
вильной, а при y1 = 0 неверной. Рассматриваемый
алгоритм распознавания при y2 = 1 определяет рас-
познаваемую причину, а при y2 = 0 не распознает
причину. Поскольку распознавание идет по след-
ствию причины, то объясним происхождение воз-

можных ошибок распознавания. Предположим,
что возможен шум в определении наличия след-
ствия причины, т. е. алгоритм не идентифицирует
появление следствия, если шум позволяет изме-
нить значение переменной y2 на 0 или в отсутствие
причины изменить значение y2 на 1. Для про-
стоты будем оценивать вероятность влияния шума
одной константой ε > 0. Тогда условные вероятно-
сти результатов классификации наличия причины
данным алгоритмом можно оценить следующим
образом:

P (y2 = 1|y1 = 1) ≥ 1− ε ;

P (y2 = 0|y1 = 1) ≤ ε ;

P (y2 = 1|y1 = 0) ≤ ε ;

P (y2 = 0|y1 = 0) ≥ 1− ε .

В предположении, что шум появляется незави-
симо, но, возможно, действует по-прежнему одна
причина, то независимо для любого другого воз-
можного следствия и алгоритма классификации
этого следствия верны такие же формулы.

Рассмотрим важное понятие устойчивости рас-
познавания одним алгоритмом для бинарного слу-
чая [15]. Численная оценка устойчивости в этой
работе имеет следующий вид:

R =
P(y2 = 1|y1 = 1)

P (y2 = 1|y1 = 1) + P (y2 = 1|y1 = 0)
.

Путем несложных преобразований при небольших
ε получим

R ≥ 1− ε

1− ε
.

Предположим, что помимо основного алгорит-
ма распознавания используется еще одно следствие
для подтверждения вывода, т. е. рассматривается

вектор
(
y
(1)
2 , y

(2)
2

)
. Опираясь на то, что следствия

при наличии причины возникают с вероятностью 1,
а шумы независимы, получаем:

P
(
y
(1)
2 = 1, y

(2)
2 = 1|y1 = 1

)
≥ (1− ε)2 ;

P
(
y
(1)
2 = 1, y

(2)
2 = 0|y1 = 1

)
=

= P
(
y
(1)
2 = 0, y

(2)
2 = 1|y1 = 1

)
≤ ε ;

P
(
y
(1)
2 = 1, y

(2)
2 = 1|y1 = 0

)
≤ ε2 ;

P
(
y
(1)
2 = 1, y

(2)
2 = 0|y1 = 0

)
=

= P
(
y
(1)
2 = 0, y

(2)
2 = 1|y1 = 0

)
≤ ε ;

P
(
y
(1)
2 = 0, y

(2)
2 = 0|y1 = 0

)
≥ (1− ε)2.
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Вероятность, что произойдет хотя бы одна
ошибка классификации, когда нет причины, равна

1− P
(
y
(1)
2 = 0, y

(2)
2 = 0|y1 = 0

)
≤ 1− (1− ε)2.

Если рассматривать k следствий в качестве ис-
точников дополнительной информации, то обоб-
щение со случая k = 2 проводится следующим
образом. Необходимо работать с двоичным век-

тором
(
y
(1)
2 , y

(2)
2 , . . . , y

(k)
2

)
длины k, и вероятность

хоть одной случайной позитивной классификации,
когда нет причины, равна

1− P
(
y
(1)
2 = 0 , y

(2)
2 = 0, . . . , y

(k)
2 = 0|y1 = 0

)
≤

≤ 1− (1− ε)
k
.

Эта формула может использоваться в оценке
устойчивости, когда имеются k источников взаим-
но дополняющей информации.

Параметр k может трактоваться как дискретное
время, тогда можно рассматривать задачу об опти-
мальной остановке случайного процесса с дискрет-
ным временем [16, 17].

3 Подготовительная работа
для использования
причинно-следственных связей
в задаче конечной
классификации

Для использования причинно-следственных
связей в задаче классификации необходимо ис-
пользовать машинное обучение. В условиях обуче-
ния с учителем имеем множество прецедентов,
когда известно наличие причины. Тогда можно
статистически выделить события, которые стали
следствиями причины. Детерминированные от-
ношения причины и следствия порождают ошиб-
ки только за счет шума. В тех прецедентах, где
нет причины, позитивная классификация появля-
ется только за счет шума независимо от прецедента
к прецеденту. Таким образом, даже слабое откло-
нение ε от 1/2 позволяет построить состоятельный
критерий, выделяющий следствия среди случайно-
го шума.

Выделение следствий можно проводить неза-
висимо друг от друга. Это следует из детермини-
рованности отношения причина–следствие и не-
зависимости шума. Однако нельзя исключать
возможность зависимости найденных следствий
между собой. В силу детерминированности от-
ношения причина–следствие, если утверждение B

является следствием утверждения A, но утвержде-
ние C является следствием утверждения B, то
утверждение C является следствием утверждения A.
При этом использовать утверждение C как источ-
ник дополнительной информации нельзя, так как
вся информация об утверждении A уже использо-
вана в утверждении B.

Конечно, возможна ситуация, когда утвержде-
ние B является сильно зашумленным и порождает
ошибку классификации, а утверждение C дает пра-
вильный ответ, но для такого рассмотрения нужна
другая дополнительная информация. Поэтому не-
обходимо на множестве следствий изучить причин-
но-следственные связи утверждений без привязки
к основной первопричине утверждения A.

Эту задачу также можно решать с помощью
обучения. Если утверждение C является следствием
причины B, то на множестве прецедентов, содер-
жащих утверждение B и не содержащих утвержде-
ние A, построенный выше алгоритм определяет,
является ли утверждение C следствием утвержде-
ния B.

Рассмотрим ситуацию приближенных причин-
но-следственных связей, когда утверждение A со-
держит (покрывает) настоящую причину A∗, т. е.
A∗ ⊂ A, а утверждение B является следствием
утверждения A∗. Тогда утверждение B является
также следствием утверждения A, т. е. при появле-
нии утверждения A следствие B появляется детер-
минированно. Поэтому если в классификации ис-
пользуется утверждение A, но не первопричина A∗,
то дополнительная информация в классификации
причины, содержащейся в утверждении A, также
содержится в утверждении B.

Проблема может возникнуть, когда в утвержде-
нии A содержится искомая причина A∗ и содержит-
ся утверждение B. Утверждение B не является след-
ствием утверждения A∗, но у утверждения B есть
следствие C, которое не является следствием A∗.
В этом случае нельзя углубляться в поиск пер-
вопричины A∗ и можно рассматривать утвержде-
ние C как источник дополнительной информации
для классификации утверждения A. Пусть явля-
ется истинным, что утверждение A покрывает
причину A∗ и утверждение A правильно отне-
сено к нужному классу за счет дополнительной
для утверждения A информации в утверждении C.
Тогда дополнительная информация в утвержде-
нии C может быть использована для классифи-
кации утверждения A.

Ситуация становится хуже, когда утверждение A
не содержит причину A∗, но утверждение C являет-
ся следствием A. Однако при обучении с учителем
использовались только те прецеденты, которые со-
держат искомую причину A∗. Поэтому рассматри-
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ваемый случай следствия C из утверждения A не
попадает в обучающую выборку.

Проведенные рассуждения показывают, что
в задаче классификации с использованием причин-
но-следственных связей можно пользоваться при-
ближенным каузальным анализом.

Рассмотренный подход позволяет использовать
различные множества данных, содержащих до-
полнительную для классификации информацию.
Поиск дополнительной информации проводит-
ся в различных информационных пространствах,
поэтому языки описания утверждений (событий)
в разных информационных пространствах могут
кардинально отличаться. Вместе с тем для ис-
пользования дополнительной информации в ме-
тоде причинно-следственных связей особенности
языков в разных информационных пространствах
не являются существенными, и для использова-
ния в описанном методе достаточно только иден-
тификации следствия, привязанной к причине.
Таким образом, построен простой язык представле-
ния знаний, объединяющий информацию, пред-
ставленную в разных информационных простран-
ствах для целей повышения достоверности решения
задачи классификации.

4 Заключение
В работе построен метод использования при-

чинно-следственных связей для повышения досто-
верности решения задачи конечной классифика-
ции. Основная идея работы состоит в том, что
любой алгоритм решения задачи конечной клас-
сификации не может быть совершенным, так как
информация для его применения ограничена мно-
жеством допустимых входных данных. В то же вре-
мя качество классификации можно многократно
повышать с помощью привлечения дополнитель-
ной уточняющей информации. Если представить
задачу конечной классификации в виде иденти-
фикации одной из конечного множества причин
и решать эту задачу по наблюдениям за следстви-
ями этих причин, то множество следствий и есть
дополнительная, уточняющая правильное решение
задачи классификации, информация.

Для восстановления структуры причинно-след-
ственных связей можно использовать машинное
обучение. При этом различные следствия одной
причины можно независимо друг от друга выявлять,
используя одну обучающую выборку. Это позволя-
ет строить эффективные алгоритмы решения таких
задач.

Предложенный метод позволяет строить прос-
тые языки представления знаний. Такие языки
позволяют использовать информацию из различ-

ных информационных пространств и возможно-
сти статистического анализа в этих пространствах.
Объединяющим элементом многих информацион-
ных пространств являются причинно-следствен-
ные связи, порождаемые классифицируемой пер-
вопричиной.
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Abstract: In the present paper, a classification object is considered as the cause for the appearance of one or
more consequences and any classification algorithm decides on the class observing the consequences from the
analyzed cause. The paper considers the consequences of the cause in the binary classification problem as sources
of additional information confirming or rejecting the hypothesis of the cause in the classified object. When
considering a hypothesis about the presence or absence of a certain cause in an object classified by this property,
the knowledge presentation language is automatically built based on several consequences. Then, it is easy to use
the available information from different information spaces in an object classification task. To use cause-and-effect
relationships in a classification task, machine learning should be used. In conditions of teaching with a teacher,
there are many precedents when the presence of a cause is known. Then one can statistically single out events that
are the consequences of the cause. Deterministic cause-and-effect relationships generate errors only at the expense
of noise. In those precedents where there is no cause, positive classification appears only at the expense of noise
regardless of precedent to precedent. Thus, even a weak deviation from equally probable noise allows one to build
a consistent criterion that distinguishes consequences from random noise. Sequelae can be isolated independently
of each other. This follows from the determinism of the cause-and-effect relationship and the independence of
noise.
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РАЗРАБОТКА НОВОЙ МОДЕЛИ СТУПЕНЧАТОЙ СВЕРТОЧНОЙ

НЕЙРОННОЙ СЕТИ ДЛЯ КЛАССИФИКАЦИИ АНОМАЛИЙ

НА ПАНОРАМАХ

П. О. Архипов1, С. Л. Филиппских2, М. В. Цуканов3

Аннотация: Описывается разработанная новая модель ступенчатой сверточной нейронной сети для клас-
сификации аномалий на панорамах. Выбраны подходящие наборы данных для классификации. Сделан
вывод о неполноте применявшегося ранее авторами метода поиска аномалий особых областей с высоким
цветоразличием на панорамах. Поиск данных областей разработанным ранее методом не ставил перед
собой задачу их классификации. Для автоматической идентификации обнаруженных объектов предлага-
ется применить модели глубокого обучения с использованием подходящих нейросетей. Особое внимание
уделено работе с данными, содержащими несбалансированные классы и изображения разного разме-
ра. Проводится сравнение результатов классификации изображений популярных архитектур нейронных
сетей с разработанной ступенчатой сверточной нейронной сетью.
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1 Введение
Применение беспилотных летательных аппара-

тов (БПЛА) широко представлено во многих сферах
производства и строительства, таких как геодезия,
картография, энергетика, инженерия, видеонаблю-
дение и т. п. В каждой из этих областей требует-
ся оперативное наблюдение за технологическими
процессами и своевременное выявление аномалий,
возможное благодаря аэрофотоснимкам высокого
разрешения, полученным с БПЛА.

В рамках выполнения работ по данному направ-
лению [1–3] была рассмотрена задача по обнаруже-
нию аномалий на сравниваемых разновременных
панорамах инспектируемой местности. Для реше-
ния поставленной задачи был разработан метод,
основанный на поиске аномалий за счет обнаруже-
ния особых областей с высоким цветоразличием,
представленных внешними и внутренними харак-
теристиками [4, 5]. Поиск аномалий этим мето-
дом не ставил перед собой задачу их классифика-
ции. Поэтому дальнейшим развитием метода может
стать разработка новой модели ступенчатой свер-
точной нейронной сети для классификации ано-
малий на панорамах в рамках новой парадигмы
машинного обучения.

Многоклассовая классификация аномалий, по-
лученных при анализе созданных панорамных

изображений, предполагает построение модели
глубокого обучения [6]. Данная модель должна по-
лучать на вход множество примеров изображений
реальных объектов, проводить их статистический
анализ и выявлять скрытую структуру в данных.

Обучающая выборка должна содержать изобра-
жения разного размера, так как это соответствует
реальным условиям работы модели: различная вы-
сота съемки БПЛА, реальные размеры объектов
разных классов, разрешение видеоаппаратуры и др.
Для классификации изображений с помощью ней-
ронных сетей их нужно привести к одному размеру.
Нормализация размеров приводит к потере час-
ти информации (в случае больших изображений)
и появлению лишних шумов (в случае маленьких
изображений). В результате точность классифика-
ции может сильно уменьшиться [7].

Проблему разных размеров входных изображе-
ний можно решить с помощью ансамбля нейрон-
ных сетей. Каждое входное изображение масшта-
бируется сразу в несколько размеров и подается
на вход нейросетевых моделей. После этого ре-
зультаты работы всех сетей усредняются и выдается
общий результат. Такой подход может быть очень
эффективен, но он требует значительных вычис-
лительных ресурсов, так как придется обучать на
одной выборке несколько нейронных сетей [7].
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2 Выбор подходящего набора
данных

Для экспериментов с моделями машинного
обучения был выбран датасет VisDrone [8], так как
он довольно объемный и включает классы, встреча-
ющиеся на анализируемых панорамах. Весь набор
данных разделен на три части: train (обучающее
подмножество), valid (валидационное подмноже-
ство) и test (тестовое подмножество) (табл. 1).

Из получившихся изображений сформирована
следующая выборка:

Таблица 1 Сбалансированные подмно-
жества датасета

Подмножество Число фотографий
train 284 993
valid 47 499
test 47 499

Таблица 2 Сбалансированные соотноше-
ния классов в датасете

Класс train, % valid, % test, %
0 (bus) 2,39 2,37 2,46
1 (car) 57,41 57,26 57,36
2 (people) 35,92 36,10 35,89
3 (truck) 4,28 4,27 4,29

Рис. 1 Гистограмма распределения площадей изображе-
ний

класс 0 (bus): фотографии автобусов;

класс 1 (car): фотографии легковых автомобилей
и микроавтобусов;

класс 2 (people): фотографии людей и пешеходов;

класс 3 (truck): фотографии грузовиков.

При работе классификатора в случае неуверен-
ности нейронной сети, к какому классу следует
отнести изображение, чаще всего модель выбирает
самый вероятный класс. По этой причине очень
важно для корректной оценки процесса обуче-
ния иметь одинаково сбалансированную выборку.
В данном случае необходимо провести перебалан-
сировку датасета. Число изображений в valid и test
должно быть одинаковым и иметь такое же разби-
ение по классам, как и train (табл. 2).

Помимо разбиения на классы полезно оценить
распределение размеров изображений в датасете.
Для этого построим гистограмму распределения
площадей изображений всей выборки (рис. 1).

Из гистограммы распределений видно, что в да-
тасете больше всего небольших изображений раз-
мером до 50 пикселей. С увеличением размера
число изображений резко уменьшается.

Для построения нейронной сети необходи-
мо получить несколько базовых оценок выборки
(табл. 3): стандартное отклонение, минимальную,
максимальную, среднюю и медианную площади.
У разных классов значения оценок сильно отлича-
ются, и это еще один фактор, осложняющий по-
строение нейросетевой модели и классификацию.

3 Выбор нейронной сети
для классификации
изображений

В качестве базовой оценки (baseline) попро-
буем классифицировать все изображения датасета
VisDrone [8] с помощью одной нейронной сети. Для
сравнения возьмем три базовые оценки, сделан-
ные с помощью нейронных сетей разного размера
и глубины: простая нейронная сеть, состоящая из
нескольких сверточных слоев (ConvNN), VGG19 [9]
и Xception [10].

Таблица 3 Оценки площадей изображений в датасете

Оценка Для всей выборки 0 (bus) 1 (car) 2 (people) 3 (truck)
Минимальная площадь 25 25 25 25 25
Максимальная площадь 328 640 324 300 328 640 72 670 315 202
Средняя площадь 2 694 6 983 3 435 718 6 480
Стандартное отклонение 7 085 17 325 7 270 1 419 14 737
Медианная площадь 728 2 379 1 152 330 2 150
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Для обучения нейронных сетей применяется
распространенный алгоритм Adam [11] — метод
стохастического градиентного спуска, основанный
на адаптивной оценке моментов. Градиентный
спуск — это один из самых эффективных методов
оптимизации, поскольку вычисление частных про-
изводных первого порядка относительно всех пара-
метров имеет ту же вычислительную сложность, что
и просто вычисление функции [11]. Корректировка
весов с помощью градиентного спуска вычисляется
по следующей формуле:

θt = θ(t−1) − α∇θft

(
θ(t−1)

)
,

где θ — настраиваемый параметр; t — итерация
обучения; α — шаг обучения; ∇ — градиент ошиб-
ки; f — функция потерь.

Метод Adam [11] позволяет вычислять индиви-
дуальные скорости адаптивного обучения для раз-
ных параметров на основе оценок первого и второго
моментов градиентов [11]:

mt = β1m(t−1) + (1− β1)∇θft

(
θ(t−1)

)
;

vt = β2v(t−1) + (1− β2)
(
∇θft

(
θ(t−1)

))2
,

где m — первый момент; v — второй момент;
β1, β2 ∈ [0; 1) — экспоненциальные скорости за-
тухания для оценок моментов.

В качестве функции потерь используется катего-
риальная перекрестная энтропия (categorical cross-
entropy). Это обусловлено тем, что метки ко всем
изображениям в выборке были закодированы в век-
торы из 0 и 1 (one-hot encoding) [7].

Для устойчивости результатов обучения моде-
лей применяется метод фиксации генератора слу-
чайных значений: перед каждым запуском процесса
создания и обучения нейронной сети необходимо
перезапускать генератор случайных чисел с фик-
сированным начальным значением. Это позволяет
инициализировать веса моделей одинаковыми зна-
чениями, и данные при обучении будут поступать
в том же порядке [7].

Сверточные слои в многослойной нейронной
сети имеют два важных свойства [6]:

(1) пространственная инвариантность призна-
ков — любой паттерн, выученный рецептив-
ным полем нейрона, может быть распознан
в любом месте изображения;

(2) пространственная иерархия паттернов —
сложность шаблонов, которые распознают ре-
цептивные поля нейронов, возрастает с увели-
чением числа слоев сети.

Эти два свойства позволяют применять очень
эффективный метод построения нейронных се-
тей — перенос обучения (transfer learning) [7]. Если
имеется уже обученная на большом наборе данных
сеть, то найденные паттерны можно применить при
решении других задач. Эффективность перено-
са обучения возрастает, если исходная обучающая
выборка содержала классы, которые присутствуют
в новой задаче.

В качестве первой модели для базовой оценки
разработаем свою простую сверточную нейронную
сеть (ConvNN), состоящую из 4 сверточных слоев
(8, 16, 32 и 64 нейрона), 4 слоев MaxPooling и одного
полносвязного слоя из четырех нейронов с актива-
ционной функцией softmax. Специально выбрано
небольшое число слоев и нейронов. Число ней-
ронов соответствует степеням двойки для лучшей
оптимизации на GPU [7]. В сети 24 788 параметров,
и все они настраиваемые.

Вторая модель — сеть VGG19 [9]. Нейронная
сеть строится методом переноса обучения. Из сети
VGG19 возьмем только сверточное ядро (14 свер-
точных слоев и 5 слоев MaxPooling), обученное на
наборе данных ImageNet [6]. Общее число па-
раметров сети: 20 156 740. Число настраиваемых
параметров: 132 356.

Третья модель — сеть Xception [9]. Нейронная
сеть строится методом переноса обучения. Из сети
Xception возьмем только сверточное ядро, обучен-
ное на наборе данных ImageNet. В нем око-
ло 50 сверточных слоев. Общее число параметров
сети: 25 581 356. Число настраиваемых параметров:
4 719 876.

Оценим для каждого класса результаты рабо-
ты сетей, обученных на подмножествах train, valid
и test. В табл. 4 приведены результаты работы
базовых моделей на подмножестве test (метрика–
точность).

Можно сделать вывод, что результаты класси-
фикации мало зависят от сложности архитекту-
ры нейронных сетей. Модели хорошо классифи-
цируют два больших класса (car, people) и очень

Таблица 4 Результаты классификации трех базовых моделей

Модель Все классы, % 0 (bus), % 1 (car), % 2 (people), % 3 (truck), %
ConvNN 85,3 17,6 90,9 94,0 15,7
VGG19 82,3 27,9 87,7 89,5 12,7
Xception 81,5 28,7 82,5 95,1 11,0
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плохо работают на маленьких (bus, truck). Это ти-
пичная ситуация для несбалансированной выбор-
ки с изображениями разного размера: нейронная
сеть в случае спорной ситуации выбирает самые
распространенные классы, тем самым максимизи-
руя вероятность правильной классификации. Такая
стратегия хорошо влияет на среднюю оценку, но
точность классификации маленьких классов при
этом падает.

4 Разработка модели ступенчатой
сверточной нейронной сети

Для того чтобы решить проблему классифика-
ции изображений на маленьких классах, построим
ансамбль нейронных сетей, который может ра-
ботать с изображениями разного размера. Для
уменьшения числа настраиваемых параметров но-
вая архитектура классификатора будет строиться на
основе ступенчатой нейронной сети.

Разработанная ступенчатая сверточная нейрон-
ная сеть (StepwiseNet) будет иметь два важных свой-
ства:

(1) способность работать с изображениями раз-
ных размеров;

(2) использование меньших вычислительных ре-
сурсов, чем ансамбль нейронных сетей.

При обучении ансамбля нейронных сетей пер-
вые сверточные слои каждой сети обучаются поиску
самых простых паттернов на изображениях. Таких
паттернов не так много, и они очень похожи во всех
сетях ансамбля, т. е. при таком обучении происхо-
дит дублирование вычислений. Так как обучение
ансамбля проходит на одном датасете, то дубли-
рование паттернов встречается и в более глубоких
сверточных слоях.

Основная идея ступенчатой сверточной нейрон-
ной сети — обучить все слои модели один раз,
а потом при помощи переноса обучения создать
ансамбль из нескольких сетей.

Ступенчатая сверточная нейронная сеть имеет
модульную структуру. Число модулей и их архи-
тектура (число слоев и число нейронов в слое) —
это гиперпараметры. Они подбираются под каж-
дую задачу. Число сетей в ансамбле зависит от
числа модулей. Для примера создадим модель из

трех модулей. В дальнейшем она будет развернута
в ансамбль из трех нейронных сетей.

На первом этапе необходимо создать сеть из трех
модулей (рис. 2). Архитектура каждого модуля за-
висит от задачи и может состоять из разного числа
слоев. Далее необходимо выбрать размер входного
слоя. Размер должен соответствовать выбранной
архитектуре сети. После этого модель обучается на
обучающем подмножестве.

StepwiseNet будет состоять из следующих трех
модулей:

модуль 1: входной слой 8× 8 пикселей, 2 сверточ-
ных слоя, 2 слоя MaxPooling;

модуль 2: входной слой 40 × 40 пикселей, 4 слоя
свертки с разделением по глубине (depthwise
separable convolution) и пакетная нормализация
(batch normalization) в конце модуля;

модуль 3: входной слой 70 × 70 пикселей, 7 сло-
ев свертки с разделением по глубине (depthwise
separable convolution) и пакетная нормализация
(batch normalization) в конце модуля.

Классификатор состоит из двух полносвязных
слоев. В сети 543 940 параметров, и все они на-
страиваемые. Для обучения нейронных сетей при-
меняется алгоритм Adam [11]. В качестве функции
потерь используется категориальная перекрестная
энтропия.

На втором этапе из обученной модульной се-
ти формируется ансамбль. Если в ступенчатой
сверточной нейронной сети три модуля, то пер-
вый модуль используется в качестве сверточного
ядра для классификации самых маленьких изобра-
жений. Первый и второй модули используются
в качестве сверточного ядра для классификаций
изображений среднего размера. Третья сеть форми-
руется на основе сверточного ядра, состоящего из
первого, второго и третьего модулей.

В результате этих шагов создается ансамбль ней-
ронных сетей разной глубины, в котором повторно
используются однократно обученные сверточные
ядра (рис. 3). При использовании классификатора
на практике изображение, в зависимости от разме-
ра, подается на вход только одной из нейронных
сетей ансамбля. Такая схема работы экономит ре-
сурсы и позволяет работать с изображениями раз-
личного размера выборки.

Рис. 2 Пример ступенчатой сверточной нейронной сети из трех модулей
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Рис. 3 Пример создания из модульной сети ансамбля нейронных сетей

Таблица 5 Результаты классифи-
кации StepwiseNet по классам

Класс Точность, %
0 (bus) 68,3
1 (car) 90,1
2 (people) 91,0
3 (truck) 65,9
По всем классам 89,4

Рис. 4 Диаграмма классификации изображений с по-
мощью всех нейронных сетей: 1 — ConvNN; 2 — VGG19;
3 — Xception; 4 — StepwiseNet

Для классификации изображений из датасета
VisDrone спроектируем ступенчатую сверточную
нейронную сеть из трех модулей. Число модулей
выбрано в соответствии с данными, представлен-
ными ранее на рис. 1. Для каждого модуля необ-
ходимо установить размер входного слоя. Эти раз-
меры являются гиперпараметрами и выбираются
для каждой задачи отдельно. В качестве эвристи-
ки можно использовать минимальное изменение
исходного размера изображения при масштабиро-
вании. Для этого нужно разбить всю выборку на
несколько диапазонов в зависимости от размеров
изображений. Из каждого диапазона можно брать
медианы или средние значения выборки.

Входной слой для первой сети ансамбля —
8 × 8 пикселей (медианное значение для первого

диапазона выборки). Входной слой для второй сети
ансамбля — 40 × 40 пикселей. Входной слой для
третьей сети ансамбля — 70× 70 пикселей.

В табл. 5 представлены результаты классифика-
ции ансамбля, построенного на основе ступенчатой
сверточной нейронной сети. На рис. 4 представле-
на диаграмма классификации изображений с по-
мощью всех нейронных сетей.

5 Заключение

Разработанная ступенчатая сверточная нейрон-
ная сеть позволяет гибко настраивать классифика-
тор под различные задачи. Основные преимущества
данного подхода:

– использование разных сетей для классифика-
ции изображений разного размера позволяет
избежать потери информации и шумов при мас-
штабировании;

– число сетей в ансамбле можно настраивать пу-
тем изменения числа модулей;

– архитектуру каждого модуля можно изменять
и обучать отдельно, фиксируя веса всех осталь-
ных слоев;

– повторное использование модулей при форми-
ровании сверточных ядер позволяет экономить
вычислительные ресурсы.

Результаты работы ансамбля, обученного на
подмножествах train, valid и test, показывают, что
с помощью разработанной ступенчатой сверточной
нейронной сети можно существенно улучшить ре-
зультаты классификации несбалансированной вы-
борки с изображениями разного размера. Общая
точность классификации по сравнению с моделя-
ми ConvNN, VGG19 и Xception возросла на 4%–8%.
При этом точность распознавания на малочислен-
ных классах возросла в 2–6 раз (для класса 0 (bus) —
с 17%–28% до 68%, для класса 3 (truck) — с 11%–
15% до 66%).

Общее число параметров в ступенчатой свер-
точной нейронной сети на два порядка меньше,
чем в сетях VGG19 и Xception (544 тыс. против
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20–25 млн). Малое число параметров ускоряет
обучение, требует меньше вычислительных ресур-
сов и снижает риск переобучения.
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МОДЕЛИРОВАНИЕ СТРУКТУРЫ ИНТЕРОПЕРАБЕЛЬНОСТИ

СРЕДСТВАМИ СТРУКТУРНОЙ СОГЛАСОВАННОСТИ

И. Н. Розенберг1, С. К. Дулин2, Н. Г. Дулина3

Аннотация: Начальный синтаксический уровень интероперабельности предполагает коммуникацию с со-
ответствующим протоколом, аппаратные средства, программное обеспечение и необходимый уровень
совместимости данных. Исследованию уровня совместимости данных, описывающих взаимодейству-
ющие элементы на основе вектора признаков, посвящена представленная работа. Для этого предлагается
модель структурного соответствия, позволяющая оценивать тенденцию к установлению интероперабель-
ности. Моделирование структурной интероперабельности на основе анализа знаков связей с помощью
введенного критерия согласованности приводит к нахождению ближайшего к исходному множеству
консонансного прообраза. Найденный консонансный прообраз своими подмножествами указывает на
предпочтительную группировку элементов, при которой интероперабельность между ними устанавли-
вается с наименьшей рассогласованностью относительно зафиксированных знаков связей. Поскольку
рассматриваемые элементы описаны вектором параметров, из сравнения которых можно сделать вывод
о сходстве между элементами, соответственно, нахождение элементов в одном подмножестве говорит
о потенциальной мотивации к интероперабельности.

Ключевые слова: интероперабельность; структурная согласованность; матрица связности
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1 Введение

При интеграции и глобализации информаци-
онных систем ключевым фактором становится ин-
тероперабельность как неотъемлемое свойство эф-
фективного функционирования синтезированных
систем и элементов. По определению органов стан-
дартизации [1], «интероперабельность — способ-
ность двух или более информационных систем или
компонентов к обмену информацией и к исполь-
зованию информации, полученной в результате об-
мена». Эталонная модель интероперабельности по
ГОСТ Р 55062-2012 представляет собой трехуровне-
вую модель, включающую техническую интеропе-
рабельность, семантическую интероперабельность
и организационную интероперабельность.

В настоящее время в отечественной литературе
обсуждаются, главным образом, вопросы реали-
зации технической интероперабельности. Семан-
тический и организационный уровни интеропера-
бельности информационных систем обсуждаются
только теоретически.

В работе [2] представлена обобщенная модель
интероперабельности, разработанная международ-
ным консорциумом организаций NCOIC — “Sys-
tems, Capabilities, Operations, Programs, and Enter-

prises Model for Interoperability Assessment” (SCOPE-
модель), а в [3] обоснован вариант декомпозиции
параметров SCOPE-модели и их приведения к эта-
лонной модели, представленной в ГОСТ Р 55062-
2012 (рис. 1).

2 Построение модели
структурной согласованности

Помимо мотивации к интероперабельности ак-
тивных элементов существуют определенные при-
знаки или характеристики в структуре элементов,
которые способствуют или препятствуют дости-
жению интероперабельности. Оценивая потен-
циальную возможность установления интеропе-
рабельности той или иной степени в структуре
взаимосвязанных элементов, можно говорить
о структурной интероперабельности. Для изуче-
ния возможности информационных систем или
элементов обладать тенденцией к интероперабель-
ности в зависимости от соотнесения собственных
признаков или характеристик можно предложить
некоторую модель структурного соответствия, поз-
воляющую оценивать группы потенциально близ-
ких друг к другу элементов по ряду выбранных при-

1Научно-исследовательский и проектно-конструкторский институт информатизации, автоматизации и связи на железнодорож-
ном транспорте, I.Rozenberg@vniias.ru

2Федеральный исследовательский центр «Информатика и управление» Российской академии наук; Научно-исследовательский
и проектно-конструкторский институт информатизации, автоматизации и связи на железнодорожном транспорте, skdulin@mail.ru

3Федеральный исследовательский центр «Информатика и управление» Российской академии наук, ngdulina@mail.ru
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Рис. 1 Общая структура интероперабельности в соответствии с ГОСТ Р 55062-2012

знаков, важных для установления интероперабель-
ности. Для этого рассмотрим некоторое множество
из N элементов, которые могут быть представлены
как агенты, информационные системы или ком-
поненты знаний. Эти элементы оказываются во-
влечены во взаимодействие, уровень которого тре-
буется оценить на предмет интероперабельности
и представить структуру интероперабельности на
основании анализа предпочтительности установле-
ния отношений между элементами. Предлагается
привлечь для этого аппарат структурной согласо-
ванности [4].

Поставленная задача, таким образом, определя-
ет разбиение множества потенциально взаимодей-
ствующих элементов на наборы мотивированных
к взаимодействию элементов. Рассматриваемые
элементы могут быть описаны вектором параметров

(признаков), из сравнения которых можно сделать
вывод о сходстве между элементами и, соответ-
ственно, потенциальной мотивации к интеропера-
бельности.

Другими словами, рассматривается множество
элементов O = {oi} (i = 1, . . . , N ), где описание
каждого элемента представлено в виде вектора из
m признаков-атрибутов: oi = (p

i
1, . . . , p

i
m). Сравни-

вая любые два элемента этого множества на основе
этих признаков, можно оценить их сходство. Сле-
дует отметить, что допустимо использовать либо все
m признаков, либо подмножество из k ≤ m при-
знаков, позволяющее дать оценку для каждой пары
элементов.

Поступая стандартным образом, зададим F —
функцию сходства элементов по k признакам, нор-
мированную на максимальный диапазон значений
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признака. Для двух элементов oi и oj, сходство ко-
торых устанавливается на основе k признаков {pk},
функция F имеет вид:

F (oi, oj) =
1

k

k∑

i=1

wml
|pi

ml − pj
ml|

max |pi
ml − pj

ml|
,

где 0 ≤ wml ≤ 1— вес ml-го признака, аmax |pi
ml −

− pj
ml| — диапазон значений ml-го признака.
Функция F принимает значения из [0, 1], так

что F = 1— это абсолютное сходство элементов oi

и oj, а F = 0 — абсолютное различие. Остальные
значения функции трактуются как оцифрованные
степени сходства пар элементов по k признакам,
позволяя представить множество как граф со взве-
шенными связями.

Далее предлагается перейти к знаковому графу,
позволяющему на основе анализа согласованности
его связей по выбранному критерию согласован-
ности сгруппировать N элементов в P групп. Зна-
ковый граф получается в результате выбора поро-
гового значения α для функции F так, что, когда
0 ≤ F (oi, oj) ≤ α, элементы oi и oj считаются не-
сходными поk признакам, а в случаеα < F (oi, oj) ≤
≤ 1 — сходными. Сопоставляя знак минус связям
с 0 ≤ F (oi, oj) ≤ α и знак плюс — остальным, по-
лучим знаковую структуру, представляющую собой
дискретную знаковую модель множества потенци-
ально взаимодействующих элементов.

Знаковому графу можно поставить в соот-
ветствие матрицу связности и сформулировать
задачу структурной согласованности интеропе-
рабельности. Стандартный подход к анализу
согласованности заключается в оценке бинарных
отношений между элементами. Но взаимное вли-
яние связей требует учитывать тернарные отноше-
ния, которые могут быть отнесены к согласован-
ному или рассогласованному состоянию. В [5] эти
состояния названы консонансным и диссонансным
соответственно. Если представить знаковый граф
в виде совокупности тернарных отношений, то
получится система анализа структурной согласо-
ванности потенциально взаимодействующих эле-
ментов. В качестве критерия согласованности
предлагается выбрать тернарный критерий [5],
относящий тернарные отношения (треугольники)
к консонансным, если положительная связь меж-
ду любыми парами вершин задает тождественность
связей этих вершин с третьей, в противном случае —
к диссонансным.

При разбиении знакового графа на треуголь-
ники и исследовании согласованности множества
по критерию Хайдера выясняется, что консонанс-
ное множество MK (состоящее только из консо-
нансных треугольников) представимо в виде двух

подмножеств M1 и M2: MK = M1 ∪ M2, так что
любые два элемента oi и oj из одного подмножества
связаны положительной связью, а принадлежащие
разным подмножествам — отрицательной. Если M1

или M2 пустое, то такое множество называется три-
виальным, — оно содержит только положительные
связи.

Непредсказуемое изменение знаков связей кон-
сонансного множества может привести к ассонанс-
ному множеству, так как некоторые треугольники
становятся диссонансными. Инвертированное из-
менение вернет ассонансное множество в консо-
нанс. Можно говорить о наборе связей, одно-
кратное изменение знаков которого преобразует
ассонансное множество в консонанс. Назовем та-
кие связи сильными диссонансными и определим
поиск согласованного состояния для ассонансного
множества как поиск его сильных диссонансных
связей.

Существуют [N/2]+1 типов консонансного мно-
жества из N элементов, что указывает на множе-
ственность наборов сильных диссонансных связей
у каждого ассонансного множества по отношению
к типам консонанса. Среди существующих наборов
сильных диссонансных связей можно найти ми-
нимальный набор, который приводит заданное ас-
сонансное множество к некоторому консонансно-
му типу. Соответственно, назовем консонансным
прообразом ассонансного множества консонанс-
ное множество, получающееся переводом ассо-
нансного множества посредством изменения зна-
ков минимального набора сильных диссонансных
связей [5].

Приведение ассонансного множества в консо-
нанс по Хайдеру означает возможность представле-
ния его в виде двух классов эквивалентности эле-
ментов. Для поиска согласованного множества,
состоящего более чем из двух подмножеств, необ-
ходимо расширить критерий Хайдера. Введем по-
нятия поликонсонанса и консонанса степени P [5].
Поликонсонанс степени P соответствует согласо-
ванному состоянию множества, состоящего из не
более чем P подмножеств, так что элементы внут-
ри каждого подмножества связаны только по-
ложительными связями, а из разных подмно-
жеств — только отрицательными. Под консонансом
степени P будем понимать поликонсонанс степе-
ни P , состоящий в точности из P классов (рис. 2).

Предельный случай поликонсонанса при P =
= N , где N — число элементов множества, пред-
ставляет собой тривиальное диссонансное мно-
жество. Тем самым диссонансное множество
представляется как очень слабо согласованное,
и вопрос преобразования в согласованное состо-
яние можно ставить только относительно ассо-
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Рис. 2 Примеры матриц связности консонансных множеств: (а) консонанс степени 3; (б) консонанс степени 2

нансного множества. Эвристические методы могут
уменьшить перебор при поиске поликонсонанса.
Одним из таких простых методов является учет
при разбиении множества на подмножества по-
ликонсонанса тождественности структур элемен-
тов, находящихся в одном и том же подмноже-
стве как классе эквивалентности по структурному
признаку. Другими словами, любые два элемента
с тождественными связями со всеми элементами
из некоторого подмножества и имеющие положи-
тельную связь друг с другом, будут располагаться
в этом же подмножестве. Это позволяет выявлять
элементы с тождественными структурами связей,
представляя их в виде интегрированного элемен-
та, что сокращает число перебираемых элементов.
Сложность такой задачи оценивается примерно как
сложность задачи сортировки элементов.

Понятие поликонсонанса степени P > 1 кор-
ректирует понятие ассонансного множества как
множества, не относящегося ни к консонансным,
ни к диссонансным.

Пусть дано множество, матрица связности кото-
рого изображена на рис. 2, а. Это множество соот-
ветствует поликонсонансу степени 3, но в условиях
консонанса степени 2 оно становится ассонансным.
Понижение степени консонанса, как правило, пе-
реводит консонансное множество в ассонансное,
а с повышением степени консонанса, наоборот, ас-
сонансное множество может перейти в консонанс.

Центральная задача представленного исследо-
вания — это уменьшение рассогласованности по-
средством поиска консонансного прообраза мини-
мальным набором сильных диссонансных связей.

Структура консонансного множества такова,
что любые два элемента oi и oj из одного и того же
подмножества обладают тождественной структурой
связей и неразличимы по структуре связей среди
других элементов этого подмножества. С другой
стороны, если oi и oj взяты из разных подмножеств,
то связи с элементами из противоположного под-
множества у них инвертированы по знаку. Отсюда

следует правило перевода элемента из одного под-
множества в другое: следует изменить знаки всех
его связей с элементами подмножества, в котором
он находится, на противоположные.

Перевод элемента в другое подмножество мо-
жет трактоваться как переброс вершины соответ-
ствующего множеству знакового графа из одного
подграфа в другой. Эта операция называется повер-
шинным перебросом. Любая последовательность по-
вершинных перебросов не изменяет вид состояния
множества: консонанс, диссонанс или ассонанс не
чувствительны к этой операции.

3 Поиск ближайшей
консонансной структуры

Алгоритм поиска структурного соответствия,
позволяющий оценивать связность групп потенци-
ально близких друг к другу элементов, заключается
в оценке состояния ассонансного множества, моде-
лирующего потенциальную возможность элемен-
тов к интероперабельности. Полученное в ре-
зультате моделирования ассонансное множество
сравнивается с некоторым консонансным прообра-
зом и преобразуется с помощью операции повер-
шинного переброса так, чтобы найти ближайший
по числу различаемых связей консонансный про-
образ.

Пусть заданы два множества M1 и M2, состо-
ящие из одних и тех же N элементов, у которых
могут различаться знаки связей между парами од-
них и тех же элементов. Для связей каждой пары
элементов oi и oj в двух множествах зададим чис-
ло rij :

rij =





0, если i = j ;

0, если i 6= j и связи между oi и oj в этих

множествах различны;

1, если i 6= j и связи между oi и oj в этих

множествах совпадают.
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Рис. 3 Пример различных множеств A и B с одним и тем же вектором повершинных различий от C

Для оценки различия множеств M1 и M2 введем
последовательность из N чисел v1, v2, . . . , vN , где
vi =

∑N
j=1 rij для i = 1, . . . , N , и определим век-

тор V = (v1, v2, . . . , vN ), характеризующий разли-
чие в знаках связей у пар одних и тех же элементов
в двух множествах. Каждую компоненту векто-
ра V можно интерпретировать как сумму различий
в связях некоторой вершины в графах, соответст-
вующих M1 и M2. Благодаря такой интерпретации
вектор V можно назвать вектором повершинных
различий M1 и M2. Сумма v1, v2, . . . , vN этого век-
тора Sv =

∑N
i=1 vi равна удвоенной сумме знаковых

различий заданных множеств. Поскольку 0 ≤ vi ≤
≤ N − 1 для любого i, то сумма повершинных раз-
личий Sv не превышает N(N − 1) и всегда четна.

Определение множества на основе вектора по-
вершинных различий от другого множества в общем
случае неоднозначно, что можно проиллюстриро-
вать на следующем примере (рис. 3).

Множество, заданное на основе матрицы связ-
ности B, имеет вектор повершинных различий V ,
все компоненты которого — единицы, по срав-
нению с тривиальным консонансным множеством
с соответствующей матрицей A. Этот же вектор
повершинных отличий определяет сравнение мно-
жества B с консонансным множеством с соответст-
вующей матрицей C.

Минимальное отличие суммы инвертирован-
ных связей в множестве M выражается в минималь-
ной сумме компонентов вектора повершинных раз-
личий с M . Выведем соотношение для уменьшения
суммы повершинных различий при повершинных
перебросах.

Возьмем множество из N элементов и какое-ни-
будь консонансное множество из тех же элементов,
тогда, согласно определению, вектор повершинных
различий для этих множеств:

V = (v1, v2, . . . , vN ) ,

где vi =
∑N

j=1 rij .

Сумма повершинных различий:

Sv =
N∑

i=1

vi =
N∑

i=1

N∑

j=1

rij .

Если существует элемент, у которого сумма его
несовпадающих связей больше половины всех свя-
зей этого элемента, то, не нарушая общности,
можно считать, что это элемент o1, и тогда v1 =
= (N − 1)/2. Инвертирование знаков связей этого
элемента изменяет вектор повершинных различий
следующим образом:

S′
v =

N∑

i=1

v′i = v′1 +

N∑

i=2

N∑

j=1

r′ij =

= v′1 +

N∑

i=2

r′i1 +

N∑

i=2

N∑

j=2

r′ij .

Поскольку при повершинном перебросе все
связи o1 изменяются на противоположные, то v′1 =
= N − 1− v1. Так как rij = rji, имеем

N∑

i=2

r′i1 =
N∑

j=2

r′1j = v′1 = N − 1− v1.

При повершинном перебросе элемента o1 связи
между oi и oj (i > 1 и j > 1) не изменяются; следо-
вательно,

N∑

i=2

N∑

j=2

r′ij =

N∑

i=2

N∑

j=2

rij .

Подставляя в S′
v, получаем

S′
v = (N − 1− v1) + (N − 1− v1) + (Sv − 2v1) .

Отсюда

S′
v − Sv = 2 (N − 1− v1)− 2v1.

Значит, для того чтобы повершинный переброс эле-
мента привел к уменьшению суммы повершинных
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Рис. 4 Два минимальных вектора повершинных различий с различными суммами vi

различий, нужно брать элементы, для которых ком-
поненты вектора суммы повершинных различий
больше половины знаков связей:

vi >
N − 1
2

.

Последовательные повершинные перебросы
в общем случае не обеспечивают достижение ми-
нимально удаленного консонансного прообраза.
Можно продемонстрировать это, рассмотрев ас-
сонансное множество на рис. 4.

Матрица связности этого ассонансного множе-
ства состоит из 9 элементов. Вектор повершин-
ных различий V1 характеризует отличие по связям
данного множества от консонансного множества
({o1, o2, o3, o4, o5}; {o6, o7, o8, o9}) из тех же элемен-
тов. Ни одна из компонент V1 не превышает
половины числа связей соотносимых элементов,
и, значит, любой повершинный переброс в дан-
ном множестве будет увеличивать Sv. При этом
найденное консонансное множество не является
минимально удаленным от рассматриваемого ассо-
нансного множества, так как существует множество
({o5} : {o2, o3, o4, o1, o6, o7, o8, o9}) с вектором по-
вершинных различий V2, обладающим суммой Sv,
меньшей, чем для вектора V1.

Становится ясно, что алгоритм, в основе кото-
рого лежит последовательный повершинный пере-
брос элемента с компонентом вектора повершин-
ных различий, б‚ольшим, чем половина связей этого

элемента, находит только локальный минимум уда-
ления от консонанса. Следовательно, алгоритм
последовательного уменьшения повершинных
различий должен находить все возможные неулуч-
шаемые состояния. Для реализации такой возмож-
ности нужно сформулировать некоторые специ-
альные условия, позволяющие найти минимально
удаленный консонансный прообраз.

Если вернуться к примеру ассонансного множе-
ства из 9 элементов, то можно проанализировать
получение двух векторов повершинных различий
для двух консонансных прообразов. Консонансный
прообраз, соответствующий векторуV2, предпочти-
тельнее первого прообраза. Чтобы преобразовать
первый консонансный прообраз во второй кон-
сонансный прообраз, нужно инвертировать знаки
связей элементов o1, o2, o3 и o4, что эквивалентно
операции повершинного переброса применитель-
но к каждому из этих элементов. Возникает харак-
терная ситуация: последовательные повершинные
перебросы элементов o1, o2, o3 или o4, приводят
к увеличению Sv, а групповой повершинный пере-
брос, проведенный для o1, o2, o3 и o4 одновременно,
позволяет уменьшить Sv.

Значит, необходимо искать такую группу из k
элементов, одновременный повершинный пере-
брос которой уменьшает Sv. Рассмотрим в связи
с этим некое ассонансное множество из N эле-
ментов: M = {oi}, i = 1, . . . , N . Поставим ему
в соответствие какой-нибудь консонансный про-
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образ с вектором повершинных различий V =
= (v1, v2, . . . , vN ) с суммой элементов

Sv =
N∑

i=1

vi =
N∑

i=1

N∑

j=1

rij .

Выберем произвольные k элементов. Не нарушая
общности, можно выбрать o1, . . . , ok. Осуществив
для группы из k элементов операции повершин-
ных перебросов, преобразуем вектор повершинных
различий V ′ = (v′1, v

′
2, . . . , v

′
N ) и S′

v =
∑N

i=1 v′i =

=
∑N

i=1

∑N
j=1 r′ij . Распишем эту сумму в виде четы-

рех сумм:

S′
v =

k∑

i=1

N∑

j=1

r′ij +

N∑

i=k+1

N∑

j=1

r′ij =

k∑

i=1

k∑

j=1

r′ij +

+

N∑

i=k+1

k∑

j=1

r′ij +

k∑

i=1

N∑

j=k+1

r′ij +

N∑

i=k+1

N∑

j=k+1

r′ij .

Так как при проведении повершинных перебро-
сов связи между элементами oi и oj (i > k и j > k)
не затрагиваются,

N∑

i=k+1

N∑

j=k+1

r′ij =

N∑

i=k+1

N∑

j=k+1

rij .

В то же время связи между элементами oi и oj

(i ≤ k и j ≤ k) изменяются дважды: сначала при по-
вершинных изменениях для элемента oi, затем для
элемента oj; следовательно, связи между элемента-
ми из выбранной группы останутся неизменными:

k∑

i=1

k∑

j=1

r′ij =

k∑

i=1

k∑

j=1

rij .

Симметричность связей между элементами поз-
воляет полагать

N∑

i=k+1

k∑

j=1

r′ij =
k∑

i=1

N∑

j=k+1

r′ij .

Учитывая вышесказанное, имеем

S′
v − Sv = 2

k∑

i=1

N∑

j=k+1

r′ij − 2
k∑

i=1

N∑

j=k+1

rij .

Пусть xi =
∑N

j=k+1 rij — число диссонансных
связей элемента oi из группы в k элементов с эле-
ментами, не входящими в эту группу. Так как эти
связи инвертируются, имеем x′

i = N−k = xi. Отсю-
да для уменьшения суммы повершинных различий
необходимо, чтобы

S′
v −Sv = 2

N∑

i=1

x′
i−2

N∑

i=1

xi = 2

N∑

i=1

(N − k − xi)−

− 2
N∑

i=1

xi = 2k(N − k)− 4
N∑

i=1

xi < 0 ,

а это справедливо при условии

N∑

i=1

xi >
k(N − k)

2
.

Если группа состоит из одного элемента (k = 1),
то приходим к сформулированному ранее условию
vi > (N − 1)/2.

Программная реализация алгоритма уменьше-
ния рассогласованности осложняется тем, что его
трудоемкость оценивается как 2N [4]. Для кон-
сонансного или диссонансного множества это не
станет проблемой: ввиду определенности струк-
туры можно указать эффективный алгоритм при-
ведения к нужному консонансу. Для ассонансного
множества важно правильно задать начальный кон-
сонансный прообраз исходного множества: число
итераций решающим образом зависит от его бли-
зости к исходному множеству.

На выбор начального прообраза оказывают су-
щественное влияние многие факторы, в том чис-
ле и субъективные. Можно использовать только
математические методы задания начального про-
образа, но значительное влияние на эффективность
алгоритма [4] оказывают и дополнительные факто-
ры. Использование этих факторов в программной
реализации алгоритма уменьшения рассогласован-
ности обеспечило приемлемые временн‚ые характе-
ристики.

4 Заключение

Моделирование структурной интероперабель-
ности на основе анализа знаков связей с помощью
введенного критерия согласованности приводит
к нахождению ближайшего к исходному множеству
консонансного прообраза. Найденный консонанс-
ный прообраз своими подмножествами указывает
на предпочтительную группировку элементов, при
которой интероперабельность между ними устанав-
ливается с наименьшей рассогласованностью от-
носительно зафиксированных знаков связей. По-
скольку рассматриваемые элементы могут быть
описаны вектором параметров, из сравнения ко-
торых можно сделать вывод о сходстве между эле-
ментами, соответственно, нахождение элементов
в одном подмножестве говорит о потенциальной
мотивации к интероперабельности.
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МЕТОД НА ОСНОВЕ НЕЧЕТКИХ ПРАВИЛ ДЛЯ УПРАВЛЕНИЯ

КОНФЛИКТАМИ АГЕНТОВ В ГИБРИДНЫХ

ИНТЕЛЛЕКТУАЛЬНЫХ МНОГОАГЕНТНЫХ СИСТЕМАХ

С. В. Листопад1, И. А. Кириков2

Аннотация: Работа продолжает исследования по компьютерному моделированию гибридными интел-
лектуальными многоагентными системами (ГиИМАС) работы коллектива специалистов различных про-
филей, решающих проблемы за круглым столом. Агенты таких систем — автономные программные
сущности, имитирующие рассуждения реальных специалистов. Моделирование в единой интеллектуаль-
ной системе разнородных знаний, целей и точек зрения агентов на поставленную проблему обусловливает
их столкновение, возникновение конфликтов по аналогии с тем, как это происходит в моделируемых
коллективах. Не каждый конфликт между агентами носит деструктивный характер и требует подавле-
ния: управление конфликтом в ГиИМАС, как и в коллективе, предполагает идентификацию ситуации
принятия решений, при необходимости стимуляцию и последующее разрешение конструктивных форм
конфликта, а также предотвращение его деструктивных форм. Для управления конфликтами между
агентами в ГиИМАС предлагается метод на основе нечетких правил.
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1 Введение
Как показано в [1], для множества практиче-

ских проблем, традиционно решаемых коллекти-
вом специалистов под руководством лица, прини-
мающего решения, актуальна разработка ГиИМАС,
моделирующих работу такого коллектива с целью
ускорения выработки решений в условиях высо-
кой динамичности внешней среды и временн‚ых
ограничений на принятие решения. Характерная
особенность как указанных коллективов, так и их
компьютерных моделей — возникновение внутри
них конфликтов различного характера и необхо-
димость задействовать механизмы управления ими
для обеспечения эффективной работы коллекти-
ва. В последние несколько десятилетий конфлик-
ты в коллективах рассматриваются не только как
препятствия, но и как потенциальные источники
для повышения эффективности групповой рабо-
ты [2]. Наличие противоречивых эмпирических
данных о роли конфликтов в коллективной работе
обусловливает необходимость дальнейших иссле-
дований [3–8].

В [9] показано, что конструктивная роль кон-
фликтов проявляется преимущественно тогда, ко-
гда цели и потребности конфликтующих специ-
алистов не противоположны целям, ценностям

и нормам коллектива, а социально-психологиче-
ская структура коллектива относительно гибкая,
т. е. для коллектива характерна относительная от-
крытость подгрупп и динамичные связи меж-
ду ними и не включенными в них членами [9].
Конструктивные конфликты — преимуществен-
но инструментальные конфликты, возникающие
по поводу проблемы или процесса ее реше-
ния. Открытое обсуждение и споры по этим во-
просам повышают результативность деятельности
группы.

Деструктивный конфликт возникает, когда це-
ли и потребности конфликтующих субъектов ради-
кально расходятся с целями, ценностями и нор-
мами коллектива, при этом коллектив обладает
жесткой структурой, т. е. для него характерна за-
крытость подгрупп по отношению к коллективу
и явное доминирование дезынтегративных связей
между ними [9]. Чаще всего деструктивные кон-
фликты — конфликты по поводу отношений, т. е.
разногласия между специалистами по личным во-
просам и не относящимся к выполняемой рабо-
те проблемам, которые обусловлены несовмести-
мостью и враждебностью между ними.

Управление конфликтом в малых коллективах
специалистов состоит в предотвращении деструк-

1Федеральный исследовательский центр «Информатика и управление» Российской академии наук, ser-list-post@yandex.ru
2Федеральный исследовательский центр «Информатика и управление» Российской академии наук, baltbipiran@mail.ru
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тивных конфликтов, но стимулировании и раз-
решении конструктивных. В [1] для управления
конфликтами, возникающими между агентами, по
аналогии с тем, как это происходит в коллективах
специалистов, предложена модель ГиИМАС с проб-
лемно- и процессно-ориентированными конфлик-
тами. Цель настоящей работы — разработ-
ка в рамках данной модели метода управления
конфликтами между агентами на основе нечетких
правил.

2 Моделирование конфликтов
в гибридных интеллектуальных
многоагентных системах

Подробное описание модели ГиИМАС с проб-
лемно- и процессно-ориентированными конфлик-
тами представлено в [10]. Рассмотрим основные
ее элементы, необходимые для описания процесса
управления конфликтами.

Формально ГиИМАС в целом определяется сле-
дующим образом [10]:

himas = 〈AG∗, env, INT∗,ORG,MLP〉 , (1)

где AG∗ =
{
ag1, . . . , agn, agdm, agfc

}
— множество

агентов, включающее n агентов-специалистов (АС)
agi, i ∈ N, 1 ≤ i ≤ n, агента, принимающего ре-
шения (АПР), agdm и агента-фасилитатора (АФ),
управляющего взаимодействиями агентов при ре-
шении проблемы и конфликтами между ними,
agfc; env— концептуальная модель внешней среды
системы; INT∗ — множество элементов структу-
рирования взаимодействий агентов [10], содержа-
щее среди прочего модель предметной области ont;
ORG — множество архитектур ГиИМАС; MLP =
= {cn¨m, gdid} — множество концептуальных
моделей макроуровневых процессов в ГиИМАС,
содержащее модель cn¨m процесса нечеткого
управления конфликтами агентов, которая пред-
ставлена выражением (2), и модель gdid идентифи-
кации взаимозависимости целей агентов, описан-
ную выражением (4).

Агент agid ∈ AG∗ из формулы (1) описывается
выражением:

agid = 〈idagid , glagid ,ACTagid 〉 ,

где idagid — идентификатор агента; glagid — нечеткая
цель агента, т. е. нечеткое множество с функ-
цией принадлежности µid(pr1, . . . ,prNPRG), задан-
ной на подмножестве целевых концептов-свойств
PRg = {pr1, . . . ,prNPRG} множества концептов-

свойств PRg ⊆ PR модели предметной области ont;
ACTagid — множество действий агента.

Модель нечеткого управления конфликтами
агентов описывается выражением:

cn¨m =

=
〈
CNF, cnfcl,ACTafcfm,ACTagcs,ACTagcr

〉
, (2)

где CNF — матрица конфликтов (3) между па-
рами агентов; cnfcl — классификатор конфлик-
тов агентов [10], формирующий матрицу CNF;
ACTafcfm = {actcn¨m, actcn¦, actcnfs, actcnfr} — мно-
жество функций АФ по управлению конфликта-
ми АС, содержащее функцию «нечеткое управ-
ление конфликтом» actcn¨m, обеспечивающую
идентификацию actcn¦ конфликтов с помощью
классификатора cnfcl и инициализацию функции
стимуляции actcnfs или разрешения actcnfr кон-
фликтов; ACTagcs — множество действий АС, вы-
полняемых при стимулировании противоречий [11]
АФ, ACTagcs ⊆ ∪agid∈AG∗ACTagid ; ACTagcr — мно-
жество допустимых действий АС по разрешению
противоречий [12], ACTagcr ⊆ ∪agid∈AG∗ACTagid .

Конфликт между агентами, т. е. элемент матри-
цыCNFиз выражения (2), описывается следующей
формулой:

cnfi j cnft =

=
〈
agi, agj , cn¦n, cnft,ACT

agcr
i ,ACTagcrj

〉
, (3)

где agi и agj — агенты-субъекты конфликта, i, j ∈
∈ N, 1 ≤ i, j ≤ n, i 6= j; cn¦n — напряженность
конфликта в виде скалярной величины cn¦n ∈
∈ [0, 1], вычисляемой классификатором конфлик-
тов cnfcl в соответствии с реализуемой им мерой
напряженности конфликта, в зависимости от то-
го, предлагают АС частные решения проблемы
или альтернативные решения проблемы в целом,
могут использоваться меры на основе совмести-
мости частных решений [13] или на основе ран-
жирования альтернатив [14, 15]; cnft — символь-
ная переменная «тип конфликта», определенная на
множестве CNFT = {cnfprb = «проблемно-ориен-
тированный», cnfprc = «процессно-ориентирован-
ный»}; ACTagcri и ACTagcrj — множество допусти-
мых действий агентов agi и agj соответственно
по разрешению противоречий, ACTagcri ⊆ ACTagi ,
ACTagcrj ⊆ ACTagj , ACTagcri ,ACTagcrj ⊆ ACTagcr.

Модель идентификации взаимозависимости це-
лей описывается выражением

gdid = 〈GD, gdi〉. (4)

Здесь GD — матрица показателей взаимозависи-
мости целей пар агентов, gdi j ∈ [−1, 1]:
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gdi j =





−1 — максимальная отрицательная

взаимозависимость;

0 — независимость;

1 — максимальная положительная

взаимозависимость целей

пары агентов agi и agj ;

gdi— показатель взаимозависимости целей агентов,
формирующий матрицу GD в случае одномерных
целей, т. е. |PRg| = 1 в соответствии с выражением

gdi j = gdi
(
glagi , glagj

)
=

∫ vmax

vmin

µi∩j(pr)d(pr)

∫ vmax

vmin

µi(pr)d(pr)

+

+

∫ vmax

vmin

µi∩j(pr)d(pr)

∫ vmax

vmin

µj(pr)d(pr)

− 1 , (5)

где vmin и vmax— минимальное и максимальное зна-
чение свойства pr; µi∩j(pr)— пересечение функций
принадлежности нечетких целей агентов agi и agj .

3 Нечеткое управление
конфликтами агентов
в гибридных интеллектуальных
многоагентных системах

Для нечеткого управления конфликтами АФ ис-
пользует метод на основе нечеткого вывода Мамда-
ни со следующими лингвистическими перемен-
ными: «конфликт», «взаимозависимость целей»,
«длительность», «стадия». При формировании не-
четких множеств используются колоколообразные

bmf(u, a, b, c) =
(
1 + |u − c|2b|a|−2b

)−1

и сигмоидальные функции

sigmf(u, b, c) =
(
1 + e−b(u−c)

)−1
,

где u — элемент нечеткого множества; a, b и c —
параметры функции принадлежности.

Кроме того, используется детерминированная
переменная «номер итерации» it ∈ N0 = {0} ∪ N,
описывающая число повторений действий по ана-
лизу текущей ситуации, выполняемых АФ при
управлении конфликтами.

Лингвистическая переменная «конфликт» для
оценки напряженности конфликта между агентами
ГиИМАС задается выражением

cn§ = 〈βcn§, Tcn§, Ucn§, Gcn§, Mcn§〉 , (6)

где βcn§ = «конфликт» — наименование линг-
вистической переменной; Tcn§ = {«нет»; «сла-
бый»; «умеренный»; «острый»} — терм-множест-
во ее значений, названий нечеткой переменной;
Ucn§ = [0; 1] — универсум нечетких перемен-
ных; Gcn§ = ∅ — процедура образования
из элементов множества Tcn§ новых термов;
Mcn§ = {µÎÅÔ, µÓÌÁÂÙÊ, µÕÍÅÒÅÎÎÙÊ, µÏÓÔÒÙÊ} — про-
цедура, ставящая в соответствие каждому терму
множества Tcn§ осмысленное содержание путем
формирования нечеткого множества: µÎÅÔ =
= bmf(ucn§; 0,15; 5; 0), µÓÌÁÂÙÊ = bmf(ucn§; 0,15; 5;
0,3), µÕÍÅÒÅÎÎÙÊ = bmf(ucn§; 0,15; 5; 0,6), µÏÓÔÒÙÊ} =
= bmf(ucn§; 0,25; 5; 1). Параметры этих и других
функций принадлежности, рассмотренных в рабо-
те, должны быть уточнены в ходе тестирования
системы.

Лингвистическая переменная «взаимозависи-
мость целей» описывается по аналогии с форму-
лой (6) следующим выражением:

gdl = 〈βgdl, Tgdl, Ugdl, Ggdl, Mgdl〉 ,

где βgdl = «взаимозависимость целей»; Tgdl = {«от-
рицательная»; «нет»; «положительная»}; Ugdl =
= [−1; 1]; Ggdl = ∅; Mgdl = {µÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÁÑ, µÎÅÔ,
µÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁÑ}, µÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÁÑ = sigmf(udcn§;−10;
−0,3), µÎÅÔ = bmf(udcn§; 0,3; 3; 0), µÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁÑ =
= sigmf(udcn§; 10; 0,3).

Лингвистическая переменная «длительность»,
используемая для оценки продолжительности ста-
дии управления конфликтом, представляется вы-
ражением

durl = 〈βdurl, Tdurl, Udurl, Gdurl, Mdurl〉 ,

где βdurl = «длительность»; Tdurl = {«малая»;
«большая»}; Udurl = N0; Gdurl = ∅; Mdurl =
= {µÍÁÌÁÑ, µÂÏÌØÛÁÑ}, µÍÁÌÁÑ = sigmf (udurl;−0,2;
10 · n), µÂÏÌØÛÁÑ = sigmf (udurl; 0,5; 10 · n).

Лингвистическая переменная «стадия» описы-
вается выражением

stgl = 〈βstgl, Tstgl, Ustgl, Gstgl, Mstgl〉 ,

где βstgl = «стадия»; Tstgl = {«начало»; «стиму-
ляция»; «разрешение»; «конец»}; Ustgl = [0; 1];
Gstgl = ∅; Mstgl = {µÎÁÞÁÌÏ, µÓÔÉÍÕÌÑÃÉÑ, µÒÁÚÒÅÛÅÎÉÅ,
µËÏÎÅÃ}, µÎÁÞÁÌÏ = bmf (ustgl; 6

−1; 5; 0), µÓÔÉÍÕÌÑÃÉÑ =
= bmf (ustgl; 6

−1; 5; 3−1), µÒÁÚÒÅÛÅÎÉÅ =
= bmf (ustgl; 6

−1; 5; 2 · 3−1), µËÏÎÅÃ = bmf (ustgl; 6
−1;

5; 1).
Таким образом, функция «нечеткое управление

конфликтом» actcn¨m АФ может быть представлена
следующей последовательностью шагов:
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Метод на основе нечетких правил для управления конфликтами агентов в ГиИМАС

(1) установить начальные значения переменных
it = 0, uitstgl = 0 и udurl = 0;

(2) используя выражение (5), вычислить сред-
нее арифметическое показателей взаимозави-
симости целей агентов по формуле

gdhimas =

n∑

i=1

n∑

j=i+1

2gdi j(n − 2)!(n!)−1 ;

(3) ожидать поступления сообщений от АС или
АПР;

(4) если получено сообщение от АПР о заверше-
нии работы, закончить работу;

(5) если получено сообщение от АС, содержа-
щее решение проблемы или ее части, перейти
к п. 6, иначе сообщить отправителю об ошибке
и перейти к п. 12;

(6) увеличить значение счетчиков it = it + 1,
udurl = udurl + 1;

(7) запустить функцию идентификации конфлик-
тов actcn¦, чтобы с помощью классификатора
конфликтов cnfcl на основе решений, пред-
ложенных АС, сформировать матрицу конф-
ликтов CNF между парами агентов [10]
и вычислить для ГиИМАС общие показатели
напряженности конфликтов по каждому типу:

cnfhimascnfprb =

n∑

i=1

n∑

j=i+1

2cnfi j cnfprb(n − 2)!(n!)−1 ;

cnfhimascnfprc =

n∑

i=1

n∑

j=i+1

2cnfi j cnfprc(n − 2)!(n!)−1 ;

(8) фаззифицировать четкие значения лингви-
стических переменных ucnfprbcn§ = cnfhimascnfprb,

ucnfprccn§ = cnfhimascnfprc и ugdl = gd
himas;

(9) установить стадию управления конфликтами
stglit в результате нечеткого вывода Мамда-
ни [16] по следующим правилам:

правило 1: ЕСЛИ (stglit−1 ЕСТЬ «начало»
ИЛИ stglit−1 ЕСТЬ «стимуляция»)
И (cn§cnfprc ЕСТЬ «нет» ИЛИ cn§cnfprc
ЕСТЬ «слабый»),
ТО stglit ЕСТЬ «стимуляция»;

правило 2: ЕСЛИ (stglit−1 ЕСТЬ «начало»
ИЛИ stglit−1 ЕСТЬ «стимуляция»)
И (cn§cnfprb ЕСТЬ «нет» ИЛИ cn§cnfprb
ЕСТЬ «слабый»),
ТО stglit ЕСТЬ «стимуляция»;

правило 3: ЕСЛИ (stglit−1 ЕСТЬ «начало»
ИЛИ stglit−1 ЕСТЬ «стимуляция»)

И (cn§cnfprc ЕСТЬ «умеренный»
ИЛИ cn§cnfprc ЕСТЬ «острый»),
ТО stglit ЕСТЬ «разрешение»;

правило 4: ЕСЛИ (stglit−1 ЕСТЬ «начало»
ИЛИ stglit−1 ЕСТЬ «стимуляция»)
И cn§cnfprb ЕСТЬ «острый»
ТО stglit ЕСТЬ «разрешение»;

правило 5: ЕСЛИ (stglit−1 ЕСТЬ «начало»
ИЛИ stglit−1 ЕСТЬ «стимуляция»)
И gdl ЕСТЬ «положительная»
И cn§cnfprb ЕСТЬ «tумеренный»,
ТО stglit ЕСТЬ «стимуляция»;

правило 6: ЕСЛИ (stglit−1 ЕСТЬ «начало»
ИЛИ stglit−1 ЕСТЬ «стимуляция»)
И gdl ЕСТЬ «отрицательная»
И cn§cnfprb ЕСТЬ «умеренный»,
ТО stglit ЕСТЬ «разрешение»;

правило 7: ЕСЛИ stglit−1 ЕСТЬ «стимуляция»
И durl ЕСТЬ «большая»,
ТО stglit ЕСТЬ «разрешение»;

правило 8: ЕСЛИ stglit−1 ЕСТЬ «разрешение»
И durl ЕСТЬ «большая»,
ТО stglit ЕСТЬ «конец»;

(10) если stglit−1 6= stglit, установить udurl = 0;

(11) если stglit−1 = “стимуляция”, выполнить
функцию «стимуляция конфликтов» actcnfs,
если же stglit = “разрешение”, выполнить
функцию «разрешение конфликтов» actcnfr;

(12) если stglit = “конец” или после выполнения
функций «стимуляция конфликтов» actcnfs

или «разрешение конфликтов» actcnfr установ-
лен флаг завершения работы, то отправить
АПР сообщение о необходимости завершения
работы ГиИМАС и закончить работу, иначе
перейти к п. 3.

Как показывает анализ функции «нечеткое
управление конфликтом» actcn¨m АФ, порядок сме-
ны стадий не предопределен, а зависит от ситуации
решения проблемы в ГиИМАС, в частности от дли-
тельности использования метода, интенсивности
конфликтов и соотношения целей АС. С исполь-
зованием данной функции, а также действий по
стимулированию ACTagcs и разрешению ACTagcr

противоречий АФ может повышать напряженность
конфликтов в ГиИМАС и разнообразие рассматри-
ваемых в ходе решения проблемы альтернатив ли-
бо переходить к этапу согласования позиций АС,
если между ними возникает большое число кон-
фликтов высокой интенсивности. Таким образом,
благодаря динамической комбинации различных
технологий искусственного интеллекта, реализу-
емых агентами, ГиИМАС при решении очередной
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проблемы вырабатывает наиболее релевантный ей
метод. Применение нечеткого вывода Мамдани
при управлении конфликтами в ГиИМАС обеспе-
чивает прозрачность базы знаний для интерпре-
тации человеком, в отличие от систем нечеткого
вывода Такаги–Сугено [17] или нейронечетких ги-
бридов: ANFIS [18], GARIC [19], SONFIN [20],
за счет того, что в консеквенте правила присут-
ствуют лингвистические переменные. Кроме того,
сохраняется возможность более тонкой настойки
базы знаний в ходе тестирования системы с приме-
нением методов подстройки параметров функций
принадлежности по алгоритму обратного распро-
странения ошибки, рассмотренных в [21].

4 Заключение

Рассмотрены особенности возникновения
и управления конфликтами в коллективах реаль-
ных специалистов и их компьютерных моделей,
решающих практические проблемы за круглым сто-
лом. Представлена модель ГиИМАС с управлением
проблемно- и процессно-ориентированными кон-
фликтами на основе анализа их напряженности,
типа и соотношения целей агентов. Предложен
метод управления конфликтами в ГиИМАС с ис-
пользованием нечеткого вывода Мамдани, что
обеспечивает прозрачность базы знаний, а также
возможность более тонкой ее настойки в ходе тес-
тирования системы. Управление конфликтами
в ГиИМАС заключается в релевантном ситуа-
ции стимулировании или разрешении проб-
лемно- и процессно-ориентированных конфлик-
тов. Стимулирование конструктивных конфликтов
в ГиИМАС позволяет расширить множество рас-
сматриваемых альтернатив, учесть различные точ-
ки зрения и интересы специалистов, моделируемых
агентами системы. Последующее снижение ин-
тенсивности и разрешение конфликтов, возник-
ших между агентами ГиИМАС на первых стадиях
рассмотрения поставленной проблемы, позволяет
выработать согласованную позицию с учетом раз-
личных точек зрения и интересов специалистов,
моделируемых агентами системы, повышая таким
образом релевантность системы реальному коллек-
тиву специалистов.
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О ЗАДАЧЕ ОЦЕНКИ И АНАЛИЗА РИСКА ТРАНСПОРТНЫХ

ПРОИСШЕСТВИЙ НА РЕЛЬСОВОМ ТРАНСПОРТЕ∗

А. В. Босов1, А. Н. Игнатов2

Аннотация: Рассматривается задача по оцениванию и анализу риска транспортных происшествий на
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1 Введение

Типовой интерпретацией риска служит откло-
нение в большую или меньшую сторону от целе-
вого значения некоторого показателя вследствие
неопределенностей [1]. В данной терминологии
у понятия присутствует не только негативная кон-
нотация, а риск ничем не отличается от убыт-
ка/прибыли от ведения некоторой деятельности.
В то же время в межгосударственном стандарте [2]
постулируется, что риск — это сочетание вероят-
ности нанесения ущерба и тяжести этого ущерба.
Именно этим понятием риска и будем пользовать-
ся, не учитывая доход.

В одной из первых работ, посвященных прогно-
зированию и оценке последствий железнодорож-
ных происшествий, рассматривалась задача оцен-
ки влияния номера первой сошедшей с рельсов
подвижной единицы (вагонов и секций локомо-
тива) на число сошедших с рельсов подвижных
единиц [3]. Предлагалось проводить оптимизацию
расположения вагонов с опасными грузами с целью
уменьшения вероятности схода с рельсов именно
этих вагонов. В дальнейшем [4, 5] была предложе-
на оценка вероятности схода с рельсов, зависевшая
от длины пути и числа подвижных единиц в со-
ставе поезда. В [6] для прогнозирования числа
подвижных единиц в сходе с рельсов было исполь-
зовано отрицательное биномиальное распределе-
ние. В [7] была рассмотрена похожая на [6] модель,
но с б‚ольшим числом факторов. В [8] была рас-

смотрена задача прогнозирования дополнительно-
го негативного последствия от схода с рельсов по-
мимо собственно повреждения подвижного соста-
ва — выхода в габарит соседнего пути хотя бы одной
сошедшей с рельсов подвижной единицы. Такое со-
бытие влечет остановку движения на соседнем пути
и, кроме того, может привести к столкновению со
встречным поездом.

Наиболее близки к теме данной статьи рабо-
ты [9, 10]. В них строится функция интегрального
(общего на всем пути следования) риска с целью
оптимального расположения вагонов с опасными
грузами с точки зрения минимизации суммарно-
го риска. Данная функция зависит от скорости
(при итоговом расчете используется не реальная
скорость поезда в пути, а максимально допустимая
на участке), а также зависит от номера первой со-
шедшей с рельсов подвижной единицы и причины
схода с рельсов. Следует отметить, что сход с рель-
сов по конкретной причине — случайное событие,
однако учет этого обстоятельства (например, при
помощи формулы полной вероятности) в [9, 10]
опускается. Другие факторы, например профиль
и кривизна пути, не используются, а это, в свою
очередь, снижает точность полученного результа-
та. Кроме того, в [9, 10] поезд представляется
материальной точкой, для которой не учитывает-
ся, что голова поезда может находиться, например,
на стрелочном переводе, а хвост еще нет. Также не
рассматриваются другие помимо схода с рельсов не-
благоприятные события, которые могут произойти
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при транспортировке, а в качестве функции рис-
ка не постулируется вероятность отсутствия всех
неблагоприятных событий при движении. Устра-
нению этих, а также некоторых других недостатков
посвящена настоящая статья.

Рассматривается задача построения функций
интегрального риска, характеризующих опасность
возникновения различных неблагоприятных собы-
тий при движении на рельсовом транспорте. Пред-
лагаются две функции интегрального риска: веро-
ятность отсутствия всех неблагоприятных событий
при движении и средний ущерб при транспортиров-
ке. Представлена концепция оценки вероятности
и ущерба неблагоприятных событий при движении
грузовых поездов. На содержательном примере по-
казывается важность выбора скоростного режима
применительно к снижению интегрального риска
в виде среднего ущерба.

2 Постановка задачи
Пусть по рельсам по заданному маршруту дли-

ной S метров движется некоторое транспортное
средство (трамвай, грузовой поезд или вагонетка).
При движении происходит управление скоростью:
пусть vs — скорость на s-м метре дистанции, s =
= 1, S. Для упрощения модель допускает мгно-
венное изменение скорости на участке. При этом
скорость считается заданной детерминированной
величиной. Пусть на каждом метре дистанции при
движении могут произойти n неблагоприятных со-
бытий (транспортных происшествий). Обозначим
через Asi событие, заключающееся в том, что на
s-м метре маршрута произойдет i-е событие, s =
= 1, S, i = 1, n. Например, такими событиями
могут выступать сход с рельсов по причине не-
исправности подвижного состава, сход с рельсов
по причине неисправности железнодорожного по-
лотна. Будем предполагать, что на одном метре
дистанции может произойти максимум одно не-
благоприятное событие, причем если это событие
наступает, то далее движение не осуществляется.
Введем обозначения: P1i(v1) = P(A1,i), Psi(vs) =

= P(As,i|
∏s−1

k=1

∏n
j=1Ak,j), s = 2, S, т. е. для s ≥ 2

Psi(vs) — это вероятность того, что на s-м метре
маршрута произойдет i-е неблагоприятное событие
при условии, что на предыдущих s−1метрах небла-
гоприятных событий не произошло. Если Psi(vs)не
точные значения вероятностей, а оценки, то равен-
ства выше понимаются в приближенном смысле.
Ущерб Csi(vs) от возникновения i-го неблагопри-
ятного события на s-м метре маршрута будем пола-
гать случайной величиной с известным распреде-
лением, параметры которого определяются только
скоростью. Дополнительно предположим, что ма-

тематическое ожиданиеM[Csi(vs)]конечно для лю-
бого значения скорости vs. Имеет место следующая
лемма.

Лемма. Случайная величина�(v1, . . . , vS)— ущерб при
осуществлении перевозок — имеет вид:

�(v1, . . . , vS) =

S∑

s=1

n∑

i=1

Csi(vs)I(As,i) ,

где I(As,i) — индикатор события As,i, вероятность
которого

P(As,i) = Psi(vs)
s−1∏

t=1


1−

n∑

j=1

Ptj(vt)


 ,

s = 2, S , i = 1, n .

Д о к а з а т е л ь с т в о . Выберем некоторое i ∈
∈ {1, . . . , n}. По условию P1i(v1) = P(A1,i). Далее
найдем вероятность того, что i-е неблагоприятное
событие произойдет на 2-м метре маршрута. Для
того чтобы это событие произошло, на 1-м метре
неблагоприятных событий произойти не должно.
Поэтому

P(A2,i) = P
(
A2,i|A1,1 · · ·A1,n

)
P
(
A1,1 · · ·A1,n

)
.

Используя равенство

P
(
A1,1 · · ·A1,n

)
= 1− P (A1,1 + · · ·+A1,n) ,

получаем

P (A2,i) =

= P
(
A2,i|A1,1 · · ·A1,n

)

1− P




n∑

j=1

A1,j




 =

= P2i(v2)


1− P




n∑

j=1

A1,j




 .

Так как события A1,1, . . . , A1,n несовместны по
условию, получаем

P




n∑

j=1

A1,j


 =

n∑

j=1

P (A1,j) .

Отсюда

P (A2,i) = P2i(v2)


1−

n∑

j=1

P (A1,j)


 =

= P2i(v2)


1−

n∑

j=1

P1j(v1)


 .

Нетрудно видеть, что аналогичные рассужде-
ния повторяются на последующих метрах маршрута
и дают по индукции
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P (As,i) = Psi(vs)

s−1∏

t=1


1−

n∑

j=1

Ptj(vt)


 ,

s = 2, S , i = 1, n .

По условию ущерб при возникновении собы-
тия As,i составляет Csi(vs), поэтому

�(v1, . . . , vS) =

S∑

s=1

n∑

i=1

Csi(vs)I(As,i).

Лемма доказана.

Найдем теперь вероятность того, что с транс-
портным средством при движении не произойдет
ни одного неблагоприятного события, т. е.

P




S∏

s=1

n∏

j=1

As,j


 = 1− P




S∑

s=1

n∑

j=1

As,j


 =

= 1−
S∑

s=1

n∑

j=1

P(As,j) =

= 1−
n∑

j=1

P1j(v1)−
S∑

s=2

n∑

j=1

P(As,j) =

= 1−
n∑

j=1

P1j(v1)−
n∑

j=1

P2j(v2)


1−

n∑

j=1

P1j(v1)


−

−
S∑

s=3

n∑

j=1

P(As,j) = · · · =
S∏

s=1


1−

n∑

j=1

Psj(vs)


 .

Теперь в качестве функции интегрального риска
можно предложить следующие два варианта:

R1(v1, . . . , vS) = 1− P




S∏

s=1

n∏

j=1

As,j


 =

= 1−
S∏

s=1


1−

n∑

j=1

Psj(vs)


 ;

R2(v1, . . . , vS) =M [�(v1, . . . , vS)] =

=

S∑

s=1

n∑

i=1

M [Csi(vs)]Psi(vs)

s−1∏

t=1


1−

n∑

j=1

Ptj(vj)


 .

Функция R1(v1, . . . , vS)при выборе режима дви-
жения, т. е. набора скоростей v1, . . . , vS, характери-
зует вероятность того, что на маршруте произойдет
неблагоприятное событие. Функция R2(v1, . . . , vS)
позволяет вычислить средний ущерб при транс-
портировке. В конкретных задачах целесообраз-
ным может оказаться использование как первой,

так и второй функции, а уместнее всего исполь-
зовать их комбинацию. Это вызвано тем, что
при выбранном наборе скоростей v1, . . . , vS веро-
ятность возникновения неблагоприятного события
R1(v1, . . . , vS) может быть небольшой, но средний
ущерб R2(v1, . . . , vS) при выборе такого режима
движения может оказаться неоправданно высоким.
Напротив, может оказаться, что прогнозируемый
средний ущерб при заданном наборе скоростей
v1, . . . , vS невелик, однако неблагоприятные собы-
тия возникают часто.

3 Концепция оценивания
вероятности неблагоприятных
событий и ущерба
при движении грузовых поездов

Зафиксируем некоторый промежуток времени
T в прошлом. Пусть L1 — число вагонов; L0 — чис-
ло секций локомотива; dl — длина l-й подвижной
единицы от головы поезда, округленная в большую
сторону до метров. Для удобства введем величину

S0 = d1 + d2 + · · ·+ dL ,

где L — общее число подвижных единиц грузового
поезда, т. е. L = L0+L1. Введем также обозначения:

p1 — число сходов с рельсов / крушений за проме-
жуток времени T вне стрелочных переводов по
причине неисправности подвижного состава;

p2 — число сходов с рельсов / крушений за про-
межуток времени T вне стрелочных переводов
по причине неисправности железнодорожного
полотна;

p3 — число сходов с рельсов / крушений за проме-
жуток времени T на стрелочных переводах;

pÏÂÝ — общее число сходов с рельсов / крушений
за промежуток времени T ;

Q′
1 — число вагоно-километров за промежуток
времени T ;

Q′
2 — число поездо-километров за промежуток
времени T ;

w — вес поезда, т;

“µ = w/(69L1)−1/3— величина, характеризующая
степень загрузки поезда [7];

ˆs — кривизна кривой на s-м метре пути (вели-
чина, обратно пропорциональная радиусу кри-
визны, для прямой полагается равной нулю);

γs — профиль пути на s-м метре пути, измеря-
емый в тысячных, имеющий знак минус, ес-
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ли уклон представляет спуск, знак плюс, если
уклон представляет подъем, ед.;

λs — величина, характеризующая наличие стре-
лочного перевода на s-м метре пути (0 — нет
стрелочного перевода; 1 — есть);

χs — величина, характеризующая наличие сосед-
него/соседних пути/путей на s-м метре пути
(0 — нет соседнего пути; 1 — есть);

ηs — величина, характеризующая начало железно-
дорожного переезда на s-м метре пути (0 — же-
лезнодорожный переезд не начинается на s-м
метре пути; 1 — иначе); ξs — величина, характе-
ризующая начало стрелочного перевода на s-м
метре пути в пределах железнодорожной стан-
ции (0 — стрелочный перевод на s-м метре пути
в пределах станции; 1 — иначе), s = 2− S0, S.

Будем рассматривать следующие неблагоприят-
ные события:

As,i =





сход ⌊(i − 1)/L⌋+ 1 подвижных единиц

по причине неисправности подвижного

состава вне стрелочного перевода

по прошествии s метров пути, начиная

с i − ⌊(i − 1)/L⌋L подвижной единицы,

i = 1, L2 ;

сход ⌊(i − 1− L2)/L⌋+ 1 подвижных

единиц по причине неисправности

железнодорожного пути вне стрелоч-

ного перевода по прошествии s метров

пути, начиная с i−L2−⌊(i−1−L2)/L⌋L
подвижной единицы, i = L2 + 1, 2L2 ;

сход ⌊(i − 1− 2L2)/L⌋+ 1 подвижных

единиц на стрелочном переводе по

прошествии s метров пути, начиная

с i − 2L2 − ⌊(i − 1− 2L2)/L⌋L
подвижной единицы, i = 2L2 + 1, 3L2 ;

As,3L2+1 = {столкновение на железнодорожном

переезде, начинающемся на s-м метре пути} ;

As,3L2+2 = {столкновение на железнодородной

cтанции на стрелочном переводе,

начинающемся на s-м метре пути} ,

где ⌊x⌋ обозначает целую часть x.
Такой способ нумерации позволяет одним ин-

дексом i пронумеровать все события в группе с уче-
том как номера подвижной единицы, с которой
начнется сход, так и числа сошедших подвижных
единиц в сходе, т. е. L2 вариантов, и, кроме то-

го, позволяет учесть разницу причин, вызвавших
неблагоприятное событие.

Проиллюстрируем принцип работы предложен-
ной нумерации, введя для лаконичности обозначе-
ния

qi
def
=





⌊
i − 1

L

⌋
+ 1 , i = 1, L2 ;

⌊
i − 1− L2

L

⌋
+ 1 , i = L2 + 1, 2L2 ;

⌊
i − 1− 2L2

L

⌋
+ 1 , i = 2L2 + 1, 3L2 .

Таблица 1 Потенциальное число подвижных единиц
в сходе с рельсов и номер первой сошедшей подвиж-
ной единицы при L = 10

Событие i qi fi

Сход вне стрелочного перевода
по причине неисправности
подвижного состава

1
2

· · ·
10
11
12
· · ·
20
· · ·
91
92
· · ·

100

1
1

· · ·
1
2
2

· · ·
2
· · ·
10
10
· · ·
10

1
2

· · ·
10

1
2

· · ·
10
· · ·

1
2

· · ·
10

Сход вне стрелочного перевода
по причине неисправности
железнодорожного пути

101
102
· · ·

110
111
112
· · ·

120
· · ·

191
192
· · ·

200

1
1

· · ·
1
2
2

· · ·
2

· · ·
10
10
· · ·
10

1
2

· · ·
10

1
2

· · ·
10
· · ·

1
2

· · ·
10

Сход на стрелочном переводе

201
202
· · ·

210
211
212
· · ·

220
· · ·

291
291
· · ·

300

1
1

· · ·
1
2
2

· · ·
2

· · ·
10
10
· · ·
10

1
2

· · ·
10

1
2

· · ·
10
· · ·

1
2

· · ·
10
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fi
def
=

def
=





i −
⌊

i − 1
L

⌋
L , i = 1, L2 ;

i − L2 −
⌊

i − 1− L2

L

⌋
L , i = L2 + 1, 2L2 ;

i − 2L2 −
⌊

i − 1− 2L2
L

⌋
L , i = 2L2 + 1, 3L2 .

Значение qi характеризует число подвижных
единиц в сходе с рельсов, fi — номер первой со-
шедшей подвижной единицы.

В табл. 1 представлен расчет для L = 10.

4 Оценивание вероятности
неблагоприятных событий

В [4, 5] была предложена следующая (с учетом
используемых обозначений) оценка вероятности
схода с рельсов подвижных единиц грузового поез-
да (при движении по конкретному классу пути):

P(AÓÈ) = 1− exp
{
−S′′

(
p1 + p2 + p3

Q′′
1

L+

+
pÏÂÝ − p1 − p2 − p3

Q′′
2

)}
,

где S′′ — длина пути в милях; Q′′
1 — число ваго-

но-миль за промежуток времени T ; Q′′
2 — число

поездо-миль за промежуток времени T . Пусть S′ —
длина пути в километрах. Тогда при пересчете миль
в километры и метры имеем

P(AÓÈ) = 1− exp
{
− S′

1,609

(
p1 + p2 + p3
Q′
1/1,609

L+

+
pÏÂÝ − p1 − p2 − p3

Q′
2/1,609

)}
=

= 1− exp
{
−S

(
p1 + p2 + p3
1000Q′

1

L+

+
pÏÂÝ − p1 − p2 − p3

1000Q′
2

)}
.

Обозначив

Q1 =
p1 + p2 + p3
1000Q′

1

; Q2 =
pÏÂÝ − p1 − p2 − p3

1000Q′
2

,

будем далее полагать

P(AÓÈ) = 1− exp {−S (Q1L+Q2)} . (1)

Согласно (1) вероятность схода с рельсов на 1-м
метре дистанции

P (AÓÈ,1) = 1− exp {− (Q1L+Q2)} . (2)

Условная вероятность того, что сход произойдет
на 2-м метре дистанции при условии, что на 1-м

метре схода не было, определяется при решении
уравнения

P (AÓÈ,1) + P
(
AÓÈ,2|AÓÈ,1

)
P
(
AÓÈ,1

)
=

= 1− exp {−2 (Q1L+Q2)} .

Подставляя (2) в последнее уравнение, записы-
ваем:

1− exp {− (Q1L+Q2)}+
+ P

(
AÓÈ,2|AÓÈ,1

)
exp {− (Q1L+Q2)} =

= 1− exp {−2 (Q1L+Q2)} . (3)

Решая (3), получаем

P
(
AÓÈ,2|AÓÈ,1

)
= P (AÓÈ,1) = 1− exp{−(Q1L+Q2)}

и далее по индукции

Ps
def
= P

(
AÓÈ,s

∣∣∣∣∣

s−1∏

t=1

AÓÈ,t

)
=

= 1− exp {− (Q1L+Q2)} , s = 1, S . (4)

Введем вспомогательные вероятности, необхо-

димые для задания Psi(vs): P
s,l

, “Ps,l, �Ps,l — вероят-
ность (оценка вероятности) того, что сход начнется
с l-й по порядку следования подвижной единицы
по причине:

– неисправности подвижного состава вне стре-

лочного перевода (P
s,l

);

– неисправности железнодорожного полотна вне

стрелочного перевода (P
s,l

);

– неисправности любого вида на стрелочном пе-
реводе (�Ps,l) при условии схода по проше-
ствии s метров пути, s = 1, S, l = 1, L.

В предположении, что сход может равновероят-
но начаться с любой подвижной единицы, а также
основываясь на частоте сходов по причине той или
иной неисправности и учитывая наличие/отсутст-
вие стрелочного перевода в предполагаемом месте
схода, зададим

P
s,l
=
1

L

(
1− λs−(d1+d2+···+dl−1)

) p1
p1 + p2

;

“Ps,l =
1

L

(
1− λs−(d1+d2+···+dl−1)

) p2
p1 + p2

;

�Ps,l =
1

L
λs−(d1+d2+···+dl−1).

Очевидно, что вероятности P
s,l

, “Ps,l и �Ps,l

должны зависеть от возраста и состояния рельсов
и возраста и условий эксплуатации той или иной по-
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движной единицы, однако для простоты использо-
ваны оценки вероятности в форме частоты. Имеет
смысл более точное оценивание, которое, однако,
представляет собой отдельную задачу.

Пусть Ps,l,k(vs), “Ps,l,k(vs) и �Ps,l,k(vs) — веро-
ятность (оценка вероятности) схода k подвижных
единиц грузового поезда при условии схода по про-
шествии s метров пути с учетом того, что сход
начнется с l-й по порядку следования подвижной
единицы по причине:

– неисправности подвижного состава вне стре-
лочного перевода (Ps,l,k(vs));

– неисправности железнодорожного полотна вне
стрелочного перевода (“Ps,l,k(vs));

– неисправности любого вида на стрелочном пе-
реводе (�Ps,l,k(vs)), s = 1, S, l = 1, L, k = 1, L.

Следуя [6, 7], зададим

Ps,l,k(vs) =
•(k − 1 + 1/θ1)

•(k)•(1/θ1)

(
1 + θ1g1

(
a1, vs, l, w,

L1, L, “µ,ˆs−
∑ l−1

r=1 dr
, γs−

∑ l−1
r=1 dr

))−(k−1+1/θ1)

×

×
(
θ1g1

(
a1, vs, l, w, L1, L, “µ,ˆs−

∑ l−1
r=1 dr,

γs−
∑ l−1

r=1 dr

))k−1

,

где a1 и θ1 — параметры; g1(·) — функция, под-
лежащая подбору на основе метода максимального
правдоподобия; •(·) — гамма-функция. Анало-
гичным (4) образом зададим “Ps,l,k(vs) и �Ps,l,k(vs)
с точностью до замены параметров a1 и θ1 и функ-
ции g1(·) на параметры a2, a3, θ2 и θ3 и функции
g2(·) и g3(·) соответственно.

Роли вероятностей Ps, P
s,l

и Ps,l,k(vs) при вы-
числении Psi(vs) иллюстрирует следующая схема:

Psi(vs) =

=P








ÓÈÏÄ qi ÐÏÄ×ÉÖÎÙÈ
ÅÄÉÎÉÃ ÐÏ ÐÒÉÞÉÎÅ
ÎÅÉÓÐÒÁ×ÎÏÓÔÉ
ÐÕÔÉ, ÎÁÞÉÎÁÑ

Ó fi-Ê
ÐÏ ÓÞÅÔÕ
×ÎÅ ÓÔÒÅÌËÉ

после s ÍÅÔÒÏ×





∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣





ÎÁ
предыдущих
s − 1 ÍÅÔÒÁÈ
ÎÅ ÐÒÏÉÚÏÛÌÏ
ÎÅÂÌÁÇÏÐÒÉ-
ÑÔÎÙÈ

событий








=

=P







ÓÈÏÄ
ÐÏÓÌÅ

s ÍÅÔÒÏ×





∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣





ÎÁ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ
s − 1 ÍÅÔÒÁÈ
ÎÅ ÐÒÏÉÚÏÛÌÏ
ÎÅÂÌÁÇÏÐÒÉÑÔÎÙÈ

ÓÏÂÙÔÉÊ








︸ ︷︷ ︸
=Ps≈Ps

×

×P








ÓÈÏÄ ÐÏ ÐÒÉÞÉÎÅ
ÎÅÉÓÐÒÁ×ÎÏÓÔÉ
ÐÕÔÉ, ÎÁÞÉÎÁÑ
Ó fi-Ê ÐÏ ÓÞÅÔÕ
ÐÏÄ×ÉÖÎÏÊ
ÅÄÉÎÉÃÙ
×ÎÅ ÓÔÒÅÌËÉ





∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣





ÎÁ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ
s − 1 ÍÅÔÒÁÈ
ÎÅ ÐÒÏÉÚÏÛÌÏ
ÎÅÂÌÁÇÏÐÒÉÑÔ−
ÎÙÈ ÓÏÂÙÔÉÊ,
ÓÈÏÄ ÐÏÓÌÅ
s ÍÅÔÒÏ×








︸ ︷︷ ︸
=P

s,fi

×

×P








ÓÈÏÄ qi

ÐÏÄ×ÉÖÎÙÈ
ÅÄÉÎÉÃ





∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣





ÎÁ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ
s − 1 ÍÅÔÒÁÈ
ÎÅ ÐÒÏÉÚÏÛÌÏ
ÎÅÂÌÁÇÏÐÒÉÑÔÎÙÈ
ÓÏÂÙÔÉÊ, ÓÈÏÄ
ÐÏÓÌÅ s ÍÅÔÒÏ×
ÐÏ ÐÒÉÞÉÎÅ ÎÅÉÓ−
ÐÒÁ×ÎÏÓÔÉ ÐÕÔÉ
ÎÁÞÉÎÁÑ Ó fi-Ê ÐÏ
ÓÞÅÔÕ ÐÏÄ×ÉÖÎÏÊ

ÅÄÉÎÉÃÙ ×ÎÅ ÓÔÒÅÌËÉ.








︸ ︷︷ ︸
=Ps,fi,qi(vs)

.

Прокомментируем приближенное равенство
Ps ≈ Ps. Имеем

Ps =

= P
(
AÓÈ,s

∣∣∣∣∣

s−1∏

t=1

AÓÈ,t

)
= P


AÓÈ,s

∣∣∣∣∣

s−1∏

t=1

3L2∏

i=1

At,i


 =

= P


AÓÈ,s

∣∣∣∣∣

s−1∏

t=1

3L2∏

i=1

At,i



3L2+2∏

i=3L2+1

At,i +

+

3L2+2∑

i=3L2+1

At,i




 =

= P


AÓÈ,s

s−1∏

t=1

3L2+2∏

i=1

At,i



/(

P
(

s−1∏

t=1

3L2+2∏

i=1

At,i

)

︸ ︷︷ ︸
≈1

+

+ P
(

s−1∏

t=1

3L2∏

i=1

At,i

3L2+2∑

i=3L2+1

At,i

)

︸ ︷︷ ︸
≈ 0, ÔÁË ËÁË ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÌÀÂÏÇÏ
ÎÅÂÌÁÇÏÐÒÉÑÔÎÏÇÏ ÓÏÂÙÔÉÑ
ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ÏËÏÌÏ ÎÕÌÑ—
× ÐÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÁÞÉÎÁÔØ

Ä×ÉÖÅÎÉÅ ÏÐÁÓÎÏ

)
≈

≈
P
(

AÓÈ,s
∏s−1

t=1

∏3L2+2

i=1
At,i

)

P
(∏s−1

t=1

∏3L2+2

i=1
At,i

) =

= P


AÓÈ,s

∣∣∣∣∣

s−1∏

t=1

3L2+2∏

i=1

At,i


 = Ps.
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Учитывая вышесказанное, получаем следующие
оценки для величин Psi(vs):

Psi(vs) =





PsP
s,fiPs,fi,qi

(vs) , i = 1, L2 ;

Ps
“Ps,fi “Ps,fi,qi

(vs) , i = L2 + 1, 2L2 ;

Ps
�Ps,fi �Ps,fi,qi

(vs) , i = 2L2 + 1, 3L2 .

Вероятность Ps·3L2+2(vs) можно оценить, на-
пример, при помощи имитационного моделирова-
ния [11] либо на основе пуассоновских потоков [12],
вероятностьPs·3L2+2(vs)может быть оценена в фор-
ме частоты на основании статистики по пересече-
ниям грузовыми поездами переездов и столкнове-
ниям на них.

5 Оценивание ущерба

Будем рассматривать только материальный
ущерб. Ущерб, связанный с задержками поез-
дов, вызванными возникновением неблагоприят-
ных событий, ввиду сложности пересчета в ма-
териальный ущерб учитывать не будем. Иными
словами, предполагается, что ущерб при задержках
отсутствует. При сходе с рельсов ущерб включает
в себя расходы, связанные с ремонтом/списанием
подвижных единиц грузового поезда. Поскольку
стоимость различных видов ремонта подвижных
единиц грузовых поездов, участвовавших в сходах
и крушениях, недоступна, предложим следующую
оценку среднего размера ущерба:

M [Csi(vs)] = 10
5P a

si(vs) +

+ 4,5 · 106 · 9
200

vs ·
{

qi, fi + qi − 1 ≤ L ;

0 иначе,
(5)

где P a
si(vs) — оценка вероятности выхода в габарит

соседнего пути хотя бы одной подвижной единицы
грузового поезда, i = 1, 3L2. Согласно [13], сред-
ний ущерб от столкновений составляет 1599 тыс.
руб., а по открытым источникам, примерно каж-
дый 16-й раз в случае выхода в габарит соседнего
пути происходит столкновение со встречным по-
ездом. Поэтому средний ущерб при выходе в га-
барит соседнего пути оценивается в 1 599 000/16 ≈
≈ 105 руб., что и представляет сомножитель Pa

si(vs)
в (5). Отметим, что данный сомножитель, вооб-
ще говоря, зависит от интенсивности встречного
движения. Поэтому приведенное число следует
рассматривать лишь как некоторое начальное при-
ближение. Далее, скорость в 80 км/ч (как правило,
выше этого порога скорость грузового поезда недо-
пустима) эквивалентна 200/9 м/с, поэтому сомно-
житель 9/200 используется в формуле (5). Заметим,

что 4,5 млн руб. — приблизительная стоимость но-
вого грузового вагона. При этом в сходе с рельсов
может оказаться и секция локомотива, однако по-
вреждение секции локомотива до исключения из
инвентарного парка намного более редкое собы-
тие, чем исключение вагона, поэтому для прос-
тоты предполагается, что максимальный ущерб от
схода секции локомотива равен стоимости нового
вагона. Следует отметить, что с ростом скорости
растет и кинетическая энергия, а следовательно,
и последствия для подвижных единиц от схода. По-
этому в (5) предполагается линейный рост размера
ущерба с ростом скорости. Значение Pa

si(vs) мож-
но оценить с привлечением метода максимально-
го правдоподобия на основе исторических данных
о возникновения данного события [8]:

Pa
si(vs) =

=





ps

(
vs, fi, qi, b1, w, L1, L, “µ,

ˆ
s−
∑ fi−1

r=1 dr
, γ

s−
∑fi−1

r=1 dr

)
, i = 1, L2 ;

“ps

(
vs, fi, qi, b2, w, L1, L, “µ,

ˆ
s−
∑ fi−1

r=1 dr
, γ

s−
∑fi−1

r=1 dr

)
, i = L2 + 1, 2L2 ;

1, i = 2L2 + 1, 3L2 ,

где ps(·) и “ps(·) — подлежащие оцениванию функ-
ции; b1 и b2— подлежащие оцениванию параметры.

При столкновениях на железнодорожном пере-
езде, как правило, виновным признается владелец
автотранспорта, поэтому ущерб, вызванный столк-
новением, компенсируется, откуда

M [Csi(vs)] = 0 , s = 1, S , i = 3L2 + 1 .

Аналогично, согласно [13], можно положить

M [Csi(vs)] = 1,599 · 106, s = 1, S , i = 3L2 + 2 .

6 Пример

Выберем промежуток времени T с 2013 по
2016 гг. Согласно [7], pÏÂÝ = 246, p1 = 150, p2 =
= 38 и p3 = 46. Данные о величинах Q1 и Q2
в открытых источниках за данный период отсут-
ствуют. Предположим, что Q′

1 = 1,8 · 1011 и Q′
2 =

= 3 · 109. Отметим, что при таких значениях чисел
Q′
1 и Q′

2 вероятность (1) имеет тот же порядок, что
и аналогичная вероятность из [4]. Пусть L0 = 2,
L2 = 58, w = 5000 и S = 250 000. Положим d1 =
= d2 = 20 и d3 = d4 = · · · = dL0+L1 = 14. Таким
образом, длина состава S0 = 852. Пусть движение
происходит по двухпутной железной дороге, т. е.
χs = 1, s = 2− S0, S, железнодорожных переездов
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нет, т. е. ηs = 0, s = 2− S0, S, а стрелочные пере-
воды располагаются не в пределах станций (ξs = 0,
s = 2− S0, S), но на каждом километре пути так,
что

λs =

=

{
1 если s = (j−1) · 1000 + 1,(j−1) · 1000 + 30;
0 иначе,

где j = 1, ⌊S/1000⌋.
Зададим в табл. 2 кривизну и уклон на пути

движения.
Выберем различные режимы движения, т. е. на-

боры скоростей (табл. 3).
Отметим, что для всех режимов время просле-

дования маршрута одинаково и составляет 20 000 с.
Для задания функций g1(·) и g3(·), а также пара-

метров a1, a3, θ1 и θ3 воспользуемся приведенными
в [7] результатами. Функцию g2(·) выберем отлич-
ную от [7], а именно: положим

g2(a2, v, l, w, L1, L, “µ,ˆ, γ) =

= exp {−3,7 + 0,97“µ+ 0,2 ln(v)1γ>0 +

+ 1,33 ln(L − l + 1)} .

Здесь

1γ>0 =

{
1, если γ > 0;

0 в противном случае.

Такая функция g2(·) обеспечивает большее значе-
ние функции максимального правдоподобия, не-
жели функция из [7].

Вычисленные значения функций интегрально-
го риска на рассматриваемых режимах движения
приведены в табл. 4.

Прокомментируем полученные в табл. 4 резуль-
таты. Значения функции R1(·) на рассмотрен-
ных режимах движения ожидаемо примерно равны
(в табл. 4 данные приведены с округлением), так как
в предложенной концепции оценки вероятностей
неблагоприятных событий величина Ps не зави-
сит от скорости, а ∀ s ∈ {1, . . . , S} ∀ vs > 0 имеем∑3L2

i=1 Psi(vs) ≈ Ps. Отметим, что здесь использует-
ся приближенное, а не точное равенство, так как
у применяемого при прогнозировании числа по-
движных единиц в сходе с рельсов отрицательного
биномиального распределения бесконечное число
значений.

Комментируя значения функции R2(·), следует
обратить внимание на небольшие по абсолютной
величине значения. Хотя последствия схода могут
исчисляться миллионами рублей, средний ущерб на
рассмотренных данных составляет порядка 170 руб.
Это вызвано тем, что сход с рельсов является край-
не редким событием. Действительно, согласно (1)
вероятность схода составляет 2,05 · 10−5. Далее,

Таблица 2 Карта подъемов, спусков и кривых

s ˆs γs

[1, 50000] 1/2000 −0,0001
[50001, 60000] 1/1500 −0,009
[60001, 70000] 1/1500 −0,003
[70001, 100000] 0 0,01
[100001, 110000] 1/800 −0,004
[−850, 0] 0 0
[110001, 150000] 1/1000 0,008
[150001, 200000] 0 0
[200001, 205000] 1/600 0,005
[205001, 220000] 0 −0,01
[220001, 250000] 0 0,005

Таблица 3 Значения скоростей (в м/c) при
различных режимах движения

s v1s v2s v3s
[1, 50000] 12,5 16 16,34

[50001, 60000] 12,5 10 11,5
[60001, 70000] 12,5 12,5 12,5
[70001, 100000] 12,5 10 10,5
[100001, 110000] 12,5 10 12,5
[110001, 150000] 12,5 12,5 10
[150001, 200000] 12,5 20 16,28
[200001, 205000] 12,5 5 10,5
[205001, 220000] 12,5 6 10
[220001, 250000] 12,5 16 11,692

Таблица 4 Интегральные функции риска при различных
режимах движения

Режим движения R1 (v1, . . . , vs) R2 (v1, . . . , vs)

1 2,046 · 10−5 168,68
2 2,046 · 10−5 183,6
3 2,046 · 10−5 167,86

согласно [7] в среднем сходит 4,23 подвижные еди-
ницы. При предполагаемом максимальном ущербе
от схода подвижной единицы в 4,5 млн руб. и сред-
ней скорости в 12,5 м/c получаем, что в среднем
ущерб от схода составляет порядка 220 руб. Та-
ким образом, порядок цифр верен. Однако в то
же время возникает вопрос, зачем использовать
рассмотренный в статье сложный аппарат для оце-
нивания функции R2(·). Ответ в том, что благо-
даря представленной концепции выяснилось, что
средний ущерб при различных режимах движения мо-
жет отличаться на 10%. А это значит, что выбором
скоростного режима можно существенно сократить
средний ущерб от схода.

7 Заключение

Разработаны функции интегрального риска воз-
никновения различных неблагоприятных событий,
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сопутствующих движению на рельсовом транспор-
те. Предложена концепция оценивания вероят-
ности и ущерба от различных неблагоприятных со-
бытий, случающихся во время движения грузовых
поездов. На содержательном примере показано,
что выбор скоростного режима может существен-
но повлиять на средний ущерб при осуществлении
перевозок. Результат дает импульс к дальнейшему
развитию старых и исследованию новых моделей:

– прогнозирования места схода с рельсов;
– прогнозирования причины схода с рельсов;

– прогнозирования номера первой сошедшей
с рельсов подвижной единицы;

– оценивания материального ущерба от схода
с рельсов при различных факторах движения.
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ОЦЕНКИ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ РЕСУРСОВ

В МНОГОПОЛЬЗОВАТЕЛЬСКОЙ СЕТИ

ПРИ РАВНЫХ МЕЖУЗЛОВЫХ НАГРУЗКАХ

Ю. Е. Малашенко1, И. А. Назарова2

Аннотация: Предлагается метод оценки ресурсов при уравнительном распределении межузловых нагрузок
в многопользовательской сети. В рамках формальной математической модели пропускные способности
ребер рассматриваются как компоненты вектора ресурсов, которые требуются для передачи потоков раз-
ных видов. Предлагается алгоритмическая процедура перераспределения и использования пропускных
способностей при равных объемах ресурсов, выделяемых всем корреспондентам. При поиске соот-
ветствующих реберных загрузок определяются значения максимальных однопродуктовых потоков для
каждой пары узлов. В ходе вычислительных экспериментов суммарный ресурс считается заданным для
сетей с различными структурными особенностями.

Ключевые слова: многопродуктовая потоковая модель; распределение ресурсов и межузловых нагрузок;
предельная загрузка сети
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1 Введение

Данная работа продолжает исследование мето-
дов анализа функциональных возможностей те-
лекоммуникационных систем [1, 2]. В рамках
многопродуктовой сетевой модели рассматрива-
ется вычислительная процедура оценки ресурсов,
которые требуются при уравнительном распреде-
лении межузловых нагрузок. Под ресурсом, вы-
деляемым некоторой паре узлов-корреспондентов,
понимается суммарная величина пропускных спо-
собностей, необходимых для обеспечения передачи
информационного потока определенного вида. Ду-
говые потоки разных видов рассматриваются как
нагрузка на указанном ребре, возникающая при од-
новременном соединении корреспондентов. В ходе
экспериментов осуществляется поиск распределе-
ния потоков, при котором межузловые нагрузки
равны друг другу. Согласно предложенной про-
цедуре для каждой пары узлов вычисляется мак-
симальный однопродуктовый поток. Маршруты
передачи для каждой пары прокладываются по
ребрам соответствующих минимальных разрезов,
и для всех корреспондентов подсчитываются ре-
берные нагрузки. На основе найденных значений
определяются требуемые пропускные способности
при одновременной передаче всех межузловых по-
токов. Анализ результатов экспериментов позво-
ляет оценить распределение ресурсов при равных
межузловых нагрузках и предельной загрузке в мно-
гопользовательских сетях [1, 2].

В настоящее время для создания, развития и экс-
плуатации телекоммуникационных систем исполь-
зуются потоковые модели и разрабатываются спе-
циальные методы решения [3, 4]. Математические
модели передачи многопродуктового потока при-
меняются для поиска недискриминирующих пра-
вил распределения ресурсов в системах связи [5].
В русле исследований, изложенных в указанных
работах, лежит алгоритмическая схема получения
уравнительных распределений межузловых нагру-
зок (разд. 3). В разд. 4 обсуждаются результа-
ты экспериментов и сравниваются достижимые
межузловые потоки при предельных распределе-
ниях пропускных способностей в сетях с различной
структурой.

2 Математическая модель

Для описания многопользовательской сетевой
системы связи воспользуемся следующей матема-
тической записью модели передачи многопродук-
тового потока. Сеть G задается множествами
〈V, R, U, P 〉: узлов (вершин) сети V = {v1, v2, . . .
. . . , vn, . . . , vN}; неориентированных ребер R =
= {r1, r2, . . . , rk, . . . , rE}; ориентированных дуг
U = {u1, u2, . . . , uk, . . . , u2E}; пар узлов-коррес-
пондентов P = {p1, p2, . . . , pM}. Предполагается,
что в сети отсутствуют петли и сдвоенные ребра.
В многопользовательской сети G рассматривается
M = N(N − 1) независимых, невзаимозаменяемых

1Федеральный исследовательский центр «Информатика и управление» Российской академии наук, malash09@ccas.ru
2Федеральный исследовательский центр «Информатика и управление» Российской академии наук, irina-nazar@yandex.ru
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и равноправных межузловых потоков различных
видов.

Ребро rk ∈ R соединяет смежные вершины vnk

и vjk
. Каждому ребру rk ставятся в соответствие две

ориентированные дуги uk и uk+E из множества U .
Дуги {uk, uk+E} определяют прямое и обратное на-
правления передачи потока по ребру rk между кон-
цевыми вершинами vnk

и vjk
.

Каждой паре узлов-корреспондентов pm из мно-
жества P ставятся в соответствие: вершина-источ-
ник с номером sm, из sm входной поток m-го вида
поступает в сеть; вершина-приемник с номером tm,
из tm поток m-го вида покидает сеть. Обозначим
через zm величину межузлового потока m-го ви-
да, поступающего в сеть через узел с номером sm

и покидающего сеть из узла с номером tm; xmk,
xm(k+E) — поток m-го вида, который передается по
дугам uk и uk+E согласно направлению передачи,
xmk ≥ 0, xm(k+E) ≥ 0, m = 1, M , k = 1, E; S(vn)—
множество номеров исходящих дуг, по ним поток
покидает узел vn; T (vn)— множество номеров вхо-
дящих дуг, по ним поток поступает в узел vn. Состав
множеств S(vn) и T (vn) однозначно формируется
в ходе выполнения следующей процедуры.

Пусть некоторое ребро rk ∈ R соединяет вер-
шины с номерами n и j, такими что n < j. Тогда
ориентированная дуга uk = (vn, vj), направленная
из вершины vn в vj , считается исходящей из верши-
ны vn и ее номер k заносится в множество S(vn),
а дуга uk+E, направленная из vj в vn, — входящей
для vn и ее номер k+E помещается в список T (vn).
Дуга uk является входящей для vj, и ее номер k по-
падает в T (vj), а дуга uk+E — исходящей, и номер
k + E вносится в список исходящих дуг S(vj).

Во всех узлах сети vn ∈ V , n = 1, N , для каждого
вида потока должны выполняться условия сохране-
ния потоков:

∑

i∈S(vn)

xmi −
∑

i∈T (vn)

xmi =

=





zm, если vn = vsm
;

−zm, если vn = vtm
;

0 в остальных случаях,

n = 1, N , m = 1, M , xmi ≥ 0 , zm ≥ 0 . (1)

Величина zm равна входному межузловому потоку
m-го вида, проходящему от источника к приемнику
пары pm при распределении потоков xmi по дугам
сети.

Каждому ребру rk ∈ R приписывается неотри-
цательное число dk, определяющее суммарный пре-
дельно допустимый поток, который можно пере-
дать по ребру rk в обоих направлениях. В исходной
сети компоненты вектора пропускных способно-

стейd = (d1, d2, . . . , dk, . . . , dE)— наперед заданные
положительные числа dk > 0. Вектор d задает сле-
дующие ограничения на сумму потоков всех видов,
передаваемых по ребру rk одновременно:

M∑

m=1

(xmk + xm(k+E)) ≤ dk, xmk ≥ 0 ,

xm(k+E) ≥ 0 , k = 1, E . (2)

Ограничения (1) и (2) задают множество допус-
тимых значений компонент вектора межузловых
потоков z = (z1, z2, . . . , zm, . . . , zM ):

Z(d) =
= {z ≥ 0 |Ex ≥ 0 : (z,x) удовлетворяют (1), (2)}.

В рамках данной модели пропускная способ-
ность ребер сети измеряется в условных едини-
цах потока и трактуется как ресурсное ограничение.
Суммарное значение пропускной способности сети
D(0) =

∑E
k=1 dk считается заданным. Для каждой

пары узлов-корреспондентов pm ∈ P , для неко-
торого допустимого межузлового потока “zm и со-
ответствующих дуговых потоков “xmk, k = 1, 2E,
величина

“ym =

2E∑

i=1

“xmi, m = 1, M ,

характеризует нагрузку на сеть при передаче межуз-
лового потока величины “zm из узла-источника sm

в узел-приемник tm. Величина “ym показывает, ка-
кая суммарная пропускная способность сети потре-
буется для передачи дуговых потоков “xmk. В рамках
модели отношение реберных и межузловых потоков

“wm =
“ym

“zm
, m = 1, M ,

можно трактовать как удельные затраты ресурсов
сети при передаче единичного потока m-го вида
между узлами sm и tm при дуговых потоках “xmi.
Величины zm = “zm/“ym, xmi = “xmi/“ym, m = 1, M ,
i = 1, E, соответствуют межузловому потоку при
единичной нагрузке для пары pm.

3 Метод оценки распределения
ресурсов при выравнивании
межузловой нагрузки

В рамках модели проводились вычислительные
эксперименты для оценки распределения пропуск-
ной способности сети при равных нагрузках для
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всех пар-корреспондентов. При подготовке данных
формировался вектор исходных пропускных спо-
собностей d(0) для некоторой заданной сети G(0),
в которой D(0) =

∑E
k=1 dk(0). В сети G(0) при

заданных dk(0) последовательно решалась задача
поиска максимального независимого однопродук-
тового потока [6] для каждой пары узлов pm ∈ P ,
m = 1, M .

Задача 1. Для некоторой пары узлов pa найти

z0a(0) = max {za|(z, x) ∈ Z(d(0))}

при дополнительных условиях

zm = 0, m 6= a, m = 1, M .

При последовательном решении задачи 1 для
каждой пары pa ∈ P вычисляются максималь-
ный межузловой поток z0a(0) и дуговые потоки
(x0ak(0), x

0
a(k+E)(0)), k = 1, E. Далее подсчитыва-

ются нагрузка

y0a(0) =

2E∑

k=1

x0ak(0),

при y0a(0) 6= 0 нормирующий коэффициент θ0a(0) =
= 1/y0a(0) и дуговые потоки x0ak = θ0a(0)x

0
ak(0), k =

= 1, 2E. При передаче дуговых потоков x0ak соответ-
ствующая нагрузка y0a равна единице при передаче
межузлового потока z0a = θ0a(0)z

0
a(0).

Задача 1 решается последовательно для всех
pm ∈ P , и для найденных дуговых потоков x0mk

определяется суммарная нагрузка на ребра сети при
передаче межузлового потока z0m:

–0k =
M∑

m=1

(
x0ak + x0a(k+E)

)
, k = 1, E .

Для заданного значения D(0) определяется до-
пустимое перераспределение реберных нагрузок:

β(0)

[
M∑

m=1

θ0m(0)
(
x0mk(0) + x0m(k+E)(0)

)]
=–0k(0),

k = 1, E . (3)

В рамках модели суммарная величина нагрузки
численно равна требуемой суммарной пропускной
способности, которая считается заданной:

E∑

k=1

–0k(0) = D(0). (4)

Из соотношений (3) и (4) находится значе-
ние β(0):

β(0)

E∑

k=1

[
M∑

m=1

θ0m(0)
(
x0mk(0) + x0m(k+E)(0)

)]
=

= D(0),

вычисляются значения–0k(0), k = 1, E.
На основе найденных значений формируется

сеть G(1), в которой d∗k(1) := –
0
k(0), k = 1, E. В се-

ти G(1) для всех пар узлов pa ∈ P , a = 1, M , опре-
деляется максимальный однопродуктовый поток.

Задача 2. Найти

z0a(1) = max {za|(z, x) ∈ Z(d∗(1))}

при дополнительных условиях

zm = 0 , m 6= a , m = 1, M .

На основе последовательного решения задачи 2
вычисляются коэффициенты нормировки

θ0m(1) =
1

y0m(1)
для всех z0m(1) > 0 , m = 1, M ,

и формируется система уравнений для поиска рас-
пределения нагрузок

β∗(1)

M∑

m=1

θ0m(1)
(
x0mk(1) + x0m(k+E)(1)

)
=

= –0k(1), k = 1, E ,

E∑

k=1

–0k(1) = D(0).

Вычисляются β∗(1) и –0k(1), k = 1, E, и фор-
мируется сеть G(2), в которой пропускные спо-
собности d∗k(2) полагаются равными –0k(1), т. е.
d∗k(2) := –

0
k(1), k = 1, E. Для полученных реше-

ний находим

z∗m(1) = β∗(1)θ0m(1)z
0
m(1) ,

pm ∈ P — распределение межузловых потоков при
равных значениях нагрузок y0m(1). Все ребра се-
ти G(2) загружены полностью, выделенный ресурс
совпадает с нагрузкой на ребро при равных межуз-
ловых нагрузках.

Норма вектора требуемых пропускных способ-
ностей в «новой» сети G(2):

∥∥–0k(1)
∥∥ = ‖d∗(2)‖ =

[
E∑

k=1

d∗k(2)
2

]1/2
.
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4 Вычислительный эксперимент

Вычислительный эксперимент проводился на
моделях сетевых систем, представленных на рис. 1.
В каждой сети 69 узлов. Пропускные способности
ребер — значения dk(0) — выбирались случайным
образом из отрезка [900, 999] и совпадали для ре-
бер, общих для обеих сетей. В кольцевой сети про-
пускная способность каждого из добавленных ребер
внутреннего кольца составила 900. В ходе вычисли-
тельного эксперимента проводилась нормировка,

и суммарная пропускная способность в обеих сетях
была одинакова:

∑E
k=1 dk(0) = D(0) = 68 256.

Результаты вычислительных экспериментов
представлены на рис. 2 и 3. Толщина ребер на рисун-
ках пропорциональна результирующей нагрузке.

В базовой сети основная нагрузка — 1400 еди-
ниц — приходится на радиальные ребра, которые
исходят из центрального узла, а на ребрах внешнего
кольца не превышает 1250 единиц. При формиро-
вании кольцевой сети в состав внутреннего кольца

Рис. 1 Базовая (а) и кольцевая (б) сети

Рис. 2 Результирующие нагрузки на ребра базовой (а) и кольцевой (б) сети

Рис. 3 Распределение межузловых потоков в базовой (а) и кольцевой (б) сети
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включаются 4 узла, которые в базовой сети были ви-
сячими. Соответствующие ребра образуют мостики
для передачи транзитных потоков между внутрен-
ним и внешним кольцом. Нагрузка на ребра внут-
реннего кольца составляет 2050 единиц, на внеш-
нем не превышает 800, а на ребрах-мостиках — 1500.
В обеих сетях минимальная нагрузка достигается на
висячих ребрах: 300 единиц для базовой и 400 для
кольцевой. Указанные значения определяются соб-
ственными информационными потоками, которые
передаются из каждого узла. При этом транзитные
нагрузки, например, на ребрах внутреннего кольца,
на порядок превышают собственные потоки инци-
дентных узлов.

Для полученных значений нагрузок вычисля-
ются межузловые потоки z∗m(1). Результирующие
диаграммы представлены на рис. 3, на котором
приведены значения zl, l = 1, m, упорядоченные по
величине от большего к меньшему. На вертикаль-
ной оси по невозрастанию откладываются zl, а по
горизонтальной указываются порядковые номера
в данной упорядоченной последовательности

π(l) =
l

m
для l = 1, M ,

где M — общее число элементов в множестве пар-
корреспондентов P . Результаты вычислительных
экспериментов и диаграммы, представленные на
рис. 3, свидетельствуют, что как суммарный по-
ток, так и медианное значение межузлового потока
на 50% больше в кольцевой сети при равных про-
пускных способностях в обеих сетях. Дело в том, что
при вычислении максимального потока, а в даль-
нейшем при поиске равных нагрузок используют-
ся все пути, проходящие через минимальные се-
чения. В кольцевой сети маршруты соединения
оказываются короче, чем в базовой, для большого
числа пар узлов, что уменьшает межузловые на-
грузки и удельные затраты ресурсов. В базовой сети
только 46 ребер пригодны для транзитной переда-
чи, а в кольцевой — 58, что только на 25% боль-
ше, однако позволяет на 30% увеличить суммарный
межузловой поток и более чем на 50% медианное
значение. Величина суммы межузловых потоков
в базовой сети

∑M
m=1 z∗m(1) = 9 400, а в кольцевой∑M

m=1 z∗m(1) = 12 400. Значение медианы в базовой
сети z= = 1,5, а в кольцевой z= = 2,3.

Результаты расчетов на рис. 3 показывают, что
для 80% пар межузловые потоки близки к меди-
анному значению, а для 20% — в несколько раз
превышают его. Для пар узлов, кратчайший путь
между которыми состоит из одного или двух ребер,

межузловые потоки превышают медианное значе-
ние. Следует отметить, что при использовании
последовательного максиминного правила распреде-
ления потоков и нагрузок близко расположенные
корреспонденты также оказываются в привилеги-
рованном положении и получают преимущество
при уравнительных способах дележа [1, 2].

5 Заключение

Предложенный метод позволяет проводить
оценку и сравнение различных способов формиро-
вания сети, построенной на основе арендованных
каналов связи при сохранении их общего числа.
В рассмотренном примере исходные сети, пред-
ставленные на рис. 1 имеют на всех ребрах почти
равное число каналов. На рис. 2 представлены
вторичные сети, схема построения которых позво-
ляет выделить всем парам одинаковое число кана-
лов. Кроме того, изменение структуры (графа) сети
и переход от базовой к кольцевой сети позволя-
ет значительно изменить межузловые потоки, хотя
общее число каналов совпадает при одинаковых
ресурсных ограничениях.
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ОБ ОПТИМИЗАЦИИ РАБОТЫ РЕЗЕРВНОГО ПРИБОРА

В МНОГОЛИНЕЙНОЙ СИСТЕМЕ МАССОВОГО ОБСЛУЖИВАНИЯ

Я. М. Агаларов1

Аннотация: Рассматривается задача оптимизации работы (подключения или отключения) резервного
прибора управляемой системы массового обслуживания (СМО) типа G/M/s. Она сформулирована в ви-
де задачи нелинейного программирования со стоимостной целевой функцией, учитывающей плату за
обслуживание заявок, затраты на техническое обслуживание резервного прибора, потери из-за задержки
заявок в очереди и простоя резервного прибора. Процесс работы системы описан управляемой цепью
Маркова, где состояние цепи определяется числом заявок в системе, а последовательность решений,
принимаемых на каждом шаге цепи в зависимости от его состояния, определяет процесс управления
резервным прибором. В качестве допустимого множества управлений рассмотрено множество стацио-
нарных стратегий управления цепью, решение в которой в каждом состоянии цепи о подключении или
отключении резервного прибора принимается по длине очереди. Для случая пуассоновского входного
потока доказана теорема о необходимых и достаточных условиях существования конечного оптималь-
ного порогового значения длины очереди и унимодальность целевой функции от порогового значения,
предложен простой алгоритм решения задачи.

Ключевые слова: многолинейная система массового обслуживания; оптимизация; резервный прибор
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1 Введение

Одной из практических задач, при решении
которой исследователи в качестве математической
модели используют многолинейные СМО с резерв-
ными приборами, является задача выбора опти-
мального режима подключения (отключения) ре-
зервного элемента системы с целью обеспечения
требуемого качества работы системы при одновре-
менном снижении затрат на ресурсы [1–3]. Мате-
матические постановки некоторых подобных задач
и результаты их исследования приведены в рабо-
тах [1–7]. Рассматриваемая в данной работе задача
представляет собой обобщение задачи максимиза-
ции дохода СМО G/M/1 с резервным прибором,
исследованной в работе [7] с помощью метода вло-
женных цепей Маркова, где переходы цепи опре-
деляются моментами поступления заявок, а состо-
яние цепи — числом заявок, находящихся в системе
в момент поступления. Подключение (отключение)
резервного прибора системы, рассмотренной в ра-
боте [7], происходит по достижении длиной оче-
реди порогового значения h1. Доход представлен
функцией вида:

D(h1) =

∞∑

i=0

dh1
i πh1

i

v
, (1)

где
{

πh1
i , 0 ≤ i ≤ ∞

}
— стационарное распределе-

ние вероятностей цепи при пороге h1 (πh1
i — ста-

ционарная вероятность того, что цепь находится
в состоянии i); v — среднее время нахождения в со-
стоянии i, v < (µ + γ)−1, µ > 0 — интенсивность
обслуживания основным прибором, γ > 0 — ин-
тенсивность обслуживания резервным прибором;
dh1

i — средний доход, получаемый системой в со-
стоянии i при пороге h1.

Доход dh1
i вычисляется по формуле:

dh1
i = C0 − C1T

h1
i − C2

(
v − T

h1
ÐÒ,i

)
− C3T

h1
ÐÒ,i ,

0 ≤ i , (2)

гдеT
h1
i — среднее суммарное время задержки заявок

в очереди за время нахождения системы в состо-

янии i; T
h1
ÐÒ,i — среднее время простоя резервного

прибора в состоянии i; C0 ≥ 0— плата, получаемая
системой, если поступившая заявка обслужена сис-
темой (принята в накопитель); C1 ≥ 0 — потери
в единицу времени за ожидание заявки в систе-
ме; C2 ≥ 0 — потери на амортизацию резервного
прибора в единицу времени, когда он подключен
к системе и занят заявкой; C3 ≥ 0 — потери в еди-
ницу времени простоя (C3 ≤ C2).

Предполагается, что доход системы в единицу
времени при любом значении порога имеет неко-
торое конечное значение.

1Федеральный исследовательский центр «Информатика и управление» Российской академии наук, agglar@yandex.ru
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Основные результаты работы [7] — доказатель-
ство унимодальности целевой функции D по h1
и вывод условий существования конечного опти-
мального порогового значения в случае СМО
G/M/1.

В данной работе показано, что аналогичные ре-
зультаты имеют место и для многолинейной СМО
с резервным прибором.

2 Постановка задачи
и метод решения

Рассматривается СМО типа G/M/s с накопите-
лем бесконечной емкости, s основными однотип-
ными приборами и одним резервным прибором об-
служивания, на которую поступает рекуррентный
поток заявок с функцией распределения вероятно-
стей V (t). Время обслуживания заявки на основ-
ном приборе распределено по экспоненциальному
закону с параметром µ > 0, а на резервном —
с параметром γ > 0. Резервный прибор подключа-
ется к системе в момент времени, когда в системе
число заявок становится равным пороговому зна-
чению h1, и отключается от системы, когда число
заявок становится равным (h1−1), причем если это
происходит в момент завершения обслуживания
очередной заявки на основном приборе, то заяв-
ка на резервном приборе перед его отключением
переходит на освободившийся прибор и заново об-
служивается. По завершении обслуживания заявка
уходит из системы, освободив одновременно при-
бор и занимаемое место в накопителе. Пусть, как
и в [7], показатель эффективности работы системы
представлен функцией дохода вида (1). Ставится
задача целочисленного программирования следу-
ющего вида: найти порог h∗, такой что

max
s<h1

D (h1) = D(h∗),

где D(h1) определена в (1).
Подход, применяемый ниже к решению данной

задачи, аналогичен подходу, изложенному в [7], суть
которого заключается в проверке выполнения усло-
вий теоремы 1 из [8] для целевой функции задачи
для СМО c ограниченным накопителем.

Пусть данная задача рассматривается для сис-
темы G/M/s/h2 c ограниченным накопителем ем-
костиh2, h2 = h1+a, h1 ≥ s+1, a = const ≥ 0. Пусть
заявка, которая застает накопитель полностью за-
нятой, теряется и в этом случае система не получает
плату за обслуживание. Ставится задача: найти
порог h∗, такой что

max
s<h1

D(h1, a) = D (h∗, a) . (3)

Здесь

D(h1, a) =

h2∑

i=0

dh1
i πh1

i ,

где

dh1
i =

=





C0 − C1T
h1
i − C2

(
v − T

h1
ÐÒ,i

)
− C3T

h1
ÐÒ,i,

0 ≤ i ≤ h2 − 1 ;
dh1

h2−1
− C0, i = h2 ;

dh1
i , πh1

i , C0, C1, C2, C3, v, T
h1
i и T

h1
ÐÒ,i — обозначе-

ния, использованные в разд. 1.
Обозначим:

µh1
i =

{
sµ при s − 1 ≤ i ≤ h1 − 2 ;
sµ+ γ при h1 ≤ i ≤ h2 ;

rh1
i,m — вероятность того, что в состоянии i будут

обслужены ровно m заявок при условии, что в этом
состоянии не произойдет отключение резервного
прибора; ah1

i,m — вероятность того, что в состоянии i
будут обслужены ровно m заявок при условии, что
в этом состоянии произойдет отключение резерв-
ного прибора; qij — вероятность того, что в состоя-
нии i будут обслужены ровно (i+ 1 − j) заявок при
условиях 0 ≤ i ≤ s − 1 и 0 ≤ j ≤ i + 1; bij — ве-
роятность того, что в состоянии i будут обслужены
ровно (i+1− j) заявок при условиях h1−1 ≤ i ≤ h2
и 0 ≤ j ≤ s − 1.

Справедливы формулы:

rh1
i,m =

∞∫

0

(
µh1

i v
)m

m!
e−µ

h1
i

t dV (v) ,

h1 − 1 ≤ i ≤ h2 , 0 ≤ m ≤ i − h1 + 1

или s − 1 ≤ i ≤ h1 − 2 , 0 ≤ m ≤ h1 − s − 1 ; (4)

ah1
i,m =

∞∫

0

v∫

0

µh1
i

(
µh1

i t
)i−h1+1

(i − h1 + 1)!
e−µ

h1
i

t ×

× [µ1(v − t)]m−i+h1−2

(m − i+ h1 − 2)!
eµ1(v−t) dtdV (v) ,

h1 − 1 ≤ i ≤ h2 , s − 1 ≤ j ≤ h1 − 1 ; (5)

qij =

∞∫

0

(
i+ 1

j

)[
1− e−µv

]i+1−j
e−jµv dV (v) ,

0 ≤ i ≤ s − 1 , 0 ≤ j ≤ i+ 1 ; (6)
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ph1
ij =

∞∫

0

(
s
j

)
e−µvj

[ v∫

0

(sµt)i−s

(i − s)!

(
e−µt −

− e−µv
)s−j

sµ dt

]
dV (v) , s ≤ i ≤ h1 − 2 ,

0 ≤ j ≤ s − 1 ; (7)

bh1
ij =

∞∫

0

(
s
j

) v∫

0

y∫

0

µh1
i

(
µh1

i t
)i−h1+1

(i − h1 + 1)!
e−µ

h1
i

t ×

× [sµ(y − t)]h1−s−2

(h1 − s − 2)! e−sµ(y−t)sµ dt e−µ(v−y)j ×

×
(
1− e−µ(v−y)

)s−j

dydV (v) =

=

∞∫

0

(
s
j

)
e−µv

v∫

0

y∫

0

µh1
i

(
µh1

i t
)i−h1+1

(i − h1 + 1)!
eµ2t ×

× [sµ(y − t)]h1−s−2

(h1 − s − 2)!
(
e−µy − eµv

)s−j
sµ dtdydV (v) ,

h1 − 1 ≤ i ≤ h2 , 0 ≤ j ≤ s − 1 . (8)

Из системы уравнений равновесия для вложен-
ной цепи Маркова и выражений (4)–(8) для па-
раметров rh1

i,m, ah1
i,m, qij, ph1

ij и bh1
ij следует спра-

ведливость следующих рекуррентных формул для
стационарных вероятностей состояний πh1

j , 0 ≤
≤ j ≤ h2:

πh1
j =

Rh1
j∑h2

i=0
Rh1

i

, 0 ≤ j ≤ h2 , (9)

где

Rh1
h2
= 1 ; Rh1

h2−1
=
1− rh1

h2,0

rh1
h2,0

;

Rh1
j−1 =

Rh1
j

(
1− rh1

j,1

)

rh1
j−1,0

−

−

∑h2−1

i=j+1
Rh1

i rh1
j,i+1−j +Rh1

h2
rh1
h2,h2−j

rh1
j−1,0

,

h1 ≤ j ≤ h2 − 1 ;

Rh1
h1−2

=
Rh1

h1−1
(1− rh1−1,1)

rh1
h1−2,0

−

−

∑h2−1

i=h1
Rh1

i ri,i+2−h1 +Rh1
h2

rh2,h2−h1+1

rh1
h1−2,0

;

Rh1
j−1 =

Rh1
j (1− rj,1)

rh1
j−1,0

−

−

∑h1−2

i=j+1
Rh1

i ri,i+1−j +
∑h2−1

i=h1−1
Rh1

i ai,i+1−j

rh1
j−1,0

−

−
Rh1

h2
ah2,h2−j

rh1
j−1,0

, s ≤ j ≤ h1 − 2 ;

Rh1
j−1 =

Rh1
j (1− qij)

qj−1,j
−

−

∑s−1

i=j+1
Rh1

i qij +
∑h1−2

i=s
Rh1

i ph1
ij

qj−1,j
−

−

∑h2−1

i=h1−1
Rh1

i bh1
ij

qj−1,j
−

Rh1
h2

bh1
h2 j

qj−1,j
, 1 ≤ j ≤ s − 1 .

Из (9) следует равенство:

πk+1
i+1 = Ak+1π

k
i , i = s − 1, . . . , k . (10)

Здесь

Ak+1 =
1− Qk+1

s−1

1− Qk
s−2

,

где

Qk+1
s−1 =

s−1∑

i=0

πk+1
i ; Qk

s−2 =





0, 1 ≤ s ≤ 2 ;
s−2∑

i=0

πk
i , s ≥ 2 .

В дальнейшем для краткости изложения будем
пользоваться обозначениями:

rh1
i,m(v) =

(
µh1

i v
)m

m!
e−µ

h1
i

t ;

zh1
i (v, t, m) =

µh1
i

(
µh1

i t
)i−h1+1

(i − h1 + 1)!
e−µ

h1
i t ×

× [µ1(v − t)]m−i+h1−2

(m − i+ h1 − 2)!
e−µ1(v−t).

Ниже приведем ряд формул, доказательства
справедливости которых для краткости изложения
не приводим (они аналогичны доказательствам,
приведенным в работе [7] для подобных формул).

Среднее значение дохода (2), получаемого сис-
темой с ограниченным накопителем при пороге h1
в состоянии i, равно

dh1
i =

=





C0 − C1T
h1
i − C2

(
v − T

h1
ÐÒ,i

)
− C3T

h1
ÐÒ,i ,

0 ≤ i ≤ h2 − 1 ;
dh1

h2−1
− C0 , i = h2 ,

(11)
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где T
h1
i и T

h1
ÐÒ,i определены в (2) и в данном случае

для них справедливы формулы:

T
h1
i =

=





1

µh1
i

[
(i+ 1− s)

i+2−s∑

m=1

mrh1
i,m −

− 1
2

i+2−s∑

m=1

(m − 1)mrh1
i,m +

+
1

2
(i+ 1− s) (i+ 2− s)

∞∑

m=i+3−s

rh1
i,m

]

при s ≤ i ≤ h1 − 2
и T

h1
i = 0 при i ≤ s − 1;

1

µh1
i

[
(i+ 1− s)

i−h1+3∑

m=1

mrh1
i,m −

− 1
2

i−h1+3∑

m=1

(m − 1)mrh1
i,m

]
+

+

i+1−s∑

m=i−h1+3

∞∫

0

v∫

0

[
i − h1 + 1

2
t+

+ (m−i+h1−1)t+
1

2
(m−i+h1−2)×

× (v − t)] zh1
i (v, t, m) dtdV (v) +

+

i−s∑

m=i−h1+3

∞∫

0

v∫

0

(i+ 1− m − s)v ×

× zh1
i (v, t, m) dtdV (v) +

+

∞∑

m=i+2−s

∞∫

0

v∫

0

[
i−h1+1

2
t+ (h1−1)t+

+
(h1 − 2)(h1 − 1)(v − t)

2(m − i+ h1 − 1)

]
×

× zh1
i (v, t, m) dtdV (v) при i ≥ h1 − 1;

(12)

T
h1
ÐÒ,i =

=





v −
∞∫

0

v∫

0

t
µh1

i

(
µh1

i t
)i−h1+1

(i − h1 + 1)!
e−µ

h1t

i dtdV (v) ,

i ≥ h1 − 1 ;
v , 0 ≤ i ≤ h1 − 2 .

(13)

Среднее время отсутствия очереди при пороге h1
в состоянии i равно

T
h1
ÏÞ,i =

=





∞∑

m=i+1

∞∫

0

v∫

0

[
v − t − (h1 − 1)(v − t)

m − i+ h1 − 1

]
×

× zh1
i (v, t, m) dtdV (v) , i ≥ h1 − 1 ;

1

µ1

∞∑

m=i+2

(m − i − 1)rh1
i,m , i ≤ h1 − 2 .

Из (11)–(13) после несложных преобразований
получаем равенства:

dh1+1
i+1 − dh1

i =

=





− C1

µh1
i

i−s+2∑

m=1

mrh1
i,m −

− C1(i+ 2− s)

µh1
i

∞∑

m=i−s+3

rh1
i,m

при s − 1 ≤ i ≤ h1 − 2 ;

−C1

∞∫

0

v




i−h1+2∑

m=0

rh1
i,m(v) +

+
i−s+1∑

m=i−h1+3

v∫

0

zh1
i (v, t, m) dt


 dV (v)−

− C1

∞∑

m=i−s+2

∞∫

0

v∫

0

[
t+
(h1 − 1)(v − t)

m − i+ h1 − 1

]
×

× zh1
i (v, t, m) dtdV (v) при i ≥ h1 − 1 .

(14)

Введем обозначения:

w(h1, a) =

h1−2∑

i=0

πh1
i

1

µh1
i

∞∑

m=i−s+3

(m − i − 1)rh1
i,m +

+

h2−1∑

i=h1−1

πh1
i

∞∑

m=i−s+2

∞∫

0


v −

v∫

0

[
t+
(h1 − 1)(v − t)

m − i+ h1 − 1

]
×

× zh1
i (v, t, m) dt

]
dV (v) +

+ πh1
h2

∞∑

m=h2

∞∫

0


v −

v∫

0

[
t+
(h1 − 1)(v − t)

m − h2 + h1

]
×

× zh1
i (v, t, m) dt


 dV (v) ; (15)

f(h1, a) = C0 − C3v −

− C1
Ah1+1

1− Ah1+1
[v − w(h1, a)] . (16)

Для разности доходов при порогах h1 и h1 + 1
выполняются равенства (следуют из формул (1), (3),
(10), (14)–(16)):

D (h1, a)− D (h1 + 1, a) =

=

h2∑

i=0

πh1
i dh1

i −
h2+1∑

i=0

πh1+1
i dh1+1

i =

= (C0 − C3v)
(
Qh1

s−2 − Qh1+1
s−1

)
+

+

h2∑

i=s−1

πh1
i dh1

i −
h2+1∑

i=s

πh1+1
i dh1+1

i =
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= (C0 − C3v)
(
Qh1

s−2 − Qh1+1
s−1

)
+

+
Qh1+1

s−1 − Qh1
s−2

1− Qh1
s−2

[
h2∑

i=0

πh1
i dh1

i − (C0 − C3v)Q
h1
s−2

]
−

− 1− Qh1+1
s−1

1− Qh1
s−2

h2∑

i=s−1

πh1
i

(
dh1+1

i+1 − dh1
i

)
=

= (1− Ah1+1)

[
D(h1, a)− (C0 − C3v)−

− Ah1+1

1− Ah1+1

(
h2−1∑

i=s−1

πh1
i

(
dh1+1

i+1 − dh1
i

)
+

+ πh1
h2

(
dh1+1

h2
− dh1

h2−1

))]
=

= (1− Ah1+1) [D(h1, a)− f(h1, a)] .

Как показывают многочисленные вычислитель-
ные эксперименты, проведенные при различных
значениях параметров СМО, величина Ah1+1 воз-
растает по h1. Ниже приведем доказательство этого
положения для случая пуассоновского входного по-
тока. Отметим, что доказательство справедливости
такого свойства Ah1+1 в случае произвольного ре-
куррентного входного потока остается открытым.

Для случая пуассоновского входного потока
процесс работы системы описывается случайным
процессом рождения и гибели, для стационарных
вероятностей состояний (числа заявок в системе)
которого справедлива формула:

πh1
i =





ρi

i!
πh1
0 , 0 ≤ i ≤ s ;

ρs

s!

(
ρ

s

)i−s

πh1
0 , s < i ≤ h1 − 1 ;

ρs

s!

(
ρ

s

)h1−s−1(
ρ

s+ α

)i−h1+1

πh1
0 ,

h1 ≤ i ≤ h2,

где

πh1
0 =




s∑

j=0

ρj

j!
+

ρs

s!

h1−s−1∑

j=1

(
ρ

s

)j

+

+
ρs

s!

(
ρ

s

)h1−s−1 h2−h1−1∑

j=1

(
ρ

s+ α

)j


−1

, α =
γ

µ
.

Рассмотрим разность (Ah1+2 − Ah1+1), предста-
вимую в виде:

πh1+2
0

(
πh1+2
0

)−1 (
1− Qh1+2

s−1

)

πh1+1
0

(
πh1+1
0

)−1 (
1− Qh1+1

s−2

) −

−
πh1+1
0

(
πh1+1
0

)−1 (
1− Qh1+1

s−1

)

πh1
0

(
πh1
0

)−1 (
1− Qh1

s−2

) . (17)

Выполняется равенство:

(
πh1+2
0

)−1 (
1− Qh1+2

s−1

)(
πh1
0

)−1 (
1− Qh1

s−2

)
=

=
(
πh1+1
0

)−1 (
1− Qh1+1

s−1

)
πh1+1
0 ×

×
(
πh1+1
0

)−1 (
1− Qh1+1

s−2

)
.

Отсюда следует, что знак выражения (17) такой же,

что и у разности πh1+2
0 πh1

0 −
(
πh1+1
0

)2
. Находим знак

выражения
(
πh1+2
0 πh1

0

)−1
−
(
πh1+1
0

)−2
, противо-

положный знаку выражения πh1+2
0 πh1

0 −
(
πh1+1
0

)2
.

Проведя упрощающие преобразования, находим:

(
πh1+2
0 πh1

0

)−1
−
(
πh1+1
0

)−2
=

=




s∑

j=0

ρj

(j − 1)!s −
s∑

j=0

ρj

j!


 (Eh1+1 − Eh1) ,

где

Eh1 =
ρs

s!

h1−s−1∑

j=1

(
ρ

s

)j

+

+
ρs

s!

(
ρ

s

)h1−s−1 h2−h1−1∑

j=1

(
ρ

s+ α

)j

.

Как видим, первая скобка в правой части имеет
отрицательный знак. Для второй скобки имеем:

Eh1+1 − Eh1 =
ρs+1

s!s

(
ρ

s

)h1−s−1

×

×
[(

ρ

s

)h2−h1−1

+
ρ/s+ ρ/(s+ α)

1 + ρ/s

]
> 0 .

Следовательно, Ah1+2 − Ah1+1 > 0, так как(
πh1+2
0 πh1

0

)−1
−
(
πh1+1
0

)−2
< 0 (или πh1+2

0 πh1
0 −

− (πh1+1
0 )2 > 0), т. е. Ah1+1 возрастает по h1.

Из этого свойства Ah1+1 и из того, что сред-
нее время отсутствия очереди также убывает по h1,
следует, что f(h1, a) убывает по h1. Следовательно,
функция D(h1, a) удовлетворяет всем условиям тео-
ремы 1 из [8]. Далее, рассуждая точно так же, как
и в работе [7], находим, что условия теоремы 1 из [8]
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выполняются и в случае бесконечного накопителя
и функция D(h1) унимодальна по пороговому зна-
чению h1 > s.

В заключение отметим также следующий ре-
зультат, вытекающий из свойства унимодальности
функции D(h1): если существует конечный опти-
мальный порог, то для его поиска (решения ис-
ходной задачи) достаточно применить следующий
простой алгоритм.

1. Положить h1 = s+ 1.

2. До тех пор пока выполняется условие

D (h1 + 1) > D (h1) ,

полагать h1 = h1 + 1.

3. Положить h∗
1 = h1.

Литература

1. Горцев А. М. Система массового обслуживания с произ-
вольным числом резервных каналов и гистерезисным
управлением включением и выключением резервных
каналов // Автоматика и телемеханика, 1977. Вып. 10.
С. 30–37.

2. Крылова Д. С., Головко Н. И., Жук Т. А. Анализ СМО
с резервным прибором и скачкообразной интенсив-
ностью входного потока // Вестник ВГУ. Сер. Физика.
Математика, 2017. № 4. С. 109–123.

3. Клименок В. И. Многолинейная система массового об-
служивания с резервными приборами // Ж. Бело-
русского государственного университета. Математи-
ка. Информатика, 2019. № 3. С. 57–70.

4. Дудин А. Н. О задаче оптимального управления мно-
госкоростной системой массового обслуживания //
Автоматика и телемеханика, 1980. Вып. 9. С. 43–51

5. Самочернова Е. С., Петров Л. И. Оптимизация систе-
мы массового обслуживания с однотипным резерв-
ным прибором // Известия Томского политехниче-
ского университета, 2010. Т. 317. № 5. С. 28–31.

6. Агаларов Я. М. Оптимизация порогового управления
переключением скорости обслуживания в системе
массового обслуживания G/M/1 // Информатика и её
применения, 2022. Т. 16. Вып. 1. С. 73–81.

7. Агаларов Я. М. Оптимальное управление подключени-
ем резервного прибора в системе массового обслужи-
вания G/M/1 // Информатика и её применения, 2022.
Т. 16. Вып. 4. С. 34–41.

8. Агаларов Я. М. Признак унимодальности целочислен-
ной функции одной переменной // Обозрение при-
кладной и промышленной математики, 2019. Т. 26.
Вып. 1. С. 65–66.

Поступила в редакцию 05.09.22

OPTIMIZATION OF A QUEUE-LENGTH DEPENDENT ADDITIONAL

SERVER IN THE MULTISERVER QUEUE

Ya. M. Agalarov

Federal Research Center “Computer Science and Control” of the Russian Academy of Sciences, 44-2 Vavilov Str.,
Moscow 119333, Russian Federation

Abstract: The problem of optimal control of an additional server in a stationary G/M/s queue is considered.
The additional server can be turned on and off at instants when the queue length is changed. It is formulated as
the nonlinear optimization problem, in which the objective function accounts for amounts for service, losses due
to the waiting of customers, maintenance, and downtime of the additional server. The functioning of the system
is described as a controlled Markov chain. Only stationary control policies are considered. For Poisson arrivals,
necessary and sufficient conditions are given for the existence of the optimal decision point (threshold) and it is
proved that the objective function is unimodal. A simple algorithm for the computation of the threshold is provided.

Keywords: multiserver queuing system; optimization; additional server

DOI: 10.14357/19922264230112

References

1. Gortsev, A. M. 1978. A queueing system with an arbitrary
number of stand-by channels and hysteresis control of
their connection and disconnection. Automat. Rem. Contr.
38(10):1451–1457.

2. Krylova, D. S., N. I. Golovko, and T. A. Zhuk. 2017. Analiz
SMO s rezervnym priborom i skachkoobraznoy intensiv-

nost’yu vkhodnogo potoka [Analysis of SMO backup device
and the abrupt intensity of the input stream]. Vestnik VGU.
Ser. Fizika. Matematika [Proceedings of Voronezh State
University. Ser. Physics. Mathematics] 4:109–123.

3. Klimenok, V. I. 2019. Mnogolineynaya sistema massovo-
go obsluzhivaniya s rezervnymi priborami [Multi-server
queueing system with reserve servers]. J. Belarusian State
University. Mathematics Informatics 3:57–70.

94 INFORMATIKA I EE PRIMENENIYA — INFORMATICS AND APPLICATIONS 2023 volume 17 issue 1



Optimization of a queue-length dependent additional server in the multiserver queue

4. Dudin, A. N. 1981. On optimal control of a multi-rate
service system. Automat. Rem. Contr. 41(9):1221–1228.

5. Samochernova, E. S., and L. I. Petrov. 2010. Optimizatsiya
sistemy massovogo obsluzhivaniya s odnotipnym rezerv-
nym priborom [Optimization of the queuing system with
the same type of backup device]. Bulletin Tomsk Polytechnic
University 317(5):28–31.

6. Agalarov, Ya. M. 2022. Optimizatsiya porogovogo uprav-
leniya pereklyucheniem skorosti obsluzhivaniya v sisteme
massovogo obsluzhivaniya G/M/1 [Optimization of the
threshold service speed control in the G/M/1 queue].

Informatika i ee Primeneniya — Inform. Appl. 16(1):
73–81.

7. Agalarov Ya. M. 2022. Optimal’noe upravlenie podklyu-
cheniem rezervnogo pribora v sisteme massovogo obslu-
zhivaniya G/M/1 [Optimal control of a queue-length de-
pendent additional server in GI/M/1 queue]. Informatika
i ee Primeneniya — Inform. Appl. 16(4):34–41.

8. Agalarov, Ya. M. 2019. Priznak unimodal’nosti tselochis-
lennoy funktsii odnoy peremennoy [A sign of unimodality
of an integer function of one variable]. Obozrenie priklad-
noy i promyshlennoy matematiki [Surveys on Applied and
Industrial Mathematics] 26(1):65–66.

Received September 5, 2022

Contributor

Agalarov Yaver M. (b. 1952) — Candidate of Science (PhD) in technology, associate professor, leading scientist,
Institute of Informatics Problems, Federal Research Center “Computer Science and Control” of the Russian
Academy of Sciences, 44-2 Vavilov Str., Moscow 119333, Russian Federation; agglar@yandex.ru

INFORMATIKA I EE PRIMENENIYA — INFORMATICS AND APPLICATIONS 2023 volume 17 issue 1 95



éîæïòíáôéëá é å¿ ðòéíåîåîéñ, 2023. ô. 17. ÷ÙÐ. 1. ó. 96�106

АНАЛИЗ СХЕМЫ ДОСТУПА С ПРЕРЫВАНИЕМ ПРИ НАРЕЗКЕ

РАДИОРЕСУРСОВ СЕТИ ПЯТОГО ПОКОЛЕНИЯ∗

К. И. Б. Аду1, Е. В. Маркова2, Ю. В. Гайдамака3, С. Я. Шоргин4

Аннотация: Активно исследуемая в последние годы технология «нарезки радиоресурсов сети» (NS —
Network Slicing), основанная на представлении общей сетевой инфраструктуры в виде различных настра-
иваемых логических сетей, называемых слайсами, предполагает разделение операторов мобильной сети
на две группы — провайдеры физической сетевой инфраструктуры InPs (Infrastructure Providers) и опе-
раторы мобильной виртуальной сети (MVNOs — Mobile Virtual Network Operators). Последние арендуют
физические ресурсы InPs для создания собственных слайсов с целью предоставления своим пользова-
телям услуг с различными требованиями к качеству обслуживания. В статье для сети с технологией
NS предложена схема доступа к радиоресурсам сети, предоставляющей пользователям услуги с гаран-
тированной скоростью передачи данных (GBR — Guaranteed Bit Rate) и приоритетным управлением,
основанным на реализации механизма прерывания обслуживания пользователей. Для оценки эффектив-
ности предлагаемой схемы проведен сравнительный анализ ее характеристик с характеристиками схемы
доступа, основанной на механизме резервирования ресурсов.

Ключевые слова: 5G; нарезка сети; качество обслуживания; ключевые показатели эффективности;
приоритетное управление; прерывание обслуживания; итерационный метод
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1 Введение
Ввиду ограниченности спектра частотного диа-

пазона мобильных сетей для предоставления поль-
зователям услуг с требуемым качеством обслужи-
вания необходимо внедрение новых технологий.
В последние годы активно исследуется техноло-
гия «нарезки радиоресурсов сети» NS, основанная
на представлении общей сетевой инфраструктуры
в виде различных настраиваемых логических сетей,
называемых слайсами. Одной из важнейших проб-
лем реализации технологии NS является пробле-
ма эффективного распределения радиоресурсов —
полосы пропускания или физических ресурсных
блоков PRB (Physical Resource Block). Радиоре-
сурсы должны быть распределены между несколь-
кими слайсами в соответствии с динамически
меняющимися требованиями пользователей — опе-
раторов мобильной виртуальной сети MVNOs (Mo-
bile Virtual Network Operators), при этом должны
быть выполнены ключевые требования к изоля-
ции слайсов [1, 2], в частности трафик, обслужива-
емый в рамках одного слайса, не должен оказывать
негативного влияния на трафик, обслуживаемый
в других слайсах. Например, в работах [3, 4] для

реализации межслайсовой изоляции предложены
подходы, основанные на резервировании ресурсов.

В данной работе рассмотрена модель схемы рас-
пределения ресурсов базовой станции (БС) соты
сети между несколькими слайсами, пользователям
которых предоставляются услуги реального време-
ни с GBR, например видео- и голосовая телефо-
ния. Особенность предложенной модели заключа-
ется в управлении доступом RAC (Radio Admission
Control), основанном на реализации совместно-
го доступа к части имеющихся ресурсов и вве-
дении приоритетного обслуживания. Для ре-
ализации межслайсовой изоляции приоритетное
управление использует механизм прерывания об-
служивания пользователей, при этом в статье раз-
работан итерационный метод расчета числа пре-
рванных запросов. Чтобы оценить эффективность
предлагаемой схемы доступа с прерыванием об-
служивания пользователей (далее — ПС, схема
с прерыванием), проведен сравнительный анализ
ее основных ключевых показателей эффективности
(КПЭ) с КПЭ схемы доступа, основанной на реали-
зации механизма резервирования ресурсов (далее —
РС, схема с резервированием) [5, 6].

∗Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда № 22-79-10053, https://rscf.ru/project/22-79-10053/.
1Российский университет дружбы народов, adu-k@rudn.ru
2Российский университет дружбы народов, markova-ev@rudn.ru
3Российский университет дружбы народов; Федеральный исследовательский центр «Информатика и управление» Российской

академии наук, gaydamaka-yuv@rudn.ru
4Федеральный исследовательский центр «Информатика и управление» Российской академии наук, sshorgin@ipiran.ru
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2 Описание модели

Рассмотрим работу БС соты сети, принадлежа-
щей одному провайдеру InP и имеющей емкость C.
Емкость БС используется несколькими мобильны-
ми операторами MVNOs, предоставляющими услу-
ги своим пользователям, при этом под каждую услу-
гу оператору MVNO выделяется так называемый
«слайс» — часть от общей емкости C. Обозна-
чим множество слайсов через S, S ⊂ N \ {0}, N =
= {0, 1, 2, . . .}. Для каждого слайса s определе-
на максимальная емкость Cs, причем Cs ≤ C
и
∑

s∈S Cs ≥ C. Емкость Cs слайса s включает
в себя гарантированную часть емкостью Qs и об-
щедоступную часть Cs − Qs, при этом Qs ≤ Cs

и
∑

s∈S Qs ≤ C. Поток запросов пользователей на
предоставление услуги s моделируется с помощью
пуассоновского потока запросов типа s с интенсив-
ностью λs, s ∈ S.

Основные обозначения представлены в табл. 1.
Указанные параметры позволяют реализовать схе-
му ПС управления доступом с механизмом пре-
рывания обслуживания пользователей. Отличие
предлагаемой схемы ПС управления доступом с ме-
ханизмом прерывания от классической неполнодо-
ступной схемы с потолками в общей части ресурса
(Sharing with Maximum Queue Length and Minimum
Allocation) [7–9] заключается в отсутствии индиви-
дуальной зоны для запросов типа s, s ∈ S, в которую
не допускаются запросы других типов. Отметим,
что в гарантированной части незагруженного слай-
са s, s ∈ S, может начать обслуживаться принятый

в систему запрос произвольного типа �s, �s ∈ S \ {s},
при этом с точки зрения слайса s запрос типа �s
становится так называемым «нарушителем». Если
при последующем поступлении запроса типа s чис-
ло обслуживаемых в этом слайсе запросов окажется
меньше гарантированного значения ⌊Qs/bs⌋, а объ-
ем доступного ресурса БС меньше требуемого bs,
то запрос будет принят на обслуживание за счет
прерывания обслуживания одного или нескольких
запросов-«нарушителей» типа �s, �s ∈ S \ {s}. Для
реализации механизма прерывания каждому слай-
су присвоен приоритет в обслуживании, что также
отличает предложенную схему ПС от классической
неполнодоступной схемы с потолками в общей час-
ти ресурса. В предположении о различающихся
приоритетах у слайсов перенумеруем слайсы в по-
рядке убывания приоритета, т. е. высший приори-
тет в обслуживании получат запросы, находящиеся
в слайсе с номером «1», низший — в слайсе с номе-
ром «|S|». Введем вектор-функцию прерывания

z (s,n) = (z�s (s,n)) =
(
z1 (s,n) , . . . , z|S| (s,n)

)
,

определяющую число обслуживаемых запросов
слайса �s, �s ∈ S, которое необходимо прервать для
приема одного запроса в слайс s, s ∈ S.

Таким образом, при поступлении в слайс s, s ∈
∈ S, запроса на предоставление услуги возможны
три случая:

(1) запрос немедленно будет принят на обслужи-
вание, если число обслуживаемых запросов
в данном слайсе меньше ⌊Cs/bs⌋, а объем до-

Таблица 1 Основные символы системы

Обозначение Описание
Единица

измерения
S Множество слайсов в системе, S ⊂ N \ {0}, N = {0, 1, 2, . . .} —
C Общая емкость системы ед. емкости
Cs Максимальная емкость слайса s, s ∈ S,

∑
s∈S Cs ≥ C ед. емкости

Qs Гарантированная емкость слайса s, s ∈ S, Qs ≤ Cs и
∑

s∈S Qs ≤ C ед. емкости

λs Интенсивность поступления запросов в слайс s, s ∈ S, λ =
(
λ1, . . . , λ|S|

)
запросов/ед. вр.

µ−1
s

Среднее время обслуживания одного запроса в слайсе s, s ∈ S, µ =
=
(
µ1, . . . , µ|S|

) ед. вр.

ρs = λs/µs Предложенная нагрузка, создаваемая запросами в слайсе s, s ∈ S —

bs
Требование к ресурсам, необходимым для обслуживания одного запроса
в слайсе s, s ∈ S, bs ≤ Qs, b =

(
b1, . . . , b|S|

) ед. емкости

⌊Cs/bs⌋
Максимальное число запросов в слайсе s, s ∈ S,Nmax = (⌊C1/b1⌋ , . . .
. . . ,

⌊
C|S|/b|S|

⌋) —

⌊Qs/bs⌋
Максимальное число запросов, которое может быть обслужено с использо-
ванием гарантированной емкости слайса s, s ∈ S,Ng = (⌊Q1/b1⌋ , . . .
. . . ,

⌊
Q|S|/b|S|

⌋) —

ns
Число запросов в слайсе s, s ∈ S, когда система находится в состоянии
n =

(
n1, . . . , n|S|

) —

es Строка s, s ∈ S, единичной матрицы |S| × |S| —
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Рис. 1 Блок-схема для иллюстрации правил управления доступом к радиоресурсам системы

ступного ресурса БС больше или равен bs, т. е.
(n+ es −Nmax) · es ≤ 0 ∧ (n+ es) · b ≤ C;

(2) запрос будет принят на обслуживание за счет
прерывания обслуживания запросов-«нару-
шителей» из других слайсов �s, �s ∈ S \ {s},
число которых определяется с помощью век-
тор-функции прерывания z (s,n), если число
обслуживаемых запросов в слайсе s мень-
ше ⌊Qs/bs⌋, а объем доступных ресурсов
БС меньше bs, т. е. (n+ es −Ng) · es ≤ 0 ∧
∧ (n+ es − z (s,n)) · b ≤ C;

(3) запрос будет заблокирован, если число обслу-
живаемых запросов в слайсе s больше или
равно ⌊Qs/bs⌋, а объем доступного ресур-
са БС меньше bs, т. е. (n+ es −Ng) · es >
> 0 ∧ (n+ es) · b > C.

Отметим, что, в отличие от классических схем
управления доступом с приоритизацией, пред-
лагаемая схема ПС для приема запроса в га-
рантированную часть соответствующего слайса
предусматривает необходимость прервать обслужи-
вание запроса-«нарушителя» (т. е. запроса, обслу-
живаемого вне гарантированной части своего слай-
са) не только более низкого приоритета, но и более
высокого приоритета.
Утверждение 1. При начальном условии z (s,n) = 0,
числа z�s (s,n), �s ∈ S, запросов, обслуживание кото-
рых необходимо будет прервать, можно вычислить
с помощью рекуррентного соотношения

z�s (s,n) = min

{
R ((n−Ng) · e�s) ,

R

(⌈
(n+ es − z (s,n)) · b− C

e�s · b

⌉)}
,

�s = |S|, . . . , 1, (1)

где R (x) = xH (x) — функция Рампы1, а H (x) —
функция Хевисайда2.

Отметим, что число zs (s,n) , s ∈ S, всегда рав-
но нулю, так как запрос не может быть принят на
обслуживание за счет прерывания обслуживаемо-
го(-ых) запроса(-ов) в этом же слайсе.

Для наглядности схему управления доступом
можно описать с помощью блок-схемы, представ-
ленной на рис. 1.

3 Построение математической
модели

В соответствии с описанной в разд. 2 схемой
управления доступом к радиоресурсам сети пове-
дение системы описывает |S|-мерный случайный
процесс (СП) X (t) =

(
X1 (t) , . . . , X|S| (t) , t > 0

)
,

где Xs (t), s ∈ S, — число обслуживаемых запросов
в слайсе s в момент времени t над пространством
состояний

Ÿ =
{
n ∈ N

|S| : (n−Nmax) · j ≤ 0 ∧ n · b ≤ C
}

,

где N
|S| — множество всевозможных |S|-мерных

векторов-строк с натуральными элементами, а j —
единичная матрица размера 1× |S|.

Схема соответствующей мультисервисной сис-
темы массового обслуживания (СМО) [10] изобра-
жена на рис. 2.

Для дальнейшего анализа модели введем сле-
дующие подмножества пространства состояний Ÿ
системы:

(1) Ÿdads , s ∈ S, — множество состояний систе-
мы, в которых поступающий в слайс s запрос
немедленно будет принят на обслуживание:

1https://mathworld.wolfram.com/RampFunction.html.
2https://mathworld.wolfram.com/HeavisideStepFunction.html.
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Рис. 2 Схема СМО

Ÿdads = {n ∈ Ÿ :
(n−Nmax) · es < 0 ∧ (n+ es) · b ≤ C} ; (2)

(2) Ÿvpads , s ∈ S, — множество состояний системы,
в которых поступающий в слайс s запрос будет
принят на обслуживание за счет прерывания
обслуживаемого(-ых) запроса(-ов) в слайсах �s,
�s ∈ S \ {s}:

Ÿvpads = {n ∈ Ÿ :
(n−Ng) · es < 0 ∧ (n+ es) · b > C} ; (3)

(3) Ÿblocks , s ∈ S, — множество состояний систе-
мы, в которых поступающий в слайс s запрос
будет заблокирован:

Ÿblocks = {n ∈ Ÿ :
(n−Ng) · es ≥ 0 ∧ (n+ es) · b > C} ; (4a)

или
Ÿblocks = Ÿ \

(
Ÿdads ∪ Ÿvpads

)
, (4b)

гдеŸdads ∪Ÿvpads — множество состояний систе-
мы, в которых поступающий в слайс s запрос
будет принят на обслуживание.

Пример для иллюстрации данных подмножеств
для S = {1, 2} представлен в разд. 4.1 (см. рис. 4).

Подмножества (2)–(4) позволяют разделить все
состояния n,n ∈ Ÿ, системы на шесть групп:

(1)
⋂

s∈S Ÿ
dad
s — множество состояний системы,

в которых любой поступающий в систему за-
прос немедленно будет принят на обслужива-
ние;

(2) Ÿdads \⋃�s∈S\{s} Ÿ
dad
�s , s ∈ S, — множество со-

стояний системы, в которых только поступа-

ющий в слайс s запрос немедленно будет при-
нят на обслуживание;

(3) Ÿvpads ∩ ⋃�s∈S\{s} Ÿ
vpad
�s , s ∈ S, — множество

состояний системы, в которых поступающие
в слайсы s и �s, �s ∈ S \ {s}, запросы будут
приняты на обслуживание за счет прерывания
обслуживаемого(-ых) запроса(-ов) в слайсах “s,
“s ∈ S \ {s, �s};

(4) Ÿvpads \ ⋃�s∈S\{s} Ÿ
vpad
�s , s ∈ S, — множество

состояний системы, в которых только посту-
пающий в слайс s запрос будет принят на об-
служивание за счет прерывания одного или
нескольких обслуживаемых запросов в слай-
се �s, �s ∈ S \ {s};

(5)
⋂

s∈S Ÿ
block
s — множество состояний системы,

в которых любой поступающий в систему за-
прос будет заблокирован;

(6) Ÿblocks \ ⋃�s∈S\{s} Ÿ
block
�s , s ∈ S, — множество

состояний системы, в которых только посту-
пающий в слайс s запрос будет заблокирован.

Диаграмма интенсивностей переходов для со-
стояния системы n,n ∈ Ÿ, имеет вид, представлен-
ный на рис. 3.

Функция управления доступом к ресурсам сис-
темы определяется следующим образом:

fs (n) =

{
1, если n ∈

(
Ÿdads ∪ Ÿvpads

)
;

0 в противном случае, n ∈ Ÿblocks .

s ∈ S.

Согласно диаграмме интенсивностей переходов
рис. 3, рассматриваемый СП описывается следу-
ющей системой уравнений равновесия:

Рис. 3 Диаграмма интенсивностей переходов для состо-
яния системы n, n ∈ Ÿ
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P (n)

(
λ ·
∑

s∈S

(
IŸdads

(n) + IŸvpads
(n)
)
es + n · µ

)
=

= λ ·
∑

s∈S

(
P (n− es) IŸdads

(n− es) +

+P (n− es + z (s,n)) IŸvpads
(n− es + z (s,n))

)
es+

+ µ ·
∑

s∈S

(
P (n+ es) IŸdads

(n) (n+ es) · es
)
es,

где P (n ∈ Ÿ)— стационарная вероятность того, что
система находится в состоянии n, а I◦ (∗) — функ-
ция-индикатор1.

В связи с реализацией механизма прерыва-
ния обслуживания запросов СПX (t)t>0, описыва-
ющий рассматриваемую систему, не является обра-
тимым марковским процессом. В этом случае для
вычисления стационарного распределения вероят-
ностей состояний системы P = (P (n))

n∈Ÿ — век-
тора-столбца размера |Ÿ| — может быть применен
один из численных методов, например итерацион-
ный метод [11, 12]:

A⊤P = 0 , P · j = 1 ,

гдеA— инфинитезимальная матрица размера |Ÿ|2,
элементы A (n, �n), n ∈ Ÿ, �n ∈ Ÿ, которой опреде-
ляются следующим образом:
при n 6= �n

A (n, �n) =




λ · es, если �n = n+ es, n ∈ Ÿdads ,

или �n = n+ es − z (s,n) , n ∈ Ÿvpads ;

(n⊙ µ) · es, если �n = n− es, �n ∈ Ÿdads ;

0 в противном случае, �n ∈ Ÿ \ {n},
s = 1, . . . , |S|;

при n = �n

A (n,n) = −
∑

�n∈Ÿ\{n}

A (n, �n).

Рассчитав стационарное распределение вероят-
ностей состояний системы, можно вычислить сле-
дующие КПЭ системы:

– среднее число запросов, обслуживаемых в сис-
теме

N =
∑

n∈Ÿ

P (n) n · j ; (5)

– вероятность блокировки запроса, поступающе-
го в систему

P block =
∑

n∈B

P (n); B =
|S|⋂

s=1

Ÿblocks ; (6)

– средний занятый ресурс,

K =
∑

n∈Ÿ

P (n) n · b . (7)

4 Примеры расчета
вектор-функции прерывания
обслуживания

Проиллюстрируем работу итерационного мето-
да расчета числа и типа запросов-«нарушителей»,
которые должны быть прерваны для приема запро-
са, поступающего в гарантированную часть свое-
го слайса, на примере моделей с двумя и тремя
слайсами, для которых вычислим вектор-функцию
прерывания обслуживания (1) запросов.

4.1 Модель сети с двумя слайсами

Для случая S = {1, 2} с учетом основных под-
множеств системы (2)–(4) пространство состояний
модели имеет вид, изображенный на рис. 4.

Приведем пример расчета вектор-функции пре-
рывания обслуживания (1) для приема запроса

(a) Ÿdad1 ∩ Ÿdad2 (d) Ÿvpad1

(b) Ÿdad1 \Ÿdad2 (e) Ÿvpad2

(c) Ÿdad2 \Ÿdad1 (f) Ÿblock1 ∩ Ÿblock2

Рис. 4 Пространство состояний модели с двумя слайсами
с учетом основных подмножеств системы

1https://mathworld.wolfram.com/CharacteristicFunction.html.
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Таблица 2 Исходные данные для сравнительного анализа [13]

СХЕМА С РЕЗЕРВИРОВАНИЕМ (РС) СХЕМА С ПРЕРЫВАНИЕМ (ПС)
СЛАЙС/УСЛУГА

Параметр Значение
Единица

измерения
Параметр Значение

Единица
измерения

1/3K Cloud VR (Game)

C1 1,0 Гбит/с C1 1,25 Гбит/с
Q1 1,0 Гбит/с Q1 1,0 Гбит/с
b1 0,1 Гбит/с b1 0,1 Гбит/с

µ−1
1 3600 с µ−1

1 3600 с

2/4K Live News Pushing (30 fps)

C2 0,5 Гбит/с C2 0,65 Гбит/с
Q2 0,5 Гбит/с Q2 0,5 Гбит/с
b2 0,04 Гбит/с b2 0,04 Гбит/с

µ−1
2 1200 с µ−1

2 1200 с

3/4K On-Demand Video

C3 0,5 Гбит/с C3 0,65 Гбит/с
Q3 0,5 Гбит/с Q3 0,5 Гбит/с
b3 0,03 Гбит/с b3 0,03 Гбит/с

µ−1
3 1800 с µ−1

3 1800 с

4/4K Live Broadcast Pushing (50fps)

C4 0,5 Гбит/с C4 0,65 Гбит/с
Q4 0,5 Гбит/с Q4 0,5 Гбит/с
b4 0,063 Гбит/с b4 0,063 Гбит/с

µ−1
4 5400 с µ−1

4 5400 с

СЦЕН. 1 СЦЕН. 2 СЦЕН. 3
ρ λs

СЛАЙСЫ C СЛАЙСЫ C СЛАЙСЫ C

от 1 до 25 ρµs запросов/с 1 и 2 1,5 Гбит/с 1, 2 и 3 2,0 Гбит/с 1, 2, 3 и 4 2,5 Гбит/с

в первый слайс z (1,n) = (z1 (1,n) , z2 (1,n)). Рас-
смотрим состояние системы

n =

(⌊
⌊C/b1⌋

(
1− ⌊C2/b2⌋

⌊C/b2⌋

)⌋
, ⌊C2/b2⌋

)
,

которое согласно диаграмме на рис. 4 принадлежит
множеству Ÿvpad1 , т. е. множеству состояний систе-
мы, в которых поступающий в первый слайс запрос
будет принят на обслуживание за счет прерыва-
ния обслуживаемого(-ых) запроса(-ов) во втором
слайсе.

Для исходных данных «СЦЕН. 1», представлен-
ных в табл. 2, получим n = (8, 16), n ∈ Ÿvpad1 .

Рассчитаем число z2 (1,n) обслуживаемых за-
просов второго слайса, которое необходимо пре-
рвать для приема одного запроса в первый слайс.
Воспользуемся начальным условием z (1,n) =
= (0, 0), получим

z2 (1,n) = min

{
R ((n−Ng) · e2) ,

R

(⌈
(n+ e1) · b− C

e2 · b

⌉)}
= min {R (4) , R (1)} =

= min {4, 1} = 1.

Перейдем к расчету числа z1 (1,n) обслужива-
емых запросов первого слайса, которое необхо-

димо прервать для приема одного запроса в пер-
вый слайс. Очевидно, что число z1 (1,n) должно
быть равно 0, так как запрос не может быть при-
нят в слайс на обслуживание за счет прерывания
обслуживаемого(-ых) запроса(-ов) в этом же слай-
се. Воспользуемся текущим значением z (1,n) =
= (0, z2 (1,n)) = (0, 1), получим

z1 (1,n) = min

{
R ((n−Ng) · e1) ,

R

(⌈
(n+ e1 − z (1,n)) · b− C

e1 · b

⌉)}
=

= min {R (−2) , R (0)} = min {0, 0} = 0 .

Таким образом, в состоянии системыn = (8, 16),
n ∈ Ÿvpad1 , вектор-функция прерывания z (1,n) =
= (z1 (1,n) , z2 (1,n)) = (0, 1), т. е. поступающий
в первый слайс запрос будет принят на обслужи-
вание за счет прерывания одного запроса, обслу-
живаемого во втором слайсе.

4.2 Модель сети с тремя слайсами

Перейдем к трехмерному случаю S = {1, 2, 3}.
Рассмотрим пример расчета вектор-функции пре-
рывания обслуживания (1) для приема запроса во
второй слайс z (2,n) = (z1 (2,n) , z2 (2,n) , z3 (2,n)),
n ∈ Ÿvpad2 .

Сведем исходные данные для примера в табл. 3.
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Таблица 3 Исходные данные для примера с тремя слай-
сами

C, Мбит/с b, Мбит/с n N
g

13 (1,3,1) (6,1,4) (2,2,2)

Рассчитаем число z3 (2,n) обслуживаемых за-
просов третьего слайса — слайса с низшим прио-
ритетом, которое необходимо прервать для приема
одного запроса во второй слайс. Воспользуемся
начальным условием z (2,n) = (0, 0, 0), получим

z3 (2,n) = min

{
R ((n−Ng) · e3) ,

R

(⌈
(n+ e2) · b− C

e3 · b

⌉)}
= min {R (2) , R (3)} =

= min {2, 3} = 2.
Покажем, что число z2 (2,n) обслуживаемых за-

просов второго слайса, которое необходимо пре-
рвать для приема одного запроса во второй слайс,
равно 0. Воспользуемся текущим значением функ-
ции z (2,n) = (0, 0, z3 (2,n)) = (0, 0, 2), получим

z2 (2,n) = min

{
R ((n−Ng) · e2) ,

R

(⌈
(n+ e2 − z (2,n)) · b− C

e2 · b

⌉)}
=

= min {R (−1) , R (1)} = min {0, 1} = 0.
Согласно схеме управления доступом ПС при

исчерпании возможности освободить ресурс за счет
прерывания запросов-«нарушителей» более низко-
го приоритета для приема запроса в гарантирован-
ную часть второго слайса должно быть прервано
обслуживание запросов-«нарушителей» более вы-
сокого приоритета. Так как число обслуживаемых
запросов первого слайса превышает гарантирован-
ное значение, для приема одного запроса во второй
слайс должно быть прервано обслуживание z1 (2,n)
запросов первого слайса. С учетом текущего значе-
ния вектор-функции прерывания

z (2,n) = (0, z2 (2,n) , z3 (2,n)) = (0, 0, 2)

получим

z1 (2,n) = min

{
R ((n−Ng) · e1) ,

R

(⌈
(n+ e2 − z (2,n)) · b− C

e1 · b

⌉)}
=

= min {R (4) , R (1)} = min {4, 1} = 1.
Таким образом, в состоянии системы n = (6, 1, 4),
n ∈ Ÿvpad2 , вектор-функция прерывания обслужи-
вания запросов имеет вид

z (2,n) = (z1 (2,n) , z2 (2,n) , z2 (2,n)) = (1, 0, 2) ,

т. е. поступающий во второй слайс запрос будет
принят на обслуживание за счет прерывания двух
запросов, обслуживаемых в третьем слайсе, и одно-
го — в первом.

Далее перейдем к анализу основных КПЭ сис-
темы, описанных в разд. 3.

5 Численный анализ

Для анализа эффективности предложенной в ра-
боте схемы доступа ПС к радиоресурсам се-
ти, основанной на реализации механизма пре-
рывания обслуживания пользователей, проведем
сравнительный анализ ее основных КПЭ с КПЭ
известной схемы доступа РС, основанной на реали-
зации механизма резервирования ресурсов. Сведем
исходные данные для численного анализа в табл. 2.
Рассмотрим зависимость среднего числа запросов,
обслуживаемых в системе, (5), вероятности блоки-
ровки запроса любого типа, поступающего в систе-
му, (6) (вероятности блокировки системы) и сред-
него числа занятых ресурсов в системе (7) от
интенсивности предложенной нагрузки ρ, созда-
ваемой в каждом слайсе. Положим ρs = ρ, s ∈ S.
Результаты сравнительного анализа схем ПС и РС
представлены на рис. 5 и 6.

На рис. 5, а проиллюстрировано поведение
среднего числа запросов N , обслуживаемых в систе-
ме, в зависимости от интенсивности предложенной
нагрузки ρ для трех сценариев — с двумя, тремя
и четырьмя слайсами. По графику видно, что чем
больше слайсов в сети, тем выше среднее число
обслуживаемых запросов и тем эффективнее схема
ПС, в частности (см. рис. 6, а) для «СЦЕН. 1» эф-
фективность схемы ПС может превышать эффек-
тивность схемы РС в 1,06 раза, а для «СЦЕН. 3» —
в 1,12 раза.

С ростом интенсивности предложенной нагруз-
ки ρ вероятность блокировки системы P block уве-
личивается для всех рассматриваемых сценариев
(см. рис. 5, б), причем она минимальна для сце-
нария с наибольшем числом слайсов («СЦЕН. 3»).
Однако на рис. 5, б и 6, б видно, что схема ПС эф-
фективнее схемы РС только в диапазоне небольших
нагрузок на систему, в частности (см. рис. 6, б) для
«СЦЕН. 2» и «СЦЕН. 3» — диапазон от 1 до 4,43.

Анализ рис. 5, в и 6, в показывает, что система
более эффективно использует ресурсы при при-
менении схемы ПС. В частности (см. рис. 6, в),
среднее число ресурсов, занятых в системе, при ис-
пользовании схемы ПС для «СЦЕН. 1» может быть
в 1,05 раза выше, чем при использовании схемы РС,
а для «СЦЕН. 3» — в 1,12 раза.
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Анализ схемы доступа с прерыванием при нарезке радиоресурсов сети пятого поколения

Рис. 5 Графики зависимостей среднего числа запросов,
обслуживаемых в системе (а), вероятности блокировки
системы (б) и среднего занятого ресурса (в) от интен-
сивности предложенной нагрузки: 1 — СЦЕН. 1; 2 —
СЦЕН. 2; 3 — СЦЕН. 3; сплошные кривые — ПС;
штриховые кривые — РС

Рис. 6 Графики зависимостей соотношений средних чи-
сел обслуживаемых в системе запросов (а), вероятности
блокировки системы (б) и среднего занятого ресурса (в)
для двух схем от интенсивности предложенной нагрузки:
1 — СЦЕН. 1; 2 — СЦЕН. 2; 3 — СЦЕН. 3

6 Заключение

В работе предложена схема доступа запросов
пользователей к ресурсам беспроводной сети, осно-
ванная на реализации механизма прерывания об-

служивания пользователей в рамках технологии на-
резки радиоресурсов сети Network Slicing.

Проведен сравнительный анализ, показыва-
ющий эффективность предложенной схемы по
сравнению с известной схемой доступа, основан-
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ной на механизме резервирования ресурсов. Ре-
зультаты численного эксперимента показали, что
в диапазоне небольших нагрузок на систему пред-
ложенная схема эффективнее схемы доступа с ре-
ализацией механизма резервирования. Результа-
ты численного эксперимента выделяют следующие
особенности применения предложенной схемы до-
ступа по сравнению со схемой на основе реализации
механизма резервирования:

(1) эффективность в диапазоне небольших нагру-
зок в использовании физических ресурсов БС
и емкостей слайсов;

(2) значимое повышение эффективности при
поддержке предоставления услуг для большего
числа слайсов.
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Abstract: The network slicing (NS) technology, which has been actively studied in recent years, is based on the
representation of a common network infrastructure in the form of various customizable logical networks called
slices and involves the division of mobile network operators into two groups — physical network infrastructure
providers (InPs) and mobile virtual network operators (MVNOs). The MVNOs lease the physical resources of InPs
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to create their own slices to provide services to their users with different quality of service requirements. In the
present paper, for a network with NS technology, a scheme for accessing its radio resources is proposed that provides
users with services with a guaranteed bit rate (GBR) and priority control based on the implementation of the user
service interruption mechanism. The authors propose a scheme for accessing radio resources of a network under
NS technology that provides users with services with GBR and priority control based on the implementation of the
user service interruption mechanism. To evaluate the effectiveness of the proposed scheme, a comparative analysis
of its characteristics with the characteristics of the access scheme based on the resource reservation mechanism was
carried out.
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МНОГОМЕРНЫЕ БАТТЕРФЛЯИ

В ЗАДАЧАХ ОПТИМИЗАЦИИ ПО CC-VaR

Г. А. Агасандян1

Аннотация: Работа продолжает исследование технических проблем, связанных с применением конти-
нуального критерия VaR (CC-VaR) на многомерных рынках опционов. В предположении, что на рынке
сценарными баттерфляями непосредственно не торгуют, разрабатывается методика получения их реп-
ликации из многомерных α-опционов — многомерного обобщения обычных одномерных опционов,
таких как коллы и путы. Работа служит непосредственным расширением предложенного в предыдущей
работе автора способа, позволяющего конструировать индикаторы базиса на многомерном сценарном
рынке комбинациями многомерных бинарных опционов. Методика основывается на теоремах паритета
для одномерного рынка традиционных опционов и пригодна для рынков произвольной размерности,
но ее фактическая реализация проводится для двумерных рынков. Приводятся конструкции базисов из
α-опционов — как однотипных, так и смешанных естественных с выделенным центром рынка. Теорети-
ческие представления оптимальных портфелей в этих базисах иллюстрируются на примере конкретного
двумерного рынка.

Ключевые слова: базовые активы; многомерный рынок; функция рисковых предпочтений инвестора;
континуальный критерий VaR (CC-VaR); стоимостная и прогнозная плотности; опционы колл и пут;
α-опционы; сценарные баттерфляи; базисы; центр рынка; портфели баттерфляев
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1 Введение

Проблемы применения на рынках опционов
введенного автором континуального критерия VaR
(CC-VaR) рассматриваются в [1–5]. Настоящую
работу можно рассматривать как продолжение ис-
следования [6], в котором предлагались варианты
репликации индикаторов базиса на многомерном
сценарном рынке комбинациями так называемых
ζ-опционов (многомерных бинарных опционов).
Здесь подобная задача решается для более сложных
инструментов — многомерных аналогов одномер-
ных базисных баттерфляев, которые реплицируют-
ся комбинациями так называемых α-опционов —
многомерных аналогов традиционных опционов
типа колл и пут.

Основания для такого рассмотрения и его проб-
лемы, связанные с применением континуального
критерия VaR (CC-VaR), приведены в [6], там же
вводятся многие обозначения, которые использу-
ются и здесь. Теоретической моделью при постро-
ении α-рынка служит также многомерный δ-ры-
нок [5, 6].

В работе для многомерных рынков опционов
решаются те же проблемы технического характера,
что и для ζ-рынков — рынков многомерных бинар-
ных опционов. Но на этот раз в отношении своего
инструментария они в большей мере напоминают

проблемы традиционных рынков опционов, на ко-
торых в отсутствие баттерфляев в качестве объектов
непосредственной торговли предлагается получать
их в виде комбинаций коллов и путов.

2 Теоретический α-рынок
и его свойства

Вновь рассматривается многомерный δ-ры-
нок (однопериодный, теоретический и идеальный)
с n (> 1) базовыми активами, векторы цен ко-
торых в конце периода x = (x1, x2, . . . , xn), xl ∈
∈ Xl ⊂ R, l ∈ N = {1, . . . , n}, образуют n-мерное
множество X =

∏
l∈N Xl. На X заданы прогнозная

p(x) и стоимостная c(x) плотности, порождающие
вероятностные меры P{·} и C{·}.

Платежная функция произвольного инструмен-
та I обозначается π(x; I), его рыночная стоимость
и средний, с точки зрения инвестора, доход, рассчи-
танные по плотностям c(x) и p(x) соответственно,
определяются соотношениями:

|I| =
∫

X

π(x; I)c(x) dx ; ‖I‖ =
∫

X

π(x; I)p(x) dx .

Базис рынка составляют δ-инструменты D(s),
s ∈ X, с обобщенной n-мерной δ-функцией отно-
сительно s в качестве платежной:
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D(s) =
∏

l∈N

Dl(sl) ,

π(x;D(s)) = δ(x − s) =
∏

l∈N

δ(xl − sl). (1)

Инструмент G с произвольной измеримой пла-
тежной функцией g(x) и его стоимость имеют вид:

G =

∫

X

g(s)D(s) ds ;

|G| =
∫

X

g(s)|D(s)| ds =

∫

X

g(s)c(s) ds .

Наряду с «полноправными» n-мерными инстру-
ментами на рынке присутствуют и их k-мерные вер-
сии, у которых n−k координатных базовых активов
представлены в форме одномерных единичных без-
рисковых инструментов.

Для индикаторов H{M}, M ⊂ X, безрискового
актива U =H{X} и их цен

H{M} =
∫

M

D(s) ds ; |H{M}| =
∫

M

c(s) ds ;

|U | = C{X} =
∫

X

c(s) ds =
1

r
,

где r — приравниваемый единице безрисковый до-
ход за период.

На одномерном рынке опционы пут Ps и колл Cs

со страйком s задаются своими платежными функ-
циями:

π(x;Ps) = max(0, s − x);

π(x;Cx) = max(0, x − s), x, s ∈ X ⊂ R .

}
(2)

Для них выполняется формула паритета (X — век-
тор базовых активов)

Cs − Ps =X − sU .

Нормированными спрэдами быка с парой
страйков s − h, s ∈ X (h > 0) и медведя с парой
страйков s, s+h ∈ X служат комбинации опционов
соответственно

Sbulls;h =
1

h
(Cs−h − Cs) = U +

1

h
(Ps−h − Ps) ;

Sbears;h =
1

h
(Ps+h − Ps) = U +

1

h
(Cs+h − Cs)





(3)

с платежными функциями

π
(
x;Sbulls;h

)
= min

(
1,
1

h
max(0, x − (s − h))

)
;

π
(
x;Sbears;h

)
= min

(
1,
1

h
max(0, (s+ h)− x)

)
.





(4)

Нормированные симметричные баттерфляи
с тройкой страйков s − h, s, s + h ∈ X образуются
комбинациями

Bs;h =
1

h
(Cs−h − 2Cs +Cs+h) =

=
1

h
(Ps−h − 2Ps + Ps+h) =

= U +
1

h
(Ps−h − Ps − Cs +Cs+h) (5)

с платежными функциями

π (x;Bs;h) =
1

h
max(0, h − |x − s|). (6)

В комбинациях (3) и (5) безрисковый инстру-
мент U выполняет функцию маржевого инстру-
мента и применяется инвестором в соответствии
с требованиями рынка. Формально верно еще одно
представление:

Bs;h =
1

h
(Cs−h − Cs − Ps + Ps+h) ,

но оно не является естественным (страйки коллов
в комбинации ниже страйков путов) и потому далее
не используется.

Можно было бы рассматривать и не создающие
принципиальных трудностей несимметричные бат-
терфляи (с неравными по длине сценариями и не-
равномерной линейкой страйков), но они, как пра-
вило, не применяются на рынках и к тому же сильно
загромождали бы изложение.

С целью алгоритмической автоматизации даль-
нейших построений для одномерных опционов Ps

и Cs вводятся также обозначения O−
s (и O0;s) и O+s

(и O1;s), которые могут обрастать дополнительны-
ми индексами координат l ∈ N :

O0;s ≡ O−
s ≡ Ps ; O1;s ≡ O+s ≡ Cs . (7)

Многомерным обобщением одномерных опцио-
нов Ps и Cs служат n-мерные α-опционы Aα;s век-
торного типа α и с векторным страйком s ∈ R

n,
задаваемые вместе с платежными функциями соот-
ношениями

Aα;s =
∏

i∈N

Oiβi;si
,

π (x, Aα;s) =
∏

l∈N

π (xl;Olβl;sl
) , x ∈ R

n ,

π (xl;Olβl;sl
) = ωlβl;sl

(xl) =

= max (0, αl(xl − sl)) , l ∈ N . (8)
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Как и в [6], вектор α с компонентами αl = ±1,
l ∈ N , в индексах инструментов (или просто ±)
определяет векторный тип α-опционов Aα;s. Век-
тор β = (α + 1)/2, дублирующий α, вводится для
удобства по техническим причинам и принимает
для каждого l ∈ N два значения:

βl =

{
0 для пута;

1 для колла.

Для каждого векторного страйка s на n-мерном
рынке могут котироваться 2n типов α-опционов.
Рынок n-мерных α-опционов с их k-мерными вер-
сиями, k < n, называется n-мерным α-рынком.

3 Двумерный дискретный
α-рынок

В основе дискретного α-рынка лежит сценарный
рынок — сценарная дискретизация двумерного тео-
ретического δ-рынка. Как и для бинарного рынка,
используется в большей мере адаптированная к дву-
мерному случаю очевидная система обозначений,
но учитывается и специфика требований α-рынка.

Цены двух базовых активов теоретического дву-
мерного δ-рынка обозначаются xи y, страйки опци-
онов — соответственно s и t, x, s ∈ X = [a1, b1) ⊂ R,
y, t ∈ Y = [a2, b2) ⊂ R. Дискретизация осуществля-
ется равномерным разбиением множества X на v1
интервалов (сценариев), Y— на v2 интервалов. Од-
номерные сценарии на X и Y даются формулами:

Si = [xi−1, xi) , xi = a1 + ih1, h1 =
b1 − a1

v1
,

i ∈ I, x0 = a1; (9)

Tj = [yj−1, yj) , yj = a2 + jh2, h2 =
b2 − a2

v2
,

j ∈ J , y0 = a2 , (10)

где I = {1, 2, . . . , v1}, J = {1, 2, . . . , v2}, а номер
сценария совпадает с индексом его правой гра-
ницы. Двумерными сценариями служат прямые
произведения всех пар Si × Tj, i ∈ I, j ∈ J .

На сценарном рынке базис образуют индикато-
ры сценариев Dij = H{Si × Tj}, но для α-рынка
при той же структуре сценариев уместнее использо-
вать иной базис — из баттерфляев Bij, задаваемых
с учетом определения (5), но для специально подо-
бранных страйков. Страйками si и tj одномерных
опционов и упомянутых баттерфляев служат сере-
дины сценариев (9) и (10):

si =
xi−1 + xi

2
, i ∈ I; tj =

yj−1 + yj

2
, j ∈ J .

При этом параметр h для баттерфляев (5), равный
длине сценариев, определяется в (9) и 10). Для
удобства записи формул также доопределяются па-
раметры s0 = a1, sv1+1 = b1, t0 = a2, tv2+1 = b2, но
они страйками не являются.

Портфель с вектором g весов базисных баттер-
фляев в двумерном случае приобретает вид:

G =
∑

i∈I,j∈J

gijBij . (11)

Двумерным обобщением обычных опционов
служат инструменты, характеризуемые парой
страйков (si, tj), или просто (i, j), с дополни-
тельным указанием типа (лучше в терминах β =
= (β1, β2)):

Aβ1β2;ij = Oβ1;1,iOβ2;2,j = Oβ1;i·Oβ2;·j ,

i ∈ I , j ∈ J .

Также рассматриваются и их одномерные версии,
обозначаемые Ai· и A·j с маркером «точка» в пози-
ции, отведенной координате безрискового актива.

Для представления произвольного инструмен-
та G (11) в базисе из α-опционов (избыточным
в сравнении с базисом из баттерфляев) все норми-
рованные баттерфляи в (11) следует реплицировать
в терминах α-опционов.

В соответствии с (8) для конструирования ре-
пликаций следует перемножать одномерные пред-
ставления сценарных баттерфляев, выбирая подхо-
дящие сомножители из (3) и (5). Для одномерного
рынка с v сценариями i ∈ I справедливы такие
репликации баттерфляев коллами и путами:

Bi =

=





U − O+1 − O+2
h

=
O−
2 − O−

1

h
, i = 1;

O+i−1 − 2O+i +O+i+1

h
=

=
O−

i−1 − 2O−
i +O−

i+1

h
=

= U − O−
i − O−

i−1

h
−

− O+i − O+i+1

h
, 1 < i < v ;

O+v−1 − O+v

h
= U − O−

v − O−
v−1

h
, i = v .

(12)

Базисные инструменты для i = 1, v являются
спрэдами, но их для удобства также называем бат-
терфляями (усеченными). Инструмент U в выпи-
санных соотношениях, как в (3) и (5), выполняет
функцию маржевого инструмента.
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Подобно сценарным базисам для ζ-рынка [6]
построение двумерных базисов из α-опционов про-
водится на основе одномерных базисов, но их эле-
менты на этот раз выбираются из (12). Строятся
три варианта репликации базисов: два однотипных
(один в путах, другой в коллах) и третий — сме-
шанный естественный. Если в базисе v сценариев,
а центральный страйк ic, то

– однотипный базис при α = −1 (в путах):

B−
1 =

O∗
2 − O−

1

h
;

B−
i =

O−
i−1 − 2O−

i +O−
i+1

h
;

B−
v = U − O−

v − O−
v−1

h
;





(13)

– однотипный базис при α = +1 (в коллах):

B+1 ≡ U − O+1 − O+2
h

;

B+i =
O+i−1 − 2O+i +O+i+1

h
;

B+v ≡ O+v−1 − O+v

h
;





(14)

– смешанный естественный базис:

Bm
1 ≡ O−

2 − O−
1

h
;

Bm
i ≡ O−

i−1 − 2O−
i +O−

i+1

h
, 0 < i < ic;

Bm
ic

≡ U − O−
ic−1

− O−
ic
− O+ic

+O+ic+1

h
;

Bm
i ≡ O+i−1 − 2O+i +O+i+1

hi
, ic < i < v ;

Bm
v ≡ O+v−1 − O+v

h
.





(15)

4 Формирование базисов
и платежных функций
портфелей α-опционов

На основе соотношений (13)–(15) введенные
в многомерном случае произвольной размерности
конструкции здесь переписываются для двумерно-
го α-рынка в однотипных и смешанных вариантах.

Поскольку каждый двумерный базисный бат-
терфляй определяется как произведение двух од-
номерных (что соответствует перемножению пла-
тежных функций), его репликации двумерными
α-опционами находятся перемножением пары под-
ходящих представлений из (13)–(15).

Однотипная репликация сценарных баттерфля-
ев проводится α-опционами единого типа α =
= {α1, α2}. Он фиксируется заранее, и потому ис-
пользуются более простые соотношения (13) и (14),
а обозначение типа опциона опускается.

Каждое перемножение сумм одномерных опци-
онов в (13) или (14) дает сумму парных произве-
дений этих опционов, которые затем следует за-
мещать согласно (8) эквивалентными двумерными
α-опционами по правилам

1→ U , O1,iO2,j → Aij ,

O1,iU2 → Ai· , U1O2,j → A·j . (16)

Смешанная репликация осуществляется анало-
гично, но указание типа в обозначениях необходи-
мо, и потому правила трансформации приобретают
вид:

1→ U , Oα1
1,iO

α2
2,j → Aα

ij = Aβ1,β2;ij ,

Oα1
1,i → Aβ1;i,· (= Aα1

i· ) , Oα2
2,j → Aβ2;·,j

(
= Aα2

·j

)
,

β1, β2 ∈ {0, 1} , (17)

На двумерном α-рынке в соответствии с чис-
лом возможных векторов α насчитываются четыре
варианта однотипных базисов и один смешанный
(естественный с заданным центром рынка).

Для каждого варианта с однотипным базисом
и оптимальным портфелем фиксируется тип α,
и он становится типом всех α-опционов варианта.
В двумерном случае таких типов четыре: {−1,−1};
{−1,+1}; {+1,−1}; {+1,+1}. Последовательным
применением правил (16) ко всем страйкам для
каждого значения векторного параметра α нахо-
дятся искомые четыре базиса. В однотипном случае
для каждой компоненты рынка наличествуют три
качественно различных представления по варианту
страйка — двум крайним и общему внутреннему,
и потому их 32 = 9. В качестве примера приводится
базис для α = {−1,+1}, т. е. в терминах α-опци-
онов A01 (остальные три однотипных базиса вы-
писываются сходным образом), при этом в списке
принимается 0 < i < v1, 0 < j < v2:

B1,1 =
A1,1 − A1,2 − A2,1 +A2,2

h1h2
+

+
−A1,· +A2,·

h1
;

B1,j =
−A1,j−1 + 2A1,j − A1,j+1

h1h2
+

+
A2,j−1 − 2A2,j +A2,j+1

h1h2
;

B1,v2 =
−A1,v2−1 +A1,v2 +A2,v2−1 − A2,v2

h1h2
;
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Bi,1 =
−Ai−1,1 +Ai−1,2 + 2Ai,1

h1h2
+

+
−2Ai,2 − Ai+1,1 +Ai+1,2

h1h2
+

+
Ai−1,· − 2Ai,· +Ai+1,·

h1
;

Bi,j =
Ai−1,j−1 − 2Ai−1,j +Ai−1,j+1

h1h2
+

+
−2Ai,j−1 + 4Ai,j − 2Ai,j+1

h1h2
+

+
Ai+1,j−1 − 2Ai+1,j +Ai+1,j+1

h1h2
;

Bi,v2 =
Ai−1,v2−1 − Ai−1,v2 − 2Ai,v2−1

h1h2
+

+
2Ai,v2 +Ai+1,v2−1 − Ai+1,v2

h1h2
;

Bv1,1 = U +
−A·,1 +A·,2

h2
+

+
−Av1−1,1 +Av1−1,2 +Av1,1 − Av1,2

h1h2
+

+
Av1−1,· − Av1,·

h1
;

Bv1,j =
A·,j−1 − 2A·,j +A·,j+1

h2
+

+
Av1−1,j−1 − 2Av1−1,j +Av1−1,j+1

h1h2
+

+
−Av1,j−1 + 2Av1,j − Av1,j+1

h1h1
;

Bv1,v2 =
A·,v2−1 − A·,v2

h2
+

+
Av1−1,v2−1 − Av1−1,v2 − Av1,v2−1 +Av1,v2

h1h2
.

Здесь в индексах опционов маркер «точка» отмечает
координату безрискового актива, а под Ai,· и A·,j,
как уже обсуждалось выше, понимаются двумерные
инструменты Ai × U2 и U1 × Aj соответственно.

Смешанный базис состоит из 52 = 25 качествен-
но различных вариантов представления базисных
инструментов, поскольку для каждой компонен-
ты рынка вариантов страйка пять: два крайних,
один центральный и два внутренних, ниже и выше
центра. Их перечень получается применением пра-
вил (15). Приводим лишь часть базиса, связанную
с первым по отношению к центру рынка квадран-
том, т. е. для 1 ≤ i ≤ ic, 1 ≤ j ≤ jc (прочие части
образуются аналогично):

B1,1 =
A00;1,1 − A00;1,2 − A00;2,1 +A00;2,2

h1h2
;

B1,j =
−A00;1,j−1 + 2A00;1,j − A00;1,j+1

h1h2
+

+
A00;2,j−1 − 2A00;2,j +A00;2,j+1

h1h2
, 0 < j < jc ;

B1,jc
=

−A00;1,jc−1 +A00;1,jc
+A00;2,jc−1

h1h2
+

+
−A00;2,jc

+A01;1,jc
− A01;1,jc+1 − A01;2,jc

h1h2
+

+
A01;2,jc+1

h1h2
+

−A0;1,· +A0;2,·

h1
;

Bi,1 =
−A00;i−1,1 +A00;i−1,2 + 2A00;i,1

h1h2
+

+
−2A00;i,2 − A00;i+1,1 +A00;i+1,2

h1h2
, 0 < i < ic ;

Bi,j =
A00;i−1,j−1 − 2A00;i−1,j +A00;i−1,j+1

h1h2
+

+
−2A00;i,j−1 + 4A00;i,j − 2A00;i,j+1

h1h2
+

+
A00;i+1,j−1 − 2A00;i+1,j +A00;i+1,j+1

h1h2
,

0 < i < ic, 0 < j < jc ;

Bi,jc
=

A00;i−1,jc−1 − A00;i−1,jc
− 2A00;i,jc−1

h1h2
+

+
2A00;i,jc

+A00;i+1,jc−1 − A00;i+1,jc

h1h2
+

+
−A01;i−1,jc

+A01;i−1,jc+1 + 2A01;i,jc

h1h2
+

+
−2A01;i,jc+1 − A01;i+1,jc

+A01;i+1,jc+1

h1h2
+

+
A0;i−1,· − 2A0;i,· +A0;i+1,·

h1
, 0 < i < ic ;

Bic,1 =
−A00;ic−1,1 +A00;ic−1,2 +A00;ic,1

h1h2
+

+
−A00;ic,2 +A10;ic,1 − A10;ic,2

h1h2
+

+
−A10;ic+1,1 +A10;ic+1,2

h1h2
+

−A0;·,1 +A0;·,2

h2
;

Bic,j =
A00;ic−1,j−1 − 2A00;ic−1,j +A00;ic−1,j+1

h1h2
+

+
−A00;ic,j−1 + 2A00;ic,j − A00;ic,j+1

h1h2
+

+
−A10;ic,j−1 + 2A10;ic,j − A10;ic,j+1

h1h2
+

+
A10;ic+1,j−1 − 2A10;ic+1,j +A10;ic+1,j+1

h1h2
+

+
A0;·,j−1 − 2A0;·,j +A0;·,j+1

h2
, 0 < j < jc ;
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Bic,jc
= 1 +

A00;ic−1,jc−1 − A00;ic−1,jc

h1h2
+

+
−A00;ic,jc−1 +A00;ic,jc

− A01;ic−1,jc

h1h2
+

+
A01;ic−1,jc+1 +A01;ic,jc

− A01;ic,jc+1

h1h2
+

+
−A10;ic,jc−1 +A10;ic,jc

+A10;ic+1,jc−1

h1h2
+

+
−A10;ic+1,jc

+A11;ic,jc
− A11;ic,jc+1

h1h2
+

+
−A11;ic+1,jc

+A11;ic+1,jc+1

h1h2
+

+
A0;ic−1,· − A0;ic,· − A1;ic,· +A1;ic+1,·

h1
+

+
A0;·,jc−1 − A0;·,jc

− A1;·,jc
+A1;·,jc+1

h2
.

В этом списке присутствуют обозначения инстру-
ментов A с четырьмя и тремя индексами. В первой
группе пара индексов до точки с запятой означа-
ет тип двумерного α-опциона (17), а после нее —
его страйк. Во второй группе представлены одно-
мерные версии двумерных α-опционов. Индекс до
точки с запятой означает тип опциона, числовой
индекс после нее — его страйк, а позиция мар-
кера «точка» показывает координату безрискового
актива.

Сценарные баттерфляи, полученные из α-оп-
ционов, позволяют произвольный инструмент на
рынке представить в виде портфеля α-опционов.
Для нахождения его доходов следует воспользо-
ваться соотношениями (2) с учетом переопреде-
ления (7). Так, в однотипном случае платежная
функция портфеля находится в соответствии с (16)
по правилам:

U → 1 , Aij → ω1;i(x)ω2;j(y) ,

Ai· → ω1;i(x) , A·j → ω2;j(y) ; (18)

ωβ1;i·(x) = max (0, α1(x − si)) , i ∈ I;

ω2;i(y) = max (0, α2(y − tj)) , j ∈ J .

Аналогично в соответствии с (17) записываются
в смешанном случае правила формирования пла-
тежных функций:

U → 1 , Aβ;ij → ωβ1,1;i(x)ωβ2,2;j(y),

Aβ1;i,· → ωβ1,1;i(x), Aβ2;·,j → ωβ2,2;j(y) ;

ωβ1,1;i(x) = max (0, α1(x − si)) , i ∈ I,

ωβ2,2;j(y) = max (0, α2(y − tj)) , j ∈ J . (19)

5 Иллюстративный пример

Для построения мер C{·} и P{·} и их сравни-
тельного анализа данные в примере заимствуются
из [6]. Так, принимается X = [0, 1), Y = [0, 1), а для
FCX(x) и FCY(y) выбираются бета-распределения
с параметрами {3/2, 2} и {3/2, 3} соответственно,
для FPX(x) и FPY (y)— {2, 3} и {2, 4}:

FCX(x) =
x3/2(5 − 3x)

2
;

FCY(y) =
y3/2(35− 42y + 15y2)

8
;

FPX(x) = x2
(
6− 8x+ 3x2

)
;

FPY(y) = y2
(
10− 20y + 15y2 − 4y3

)
.

Из них совместные функции распределения для
обеих мер строятся как

F(x, y) =

= FX(x)FY(y) (1 + 3κ (1− FX(x)) (1− FY(y))) . (20)

Искомые двумерные функции распределения
FC(x, y)иFP(x, y)определяются подстановкой в (20)
в качестве параметра, отвечающего за корреляци-
онную связь компонент, соответственно κc = 0
и κp = 0,2. Из них простым смешанным диффе-
ренцированием по обеим переменным находятся
плотности c(x, y) и p(x, y), но ввиду громоздкости
записей они здесь не приводятся.

Двумерная дискретизация множества X × Y
в примере проводится также при v1 = 6 и v2 = 5,
а центральным выбирается страйк ic = 3, jc = 3.

В отличие от ζ-рынков [6], для которых в целях
применения дискретного алгоритма находились
стоимости сценарных индикаторов, для α-рынков
следует вычислять стоимости сценарных баттер-
фляев. И потому для адекватного сравнения от-
носительных доходов естественно вычислять и их
средние доходы. И те и другие, а это векторы cB

и pB, определяются интегрированием платежных
функций (4) и (6) с плотностями c(x, y) и p(x, y)
соответственно.

Применением к этим векторам дискретного ал-
горитма оптимизации [6], основанного на проце-
дуре Неймана–Пирсона [7], определяется вектор
весов базисных баттерфляев для оптимального дву-
мерного портфеля. При этом в качестве функции
рисковых предпочтений выбирается ϕ(ε) = ε2, ε ∈
∈ [0, 1].

В результате получается вектор весов

g = {0,118; 0,159; 0,0113; 0,000219; 0,000008; 0,414;
1,0; 0,228; 0,0151; 0,000989; 0,0739; 0,788; 0,602;

0,0873; 0,00175; 0,0069; 0,309; 0,495; 0,176; 0,00191;
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Рис. 1 Доходы оптимального опционного портфеля при
дискретизации 6× 5

Рис. 2 Доходы сценарного портфеля при дискретизации
40× 40

0,000907; 0,0254; 0,0405; 0,0291; 0,00159; 0,0000058;

0,0000848; 0,00151; 0,00112; 0,000009}.

Он порождает оптимальный портфель (11) с ин-
вестиционной суммой, средним доходом и сред-
ней доходностью соответственно A = 0,28642, R =
= 0,364418 и y = 0,272317. График его платежной
функции изображен на рис. 1. Для сравнения на
рис. 2 приведен аналогичный график для сценар-
ного рынка при дискретизации 40× 40.

По понятным причинам графики платежных
функций на рис. 1 и 2 демонстрируют большее
взаимное сходство, чем аналогичная пара графиков
из [6]. Но и различие между собой графиков на
рис. 1 и 2 представляется естественным.

Остается определить оптимальные портфели
в терминах α-опционов рассматриваемых типов.
Для нахождения каждого такого представления
в формулу (11) следует для всех пар (i, j)подставлять
вместо индикаторов Bij соответствующие им пред-
ставления в α-опционах. В результате после упро-
щений получаются четыре однотипных портфеля
и один смешанный. Так, оптимальный однотипный
портфель для α = {−1,+1}, т. е. образованный пу-
тами для первого актива и коллами — для второго:

G01 = 0,000006U + 16,369A11 − 35,107A12 +
+ 12,681A13 + 5,641A14 + 0,416A15 + 1,774A1· −
− 12,549A21+48,875A22− 39,318A23+1,263A24+
+ 1,729A25 − 3,812A2· − 16,162A31 + 9,717A32 +
+ 21,364A33 − 15,431A34 + 0,512A35 + 1,636A3· +
+ 4,007A41 − 20,268A42 + 19,612A43 + 3,707A44 −
− 7,058A45 + 0,366A4· + 7,603A51 − 2,899A52 −
− 13,593A53 + 5,279A54 + 3,609A55 + 0, 031A5· +
+ 0,731A61 − 0,318A62 − 0,745A63 − 0,458A64 +

+ 0,791A65 + 0,005A6· + 0,0004A·1 + 0,007A·2 −
− 0,009A·3 − 0,004A·4 + 0,006A·5.

Платежные функции всех однотипных портфе-
лей получаются по правилам (18). Проведенные
расчеты подтверждают верность алгоритма. Все
они, несмотря на внешнее различие их представ-
лений, на идеальном рынке должны иметь единую
платежную функцию с графиком, представленным
на рис. 1.

Оптимальный смешанный портфель строится
вновь по формуле (11), но в смешанном базисе
естественного происхождения с выделенным цент-
ральным страйком (3, 3). В первом квадранте
(относительно центра рынка) используются α-оп-
ционы A11, во втором — A01, в третьем — A00,
в четвертом — A10.

Вычисления с применением (11) дают опти-
мальный смешанный портфель:

Gm = 0,602U + 16,369A00;11 − 35,107A00;12 +
+ 18,737A00;13 − 12,549A00;21 + 48,876A00;22 −
− 36,326A00;23 − 3,82A00;31 − 13,769A00;32 +
+ 17,589A00;33 − 6,056A01;13 + 5,641A01;14 +
+ 0,416A01;15 − 2,992A01;23 + 1,263A01;24 +
+ 1,729A01;25 + 9,049A01;33 − 6,903A01;34 −
− 2,145A01;35 − 12,342A10;31 + 23,486A10;32 −
− 11,144A10;33 + 4,007A10;41 − 20,268A10;42 +
+ 16,261A10;43 + 7,603A10;51 − 2,899A10;52 −
− 4,704A10;53 + 0,731A10;61 − 0,318A10;62 −
− 0,413A10;63 + 5,871A11;33 − 8,528A11;34 +
+ 2,657A11;35 + 3,351A11;43 + 3,707A11;44 −
− 7,058A11;45 − 8,889A11;53 + 5,279A11;54 +
+ 3,609A11;55 − 0,333A11;63 − 0,458A11;64 +
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+0,791A11;65+1,3A0;1·+0,943A0;2·−2,243A0;3·+
+3,568A0;·1−4,497A0;·2+0,929A0;·3−0,642A1;3·−
−2,085A1;4·+2,492A1;5·+0,234A1;6·−2,573A1;·3+

+ 2,145A1;·4 + 0,428A1;·5.

В этом портфеле 56 инструментов; среди них один
безрисковый актив, 42 двумерных α-опциона A00,
A01, A10 и A11 и 13 одномерных версий A0, A1
в количествах 9, 9, 12, 12 и 6, 7 соответственно.

Двумерные α-опционы снабжены четырьмя ин-
дексами; первые два из них (до точки с запятой)
показывают тип опциона по каждой координате
в терминах β, другие два индекса — номера страй-
ков.

Одномерные версии снабжены двумя индекса-
ми и маркером «точка». Один индекс до точки
с запятой указывает тип опциона, индекс после
нее — номер страйка, а маркер — координату под-
разумеваемого безрискового актива.

Платежная функция смешанного портфеля
строится по правилам (19). Ее графиком служит
все тот же график на рис. 1.

6 Заключение

В работе решена задача алгоритмического
нахождения представлений многомерных бат-
терфляев при сценарной дискретизации рынка
и построения из них базиса в терминах α-опци-
онов — многомерного обобщения традиционных
опционов колл и пут. На конкретном примере дву-
мерного рынка продемонстрирована работа этого
алгоритма и ее результат. Подобные расчеты могут
быть без принципиальных трудностей реализова-
ны и для рынков большей размерности. Посколь-

ку баттерфляи для одномерного рынка образуются
из трех страйков, а индикаторы — из двух, то их
многомерные репликации получаются еще более
громоздкими. Фактические расчеты, проведенные
для n = 4, показали, что уже объем перечня базис-
ных инструментов однотипного базиса, например
в терминах A0000, аналогичного A00 из разд. 4, был
соразмерен всему объему настоящей работы, а по-
тому и на многомерных α-рынках лучше торговать
непосредственно баттерфляями, а не α-опционами.
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Abstract: The work continues studying problems of using continuous VaR-criterion (CC-VaR) in financial markets.
Again some technical problems are concerned. However, they emerge this time not in multidimensional relatively
simple binary markets but in multidimensional markets that are an extension of one-dimensional traditional
markets of options such as calls and puts. In assumption that scenario butterflies are not traded in markets directly,
a method of receiving their replication from multidimensional options, i. e., α-options, is developed. It is based on
options parity theorems and can be applied to markets of arbitrary dimension, but actual realization is conducted
for two-dimensional markets. The bases constructions in terms of α-options both one-type and natural mixed with
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selected market center are produced. Theoretical representations of optimal portfolios in these bases accompanied
with the payoffs diagram are illustrated by the distinctive example of a two-dimensional market.
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ДАННЫЕ, ИНФОРМАЦИЯ И ЗНАНИЕ

В НАУЧНОЙ ПАРАДИГМЕ ИНФОРМАТИКИ∗

И. М. Зацман1

Аннотация: Рассматриваются три базовых понятия информатики: данные, информация и знание. Пред-
лагается вариант специфицирования этих понятий в рамках построения системы терминов научной
парадигмы информатики как фундаментальной науки. С одной стороны, понятия «данные», «информа-
ция» и «знание» широко используются в научной литературе и учебниках по информатике, в частности
при описании ее теоретических оснований. С другой стороны, до сих пор отсутствует консенсус по
их смысловому содержанию. Сложившаяся ситуация, скорее всего, обусловлена распространенной
пресуппозицией (имплицитным предположением), что рассматриваемые понятия выражают некоторые
объективные сущности предметной области информатики. В статье предполагается, что они выражают
интерсубъективные сущности, которые по своей природе возникают как предметы мысли в результате
договоренности, т. е. не являются объективно существующими. С точки зрения треугольника Фреге
(предмет–понятие–слово, которое выражает понятие и обозначает предмет) для объективных сущностей
первичной вершиной треугольника служит предмет, в результате изучения которого появляются понятие
и слово. Для интерсубъективных сущностей первичной вершиной служит понятие, варианты дефиниции
которого необходимо обсудить в интересах достижения консенсуса. Если его удается достичь, то именно
в процессе обсуждения появляются предмет мысли, слово, его обозначающее и выражающее понятие,
которые вместе и образуют треугольник Фреге. Цель статьи — специфицировать базовые понятия
информатики как выражающие интерсубъективные сущности и являющиеся первичными вершинами
треугольника Фреге, распределить эти сущности по средам ее предметной области, выделяя границы
между ними, и рассмотреть отношения между этими сущностями на выделенных границах.

Ключевые слова: научная парадигма; информатика как фундаментальная наука; данные; информация;
знание; интерсубъективные сущности информатики; треугольник Фреге
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1 Введение

Томас Элиот строками поэмы «The Rock» [1]
сформулировал следующие вопросы, используя
слова «информация», «знание» и «мудрость»2:
‘Где та мудрость, которую мы потеряли в знании?
Где то знание, которое мы потеряли в информа-
ции?’

В 1989 г. Рассел Акофф добавил к ним четвертое
слово — «данные», ввел понятие «иерархия3 DIKW»
(data, information, knowledge, wisdom — данные, ин-
формация, знания, мудрость) и описал отношения
между ними так: «Мудрость находится на верши-
не иерархии. . . По нисходящей от мудрости идут
понимание, знание, информация и, в самом низу,
данные. Каждое из перечисленных понятий [кроме
данных] содержит в себе нижестоящие, например

не может быть мудрости без понимания и понима-
ния без знания» [2].

Отметим, что при использовании иерархии
DIKW рассматривают чаще только четыре ее уров-
ня (данные, информация, знания, мудрость), т. е.
для понимания отдельный уровень, как правило, не
выделяется [3]. Иногда ограничиваются рассмот-
рением первых трех понятий — данные, инфор-
мация, знания — и описанием отношений между
ними [4].

Акофф приводит их толкование, что помогает
понять смысл его фразы о том, что «перечислен-
ные понятия содержат в себе нижестоящие». Дан-
ные определяются им как наборы символов, кото-
рые характеризуют свойства объектов и событий,
а также их окружение. Эти наборы формиру-
ются в процессе наблюдения или зондирования.

∗Работа выполнялась с использованием инфраструктуры Центра коллективного пользования «Высокопроизводительные вычис-
ления и большие данные» (ЦКП «Информатика») ФИЦ ИУ РАН (г. Москва).

1Федеральный исследовательский центр «Информатика и управление» Российской академии наук, izatsman@yandex.ru
2Строки поэмы даны в переводе автора статьи. Поэма на английском языке включает следующие строки [1]:

Where is the wisdom that we have lost in knowledge?
Where is the knowledge that we have lost in information?

3Иногда используют словосочетание «пирамида DIKW», но в статье Акоффа говорится именно об иерархии [2].
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Информация определяется как результат анализа
данных, выполняемый в том числе и с помощью
компьютеров. Знание рассматривается им в кон-
тексте управления организационными системами
в сфере экономики: это то, что делает возмож-
ным преобразование информации в инструкции, и это
делает возможным управление такими системами.
Данные Акофф сравнивает с металлической рудой,
которая ценится меньше по сравнению с результа-
том ее преобразования (где металл выступает как
метафора информации) [2].

Таким образом, когда Акофф говорит о том,
что вышестоящие понятия включают нижестоя-
щие, то речь идет о процессах их трансформа-
ции, а не о включенности их смыслового содер-
жания, которая описывается родовидовыми или
иными иерархическими отношениями [5]. На эту
особенность описания иерархии DIKW обратила
внимание Дженнифер Роули в обзоре работ, по-
священных иерархии DIKW: «Обычно [в иерархии]
информация определяется в терминах данных, зна-
ние в терминах информации и мудрость в терминах
знаний, но существует меньше консенсуса в описа-
нии процессов, которые трансформируют сущно-
сти, расположенные ниже в иерархии, в те, которые
находятся над ними, что приводит к отсутствию
четкости определений этих терминов» [3].

Иерархия DIKW как упрощенная модель отно-
шений между данными, информацией и знанием
имеет как своих сторонников, так и критиков [6, 7].
Например, Давид Вайнбергер ее недостатки описал
так: «Знание — это не просто результат фильтрации
[сущностей нижних уровней иерархии] или при-
менения некоторых алгоритмов. Оно — результат
гораздо более сложного процесса [его генерации],
который является социальным, целенаправленным,
контекстно и культурно обусловленным. . . Наибо-
лее важным в этом отношении является то, что
там, где решения сложные и знание [необходимое
для решения] получить трудно, оно не определяется
информацией, поскольку именно процесс познания
в первую очередь определяет, какая информация
необходима и как ее следует использовать. . . Пред-
ставление о том, что знание (а тем более мудрость)
является результатом применения фильтров на каж-
дом уровне, рисует неверную картину. . . Знание —
это результат креативного процесса, и оно может
иметь лакуны» [6] (курсив мой. — И. З.).

Цель статьи — рассмотреть базовые понятия ин-
форматики как выражающие интерсубъективные
сущности и являющиеся первичными вершинами
треугольника Фреге, распределить эти сущности
по средам ее предметной области, выделяя грани-

цы между ними, и рассмотреть отношения между
этими сущностями на выделенных границах в рам-
ках предлагаемой научной парадигмы информати-
ки [8].

Необходимость в более детальной специфика-
ции базовых понятий информатики (по сравнению
с иерархией DIKW) обусловлена тем, что при опи-
сании ее научных направлений отличные по своей
природе сущности, а иногда имеющие взаимоис-
ключающие свойства, часто называют одинаково,
например словом «информация» [9, 10]. Таким
образом, кардинальные понятийные различия сущ-
ностей предметной области информатики часто не
выражаются лексически, что существенно услож-
няет описание отношений между этими сущно-
стями. В статье различные по своей природе
и принципиальным свойствам сущности предла-
гается специфицировать терминологически за счет
использования отличающихся лексических средств
их описания.

2 Контекст построения
научной парадигмы

Сложность построения и сопоставления вари-
антов научной парадигмы информатики обуслов-
лена отсутствием конвенциональных границ ее
предметной области и консенсуса по смысловому
содержанию ее базовых понятий [11–15]. Дискус-
сии о природе данных, информации, знания ве-
дутся уже десятки лет. Согласно Ю. А. Шрейдеру,
«споры о предмете [информатики] — это не столько
споры об объективной истине, сколько стремление
отстоять свой взгляд на предмет, сделать его фактом
общественного сознания сообщества исследовате-
лей. Это не значит, что представление о предмете
произвольно — оно должно выражать плодотвор-
ный и эвристичный взгляд на реально осущест-
вляемую деятельность, возможности ее развития
и перспективы использования» [16]. Однако «пло-
дотворные взгляды» могут различаться концепту-
ально, и в статье излагается только один из возмож-
ных вариантов.

Для построения предлагаемого варианта науч-
ной парадигмы информатики выбрано десять пуб-
ликаций как источников его зарождения [16–25],
из которых взяты следующие ключевые положения:

– согласно Ю. А. Шрейдеру, определение базовых
понятий информатики — это результат дого-
воренности в сообществе исследователей [16],
а не итоги изучения объективно существующих
предметов1, и поэтому в рамках предлагаемой

1См. в [26] подход к определению информации, основанный на интерпретации объективных сущностей.
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парадигмы они и позиционируются как ин-
терсубъективные сущности1 (курсив мой. —
И. З.);

– согласно Р. С. Гиляревскому, «если данные вос-
принимаются и интерпретируются человеком,
то они становятся для него информацией» (кур-
сив мой. — И. З.) [19, с. 19];

– в отчете «Глубинное изменение — техноло-
гические переломные моменты и социальное
воздействие» [22]2 предложен перечень новых
информационных технологий (ИТ), которые
определяют кардинальный характер преобра-
зования общества и экономики, получившего
название «Четвертая промышленная револю-
ция» [23], и сказано, что прогнозируемый
характер преобразования во многом будет
обусловлен, в частности, теми ИТ, которые
охватывают сущности, принадлежащие средам
разной природы (курсив мой. — И. З.);

– в обзоре «Informatics Education in Europe» [24]3,
опубликованном в 2017 г. и предваряющем раз-
работку Европейской стратегии компьютерно-
го образования «Informatics for All» [25], дана
следующая характеристика современной ин-
форматики: «В то время как естественные науки
определяются применительно к миру (world),
в котором мы живем, информатику как науч-
ную дисциплину определить сложнее; у нее нет
эмпирических основ, как у естественных наук;
это нечто большее, чем мышление формальны-
ми символами, как в математике; и это дале-
ко не просто компиляция инженерных принци-
пов и технологий» (курсив мой. — И. З.), что
также обусловливает интерсубъективность ба-
зовых понятий информатики;

– в статье [18] Нонака разделяет явное и неявное
знание и дает схему процессов их преобразо-
вания, которую планируется использовать при
определении одной из составляющих парадиг-
мы информатики, а именно: ее базовых мето-

дов и моделей (эту составляющую планируется
описать в отдельной статье);

– в работах [20, 21] Деннинг и Розенблюм пред-
ложили сгруппировать научные дисциплины
в четырех отраслях знания и включить исследо-
вание информационных трансформаций в тех-
нических, живых и социальных системах в чет-
вертую отрасль знания;

– в докладе Кристена Нюгора [17]4 дано следу-
ющее определение информатики: «это наука,
область [исследований] которой охватывает ин-
формационные процессы и связанные с ними
феномены в артефактах, обществе и природе»
(курсив мой. — И. З.).

В работе Кристена Нюгора дается ссылка на
определение понятия «феномен» в словаре Web-
ster5, а потом на примерах он дает расширенное
толкование этого понятия, которое концептуаль-
но отличается от определения по словарю Webster
1960 г.: «Важными примерами феноменов являют-
ся: живые организмы, неодушевленные объекты. . .
Мы также можем говорить о когнитивных феноме-
нах, происходящих в сознании людей, в отличие от
явных [сенсорно воспринимаемых] феноменов, нахо-
дящихся вне сознания» (курсив мой — И. З.) [17].

Это расширенное толкование имплицитно вво-
дит в предметную область информатики по Ню-
гору разделение ее сущностей на категории раз-
ной природы: ментальной (например, результаты
процессов генерации научного знания, происхо-
дящих в сознании исследователей) и сенсорно вос-
принимаемой, к которой относятся, в частности,
знаковые формы представления результатов про-
цессов генерации знания после его деления на
концепты.

На основе определения информатики по Ню-
гору в работе [29] было дано описание основания
для построения верхнего уровня классификации
сущностей ее предметной области как феноменов
разной природы и формирования следующих 5 ее

1С точки зрения треугольника Фреге (предмет–понятие–слово) для объективных сущностей первичной вершиной треугольника
служит предмет, в результате изучения которого появляются понятие и слово. Для интерсубъективных сущностей первичной
вершиной служит понятие, варианты дефиниции которого необходимо обсудить в интересах достижения консенсуса. Если его
удается достичь, то именно в процессе обсуждения появляются предмет мысли, слово, его обозначающее и выражающее понятие,
которые вместе и образуют треугольник Фреге в результате генезиса интерсубъективной сущности.

2В подготовке материалов для этого отчета, который был разработан под эгидой Всемирного экономического форума (Давос,
Швейцария), принимали участие около 800 экспертов и руководителей отрасли информационных и коммуникационных технологий.

3В обзор включены результаты двухлетнего мониторинга состояния систем преподавания информатики в регионах и странах
Европы, включая РФ, а также в Израиле.

4Доклад был представлен на Всемирном конгрессе IFIP (International Federation of Information Processing — Международная
федерация по обработке информации) в Дублине в 1986 г.

5Феномен — любой факт, обстоятельство или событие, которые сенсорно воспринимаются и которые могут быть научно опи-
саны или оценены» [27]. Отметим, что толкование понятия «феномен», существенно расширенное по объему его значения, позже
было включено в современный онлайн-словарь Merriam-Webster (в новом определении удалена сенсорная воспринимаемость для
феноменов, поддающихся научному описанию) [28].
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сред1, включающих сущности одной и той же при-
роды:

(1) ментальная среда — это совокупность когни-
тивных феноменов, формируемых в процессах
познания, происходящих в сознании людей
(далее — концепты);

(2) информационная среда — это совокупность сен-
сорно воспринимаемых феноменов, находя-
щихся вне сознания;

(3) цифровая среда — это совокупность компью-
терных кодов;

(4) нейросреда — это электрические потенциалы
и магнитные поля, генерируемые мозгом, ко-
торые используются в ИТ управления роботи-
зированной рукой [31] и в других ИТ, приме-
няющих интерфейсы «мозг–компьютер»;

(5) ДНК-среда — это совокупность естественных
цепочек РНК и ДНК2.

В соответствии с перечисленными средами
верхний уровень классификации сущностей пред-
метной области информатики включает как ми-
нимум 5 классов, каждый из которых содержит
объекты одной среды: ментальной, информацион-
ной, цифровой, нейро- или ДНК-среды. При этом
с ростом разнообразия природы сущностей верх-
ний уровень классификации может пополняться
новыми классами, природа сущностей которых от-
личается от природы сред, ранее включенных в этот
уровень классификации [8].

Это может произойти, например, в том случае,
когда при проектировании ИТ встретятся сущно-
сти, которые по своей природе не относятся ни
к одной из ранее уже выделенных сред [32]. Та-
ким образом, в предлагаемом варианте парадигмы
информатики верхний уровень классификации ее
предметной области предлагается сделать откры-
тым, что обусловлено разнообразием природы ее
сущностей и возможным включением в будущем
в ее предметную область сущностей ранее не рас-
сматривавшейся природы (открытость уровня клас-
сификации).

3 Составляющие научной
парадигмы информатики

Согласно А. Соломонику, научная парадигма
«зрелой» науки состоит из следующих четырех со-

ставляющих, которые могут разрабатываться от-
дельно, но объединяются в единую и цельную кон-
струкцию [33, с. 23–24]:

(1) философские основания;

(2) аксиоматика;

(3) классификация исследуемых объектов и про-
цессов;

(4) система терминов.

Сам термин «научная парадигма» трактуется им
в соответствии с теорией Т. Куна, которая описы-
вает процесс смены научных парадигм [34]. При
этом А. Соломоник отмечает тот факт, что в книге
Куна мы не находим ответа на вопрос: «Из чего
должна состоять парадигма любой «зрелой» нау-
ки?» [33, с. 23].

Отметим, что в предлагаемом варианте пара-
дигмы информатики планируется добавить пятую
составляющую: базовые методы и модели. Благо-
даря этому появится возможность дать дефиниции
ключевых понятий и описать отношения между
ними в рамках системы терминов, тогда как про-
цессы взаимного преобразования обозначаемых
ими сущностей будут описаны в рамках базовых
моделей и методов. Иными словами, описания
понятий, терминов, которые их обозначают, и про-
цессов преобразования обозначаемых ими сущно-
стей будут распределены по разным составляющим
парадигмы.

В этой статье спецификация значений трех
интерсубъективных сущностей (данные, инфор-
мация, знание), широко используемых, но не
имеющих конвенциональных дефиниций в инфор-
матике, ограничена только тремя средами ее пред-
метной области: ментальной, информационной
и цифровой. Иначе говоря, в статье следующий
уровень классификации сущностей предметной об-
ласти информатики специфицирует только сущ-
ности ментальной, информационной и цифровой
природы, а сущности остальных сред предметной
области не рассматриваются.

Важно отметить, что согласно предложенному
определению информационной среды она содер-
жит сенсорно воспринимаемые данные, например
кардиограмму, сформированную в процессе регист-
рации электрических полей, образующихся при ра-
боте сердца. Информация из заключения кардио-
лога, созданная им как результат содержательного
анализа данных кардиограммы, также является сен-
сорно воспринимаемой, знаковой и принадлежит

1Другое значение термина «среда» было определено К. К. Колиным для описания структуры научных исследований, относящихся
к комплексу наук об информации [30], а не для определения классов сущностей как феноменов разной природы, относящихся
к предметной области информатики.

2Например, модели трансляции естественных ДНК, созданные микробиологами, используются при разработке методов записи
и хранения данных с использованием синтезированных цепочек ДНК.
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к той же среде. Таким образом, информационная
среда содержит как минимум знаковую информацию
и сенсорно воспринимаемые данные. При их ком-
пьютерном кодировании получаем соответственно
цифровую информацию и цифровые данные, т. е. две
принципиально разные сущности цифровой при-
роды. При этом в предлагаемом делении предмет-
ной области информатики цифровая среда включа-
ет также результаты кодирования кортежей вида
〈концепт; знаковая форма его представления〉. Со-
вокупность компьютерных кодов таких кортежей
предлагается назвать цифровым представлением зна-
ния. Они включают и коды дефиниций концеп-
тов, и коды слов, которые их обозначают [35].
Использование кодов кортежей служит основой
разрешения проблемы асимметрии в цифровой сре-
де при кодировании синонимов и омонимов (на-
пример, коды кортежей 〈(заплетенные волосы);
коса〉, 〈(с.-х. орудие, используемое при скашива-
нии); коса〉 и 〈(намывная полоса суши, причле-
ненная к берегу [36]); коса〉 будут отличаться из-за
разных кодов трех концептов, но коды слова «коса»
будут одинаковыми в кодах кортежей).

Отметим, что процесс содержательного анали-
за данных кардиограммы и подготовки заключения
состоит из нескольких этапов, в процессе описания
которых дадим определения сущностям, выделя-
емым в трех средах. Сначала кардиолог сенсорно
воспринимает данные кардиограммы, полученной
в процессе цифрового мониторинга работы сердца
и последующего декодирования его результатов. На
следующем этапе появляются ментальные образы
данных в сознании кардиолога как результат сенсор-
ного восприятия данных. Затем генерируется знание
кардиолога о наличии или отсутствии нарушений
в работе сердца как результат креативного процес-
са понимания ментальных образов данных. Потом
следует этап подготовки заключения на некотором
естественном языке, включающий генерацию кон-
цептов и как результат деление полученного знания
и их выражение словами этого языка. Если готовит-
ся двуязычное заключение, например параллельно
на русском и английском языке, то деление знания
на концепты выполняется по-разному в системах
этих двух языков. Другими словами, деление од-
ного и того же знания на концепты зависит от

Три среды предметной области информатики, восемь их сущностей и отношения между ними
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используемого естественного языка как вербаль-
ной знаковой системы. Отметим, что виды знако-
вых систем, обусловливающих деление знания на
концепты, относятся к третьему по счету уровню
классификации, который планируется рассмотреть
в отдельной статье.

Подведем итоги построения второго уровня
классификации объектов предметной области ин-
форматики, на котором в этой статье определены
восемь сущностей (см. рисунок), а также описаны
и отношения между ними:

– ментальная среда содержит как минимум мен-
тальные образы данных и знание, деление кото-
рого на концепты определяется используемым
естественным языком (в общем случае деление
на концепты определяется используемой зна-
ковой системой того или иного вида);

– информационная среда содержит как минимум
сенсорно воспринимаемые данные и знаковую ин-
формацию;

– цифровая среда содержит как минимум цифро-
вые данные, цифровую информацию и коды корте-
жей вида 〈концепт; знаковая форма его пред-
ставления〉.

Приведенный пример с кардиограммой иллюст-
рирует только отдельные виды отношений меж-
ду восемью описанными сущностями. Обобщен-
ный вариант отношений между ними приведен на
рисунке, который включает и частный случай от-
ношений между сущностями в примере с кардио-
граммой. Отметим, что кардиолог может исполь-
зовать данные предыдущих кардиограмм и ранее
сделанные заключения, компьютерные коды ко-
торых хранятся в информационной медицинской
системе.

Пример с геофизическими данными и генера-
цией на их основе невербальной знаковой информации
приведен в [37].

Опишем кратко отношения между восемью
сущностями трех сред (см. рисунок):

– концепты знания человека — это либо результат
деления этого знания на составляющие с ис-
пользованием некоторой знаковой системы,
либо результат восприятия и семантической
интерпретации данных, либо результат пони-
мания знаковой информации (на рисунке про-
цесс понимания не показан);

– ментальные образы данных — это результат сен-
сорного восприятия данных человеком;

– знаковая информация — это результат вы-
ражения концептов знания с использовани-
ем некоторой знаковой системы или ре-
зультат декодирования цифровой информации
с использованием кодовых таблиц символов;

– сенсорно воспринимаемые данные — это ре-
зультаты процессов наблюдения, мониторинга
или зондирования, воспринимаемые органами
чувств человека;

– цифровая информация — это результат компью-
терного кодирования знаковой информации
с использованием кодовых таблиц символов;

– цифровые данные — это результаты компьютер-
ного кодирования сенсорно воспринимаемых
данных или цифрового мониторинга (зондиро-
вания), который их порождает;

– цифровое представление знания — это результат
компьютерного кодирования кортежей (с тео-
ретической точки зрения их кодовые таблицы —
это триединые по своей природе сущности1).

4 Заключение

Верхний уровень классификации объектов ин-
форматики как одна из составляющих ее пара-
дигмы, рассмотренный в работе [8] на примере
пяти ее сред, дает возможность увидеть спектр
теоретически возможных интерфейсов между объ-
ектами разной природы и при проектировании ИТ,
и в процессе преподавания информатики. В дан-
ной статье начато описание следующего (второго)
уровня классификации на примере трех сред (мен-
тальной, информационной и цифровой). При этом
второй уровень классификации предлагается сде-
лать также открытым для расширения. Это даст
возможность ввести еще один вид данных, фор-
мируемых при работе искусственных нейронных
сетей, которые предлагается назвать ИИ-данными.

В статье рассмотрены два вида сущностей ин-
формационной среды и по три вида сущностей
ментальной среды (знание, концепты и менталь-
ные образы данных) и цифровой среды (цифровые
данные, цифровая информация и коды кортежей).
Дефиниции этих восьми сущностей предлагается
включить не в классификацию, а в другую тесно
связанную с ней составляющую научной парадигмы
информатики — в систему терминов. Их рас-
пределение по средам дает возможность показать
принципиальное теоретическое различие в сред-
ствах кодирования символов на границе между ин-
формационной и цифровой средами (например,

1Использование кодовых таблиц кортежей как триединых по своей природе сущностей, которые располагаются в точке сопри-
косновения трех сред (на рисунке это ментальная, информационная и цифровая среды), описано в работах [31, 35].
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с помощью традиционных кодовых таблиц Uni-
code) и концептов в точке соприкосновения трех
сред (например, с использованием кодов значений
слов в тезаурусах [5]).

В заключение отметим, что необходимость пе-
рехода от схемы иерархии DIKW к более детально
специфицированным сущностям предметной об-
ласти информатики обусловлена, в частности, ак-
туальным направлением в информатике, получив-
шем название визуальной аналитики [4, 38].

Автор признателен А. А. Гончарову, С. Н. Грин-
ченко и С. К. Дулину за обсуждение предлагаемого
варианта научной парадигмы информатики и их
предложения по редактированию ее положений.
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Abstract: Three basic notions of informatics — data, information, and knowledge — are considered. The variant
of specification of these notions within the framework of constructing a system of terms of the scientific paradigm
of informatics as a fundamental science is proposed. On the one hand, the notions of “data,” “information,”
and “knowledge” are widely used in the scientific literature and textbooks on informatics, in particular, when
describing its theoretical foundations. On the other hand, there is still no consensus on their semantic content.
The current situation is most likely due to the widespread presupposition (implicit assumption) that the notions in
question express some objective entities of the subject domain of informatics. The paper assumes that they express
intersubjective entities that by their nature arise as objects of thought during an agreement process, that is, they
are not objectively existing. From the point of view of the Frege’s triangle (subject – notion (concept) – word that
expres the notion and denote the subject), for objective entities, the primary vertex of the triangle is the subject as
a result of the study of which the notion and the word appear. For intersubjective entities, the primary vertex is the
notion, the definitions of which must be discussed in the interests of reaching consensus. If it can be achieved, then
it is during the process of discussion that the subject of thought appears, the word denoting it and expressing the
notion which together form the Frege’s triangle. The aim of the paper is to specify the basic notions of informatics
as expressing intersubjective entities and being the primary vertices of the Frege’s triangle, to distribute them among
the media of the subject domain of informatics, highlighting the boundaries between the media, and to consider
the relationship between the specified notions on these boundaries.
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