
Информатика и её применения 
 

Том 16   Выпуск 4   Год 2022 
 

СОДЕРЖАНИЕ 
 

Оценка надежности синхронного и самосинхронного конвейеров 
И. А. Соколов, Ю. А. Степченков, Ю. Г. Дьяченко, Ю. В. Рождественский 2
Общий порядок аппроксимации оценок фильтрации состояний марковских 
скачкообразных процессов по дискретизованным наблюдениям 
А. В. Борисов 8
Несмещенная оценка риска пороговой обработки с двумя пороговыми значениями 
О. В. Шестаков 14
Обобщение метода выпрямления искаженных из-за мультиколлинеарности 
коэффициентов для регрессионных моделей с различной степенью корреляции 
объясняющих переменных 
М. П. Базилевский 20
Границы экстремального индекса времени ожидания в системе M/G/1 
с распределением времени обслуживания в виде конечной смеси 
И. В. Пешкова 26
Оптимальное управление подключением резервного прибора в системе массового 
обслуживания G/M/1 
Я. М. Агаларов 34
Об оптимальном расположении антенн для V2X-соединений 
в субтерагерцевом диапазоне 
Е. А. Мачнев, В. А. Бесчастный, Д. Ю. Острикова, Ю. В. Гайдамака, 
С. Я. Шоргин 

42

Нечеткие усредняющие операторы в задаче агрегирования нечеткой информации 
В. Л. Хацкевич 51
О сложности обучения логических процедур классификации 
Е. В. Дюкова, А. П. Дюкова 57
Технология классификации типов контента электронного учебника 
А. В. Босов, А. В. Иванов 63
О научной парадигме информатики: верхний уровень классификации объектов 
ее предметной области 
И. М. Зацман 73
Модель и технология извлечения новых терминов из медицинских текстов 
И. М. Зацман, О. В. Золотарев, А. Х. Хакимова, Гу Дунсяо 80
О безопасной архитектуре вычислительной системы на основе микросервисов 
А. А. Грушо, Н. А. Грушо, М. И. Забежайло, Д. В. Смирнов, 
Е. Е. Тимонина, С. Я. Шоргин 87
Логическая реляционная модель структур данных для решения задач 
в предметной области управления землепользованием 
Д. О. Брюхов, С. А. Ступников 93
Единая модель государственных данных: сценарии развития 
А. П. Сучков 99

Об авторах 106

Авторский указатель за 2022 г. 108
2022 Author Index 112

Правила подготовки рукописей 116
Requirements for manuscripts 119

 

Технический редактор Л. Кокушкина    Художественный редактор М. Седакова 
Сдано в набор 12.12.22. Подписано в печать 23.12.22. Формат 60 х 84 / 8  

Бумага офсетная. Печать цифровая. Усл.-печ. л. 13,95. Уч.-изд. л. 12,5. Тираж 100 экз. 
Заказ № 1177 

Издательство «ТОРУС ПРЕСС», Москва 121614, ул. Крылатская, 29-1-43 
Отпечатано в НИПКЦ «Восход-А» с готовых файлов 
Москва 123103, наб. Новикова-Прибоя, д. 3, корп. 2 



éîæïòíáôéëá é å¿ ðòéíåîåîéñ, 2022. ô. 16. ÷ÙÐ. 4. ó. 2�7

ОЦЕНКА НАДЕЖНОСТИ СИНХРОННОГО

И САМОСИНХРОННОГО КОНВЕЙЕРОВ∗

И. А. Соколов1, Ю. А. Степченков2, Ю. Г. Дьяченко3, Ю. В. Рождественский4

Аннотация: Самосинхронная (СС) схемотехника выступает альтернативой синхронным схемам. Само-
синхронные схемы обладают рядом преимуществ в сравнении с синхронными аналогами, но аппаратно
избыточны. Статья исследует иммунность самосинхронных и синхронных схем к однократным кратковре-
менным логическим сбоям (ЛС) с учетом аппаратурной избыточности СС-схем. Самосинхронные схемы
за счет своей неотъемлемой части — индикаторной подсхемы — способны обнаружить ЛС, проявляющий-
ся как инверсия состояния выхода логической ячейки схемы, и приостановить функционирование схемы
до его исчезновения. Тем самым СС-схемы маскируют однократный ЛС и предотвращают искажение
данных. Использование модифицированного гистерезисного триггера для реализации разряда регистра
ступени конвейера маскирует практически все ЛС в комбинационной части (КЧ) ступени конвейера.
DICE-подобная реализация этого триггера позволяет в 4 раза снизить чувствительность СС-регистра к ЛС
внутри него. Количественные оценки сбоеустойчивости показывают явное (в 2,5–9,4 раза) преимущество
СС-конвейера схемы в сравнении с синхронным аналогом.

Ключевые слова: самосинхронные схемы; логический сбой; сбоеустойчивость; конвейер; индикация;
вероятностная оценка
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1 Введение

В современных условиях задача обеспечения
надежной работы цифровых схем выдвигается на
первый план. Повышение тактовой частоты в син-
хронной схемотехнике, все возрастающая функ-
циональная сложность интегральных микросхем
создают предпосылки для повышения их чувстви-
тельности к нештатным ситуациям — ЛС и физиче-
ским отказам из-за внешних и внутренних причин.
Способность схемы к маскированию ЛС и отка-
зов определяет уровень ее надежности. Практи-
ка показала, что отказы в цифровых микросхемах
встречаются гораздо реже, чем ЛС [1].

Логический сбой проявляется как изменение
логического уровня сигнала в цепи, приводящее
к искажению результата обработки данных. Мето-
ды защиты от ЛС в основном направлены на их мас-
кирование и используют корректирующие коды [2],
методы обнаружения и изоляции [3] и некоторые
другие подходы [4, 5].

Синхронные безызбыточные схемы не имеют
встроенных средств контроля корректности пере-
ключений. В отличие от них, асинхронные схемы
используют зачатки контроля корректности выпол-
няемых операций [6, 7]. Однако их возможности по
маскированию ЛС ограничены.

Альтернативой синхронным и асинхронным
схемам выступают СС-схемы [8; 9; 10, p. 61–73].
Они характеризуются двухфазной дисциплиной ра-
боты и обязательным подтверждением (индициро-
ванием) завершения переключения в каждую фазу.
Благодаря этому СС-схемы обладают естественной
высокой сбоеустойчивостью [11, 12]. Плата за эти
преимущества — увеличение в 1,5–3,3 раза (в за-
висимости от типа схемы) сложности реализации
в сравнении с синхронными аналогами.

При постоянной интенсивности событий, при-
водящих к сбоям, число сбоев в схеме обычно рас-
тет с увеличением сложности схемы [13]. Поэтому
решаемая в статье задача сравнительной количе-
ственной оценки устойчивости синхронных и са-
мосинхронных схем к однократным ЛС с учетом
их аппаратной сложности и особенностей функци-
онирования особенно актуальна.

2 Вероятность появления
логического сбоя

В микросхемах, изготовленных по техноло-
гии комплементарный металл – диэлектрик – по-
лупроводник (КМДП), ЛС выражается во времен-
ном изменении потенциала некоторой цепи из-за

∗Исследование выполнено в рамках гранта Российского научного фонда (проект 22-19-00237).
1Федеральный исследовательский центр «Информатика и управление» Российской академии наук, ISokolov@ipiran.ru
2Федеральный исследовательский центр «Информатика и управление» Российской академии наук, YStepchenkov@ipiran.ru
3Федеральный исследовательский центр «Информатика и управление» Российской академии наук, diaura@mail.ru
4Федеральный исследовательский центр «Информатика и управление» Российской академии наук, YRogdest@ipiran.ru
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индуцирования в ней избыточных неравновесных
носителей заряда. В комбинационных схемах логи-
ческий уровень сигнала восстанавливается спустя
какое-то время [14]. В триггерных схемах сбой
может запомниться, стать критичным.

При постоянной эксплуатационной плотности
потока случайных событийλ0 (числа событий в еди-
ницу времени на единицу площади), иницииру-
ющих однократные сбои, интенсивность сбоев λ
в схеме оценивается как сумма интенсивностей
сбоев отдельных компонентов схемы [13, форму-
ла (3.11)]. Обычно в качестве компонента схемы
берется КМДП-транзистор [12]:

λ = Nλ0α ,

гдеN — число транзисторов в схеме; α— усреднен-
ная вероятность появления сбоя при поражении
одного транзистора. Тогда отношение интенсивно-
стей сбоев для СС-схемы и синхронного аналога

Kλ =
λS

λST
=

NSλ0αS

NSTλ0αST
=

NSαS

NSTαST
=

αS

ARαST
,

где λS и λST — интенсивности сбоев в синхронной
и самосинхронной схемах; NS и NST — сложность
(число КМДП-транзисторов) синхронной и само-
синхронной схем; αS и αST — вероятность сбоя
при повреждении одного транзистора синхронной
и самосинхронной схем; AR = NST/NS — коэффи-
циент аппаратной избыточности СС-схемы в срав-
нении с синхронным аналогом.

Типовой эффективный диаметр трека ядерной
частицы, одного из источников сбоев, достигает 2–
2,5 мкм [15]. В КМДП-технологии с проектными
нормами 65 нм это, например, соответствует разме-
ру схемы из нескольких транзисторов. Поэтому це-
лесообразно рассматривать вероятность появления
сбоя применительно к логическим ячейкам схемы.

Будем рассматривать цифровую схему как со-
вокупность библиотечных ячеек, соединенных сиг-
нальными цепями. Для упрощения будем считать,
что появление сбоя в любом месте принципиальной
схемы ячейки вызывает инверсию уровня сигнала
на ее выходе с вероятностью 0,5. Пусть одно со-
бытие, порождающее сбой, может привести к ЛС
только в одной ячейке схемы. Тогда интенсивность
сбоев λi в i-й ячейке схемы равна

λi =
Si

2S
λ0Pü ,

где Si и S — площади топологии i-й ячейки и всей
схемы; Pü — вероятность индуцирования крити-
ческого избыточного заряда одним сбойным собы-
тием.

Однако не все ЛС в ячейках схемы проявляются
на ее выходах, поскольку при распространении по
схеме они могут быть замаскированы. Интенсив-
ность ЛС на выходах схемы

λ×ÙÈ =

M×ÙÈ∑

i=1

λi +

M∑

i=M×ÙÈ+1

(λiPP,i) =

=
λ0Pü
2S

(
M×ÙÈ∑

i=1

Si +

M∑

i=M×ÙÈ+1

(SiPP,i)

)
, (1)

где M — общее число ячеек в схеме; M×ÙÈ — число
выходных ячеек в схеме; PP,i — вероятность того,
что сбой на выходе i-й внутренней ячейки приведет
к сбою на выходе всей схемы.

Оценим вероятность PP,i.

3 Маскирование логического
сбоя логикой схемы

Введем вероятность PP,ij прохода ЛС с выхода
i-й ячейки на выход Yj схемы. Пусть зависимостьYj

от внутренних и внешних сигналов схемы описыва-
ется монотонной функцией Yj = Fj(X1, . . . , XM ).
С учетом разложения Yj по Xi,

Yj = F0ij (X1, . . . , Xi−1, Xi+1, . . . , XM ) +

+ F1ij (X1, . . . , Xi−1, Xi+1, . . . , XM )Xi,

вероятность распространения ЛС от Xi до Yj :

PP,ij =
NF0ijNF1ij

2Mj−1
,

где NF0ij и NF1ij — число комбинаций входов схе-
мы, при которыхF0ij = 0иF1ij = 1 соответственно;
Mj — реальное число сигналов, от которых зави-
сит Yj . Если F0ij ≡ 0, тоNF0ij = 1; если F1ij ≡ 1, то
NF1ij = 1. Вероятность появления на выходе Yj ЛС,
наблюдаемого на выходе одной из ячеек схемы,

PP,j =
M∑

i=1

(
NF0ijNF1ij

2Mj−1

i−1∏

k=1

(
1− NF0kjNF1kj

2Mj−1

))
,

а вероятность появления сбоя, поразившего i-ю
ячейку, на выходах схемы

PP,i =

M×ÙÈ∑

j=1

NF0ijNF1ij

2Mj−1
. (2)

Аналогичные вероятности могут быть рассчи-
таны для любой пары цепей схемы, что позволяет
получить оценки чувствительности схемы к ЛС в ее
ячейках уже на этапе ее логического синтеза.
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Парафазное кодирование информационного сигнала

№ Х {X, ХВ} Значение
1 — 00 Нулевой спейсер
2 0 01 Бит «0»
3 1 10 Бит «1»
4 — 11 Единичный спейсер

Сбой выхода СС-схемы часто маскируется СС-
дисциплиной за счет избыточного (парафазно-
го [9]) кодирования данных и двухфазной работы.
При парафазном кодировании каждый синхрон-
ный сигнал X заменяется парафазным сигналом
{X,XB}, как показано в таблице.

Парафазный сигнал формируется двумя согла-
сованными логическими ячейками. Следователь-
но, однократный ЛС изменяет одну компоненту
парафазного сигнала, делая его состояние не соот-
ветствующим текущей фазе схемы. Индикаторная
подсхема обнаруживает это нарушение и останав-
ливает функционирование СС-схемы до исчезно-
вения сбоя.

Практические СС-схемы обычно реализуются
в виде конвейера для повышения производитель-
ности аналогично синхронным схемам. В типовом
СС-конвейере каждая ступень состоит из КЧ и вы-
ходного регистра (ВР), как показано на рисунке. Их
индикаторные подсхемы ИКЧ и ИВР с помощью
гистерезисного триггера (Г-триггера [9], на рисунке
обозначен буквой H) разрешают предыдущей сту-
пени конвейера переключаться в следующую фазу
работы.

Анализ возможных ситуаций появления ЛС
в ступени конвейера показывает, что сбой в ее КЧ
в худшем случае приводит лишь к приостановке
работы конвейера, но не портит обрабатываемые
данные, если разряды регистра ступени реализова-
ны сбоеустойчивой схемой [16, Fig. 10]. Однако по-
явление ЛС непосредственно в выходном регистре
с вероятностью 0,25 вызывает искажение резуль-
тата обработки данных или «зависание» конвейе-
ра. Использование в разряде регистра Г-триггера
с DICE-подобной реализацией [16, Fig. 12] в 4 раза
улучшает иммунность регистра.

Индикаторные подсхемы КЧ и регистра ступени
СС-конвейера вносят незначительный вклад в чув-
ствительность СС-конвейера к ЛС. Критическая
ситуация может возникнуть только в том случае,
если ЛС поражает выходной Г-триггер, что в мно-
горазрядных СС-схемах крайне маловероятно.

Суммарная вероятность искажения данных
в m-й ступени СС-конвейера с nm-разрядным вы-
ходным регистром из-за ЛС зависит от площадей
топологии КЧ (SCP,m), Г-триггеров (SH) и индика-
торного элемента (SIE) в разрядах регистра и инди-
каторных подсхем КЧ (SCPI,m) и ВР (SORI,m):

PST,m =

=
0,25nm(2SH + SIE)

SCP,m + nm(2SH + SIE) + SCPI,m + SORI,m
. (3)

Пусть КЧ содержит M ячеек и ее сложность
в KCP,m раз превышает сложность регистра. Тогда
формула (3) преобразуется к виду:

PST,m ≈ 0,55

2,2KCP,m + 2,7 + 0,25M/nm
.

При реальных значениях KCP,m = 4 и M = 8nm

вероятность критического сбоя PST,m ≈ 0,041. При
использовании DICE-подобного Г-триггера она
уменьшается до величины PDICE,m ≈ 0,011, т. е.
почти в 4 раза.

В синхронном конвейере однократный ЛС, на-
блюдаемый в любой части m-й ступени, не может
замаскироваться дисциплиной работы. С учетом
формулы (2) вероятность искажения данных из-за
сбоя в КЧ m-й ступени

PS,m =

MS∑

i=1



Si

S

MS×ÙÈ∑

j=1

NF0ijNF1ij

2Mj−1



 ,

гдеMS — число ячеек в КЧm-й ступени синхронно-
го конвейера; MS×ÙÈ — число ее выходов. В первом
приближении эту вероятность можно оценить как
PS,m = 0,25 [16].

Структура типового СС-конвейера
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4 Сравнение сбоеустойчивости
синхронных и самосинхронных
схем

При заданной эксплуатационной плотности по-
тока сбойных событий λ0 интенсивность критиче-
ских сбоев на выходахm-й ступени конвейера равна

λCF,ST ≈ λSTPST,m =
0,55λST

2,2KCP,m + 2,7 + 0,25M/nm

для СС-конвейера и

λCF,S ≈ λSPS,m = 0,25λS

для синхронного конвейера. Следовательно, от-
ношение интенсивностей критических сбоев для
синхронного и самосинхронного конвейера:

KCF =
λCF,S

λCF,ST
=

=
0,25λS (2,2KCP,m + 2,7 + 0,25M/nm)

0,55λST
. (4)

Поскольку синхронная КЧ в 2 раза проще, чем
в СС-конвейере с парафазным кодированием, и ин-
дикаторной подсхемы нет, соотношение площадей
топологий синхронного (SS,P ) и самосинхронного
конвейеров (SST,P )

KH =
SST,P

SS,P
= 2 +

4,25M + 8,5nm

20nm(KCP,m + 1)
.

Для реальных значений KCP,m = 4, M = 8nm

и nm = 32 получается KH = 2,4. Тогда в соот-
ветствии с формулами (1), (2) и (4) сбоеустой-
чивость СС-конвейера оказывается лучше сбое-
устойчивости синхронного конвейера в 2,5–9,4 раза
в зависимости от схемы реализации разряда СС-ре-
гистра.

5 Заключение

Самосинхронные схемы обладают естественной
высокой иммунностью к ЛС благодаря избыточно-
му кодированию данных, двухфазной работе и кон-
тролю окончания переключения в каждую фазу.
Анализ сбойных ситуаций показывает, что наиболее
чувствительной к однократным ЛС частью ступени
СС-конвейера оказывается ВР. Однако реализация
его разрядов на DICE-подобных Г-триггерах повы-
шает его сбоеустойчивость в 4 раза.

Реализация цифровой схемы в виде СС-кон-
вейера гарантирует повышение ее устойчивости

к однократным ЛС в 2,5–9,4 раза в сравнении
с синхронным конвейером, причем при появлении
критического сбоя СС-конвейер останавливается
и своими индикаторными сигналами локализует
место сбоя. Недостатком такой реализации явля-
ется увеличенная в 2,4 раза сложность и, соответ-
ственно, площадь схемы в топологии.
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ОБЩИЙ ПОРЯДОК АППРОКСИМАЦИИ ОЦЕНОК ФИЛЬТРАЦИИ

СОСТОЯНИЙ МАРКОВСКИХ СКАЧКООБРАЗНЫХ ПРОЦЕССОВ

ПО ДИСКРЕТИЗОВАННЫМ НАБЛЮДЕНИЯМ∗

А. В. Борисов1

Аннотация: Заметка продолжает исследования, посвященные численной аппроксимации оценок фильт-
рации состояний марковских скачкообразных процессов (МСП) по считающим и диффузионным на-
блюдениям с мультипликативными шумами. Оценки аппроксимируются с использованием наблюдений,
дискретизованных по времени. В отличие от ранних алгоритмов, ограничивающих возможное число
скачков состояния на интервале дискретизации, новые оценки предлагается вычислять без подобных
ограничений с помощью единой рекуррентной схемы. В заметке получена верхняя граница показателя
точности аппроксимации как функция параметров системы наблюдения, используемой схемы числен-
ного интегрирования, шага дискретизации и момента оценивания. Численный пример иллюстрирует
сублинейное поведение данного показателя в зависимости от последнего аргумента.

Ключевые слова: марковский скачкообразный процесс; оптимальная фильтрация; диффузионные и счи-
тающие наблюдения; мультипликативные шумы в наблюдениях; точность численной аппроксимации

DOI: 10.14357/19922264220402

1 Введение
Данная заметка продолжает исследования в об-

ласти разработки численных методов фильтрации
состояний МСП по совокупности диффузионных
и считающих наблюдений [1–4]. Интенсивность
шумов в диффузионных наблюдениях зависит от
оцениваемого состояния.

В [1, 2] была решена задача фильтрации при
наличии только диффузионных наблюдений. По-
мимо аналитического решения был предложен ряд
численных алгоритмов, основанных на обработке
наблюдений, дискретизованных по времени. Ал-
горитмы строились, исходя из предположения, что
на интервале дискретизации оцениваемый МСП
может совершить число скачков, ограниченное не-
которой величиной. Был получен показатель точ-
ности таких аппроксимаций, как функция пара-
метров системы наблюдения, максимального числа
скачков, величины шага временн‚ой дискретизации
и точности применяемой схемы численного инте-
грирования.

В работе [3] представлено решение задачи
фильтрации по совокупности диффузионных и счи-
тающих наблюдений, а в [4] предложен метод при-
ближенного вычисления данной оценки. Следует
отметить, что не все схемы численного интегриро-
вания предполагают ограничение числа возможных
скачков МСП на интервале дискретизации: напри-

мер, метод квадратур Гаусса может быть использо-
ван без данного условия. В [4] предложен общий

показатель точности в форме средней L1-нормы
ошибки аппроксимации оценки фильтрации и до-
казано утверждение о его локальной зависимости
от шага временн‚ой дискретизации и схемы числен-
ного интегрирования.

Целью данной работы ставится определение
глобального поведения показателя точности ап-
проксимации, т. е. нахождение зависимости дан-
ной величины от шага временн‚ой дискретизации δ
и момента оценивания T .

Статья организована следующим образом. Раз-
дел 2 содержит формальную постановку задачи
фильтрации состояний МСП по диффузионным
и считающим наблюдениям, дискретизованным по
времени с шагом δ. Аналитическое решение дан-
ной задачи представлено в разд. 3 в виде формулы
Байеса, содержащей интегралы по абстрактной ве-
роятностной мере в числителе и знаменателе. Для
ее практической реализации интегралы предлагает-
ся заменить некоторыми интегральными суммами.
Точность аппроксимации также описывается в фор-
ме средней L1-нормы разности оценки фильтрации
и ее приближения. Основным результатом работы
является утверждение, представляющее различные
границы сверху этого показателя точности. Показа-
но, что эти границы представляют собой функции

∗Работа выполнялась с использованием инфраструктуры Центра коллективного пользования «Высокопроизводительные вычис-
ления и большие данные» (ЦКП «Информатика») ФИЦ ИУ РАН.

1Федеральный исследовательский центр «Информатика и управление» Российской академии наук, aborisov@frccsc.ru
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шага временн‚ой дискретизации δ и момента оцени-
вания T . В зависимости от схемы численного инте-
грирования, применяемого на одном шаге, верхняя
граница может быть как линейной, так и сублиней-

ной функцией времени T . Раздел 4 содержит чис-
ленный пример, иллюстрирующий различие пред-
ложенных в работе границ точности. В разд. 5
представлены выводы и заключительные замеча-
ния.

2 Постановка задачи фильтрации
состояния марковских
скачкообразных процессов
по дискретизованным
наблюдениям

На полном вероятностном пространстве
с фильтрацией (Ÿ,F ,P , {Ft}t>0) рассматривается
непрерывно-дискретная стохастическая динамиче-
ская система наблюдения

Xt = X0 +

t∫

0

˜⊤Xs ds+ µ
X
t , (1)

где Xt ∈ SN — ненаблюдаемое состояние систе-
мы — однородный МСП с множеством состояний
SN , {e1, . . . , eN} (SN — множество единичных
векторов пространства RN ), матрицей интенсивно-
стей переходов ˜ и начальным распределением π;
µX

t ∈ RN — Ft-согласованный мартингал;

Yr =

tr∫

tr−1

fXs ds+

tr∫

tr−1

N∑

n=1

Xn
s g
1/2
n dWs,

r ∈ N, tr = rδ, (2)

где Yr ∈ RM — диффузионные наблюдения Yt =

=
∫ t

0
fXs ds+

∫ t

0

∑N
n=1X

n
s g
1/2
n dWs, дискретизован-

ные по времени с шагом δ, зашумленные Ft-со-
гласованным стандартным винеровским процессом
Wt ∈ RM ; (M × N)-мерная матрица f характери-
зует план наблюдений, а набор (M ×M)-мерных
симметричных матриц {gn}n=1,N определяет ин-
тенсивности шумов в зависимости от текущего со-
стояния Xt;

Zr =

tr∫

tr−1

hXs ds+
(
µZ

tr
− µZ

tr−1

)
, r ∈ N, tr = rδ, (3)

где Zr ∈ RK — считающие наблюдения Zt =
=
∫ t

0 hXs ds + µZ
t , дискретизованные по времени

с шагом δ: элементы (K × N)-мерной матрицы h
определяют интенсивность скачков отдельных ком-
понент в зависимости от текущего состояния Xt;
µZ

t ∈ RK — Ft-согласованный мартингал.
Обозначим через Or ,

{
Yq ,Zq : q = 1, r

}
по-

следовательность σ-алгебр всех дискретизованных
наблюдений, полученных на отрезке времени [0, tr ],
r ∈ N, O0 , {∅,Ÿ}.

Задача оптимальной фильтрации состояния

МСП Xt по дискретизованным наблюдениям за-
ключается в построении условного математическо-
го ожидания X̂r , E {Xtr

|Or}, r ∈ N.
Система наблюдения (1)–(3) удовлетворяет сле-

дующим ограничениям.

А. Исследуемый вероятностный базис с фильтра-
цией является пространством Винера–Пуассо-
на [5].

Б. Шумы в Y равномерно невырожденны [6], т. е.
min16n6N gn > 0.

В. Компоненты мартингала µZ в наблюдени-
ях Z (3) ортогональны друг другу, т. е. 〈µZ〉t =
=
∫ t

0 diag (hXs) ds. Мартингалы в уравнении
состояния µX и в наблюдениях µZ также ор-
тогональны 〈µX , µZ〉t ≡ 0.

3 Аналитическое решение задачи
и численная аппроксимация

Ниже в статье будут использоваться следующие
обозначения.

1. ‖α‖2Q , α⊤Qα.

2. Для X = col (x1, . . . , xN ) ∈ R
N

‖X‖1 ,
∑N

n=1
|xn| ;

для A = ‖aij‖i,j=1,N ∈ RN×N

‖A‖1 , max
16j6N

∑N

i=1
|aij | .

3. Единичная матрица подходящей размер-
ности: I; нулевая матрица подходящей размер-
ности: 0; вектор-строка подходящей размер-
ности, составленная из единиц: 1.

4. Характеристическая функция множества A:
IA(x).

5. Вектор, компоненты которого равны случайно-
му времени пребывания процесса X в каждом
из возможных состояний на отрезке [tr−1, tr]:

τr ,

tr∫

tr−1

Xs ds .
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6. (N − 1)-мерный симплекс в пространстве RN ,
носитель распределения вектора τr:

D ,

,

{
u = col

(
u1, . . . , uN

)
: un > 0,

N∑

n=1

un = δ

}
.

7. «Вероятностный симплекс», множество воз-
можных начальных распределений π:

š ,

,

{
π = col (π1, . . . , πN ) : πn > 0,

N∑

n=1

πn = 1

}
.

8. Распределение вектора Xℓ
tr
τr при условии

Xtr−1 = ek: pkℓ(du), т. е. для любого G ∈ B(RN)
верно равенство

E
{
IG(τr)X

ℓ
tr
|Xtr−1 = ek

}
=

∫

G

pkℓ(du).

9. M-мерная плотность гауссовского распределе-
ния с математическим ожиданием m и невы-
рожденной ковариационной матрицей Q:

N (y,m,Q) ,

, (2π)−M/2det−1/2Q exp

{
−1
2
‖y −m‖2Q−1

}
.

10. Распределение K-мерного случайного векто-
ра с независимыми компонентами, имеющи-
ми пуассоновское распределение с параметра-
ми αk, k = 1,K:

P(z, α) , e−
∑k

k=1 αk
K∏

k=1

(αk)z
k

(zk)!
,

где

z = col (z1, . . . , zK) ∈ Z
K
+ ;

α = col (α1, . . . , αK) ∈ R
K
+ .

11. Функции

θkj = θkj(y, z) ,

,

∫

D

N
(
y, fu,

N∑

p=1

upgp

)
P(z, hu)pkj(du).

Матрицы, составленные из этих функций:

θ = θ(y, z) , ‖θkj(y, z)‖k,j=1,N .

Матричнозначные функции случайных вели-
чин — дискретизованных наблюдений, полу-
ченных в момент времени tr:

θr , θ (Yr,Zr) .

Произведения матриц {θi} с нарастающим ито-
гом:

—r = — (y1, . . . , yr, z1, . . . , zr) ,

, θ (y1, z1) θ (y2, z2) · · · θ (yr, zr) .

Матричнозначные функции дискретизованных
наблюдений, полученных на промежутке вре-
мени [0, tr]:

—r , θ1θ2 · · · θr.

Используя введенные выше определения, опти-
мальную оценку X̂r [4] по дискретизованным на-
блюдениям можно записать в явном виде:

X̂r =
1

1—⊤
r π
—⊤

r π .

Матричнозначные функции θ и —r обладают сле-
дующими очевидными свойствами:

(1)
∑

z∈Z
K
+

∫
RM θkj(y, z) dy = P {Xh = ej|X0 =

= ek} = (exp{h˜})kj ;

(2)
∑

z∈Z
K
+

∫
RM

∥∥θ⊤(y, z)
∥∥
1
dy = 1;

(3)
∑
(z1,...,zr)∈Z

rK
+

∫
RrM

∥∥—⊤
r (y1, . . . , yr, z1, . . .

. . . , zr)‖1 dy1 · · ·dyr = 1.

Интегралы в θkj не могут быть вычислены аналити-
чески, поэтому их предлагается аппроксимировать
интегральными суммами общего вида. Для этого
будем использовать следующие функции и матри-
цы, составленные из них:

– аппроксимация θkj

ψkj ,
∑L

ℓ=1
N
(
y, fuℓ,

N∑

p=1

up
ℓgp

)
P (z, huℓ) ρ

kj
ℓ ;

– аппроксимация θ

ψ = ψ(y, z) ,
∥∥ψkj(y, z)

∥∥
k,j=1,N

;

– аппроксимация θr

ψr , ψ(Yr ,Zr);

– аппроксимация—r

ār = ā (y1, . . . , yr, z1, . . . , zr) ,

, ψ (y1, z1)ψ (y2, z2) · · ·ψ (yr, zr) ;

– аппроксимация—r

ār , ψ1ψ2 · · ·ψr.
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Общий порядок аппроксимации оценок фильтрации состояний МСП по дискретизованным наблюдениям

В определенных выше интегральных суммах
{uℓ}ℓ=1,L ⊂ D (uℓ = uℓ(δ)) — набор точек;

{ρkj
ℓ }ℓ,k,j ⊂ R+ (ρkj

ℓ = ρ
kj
ℓ (δ)) — набор весов. Будем

использовать только аппроксимации, обладающие
следующим свойством:

(4) max16k6N

∑N
j=1

∑L
ℓ=1 ρ

kj
ℓ (δ) , W(δ) 6 1.

Условие 4 обеспечивает аппроксимациям выполне-
ние свойств, близких по смыслу 1–3:

(5)
∑

z∈Z
K
+

∫
RM ψkj(y, z) dy =

∑L
ℓ=1 ρ

kj
ℓ 6 W(δ) 6

6 1;

(6)
∑

z∈Z
K
+

∫
RM

∥∥ψ⊤(y, z)
∥∥
1
dy 6 W(δ) 6 1;

(7)
∑
(z1,...,zr)∈Z

rK
+

∫
RrM

∥∥ā⊤
r (y1, . . . , yr, z1, . . .

. . . , zr)‖1 dy1 · · · dyr 6 Wr(δ) 6 1.

Таким образом, вместо X̂r можно вычислить ее ап-
проксимацию

X r =
1

1ā⊤
r π
ā⊤

r π .

Определим глобальную характеристику бли-
зости оценки {X̂ } и ее аппроксимации {X} сле-
дующим образом. Пусть T > 0 — фиксированный
момент времени, r , T/δ (без ограничения общ-
ности считаем, что T делится на δ нацело). Показа-
тель точности определяется следующим образом:

›(T, δ) , sup
π∈š
Eπ

{∥∥∥X̂T/δ −X T/δ

∥∥∥
1

}
.

Теорема 1. Пусть для аппроксимации ψ выполнено

условие
∑

z∈Z
K
+

∫

RM

∥∥(ψ(y, z)− θ(y, z))⊤
∥∥
1
dy 6 Cδ1+α (4)

при некоторых параметрахC, α > 0. Тогда

›(T, δ) 6 2C
1− W

T/δ(δ)

1− W(δ)
δ1+α, если W(δ) < 1 ; (5)

›(T, δ) 6 2TCδα, если W(δ) = 1 . (6)

Доказательство теоремы 1 приведено в прило-
жении.

Суммарный вес W зависит не только от шага
дискретизации δ, но и от матрицы ˜ в уравнении
динамики (1). В то же время значение C зависит
от параметров f , {gn} и h модели наблюдения (2)
и (3).

4 Численный пример

Проиллюстрируем различия верхних границ (5)
и (6) на конкретном примере. В статье [2] бы-
ла предложена составная схема «средних» прямо-
угольников для фильтрации состояний МСП по

наблюдениям с мультипликативными шумами при
наличии только диффузионных наблюдений. При
наличии дополнительных считающих наблюдений
эта схема принимает вид

ψkj , δkje
λjjδN (y, δf j , δgj)P(y, δf j) +

+ (1 − δkj)λkjδ
1+αeλjjδ ×

×
[δ−α]∑

ℓ=1

e(λkk−λjj )uN
(
y, ufk + (δ − u)f j, ugk +

+ (δ − u)gj)P
(
y, uhk + (δ − u)hj

) ∣∣∣
u=(ℓ−1/2)δ1+α

,

где f j и hj – j-е столбцы матриц f и h.
Действуя аналогично [2], можно показать, что

для данной схемы вычисления коэффициентов ψkj

выполнено условие (4), в котором величина C > 0
зависит от параметров модели наблюдения, а па-
раметр α > 0 описывает степень «дополнительного
дробления» отрезка дискретизации δ.

Весовые коэффициенты в данной схеме выра-
жаются следующим образом:

̺kj
ℓ = δkje

λjjδ +

+ (1− δkj)λkjδ
1+α exp

(
δ

(
λkk

(
ℓ− 1
2

)
δα +

+ λjj

(
1−

(
ℓ− 1
2

)
δα

)))
.

Используя второй замечательный предел, мож-
но показать, что W(δ) < 1 для достаточно малого
δ > 0.

Численный эксперимент был проведен для зна-
чений параметров N = 10, λij ≡ 5 при i 6= j,
T ∈ [0; 2]. Показатель точности ›(T, δ) прямо про-
порционален параметру C, поэтому нормируем его
на C и исследуем частное ›(T, δ)/C.

Зависимость ›(T, δ)/C от T , вычисленная по форму-
лам (5) (черный кривые) и (6) (серые кривые) при раз-
личных параметрах δ: 1 — δ = 10−2; 2 — 10−3; 3 — 10−4;
4 — 10−5; 5 — δ = 10−6
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На рисунке представлена зависимость от T
функции ›(T, δ)/C при различных значениях шага
дискретизации δ.

Анализируя графики, легко прийти к следующе-
му заключению. Если удается построить схемы
численного интегрирования, для которых выпол-
няется условие W(δ) < 1, то пессимистичные ли-
нейные оценки (6) верхней границы ›(T, δ) мо-
гут быть существенно уточнены с использованием
формулы (5).

5 Заключение

Формулы (5) и (6), описывающие оценки сверху
для средней L1-нормы ошибки аппроксимации как
функции шага временн‚ой дискретизации δ и мо-
мента построения оценки фильтрации T , являются
главными результатами данной работы. Тот факт,
что в (6) порядок глобальной точности аппрокси-
мации на 1 меньше порядка локальной точности,
вполне ожидаем: потеря порядка точности на еди-
ницу наблюдается для численных методов реше-
ния как обыкновенных, так и стохастических диф-
ференциальных уравнений [7]. Линейный рост
величины ошибки, определяемой формулой (6),
с ростом момента оценивания T также представля-
ется достаточно рутинным и следует из дискрет-
ного варианта неравенства Гронуолла–Беллмана
и свойств 1–3.

Вместе с тем вариант верхней оценки глобально-
го показателя точности, описываемый (5), обладает
несколькими необычными качествами. Во-пер-
вых, данная оценка демонстрирует не линейный,
но сублинейный рост по T . Во-вторых, порядок гло-
бальной точности понизился меньше чем на еди-
ницу. Эти результаты получены благодаря тому,
что матричнозначные функции —r с единичной
нормой удалось приблизить функциями ār, име-
ющими норму, меньшую 1. Именно это качество
позволяет описать эволюцию во времени верхней
границы с помощью устойчивой рекуррентной за-
висимости, доставляющей в итоге менее консерва-
тивную оценку показателю точности.

Приложение

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 1. Преобразуем ошибку
аппроксимации следующим образом:

–r = X r − X̂r =

=
1

1ā⊤

r π1—
⊤

r π

(
1—⊤

r πā
⊤

r π − 1ā⊤

r π—
⊤

r π
)
=

=
1

1ā⊤

r π1—
⊤

r π

(
ā⊤

r π1—
⊤

r π − 1ā⊤

r π—
⊤

r π
)
=

=
1

1ā⊤

r π1—
⊤

r π

(
ā⊤

r π1− 1ā
⊤

r πI
)
—⊤

r π =

=
1

1ā⊤

r π1—
⊤

r π

(
ā⊤

r π1− 1ā
⊤

r πI
)(
—⊤

r π −ā⊤

r π
)
=

=
(
X r1− I

) 1

1—⊤

r π
(—r −ār)

⊤ π .

Из свойств нормы ‖ · ‖1 следует, что ‖π‖1 ≡ 1 и ‖X r1 −
− I‖1 6 2, поэтому

‖–r‖1 6 2

∥∥∥∥∥
1

1—⊤

r π
(—r −ār)

⊤

∥∥∥∥∥
1

. (7)

Используя обозначения γr , ψr − θr и •r , ār − —r,
можно записать рекурсию

•r = •r−1ψr +—r−1γr, r > 1, •1 = γ1. (8)

Согласно лемме 3 [1] для любой интегрируемой функции
a (y1, . . . , yr, z1, . . . , zr) имеет место равенство:

Eπ

{
a (Y1, . . . ,Yr,Z1, . . . ,Zr)

1—⊤

r (Y1, . . . ,Yr,Z1, . . . ,Zr)π

}
=

=
∑

(z1,...,zr)∈Z
rK
+

∫

RrM

a (y1, . . . , yr, z1, . . . , zr) dy1 · · · dyr.

Взяв математическое ожидание левой и правой частей (7),
благодаря утверждению данной леммы получаем

Eπ

{
‖–r‖1

}
6 2

∑

(z1,...,zr)∈ZrK
+

∫

RrM

∥∥∥•⊤ (y1, . . . , yr,

z1, . . . , zr)
∥∥∥
1
dy1 · · · dyr. (9)

Обозначим

Jr ,
∑

(z1,...,zr)∈ZrK
+

∫

RrM

∥∥∥•⊤(y1, . . . , yr, z1, . . . , zr)
∥∥∥
1
dy1 · · · dyr.

Тогда, вычисляя интеграл нормы ‖ · ‖1 от левой и правой
частей (8) и учитывая свойства 3, 6 и 7, для r > 1 можно
получить рекуррентное неравенство Jr 6 W(δ)Jr−1 +
+ Cδ1+α и начальное условие J1 = Cδ1+α, откуда по
свойству убывающей геометрической прогрессии следу-
ет, что

Jr 6






C

(
1− W

T/δ(δ)

1− W(δ)

)

δ1+α, если W(δ) < 1;

C

(
T

δ

)
δ1+α = CTδα, если W(δ) = 1.

Неравенства для Jr не зависят от начального распреде-
ления π. Утверждение теоремы следует из подстановки
неравенств в правую часть (9) и последующего взятия от
обеих частей точной верхней грани по π ∈ š. Теорема 1
доказана.
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НЕСМЕЩЕННАЯ ОЦЕНКА РИСКА ПОРОГОВОЙ ОБРАБОТКИ

С ДВУМЯ ПОРОГОВЫМИ ЗНАЧЕНИЯМИ

О. В. Шестаков1

Аннотация: Задачи уменьшения уровня шума в сигналах возникают во многих прикладных областях.
В случаях когда сигналы не являются стационарными, хорошо зарекомендовали себя методы подавле-
ния шума, основанные на вейвлет-преобразовании и процедурах пороговой обработки. Эти методы
вычислительно эффективны и хорошо адаптируются к локальным особенностям сигналов. Наиболее
распространенными видами пороговой обработки стали жесткая и мягкая пороговая обработка. Однако
при использовании жесткой пороговой обработки получаются оценки с большой дисперсией, а мягкая
пороговая обработка приводит к появлению дополнительного смещения. В попытке избавиться от этих
недостатков в последние годы были предложены различные альтернативные виды пороговой обработ-
ки. В данной работе рассматривается процедура пороговой обработки с двумя порогами, которая ведет
себя как мягкая пороговая обработка при малых значениях вейвлет-коэффициентов и как жесткая при
больших. Для данного вида пороговой обработки строится несмещенная оценка среднеквадратичного
риска и анализируются ее статистические свойства. Также описывается алгоритм вычисления пороговых
значений, минимизирующих эту оценку.

Ключевые слова: вейвлеты; пороговая обработка; несмещенная оценка риска
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1 Введение

В процессе генерации и передачи сигналы часто
загрязняются аддитивным шумом, который в боль-
шинстве случаев предполагается гауссовым. Одной
из основных задач ставится уменьшение уровня шу-
ма с сохранением характерных особенностей сиг-
нала. Кратномасштабный анализ, осуществляемый
с помощью вейвлет-разложений, доказал свою эф-
фективность при решении подобных задач.

При использовании вейвлет-разложения шум
равномерно распределяется по всем коэффици-
ентам, в то время как основная часть полезно-
го сигнала сосредоточивается в нескольких самых
больших коэффициентах, т. е. вейвлет-разложение
обеспечивает разреженное (экономное) представ-
ление сигнала.

Самым распространенным методом удаления
шума из сигнала в пространстве вейвлет-коэффи-
циентов стала пороговая обработка, в результате
которой коэффициенты, величина которых мень-
ше определенного порога, обнуляются. Наиболее
популярны методы жесткой и мягкой пороговой
обработки. Асимптотически оба этих метода опти-
мальны в смысле среднеквадратичного риска с точ-
ностью до множителя, пропорционального лога-
рифму числа отсчетов сигнала [1].

Как жесткая, так и мягкая пороговая обработ-
ка имеют свои достоинства и недостатки. Оценки,
полученные с помощью мягкой пороговой обра-
ботки, имеют большее смещение, поскольку об-
работке подвергаются все коэффициенты, в том
числе и большие. При жесткой пороговой обработ-
ке используется разрывная пороговая функция, что
приводит к увеличению дисперсии оценок и отсут-
ствию устойчивости, т. е. чувствительности к незна-
чительным изменениям в данных. Для устранения
этих недостатков предложено множество альтерна-
тивных видов пороговой функции, которые пред-
ставляют собой компромисс между жесткой и мяг-
кой пороговой обработкой [2–11]. В частности,
в работе [2] предлагается использовать пороговую
функцию с двумя пороговыми значениями, кото-
рая для малых значений коэффициентов ведет себя
как мягкая пороговая обработка, а для больших —
как жесткая.

В данной работе с помощью метода Стейна [12]
строится несмещенная оценка среднеквадратично-
го риска при такой пороговой обработке. Пока-
зывается, что при определенных условиях данная
оценка является сильно состоятельной и асимпто-
тически нормальной. Также обсуждается метод вы-
числения адаптивного порога, минимизирующего
оценку среднеквадратичного риска.

1Московский государственный университет имени М. В. Ломоносова, факультет вычислительной математики и кибернетики;
Федеральный исследовательский центр «Информатика и управление» Российской академии наук; Московский центр фундамен-
тальной и прикладной математики, oshestakov@cs.msu.ru
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2 Удаление шума с помощью
пороговой обработки
эмпирических
вейвлет-коэффициентов

Предположим, что наблюдается загрязненный
шумом дискретный сигнал

Xi = fi + zi, i = 1, . . . , N,

где fi — чистые значения функции сигнала f ; zi —
независимые случайные величины, имеющие нор-
мальное распределение с нулевым средним и дис-
персией σ2. Требуется оценить вектор «полезного»
сигнала f1, . . . , fN .

Донохо и Джонстнон [1] разработали методику
WaveShrink для оценивания данного вектора с по-
мощью дискретного вейвлет-преобразования и по-
роговой обработки. Данная методика в определен-
ном смысле «почти» оптимальная. В частности,
для широкого класса функций сигналов она с точ-
ностью до множителя logN обеспечивает мини-
максный порядок среднеквадратичного риска по-
строенной оценки. При этом вейвлет-функция,
используемая для дискретного вейвлет-преобразо-
вания, должна удовлетворять определенным усло-
виям (подробнее см. [13]). В дальнейшем будем
полагать, что эти условия выполнены.

Методика WaveShrink основана на принципе об-
нуления малых по значению вейвлет-коэффици-
ентов для удаления шума. Ее суть заключается
в следующем: к вектору X1, . . . , XN применяет-
ся дискретное вейвлет-преобразование с помощью
умножения на ортогональную матрицу W , опреде-
ляемую типом выбранных вейвлетов. В результате
получаются эмпирические вейвлет-коэффициенты

Yj,k = µj,k+ǫj,k, j = 0, . . . , J−1, k = 0, . . . , 2j−1,

где ǫj,k также независимы и нормально распреде-
лены с нулевым средним и дисперсией σ2. Затем
к получившимся эмпирическим вейвлет-коэффи-
циентам применяется пороговая функция, смысл
которой заключается в обнулении достаточно ма-
леньких коэффициентов, которые считаются шу-
мом. После пороговой обработки осуществляется
обратное вейвлет-преобразование, которое в силу
ортогональности матрицы W заключается прос-
то в умножении вектора обработанных эмпириче-
ских вейвлет-коэффициентов на транспонирован-
ную матрицу W ∗.

Донохо и Джонстон предложили два вида функ-
ции пороговой функции. Это функция жесткой
пороговой обработки

ρH(y, T ) =

{
y при |y| > T ;

0 при |y| ≤ T

и функция мягкой пороговой обработки

ρS(y, T ) =






y − T при y > T ;

y + T при y < −T ;
0 при |y| ≤ T.

Здесь T — некоторое пороговое значение. Жест-
кая пороговая обработка приводит к оценкам,
имеющим большую дисперсию (из-за разрывности
пороговой функции), а мягкая пороговая обработ-
ка вызывает дополнительное смещение в оценках
(поскольку обработке подвергаются все коэффици-
енты) [14]. Один из способов справиться с недо-
статками жесткой и мягкой пороговой обработки –
использовать предложенную в работе [2] пороговую
функцию с двумя пороговыми значениями T1 и T2:

ρF (y, T1, T2) =

=






y при |y| ≥ T2 ;

sgn (y)
T2(|y| − T1)

T2 − T1
при T1 < |y| < T2 ;

0 при |y| ≤ T1.

(1)

Для абсолютных значений y вблизи нижнего по-
рога ρF (y, T1, T2) ведет себя как ρS(y, T1). Для
абсолютных значений y больше верхнего порога
ρF (y, T1, T2) = y. Отметим, что жесткая пороговая
обработка при T1 = T2 и мягкая пороговая обработ-
ка приT2 =∞ являются предельными случаями (1).

3 Статистические свойства
оценки среднеквадратичного
риска

Целью пороговой обработки, как правило, ста-
вится уменьшение среднеквадратичного риска, ко-
торый для пороговой функции ρF определяется как

RJ (T1, T2) =

J−1∑

j=0

2j−1∑

k=0

E
(
�Yj,k − µj,k

)2
, (2)

где �Yj,k = ρF (Yj,k, T1, T2), и методы выбора порого-
вых значений ориентированы на минимизацию (2).
В работе [2] рассматривается минимаксный под-
ход. Обозначим через µ вектор вейвлет-коэффици-
ентов {µj,k}. Вводится в рассмотрение величина

˜J= inf
T1≤T2

sup
µ





RJ (T1, T2)

σ2+
∑J−1

j=0

∑2j−1

k=0
min

(
µ2j,k, σ

2
)





.
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Величина min(µ2j,k, σ
2) служит идеальным средне-

квадратичным риском обработки одного коэффи-
циента, при которой коэффициент обнуляется или
остается неизменным [1]. Таким образом, при ми-
нимаксных значениях T1 и T2

RJ (T1, T2) ≤ ˜J



σ2 +
J−1∑

j=0

2j−1∑

k=0

min
(
µ2j,k, σ

2
)


 .

Для жесткой и мягкой пороговой обработки ˜J ∼
∼ 2 log 2J , а минимаксный порог имеет значение
T ∼ σ

√
2 log 2J [15]. Для пороговой функции ρF

в [2] численно исследуются минимаксные значе-
ния T1 и T2 и показывается, что удается построить
более точные границы для минимаксного риска,
чем в случае жесткой или мягкой пороговой обра-
ботки.

Заметим, что в выражении (2) присутствуют не-
известные величины µj,k, поэтому вычислить зна-
чение RJ (T1, T2) для конкретного вектора µ на
практике нельзя. Однако с помощью метода Стей-
на для RJ(T1, T2) можно вычислить несмещенную
оценку. Пусть g(Yj,k) = Yj,k − �Yj,k. Тогда [12]

E
(
�Yj,k − µj,k

)2
= σ2 + Eg2(Yj,k)− 2σ2Eg′(Yj,k) ,

и, следовательно, величина σ2 + g2(Yj,k) −
− 2σ2g′(Yj,k) является несмещенной оценкой для

E
(
�Yj,k − µj,k

)2
. Из вида функции ρF следует, что

g(Yj,k) = Yj,k1(|Yj,k| ≤ T1) +

+
T1(T2 sgn (Yj,k)− Yj,k)

T2 − T1
1 (T1 < |Yj,k| < T2) ;

g′ (Yj,k) = 1 (|Yj,k| ≤ T1)−

− T1
T2 − T1

1 (T1 < |Yj,k| < T2) .

Таким образом,

R̂J(T1, T2) =

J−1∑

j=0

2j−1∑

k=0

H (Yj,k, T1, T2) , (3)

где

H (Yj,k, T1, T2) =

=






σ2 при |Yj,k| ≥ T2;

σ2 +
T 21 (T2 sgn (Yj,k)− Yj,k)

2

(T2 − T1)
2 +

2σ2T1
T2 − T1

при T1 < |Yj,k| < T2;

Y 2j,k − σ2 при |Yj,k| ≤ T1

является несмещенной оценкой для RJ (T1, T2).

Исследования пороговых значений показыва-
ют, что пороги, обеспечивающие величину сред-
неквадратичного риска, близкую к минимальному,
разумно выбирать растущими со скоростью поряд-
ка
√
2 log 2J [16, 17]. В этом случае, повторяя рас-

суждения из работы [18], можно показать, что при
условии принадлежности функции сигнала опреде-
ленному классу Липшица оценка R̂J(T1, T2) явля-
ется сильно состоятельной и асимптотически нор-
мальной.

Теорема 1. Пусть f задана на отрезке [a, b] и равно-

мерно регулярна по Липшицу с показателем γ > 1/2,

T1 = c1σ
√
2 log 2J и T2 = c2σ

√
2 log 2J (c1 ≤ c2).

Тогда

P

(
R̂J (T1, T2)−RJ (T1, T2)

σ2
√
2J+1

< x

)
→ �(x)

при J → ∞ ,

где�(x)— функция распределения стандартного нор-

мального закона.

Теорема 2. Пусть f задана на отрезке [a, b], f ∈
∈ L2([a, b]), T1 = c1σ

√
2 log 2J и T2 = c2σ

√
2 log 2J

(c1 ≤ c2). Тогда при любом λ > 0

R̂J(T1, T2)−RJ(T1, T2)

2J(1/2+λ)
→ 0 п.в. при J → ∞ .

Эти утверждения служат основанием использо-
вания величины (3) для оценивания качества при
практической обработке сигналов, поскольку для
ее вычисления используются только наблюдаемые
данные.

4 Минимизация оценки риска
Еще одним подходом к выбору пороговых зна-

чений T1 и T2 может служить минимизация оцен-
ки (3), т. е. в качестве порогов выбираются такие T ∗

1

и T ∗
2 , что

R̂J (T
∗
1 , T

∗
2 ) = min

T1>0,T2>0
R̂J (T1, T2) .

Для поиска этих значений можно использовать сле-
дующий алгоритм.

Упорядочим эмпирические коэффициенты Yj,k

по убыванию абсолютных значений и обозначим
через Y(i) i-ю координату полученного упорядочен-
ного вектора (без ограничения общности можно
полагать, что среди этих значений нет совпада-
ющих). Пусть l и m (l ≤ m) — такие индексы, что

∣∣Y(m)
∣∣ ≤ T1 <

∣∣Y(m−1)

∣∣ ;
∣∣Y(l)

∣∣ < T2 ≤
∣∣Y(l−1)

∣∣ . (4)

Если l = m, то функция ρF (y, T1, T2) фактически
сводится к функции жесткой пороговой обработки
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с порогом T2, поэтому сначала рассмотрим случай
l < m. Имеем

R̂J (T1, T2) =

N−1∑

i=1

H(Y(i), T1, T2) =

=
l−1∑

i=1

H
(
Y(i), T1, T2

)
+

m−1∑

i=l

H(Y(i), T1, T2) +

+
N−1∑

i=m

H
(
Y(i), T1, T2

)
=

l−1∑

i=1

σ2 +

+
m−1∑

i=l

(
σ2 +

T 21
(
T2 sgn

(
Y(i)
)
− Y(i)

)2

(T2 − T1)
2 +

2σ2T1
T2 − T1

)
+

+
N−1∑

i=m

(
Y 2(i) − σ2

)
=

m−1∑

i=l

(
T 21 (T2 −

∣∣Y(i)
∣∣)2

(T2 − T1)
2 +

+
2σ2T1
T2 − T1

)
+

N−1∑

i=m

Y 2(i) + (2m− 1−N)σ2. (5)

При ограничениях (4) для любого значения T2
слагаемые в первой сумме могут достигать мини-
мального значения только при T1 = |Y(m)|. Да-
лее, для всех слагаемых в первой сумме выполнено
T1 <

∣∣Y(i)
∣∣ < T2. Следовательно, выражение

(
T2 −

∣∣Y(i)
∣∣)2

(T2 − T1)
2 = 1+

2
(∣∣Y(i)

∣∣− T1
)

(T2 − T1)
+

(
T1 −

∣∣Y(i)
∣∣)2

(T2 − T1)
2

убывает по T2, т. е. минимальное значение слага-
емых в первой сумме достигается при T2 = |Y(l−1)|.
Если l = m, то выражение (5) не содержит первой
суммы и при ограничениях (4) не зависит от T1 и T2.
Следовательно, можно также положить T1 = |Y(m)|
и T2 = |Y(l−1)|. Таким образом, пороги T ∗

1 и T ∗
2

следует искать, сравнивая значения (5) в точках
T1 = |Y(s)| и T2 = |Y(t)| при 1 ≤ t < s ≤ N − 1. Те
значения, на которых достигается минимум, при-
нимаются за T ∗

1 и T ∗
2 .

Описанный алгоритм обобщает алгоритм поис-
ка порога, минимизирующего оценку риска в слу-
чае мягкой пороговой обработки [13].
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ОБОБЩЕНИЕ МЕТОДА ВЫПРЯМЛЕНИЯ ИСКАЖЕННЫХ

ИЗ-ЗА МУЛЬТИКОЛЛИНЕАРНОСТИ КОЭФФИЦИЕНТОВ

ДЛЯ РЕГРЕССИОННЫХ МОДЕЛЕЙ С РАЗЛИЧНОЙ СТЕПЕНЬЮ

КОРРЕЛЯЦИИ ОБЪЯСНЯЮЩИХ ПЕРЕМЕННЫХ

М. П. Базилевский1

Аннотация: При построении регрессионных моделей одну из главных проблем представляет мультикол-
линеарность. Это негативное явление приводит к искажению коэффициентов регрессии, в частности
их знаков. Ранее для решения проблемы мультиколлинеарности был разработан метод выпрямления
искаженных коэффициентов (МВИК), который основан на построении модели полносвязной линейной
регрессии (МПЛР). Одно из условий его применимости — тесная корреляция абсолютно всех пар объяс-
няющих переменных. Но при решении реальных прикладных задач это условие выполняется редко. Чаще
всего объясняющие переменные коррелируют друг с другом по-разному. Для этого в данной статье пред-
ложен новый итерационный алгоритм МВИК. Особенность алгоритма заключается в том, что он сочетает
в себе достоинства как традиционных множественных моделей, так и новых полносвязных регрессий.
Разработанный алгоритм универсален и может применяться для построения регрессионного уравнения
с любой структурой корреляционной матрицы. Новый алгоритм успешно применен для моделирования
грузоперевозок железнодорожного транспорта в Иркутской области.

Ключевые слова: регрессионный анализ; корреляция; мультиколлинеарность; метод выпрямления
искаженных коэффициентов; модель полносвязной линейной регрессии
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1 Введение
Одной из главных проблем регрессионного ана-

лиза [1] является мультиколлинеарность — нали-
чие сильной линейной зависимости между двумя
или более объясняющими переменными. Мульти-
коллинеарность приводит к искажению оценок ре-
грессии, в частности их знаков, что затрудняет или
вовсе делает невозможным интерпретацию влия-
ния отдельных факторов на выходную переменную.
На сегодняшний день проблема мультиколлинеар-
ности не до конца решена. Для этого применяются
различные приемы: исключение сильно коррели-
рующих объясняющих переменных, метод главных
компонент [2, 3], гребневая (ридж) регрессия [4,
5], добавление новых наблюдений, преобразование
исходных переменных. Современным направле-
нием стала разработка новых методов оценивания
регрессионных моделей в условиях мультиколли-
неарности (см., например, [6, 7]).

Все перечисленные приемы имеют свои недо-
статки. Так, метод исключения приводит к поте-
ре информативности и возможности изучения со-
вместного влияния всех переменных на выходной
показатель. Преобразовать исходные переменные
в набор слабо коррелирующих факторов или най-
ти новые наблюдения удается крайне редко. При

построении гребневой регрессии возникает проб-
лема с выбором параметра регуляризации. Кроме
того, оценивание гребневой регрессии заключает-
ся в искажении формулы для метода наименьших
квадратов (МНК), поэтому для полученного урав-
нения будут несправедливы коэффициент детерми-
нации, критерий Фишера и t-критерий Стьюдента.
То же самое относится и к новым методам оце-
нивания в условиях мультиколлинеарности. При
реализации метода главных компонент возника-
ет проблема с интерпретацией главных компонент.
Самый же главный недостаток всех этих методов
кроется в том, что ни один из них не гарантирует
согласованность знаков коэффициентов регрессии
при объясняющих переменных с соответствующи-
ми знаками их коэффициентов корреляции с вы-
ходной переменной.

В работе [8] автором были предложены МПЛР,
которые строятся при условии сильной корреля-
ции между объясняющими переменными. В ре-
зультате оценивания МПЛР формируются линейно
зависимые латентные переменные в виде линей-
ных комбинаций объясняющих переменных. Бы-
ло установлено, что знаки коэффициентов в этих
линейных комбинациях согласуются с соответству-
ющими знаками коэффициентов линейной корре-

1Иркутский государственный университет путей сообщения, кафедра математики, mik2178@yandex.ru
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Обобщение метода выпрямления искаженных из-за мультиколлинеарности коэффициентов

ляции. На этой основе в работе [9] был разрабо-
тан МВИК, который полностью решает проблему
мультиколлинеарности. Однако МВИК работает
только тогда, когда абсолютно все объясняющие
переменные тесно коррелируют между собой. Если
же между всеми ними слабая корреляция, то спра-
ведливым будет построение традиционной модели
множественной линейной регрессии (ММЛР). Но
не до конца понятно, как поступать в ситуации,
когда объясняющие переменные коррелируют по-
разному: одни — сильно, вторые — слабо, третьи —
средне. В этом случае уже нельзя применять ни
ММЛР, ни МПЛР. Цель данной работы состоит
в обобщении МВИК для регрессионных моделей
с различной степенью корреляции объясняющих
переменных.

2 Модели множественной
и полносвязной линейной
регрессии

Рассмотрим ММЛР

yi = α0 + α1xi1 + α2xi2 + · · ·+ αmxim + εi , (1)

где yi, i = 1, n, — значения зависимой (объясня-
емой) переменной y; xi1, xi2, . . . , xim, i=1, n, — зна-
чения m независимых (объясняющих) переменных
x1, x2, . . . , xm (x-переменные); εi, i = 1, n, — ошиб-
ки аппроксимации; α0, α1, . . . , αm — неизвестные
параметры; n — объем выборки.

При полной коллинеарности между объяс-
няющими переменными определитель |XTX |,
где X — матрица наблюдений факторов, равен 0,
поэтому МНК-оценки получить невозможно. При
мультиколлинеарности, т. е. при |XTX | ≈ 0, МНК-
оценки становятся неустойчивыми. Таким образом,
из-за мультиколлинеарности ММЛР целесообраз-
но строить только тогда, когда абсолютно все объ-
ясняющие переменные слабо коррелируют между
собой.

Модель полносвязной линейной регрессии [8,9]
имеет следующий вид:

xij = x
∗
ij + ε

(xj)
i , i = 1, n , j = 1,m ;

x∗j = aj + bjx
∗
m , j = 1,m− 1 ,

}
(2)

где x∗i1, x
∗
i2, . . . , x

∗
im, i = 1, n, — истинные значения

объясняющих переменных; aj, bj, j = 1,m− 1, —

неизвестные параметры; ε
(xj)
i , i = 1, n, — ошибки

j-й переменной.
Модель полносвязной линейной регрессии (2)

целесообразно строить только тогда, когда абсо-

лютно все объясняющие переменные сильно кор-
релируют между собой, т. е. при сильной мульти-
коллинеарности.

Модель полносвязной линейной регрессии оце-
нивается с помощью взвешенного метода наимень-
ших полных квадратов (ВМНПК):

λ1

n∑

i=1

(xi1 − a1 − b1x
∗
im)

2
+

+ λ2

n∑

i=1

(xi2 − a2 − b2x
∗
im)

2
+ · · ·

· · ·+ λm−1

n∑

i=1

(xi,m−1 − am−1 − bm−1x
∗
im)

2
+

+

n∑

i=1

(xim − x∗im)
2 → min , (3)

где λ1, λ2, . . . , λm−1 — положительные весовые ко-
эффициенты (лямбда-параметры).

Для заданных значений лямбда-параметров за-
дача (3) решается по следующей схеме.

1. Находятся оценки “b1,“b2, . . . ,“bm−1 из нелиней-
ной системы

bp



Dxm
+

m−1∑

j=1

λ2jb
2
jDxj

+

+ 2
m−2∑

j1=1

m−1∑

j2=j1+1

λj1λj2bj1bj2Kxj1xj2
+

+ 2
m−1∑

j=1

λjbjKxjxm



 =

=



1 +
m−1∑

j=1

λjb
2
j








m−1∑

j=1

λjbjKxjxp
+Kxmxp



,

p = 1,m− 1 .
В работе [9] предложен численный метод ее
решения.

2. Определяются оценки “a1, “a2, . . . , “am−1 по фор-
мулам

“aj = xj − “bjxm , j = 1,m− 1.
3. Вычисляются оценки истинных значений пе-

ременной x∗m по формулам

“x∗im =



1 +
m−1∑

j=1

λj
“b2j




−1

−
m−1∑

j=1

λj“aj
“bj +

+

m−1∑

j=1

λj
“bjxij + xim



 , i = 1, n . (4)
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В [9] установлено, что при сильной корреляции
объясняющих переменных x1, x2, . . . , xm в (4) зна-
ки коэффициентов при объясняющих переменных
будут согласованы с соответствующими знаками
коэффициентов корреляции rxjxm

, j = 1,m− 1.
На основе этого факта в [9] был разработан реали-
зующий МВИК алгоритм “Straight B”:

1. Приλ1 = Dxm
/Dx1, λ2 = Dxm

/Dx2 , . . . , λm−1 =
= Dxm

/Dxm−1 решается задача (3).

2. С помощью МНК оценивается модель yi = c0+
+ c1“x

∗
im + εi, i = 1, n, где c0 и c1 — неизвестные

параметры.

3. Путем подстановки (4) в равенство “y = “c0+“c1“x∗m
определяется искомое уравнение регрессии.

Условия применимости МВИК по алгоритму
“Straight B”:

(1) каждая объясняющая переменная должна тес-
но коррелировать с выходной переменной y;

(2) все объясняющие переменные должны тесно
коррелировать друг с другом.

Если второе условие не выполняется, то могут
возникнуть проблемы с численным оцениванием
МПЛР, а также с согласованностью знаков коэф-
фициентов регрессии с соответствующими знаками
коэффициентов корреляции.

Достоинство алгоритма “Straight B” заключа-
ется в полном отсутствии эффекта мультиколли-
неарности в процессе получения регрессионного
уравнения и сохранении в модели всех исходных
переменных.

К сожалению, при решении прикладных задач
анализа данных крайне редко бывает так, чтобы
сразу все объясняющие переменные коррелировали
между собой или только слабо, или только сильно.
Поэтому возникает проблема с применением как
ММЛР (1), так и МПЛР (2). Для ее решения был
разработан итерационный алгоритм “Straight C”,
основанный на постепенном слиянии сильно кор-
релирующих переменных.

3 Алгоритм “Straight C”

Предварительно исключаются объясняющие
переменные, которые слабо коррелируют с вы-
ходной переменной y. Также следует исключить
те переменные, знаки коэффициентов корреляции
которых с y противоречат содержательному смыслу
решаемой задачи.

Задается граница между областями слабой
и сильной мультиколлинеарности — rÇÒÁÎ ∈ (0, 1).
Будем считать, что если все абсолютные значения

коэффициентов корреляции объясняющих пере-
менных меньше rÇÒÁÎ, то можно применять ММЛР,
а если все больше rÇÒÁÎ, то — МПЛР.

Шаг 1. Находится корреляционная матрица
объясняющих переменных R. Когда число объяс-
няющих переменных

(1) равно двум, тогда если их коэффициент кор-
реляции r < rÇÒÁÎ, то находятся МНК-оцен-
ки ММЛР, а если r ≥ rÇÒÁÎ, то выполняет-
ся алгоритм “Straight B”. На этом алгоритм
“Straight C” завершается;

(2) более двух, тогда если все абсолютные значе-
ния коэффициентов корреляции матрицы R:

– попадают в промежуток [0, rÇÒÁÎ), то с по-
мощью МНК оценивается ММЛР и алго-
ритм “Straight C” завершен;

– попадают в промежуток [rÇÒÁÎ, 1], то дей-
ствуем по алгоритму “Straight B” и алгоритм
“Straight C” завершен;

– не попадают в эти промежутки, то перехо-
дим к шагу 2.

Шаг 2. Генерируются все разбиения множества
объясняющих переменных, общее число которых
называется числом Белла. Исключаются разби-
ения, в которых число подмножеств равно числу
переменных и 1, поскольку ММЛР и МПЛР уже
прошли проверку на шаге 1. Каждое подмножество
переменных в разбиении будем называть класте-
ром.

Шаг 3 (цикл по всем разбиениям). Для данно-
го разбиения выбираются все кластеры, состоящие
хотя бы из двух переменных. Для каждого такого
кластера проверяется условие попадания абсолют-
ных значений всех парных коэффициентов корре-
ляции его переменных в промежуток [rÇÒÁÎ, 1]. Ес-
ли все кластеры удовлетворяют этим условиям, то
для каждого из них оценивается МПЛР, по форму-
ле (4) определяются новые z-переменные и все ре-
зультаты для данного разбиения сохраняются в па-
мять № 1.

Шаг 4 (цикл по всем разбиениям из памяти № 1).
Для данного разбиения находится корреляционная
матрица объясняющих переменных, среди которых
могут быть либо z-переменные, либо x- и z-пе-
ременные. Проверяется условие попадания аб-
солютных значений всех парных коэффициентов
корреляции в промежуток [0, rÇÒÁÎ). Если условие
выполняется, то по x- и z-переменным с помощью
МНК оценивается ММЛР, проверяется согласован-
ность знаков ее коэффициентов и в случае успеха
все результаты для данного разбиения сохраняются
в память № 2.
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Обобщение метода выпрямления искаженных из-за мультиколлинеарности коэффициентов

Шаг 5. Если память № 2 пуста, то в памяти № 1
выбираем модель с наибольшим значением коэф-
фициента детерминации R2 и переходим к шагу 1.
В противном случае выбираем в памяти № 2 модель
с наибольшим значением коэффициента детерми-
нации R2 и алгоритм “Straight C” завершается.

Таким образом, алгоритм “Straight C” гаран-
тирует сохранение в окончательной модели всех
исходных переменных. Помимо этого итерацион-
но снижается эффект мультиколлинеарности, что
приводит к выпрямлению искаженных коэффи-
циентов. К недостатку предложенного алго-
ритма следует отнести проблему выбора началь-
ной границы rÇÒÁÎ, от которой зависят итоговые
коэффициенты регрессионного уравнения, а зна-
чит, и согласованность их знаков со знаками коэф-
фициентов корреляции ryxj

, j = 1,m.
Из-за слияния x-переменных в z-переменные

невозможно проверить значимость первых с по-
мощью t-критерия Стьюдента. Для оценки степени
влияния x-переменных на y можно воспользовать-
ся следующей процедурой.

Известно, что коэффициент детерминации R2

оцененной с помощью МНК ММЛР (1) находится
по формуле

R2 =
m∑

j=1

“αj

σxj

σy
ryxj

. (5)

Формула (5) справедлива также и для регрес-
сионного уравнения, полученного с помощью ал-
горитма “Straight C”. Если в этом уравнении со-
гласованы знаки коэффициентов “αj, j = 1,m,
и знаки коэффициентов корреляции ryxj

, j = 1,m,
то можно ввести относительные вклады x-перемен-
ных в общую детерминацию:

CÏÔÎj = 100“αj

σxj

σy

ryxj

R2
, j = 1,m . (6)

Заметим, что относительные вклады (6) вводят-
ся не впервые. Так, в работе [10] эти характеристики
названы дельта-коэффициентами.

4 Пример

Для демонстрации МВИК на основе алгоритма
“Straight C” решалась задача моделирования гру-
зоперевозок железнодорожным транспортом в Ир-
кутской области. Для этого были использованы ста-
тистические данные с сайта Федеральной службы
государственной статистики (https://rosstat.gov.ru)
за период с 2000 по 2018 гг. по следующим перемен-
ным: y — отправление грузов железнодорожным
транспортом общего пользования (млн т); x2 —
население в трудоспособном возрасте (в % от об-
щей численности населения); x3 — численность
рабочей силы (тыс. чел.); x5 — численность пен-
сионеров (тыс. чел.); x8 — число собственных лег-
ковых автомобилей на 1000 чел. населения (шт.);
x18 — число предприятий и организаций; x35 —
удельный вес автомобильных дорог с твердым по-
крытием в общей протяженности автомобильных
дорог общего пользования (в %); x36 — удельный
вес автомобильных дорог с усовершенствованным
покрытием в протяженности автомобильных дорог
с твердым покрытием общего пользования (в %);
x58 — индексы тарифов на грузовые перевозки (же-
лезнодорожный транспорт) (в %).

Матрица парных коэффициентов корреляции
для этих переменных представлена в таблице.

Как видно, в этой матрице некоторые перемен-
ные коррелируют слабо, например x2 и x18, а не-
которые сильно, например x5 и x58. Построенная
с помощью МНК по этим данным ММЛР имеет
вид:

“y = −385,919 + 4,856x2 + 0,0286x3 + 0,2206x5 −
−0,03487x8−0,0001018x18−0,1653x35−0,5952x36+

+ 0,003528x58 , (7)

а ее коэффициент детерминации R2 = 0,890647.

Из-за мультиколлинеарности в уравнении (7)
искажены знаки сразу у пяти переменных: x5, x18,
x35, x36 и x58.

Корреляционная матрица

y x2 x3 x5 x8 x18 x35 x36 x58
y 1 0,736 0,389 −0,372 −0,354 0,464 0,454 0,693 −0,322
x2 0,736 1 0,781 −0,879 −0,810 −0,079 0,881 0,851 −0,847
x3 0,389 0,781 1 −0,859 −0,742 −0,291 0,746 0,611 −0,853
x5 −0,372 −0,879 −0,859 1 0,935 0,498 −0,940 −0,667 0,988
x8 −0,354 −0,810 −0,742 0,935 1 0,496 −0,944 −0,544 0,913
x18 0,464 −0,079 −0,291 0,498 0,496 1 −0,357 0,075 0,548
x35 0,454 0,881 0,746 −0,940 −0,944 −0,357 1 0,712 −0,896
x36 0,693 0,851 0,611 −0,667 −0,544 0,075 0,712 1 −0,620
x58 −0,322 −0,847 −0,853 0,988 0,913 0,548 −0,896 −0,620 1
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Полученная с использованием МВИК на основе
алгоритма “Straight B” регрессия имеет вид:

“y = 26,807+0,1679x2+0,011795x3−0,015763x5−
− 0,00987x8 − 3,30878 · 10−5x18 + 0,09106x35 +

+ 0,3636x36 − 0,0000438x58 , (8)

а ее R2 = 0,21219.
В уравнении (8) искажен знак только у перемен-

ной x18. Но при этом R2 для модели (8) оказался
существенно ниже, чем для регрессии (7). Эти не-
удовлетворительные результаты связаны с тем, что
нарушено второе условие применимости алгоритма
“Straight B”.

Затем к данным был применен МВИК на основе
алгоритма “Straight C”. Граница степени мультикол-
линеарности rÇÒÁÎ = 0,72. Единственной в памяти
№ 2 оказалась модель

“y = −40,2784− 0,0033877z1+ 0,00069865x18+
+ 1,6017x36 , (9)

где

z1 = 10069,3873− 67,570056x2 − 4,802657x3 +
+ 6,359486x5 + 4,02684x8 − 36,745825x35 +

+ 0,176752x58 . (10)

Коэффициент детерминации регрессии (9)R2 =
= 0,741431.

Подставляя (10) в (9), получим согласованное
по знакам окончательное уравнение регрессии

“y = −74,3904+ 0,2289
(9,497%)

x2+ 0,0163
(4,791%)

x3− 0,0215
(5,177%)

x5−

−0,0136
(4,71%)

x8+0,0006986
(42,035%)

x18+ 0,1244
(6,103%)

x35+ 1,6017
(23,282%)

x36−

− 0,0005987
(4,403%)

x58 . (11)

В (11) в скобках под коэффициентами приве-
дены относительные вклады переменных в общую

детерминацию, найденные по формулам (6). Как
видно, наименьший относительный вклад состав-
ляет 4,403% для переменной x58, что говорит о зна-
чимости всех входящих в модель переменных.
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Generalization of a method for straightening coefficients distorted due to multicollinearity in regression models

GENERALIZATION OF A METHOD FOR STRAIGHTENING

COEFFICIENTS DISTORTED DUE TO MULTICOLLINEARITY

IN REGRESSION MODELS WITH DIFFERENT DEGREES

OF EXPLANATORY VARIABLES CORRELATION

M. P. Bazilevskiy

Irkutsk State Transport University, 15 Chernyshevskogo Str., Irkutsk 664074, Russian Federation

Abstract: When constructing regression models, one of the main problems is multicollinearity. This negative
phenomenon leads to distortion of the regression coefficients, in particular, their signs. Earlier, to solve the
problem of multicollinearity, a method for straightening distorted coefficients was developed which is based on
the construction of a fully connected linear regression model. One of the conditions for its applicability is a close
correlation of absolutely all pairs of explanatory variables. But when solving real applied problems, this condition
is rarely met. Most often, explanatory variables correlate with each other in different ways. The authors propose
a new iterative algorithm for the method of straightening distorted coefficients. A feature of the algorithm is that it
combines the advantages of both traditional multiple models and new fully connected regressions. The developed
algorithm is universal and can be used to construct a regression equation with any structure of the correlation
matrix. The new algorithm has been successfully applied to simulate freight transportation by rail in the Irkutsk
region.

Keywords: regression analysis; correlation; multicollinearity; method for straightening distorted coefficients; fully
connected linear regression model
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ГРАНИЦЫ ЭКСТРЕМАЛЬНОГО ИНДЕКСА ВРЕМЕНИ ОЖИДАНИЯ

В СИСТЕМЕ M/G/1 С РАСПРЕДЕЛЕНИЕМ ВРЕМЕНИ

ОБСЛУЖИВАНИЯ В ВИДЕ КОНЕЧНОЙ СМЕСИ∗

И. В. Пешкова1

Аннотация: Доказывается следующая теорема: если исходная стационарная последовательность име-
ет распределение в виде m-компонентной смеси, компоненты которой стохастически упорядочены,
и существуют предельные распределения для максимумов всех компонент, а также упорядочены нор-
мализующие последовательности, то экстремальный индекс исходной последовательности находится
в границах экстремальных индексов наименьшей и наибольшей компонент. Этот результат применен для
оценки экстремального индекса стационарного времени ожидания в системе обслуживания типаM/G/1,
в которой время обслуживания задано m-компонентной смесью распределений. Рассмотрен пример
системы M/Hm/1 с гиперэкспоненциальным временем обслуживания. Методом точного моделирова-
ния получены результаты оценки экстремального индекса стационарного времени ожидания в системе
M/H2/1.

Ключевые слова: распределение экстремальных значений; экстремальный индекс; система обслуживания;
стохастическая упорядоченность
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1 Введение
Изучение экстремальных значений находит ши-

рокое применение в различных прикладных обла-
стях. Так, превышение высоких пороговых значе-
ний может означать отказы технических устройств
из-за сбоев оборудования, природные катастрофы,
потери данных при передаче и т. д. При этом пре-
вышения часто происходят не по одному, а груп-
пируются во времени, образуя так называемые
кластеры [1]. Такая кластеризация в теории экс-
тремальных значений характеризуется с помощью
экстремального индекса [2], который определяет
предельное распределение экстремальных значе-
ний стационарных случайных последовательно-
стей [3–5].

Экстремальный индекс θ отражает кластерную
структуру базовой последовательности или ее ло-
кальную зависимость. Например, для последова-
тельности независимых одинаково распределенных
величин θ = 1. Значение экстремального индекса,
равное нулю, θ = 0, подразумевает общую зави-
симость, которая соответствует «очень широким»
кластерам превышений пороговых значений. Од-
на из наиболее практически важных интерпрета-
ций экстремального индекса состоит в том, что
1/θ приблизительно соответствует среднему разме-

ру кластера. Это позволяет оценить экстремальный
индекс непараметрическими методами [2, 6, 7].

Экстремальные значения характеристик про-
изводительности систем массового обслуживания
изучались в работах [8–12]. В статье [13] получены
распределения кластерных и межкластерных раз-
меров стационарных времен ожидания в системе
G/G/1. Предельное распределение и математиче-
ское ожидание времени первого превышения поро-
гового значения выведены в [14]. Выбор порогового
значения обсуждается в статье [15].

Главная идея данного исследования состоит
в построении границ экстремального индекса ста-
ционарного времени ожидания в системе обслужи-
вания типаM/G/1, в которой время обслуживания
задано m-компонентной смесью распределений
со стохастически упорядоченными компонентами.
В качестве примера рассматривается гиперэкспо-
ненциальное распределение, которое представляет
собой конечную смесь показательных распределе-
ний. Такое распределение играет важную роль в ис-
следовании современных систем, поскольку мо-
жет быть использовано в качестве распределения,
аппроксимирующего распределения с так называ-
емыми «длинными хвостами», широко применя-
емыми в коммуникационных системах [16].

∗Работа выполнена при финансовой поддержке РНФ (проект 21-71-10135).
1Петрозаводский государственный университет; Институт прикладных математических исследований Карельского научного

центра РАН, iaminova@petrsu.ru
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Данное исследование опирается на результа-
ты, полученные автором в предшествующих ра-
ботах [17–20]. Например, в статье [18] доказана
теорема о сравнении экстремальных индексов двух
стационарных последовательностей, а в работе [19]
получены результаты стохастической упорядочен-
ности и упорядоченности по интенсивности отка-
зов для m-компонентных смесей распределений.

В разд. 2 настоящей статьи доказана теорема 1,
которая утверждает, что если стационарная после-
довательность заданаm-компонентной смесью рас-
пределений и ее компоненты стохастически упоря-
дочены, т. е. FY 1(x) ≤ FY 2(x) ≤ · · · ≤ FY m(x) (где
F (x) — хвост функции распределения), и соответ-
ствующие нормализующие последовательности так-
же упорядочены, то экстремальный индекс θX

исходной последовательности Xn удовлетворяет
неравенству θY 1 ≥ θX ≥ θY m . В разд. 3 сфор-
мулирована теорема 2, которая позволяет постро-
ить границы экстремального индекса стационар-
ного времени ожидания в односерверной системе
обслуживания сm-компонентным распределением
времени обслуживания. В разд. 4 приведен пример
применения теоремы 2 для системы M/Hm/1 с ги-
перэкспоненциальным временем обслуживания.

2 Границы экстремального
индекса строго стационарной
последовательности, заданной
m-компонентной смесью
распределений

Рассмотрим стационарную в узком смыс-
ле последовательность случайных величин (СВ)
{Xn, n ≥ 1}, удовлетворяющую тождеству

(Xk+1, . . . Xk+n)
d
= (X1, . . . , Xn) для всех k, n ≥ 1,

где
d
= означает равенство по распределению. Обо-

значим Mn максимум первых n членов последова-
тельности, т. е.

Mn = max (X1, . . . , Xn) .

Введем совместную функцию распределения
(ф. р.)

Fi1,...ik
(x1, . . . , xk) = P (X1 ≤ x1, . . . , Xk ≤ xk) .

Для заданной последовательности веществен-
ных чисел {un = anx+bn, }, an > 0, будем говорить,
что выполнено условие перемешивания D(un), ес-
ли для любых целых чисел

1 ≤ i1 < · · · < ik < j1 < · · · < jk ≤ n ,

для которых j1 − ik ≥ ln,

Fi1,...,ik,ji,...,jk
(un)− Fi1,...,ik

(un)Fji,...,jk
(un) ≤ vn,l.

Здесь vn,l → 0 при n → ∞, l → ∞;
Fi1,...,ik

(un):=Fi1,...,ik
(un, . . . , un).

Предположим, что для некоторого числа τ > 0
определена такая последовательность {un(τ)}, что
имеет место сходимость

nF (un(τ))→ τ при n→ ∞ (1)

и условие D(un(τ)) выполнено для каждого тако-
го τ . Тогда [3]

P (Mn ≤ un(τ))→ e−θτ при n→ ∞, (2)

где параметр θ ∈ [0, 1]. Далее будем рассматри-
вать стационарные последовательности, для кото-
рых выполнено условие перемешивания D(un(τ)).

Заметим, что если P(Mn ≤ un(τ)) сходится хотя
бы для одного значения τ > 0, то (2) выполнено
при всех τ > 0 для некоторого фиксированного θ.

Будем говорить, что стационарная последова-
тельность {Xn, n ≥ 1} с общей ф. р. F имеет экс-

тремальный индекс θ ∈ [0, 1], если при данном θ для
каждого τ > 0 существует такая последовательность
вещественных чисел {un = un(τ)}, что соотноше-
ния (1) и (2) выполнены (см. [4]).

Из определения экстремального индекса сле-
дует, что для больших n можно использовать сле-
дующую аппроксимацию распределения максиму-
ма Mn стационарной последовательности:

P (Mn ≤ un) ∼ Fnθ(un) для больших n,

где a ∼ b означает lim a/b = 1 при n→ ∞. Следова-
тельно, экстремальный индекс θ служит ключевым
параметром для изучения асимптотических распре-
делений максимумов стационарных последователь-
ностей.

Следующая теорема позволяет найти границы
экстремального индекса строго стационарной по-
следовательности {Xn}, заданной m-компонент-
ной смесью распределений.

Теорема 1. Пусть строго стационарная последова-

тельность {Xn} задана общей ф. р. FX вида

FX(x) = p1FY 1(x) + · · ·+ pmFY m(x),
m∑

i=1

pi = 1 , pi ≥ 0 ,
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т. е. каждый член последовательности Xi за-

дан m-компонентной смесью распределений СВ

Y 1, . . . , Ym.
Пусть существуют такие нормализу-

ющие последовательности {un(x) = anx+ bn}
и
{
ui

n(x) = a
i
nx+ b

i
n

}
, что an, a

i
n > 0, n ≥

≥ 1, un(x), u
i
n(x) → ∞ для каждого x при

n → ∞, i = 1, . . . ,m, и пусть выполнены соотно-

шения

P
(
MX

n ≤ un(x)
)
→ HX(x),

P(MY i

n ≤ ui
n(x))→ HY i(x), n→ ∞; (3)

nFX(un(x))→ τ(x), nFYi
(ui

n(x))→ τ i(x),

n→ ∞; (4)

u1n(x) ≥ un(x) ≥ um
n (x) для всех x, n ≥ 1. (5)

Пусть также стохастически упорядочены компонен-

ты смеси, т. е.

FY 1(x) ≤ FY 2(x) ≤ · · · ≤ FY m(x) для всех x ≥ 0.

Тогда экстремальные индексы θX , θY 1 и θY m по-

следовательностей {Xn}, {Y 1n } и {Y m
n } упорядочены

следующим образом:

θY 1 ≥ θX ≥ θY m . (6)

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из стохастической упорядо-
ченности компонент смеси

Y 1 ≤
st
· · · ≤

st
Y m

вытекает соотношение [19, теорема 1]:

Y 1 ≤
st
X ≤
st
Y m.

Поэтому, если выполнены условия (3)–(5), то экс-
тремальные индексы, соответствующие этим по-
следовательностям, связаны неравенством (6) [18,
теорема 1]. �

3 Система M/G/1 с временем
обслуживания, заданным
конечной смесью
распределений

Применим теорему 1 для оценки экстремаль-
ного индекса стационарного времени ожидания
в односерверной системе обслуживания с временем
обслуживания, заданным конечной смесью распре-
делений.

Рассмотрим односерверную систему› с пуассо-
новским входным потоком. Дисциплина обслужи-
вания — первым пришел, первым обслужен. Обо-
значим S — типичное время обслуживания заявки
и T — типичный интервал между приходами за-
явок, ET = 1/λ, ES = 1/µ. Пусть время обслужи-
вания S заданоm-компонентной смесью распреде-
лений c ф. р. вида

B(x) =

m∑

i=1

piBi(x),

m∑

i=1

pi = 1 , pi ≥ 0 , i = 1, . . . ,m . (7)

Предположим, что СВ S(1), . . . , S(m) независимы
и имеют ф. р. Bi(x), i = 1, . . . ,m. Пусть индика-
торы Ii принимают два значения: Ii = 0 с вероят-
ностью pi и Ii = 1 с вероятностью 1 − pi — и не
зависят от {S(i)}, i = 1, . . . ,m. Тогда СВ

S = I1 S
(1) + · · ·+ ImS(m)

является m-компонентной смесью с ф. р. (7). Мате-
матическое ожидание времени обслуживания вы-
числяется по формуле:

ES =
1

µ
=

m∑

i=1

pi

µi
,

где ES(i) = 1/µi. Обозначим

ρ = λES =

m∑

i=1

λpi

µi
=

m∑

i=1

piρi

коэффициент загрузки системы ›, где ρi =
= λ/µi, i = 1, . . . ,m.

Предположим, что компоненты времени обслу-
живания S стохастически упорядочены, т. е.

S(1) ≤
st
S(2) ≤

st
· · · ≤

st
S(m).

Рассмотрим две системы обслуживанияM/G/1:
›(1) и ›(m) с таким же входным потоком, как в ис-
ходной системе ›, ET (i) = 1/λi = 1/λ, i = 1,m.
(Будем снабжать индексом i величины, относящи-
еся к i-й системе.) Время обслуживания S(1) в сис-
теме›(1) задано ф. р.B1. Время обслуживания S(m)

в системе ›(m) задано ф. р. Bm. Будем говорить,
что система ›(1) является минорантной, а систе-
ма ›(m) — мажорантной для исходной системы ›.

Теперь сравним в системах›,›(1) и›(m) экстре-
мальные индексы стационарных времен ожидания.

Пусть νn(ν
(i)
n ) — число заявок в системе,

Qn(Q
(i)
n ) — размер очереди и Wn(W

(i)
n ) — время

ожидания в очереди в момент прихода заявки с но-
мером n в систему› (›(i)) соответственно, i = 1,m.
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Обозначим (в случае их существования) пределы по
распределению

Q(i)n ⇒ Q(i); ν(i)n ⇒ ν(i); W (i)
n ⇒W (i);

n→ ∞ . (8)

Эти пределы существуют, в частности, если време-
на между приходами заявок T являются нерешет-

чатыми и ρi < 1, i = 1,m [12]. Заметим, что если
соотношения (8) выполнены и ρi < 1, i = 1,m,
то можно показать, что и для исходной системы ›
слабые пределы ν,Q и W также существуют.

Рассмотрим стационарные последовательности
времен ожидания {Wn, n ≥ 1}, {W (1)

n , n ≥ 1}
и {W (m)

n , n ≥ 1} в системах ›, ›(1) и ›(m) соот-
ветственно. Обозначим максимумы из n членов
этих последовательностей (n ≥ 1):

W ∗
n = max (W1, . . . ,Wn) ;

W (1)∗
n = max

(
W
(1)
1 , . . . ,W (1)

n

)
;

W (m)∗
n = max

(
W
(m)
1 , . . . ,W (m)

n

)
.

Теорема 2. Предположим, что для систем›(1) и›(m)

коэффициенты загрузки ρi < 1, i = 1,m, и выполнены

следующие стохастические соотношения:

ν
(1)
1 = ν

(m)
1 = ν1 = 0 ; T =

st
T (1) =

st
T (m). (9)

Пусть компоненты смеси времени обслуживания сто-

хастически упорядочены, т. е.

B1(x) ≤ · · · ≤ Bm(x). (10)

Предположим, что существуют такие норма-

лизующие последовательности {un(x) = anx+ bn}
и
{
u
(i)
n (x) = a

(i)
n x+ b

(i)
n

}
, что an, a

(i)
n > 0, n ≥ 1,

для каждого x un(x), u
(i)
n (x)→ ∞. Пусть

u(1)n (x) ≥ un(x) ≥ u(m)n (x)

и выполнены соотношения (3)–(4) для максимумов

стационарных времен ожидания W ∗
n , W

(1)∗
n и W

(m)∗
n .

Тогда

θW (1) ≥ θW ≥ θW (m) , (11)

где θW — экстремальный индекс W ∗
n ; θW (i) — экст-

ремальный индекс W
(i)∗
n , i = 1,m.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из неравенств (10) следу-
ет, что

S(1) ≤
st
S ≤
st
S(m),

что в совокупности с соотношениями (9) гаранти-
рует (см. [21, теорема 4]), что

Q(1)n ≤
st
Qn ≤

st
Q(m)n ; W (1)

n ≤
st
Wn ≤

st
W (m)

n , n ≥ 1.

Таким образом, все условия теоремы 1 выполнены,
что влечет справедливость неравенств (11) для экс-
тремальных индексов стационарных времен ожи-
дания рассматриваемых трех систем. �

4 Экстремальный индекс
времени ожидания в системе
M/Hm/1

В качестве исходной системы›рассмотрим сис-
тему M/Hm/1 с гиперэкспоненциальным (m-ком-
понентным) распределением времени обслужива-
ния с ф. р.

B(x) = 1−
m∑

i=1

pie
−µix,

µi > 0, pi ≥ 0, i = 1, . . . ,m,
m∑

i=1

pi = 1 .

В качестве минорантной и мажорантной систем
рассмотрим две M/M/1 системы ›(1) и ›(m), в ко-
торых времена обслуживания S(i) имеют показа-
тельный закон распределения с ф. р.Bi(x) = e

−µix,
i = 1,m. Пусть условия стационарности во всех
системах выполнены:

ρi =
λ

µi
< 1, i = 1, . . . ,m .

Функция интенсивности отказов для времени об-
служивания S в исходной системе › равна

r(x) :=
fB(x)

B(x)
=

∑m

i=1
piµie

−µix

∑m

i=1
pie

−µix
,

где fB(x)— плотность распределения СВ S. Функ-
ции интенсивности отказов времен обслужива-
ния S(1) и S(m) в системах ›(1) и ›(m) соответ-
ственно равны r1(x) = µ1 и rm(x) = µm. Нетрудно
проверить, что при условии выполнения неравен-
ства

µ1 ≥ µ2 ≥ · · · ≥ µm (12)

функции интенсивности отказов упорядочены сле-
дующим образом:

r1(x) ≥ r(x) ≥ rm(x), x ≥ 0 ,
а следовательно, времена обслуживания в этих сис-
темах упорядочены по интенсивности отказов

S(1) ≤
r
S ≤

r
S(m),

откуда, в свою очередь, вытекает их стохастическая
упорядоченность [22]

S(1) ≤
st
S ≤
st
S(m).
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Экстремальные индексы в системах M/M(µ1 = 4)/1,
M/H2(µ1 = 4, µ2 = 2)/1 и M/M(µ2 = 2)/1, λ = λ1 =

= λ2 = 1

Поскольку ›(1) и›(m) относятся к системам ти-
паM/M/1, то для них известна ф. р. стационарного
времени ожидания FW (i) в явном виде:

FW (i)(x) = 1− ρie
−(µi−λ)x.

Выбирая нормализующие последовательности для
максимума стационарного времени ожидания вида

ui
n(x) =

x+ log(ρin)

µi − λ
, i = 1,m ,

получим его предельное распределение [8]

lim
n→∞

P(W (i)∗
n ≤ ui

n(x)) = ˜(x), i = 1,m ,

где ˜(x) = exp(−e−x) — распределение Гумбеля.
Кроме того, для систем M/M/1 известны выра-
жения для экстремальных индексов стационарных
времен ожидания в явном виде [10]:

θW (1) = (1− ρ1)
2; θW (m) = (1− ρm)

2.

Вернемся к исходной системеM/Hm/1 . Для систем
M/G/1 экстремальный индекс можно вычислить
по формуле [10]:

θ∗W =
γ(1− ρ)

γ + λ
,

где γ — единственное положительное решение
уравнения

Eeγ(S−T ) = 1 (13)

при условии, что E[|S − T |eγ(S−T )] < ∞. (В случае
m-компонентного гиперэкспоненциального рас-
пределения уравнение (13) имеет несколько кор-
ней). Согласно теореме 2, при условии выполнения

соотношений (12) экстремальные индексы в этих
системах связаны неравенством

θW (1) ≥ θW ≥ θW (2) .

На рисунке приведены результаты эксперимента
по моделированию экстремального индекса стаци-
онарного времени ожидания системыM/H2/1 c па-
раметрами λ = 1, µ1 = 4 и µ2 = 2. Для получения
стационарного времени ожидания использовался
метод точного моделирования [23]. Экстремальный
индекс в исходной системе сравнивался с экстре-
мальными индексами двух систем M/M/1 с таким
же входным потоком и временем обслуживания,
распределенным по показательному закону с пара-
метром µ1 = 4 (в минорантной системе) и µ2 = 2
(в мажорантной системе) соответственно. Резуль-
таты моделирования подтверждают справедливость
формулы (11).

5 Заключение
В работе показано, что если в исходной M/G/1

системе время обслуживания заданоm-компонент-
ной смесью распределений, компоненты которой
стохастически упорядочены, то для нее мож-
но построить две новых системы: минорантную
и мажорантную системы, экстремальные индек-
сы стационарных времен ожидания которых станут
границами для экстремального индекса стационар-
ного времени ожидания исходной системы. В ка-
честве примера рассмотрена системаM/Hm/1 с ги-
перэкспоненциальным временем обслуживания.
Минорантной (мажорантной) системой послужи-
ла система M/M/1 с таким же входным потоком,
время обслуживания которой имеет показательное
распределение с наибольшим (наименьшим) па-
раметром среди всех параметров гиперэкспонен-
циального распределения µ1 = max(µ1, . . . , µm)
(µm = min(µ1, . . . , µm) для мажорантной систе-
мы). Результаты моделирования M/H2/1 показы-
вают устойчивость оценки экстремального индекса
в исходной системе при разных перцентилях. При
этом оценка экстремального индекса ограничена
значениями экстремальных индексов мажорантной
и минорантной систем. Метод точного моделиро-
вания для оценки экстремального индекса стацио-
нарного времени ожидания может быть применен
для других распределений времени обслуживания,
для которых не существует решения уравнения (13)
в явном виде, что станет темой будущих исследова-
ний.
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ОПТИМАЛЬНОЕ УПРАВЛЕНИЕ ПОДКЛЮЧЕНИЕМ РЕЗЕРВНОГО

ПРИБОРА В СИСТЕМЕ МАССОВОГО ОБСЛУЖИВАНИЯ G/M/1∗

Я. М. Агаларов1

Аннотация: Рассматривается задача оптимизации режима подключения и отключения резервного прибора
в системе массового обслуживания (СМО)G/M/1 в зависимости от длины очереди заявок на обслужива-
ние. В качестве целевой функции используется суммарный предельный средний доход системы в единицу
времени, рассчитываемый как разность платы за обслуживание заявок и суммарных потерь за задержку
заявки в очереди и амортизацию резервного прибора. Рассмотрена также аналогичная задача для СМО
G/M/1/r с целевой функцией, учитывающей дополнительные потери дохода из-за отклонения заявок.
Доказано свойство унимодальности функции дохода системG/M/1/r иG/M/1 и сформулированы необ-
ходимые и достаточные условия существования конечного оптимального порога длины очереди, который
служит критерием при подключении и отключении резервного прибора. Предложен простой алгоритм
оптимального управления порогом, требующий только наблюдения за величиной дохода системы.

Ключевые слова: система массового обслуживания; резервирование; управление; оптимизация
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1 Введение

Одним из способов повышения надежности
и эффективности системы служит включение в ее
состав (на стадии проектирования или эксплуата-
ции) резервных элементов. Очень часто при иссле-
довании реальных систем с резервными элемента-
ми (как и многих других систем), предназначенных
для обслуживания случайных потоков заявок, на
практике появляется необходимость применения
математических моделей типа СМО, и в ряде пуб-
ликаций, посвященных этим моделям, рассмотрена
задача управления включением и отключением ре-
зервного прибора с целью повышения качества об-
служивания заявок при одновременном снижении
затрат на ресурсы (минимизации потерь) СМО [1–
6]. Задача в них сформулирована как задача поиска
оптимального порогового управления подключе-
нием или отключением резервного прибора в за-
висимости от достижения длиной очереди или
временем пребывания заявки соответствующих
пороговых значений. Подобные задачи относятся
к классу управляемых СМО, в которых допускает-
ся воздействие на поведение системы (например,
путем введения управления некоторыми парамет-
рами) в зависимости от текущего состояния па-
раметров системы с целью повышения качества
работы системы. В публикациях, посвященных
этому классу систем, основное внимание уделялось
задачам поиска оптимальных дисциплин обслужи-
вания заявок, и мало встречается работ, поставив-

ших задачу по управлению интенсивностью обслу-
живания, в том числе по принятию оптимальных
решений при подключении резервных приборов.
В известных автору публикациях задача по выбо-
ру оптимального режима подключения резервного
прибора решена в предположении пуассоновского
входящего потока, предлагаемые методы решения
являются численными и сложны для построения
простых процедур оптимального управления.

Ниже приведены результаты исследования зада-
чи оптимизации простой пороговой стратегии под-
ключения и отключения резервного прибора СМО
типа G/M/1. Данная работа дополняет результа-
ты, полученные в [6], и использует метод решения,
приведенный в работах [7, 8].

2 Описание системы
и постановка задачи

Рассматривается однолинейная СМО с неогра-
ниченной очередью и резервным прибором, на
которую поступает рекуррентный поток заявок
с функцией распределения вероятностей U(t) со
средним значением 0 < v < ∞. Заявки становятся
в очередь на обслуживание в порядке поступления
и покидают систему только при завершении обслу-
живания, освободив одновременно прибор и на-
копитель, а на освободившийся прибор (если он
не отключен) поступает первая в очереди заявка из
накопителя (если таковая есть). При подключении

∗Работа выполнена при поддержке РФФИ (проект 20-07-00804).
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резервный прибор сразу начинает обслуживать пер-
вую в очереди заявку. Подключение и отключение
прибора происходит в зависимости от числа заявок
в системе следующим образом: резервный прибор
подключается к обслуживанию (если он еще не под-
ключен) в момент поступления заявки в систему, ес-
ли число заявок в системе (с учетом поступившей)
не меньше заранее заданного порогового значения
h1 ≥ 2, и резервный прибор отключается (если он
подключен) от системы, если в момент освобожде-
ния любого из приборов в системе остается не более
(h1 − 1) заявок. При этом предполагается, что ес-
ли уходит заявка с основного прибора, то заявка
с резервного прибора переходит на основной.

Время обслуживания заявки на основном и ре-
зервном приборах распределено по экспоненци-
альному закону с параметрами µ1 > 0 и µ2 > 0
соответственно, v < (µ1 + µ2)

−1. В дальнейшем
в каждом состоянии заявки в очереди будем счи-
тать помеченными условными номерами 1, 2, . . .
в порядке поступления, не меняющимися до пере-
хода в новое состояние.

Ниже в качестве целевой функции для этой сис-
темы используется интегральный показатель (ко-
торый будем называть функцией дохода), учитыва-
ющий следующие стоимостные параметры:

C0 ≥ 0— плата, получаемая системой, если посту-
пившая заявка обслужена системой (принята
в накопитель);

C1 ≥ 0 — потери в единицу времени за ожидание
заявки в системе;

C2 ≥ 0— потери на амортизацию резервного при-
бора в единицу времени, когда он подключен
к системе и занят заявкой;

C3 ≥ 0— потери на амортизацию резервного при-
бора в единицу времени, когда он простаивает
(C3 ≤ C2);

C4 ≥ 0 — потери из-за отклонения поступившей
заявки при переполнении накопителя.

Обозначим:

Dh1 — предельное среднее значение дохода сис-
темы в единицу времени при пороге h1;

gh1(a) — предельное среднее значение суммар-
ного дохода системы, усредненного по числу
поступивших заявок при пороге h1.

Ставится задача максимизации функцииDh1 по
h1 > 1, которая эквивалентна задаче (так какDh1 =
= gh1/v) найти оптимальный порог h∗1 > 1 такой,
что

max
h1>1

gh1 = gh∗

1 . (1)

3 Метод решения

Рассмотрим задачу (1) для СМО с накопителем
емкостью h2 = h1 + a, h1 ≥ 2, a = const ≥ 0, кото-
рая отличается от исходной только тем, что заявка,
заставшая систему в состоянии h2, теряется.

Отметим, что процесс обслуживания заявок
в данной системе описывается цепью Mаркова, где
переходы цепи определяются моментами поступ-
ления заявок, а состояние цепи — это число заявок,
находящихся в системе в момент поступления [9].

Введем обозначения:

{πh1
i , 0 ≤ i ≤ h2} — стационарное распределение
вероятностей цепи при пороге h1 (πh1

i — стаци-
онарная вероятность того, что цепь находится
в состоянии i);

dh1
i — средний доход, получаемый системой в со-

стоянии i при пороге h1;

gh1(a)— предельное среднее значение суммарно-
го дохода системы.

Из определения вложенной цепи Маркова сле-
дует

gh1(a) =

h2∑

i=0

πh1
i dh1

i . (2)

Выпишем выражения для стационарных веро-
ятностей πh1

i , i = 0, . . . , h2.
Обозначим:

rh1
i,m — вероятность того, что в состоянии i будут

обслужены ровно m заявок при условии, что
в этом состоянии число подключенных прибо-
ров не изменится;

ah1
i,m — вероятность того, что в состоянии i будут

обслужены ровно m заявок при условии, что
в этом состоянии число подключенных прибо-
ров изменится.

Справедливы формулы:

rh1
i,m =

∞∫

0

(µh1
i v)m

m!
e−µ

h1
i tdU(v) ;

ah1
i,m =

∞∫

0

v∫

0

µh1
i (µ

h1
i t)i−h1+1

(i− h1 + 1)!
e−µ

h1
i t ×

× [µ1(v − t)]m−i+h1−2

(m− i+ h1 − 2)!
e−µ1(v−t)dtdU(v) ,

где

µh1
i =

{
µ1 при 0 ≤ i ≤ h1 − 2 ;
µ1 + µ2 при h1 − 1 ≤ i ≤ h2 .
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Составив систему уравнений равновесия для не-
известных стационарных вероятностей состояний
рассматриваемой цепи πh1

i , 0 ≤ i ≤ h2, и заме-
нив в каждом уравнения πh1

j на Rh1
j πh1

h2
и исключив

последовательно в каждом уравнении Rh1
j с наи-

меньшим индексом, получим рекуррентные фор-
мулы для вычисления стационарных вероятностей
состояний πh1

j , 0 ≤ j ≤ h2:

πh1
j =

Rh1
j

∑h2

i=0
Rh1

i

, 0 ≤ j ≤ h2 , (3)

где

Rh1
h2
= 1 ; Rh1

h2−1
=
1− rh1

h2,0

rh1
h2,0

;

Rh1
j−1 =

Rh1
j (1 − rh1

j,1)

rh1
j−1,0

−

=

∑h2−1

i=j+1
Rh1

i rh1
j,i+1−j +R

h1
h2
rh1
h2,h2−j

rh1
j−1,0

,

h1 ≤ j ≤ h2 − 1 ;

Rh1
h1−2

=
Rh1

h1−1
(1− rh1−1,1)

rh1
h1−2,0

−

−

∑h2−1

i=h1
Rh1

i ri,i+2−h1 +R
h1
h2
rh2,h2−h1+1

rh1
h1−2,0

;

Rh1
j−1 =

1

rh1
j−1,0



Rh1
j (1− rj,1)−

h1−2∑

i=j+1

Rh1
i ri,i+1−j −

−
h2−1∑

i=h1−1

Rh1
i ai,i+1−j

)
−
Rh1

h2
ah2,h2−j

rh1
j−1,0

,

1 ≤ j ≤ h1 − 2 .

Из (3) следует соотношение:

πh1+1
j+1 =

(
1− πh1+1

0

)
πh1

j , 0 ≤ j ≤ h2 . (4)

В дальнейшем для краткости изложения будем
пользоваться обозначениями:

rh1
i,m(v) =

(
µh1

i v
)m

m!
e−µ

h1
i t ;

zh1
i (v, t,m) =

µh1
i

(
µh1

i t
)i−h1+1

(i− h1 + 1)!
e−µ

h1
i t ×

× [µ1(v − t)]m−i+h1−2

(m− i+ h1 − 2)!
e−µ1(v−t).

Получим явные выражения для параметров dh1
i

в формуле (2) для gh1(a).

Лемма 1. Среднее значение дохода, получаемого сис-

темой при пороге h1 в состоянии i, равно

dh1
i =






C0 − C1T
h1
i − C2

(
v − T

h1
ÐÒ1,i

)
−

− C3T
h1
ÐÒ1,i , 0 ≤ i ≤ h2 − 1 ;

dh1
h2−1

− C0 − C4 , i = h2 ,

(5)

где T
h1
i — среднее суммарное время задержки заявок

в очереди за время нахождения системы в состоянии i:

T
h1
i =

=






1

µh1
i

[
i

i+1∑

m=1

mrh1
i,m − 1

2

i+1∑

m=1

(m− 1)mrh1
i,m +

+
1

2
i(i+ 1)

∞∑

m=i+2

rh1
i,m

]
, i ≤ h1 − 2 ;

1

µh1
i

[
i

i−h1+3∑

m=1

mrh1
i,m −

− 1
2

i−h1+3∑

m=1

(m− 1)mrh1
i,m

]
+

+

i∑

m=i−h1+3

∞∫

0

v∫

0

[
i− h1 + 1

2
t+

+ (m− i+ h1 − 1)t+

+
(m− i+ h1 − 2)(v − t)

2

]
×

× xh1
i (v, t,m) dtdU(v) +

+

i−1∑

m=i−h1+3

∞∫

0

v∫

0

(i−m)v ×

× zh1
i (v, t,m) dtdU(v) +

+
∞∑

m=i+1

∞∫

0

v∫

0

[
i− h1 + 1

2
t+ (h1 − 1)t+

+
(h1 − 2)(h1 − 1)(v − t)

2(m− i+ h1 − 1)

]
×

× zh1
i (v, t,m) dtdU(v), i ≥ h1 − 1;

(6)

T
h1
ÐÒ1,i — среднее время простоя резервного прибора

в состоянии i:

T
h1
ÐÒ1,i =

=






v , i ≤ h1 − 2 ;

v −
∞∫

0

v∫

0

t
µh1

i (µ
h1
i t)i−h1+1

(i− h1 + 1)!
e−µ

h1
i tdtdU(v) ,

i ≥ h1 − 1 .

(7)
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Среднее значение времени простоя основного при-

бора T
h1
ÐÒ2,i при пороге h1 в состоянии i равно

T
h1
ÐÒ2,i =

=






∞∑

m=i+1

∞∫

0

v∫

0

[
v − t− (h1 − 1)(v − t)

m− i+ h1 − 1

]
×

× zh1
i (v, t,m) dtdU(v) , i ≥ h1 − 1 ;

1

µ1

∞∑

m=i+2

(m− i− 1)rh1
i,m , i ≤ h1 − 2 .

(8)

Д о к а з а т е л ь с т в о . Справедливость формулы (5)

следует непосредственно из определений dh1
i , T

h1
ÐÒ1,i

и из того, что при 0 ≤ i ≤ h2 − 1 система получает
платуC0 и нет потерьC4, а при i = h2 система из-за
отклонения поступившей заявки не получает плату
и несет потери C4.

Докажем равенство (6). Фиксируем состоя-
ние i и v — время нахождения системы в состо-
янии i. Найдем сначала выражения для суммарного
среднего времени ожидания всех заявок в очереди
и средние времена простоя резервного и основного
приборов за время v.

Пусть Tl, l ≥ 1, — время ожидания l-й по номеру
заявки за время нахождения системы в состоянии i,
если ее обслуживание на приборе завершилось или
началось; Am,t — событие, состоящее в том, что за
время t завершилось обслуживание ровноm заявок
и за это время число подключенных приборов не
изменилось; Em,t — событие, состоящее в том, что
за время v нахождения в состоянии i ≥ h1−1 завер-
шилось обслуживание ровно m > i− h1 + 2 заявок
и обслуживание (i − h1 + 2)-й заявки завершилось
в момент t ∈ (0, v].

Отметим, что математическое ожидание слу-
чайной величины (СВ) Tl при условии выполнения
события Am,t равно lt/(m + 1), l ≤ m (см., на-
пример, [6, 9]). Использовав эту формулу, получим
следующие выражения условных математических
ожиданий для СВ Tl:

– среднее СВ Tl при условии выполнения собы-
тияAm,v и l ≤ m равно

T l/m =
l

m+ 1
v при i ≤ h1 − 2

или i ≥ h1 − 1, l ≤ i− h1 + 1 ;

– среднее СВ Tl при l ≥ i− h1 + 2 ≥ 1 и условии,
что произошло событие Em,t, равно

T l/m,t = t+
(l − i+ h1 − 2)(v − t)

m− i+ h1 − 1
.

Следовательно, суммарное среднее время ожида-
ния всех заявок в системе, обслуживание которых
завершилось или началось в состоянии i, равно:

T ÏÂÓÌ/m =






mv

2
, m ≤ i, i ≤ h1 − 2 или

i ≥ h1 − 1, m ≤ i− h1 + 2 ;

i(i+ 1)v

2(m+ 1)
, m > i, i ≤ h1 − 2 ,

при условии что произошло Am,v;

T ÏÂÓÌ/m,t =

=






mt− i− h1 + 1

2
t+
(m− i+ h1 − 2)(v − t)

2
,

i ≥ m > i− h1 + 2, i ≥ h1 ;
i− h1 + 1

2
t+ (h1 − 1)t+

+
(h1 − 2)(h1 − 1)(v − t)

2(m− i+ h1 − 1)
, m > i , i ≥ h1 ,

при условии что произошло Em,t.
Суммарное среднее время ожидания заявок

в системе, обслуживание которых не началось в со-
стоянии i, при условии что число уже обслуженных
заявок m < i, равно T ÎÅÏÂÓÌ/m = (i−m)v.

Для T
h1
i , использовав полученные выше выра-

жения для T ÏÂÓÌ/m, T ÏÂÓÌ/m,t, T ÎÅÏÂÓÌ/m и формулу
полной вероятности на соответствующей группе
несовместных событий, получим формулу (6).

Рассуждая аналогично выводу формулы (6), по-
лучим формулы (7) и (8).

Приведем еще три леммы.

Лемма 2. Справедливы равенства

dh1+1
i+1 − dh1

i =

=






− C1

µh1
i

i+1∑

m=1

mrh1
i,m − C1(i+ 1)

µh1
i

∞∑

m=i+2

rh1
i,m

при i ≤ h1 − 2 ;

−C1
∞∫

0

v

[
i−h1+2∑

m=0

rh1
i,m(v) +

+

i∑

m=i−h1+3

v∫

0

zh1
i (v, t,m) dt

]
dU(v)−

− C1

∞∑

m=i+1

∞∫

0

v∫

0

[
t+
(h1 − 1)(v − t)

m− i+ h1 − 1

]
×

× zh1
i (v, t,m) dtdU(v) при i ≥ h1 − 1.

(9)

Д о к а з а т е л ь с т в о . Равенства (9) непосредствен-
но следуют из (5), (6) и (7) после несложных пре-
образований.
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Введем обозначения:

w(h1) =

h1−2∑

i=0

πh1
i

1

µh1
i

∞∑

m=i+2

(m− i− 1)rh1
i,m +

+

h2−1∑

i=h1−1

πh1
i

∞∑

m=i+1

∞∫

0

[
v −

v∫

0

[
t+
(h1 − 1)(v − t)

m− i+ h1 − 1

]
×

× zh1
i (v, t,m) dt

]
dU(v) +

+ πh1
h2

∞∑

m=h2

∞∫

0

[
v −

v∫

0

[
t+
(h1 − 1)(v − t)

m− h2 + h1

]
×

× zh1
i (v, t,m) dt

]
dU(v) ; (10)

f(h1, a) = C0 − C3v −

− C1
1− πh1+1

0

πh1+1
0

[v − w(h1, a)] . (11)

Лемма 3. Справедливо соотношение

gh1(a)− gh1+1(a) = πh1+1
0

[
gh1(a)− f (h1, a)

]
. (12)

Д о к а з а т е л ь с т в о . Использовав (2) и (4), нахо-
дим:

gh1(a)− gh1+1(a) =

h2−1∑

i=0

πh1
i dh1

i + π
h1
h2
dh1

h2
−

−
h2∑

i=0

πh1+1
i dh1+1

i −πh1+1
h2+1

dh1+1
h2+1

=

h2−1∑

i=0

πh1
i dh1

i +π
h1
h2
dh1

h2
−

−
(
1− πh1+1

0

)( h2−1∑

i=0

πh1
i dh1+1

i+1 + π
h1
h2
dh1+1

h2+1

)
−

−πh1+1
0 dh1+1

0 =

h2−1∑

i=0

πh1
i dh1

i +π
h1
h2
dh1

h2
−
(
1− πh1+1

0

)
×

×
(

h2−1∑

i=0

πh1
i

(
dh1

i + d
h1+1
i+1 − dh1

i

)
+

+ πh1
h2

(
qh1
h2
+ dh1+1

h2
− dh1

h2−1

))
− πh1+1

0 dh1+1
0 =

= πh1+1
0

{
gh1− 1− πh1+1

0

πh1+1
0

[
h2−1∑

i=0

πh1
i

(
dh1+1

i+1 − dh1
i

)
+

+ πh1
h2

(
dh1+1

h2
− dh1

h2−1

)]
− dh1+1

0

}
.

Подставив в правую часть последнего равенства

вместо
(
dh1+1

i+1 − dh1
i

)
их выражения из формулы (9),

после несложных преобразований получим

gh1(a)− gh1+1(a) = πh1+1
0

{
gh1 + C1

1− πh1+1
0

πh1+1
0

×

×
[

h1−2∑

i=0

πh1
i

[
v − 1

µh1
i

∞∑

m=i+2

(m− i− 1)rh1
i,m

]
−

−
h2−1∑

i=h1−1

πh1
i

[
∞∑

m=i+1

∞∫

0

[
v−

v∫

0

[
t+
(h1 − 1)(v − t)

m− i+ h1 − 1

]
×

× zh1
i (v, t,m) dt

]
dU(v)

]
− πh1

h2

[
∞∑

m=h2

∞∫

0

[
v −

−
v∫

0

[
t+
(h1 − 1)(v − t)

m− i+ h1 − 1

]
zh1

i (v, t,m) dt

]
dU(v)

]
+

+

h2−1∑

i=h1−1

πh1
i

∞∫

0

v

[
i−h1+2∑

m=0

rh1
i,m(v) +

+

i∑

m=i−h1+3

v∫

0

zh1
i (v, t,m) dt+

+
∞∑

m=i+1

v∫

0

zh1
i (v, t,m) dt

]
dU(v) +

+ πh1
h2

∞∫

0

v

[
h2−h1+2∑

m=0

rh1
i,m(v) +

+

h2−1∑

m=h2−h1+3

v∫

0

zh1
i (v, t,m) dt+

+

∞∑

m=h2

v∫

0

zh1
i (v, t,m) dt

]
dU(v)

]
− dh1+1

0

}
=

= πh1+1
0

{
gh1 + C1

1− πh1+1
0

πh1+1
0

×

×
[

h1−2∑

i=0

πh1
i

[
v − 1

µh1
i

∞∑

m=i+2

(m− i− 1)rh1
i,m

]
+

+

h2−1∑

i=h1−1

πh1
i

[
v−

∞∑

m=i+1

∞∫

0

v∫

0

[
v−t− (h1 − 1)(v − t)

m− i+ h1 − 1

]
×

× zh1
i (v, t,m) dtdU(v)

]
+

+ πh1
h2

[
v −

∞∑

m=h2

∞∫

0

v∫

0

[
v − t− (h1 − 1)(v − t)

m− i+ h1 − 1

]
×

× zh1
i (v, t,m) dtdU(v)

]]
− dh1+1

0

}
.
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В обозначениях (10) и (11) полученное выше для
разности

(
gh1(a)− gh1+1(a)

)
последнее равенство

после замены dh1+1
0 = C0 − C3v примет вид (12).

Лемма 4. Функция f(h1, a) не возрастает по h1 > 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Как следует из (8) и (10),
w(h1, a) — среднее время простоя основного при-
бора. Функция w(h1, a) и вероятность πh1

0 убывают
по h1 (доказательство аналогично их доказатель-
ству в лемме 4 работы [6]). Тогда из (11) следует
доказательство леммы 4.

Пусть h∗1 — решение задачи (1), f(h1) =
= lima→∞ f(h1, a) и gh1 = lima→∞ gh1(a) (суще-
ствование пределов следует из ограниченности
функций). Справедлива следующая теорема.

Теорема 1. Справедливы утверждения:

(1) существует порог h∗1 < ∞, если infh1>1f(h1) <
< suph1>1g

h1 и C1 > 0;

(2) h∗1 =∞, если infh1>1f(h1) ≥ suph1>1g
h1 и C1 >

> 0 или gh1 > f(h1) при h1 = 2 и C1 = 0;

(3) h∗1 = 2, если gh1 ≤ f(h1) при h1 = 2;

(4) для существования 1 < h∗1 < ∞ необходимо

и достаточно выполнение условий gh∗

1−1 < gh∗

1

и gh∗

1+1 ≤ gh∗

1 .

Д о к а з а т е л ь с т в о . Доказательство теоремы сле-
дует из справедливости утверждений:

(1) существует порог h∗1 < ∞, если
infh1>1f(h1, a) < suph1>1g

h1(a) и C1 > 0;

(2) h∗1 = ∞, если infh1>1f(h1, a) ≥ suph1>1g
h1(a)

и C1 > 0 или gh1(a) > f(h1, a) при h1 = 2
и C1 = 0;

(3) h∗1 = 2, если gh1(a) ≤ f(h1, a) при h1 = 2;

(4) для существования 1 < h∗1 < ∞ необходимо
и достаточно выполнение условий gh∗

1−1(a) <
< gh∗

1 (a) и gh∗

1+1(a) ≤ gh∗

1 (a).

Доказательство последних утверждений для
краткости изложения не приводим, их доказатель-
ство полностью следует из лемм 2–4 и теоремы из
работы [10] и совпадает с доказательством анало-
гичных утверждений теоремы 1 в [6].

На рисунке проиллюстрировано поведение
функций gh1(a), f(h1, a) при изменении значения
порога h1. Графики вычислены для следующих ис-
ходных данных: U(t) = f1(1−e−λ1t)+f2(1−e−λ2t),
fi > 0, λi > 0, i = 1, 2; f1+f2 = 1; f1 = 0,3; f2 = 0,7;
λ1 = 2; λ2 = 3; a = 20; C0 = 5; C1 = 0,1; C2 = 10;
C3 = 2; C4 = 0; µ1 = 2,5; µ2 = 1,25.

Зависимости функций gh1(a)/v (1) и f(h1, a)/v (2) от
порогового значения h1; 3 — оптимальное значение h∗

1

4 Заключение

Отметим следующие основные выводы, вытека-
ющие из полученных выше результатов:

– целевая функция (2) при a < ∞ для любых
0 < µ1 + µ2 < ∞ и при a = ∞ для 0 < (µ1 +
+ µ2)/v < 1 унимодальна по h1;

– для существования конечного оптимального
порога подключения резервного прибора необ-
ходимо и достаточно, чтобы выполнялись усло-
вия: либо infh1>1f(h1) < suph1>1g

h1 и C1 > 0,
либо g2 ≤ f(2);

– если infh1>1f(h1) ≥ suph1>1g
h1 и C1 > 0 или

g2 > f(2) и C1 = 0, то подключение резервного
прибора уменьшит предельный доход СМО при
любом пороге;

– для поиска оптимального конечного порога h∗1
достаточно найти порог h1, при котором вы-
полняются условия gh1−1 < gh1 и gh1+1 ≤ gh1 ;

– на практике при устойчивой работе системы
для оптимизации режима использования ре-
зервного прибора следует применить следу-
ющее простое правило: если при увеличении
порога среднее значение дохода увеличивает-
ся (или при уменьшении порога уменьшается
доход), то значение порога необходимо увели-
чить, а в противном случае значение порога
необходимо уменьшить.

Результаты данной работы могут быть исполь-
зованы на этапах проектирования и эксплуатации
с целю повышения экономической эффективности
реальных систем, для которых в качестве модели
применима СМО типа G/M/1 (G/M/1/r) с резер-
вированием.

ИНФОРМАТИКА И ЕЁ ПРИМЕНЕНИЯ том 16 выпуск 4 2022 39



Ya. M. Agalarov

Литература
1. Горцев А. М. Система массового обслуживания с про-

извольным числом резервных каналов и гистерезис-
ным управлением включением и выключением ре-
зервных каналов // Автоматика и телемеханика, 1977.
Вып. 10. С. 30–37.

2. Дудин А. Н. О задаче оптимального управления мно-
госкоростной системой массового обслуживания //
Автоматика и телемеханика, 1980. Вып. 9. С. 43–51.

3. Рыков В. В. Об условиях монотонности оптимальных
политик управления системами массового обслужи-
вания // Автоматика и телемеханика, 1999. Вып. 9.
С. 92–106.

4. Самочернова Е. С., Петров Л. И. Оптимизация систе-
мы массового обслуживания с однотипным резерв-
ным прибором // Известия Томского политехниче-
ского университета, 2010. Т. 317. № 5. С. 28–31.

5. Клименок В. И. Многолинейная система массового
обслуживания с резервными приборами // Ж. Бело-
русского государственного университета. Математи-
ка. Информатика, 2019. № 3. С. 57–70.

6. Агаларов Я. М. Оптимизация порогового управления
переключением скорости обслуживания в системе
массового обслуживания G/M/1 // Информатика
и её применения, 2022. Т. 16. Вып. 1. С. 73–81.

7. Агаларов Я. М., Ушаков В. Г. Об унимодальности
функции дохода системы массового обслуживания
типаG/M/s с управляемой очередью // Информати-
ка и её применения, 2019. Т. 13. Вып. 1. С. 55–61.

8. Агаларов Я. М., Коновалов М. Г. Доказательство уни-
модальности целевой функции в задаче порогового
управления нагрузкой на сервер // Информатика и её
применения, 2019. Т. 13. Вып. 2. С. 2–6.

9. Карлин С. Основы теории случайных процессов / Пер.
с англ. — М.: Мир, 1971. 537 с. (Karlin S. A first course
in stochastic processes. — New York; London: Academic
Press, 1968. 502 p.)

10. Агаларов Я. М. Признак унимодальности целочислен-
ной функции одной переменной // Обозрение при-
кладной и промышленной математики, 2019. Т. 26.
Вып. 1. С. 65–66.

Поступила в редакцию 10.02.22

OPTIMAL CONTROL OF A QUEUE-LENGTH DEPENDENT

ADDITIONAL SERVER IN GI/M/1 QUEUE

Ya. M. Agalarov

Federal Research Center “Computer Science and Control” of the Russian Academy of Sciences, 44-2 Vavilov Str.,
Moscow 119333, Russian Federation

Abstract: Consideration is given to a GI/M/1 queue in which there is an additional server available for serving
customers from the queue. The additional server can be turned on and off depending on the current queue length.
The long-run total cost per unit time, equal to the difference between the paid amount for service and the losses
due to the waiting of customers and additional server depreciation, is being optimized. The case of finite queue
capacity is also considered in which the losses also account for lost customers. It is proved that the cost function
considered is unimodal. Necessary and sufficient conditions are given for the existence of the decision point (queue
length) at which application of the additional server is optimal. A simple algorithm for controlling the decision
point, requiring only observations of the cost function value, is provided.

Keywords: queuing system; redundancy; management; optimization

DOI: 10.14357/19922264220406

Acknowledgments
The reported study was partly funded by RFBR, project number 20-07-00804.

References

1. Gortsev, A. M. 1978. A queueing system with an arbitrary
number of stand-by channels and hysteresis control of
their connection and disconnection. Automat. Rem. Contr.

38(10):1451–1457.

2. Dudin, A. N. 1981. On optimal control of a multi-rate
service system. Automat. Rem. Contr. 41(9):1221–1228.

3. Rykov, V. V. 1999. On monotonicity conditions for opti-
mal policies for the control of queueing systems. Automat.

Rem. Contr. 60(9):1290–1301.

4. Samochernova, E. S., and L. I. Petrov. 2010. Optimizatsiya
sistemy massovogo obsluzhivaniya s odnotipnym rezerv-
nym priborom [Optimization of the queuing system with
the same type of backup device]. Bulletin Tomsk Polytech-

nic University 317(5):28–31.

40 INFORMATIKA I EE PRIMENENIYA — INFORMATICS AND APPLICATIONS 2022 volume 16 issue 4



Optimal control of a queue-length dependent additional server inGI/M/1 queue

5. Klimenok, V. I. 2019. Mnogolineynaya sistema massovo-
go obsluzhivaniya s rezervnymi priborami [Multi-server
queueing system with reserve servers]. J. Belarusian State

University. Mathematics Informatics 3:57–70.
6. Agalarov, Ya. M. 2022. Optimizatsiya porogovogo uprav-

leniya pereklyucheniem skorosti obsluzhivaniya v sisteme
massovogo obsluzhivaniya G/M/1 [Optimization of the
threshold service speed control in the G/M/1 queue].
Informatika i ee primeneniya — Inform. Appl. 16(1):73–81.

7. Agalarov, Ya. M., and V. G. Ushakov. 2019. Ob unimo-
dal’nosti funktsii dokhoda sistemy massovogo obsluzhi-
vaniya tipa G/M/s s upravlyaemoy ochered’yu [On the
unimodality of the income function of a type G/M/s
queueing system with controlled queue]. Informatika i ee

primeneniya — Inform. Appl. 13(1):55–61.

8. Agalarov, Ya. M., and M. G. Konovalov. 2019. Dokaza-
tel’stvo unimodal’nosti tselevoy funktsii v zadache po-
rogovogo upravleniya nagruzkoy na server [Proof of
the unimodality of the objective function in M/M/N
queue with threshold-based congestion control]. In-

formatika i ee primeneniya — Inform. Appl. 13(2):
2–6.

9. Karlin, S. 1968. A first course in stochastic processes. New
York, NY: Academic Press. 502 p.

10. Agalarov, Ya. M. 2019. Priznak unimodal’nosti tselochis-
lennoy funktsii odnoy peremennoy [A sign of unimodality
of an integer function of one variable]. Obozrenie priklad-

noy i promyshlennoy matematiki [Surveys Applied Indus-
trial Mathematics] 26(1):65–66.

Received February 10, 2022

Contributor

Agalarov Yaver M. (b. 1952) — Candidate of Science (PhD) in technology, associate professor, leading scientist,
Institute of Informatics Problems, Federal Research Center “Computer Science and Control” of the Russian
Academy of Sciences, 44-2 Vavilov Str., Moscow 119333, Russian Federation; agglar@yandex.ru

INFORMATIKA I EE PRIMENENIYA — INFORMATICS AND APPLICATIONS 2022 volume 16 issue 4 41



éîæïòíáôéëá é å¿ ðòéíåîåîéñ, 2022. ô. 16. ÷ÙÐ. 4. ó. 42�50

ОБ ОПТИМАЛЬНОМ РАСПОЛОЖЕНИИ АНТЕНН

ДЛЯ V2X-СОЕДИНЕНИЙ В СУБТЕРАГЕРЦЕВОМ ДИАПАЗОНЕ∗

Е. А. Мачнев1, В. А. Бесчастный2, Д. Ю. Острикова3, Ю. В. Гайдамака4, С. Я. Шоргин5

Аннотация: Субтерагерцевая (суб-ТГц, 100–300 ГГц) связь должна обеспечить огромную скорость пере-
дачи данных в системах 6G. Однако зона покрытия базовых станций (БС) ограничена, так как сигнал
существенно затухает с увеличением дистанции, а также легко блокируется различными объектами,
встречающимися на пути распространения сигнала. Таким образом, БС необходимо располагать до-
статочно часто, что делает такое решение дорогостоящим. Для снижения плотности развертывания БС
можно использовать механизм ретрансляции сигнала с помощью транспортных средств (ТС). Данный
способ в большой степени зависит от зоны размещения приемо-передающей антенны на кузове ТС, что
ставит вопрос о поиске расположения антенны, при котором механизм ретрансляции будет эффективным
с точки зрения скорости передачи данных и расстояния между ТС-источником и БС. В данной работе
на основе спецификации IEEE 802.15.3d и экспериментальных данных о распространении сигнала на
частоте 300 ГГц предложена математическая модель для анализа многозвеньевой системы ретрансляции
сигнала для трех зон размещения антенны на кузове ТС. Полученные результаты показывают, что распо-
ложение передатчика в зоне лобового стекла характеризуется более низкой скоростью передачи данных,
но при этом гораздо большим покрытием, чем расположение в зонах бампера и двигателя.

Ключевые слова: 5G; «новое радио»; V2V; V2X; ретрансляция
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1 Введение

Системы 5G New Radio (NR), работающие
в микроволновом (µWave) и миллиметровом
(mmWave) диапазонах, уже вышли на рынок. В то
же время исследователи приступили к изучению
субтерагерцевых (100–300 ГГц) диапазонов в кон-
тексте систем 6G [1, 2]. Однако чрезвычайно вы-
сокое затухание сигнала, эффекты динамической
блокировки [3], а также микромобильность [4, 5]
ограничивают дальность действия таких систем не-
сколькими сотнями метров.

Одна из серьезных проблем для сотовых опе-
раторов — обеспечение расширенного мобильного
широкополосного доступа (Enhanced mobile broad-
band, eMBB) для пользователей в движущихся ТС.
Эта услуга требует не только постоянного под-
ключения, но и высокой скорости передачи дан-
ных. Одним из решений могут стать высоко-
производительные системы 5G NR, работающие
в диапазоне миллиметровых волн, или 6G в субте-
рагерцевом диапазоне. Однако высокое затухание
в субтерагерцевом диапазоне и другие особенности

распространения сигнала, такие как блокировка
прямой видимости, ограничивают зону покрытия
расположенных по краям дороги БС несколькими
сотнями метров, что требует высокой плотности
развертывания, а значит, ставит вопрос о рента-
бельности системы.

Для обеспечения постоянной связи и сниже-
ния финансовых затрат сетевых операторов можно
использовать механизм ретрансляции сигнала [6].
Чтобы обеспечить поддержку этого механизма,
консорциум 3GPP недавно стандартизировал тех-
нологию интегрированного доступа и транспорт-
ной сети (Integrated Access and Backhaul, IAB) [7].
В рамках этой технологии ТС-ретрансляторы с вы-
сокоскоростными передатчиками в диапазоне суб-
терагерцевых частот могут организовать так назы-
ваемые «мосты», пересылая по цепочке данные от
ТС, которые в настоящее время не имеют прямо-
го подключения к БС. Эффективность механизма
многозвеньевой ретрансляции сигнала оценивает-
ся на основании скорости передачи данных по уста-
новленному мосту и длины моста, т. е. расстояния
между ТС-источником сигнала и БС. При этом рас-
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1Российский университет дружбы народов, 1042200071@pfur.ru
2Российский университет дружбы народов, beschastnyy-va@rudn.ru
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Об оптимальном расположении антенн для V2X-соединений в субтерагерцевом диапазоне

положение приемо-передающей антенны на кузове
ТС влияет на оба указанных показателя.

Конечная цель данного исследования — выра-
ботать рекомендации по выбору зоны размещения
антенны на ТС, при котором механизм ретрансля-
ции обеспечит минимальную плотность разверты-
вания БС для заданного набора параметров и усло-
вий дорожного движения, включая плотность ТС
на дороге и скорости их движения. Разработан-
ная математическая модель основана на недавних
исследованиях распространения сигнала в субтера-
герцевом диапазоне в среде V2V (Vehicle-to-Vehicle)
и использует реалистичные параметры связи из
стандарта IEEE 802.15.3d [8].

2 Системная модель

Рассматривается участок автомагистрали, на-
пример городская улица или скоростное шоссе,
покрытие которого беспроводной связью обеспе-
чивается БС 6G, работающими в субтерагерцевом
диапазоне. Предполагается, что БС установлены
по обеим сторонам дороги в шахматном порядке,
например на фонарных столбах, на постоянной вы-
соте hA. Расстояние между БС по одной стороне
дороги равно d, таким образом, БС образуют рав-
нобедренные треугольники с основанием d, т. е. БС
на противоположных сторонах сдвинуты друг от-
носительно друга на расстояние d/2. Эти БС служат
точками доступа в интернет для пользователей, на-
ходящихся в ТС, например в автомобилях (рис. 1).

Предполагается, что дорога имеет четное чис-
ло Nl полос, при этом возможно движение ТС
в противоположных направлениях. Ширина полос
постоянна и равна w. Скорость ТС предполагается
равной v. Расположение ТС на дорожной полосе

определяется пуассоновским процессом интенсив-
ности λ, согласно которому расположены центры
ТС. Далее предположим, что автомобили имеют
одинаковую постоянную длину lv, а дорожный про-
свет равен hC . Дорожное движение предполагается
однородным на каждой полосе, т. е. v, λ и lv не
зависят от рассматриваемой полосы.

Согласно [9], новые технологии V2V обеспечат
эффективный и безопасный контроль над мобиль-
ностью ТС при минимально допустимом рассто-
янии между любыми двумя транспортными сред-
ствами ds = tsv, где ts = 0,5 с — минимальное
время, необходимое системам автоматического
управления для оценки условий движения в ре-
жиме реального времени и принятия превентивных
мер.

Для снижения капитальных затрат за счет уве-
личения расстояния между БС предполагается, что
доля ТС PE оснащена устройствами ретрансляции
сигнала. Параметр PE называется «степенью внед-
рения технологии». Транспортные средства обору-
дованы двумя приемо-передающими антеннами:
одна в передней и одна в задней части ТС. Воз-
можность подключения приемопередатчиков к вы-
сокоскоростной внутренней шине со скоростью
передачи данных, достаточной для обработки ре-
транслируемого трафика, подтверждается послед-
ними разработками [10].

Транспортные средства, оснащенные средства-
ми связи, нуждаются в услугах eMBB, предоставля-
емых через БС. Если прямое соединение невозмож-
но из-за того, что ТС находится вне зоны действия
ближайшей БС, они используют ретрансляцию для
формирования моста, состоящего из одной или не-
скольких точек ретрансляции, в качестве которых
выступают ТС-ретрансляторы. Длина этого моста
и скорость передачи данных по нему существенно

Рис. 1 Схема моста из одного ТС-ретранслятора с участием ТС-отражателя
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зависят от плотности развертывания БС, характе-
ристик окружающей среды, влияющих на распро-
странение сигнала, включая плотность ТС на доро-
ге и сценарий дорожного движения, а также зоны
размещения антенны.

В работе рассмотрены следующие потенциаль-
ные варианты расположения антенны: на уровне
бампера (0,3–0,4 м), на уровне двигателя (0,4–1,0 м)
и на лобовом стекле (1,0–1,5 м). Определим пара-
метр σ для обозначения зоны размещения антенны,
т. е. σ ∈ {B,E,W} соответственно.

Значение отношения уровня сигнала к уровню
шума (Signal to Interference plus Noise Ratio, SINR)
на ТС на расстоянии x от БС записывается в виде

S(x) = PTGAGU
x−γ

(N0 + I)LA(f, x)LB
,

где PT — излучаемая мощность; GA и GU — коэф-
фициенты усиления на стороне приема и передачи;
γ — коэффициент потерь на пути сигнала; N0 —
тепловой шум; I — помехи; LA(f, x) — коэффи-
циент затухания сигнала; LB — потери, вызванные
блокировкой или отражениями от других объектов.

3 Математическая модель
установления соединения
для механизма многозвеньевой
ретрансляции сигнала

Построение модели начнем с анализа прямых
подключений между ТС-источником сигнала и БС,
а именно: с определения максимальной дистанции
прямого подключения и скорости передачи данных.
Чтобы вычислить данные параметры, используем
набор схем модуляции и кодирования, указанных
в стандарте IEEE 802.15.3d [8].

Следуя [11], максимальное расстояние под-
ключения автомобиля-источника к БС с допусти-
мой мощностью принимаемого сигнала S можно
записать как

dξ(S) =

(
PT

10
√
10GA+GU

10
√
10N0+S 102 log10 fc−14,86+LB

)1/γ

, (1)

где PT — мощность передачи; GA и GU — коэф-
фициенты усиления на приеме и передаче; fc —
несущая частота.

Если следующий автомобиль не поддерживает
ретрансляцию, расположение антенны на уровне
бампера в дополнение к прямой видимости (L) мо-
жет использовать пути отражения под ТС (U ) и от

соседнего автомобиля (R). Если антенна располо-
жена на уровне двигателя или лобовом стекле, отра-
жение сигнала под автомобилем недоступно ввиду
геометрических ограничений, при этом отражение
от соседнего автомобиля доступно. Для распо-
ложения на стекле существует также возможность
прохождения сигнала сквозь стекло следующего ав-
томобиля (W ), но затухание сигнала при этом будет
в несколько раз выше затухания при прямой ви-
димости. Для обозначения типов распространения
сигнала используем параметр ξ ∈ {L,U,R,W}.

Следует обратить внимание, что минимальная
требуемая мощность сигнала приема S = Smin
позволяет получить максимальное расстояние для
связи между соседними автомобилями, далее обо-
значаемое как dmaxξ , ξ ∈ {L,U,R,W}.

Функции плотности вероятности расстояния до
i-го соседнего ТС [12] в случае распределения цент-
ров ТС согласно процессу Пуассона подчиняются
распределению Эрланга [13]:

fi(x) =
2(πλ)i

(i− 1)! x
2i−1e−πλx2 , x > 0 , i = 1, . . . , N.

Подключение в зоне прямой видимости. Связь
в зоне прямой видимости на расстоянии r воз-
можна для всех рассматриваемых зон размещения
антенны, если расстояние между взаимодейству-
ющими ТС меньше, чем максимальное расстояние
связи в условиях прямой видимости dmax из (1),
и следующее ТС оборудовано приемо-передающей
антенной. Таким образом, вероятность успешно-
го подключения в условиях прямой видимости на
расстоянии r имеет вид:

fH,LoS(r) = I (r < dmax)PEf0(r) ,

где f0(r) вычисляется как

f0(r) = 0,5f1(r) + 0,5f2(r) .

Отражение от соседнего автомобиля. Напомним,
что боковое отражение доступно для всех рассмат-
риваемых зон размещения антенны. В случае бло-
кировки прямой видимости, т. е. когда следующее
ТС не оборудовано приемо-передающей антенной,
предполагаем, что расстояние d0 до блокирующего
ТС (см. рис. 1) равновероятно подчиняется рас-
пределению расстояния либо до первого соседа,
либо до второго. Соответственно, плотность веро-
ятности расстояния с обходом блокирующего ав-
томобиля определяется как свертка расстояний до
двух ближайших соседей блокирующего ТС, т. е.

fB(r) = (f1 ∗ f2) (r) =
∞∫

0

f1(s)f2(r − s) ds .
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В модели предполагается, что возможен обход
не более одного блокирующего ТС через одно боко-
вое отражение (см. рис. 1). При этом автомобиль-
«отражатель» должен находиться на таком участке
соседней полосы, где сигнал от «передатчика» не
будет заблокирован автомобилем-«блокиратором»,
находящимся слишком близко либо к «передатчи-
ку», либо к «ретранслятору». Вероятность незабло-
кированного отражения может быть выражена как

δR(r) =
wv

η(r)
=

wvr

2(w − wv)
,

где η(r) = 2(w − wv)/r — тангенс угла отклонения
луча β; wv — половина ширины ТС.

Вероятность PR(r) наличия на соседней полосе
ТС, обеспечивающего незаблокированное отраже-
ние сигнала, можно получить, используя свойство
независимости процесса Пуассона. Предполагая,
что точка центра отражателя на соседней полосе
равномерно распределена на отрезке, соответству-
ющем расстоянию между передатчиком и ретранс-
лятором [14], искомую вероятность можно выра-
зить в следующем виде:

PR(r) =






(
Nl

2
− 1
)

δR(r)λ

[lv + 2–α(r)]
−1 ,

2ds < r < dmaxR ;

0 в других случаях,

(2)

где–α — допустимое смещение соседнего ТС.
Отражение под автомобилем. В отличие от зон

лобового стекла и двигателя, при размещении ан-
тенны в зоне бампера становится возможной пере-
дача сигнала под ТС за счет отражения от дорожного
полотна. Из-за свойства симметричности отражен-
ного пути (рис. 2) минимальное расстояние меж-
ду бампером блокиратора и бампером с антенной
с обеих сторон одинаково и определяется выраже-
нием

δU (r) =
r

2

(
1− hC

hB

)
−–α ,

где hC — дорожный просвет; hB — высота разме-
щения антенны;–α — смещение, допускаемое для
блокирующего ТС.

Вероятность передачи сигнала под ТС можно
найти аналогично (2):

PB,B(r) =

=





δU (r)

(
hC

hB
+
–α

r

)
, 2ds < r < dmaxU ;

0 в других случаях.
(3)

Прохождение сигнала сквозь стекло. Наконец,
найдем вероятность установления соединения че-
рез стекла блокирующего ТС:

PB,W (r) =

{
1, 2ds < r < dmaxW ;

0 в других случаях .

Вероятность успешного многозвеньевого под-
ключения. С учетом вышеизложенных возмож-
ностей установления соединения для механизма
многозвеньевой ретрансляции сигнала вероятность
успешного подключения на расстоянии r, fH,σ(r),
σ ∈ {B,E,W}, определяется как сумма вероятно-
стей двух событий: либо следующее ТС оснаще-
но антенной и можно использовать подключение
в условиях прямой видимости, либо следующее
ТС на полосе не имеет передающего устройства
с вероятностью 1 − PE и единственный вариант —
обойти его с помощью описанных выше способов.
Таким образом, расширяя (3), приходим к следу-
ющей формуле для плотности вероятности успеш-
ного подключения на расстоянии r:

fH,σ(r) = I (r < dmax)PEf0(r) +
(
PE − P2E

)
×

× (PR(r) + PB,σ(r) − PR(r)PB,σ(r)) fB(r) . (4)

Определив вероятность многозвеньевого под-
ключения в (4), можно перейти к описанию пока-
зателей эффективности. В частности, вероятность
того, что мост из n ТС-ретрансляторов обеспечит
передачу данных на расстояние r, может быть по-
лучена с помощью n-кратной свертки (4):

Рис. 2 Схема отражения под автомобилем
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pC,σ(n, r) =

∞∫

r−dmax

f
(n)
H,σ(y) dy .

Если допустить возможность бесконечного числа
ТС-ретрансляторов в соединении, вероятность то-
го, что длина моста окажется не меньше расстоя-
ния r от ТС-источника сигнала до БС, может быть
получена следующим образом:

pS,σ(r) =

∞∑

n=1

pC,σ(n, r)

n−1∏

j=1

(1− pC,σ(j, r)) ,

σ ∈ {B,E,W} .

Скорость передачи по установленному мос-
ту [14] определяется звеном с наихудшими усло-
виями канала. Тогда, имея пороговые значения si,
i = 1, . . . , NC, чувствительности приемника, соот-
ветствующие набору показателей качества канала
{1, . . . , NC}, можно найти вероятность использова-
ния схемы кодирования i в звене для каждого типа
распространения сигнала ξ ∈ {L,U,R,W}:

qξ,i =

dξ(si+1)∫

dξ(si)

fH,ξ(r) dr , i = 1, . . . , NC ,

где dξ(SNC+1) =∞.
Теперь определим среднюю скорость передачи

данных по установленному мосту, включающему n
ТС-ретрансляторов, используя биномиальное рас-
пределение

ρξ,n =

NC∑

i=1

ωi

(
NC∑

k=i

qξ,k

)n

, ξ ∈ {L,U,R,W} ,

где ωi — спектральная эффективность канала со-
гласно схеме i.

Тем не менее в целях контроля качества соедине-
ния имеет смысл ограничивать максимальное число
ТС-ретрансляторов некоторым заданным значени-
ем N , N ≥ 1:

ρS,σ(r) =

=
∑

ξ∈{L,R,U,W}

Pξ

N∑

n=1

ρξ,npC,σ(n, r)

n∏

j=1

(1− pC,σ(j, r)) ,

σ ∈ {B,E,W} .

4 Численный анализ
В качестве исходных данных для численного

эксперимента рассматриваются три сценария до-
рожного движения: пробка, нормальные условия
движения в городе и скоростное шоссе. Сценарии
различаются скоростью ТС и средним расстоянием
между ними, как показано в табл. 1. Остальные
параметры системы приведены в табл. 2.

Начнем с исследования основных зависимостей
между средней длиной моста и скоростью передачи
данных, показанных на рис. 3, для различных зон
размещения антенны в зависимости от плотности
ТС на полосе дорожного движения, где максималь-
ное число ТС-ретрансляторов Nустановлено рав-
ным 10, а степень внедрения технологии PE = 0,7.

Таблица 1 Параметры дорожного движения

Сценарий
Скорость

автомобиля v, км/ч
Расстояние между

автомобилями d0, м
Пробка 20 10
Нормальный городской трафик 60 30
Шоссе 120 60

Таблица 2 Входные параметры системы

Обозначение Значение Описание
lv 4,5 м Длина автомобиля
λ 0,02 авт/м Средняя плотность автомобилей
hA 3 м Высота БС
hB 0,4/0,7/1,2 м Высота антенны
hC 0,2 м Дорожный просвет автомобиля
v 25 м/с Скорость автомобиля
fC 304,2 ГГц Несущая частота
PT 4,2 · 10−6 Вт Мощность передатчика БС/автомобиля
N0 −84 дБ Мощность шума
S −56 дБ Минимальный SINR

GA, GU 17,58 дБ Коэффициенты усиления на приеме и на передаче
γ 2,1 Коэффициент затухания сигнала
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Рис. 3 Средняя длина моста (залитые значки) и скорость передачи (пустые значки) в зависимости от плотности ТС:
1 — бампер; 2 — стекло; 3 — двигатель

По результатам эксперимента можно отметить,
что средняя длина моста уменьшается по мере уве-
личения плотности ТС на дороге для всех рассмот-
ренных вариантов расположения антенны. Это
объясняется тем, что с увеличением плотности
уменьшается среднее расстояние между ТС. Обрат-
ный эффект наблюдается для скорости передачи
данных, и это связано с более короткими расстоя-
ниями между автомобилями, а следовательно, луч-
шим качеством канала.

Анализируя влияние зоны размещения антен-
ны, можно сделать вывод, что расположение у ло-
бового стекла обеспечивает б‚ольшую среднюю дли-
ну моста почти для всех рассмотренных плотностей
ТС. Однако этот выигрыш достигается за счет го-
раздо меньшей скорости передачи данных. Обосно-
вание данного наблюдения заключается в том, что
экраны в виде заднего и переднего стекол блоки-
рующего автомобиля создают высокие потери при
передаче сигнала.

Одной из характеристик, отвечающих за гаран-
тии производительности для пользователей ком-
мерческих систем, служит доступность подключе-
ния к БС посредством моста. Рассмотрим
доступность подключения как функцию от рассто-
яния между БС (Inter-site distance, ISD), показан-
ную на рис. 4, для различных значений степени
внедрения технологии и нормальных условий го-
родского трафика (λ = 1/30). При достижении
1250 м наблюдается резкий спад, характеризующий
расстояние, на котором начинает работать меха-
низм ретрансляции сигнала. Из всех рассмотрен-
ных зон размещения антенны лобовое стекло по-
казывает наилучшую доступность 0,95 при степени
внедрения технологии 0,9.

Влияние условий дорожного движения на ве-
роятность подключения для различных зон разме-
щения антенны показано на рис. 5. Здесь можно
заметить, что наихудший возможный сценарий —
пробки, где не только все рассмотренные зоны при-

Рис. 4 Вероятность подключения в зависимости от
расстояния между БС и степени внедрения технологии
(черные кривые — PE = 0,7; серые кривые — PE = 0,9):
(1 — бампер; 2 — стекло; 3 — двигатель

Рис. 5 Вероятность подключения в зависимости от
расстояния между БС и сценариев дорожного движения
(пунктирные кривые — пробка; штриховые — нормаль-
ный городской трафик; сплошные кривые — шоссе): 1 —
бампер; 2 — стекло; 3 — двигатель
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водят к одному и тому же значению параметра ISD,
но и связанное с этим улучшение ISD незначитель-
но. Причина в том, что ТС расположены очень
плотно, блокируя сразу несколько вариантов от-
ражений, в том числе под ТС. Тем не менее для
нормального и шоссейного сценариев наилучшая
зона размещения антенны с точки зрения длины
установленного моста — на лобовом стекле.

5 Заключение

В работе предложена математическая модель
для оценки производительности механизма много-
звеньевой ретрансляции сигнала для V2X-соедине-
ний в частотных диапазонах субтерагерцевых волн
при различных условиях распространения сигна-
ла. Рассматриваемые метрики включают среднее
расстояние подключения к БС и скорость пере-
дачи данных с учетом возможной многозвеньевой
ретрансляции сигнала, а также критический пара-
метр качества обслуживания — доступность сети.

Представленные численные результаты для ти-
пичных сценариев предоставления услуг связи по
технологии 6G с использованием механизма мно-
гозвеньевой ретрансляции сигнала показывают, что
можно рекомендовать размещение антенны в зоне
лобового стекла, которое, несмотря на более низ-
кую скорость передачи данных, значительно ме-
нее чувствительно к степени внедрения технологии
и, как правило, характеризуется гораздо б‚ольшим
покрытием сети.

Литература
1. Moltchanov D., Gaidamaka Y., Ostrikova D., Beschast-

nyi V., Koucheryavy Y., Samouylov K. Ergodic outage
and capacity of terahertz systems under micromobili-
ty and blockage impairments // IEEE T. Wirel. Com-
mun., 2021. Vol. 21. Iss. 5. P. 3024–3039. doi: 10.1109/
TWC.2021.3117583.

2. Moltchanov D., Beschastnyi V., Ostrikova D., Gaidama-

ka Y., Koucheryavy Y. Uninterrupted connectivity time in
THz systems under user micromobility and blockage //
Global Communications Conference Proceedings. — Pis-
cataway, NJ, USA: IEEE, 2021. Art. 9685384. 6 p. doi:
10.1109/GLOBECOM46510.2021.9685384.

3. Gapeyenko M., Samuylov A., Gerasimenko M.,

Moltchanov D., Singh S., Akdeniz M. R., Aryafar E., Hi-

mayat N., Andreev S., Koucheryavy Y. On the temporal

effects of mobile blockers in urban millimeter-wave cel-
lular scenarios // IEEE T. Veh. Technol., 2017. Vol. 66.
Iss. 11. P. 10124–10138. doi: 10.1109/TVT.2017.2754543.

4. Stepanov N. V., Moltchanov D., Begishev V., Turlikov A.,

Koucheryavy Y. Statistical analysis and modeling of user
micromobility for THz cellular communications // IEEE
T. Veh. Technol., 2021. Vol. 71. Iss. 1. P. 725–738. doi:
10.1109/TVT.2021.3124870.

5. Beschastnyi V., Ostrikova D., Moltchanov D., Gaidama-

ka Y., Koucheryavy Y., Samouylov K. Balancing laten-
cy and energy efficiency in mmWave 5G NR systems
with multiconnectivity // IEEE Commun. Lett., 2022.
Vol. 26. Iss. 8. P. 1952–1956. doi: 10.1109/LCOMM.
2022.3175663.

6. Petrov V., Moltchanov D., Andreev S., Heath R. W. Analysis
of intelligent vehicular relaying in urban 5G + millimeter-
wave cellular deployments // Global Communications
Conference Proceedings. — Piscataway, NJ, USA: IEEE,
2019. Art. 05946. 6 p. doi: 10.48550/arXiv.1908.05946.

7. Study on integrated access and backhaul (Release 17):
Technical Specification 38.874 V17.0.0. 3GPP, 2020.
https://www.3gpp.org/ftp/Specs/archive/38 series/38.
874/38874-g00.zip.

8. Petrov V., Kurner T., Hosako I. IEEE 802.15.3d: First
standardization efforts for sub-terahertz band communi-
cations toward 6G // IEEE Commun. Mag., 2020. Vol. 58.
No. 11. P. 28–33. doi: 10.1109/MCOM.001.2000273.

9. Ozpolat M., Bhargava K., Kampert E., Higgins M. D. Multi-
lane urban mmWave V2V networks: A path loss behavior
dependent coverage analysis // Vehicular Communica-
tions, 2021. Vol. 30. Art. 100348. 11 p. doi: 10.1016/
j.vehcom.2021.100348.

10. Wang J., Liu J., Kato N. Networking and communica-
tions in autonomous driving: A survey // IEEE Com-
mun. Surv. Tut., 2018. Vol. 21. No. 2. P. 1243–1274. doi:
10.1109/COMST.2018.2888904.

11. Eckhardt J. M., Petrov V., Moltchanov D., Koucheryavy Y.,

K�urner T. Channel measurements and modeling for low-
terahertz band vehicular communications // IEEE J. Sel.
Area. Comm., 2021. Vol. 39. No. 6. P. 1590–1603. doi:
10.1109/JSAC.2021.3071843.

12. Moltchanov D. Distance distributions in random net-
works // Ad Hoc Netw., 2012. Vol. 10. P. 1146–1166.
doi: 10.48550/arXiv.0804.4204.

13. Basharin G., Gaidamaka Y. V., Samouylov K. E. Mathe-
matical theory of teletraffic and its application to the
analysis of multiservice communication of next genera-
tion networks // Autom. Control Comp. S., 2013. Vol. 47.
No. 2. P. 62–69. doi: 10.3103/S0146411613020028.

14. Kingman J. F. C. Poisson processes. — Oxford studies
in probability ser. — Claredon Press, 1993. 112 p. doi:
10.1002/0470011815.B2A07042.

Поступила в редакцию 15.10.22

48 ИНФОРМАТИКА И ЕЁ ПРИМЕНЕНИЯ том 16 выпуск 4 2022



On the optimal antenna deployment for subterahertz V2X communications

ON THE OPTIMAL ANTENNA DEPLOYMENT FOR SUBTERAHERTZ

V2X COMMUNICATIONS

E. A. Machnev1, V. A. Beschastnyi1, D. Yu. Ostrikova1, Yu. V. Gaidamaka1,2, and S. Ya. Shorgin2

1Peoples’ Friendship University of Russia (RUDN University), 6 Miklukho-Maklaya Str., Moscow 117198, Russian
Federation
2Federal Research Center “Computer Science and Сontrol” of the Russian Academy of Sciences, 44-2 Vavilov
Str., Moscow 119333, Russian Federation

Abstract: Subterahertz (sub-THz, 100–300 GHz) communication should provide huge data transfer rates in 6G
systems. However, the coverage area of base stations (BS) will be very limited, since the signal is quite strongly
attenuated from the distance and is also easily blocked by the presence of any objects in the signal path. Thus,
the BS will need to be located too often which is a costly process. To reduce the deployment density of the BS,
a mechanism was proposed for relaying the signal using vehicles (V2V). This relaying method is characterized
by various options for the location of the antenna on vehicles which raises the question of finding the optimal
location. In this work, guided by the IEEE 802.15.3d specification and measurements of the signal propagation
level at a frequency of 300 GHz, the authors developed a mathematical model for comparing multihop signal relay
systems with different antenna locations. The authors consider the following quality of service indicators: coverage,
BS availability, and data transfer rate. The results show that the windshield transmitter location has a lower data
rate but more coverage while the bumper and engine levels show similar performance. A windshield location is
recommended as it is less sensitive to the rate of technology integration and has a larger coverage area.

Keywords: 5G; New Radio; V2V; V2X; multihop communications

DOI: 10.14357/19922264220407

Acknowledgments

The reported study was funded by the Russian Science Foundation, project number 22-29-00694
(https://rscf.ru/en/project/22-29-00694).

References

1. Moltchanov, D., Y. Gaidamaka, D. Ostrikova, V. Bes-
chastnyi, Y. Koucheryavy, and K. Samouylov. 2021.
Ergodic outage and capacity of terahertz systems un-
der micromobility and blockage impairments. IEEE T.

Wirel. Commun. 21(5):3024–3039. doi: 10.1109/TWC.
2021.3117583.

2. Moltchanov, D., V. Beschastnyi, D. Ostrikova, Y. Gaida-
maka, and Y. Koucheryavy. 2021. Uninterrupted con-
nectivity time in THz systems under user micromo-
bility and blockage. Global Communications Conference

Proceedings. Piscataway, NJ: IEEE. 9685384. 6 p. doi:
10.1109/GLOBECOM46510.2021.9685384.

3. Gapeyenko, M., A. Samuylov, M. Gerasimenko, D. Mol-
tchanov, S. Singh, M. R. Akdeniz, E. Aryafar, N. Himayat,
S. Andreev, and Y. Koucheryavy. 2017. On the temporal
effects of mobile blockers in urban millimeter-wave cellu-
lar scenarios. IEEE T. Veh. Technol. 66(11):10124–10138.
doi: 10.1109/TVT.2017.2754543.

4. Stepanov, N. V., D. Moltchanov, V. Begishev, A. Tur-
likov, and Y. Koucheryavy. 2021. Statistical analysis and
modeling of user micromobility for THz cellular com-

munications. IEEE T. Veh. Technol. 71(1):725–738. doi:
10.1109/TVT.2021.3124870.

5. Beschastnyi, V., D. Ostrikova, D. Moltchanov, Y. Gai-
damaka, Y. Koucheryavy, and K. Samouylov. 2022. Bal-
ancing latency and energy efficiency in mmWave 5G
NR systems with multiconnectivity. IEEE Commun. Lett.

26(8):1952–1956. doi: 10.1109/LCOMM.2022.3175663.

6. Petrov, V., D. Moltchanov, S. Andreev, and R. W. Heath.
2019. Analysis of intelligent vehicular relaying in ur-
ban 5G + millimeter-wave cellular deployments. Global

Communications Conference Proceedings. Piscataway, NJ:
IEEE. 05946. 6 p. doi: 10.48550/arXiv.1908.05946.

7. 3GPP. 2020. NR. Study on integrated access and
backhaul (Release 17): Technical Specification 38.874
V17.0.0. Available at: https://www.3gpp.org/ftp/Specs/
archive/38 series/38.874/38874-g00.zip (accessed
November 28, 2022).

8. Petrov, V., T. Kurner, and I. Hosako. 2020. IEEE
802.15.3d: First standardization efforts for sub-terahertz
band communications toward 6G. IEEE Commun. Mag.

58(11):28–33. doi: 10.1109/MCOM.001.2000273

9. Ozpolat, M., K. Bhargava, E. Kampert, and M. D. Hig-
gins. 2021. Multi-lane urban mmwave V2V networks:

INFORMATIKA I EE PRIMENENIYA — INFORMATICS AND APPLICATIONS 2022 volume 16 issue 4 49



E. A. Machnev, V. A. Beschastnyi, D. Yu. Ostrikova, et al.

A path loss behavior dependent coverage analysis. Ve-

hicular Communications 30:100348. 11 p. doi: 10.1016/
j.vehcom.2021.100348.

10. Wang, J., J. Liu, and N. Kato. 2018. Networking and
communications in autonomous driving: A survey. IEEE

Commun. Surv. Tut. 21(2):1243–1274. doi: 10.1109/
COMST.2018.2888904.

11. Eckhardt, J. M., V. Petrov, D. Moltchanov, Y. Kouch-
eryavy, and T. Kurner. 2021. Channel measurements and
modeling for low-terahertz band vehicular communica-
tions. IEEE J. Sel. Area. Comm. 39(6):1590–1603. doi:
10.1109/JSAC.2021.3071843.

12. Moltchanov, D. 2012. Distance distributions in ran-
dom networks. Ad Hoc Netw. 10(6):1146–1166. doi:
10.48550/arXiv.0804.4204.

13. Basharin, G. P., Yu. V. Gaidamaka, and K. E. Samouylov.
2013. Mathematical theory of teletraffic and its applica-
tion to the analysis of multiservice communication of next
generation networks. Autom. Control Comp. S. 47(2):62–
69. doi: 10.3103/S0146411613020028.

14. Kingman, J. F. C. 1993. Poisson processes. Oxford stud-
ies in probability ser. Claredon Press. 112 p. doi:
10.1002/0470011815.B2A07042.

Received October 15, 2022

Contributors
Machnev Egor A. (b. 1996) — PhD student, Department of Applied Probability and Informatics, Peoples’
Friendship University of Russia (RUDN University), 6 Miklukho-Maklaya Str., Moscow 117198, Russian
Federation; 1032143100@rudn.ru

Beschastnyi Vitalii A. (b. 1992) — Candidate of Science (PhD) in physics and mathematics, assistant professor,
Department of Applied Probability and Informatics, Peoples’ Friendship University of Russia (RUDN University),
6 Miklukho-Maklaya Str., Moscow 117198, Russian Federation; beschastnyy-va@rudn.ru

Ostrikova Daria Yu. (b. 1988) — Candidate of Science (PhD) in physics and mathematics, associate professor,
Department of Applied Probability and Informatics, Peoples’ Friendship University of Russia (RUDN University),
6 Miklukho-Maklaya Str., Moscow 117198, Russian Federation; ostrikova-dyu@rudn.ru

Gaidamaka Yuliya V. (b. 1971) — Doctor of Science in physics and mathematics, professor, Department of Applied
Probability and Informatics, Peoples’ Friendship University of Russia (RUDN University), 6 Miklukho-Maklaya
Str., Moscow 117198, Russian Federation; senior scientist, Institute of Informatics Problems, Federal Research
Center “Computer Science and Control” of the Russian Academy of Sciences, 44-2 Vavilov Str., Moscow 119333,
Russian Federation; gaydamaka-yuv@rudn.ru

Shorgin Sergey Ya. (b. 1952) — Doctor of Science in physics and mathematics, professor, principal scientist,
Institute of Informatics Problems, Federal Research Center “Computer Science and Control” of the Russian
Academy of Sciences, 44-2 Vavilov Str., Moscow 119133, Russian Federation; sshorgin@ipiran.ru

50 INFORMATIKA I EE PRIMENENIYA — INFORMATICS AND APPLICATIONS 2022 volume 16 issue 4



éîæïòíáôéëá é å¿ ðòéíåîåîéñ, 2022. ô. 16. ÷ÙÐ. 4. ó. 51�56

НЕЧЕТКИЕ УСРЕДНЯЮЩИЕ ОПЕРАТОРЫ В ЗАДАЧЕ

АГРЕГИРОВАНИЯ НЕЧЕТКОЙ ИНФОРМАЦИИ

В. Л. Хацкевич1

Аннотация: Рассматривается задача агрегирования нечеткой информации посредством построения не-
четких усредняющих операторов. Изучены взвешенные нечеткие средние систем нечетких чисел и введен
класс нелинейных нечетких средних систем нечетких чисел, являющийся модификацией на нечеткие
числа общего класса диссипативных числовых средних. Установлены свойства соответствующих усред-
няющих операторов, которые представляют собой «нечеткие» аналоги характерных свойств скалярных
агрегирующих функций. Это дает обоснование использованию введенных нечетких усредняющих опера-
торов в задаче агрегирования нечеткой информации. При этом под результатом агрегирования нечеткой
информации, заданной набором нечетких чисел, понимается нечеткое число, отражающее существенные
особенности этой совокупности.
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1 Введение

При разработке и анализе информационно-ана-
литических систем возникает задача построения
обобщенной оценки состояния сложного объекта
с помощью операции агрегирования, понимаемой
как отображение, которое векторной оценке объек-
таX = (x1, . . . , xn)ставит в соответствие скалярную
величину A(X) = A(x1, . . . , xn), характеризующую
этот объект. Компоненты xi векторной оценки на-
зывают частными оценками.

Обозначим через I отрезок расширенной чис-
ловой прямой. Под n-мерной агрегирующей функ-
цией обычно понимают функцию A : In → I,
которая обладает следующими свойствами (см., на-
пример, [1–3]).

Свойство 1. Идемпотентность: A(x, . . . , x) = x.

Свойство 2. Монотонность: для любой пары век-
торных оценок X = (x1, . . . , xn) и Y =
= (y1, . . . , yn), таких что xi ≤ yi, i = 1, . . . , n,
выполняется неравенство A(X) ≤ A(Y ).

Свойство 3. Непрерывность: функция A(x1, . . .
. . . , xn) непрерывна.

Свойство 4. Граничные условия:

inf
X∈In

A(X) = inf I; sup
X∈In

A(X) = sup I .

Перечисленные свойства отражают интуитив-
ные требования к результату агрегирования. Идем-
потентность отражает тот факт, что если все частные
оценки равны между собой, то и обобщенная оцен-
ка должна быть такая же. Монотонность означает,

что если хотя бы одна частная оценка увеличится
(уменьшится), то и обобщенная оценка увеличится
(уменьшится). Согласно свойству непрерывности
малым изменениям частных оценок соответствуют
малые изменения обобщенных оценок.

Иногда в качестве I рассматривают нормиро-
ванный отрезок [0, 1]. Отдельные классы агреги-
рующих функций обладают рядом дополнительных
свойств.

Часто в качестве агрегирующих функций рас-
сматриваются различные средние [4, 5], а именно:

– среднее арифметическое

M (x1, . . . , xn) =
1

n

n∑

i=1

xi ;

– среднее геометрическое

G (x1, . . . , xn) =

(
n∏

i=1

xi

)1/n

;

– среднее гармоническое

H (x1, . . . , xn) = n

(
n∑

i=1

1

xi

)−1

.

Отметим, что все приведенные средние обладают
свойствами 1–4. Кроме того, среднее арифмети-
ческоеM(x1, . . . , xn) обладает свойствами аддитив-
ности и однородности.

Также в литературе рассматриваются соответ-
ствующие взвешенные средние. В частности, по-
рядковые операторы взвешенного агрегирования —
OWA (ordered weighted averaging) и WOWA (weighted
OWA) [6, 7].

1Военно-воздушная академия им. проф. Н. Е. Жуковского и Ю. А. Гагарина, vlkhats@mail.ru
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С другой стороны, в последние десятилетия
успешно развивается теория нечетких множеств,
представляющая собой современный аппарат фор-
мализации различных видов неопределенностей
(см., например, [8, 9]). Основоположником этого
направления стал Л. Заде [10]. Для агрегирования
нечеткой информации активно развивается под-
ход, связанный с использованием так называемых
треугольных норм и соответствующих им аддитив-
ных генераторов, а также треугольных конорм (см.,
например, [8, гл. 3]). Кроме того, в теории нечет-
кого вывода широко распространен метод привле-
чения взвешенного среднего или, в более общей
ситуации, нечеткого интеграла Шоке (см., напри-
мер, [11–13]). Отметим, что оба этих подхода свя-
заны с агрегированием результирующей функции
принадлежности по заданным агрегируемым функ-
циям принадлежности.

В предлагаемой работе рассматривается зада-
ча агрегирования нечеткой информации посред-
ством построения нечетких усредняющих опера-
торов. При этом под результатом агрегирования
нечеткой информации, заданной набором нечетких
чисел, понимается нечеткое число, отражающее су-
щественные особенности этой совокупности.

Цель работы — установление свойств нечетких
агрегирующих функций, порождаемых нечеткими
усредняющими операторами, аналогичных свой-
ствам скалярных агрегирующих функций. Это
служит обоснованием возможности использования
рассматриваемых нечетких усредняющих операто-
ров для агрегирования нечеткой информации. Та-
кой подход представляется новым.

Ниже R — множество действительных чисел.
Под нечетким числом “z, заданным на универсаль-
ном пространстве R, будем понимать совокупность
упорядоченных пар (µ“z(x), x), где функция при-
надлежности µ“z : R → [0, 1] определяет степень
принадлежности ∀x ∈ R множеству “z. Носителем
нечеткого числа “z называют множество x ∈ R, для
которых µ“z(x) > 0, и обозначают Supp (“z).

Будем дополнительно предполагать выполне-
ние следующих условий (ср. [9, гл. 2–4]):

(a) носитель нечеткого числа — замкнутое и огра-
ниченное (компактное) множество действи-
тельных чисел;

(б) функция принадлежности нечеткого числа
µ“z(x) выпукла;

(в) функция принадлежности нечеткого числа
µ“z(x) нормальна, т. е. supx µ“z(x) = 1;

(г) функция принадлежности нечеткого числа
µ“z(x) полунепрерывна сверху.

Совокупность таких нечетких чисел будем обо-
значать J .

Ниже будет использовано интервальное пред-
ставление нечетких чисел. Как известно, интервал
α-уровня нечеткого числа “z с функцией принад-
лежности µ“z(x) определяется соотношением

Zα = {x|µ“z(x) ≥ α} , α ∈ (0, 1], Z0 = Supp (“z) .

Согласно предположениям (a)–(г) на нечеткие
числа все α-уровни нечеткого числа — замкну-
тые и ограниченные интервалы вещественной оси.
Обозначим левую границу интервала через z−(α),
а правую — через z+(α). Иногда z−(α) и z+(α) на-
зывают соответственно левым и правым индексами
нечеткого числа.

Суммой нечетких чисел “z и “u с α-интервалами
[z−(α), z+(α)] и [u−(α), u+(α)] называют нечеткое
число с α-интервалами [z−(α) + u−(α), z+(α) +
+ u+(α)]. Умножение на положительное число
означает умножение индексов на это число, а умно-
жение на отрицательное число означает умножение
индексов на это число и перемену их местами.

Два нечетких числа равны, если совпадают все
их соответствующие α-интервалы.

Рассмотрим совокупность Jn векторов с нечет-
кими компонентами (нечетких векторов) вида “Z =
= (“z1, . . . , “zn), где нечеткие числа “zi (i = 1, . . . , n)
удовлетворяют условиям (а)–(г). Для двух нечетких
векторов “Z и “W их сумму и умножение на числа
будем понимать покоординатно.

Рассмотрим на множествеJ нечетких чисел мет-
рику, определяемую для “z, “w ∈ J формулой [14]:

ρ (“z, “u) =

= sup
α∈[0,1]

max
(
|z−(α) − u−(α)|, |z+(α)− u+(α)|

)
,

где [z−(α), z+(α)] и [u−(α), u+(α)] — интервалы
α-уровней чисел “z и “u.

На множестве нечетких векторов Jn для не-
четких векторов “Z и “W с компонентами “zi и “wi

(i = 1, . . . , n) зададим метрику выражением

ρn

(
“Z, “W

)
=

n∑

i=1

ρ (“zi “wi) .

Рассмотрим следующий критерий сравнения
нечетких чисел, заданных в интервальной фор-
ме [15, гл. 4, 5]. Будем писать “z ≺ “w для нечетких
чисел “z и “w, если одновременно

z−(α) ≤ w−(α); z+(α) ≤ w+(α) (∀α ∈ (0, 1]). (1)

По-существу, это введение частичной упорядо-
ченности на множестве нечетких чисел, т. е.
введение бинарного отношения, обладающего
свойствами рефлексивности, транзитивности
и антисимметричности. Неравенства нечетких
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векторов “Z ≺ “W будем понимать покоординатно
в смысле определения (1).

2 Нечеткие средние систем
нечетких чисел и усредняющие
операторы как агрегаторы
нечеткой информации

Пусть заданы вещественные числа βi ∈ R (i =
= 1, . . . , n) такие, что βi ≥ 0,

∑n
i=1 βi = 1.

Рассмотрим взвешенное нечеткое среднее не-
четких чисел “z1,. . . , “zn [16, гл. 7; 17]

“zÓÒ =

n∑

i=1

βi“zi . (2)

Обозначим через z−i (α) и z+i (α) левые и правые
индексы нечетких чисел “zi, фигурирующих в фор-
муле (2).

Лемма 1. Левый индекс нечеткого среднего “zÓÒ, опре-

деляемого формулой (2), равен

z−ÓÒ(α) =

n∑

i=1

βiz
−
i (α),

а правый индекс —

z+ÓÒ(α) =

n∑

i=1

βiz
+
i (α).

Она вытекает из определения интервального
сложения нечетких чисел и умножения на поло-
жительное число.

Назовем операторA : Jn −→ J нечетким агрега-
тором, если он обладает следующими свойствами:

(1) если “Z = (“z, “z, . . . , “z), то A( “Z) = “z (идемпо-
тентность);

(2) если “Z ≺ “W , тоA( “Z) ≺ A( “W ) (монотонность);

(3) оператор A : Jn −→ J непрерывен.

Это модификация на случай нечетких чисел харак-
терных свойств скалярного оператора агрегатора
(см. свойства 1–3 из разд. 1).

Рассмотрим усредняющий оператор Aβ, опре-
деляемый для заданного “Z ∈ Jn, “Z = (“z1, . . . , “zn)
взвешенной суммой (2):

Aβ( “Z) = “zÓÒ =

n∑

i=1

βi“zi. (3)

Подчеркнем, что оператор Aβ( “Z) агрегирует
информацию, заданную нечетким вектором “Z =
= (“z1, . . . , “zn) при весовых коэффициентах βi (i =
= 1, . . . , n).

Теорема 1. Усредняющий оператор Aβ, определяемый

формулой (3), является нечетким агрегатором.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Проверим свойство 1 — идем-
потентность. Пусть “Z = (“z, “z, . . . , “z), причем не-
четкое число “z имеет индексы z−(α) и z+(α).
Тогда согласно лемме 1 “zÓÒ имеет левый индекс∑n

i=1 βiz
−(α) = z−(α), поскольку

∑n
i=1 βi = 1.

И аналогично правый индекс совпадает с z+(α).
Это и доказывает свойство 1.

Покажем свойство 2 — монотонность. Пусть
“Z, “W ∈ Jn и “Z ≺ “W . По определению это означает,
что для компонент этих векторов имеем “zi ≺ “wi

(i = 1, . . . , n), т. е. согласно (1) для любого α ∈ (0, 1]
и i = 1, . . . , n для соответствующих индексов име-
ем z−i (α) ≤ w−

i (α) и аналогично z+i (α) ≤ w+i (α).
Умножая обе части указанных неравенств на βi

и суммируя по i = 1, . . . , n, получаем:

n∑

i=1

βiz
−
i (α) ≤

n∑

i=1

βiw
−
i (α) ;

n∑

i=1

βiz
+
i (α) ≤

n∑

i=1

βiw
+
i (α) .

В этих неравенствах согласно лемме 1 слева сто-
ят α-индексы нечеткого числа Aβ( “Z), а справа —
Aβ( “W ), что и влечет соотношениеAβ( “Z) ≺ Aβ( “W ).

Покажем свойство 3 — непрерывность. Пусть
задано ε > 0и для нечетких векторов “Z, “W ∈ Jn вы-
полнено неравенство ρn( “Z, “W ) ≤ ε/(2n). По опре-
делению ρn это влечет совокупность неравенств
ρ(“zi, “wi) ≤ ε/(2n), i = 1, . . . , n.

Далее, в силу (3) и согласно лемме 1 имеем:

ρ
(
Aβ

(
“Z
)
, Aβ

(
“W
))
=

= sup
α∈[0,1]

max

{∣∣∣∣∣

n∑

i=1

βi(z
−
i (α) − w−

i (α))

∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣

n∑

i=1

βi(z
+
i (α) − w+i (α))

∣∣∣∣∣

}
.

При этом
∣∣∣∣∣

n∑

i=1

βi

(
z−i (α)− w−

i (α)
)
∣∣∣∣∣ ≤

n∑

i=1

∣∣(z−i (α) − w−
i (α)

)∣∣ .

Аналогично для индексов с плюсом. Так что окон-
чательно имеем:

ρ
(
Aβ( “Z), Aβ( “W )

)
≤ 2

n∑

i=1

ρ (“zi, “wi) ≤ ε ,

что и влечет указанную непрерывность.
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Замечание 1. Граничные условия для агрегирующих
функций (см. условие 4 разд. 1) выполняются для аг-
регирующей функцииAβ( “Z) в смысле их выполне-
ния для левых и правых индексов результирующего
нечеткого числа при каждом α ∈ [0, 1].

Свойство 2 влечет

Следствие 1. Если “Z, “W ∈ Jn и “Z ≺ “W , то Aβ( “Z +

+ “V ) ≺ Aβ( “W + “V ) для любых “V ∈ Jn.

Кроме указанных свойств имеет место

Теорема 2. Усредняющий оператор Aβ : J
n −→ J ,

определяемый формулой (3), аддитивен и однороден.

Действительно, покажем аддитивность Aβ .
Пусть заданы нечеткие векторы “Z, “W ∈ Jn. В соот-
ветствии с леммой 1 левый и правый индексыAβ( “Z)
совпадают с

∑n
i=1 βiz

−
i (α) и

∑n
i=1 βiz

+
i (α) соответ-

ственно. Аналогично для Aβ( “W ) левый и правый
индексы имеют вид

∑n
i=1 βiw

−
i (α) и

∑n
i=1 βiw

+
i (α).

Тогда левый индекс суммы Aβ( “Z) + Aβ( “W ) имеет
вид

∑n
i=1 βi(“z

−(α) + w−(α)), а правый индекс —∑n
i=1 βi(“z

+
i (α) + w+i (α)), что совпадает с левым

и соответственно правым индексом нечеткого чис-
ла Aβ( “Z + “W ) и влечет аддитивность.

Однородность есть следствие формулы (3)
и определения интервального умножения нечетких
чисел на положительное и отрицательное число.

3 Нелинейные нечеткие
усредняющие операторы
как агрегаторы нечеткой
информации

Определим понятие функции от нечеткого чис-
ла, используя интервальный подход. Пусть задана
непрерывная монотонно возрастающая (монотон-
но убывающая) вещественная функция φ : R → R.
Приведем в удобном виде формулировку результата
из [18].

Лемма 2. Если “z — нечеткое число с левым

и правым индексами z−(α) и z+(α) и φ : R →
→ R— непрерывная монотонно возрастающая функ-

ция, то φ(z−(α)) и φ(z+(α)) суть соответственно

левый и правый индексы нечеткого числа φ(“z). Ес-

ли φ(x) — непрерывная монотонно убывающая функ-

ция, то φ(z+(α)) и φ(z−(α)) — левый и правый ин-

дексы φ(“z) соответственно.

Пусть заданы нечеткие числа “z1, . . . , “zn, а также
действительные числа βi ∈ R (i = 1, . . . , n), причем
βi ≥ 0,

∑n
i=1 βi = 1. Рассмотрим нелинейное нечет-

кое среднее общего вида для заданной непрерыв-

ной строго монотонно возрастающей (убывающей)
функции φ : R → R:

“zφ = φ
−1

(
n∑

i=1

βiφ (“zi)

)
. (4)

Определение (4) — аналог вещественного нелиней-
ного ассоциативного среднего [19, гл. I]. Функциюφ
в этом случае называют определяющей.

В случае определяющей функции φp(x) = xp

(p > 1) (или 0 < p < 1) в (4) получаем аналог взве-
шенной средней степенной. Если φG(x) = loga x
(a > 1) — это аналог взвешенной средней геомет-
рической, если φH(x) = 1/x — аналог взвешенной
средней гармонической.

Лемма 3. Нечеткое число, определяемое формулой (4),
имеет левый индекс φ−1(

∑n
i=1 βiφ(z

−
i (α))) и правый

индекс φ−1(
∑n

i=1 βiφ(z
+
i (α))), где z−i (α) и z+i (α) —

левый и правый индексы нечеткого числа “zi соответ-

ственно.

Действительно, проведем рассуждения для ле-
вых индексов в предположении, что функция φ
непрерывна и монотонно возрастает. Заметим, что
нечеткое число

∑n
i=1 βiφ(“zi) в силу монотонного

возрастания функции φ на основании леммы 2 и по
правилу интервального сложения нечетких чисел
и умножения их на положительные числа имеет ле-
вый индекс

∑n
i=1 βiφ(z

−
i (α)). Так как φ−1 также

монотонно возрастающая функция (вместе с φ), то
нечеткое числоφ−1(

∑n
i=1 βiφ(“zi)) = �zφ имеет левый

индекс φ−1(
∑n

i=1 βiφ(z
−
i (α))).

Аналогично для правых индексов.
Случай монотонного убывания непрерывной

функции φ в силу леммы 2 приводит к такому же
результату.

Определим теперь для фиксированного набора
чисел βi ≥ 0 (i = 1, . . . , n) таких, что

∑n
i=1 βi =

= 1, и заданной непрерывной строго монотонной
функции φ : R −→ R нечеткий нелинейный усред-
няющий оператор Fβ,φ : J

n −→ J равенством

Fβ,φ

(
“Z
)
= φ−1

(
n∑

i=1

βiφ (“zi)

)
. (5)

Теорема 3. Для нелинейного усредняющего оператора

Fβ,φ выполнены условия 1–3, т. е. он является нечет-

ким агрегатором.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть, например, функция φ
непрерывна и строго монотонно возрастает. Прове-
рим свойство 1 — идемпотентность. Пусть “Z имеет
одинаковые компоненты “zi = “z. Тогда согласно (5)

Fβ,φ( “Z) = φ
−1

(
n∑

i=1

βiφ (“z)

)
= φ−1 (φ(“z)) = “z .

Здесь последнее равенство вытекает из леммы 2.
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Покажем свойство 2 — монотонность. Пусть
“Z ≺ “W . Обозначим α-интервалы нечетких чисел “zi

и “wi (компонент векторов “Z, “W ) как [z−i (α), z
+
i (α)]

и [w−
i (α), w

+
i (α)] соответственно. Так как, по пред-

положению, φ — строго монотонно возрастающая
функция, то на основании леммы 2 и по правилу
сравнения (1) нечетких чисел φ(z−i (α)) ≤ φ(w−

i (α))
и, следовательно,

n∑

i=1

βiφ
(
“z−i
)
≤

n∑

i=1

βiφ
(
“w−

i

)
.

Аналогично для правых индексов.
Так как φ−1 возрастает вместе с φ, то в соответ-

ствии с леммой 3 Fβ,φ( “Z) ≺ Fβ,φ( “W ).
Свойство 3 — непрерывность — проверяется

рассуждениями, близкими к доказательству теоре-
мы 1.

В заключение отметим, что взвешенное нечет-
кое среднее (2) рассматривалось в нечеткой ста-
тистике (см., например, [16, гл. 7; 17]). Одна-
ко свойства нечетких усредняющих операторов (3),
приведенные в настоящей работе, ранее не отме-
чались. При этом свойства идемпотентности, ад-
дитивности и однородности в случае усредняющего
оператора (3) вполне предсказуемы. Непрерыв-
ность можно рассматривать в различных метриках
на множестве нечетких чисел. Здесь приводится
один из вариантов. Что касается свойства мо-
нотонности для усредняющих операторов (3), то
существенным моментом оказался подбор опреде-
ления ранжирования нечетких чисел, при котором
это свойство выполняется и которое обеспечивает
смысловую нагрузку операции агрегирования.

Нелинейное нечеткое среднее (4) и свойства со-
ответствующего нечеткого нелинейного усредня-
ющего оператора (5) ранее, по-видимому, не рас-
сматривались.

Совокупность установленных в настоящей ра-
боте свойств для операторов нечеткого усредне-
ния (3) и (5) обеспечивает естественность и адекват-
ность их применения для агрегирования нечеткой
информации.
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Abstract: The problem of aggregating fuzzy information by constructing fuzzy averaging operators is considered.
Weighted fuzzy averages of systems of fuzzy numbers are studied and a class of nonlinear fuzzy averages of systems of
fuzzy numbers is introduced which is a modification to fuzzy numbers of the general class of dissipative numerical
averages. The properties of the corresponding averaging operators which are “fuzzy” analogues of the characteristic
properties of scalar aggregating functions, are established. This provides a justification for the use of the introduced
fuzzy averaging operators in the problem of aggregation of fuzzy information. At the same time, the result of
aggregation of fuzzy information given by a set of fuzzy numbers is understood as a fuzzy number that reflects the
essential features of this set.
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О СЛОЖНОСТИ ОБУЧЕНИЯ ЛОГИЧЕСКИХ ПРОЦЕДУР

КЛАССИФИКАЦИИ

Е. В. Дюкова1, А. П. Дюкова2

Аннотация: Исследуются вопросы сложности логического анализа целочисленных данных. Для специ-
альных задач поиска частых и нечастых элементов в данных, на решении которых базируется обучение
логических процедур классификации, приведены асимптотики типичного числа решений. Технические
основы получения указанных оценок опираются на методы получения аналогичных оценок для трудно-
решаемой дискретной задачи построения (перечисления) тупиковых покрытий целочисленной матрицы,
формулируемой в работе как задача поиска «минимальных» нечастых элементов. Новые результаты
в основном касаются изучения метрических (количественных) свойств частых элементов. Полученные
оценки типичного числа часто встречающихся фрагментов в описаниях прецедентов позволяют сделать
вывод о перспективности применения алгоритмов поиска таких фрагментов на этапе обучения логических
классификаторов типа «Кора».

Ключевые слова: атрибут; частый элементарный фрагмент; нечастый элементарный фрагмент; мо-
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1 Введение

Рассматриваемые задачи поиска частых и не-
частых элементов в данных формулируются следу-
ющим образом.

Исследуется множество объектов M . Каждый
объект из M может быть представлен в виде число-
вого вектора, полученного на основе наблюдения
или измерения ряда его характеристик. Такие ха-
рактеристики называют атрибутами. Предполага-
ется, что каждый атрибут имеет ограниченное мно-
жество допустимых значений, которые кодируются
целыми числами.

Пусть X = {x1, . . . , xn} — заданное множество
атрибутов; H — набор из r различных атрибутов
вида H = {xj1 , . . . , xjr

}; σ = (σ1, . . . , σr) — набор,
в котором σi — допустимое значение признака xji

,
i = 1, 2, . . . , r. Пару (σ,H) назовем элементарным
фрагментом (ЭФ) длины r. ЧерезW (M,X) обозна-
чим множество всех ЭФ.

Пусть S = (a1, . . . , an) — объект из M (здесь aj,
j ∈ {1, 2 . . . , n}, — значение атрибута xj для объек-
та S). Будем говорить, что S содержит ЭФ (σ,H),
если aji

= σi при i = 1, 2, . . . , r.
Дана некоторая совокупность объектов D из M

и задано число p, 0 < p ≤ 1. Объекты в D не
обязательно различны. Через |D| обозначается чис-
ло объектов в D. Элементарный фрагмент (σ,H),
(σ,H) ∈ W (M,X), называется (p,D)-частым, ес-
ли не менее p|D| объектов из D содержат (σ,H).

Иначе ЭФ (σ,H) — (p,D)-нечастый. Элементар-
ный фрагмент (σ,H), (σ,H) ∈ W (M,X), называет-
ся (0, D)-нечастым, если ни один объект из D не
содержит (σ,H).

Элементарный фрагмент (σ,H), являющийся
(p,D)-частым в W (M,X), называется максималь-

ным (p,D)-частым в W (M,X), если любой ЭФ
(σ′, H ′) из W (M,X), такой что σ′ ⊃ σ, H ′ ⊃ H,
не является (p,D)-частым.

Элементарный фрагмент (σ,H) длины r на-
зывается правильным в W (M,X), если (σ,H) —
(r/|D|, D)-частый в W (M,X).

Элементарный фрагмент (σ,H), являющийся
(p,D)-нечастым в W (M,X), называется минималь-

ным (p,D)-нечастым в W (M,X), если любой ЭФ
(σ′, H ′) из W (M,X), такой что σ′ ⊂ σ, H ′ ⊂ H, не
является (p,D)-нечастым. Понятие минимального

(0, D)-нечастого ЭФ полностью аналогично вве-
денному понятию минимального (p,D)-нечастого
ЭФ для p > 0.

Возникают две отдельные задачи:

(1) для заданного p, 0 < p ≤ 1, найти в W (M,X)
все (максимальные) (p,D)-частые ЭФ;

(2) для заданного p, 0 ≤ p ≤ 1, найти все (мини-
мальные) (p,D)-нечастые ЭФ.

Иногда требуется совместное перечисление макси-
мальных частых и минимальных нечастых ЭФ.

1Федеральный исследовательский центр «Информатика и управление» Российской академии наук, edjukova@mail.ru
2Федеральный исследовательский центр «Информатика и управление>. Российской академии наук, anastasia.d.95@gmail.com
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Задачи поиска частых и нечастых элементов
в данных входят в число центральных задач ин-
теллектуального анализа данных и особенно важны
в случае больших данных. Эти задачи актуальны для
многих прикладных областей, среди которых сле-
дует выделить нахождение в данных ассоциативных
правил и машинное обучение.

В первом случае D называют базой данных,
а каждый объект из D называют транзакцией. Ас-
социативное правило (АП) устанавливает зависи-
мость между двумя частыми ЭФ, согласно которой
один частый ЭФ X (посылка) с некоторой «досто-
верностью» влечет другой частый ЭФ Y . При этом
ЭФ X и Y порождаются одним общим частым ЭФ,
обозначаемым (X,Y ). Наиболее информативны-
ми считаются те АП, которые порождаются мак-
симальными частыми ЭФ (X,Y ) с «минимальной»
посылкой X . Вопросы поиска ассоциативных пра-
вил возникли в связи с анализом потребительской
корзины и наиболее изучены для случая бинарных
данных [1].

Одна из главных задач машинного обучения —
задача классификации на основе прецедентов.
В этом случае D — обучающая выборка (некоторая
заданная совокупность примеров объектов из M ),
а каждый объект из D — обучающий объект, или
прецедент. Подлежащие измерению или наблю-
дению свойства исследуемых объектов называются
признаками. В самом простом случае прецеденты
делятся на два класса (класс положительных и класс
отрицательных примеров). В общем случае число
классов может быть больше двух. Требуется по
признаковому описанию предъявленного объекта,
о котором заранее не известно, к какому классу он
относится, определить (распознать) этот класс.

Хорошие результаты показывают логические
классификаторы, при конструировании которых
используются основные идеи как алгоритма «Ко-
ра» [2], так и алгоритмов вычисления оценок [3].
Эти классификаторы впервые предложены в [4].
В дальнейшем подход развивался в работах [5–7]
и др. В алгоритмах типа «Кора» анализ преце-
дентной информации проводится в предположе-
нии, что признаковые описания любых двух обуча-
ющих объектов, принадлежащих разным классам,
не совпадают. На этапе обучения для каждого клас-
са K ищутся так называемые (p, q)-представитель-
ные элементарные классификаторы, представля-
ющие собой специальные ЭФ из W (M,X).

Пусть Q(K) и Q(K) — множества прецеден-
тов из класса K и не из класса K соответственно
и p > 0, q < p. Тогда (p, q)-представительный эле-
ментарный классификатор является одновремен-
но (максимальным) (p,Q(K))-частым ЭФ и (мини-
мальным) (q,Q(K))-нечастым ЭФ в W (M,X). Как

правило, сначала строятся минимальные (q,Q(K))-
нечастые ЭФ, а затем из них отбираются те, которые
являются (p,Q(K))-частыми. На следующем эта-
пе найденные (p, q)-представительные элементар-
ные классификаторы класса K участвуют в проце-
дуре «голосования» за отнесение распознаваемого
объекта к этому классу. Материал обучения без-
ошибочно классифицируется при q = 0. Однако
нахождение (0, Q(K))-нечастых ЭФ требует боль-
ших вычислительных затрат. В простейшем случае
бинарных данных, когда требуется найти все ми-
нимальные (0, Q(K))-нечастые ЭФ вида (0, . . . , 0),
это известная труднорешаемая перечислительная
задача, называемая монотонной дуализацией [8, 9].

Отметим, что к задаче совместного перечисле-
ния максимальных частых и минимальных нечас-
тых ЭФ сводится задача расшифровки монотонной
функции [10].

В целях исследования скорости решения рас-
сматриваемых задач в случае больших данных пред-
ставляет интерес получение асимптотик типичного
числа частых и нечастых ЭФ, а также типичной
длины таких ЭФ. В работах [5, 6] искомые оценки
приведены для множества минимальных (0, Q(K))-
нечастых ЭФ, называемых в этих работах тупико-
выми покрытиями целочисленной матрицы. В на-
стоящей работе так же, как и в [5, 6], рассмотрен
случай большого числа атрибутов. Требуемые оцен-
ки получены для правильных ЭФ в предположении,
что каждый атрибут имеет k, k ≥ 2, допустимых
значений. При доказательстве основной теоре-
мы использовано матричное представление дан-
ных. Сравнение полученных в настоящей работе
оценок с оценками из [5, 6] свидетельствует о пер-
спективности применения методов поиска частых
ЭФ для построения (p, 0)-представительных эле-
ментарных классификаторов.

2 Асимптотика типичного числа
правильных элементарных
фрагментов в случае большого
числа атрибутов

Пусть L = (aij), i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n, —
матрица с элементами из {0, 1, . . . , k − 1}, k ≥ 2;
Er

k, r ≤ n, k ≥ 2, — множество наборов (σ1, . . . , σr),
σi ∈ {0, 1, . . . , k − 1},i = 1, 2, . . . , r; Wn

r , r ≤ n, —
множество всех наборов вида {j1, . . . , jr}, где jt ∈
∈ {1, 2, . . . , n} при t = 1, 2, . . . , r и j1 < · · · < jr.

Положим σ ∈ Er
k, σ = (σ1, . . . , σr), H ∈ Wn

r ,
H = {j1, . . . , jr}. Будем говорить, что строка
(ai1, . . . , ain) матрицы L содержит фрагмент (σ,H),
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если aijt
= σt при t = 1, 2, . . . , r. Число r назовем

длиной фрагмента (σ,H). Фрагмент (σ,H) длины r
назовем правильным в L, если не менее r строк в L
содержат (σ,H).

Набор столбцов матрицы L с номерами из H
называется тупиковым-покрытием длины r, ес-
ли ни одна строка в L не содержит фрагмент
(σ,H) и для любого t ∈ 1, 2, . . . , r в L найдет-
ся строка, содержащая фрагмент (γ,H), где γ =
= (σ1, . . . , σt−1, σt, σt+1, . . . , σr), σt ∈ {0, 1, . . . , k −
1}, σt 6= σt.

Введем обозначения: Mk
mn — множество всех

матриц размера m × n с элементами из {0, 1, . . .
. . . , k − 1}, k ≥ 2; R(L) — множество правильных
фрагментов в матрице L из Mk

mn; T (L, σ) — мно-
жество тупиковых-покрытий матрицы L из Mk

mn;
T (L) = ∪n

r=1 ∪σ∈Er
k
T (L, σ); bn ∼ cn, n → ∞,

означает, что limn→∞ bn/cn = 1; bn ≤n cn озна-
чает, что bn ≤ cn при всех достаточно больших n;
|N | — мощность множества N ; φk(m) — интер-
вал (0,5 logk mn− 0,5 logk logk mn− logk logk logk n ,
0,5 logk mn− 0,5 logk logk mn+ logk logk logk n).

В настоящей работе получены асимптотики ти-
пичных значений величины |R(L)| и длины фраг-
мента из R(L). Выявление типичной ситуа-
ции связано с высказыванием типа «для почти
всех матриц L из Mk

mn при n → ∞ выполнено
F1(L) ∼ F2(L)» (здесь F1(L) и F2(L) — два функ-
ционала, заданные на матрицах из Mk

mn). Данное
высказывание означает, что существуют две поло-
жительные бесконечно убывающие функции α(n)
и β(n) такие, что для всех достаточно больших n
имеет место 1 − |M|/|Mk

mn| ≤ α(n), где M —
множество таких матриц L в Mk

mn, для которых
1− β(n) < |F1(L)|/|F2(L)| < 1 + β(n).

Аналогичные результаты для множества T (L)
получены в [5, 6] и приведены ниже (теорема 1) для
полноты изложения.

Теорема 1 (см. [5, 6]). Если ma ≤ n ≤ km, a > 1, то

для почти всех матриц L из Mk
mn справедливо

|T (L)| ∼
∑

r∈φk(m)

Cr
nC

r
mr!(k − 1)rkr−r2 , n→ ∞ ,

и длины почти всех тупиковых покрытий из T (L)
принадлежат интервалу φk(m).

Теорема 2. Если ma ≤ n ≤ km, a > 1, k ≥ 2, то для

почти всех матриц L из Mk
mn справедливо

|R(L)| ∼
∑

r∈φk(m)

Cr
nC

r
mk

r−r2 , n→ ∞ ,

и длины почти всех фрагментов изR(L)принадлежат

интервалу φk(m).

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 2 опирается на ряд
приводимых ниже лемм.

Обозначим через V m
r (r ≤ m) множество всех

упорядоченных наборов вида (i1, . . . , ir), где it 6= il
при t, l = 1, 2, . . . , r.

Пусть v ∈ V m
r ,H ∈ Wn

r , σ ∈ Er
k. МатрицаL ∈ M

называется (v, σ,H)-матрицей, если каждая строка
с номером v содержит фрагмент (σ,H). Матрица
L ∈ Mk

mn, являющаяся (v, σ,H)-матрицей, называ-
ется правильной, если из условия v1 ∈ V m

r , v1 6= v,
следует, чтоLне является (v1, σ,H)-матрицей. Обо-
значим через N(v,σ,H) совокупность (v, σ,H)-мат-
риц в Mk

mn, через N∗
(v,σ,H) — совокупность всех

правильных (v, σ,H)-матриц в Mk
mn.

Лемма 1. Если v ∈ V m
r , H ∈Wn

r , σ ∈ Er
k, то

∣∣N(v,σ,H)

∣∣ = kmn−r2 .

Д о к а з а т е л ь с т в о . Оценим, сколькими способа-
ми можно построить матрицу L из N(v,σ,H). Одно-
значным образом определяются те элементы матри-
цы L, которые расположены на пересечении строк
с номерами из v и столбцов с номерами из H .
Остальные элементы этой матрицы могут быть вы-
браны произвольным образом. Таким образом,
элементы матрицы L, расположенные в столбцах
с номерами, не входящими в H, могут быть вы-
браны km(n−r) способами, а строки подматрицы
матрицы L, образованной столбцами из H, мож-
но выбрать kr(m−r) способами. Отсюда получаем
требуемую оценку. Лемма доказана.

Лемма 2. Если v ∈ V m
r , H ∈Wn

r , σ ∈ Er
k, то

∣∣∣N∗
(v,σ,H)

∣∣∣ =
(
1− k−r

)m−r
kmn−r2 .

Д о к а з а т е л ь с т в о . Оценим, сколькими спосо-
бами можно построить матрицу L из N∗

(v,σ,H). Эле-
менты этой матрицы, расположенные в столбцах
с номерами, не входящими в H, могут быть вы-
браны произвольным образом (km(n−r) способов).
Отсюда, учитывая, что строки в подматрице мат-
рицы L, образованной столбцами из H, можно вы-
брать (kr − 1)m−r способами, получаем требуемую
оценку. Лемма доказана.

Лемма 3. Пусть v1 ∈ V m
r , v2 ∈ V m

l , H1 ∈ Wn
r ,

H2 ∈ Wn
l , σ′ ∈ Er

k, σ′′ ∈ El
k и наборы v1 и v2 пере-

секаются по a (a ≥ 0) элементам, а наборы w1 и w2
пересекаются по b (b ≥ 0) элементам. Тогда

∣∣N(v1,σ′,H1) ∩N(v2,σ′′,H2)

∣∣ ≤ kmn−r2−l2+ab.

Д о к а з а т е л ь с т в о леммы 3 не приводится в силу
ее очевидности.
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Лемма 4. Если ma ≤ n ≤ km, a > 1, k ≥ 2, то имеет

место

m∑

r=1

Cr
nC

r
mk

r−r2 ∼
∑

r∈φk(m)

Cr
nC

r
mk

r−r2 , n→ ∞ .

Д о к а з а т е л ь с т в о леммы 4 аналогично доказа-
тельству леммы 4 из работы [6].

Лемма 5. Если r, l ≤ c logk n, c < 1, то имеет место

min(r,l)∑

m=0

klbCr
nC

b
rC

l−b
n−r < Cr

nC
l
n(1 + δ(n)),

где δ(n)→ 0 при n→ ∞.

Д о к а з а т е л ь с т в о леммы 5 аналогично доказа-
тельству леммы 5 из работы [6].

Будем считать Mk
mn = {L} пространством эле-

ментарных событий, в котором каждое событие L
происходит с вероятностью 1/|Mk

mn|. Математиче-
ское ожидание случайной величины X(L), опреде-
ленной на множестве Mk

mn, будем обозначать через
MX(L), дисперсию — через DX(L).

Лемма 6 (см. [11]). Пусть для случайных вели-

чин X1(L) и X2(L), определенных на Mk
mn, вы-

полнено X1(L) ≥ X2(L) ≥ 0 и при n → ∞ верно

MX1(L) ∼ MX2(L), DX2(L)/(MX2(L))2 → 0. То-

гда для почти всех матриц L из Mk
mn имеет место

X1(L) ∼ X2(L) ∼ MX2(L), n→ ∞.

Пусть v ∈ V m
r , H ∈ Wn

r , σ ∈ Er
k. На Mk

mn =
= {L} рассмотрим случайную величину ζ(σ,H)(L),
равную 1, если (σ,H)— правильный фрагмент в L,
и равную 0 в противном случае. Положим

ζ1(L) =

min(m,n)∑

r=1

∑

v∈V m
r

H∈W n
r

∑

σ∈Er
k

ζ(σ,H)(L) ;

ζ2(L) =
∑

r∈φk(m)

∑

v∈V m
r

H∈W n
r

∑

σ∈Er
k

ζ(σ,H)(L) .

Нетрудно видеть, что ζ1(L) = |R(L)|, а ζ2(L) —
число тех фрагментов в R(L), длины которых при-
надлежат интервалу φk(m).

Оценим вероятность события ζ(σ,H)(L) = 1,
обозначаемую далее через P(ζ(σ,H)(L) = 1). Оче-
видно, в силу леммы 1

P
(
ζ(σ,H)(L) = 1

)
≤
∣∣N(v,σ,H)

∣∣
∣∣Mk

mn

∣∣ = k−r2 . (1)

С другой стороны, в силу леммы 2 имеем

P
(
ζ(σ,H)(L) = 1

)
≥

∣∣∣N∗
(v,σ,H)

∣∣∣
∣∣Mk

mn

∣∣ ≥ (1− k−r)m−rk−r2.

В случае r ∈ φk(m) получаем

(
1− k−r

)m−r ≥
(
1− k−r

)m ≥ 1−mk−r;

mk−r ≤ c1 log
2
k n

nc2
, c1, c2 > 0.

Следовательно,

P
(
ζ(σ,H)(L) = 1

)
≥ F (n)k−r2 , (2)

где F (n)→ 1 при n→ ∞.

Лемма 7. Еслиma ≤ n ≤ km, a > 1, k ≥ 2, то

Mζ1(L) ∼ Mζ2(L) ∼
∑

r∈φk(m)

Cr
nC

r
mk

r−r2, n→ ∞ .

Д о к а з а т е л ь с т в о . Имеем

Mζ1(L) =
m∑

r=1

∑

v∈V m
r

H∈W n
r

∑

σ∈Er
k

P
(
ζ(σ,H)(L) = 1

)
;

Mζ2(L) =
∑

r∈φk(m)

∑

v∈V m
r

H∈W n
r

∑

σ∈Er
k

P
(
ζ(σ,H)(L) = 1

)
.

Следовательно, в силу (1)

Mζ2(L) ≤ Mζ1(L) ≤
m∑

r=1

Cr
nC

r
mk

r−r2 . (3)

В силу (2)

Mζ1(L) ≥ Mζ2(L) ≥ F (n)
∑

r∈φk(m)

Cr
nC

r
mk

r−r2, (4)

где F (n)→ 1 при n→ ∞.
Из (3), (4) и леммы 4 сразу следует утверждение

доказываемой леммы.

Лемма 8. Имеет место

Dζ2(L)
(Mζ2(L))2

→ 0 , n→ ∞ .

Д о к а з а т е л ь с т в о . Имеем

Dζ2(L) = M (ζ2(L))
2 − (Mζ2(L))2 . (5)

Нетрудно видеть, что

M (ζ2(L))
2 ≤

∑

r,l∈φk(m)

∑

v1∈V m
r ,v2∈V m

l

H1∈W n
r ,H2∈W n

l

∑

σ′∈Er
k

σ′′∈El
k

|N |
kmn ,

где N = N(v1,σ′,H1) ∩N(v2,σ′′,H2). Отсюда, пользуясь
леммами 3 и 5, получаем
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M (ζ2(L))
2 ≤

≤
∑

r,l∈φk(m)

min(r,l)∑

b=0

kr+lk−r2−l2+lbCr
nC

b
rC

l−b
n−rC

r
mC

l
m ≤

≤
∑

r,l∈φk(m)

Cr
nC

l
nC

r
mC

l
mk

r+lk−r2−l2(1 + δ(n)), (6)

где δ(n)→ 0 при n→ ∞.
С другой стороны, в силу леммы 7

(Mζ2(L))
2 ∼

∑

r,l∈φk(m)

Cr
nC

l
nC

r
mC

l
mk

r+lk−r2−l2 ,

n→ ∞. (7)

Из (5)–(7) следует утверждение доказываемой
леммы.

Утверждение теоремы 2 следует непосредствен-
но из лемм 6–8.

Замечание. В задаче классификации по прецеден-
там рассмотрим класс K и представим множества
прецедентовQ(K) иQ(K) в виде матриц, имеющих
размеры m1 × n и m2 × n соответственно. Тогда,
заменяя m на m1, в качестве следствия из тео-
ремы 2 получим асимптотики типичных значений
числа и длины правильных ЭФ вQ(K)и, заменяяm
на m2, в качестве следствия из теоремы 1 получим
аналогичные характеристики для (0, Q(K))-нечас-
тых ЭФ. Сравнение этих оценок свидетельствует об
эффективности в плане вычислительных затрат ме-
тодов поиска частых ЭФ для построения представи-
тельных элементарных классификаторов в алгорит-
мах типа «Кора» в случае, когда m2 не меньше m1.
Полученные оценки согласуются с приведенными
в [12] результатами экспериментальных исследова-
ний.

3 Заключение

Для множества объектов, описываемых в ви-
де наборов значений атрибутов (измеряемых или
наблюдаемых характеристик объектов), исследова-
ны метрические (количественные) свойства часто
и нечасто встречающихся частей описаний объек-
тов (ЭФ). Рассмотрены специальные виды частых
и нечастых ЭФ и приведены асимптотики типич-
ных значений их числа и длины. Подобные оценки
ранее были известны исключительно для множе-
ства решений дискретной перечислительной зада-
чи, называемой монотонной дуализацией, а также
некоторых обобщений этой задачи. Имеются в виду
задачи построения тупиковых покрытий булевых

и целочисленных матриц. Полученные результа-
ты свидетельствуют о целесообразности (в плане
сокращения временн‚ых затрат) применения мето-
дов поиска частых ЭФ при построении логических
процедур классификации по прецедентам, базиру-
ющихся на решении задачи монотонной дуализа-
ции.
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ТЕХНОЛОГИЯ КЛАССИФИКАЦИИ ТИПОВ КОНТЕНТА

ЭЛЕКТРОННОГО УЧЕБНИКА∗

А. В. Босов1, А. В. Иванов2

Аннотация: Решается задача классификации контента электронной обучающей системы (ЭОС), отно-
сящегося к блокам задач или практических примеров. Необходимость автоматизированного классифи-
катора обоснована перспективным направлением развития ЭОС — оцениванием качества обучающего
контента. Ключевая идея — моделирование контента объектом с двумя свойствами: текстовым опи-
санием на традиционном языке и набором формульных выражений на языке научной компьютерной
верстки TEX. На основе электронного учебника по теории функций комплексного переменного выпол-
нено формирование размеченных в соответствии с данной моделью образцов задач. Проведено обучение
четырех алгоритмов классификации текстового контента — наивного байесовского классификатора,
логистической регрессии, однослойной и многослойной нейронных сетей прямого распространения.
Проведен комплекс сравнительных экспериментов на реализованных классификаторах как в услови-
ях ограниченных моделей, содержащих только контент одного типа, текстовый или формульный, так
и полной модели. В результате эксперимента выполнено не только формальное сравнение алгоритмов,
но и показано принципиальное преимущество полной модели: при учете обоих свойств контента, текс-
тового и формульного, качество классификации существенно превосходит однофакторные алгоритмы
и обеспечивает показатели, подтверждающие готовность технологии к практическому применению.

Ключевые слова: электронная обучающая система; обучающий контент; задача и алгоритмы классифи-
кации; оценка качества контента; машинное обучение
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1 Введение

Учебный процесс сегодня невозможно предста-
вить без средств дистанционного обучения, на что,
несомненно, повлияла пандемия последних лет [1].
Формально эти средства могут быть различны: от
простого электронного учебника для школьника
до интегрированной электронно-обучающей среды
вуза. И, конечно, любая форма представления учеб-
ного материала должна обеспечивать его высокое
качество. Значит, нужны определенные правила его
формирования, стандарты, позволяющие контро-
лировать качество контента ЭОС.

На данный момент довольно ограниченное вни-
мание профессионального сообщества привлекал
только анализ качества традиционных учебни-
ков [2]. Электронные обучающие системы за счет
средств автоматизации имеют гораздо более разно-
образный контент, обеспечиваемый в значительной
степени функциональными инструментами. Ана-
лиз качества их контента в этой связи представля-
ется, с одной стороны, более сложной задачей, но
с другой стороны, электронный контент по сво-
ей сущности лучше подготовлен для исследования

техническими методами, которые могут быть ав-
томатизированы и потому не требуют привлечения
экспертов. Некоторые принципиальные рекомен-
дации для оценивания контента ЭОС приведены
в [3, 4]. Говорить о возможности автоматизации та-
ких методик в полном объеме пока преждевремен-
но, но выделить некоторые задачи можно. Одной
из них посвящена данная статья.

Важным инструментом системы анализа ка-
чества контента ЭОС должна стать технология
классификации элементов контента по тематикам
изучаемой дисциплины. Средство автоматического
определения раздела курса, к которому относится
задача, тест, пример, вопрос экзаменационного би-
лета, будет ключевой частью как методик анализа
качества контента, так и самого процесса обуче-
ния. Это, например, анализ полноты и доста-
точности ЭОС, определение сложности комплекта
заданий (контрольной работы, экзаменационного
билета), генерации заданий необходимого уров-
ня сложности и/или тематической направленности
и пр. В статье рассматривается наиболее типовая
постановка задачи тематической классификации
контента, когда имеется фиксированный перечень

∗Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда (проект 22-28-00588). Работа выполнялась с исполь-
зованием инфраструктуры Центра коллективного пользования «Высокопроизводительные вычисления и большие данные» (ЦКП
«Информатика» ФИЦ ИУ РАН, Москва).

1Федеральный исследовательский центр «Информатика и управление» Российской академии наук, avbosov@ipiran.ru
2Федеральный исследовательский центр «Информатика и управление» Российской академии наук, aivanov@ipiran.ru
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разделов курса (оглавление учебника), образцы за-
даний (примеров, тестов, задач) для этих разделов
и требуется обучить автоматический классифика-
тор, который будет относить задания к разделам.
Если бы задания имели исключительно текстовые
(традиционно языковые) формулировки, то проб-
лема сводилась бы к типовой классификации текс-
тов. Но классифицировать требуется матема-
тический контент, т. е. формульные выражения.
Формальное использование техник текстовой клас-
сификации приемлемых результатов не даст. Мож-
но ли и каким образом применять эти техни-
ки, какая потребуется адаптация — это вопросы
исследования, результаты которого представлены
в статье.

Когда речь заходит об автоматических средствах
обработки формульных выражений, то первыми
в их числе обнаруживаются средства распознава-
ния набранных и рукописных математических вы-
ражений. Среди многих работ на эту тему можно
отметить [5], где система распознавания образов
использует естественное для формул представле-
ние в виде древовидных структур. Подробности
есть в обзорах [6, 7]. Для темы статьи важно то, что
конечная задача в таких проектах состоит в полу-
чении формул в формате электронных редакторов
текстов, например в LATEX. Потребителю здесь нуж-
ны в основном инструменты распознавания в об-
ласти рукописного ввода.

Наиболее близка к рассматриваемой темати-
ка поиска математических знаний (хороший об-
зор дан в [8]). Заметим, что и на сегодняшний
день поисковые системы не имеют функций поис-
ка с использованием формул, хотя этой проблемой
много лет занимаются специалисты и выполнено
много вполне содержательных проектов. Наиболее
продуктивными оказывались те, что опирались на
формульное представление на языке научной раз-
метки TEX [9]. В таких проектах речь идет, как пра-
вило, о полнотекстовом поиске с использованием
математических выражений. В некоторый период
такая система LaTeXSearch была представлена изда-
тельством Springer, поиск формул реализовывался
в своей библиотеке (к сожалению, сейчас проект
недоступен и сведений о нем больше нет).

Можно выделить два вида стратегий реализа-
ции математического поиска. Первая заключается
в расширении существующей системы текстового
поиска путем преобразования двумерных формул
в линейные строки, такие как LeActiveMath [10,
11], MathDex [12], EgoMath [13], DLMFSearch [14]
и MIaS [15]. Все эти методы направлены на то,
чтобы превратить формулу в символьный поток
и включить его в полнотекстовой поиск. Вто-
рая стратегия заключается в реализации неко-

торой модели извлечения знаний для матема-
тических выражений и осуществлена, например,
в MathWebSearch [16] и WikiMirs [17]. Еще один при-
мер более-менее актуального исследования пред-
ставлен в [18, 19], где реализовано онтологическое
описание формул TeX, основанное на присущей
математическим формулам иерархии. На ее основе
строится набор признаков, которые индексируются
и участвуют в поиске. Использование иерархиче-
ской структуры гораздо лучше передает семанти-
ку, но используется это все равно для построения
полнотекстового индекса. Еще одна любопытная
идея представлена в [20, 21], где предлагается объ-
единить в поиске и формульные представления,
и текстовые данные, извлекаемые из текста с этой
формулой. Кроме того, обсуждается выполнение
запросов на естественном языке.

Применить процитированные работы и другие
результаты в области поиска математических зна-
ний в постановках по классификации математиче-
ских текстов вряд ли получится. Так, могло бы быть
интересным определять по формулам область зна-
ний, хотя бы в форме математика–физика–химия.
Более глубокий вопрос мог бы звучать так: к ка-
кой области математики относится формула — ал-
гебра, дифференциальные уравнения, стохастиче-
ский анализ и т. д. Такого рода задачи тематически
ближе к представленному в статье исследованию.
Наверное, как и в представленном далее результате,
можно обучить такой классификации подходящую
нейронную сеть, но проблемой будет не столько
технология, сколько создание репрезентативного
обучающего набора. В рассматриваемой задаче си-
туация проще, так как ограничена тематической
классификацией текстово-формульного контента
в рамках конкретной математической дисциплины.
Эту роль выполняет теория функций комплексно-
го переменного, выбранная по той причине, что
авторы участвуют в общем проекте с авторами ак-
туального учебника по данной дисциплине, разра-
ботанного для применения в составе действующего
ЭСО. Это обеспечило работу содержательным элек-
тронным контентом, отсутствие которого в любой
другой постановке сделало бы задачу неподъем-
ной, поскольку реальных ресурсов для создания
обучающего набора требуется гораздо больше, чем
на само исследование. В данном случае благода-
ря доступности учебного материала в электронной
форме задачу удалось не только поставить и пред-
ложить для нее модель и алгоритм, но и выполнить
реальные расчеты для нескольких вариантов реше-
ния и сравнить результаты.

Статья организована следующим образом.
В разд. 2 дано описание использованного учебного
контента и процесса его предварительной подготов-
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ки для формирования обучающего набора. В разд. 3
описана модель для выделения признаков из фор-
мульной части контента. В разд. 4 приведены ре-
зультаты классификации, выполненной для тексто-
вой, формульной и текстово-формульной моделей
четырьмя типовыми алгоритмами классификации.

2 Исходные данные
и предварительная подготовка

Основной использованный учебный материал
(рис. 1) — это пособие [22], предоставленное для
обработки его авторами в файле формата MS Word.

В пособии по дисциплине «Теория функций
комплексного переменного» материал сгруппиро-
ван по 9 разделам (главам). Это оглавление и было
использовано для классификации контента. В каж-
дом разделе есть задания для аудиторной работы
(с решениями) и задания для самостоятельного ре-
шения. Суммарно из [22] были получены 174 зада-
чи. При этом число задач в разделах составило от 6
до 42, т. е. задачи оказались распределены по раз-
делам довольно неравномерно. Поэтому к задачам,
выделенным из [22] автоматически, были вручную
добавлены задачи в наиболее «бедные» разделы.
Источником этих «дополнительных» задач стали
пособия [23, 24]. В итоге удалось сформировать
достаточный обучающий блок из 200 задач, распре-
деленных по имеющимся 9 разделам следующим
образом.

1. Комплексные числа и действия — 42.

2. Функции комплексного переменного — 31.

3. Дифференцируемость. Аналитические функ-
ции — 18.

4. Интегрирование — 31.

5. Ряды — 15.

Рис. 1 Учебный материал

6. Нули — 16.

7. Вычеты — 16.

8. Преобразование Лапласа — 15.

9. Применение операционного метода — 16.

С учетом объема формульного материала данное
распределение оказалось практически равномер-
ным.

Задачи из каждого раздела сохранялись как от-
дельный документ. Далее документы были кон-
вертированы в формат TEXс помощью приложения
Pandoc. Каждая задача состоит из текстовой форму-
лировки и нескольких формул, поэтому модель за-
дач представлена двумя наборами признаков, кото-
рые используются для обучения классификаторов.
Первый набор признаков формируется на основе
текстовой части задачи с использованием типовых
средств обработки текстов на естественном языке.
Второй набор формируется на основе формул, для
чего предложены специальные (кастомные) проце-
дуры.

Процедура формирования описаний задач из
файлов формата TeX включает следующие этапы:

– разбиение документа на отдельные задачи;

– выделение текстовой части задачи (удаляются
все формулы);

– выделение и объединение всех формул, отно-
сящихся к задаче;

– уточнение формульной семантики.

В качестве основного инструмента для реали-
зации этих этапов использовались регулярные вы-
ражения. Сами процедуры реализованы на языке
Python. Для этапа выделения задач нужно иденти-
фицировать отличительные признаки текста, поз-
воляющие принять решение о том, является ли
фрагмент текста номером задачи, формулой или
описанием. Например, уникальным признаком
номера задачи служит наличие символа «№». Как
правило, данный символ выделен жирным шриф-
том с помощью тега «\textbf». В ряде заданий име-
ются отсылки к номерам других заданий, которые
следует исключать. Результирующие регулярное
выражение имеет вид:

[^ ](\\textbf{)?(½){(.*?\})?

Для выделения и/или исключения формул ис-
пользовались следующие регулярные выражения:

\\\(([\s\S]+?)\\\ )

\\\[([\s\S]+?)\\\ ]

\$([\s\S]+?)\$
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Эти выражения позволяют выделить типичные для
формата TEXспособы определения формул — пар-
ные теги «\(» и «\)», «\[» и «\]», «$» и «$». Кроме
того, при формировании описаний задач пришлось
учитывать возможность наличия нескольких вари-
антов для одной формулировки. Каждое задание
может включать несколько вариантов, обозначен-
ных «а)», «б)», «в)» или «1)», «2)», «3)». В некоторых
заданиях эта структура имеет два уровня, например
нужно вычислить интеграл для нескольких обла-
стей. В ряде заданий все варианты объединены
в одну формулу через символ «;». Из таких заданий
выделялось столько задач, сколько вариантов пред-
ставлено фактически. В итоговое описание каждой
задачи попадают все формулы, относящиеся от-
дельно к каждому варианту и имеющиеся в общей
формулировке задания. Выделение всех вариантов
из задания обеспечивают:

(1) регулярные выражения для последователь-
ности символов вида «1)», «2)», «3)»:

\s\d+\)(?=[\s\*]*\\\(|[\s\*]*\\\[|[\s\*]*\$)

(2) регулярные выражения для последователь-
ности символов вида «а)», «б)», «в)»:

\s[Á-Ñ]\)(?=[\s\*“]*.)

(3) процедура разбиения формул для случая, ко-
гда все варианты объединены в одну формулу
через символ «;».

Наконец, отдельных преобразований потребо-
вало сохранение семантики формулы, например
запись функции косинус, которая может быть ре-
ализована тегом «\cos» или последовательностью
символов «cos». Также надо было учитывать воз-
можные пропуски некоторых операций, например
умножения, и скобок вокруг аргументов функций.
Если не учитывать такие ситуации при подготовке
описаний задач, то это приведет к неоднознач-
ностям на следующем этапе подготовки формул.
Так, при токенизации будут выделены знаки опера-
ций, теги TEX, последовательности латинских букв
и цифр. Соответственно, такие элементы, как «xe»,
«iy», «zdz», «cost», должны содержать два токена.
Для этого требуется предварительная подготовка
формул перед их помещением в набор описаний
задач: для учета особенностей формульной семан-
тики выполняется процедура, включающая

(1) стандартизацию форматирования (удаляются
незначимые символы, такие как неразрывные
пробелы, точки и запятые в конце формулы;
группы из нескольких пробелов заменяются
одним; символы перевода строки и возврата
каретки заменяются на пробелы; символ «;»
меняется на «,»);

(2) разбиение формулы на базовые токены с ис-
пользованием следующего регулярного выра-
жения:

(\d+|\d+\.?\d+|[\s,/\+\-\|\:\.\_\^\(\)\{\}

<>]|\\\{|\\[a-zA-Z\-\.]+)

Данное выражение позволяет выделить сле-
дующие типы токенов: пробельные символы,
знаки пунктуации «,», «.», «:»; знаки операций
«+», «−», «\», «<», «>»; знаки нижнего и верх-
него индекса « », « ^»; скобки «(», «)», «{», «}»,
«|»; теги TEX; целые и вещественные числа;

(3) разбиение элементов типа «последователь-
ность латинских букв», в результате ко-
торого выделяются и стандартизируются
элементы, содержащие тригонометрические,
гиперболические функции и логарифмы,
например элемент «coshy» заменяется на
«\cosh y», а также обрабатываются специаль-
ные имена «Re», «Im», «matrix», «res» с ис-
пользованием следующего регулярного выра-
жения:

^(d[a-z]|Re|Im|matrix|res)

Данное выражение используется процедурой,
позволяющей, например, заменить элементы
«xdx» на «x dx», «Imz» на «Im z» и т. д. Элемен-
ты, не относящиеся к специальным именам,
дробятся побуквенно и образуют отдельные
токены.

Каждое сформированное описание задачи, есте-
ственно, включает и правильный результат класси-
фикации — номер раздела учебного пособия, из
которого было выделено задание.

3 Выделение признаков
в модели задачи

Обе части описания задач, текстовая и формуль-
ная, далее использовались для построения двух век-
торов признаков.

Вектор признаков из текстового описания зада-
чи — это типичное представление текстовых дан-
ных на естественном языке в машинном обучении,
а именно: модель по методу «мешок слов» [25].
Тексты задач разбиваются на токены, из токенов
формируется словарь, и модель текста получается
как гистограмма — вектор весов всех элементов сло-
варя, входящих в описание задачи. В качестве весов
слов использовалась мера tf-idf [26], т. е. частота
слова в описании, умноженная на инверсную час-
тоту слова во всех описаниях (в документе). Для вы-
полнения токенизации текста (лексического анали-
за) и лемматизации (нормализации формы слова)
использовалась библиотека spaCy, https://spacy.io/,
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Рис. 2 Модель описания задач

для формирования словаря и векторов — биб-
лиотека scikit-learn, https://scikit-learn.org/stable/.
Из формируемого списка токенов исключались
пробелы, стоп-слова, знаки пунктуации, цифры.
В качестве токенов использовались леммы слов.
В состав словаря не включались слова, встреча-
ющиеся более чем в 70% описаний задач. По-
скольку представление типа «мешок слов» не-
чувствительно к порядку слов в предложении,
дополнительно задействовался механизм n-грамм.
Наилучший результат дали биграммы, т. е. в сло-
варь помимо слов включались и пары соседних
слов.

Вектор признаков из формульного описания за-
дачи также формировался методом «мешок слов»,
но б‚ольшая часть операций с токенами потребова-
ла существенной кастомизации, словарь и вектор-
гистограмма с мерой tf-idf получались полностью
аналогично текстовой части.

Для разбиения текста формул на токены уже
на этапе предварительной подготовки использова-
лось регулярное выражение, которое подготови-
ло формульное описание для выделения базовых
токенов (см. разд. 2). Далее для формирования
результирующего списка токенов из него исключа-
лись пробельные символы, знак «.», теги TEX«\left»,

«\right», «\left.» и «\right.», которые влияют только
на визуальное представление формулы. Кроме то-
го, в процессе токенизации формул все элементы,
соответствующие целым и вещественным числам,
заменялись на токен «[number]», что позволило со-
кратить объем словаря и повысить точность клас-
сификации.

В состав словаря включались все токены, вне
зависимости от частоты их появления в описани-
ях. Попытка применить механизм n-грамм была
сделана и для формульного описания задачи, но
она не привела к успеху: результат классификации
со словарем, содержащим n-граммы (n = 2, . . . , 9)
оказался хуже. Также был опробован механизм
формирования полиномиальных признаков, ока-
завшийся таким же нерезультативным.

Два вектора признаков конкатенируются
(рис. 2) и передаются алгоритму обучения клас-
сификатора.

4 Результаты практической
классификации

Сформированный в предыдущем разделе набор
описаний задач использовался для обучения следу-
ющих классификаторов.

ИНФОРМАТИКА И ЕЁ ПРИМЕНЕНИЯ том 16 выпуск 4 2022 67



А. В. Босов, А. В. Иванов

Анализ качества классификации

Метод C Text Примечание C Form Примечание C Comm Примечание
Наивный

байесовский
0,63

Раздел 3 f1 = 0,0
Раздел 7 f1 = 0,18

0,46
Разделы 3, 5, 6, 7
имеют f1 = 0,0

0,76
Раздел 6
f1 = 0,29

Логит 0,75 Раздел 3 f1 = 0,0 0,6
Разделы 3, 6

имеют f1 = 0,0
0,89

Раздел 6
f1 = 0,7

Перцептрон 0,87
Раздел 8 имеет

минимальную f1 = 0,71
0,74

Раздел 6 имеет
минимальную f1 = 0,5

0,93
Раздел 6
f1 = 0,8

Многослойная
сеть

0,89
Раздел 8 имеет

минимальную f1 = 0,71
0,79

Раздел 7 имеет
минимальную f1 = 0,57

0,95
Раздел 7
f1 = 0,89

1. Наивный байесовский классификатор [27,
28] — самая простая модель классификации,
упрощающая исследуемую зависимость вход–
выход предположением о независимости вход-
ных переменных. Поскольку классифици-
ровались векторные данные, то применялся
вариант классификатора, реализующий метод
максимального правдоподобия в предположе-
нии полиномиального распределения входа.
Кроме того, меры tf-idf сглаживались по ме-
тоду Лапласа (описание реализации доступно
по адресу https://scikit-learn.org/stable/modules/
naive bayes.html#multinomial-naive-bayes).

2. Логистическая регрессия, точнее мультиноми-
альная логистическая регрессия, или модель
логит [29–32], возможно, самый распростра-
ненный метод классификации. Детали реализа-
ции есть по адресу https://scikit-learn.org/stable/
modules/linear model.html#logistic-regression.
Использовался вариант с l2-регуляризацией
и приближенным алгоритмом оптимизации
Бройдена–Флетчера–Гольдфарба–Шанно.

3. Однослойная нейронная сеть прямого рас-
пространения [33, 34] с пороговой функцией
активации (перцептрон, https://scikit-learn.org/
stable/modules/linear model.html#perceptron).

4. Многослойная нейронная сеть прямого рас-
пространения [33,34] с двумя скрытыми сло-
ями с числом нейронов 80 и 20 и функцией
активации f(x) = max(0, x) (https://scikit-learn.
org/stable/modules/neural networks supervised.
html#neural-networks-supervised).

Имеющийся набор описаний задач разбивал-
ся случайным образом на две равные части: пер-
вые 100 задач использовались для обучения всех
четырех классификаторов, оставшиеся задачи —
для контроля качества классификации. Постро-
енная модель задач дала размер словаря 167 для
текстового описания и 70 — для формульного.

Качество классификации оценивается типовой
метрикой «точность–отзыв» (precision–recall) [35],

т. е. гармоническим средним отношений результа-
тов правильных классификаций к их сумме с чис-
лом ложноправильных результатов (точность) и от-
ношений результатов правильных классификаций
к их сумме с числом ложноотрицательных результа-
тов (отзывчивость). Эта метрика, известная как f1-
score, вычисляется для каждого из заданных клас-
сов классификации и общая — для всех разделов
и всех 100 контрольных примеров. В приведенной
таблице результаты расчетов характеризует общая
метрика, а некоторые комментарии к величине f1-
score для отдельных классов даны в форме приме-
чаний. Суммарно выполнены три группы расчетов:

(1) классификация только по текстовому описа-
нию задачи (C Text);

(2) классификация только по формульному опи-
санию задачи (C Form);

(3) классификация по общему описанию задачи
(C Comm).

В дополнение к этим расчетам выполнялся экс-
перимент по увеличению размера обучающей вы-
борки, в котором 200 имеющихся задач распреде-
лялись так: 150 — для обучения; 50 — для контроля.
Этот эксперимент дал ожидаемый результат — ка-
чество всех алгоритмов выросло на 10%–15%, в том
числе многослойная сеть для модели C Comm дала
f1-score = 1. Но этот результат уже вызывает сомне-
ния с точки зрения достоверности оценки качества
и эскалирует проблему кардинального увеличения
объема обучающей информации, которую в таких
задачах решать практически невозможно.

5 Выводы

Основной полученный в статье результат —
это доказательство принципиальной возможности
автоматизировать классификацию математических
задач и подтвердить принципиальную возмож-
ность практической интеграции такой технологии
в действующие ЭОС. В качестве таковой авторам
представляется система дистанционного обучения
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CLASS.NET [36]. Анализируя результаты расчетов,
можно отметить ожидаемое превосходство много-
слойной нейронной сети прямого распростране-
ния. Но важнее отметить тот факт, что приемле-
мый результат дает только модель описания задач,
включающая оба набора признаков: и текстовый,
и формульный.
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Abstract: The problem of automatic classification of the educational content of the e-learning system, represented
by tasks or practical examples, is being solved. A promising direction in the development of e-learning systems is the
assessment of the quality of educational content. Carrying out such an assessment is the rationale for the need to
create an automated classifier. The main idea is to model the content with an object with two properties — a textual
description in natural language and a set of formulas in the language of scientific computer layout TEX. Using tasks
from the electronic textbook on the theory of functions of a complex variable, a data set was prepared and labeled
in accordance with this model. Four text classification algorithms were trained — naive Bayes classifier, logistic
regression, single-layer and multilayer feedforward neural networks. For these classifiers, a number of comparative
experiments were carried out comparing the classification accuracy using text content only, formula content only,
and the full model. As a result of the experiment, not only a formal comparison of the algorithms was carried
out but also the fundamental advantage of the full model was shown. That is, when using both textual description
and representation of formulas in the TEXlanguage, the classification accuracy significantly exceeds one-factor
algorithms and confirms the readiness of the technology for practical application.
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О НАУЧНОЙ ПАРАДИГМЕ ИНФОРМАТИКИ: ВЕРХНИЙ УРОВЕНЬ

КЛАССИФИКАЦИИ ОБЪЕКТОВ ЕЕ ПРЕДМЕТНОЙ ОБЛАСТИ∗

И. М. Зацман1

Аннотация: Рассматривается подход А. Соломоника к структурированию научной парадигмы «зрелой»
науки. Согласно его подходу, описание такой науки должно включать четыре составляющих (философ-
ские основания; аксиоматика; классификация исследуемых объектов; система терминов), которые могут
разрабатываться отдельно, но объединяются в единую и цельную конструкцию. В рамках этого подхода
предлагается начать описание парадигмы информатики с уточнения ее позиционирования в системе
научного познания и построения верхнего уровня классификации исследуемых в ней объектов. Для пози-
ционирования информатики предлагается развитие идеи Деннинга и Розенблюма о группировке научных
дисциплин в четырех отраслях знания. Для построения верхнего уровня классификации используется
идея Кристена Нюгора о различении в предметной области информатики объектов ментальной природы
(концепты знания человека) и сенсорно воспринимаемых объектов. Цель статьи состоит в попытке
начать описание научной парадигмы информатики на основе подхода А. Соломоника и развития идей
Деннинга, Нюгора и Розенблюма с построения верхнего уровня классификации объектов, исследуемых
в информатике.
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1 Введение
В работах Деннинга, Розенберга и Кари [1–4]

дан анализ основных этапов эволюции информати-
ки, на протяжении которых расширялась ее пред-
метная область по сравнению с первоначальной
трактовкой ее содержания2. Кроме компьютерных
кодов и кодируемых ими информационных объек-
тов, например текстов, в информатике предметом
исследования стали информационные процессы,
происходящие в живой природе. По словам Ден-
нинга, «первоначальное определение информатики
[как компьютерной науки]. . . сейчас устарело. Она
изучает и естественные, и искусственные инфор-
мационные процессы» [1]. Появление работ по
изучению влияния информационных систем на со-
циум еще больше расширило предметную область
информатики [6], и эта область стала охватывать
широкий спектр феноменов разной природы, свя-
занных с информационными процессами в техни-
ческих, живых и социальных системах.

Проблема описания научной парадигмы инфор-
матики усложнялась с ростом многообразия объек-

тов ее расширяющейся предметной области. Это
расширение было во многом обусловлено разра-
боткой и применением технологий, охватывающих
информационные процессы в технических, живых
и социальных системах, что было отмечено в отчете
«Глубинное изменение — технологические пере-
ломные моменты и социальное воздействие» [7]3.

В качестве исходной позиции для создания
научной парадигмы информатики, учитывающей
расширение ее предметной области, в статье пред-
лагается начать описание этой парадигмы с пози-
ционирования информатики в системе научного
познания и построения верхнего уровня класси-
фикации исследуемых в ней объектов. Для пози-
ционирования информатики предлагается развить
идею Деннинга и Розенблюма о группировке на-
учных дисциплин в четырех отраслях знания. Для
построения верхнего уровня классификации ис-
пользуется идея Кристена Нюгора о различении
в предметной области информатики объектов мен-
тальной природы (концепты знания человека)
и сенсорно воспринимаемых объектов. Цель статьи

∗Исследование выполнено с использованием ЦКП «Информатика» ФИЦ ИУ РАН
1Федеральный исследовательский центр «Информатика и управление» Российской академии наук, izatsman@yandex.ru
2В 1967 г. А. Ньюэлл, А. Дж. Перлис и Х. А. Саймон написали в журнале Science: «Объектам и явлениям соответствуют те науки,

которые их изучают. Появились компьютеры. Следовательно, назначение информатики — это изучение компьютеров» [5]. Такой
подход к определению ее содержания доминировал долгие годы в информатике как компьютерной науке.

3Данный отчет был подготовлен под эгидой Всемирного экономического форума (Давос, Швейцария). В подготовке материалов,
использованных в отчете, приняли участие около 800 экспертов и руководителей отрасли информационных и коммуникационных
технологий. Документ содержит перечень новых информационных технологий, которые определяют кардинальный характер
преобразования общества и экономики, получившего название «Четвертая промышленная революция» [8].
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состоит в попытке начать описание научной па-
радигмы информатики на основе подхода А. Со-
ломоника к структурированию научной парадигмы
«зрелой» науки и развития идей Деннинга, Нюгора
и Розенблюма.

2 Информатика в системе
научного познания

Согласно А. Соломонику, научная парадигма
«зрелой» науки состоит из следующих четырех со-
ставляющих, которые могут разрабатываться от-
дельно, но объединяются в единую и цельную кон-
струкцию [9, с. 23–24]:

(1) философские основания;

(2) аксиоматика;

(3) классификация исследуемых объектов, про-
цессов и явлений;

(4) система терминов.

Сам термин «научная парадигма» трактуется им
в соответствии с теорией Т. Куна, которая описы-
вает процесс смены научных парадигм [10]. При
этом А. Соломоник отмечает тот факт, что в книге
Куна мы не находим ответа на вопрос: «Из чего
должна состоять парадигма любой «зрелой» нау-
ки?» [9, с. 23].

О необходимости смены научной парадигмы ин-
форматики в 2011 г. написал Марк Снир, обосновы-
вая это тем, что быстрая эволюция информацион-
ных технологий (ИТ) стимулирует периодический
пересмотр теоретического фундамента их разработ-
ки и что именно сейчас настало время провести
очередной пересмотр. Он пишет, что «раньше, ко-
гда с компьютерами имел дело ограниченный круг
лиц, можно было рассчитывать на то, что те, кто
профессионально общаются с компьютерами, мо-
гут к ним адаптироваться. В наши дни, когда зна-
чительно большее число людей взаимодействуют
с цифровыми устройствами и информационными
системами, ИТ тесно вплетены во многие когни-
тивные и социальные процессы. В этих условиях
нельзя игнорировать эти процессы при создании
ИТ» [11].

Наиболее радикальная попытка смены парадиг-
мы информатики была предложена в 2013 г. По-
лом Розенблюмом [12]: она основывалась на но-
вом позиционировании информатики в системе
научного познания (united science = science

⋃
⋃
humanities), предложенном Деннингом и Розен-

блюмом в 2009 г. [13]. В предлагаемом ими позицио-
нировании информатики рассматриваются только
естественные науки (science). Они группируются

в три естественно-научные отрасли: физические
науки (куда отнесены химия, геология и другие на-
уки, изучающие неживую материю), науки о жизни
и социальные науки. Математику Деннинг и Ро-
зенблюм не относят к естественным наукам. Для
целей данной статьи добавим математику в пер-
вую отрасль и назовем ее «физико-математические
науки». Так как методы и средства информатики
широко используются и в гуманитарных науках (hu-
manities), то их добавим в третью отрасль и назовем
ее «социогуманитарные науки».

При таком подходе к группировке наук в рам-
ках системы научного познания информатика пло-
хо вписывается в три перечисленные отрасли (это
утверждение остается справедливым и после до-
бавления в них математики и гуманитарных наук).
Хотя методы и средства информатики широко ис-
пользуются в системе научного познания, ни од-
на из этих отраслей не изучает информационные
трансформации как таковые: информация не явля-
ется в общем случае ни физико-математической, ни
живой, ни социогуманитарной сущностью. Поэто-
му авторы работы [13] и предлагают рассматривать
информатику как четвертую отрасль, тесно взаимо-
действующую с тремя остальными.

Развивая идеи, изложенные в [13], Розенблюм
в своей монографии [12] предложил обозначить че-
тыре отрасли науки следующими литерами, кото-
рые будем использовать с учетом расширения пер-
вой и четвертой отраслей: физико-математические
науки (P), науки о жизни (L), социогуманитарные
науки (S) и информатика (C). Далее он рассмат-
ривает информационные трансформации, охваты-
вающие две, три или четыре отрасли, включая
информатику, обозначая соответствующие им
предметные области сочетаниями этих литер и да-
вая им следующие названия: диадический ком-
пьютинг (C + P, C + L, C + S); триадический
компьютинг (C + P + S, C + P + L, C + L + S);
тетрадический компьютинг (P + S + L + C), кото-
рый в данной статье трактуется как синоним ин-
форматики.

Фундаментальное расширение предметной об-
ласти информатики, предложенное Розенблюмом,
включает не только информационные трансформа-
ции, охватывающие все отрасли науки, но и фено-
мены разной природы, связанные с этими транс-
формациями. Эта связанность иллюстрируется им
на примере интерфейса «мозг–компьютер» следу-
ющим образом [12]: «Для описания взаимосвя-
зей между мозгом и компьютером, нам необходи-
мо рассмотреть информационные трансформации,
относящиеся ко всей предметной области тетради-
ческого компьютинга (P + S + L + C). Эти интер-
фейсы включают не только трансформации элек-
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трических потенциалов, генерируемых мозгом (L),
и формирование компьютерных кодов (C), но так-
же физические устройства (P), которые обеспечи-
вают преобразование электрических потенциалов
в коды компьютера, плюс концепты знания чело-
века (S), представленные электрическими потенци-
алами, которые в конечном итоге и будут использо-
ваться для управления компьютером или другими
устройствами».

3 Верхний уровень
классификации

Если исходить из идеи Пола Розенблюма о сме-
не парадигмы информатики и предложенного ее
развития на основе деления всей системы научного
познания (united science) на четыре отрасли, с неиз-
бежностью приходится констатировать, что фено-
мены одной и той же природы изучаются в разных
научных отраслях и дисциплинах, а классифика-
ции объектов и парадигмы их исследования могут
существенно отличаться [14]. Например, концепты
знания человека изучаются в задачах представле-
ния знания в информатике [15–17], они являются
объектами исследований в науках о жизни [18] и со-
циогуманитарных науках [19]. При этом они отно-
сятся к среде одной и той же природы: ментальной
среде знания человека. Поэтому описание верхнего
уровня классификации исследуемых в информати-
ке объектов как феноменов разной природы было
предложено начать с выделения в ее предметной
области сред, включающих объекты одной и той же
природы [20].

Отметим, что еще в 1986 г. Кристен Нюгор
в предметной области информатики стал разли-
чать объекты ментальной природы (концепты зна-
ния человека) и сенсорно воспринимаемые объек-
ты (например, тексты на естественных языках) [21],
что можно считать прообразом предлагаемого вы-
деления сред из предметной области информатики
как тетрадического компьютинга, где каждая из
сред включает объекты одной природы (так, мен-
тальная среда включает концепты знания человека,
цифровая — компьютерные коды, информацион-
ная — сенсорно воспринимаемые объекты, на-
пример тексты на естественных языках, таблицы,
графики и рисунки). Кристен Нюгор в 1986 г. пред-
ложил следующую дефиницию термина «информа-
тика» [21]: «Информатика — это наука, которая
имеет своей областью [исследований] информаци-
онные процессы и связанные с ними феномены
в артефактах, обществе и природе».

Затем Нюгор дал расширенное толкование тер-
мина «феномен» [21]: «Важными примерами фе-
номенов являются: живые организмы, неодуше-
вленные объекты (включая артефакты, например
машины), события и процессы (например, выпол-
нение компьютерных программ). Мы также можем
говорить о когнитивных феноменах, происходящих
в сознании людей, в отличие от явных [сенсор-
но воспринимаемых] феноменов, находящихся вне
сознания».

В развитие идеи Нюгора совокупность когни-
тивных феноменов, формируемых в процессах по-
знания, происходящих в сознании людей (далее —
концепты), предлагается назвать ментальной средой

предметной области информатики. Совокупность
сенсорно воспринимаемых феноменов, находя-
щихся вне сознания, предлагается назвать информа-

ционной средой предметной области информатики.
Кроме того, предлагается выделить еще как мини-
мум три среды:

(1) цифровая среда — совокупность компьютерных
кодов;

(2) нейросреда электрических потенциалов и маг-
нитных полей, генерируемых мозгом, кото-
рые используются в ИТ управления роботизи-
рованной рукой [22] и других ИТ на основе
интерфейсов «мозг–компьютер»;

(3) ДНК-среда — совокупность цепочек РНК
и ДНК1.

Согласно перечисленным средам, выделенным
из предметной области информатики как тетради-
ческого компьютинга, на верхнем уровне класси-
фикации объектов ее исследований предлагается
указать как минимум пять сред, каждая из кото-
рых включает объекты одной природы: менталь-

ная, информационная, цифровая, нейро- и ДНК-среда.
При этом с ростом разнообразия природы объектов
предметной области информатики верхний уровень
классификации может пополняться новыми среда-
ми, природа объектов которых отличается от приро-
ды сред, ранее включенных в этот уровень класси-
фикации, если при проектировании ИТ встретятся
объекты, которые по своей природе не относятся ни
к одной из ранее уже выделенных сред [17]. В бу-
дущей парадигме информатики его предлагается
сделать открытым, что обусловлено разнообрази-
ем природы ее объектов и возможным включением
в ее предметную область объектов новой природы
(открытость уровня классификации). Отметим, что
разнообразие природы объектов предметной об-
ласти информатики служит объектом пристального
изучения в сфере компьютерного образования [23].

1Например, модели трансляции естественных ДНК, созданные микробиологами, используются при разработке методов записи
и хранения данных с использованием синтезированных цепочек ДНК.
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Разнообразие природы объектов, сложившее-
ся к настоящему времени, существенно усложняет
разработку стратегии преподавания информатики
на всех уровнях образования в части описания ее
теоретических оснований. Например, в стратегии
Европейского компьютерного образования не опи-
сана ни ее предметная область, ни классификация
объектов ее исследований [24]. Отсутствие такого
описания мотивируется его большей сложностью
по сравнению с естественными науками [25, с. 7]:
«В то время как естественные науки определяют-
ся применительно к миру, в котором мы живем,
информатику как научную дисциплину определить
сложнее; у нее нет эмпирических основ, как у есте-
ственных наук; это нечто большее, чем использо-
вание только логических выводов (как в математи-
ке); и это далеко не только сочетание инженерных
принципов и технологий».

Описание сред разной природы на верхнем
уровне классификации объектов исследований
в информатике дает возможность увидеть весь
спектр теоретически возможных интерфейсов меж-
ду объектами разной природы и при проектирова-
нии ИТ, и в процессе преподавания информатики.
В работе [20] дано описание 11 видов интерфейсов
разного порядка: второго (6 видов), третьего (4 ви-
да) и четвертого (1 вид), которые могут использо-
ваться в ИТ, охватывающих объекты четырех сред:
ментальной, информационной, цифровой и ней-
росреды.

Из 11 видов интерфейсов, которые теоретически
могут встретиться при проектировании ИТ, охва-
тывающих сущности этих четырех сред, наиболее
широко используется интерфейс второго порядка
на границе между информационной и цифровой сре-

дами. В информационных системах применяют-
ся кодовые таблицы, например Unicode, которые
служат наиболее распространенным способом сим-

метричной реализации этого интерфейса,т. е. каждо-
му символу соответствует один компьютерный код
и наоборот. Однако есть примеры и асимметричной

реализации этого интерфейса [26, с. 222–227].
Теоретически есть еще пять интерфейсов вто-

рого порядка на границах между следующими сре-
дами:

(1) ментальной и информационной;

(2) ментальной и цифровой;

(3) ментальной и нейросредой;

(4) информационной и нейросредой;

(5) цифровой и нейросредой.

Первый из вышеперечисленных интерфейсов
(между ментальной и информационной средами)
реализуется знаковыми системами, которые далеко

не всегда обеспечивают симметричную его реализа-

цию. Известно, что вербальным знаковым системам
естественных языков свойственна асимметрия, ко-
гда одно слово имеет несколько смысловых зна-
чений (омонимия и полисемия), а одно значение
может быть выражено разными словами (синони-
мия) [27, с. 47]. Асимметрия вербальных знаковых
систем существенно усложняет разработку систем
обработки текстов на естественном языке и проек-
тирование ИТ представления знания в информаци-
онных системах из-за необходимости разрешения
лексической неоднозначности [28–30].

4 Заключение

Согласно А. Соломонику, описание научной па-
радигмы «зрелой» науки должно включать четыре
составляющих (философские основания; аксиома-
тика; классификация исследуемых объектов, про-
цессов и явлений; система терминов). В статье
рассмотрена только одна составляющая (класси-
фикация) и дано описание только верхнего уровня
классификации объектов информатики. При этом
использовалось позиционирование информатики
в системе научного познания, которое развивает
идею Деннинга и Розенблюма о группировке науч-
ных дисциплин в четырех отраслях знания, так как
объединяет математику, естественные и гуманитар-
ные науки.

Предлагаемый вариант формирования верхне-
го уровня классификации объектов информатики
рассмотрен на примере пяти сред разной природы,
выделенных из ее предметной области: ментальной,
информационной, цифровой, нейро- и ДНК-сред.
Верхний уровень классификации объектов иссле-
дований в информатике дает возможность увидеть
весь спектр теоретически возможных интерфейсов
между объектами разной природы и при проекти-
ровании ИТ, и в процессе преподавания инфор-
матики. Для случая четырех сред разной природы
он включает 11 видов интерфейсов второго, треть-
его и четвертого порядка для ИТ, охватывающих
объекты этих сред. Если в будущем появится не-
обходимость в проектировании ИТ, охватывающих
объекты шести или более видов разной природы,
то предлагаемый подход к выделению сред покажет
весь спектр интерфейсов, которые теоретически
может понадобиться реализовать в этих ИТ.

В заключение отметим, что после построения
верхнего уровня классификации объектов инфор-
матики планируется дать дефиниции тех терминов,
которые использовались при его описании, и затем
построить следующий уровень классификации, вы-
деляя из каждой среды составляющие ее домены.
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Например, для цифровой среды планируется опи-
сать четыре домена (электрический, магнитный,
оптический и генетический, содержащий синтези-

рованные цепочки ДНК ), а также интерфейсы между
ними. Также планируется дать повторное описание
верхнего уровня классификации на основе другого
подхода к объединению научных дисциплин — в три
отрасли знания: естественные науки, социальные
и гуманитарные науки, формальные науки.
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Abstract: The approach of A. Solomonik to structuring the scientific paradigm of “mature” science is considered.
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МОДЕЛЬ И ТЕХНОЛОГИЯ ИЗВЛЕЧЕНИЯ НОВЫХ ТЕРМИНОВ

ИЗ МЕДИЦИНСКИХ ТЕКСТОВ∗

И. М. Зацман1, О. В. Золотарев2, А. Х. Хакимова3, Гу Дунсяо4

Аннотация: Рассматривается модель информационной технологии (ИТ) извлечения новых терминов из
медицинских текстов, которая относится к ранее определенному классу средовых моделей информатики.
В проведенном эксперименте для определения новизны терминов используется словарь MeSH (Medical
Subject Headings), который создан и обновляется Национальной медицинской библиотекой США. По-
явление новых терминов обусловлено представлением в медицинских статьях и других научных текстах
нового знания об исследуемых болезнях, методах их лечения и применяемых медикаментах, которое еще
не нашло отражения в медицинских словарях и тезаурусах. В информационных системах медицинских
учреждений и институтов предлагаемая технология позволяет регулярно актуализировать новыми тер-
минами профили исследуемых болезней, соответствующих их предметной области. Цель статьи состоит
в описании средовой модели ИТ актуализации терминологических профилей болезней.

Ключевые слова: средовые модели информатики; медицинские тексты; терминологический профиль;
извлечение новых терминов из текстов
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1 Введение

Одна из задач российско-китайского проекта,
финансируемого по гранту № 21-57-53018, состоит
в моделировании и создании экспериментальной
ИТ регулярного и целенаправленного извлечения
новых терминов из медицинских текстов и описа-
ния экспертами их значений в терминологических
профилях болезней. В целом проект направлен
на актуализацию терминологических профилей ис-
следуемых болезней5 как компонентов корпора-
тивной базы знаний медицинского учреждения
(института) в его предметной области. Речь не
идет о терминологическом дублировании извест-
ных медицинских словарей, тезаурусов и других
лингвистических ресурсов [1–7]. В рамках проекта
решается задача извлечения тех новых терминов,
которые появляются в медицинских статьях и дру-
гих научных текстах, но при этом еще не вошли
в медицинские лингвистические ресурсы (МЛР).
Эти термины используются для актуализации тер-
минологических профилей исследуемых болезней
в корпоративной базе знаний.

Для решения указанной выше задачи проекти-
руется экспериментальная ИТ целенаправленно-
го извлечения новых терминов с использованием
средов‚ой модели актуализации терминологических
профилей болезней новыми терминами. Цель
статьи состоит в описании этой модели, относя-
щейся к классу средов‚ых моделей информатики.

2 Средовая модель актуализации

Частные случаи средов‚ой модели актуализации,
рассмотренные в работах [8–10], предназначены
для описания процесса извлечения новых терми-
нов из текстов и итерационного обновления тер-
минологического портрета болезни. В течение пер-
вого года выполнения проекта опыт применения
этих частных случаев при проектировании экспе-
риментальных ИТ и решении задач проекта показал
возможность их обобщения. Средов‚ая модель акту-
ализации в предлагаемой обобщенной форме даст
возможность использовать одну и ту же модель при
решении более широкого спектра задач. Ключевой

∗Исследование выполнено при поддержке РФФИ и Государственного фонда естественных наук (ГФЕН) Китая (проект 21-57-
53018).

1Федеральный исследовательский центр «Информатика и управление» Российской академии наук, izatsman@yandex.ru
2Институт информационных систем и инженерно-компьютерных технологий Российского нового университета,

ol-zolot@yandex.ru
3Институт информационных систем и инженерно-компьютерных технологий Российского нового университета,

aida khatif@mail.ru
4Технологический университет г. Хэфэй (КНР), dongxiaogu@yeah.net
5Терминологический портрет болезни включает отобранные экспертами ключевые термины ее описания, дефиниции их значе-

ний, отношения между значениями терминов в портрете, контексты использования терминов и аннотации контекстов тех научных
статей и других медицинских текстов, которые использовались экспертами при формировании дефиниций значений терминов,
а также степень конвенциональности (социализации) значений в рамках корпоративной базы знаний.
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аспект обобщения состоит в разделении новых тер-
минов на четыре категории с точки зрения статуса
их конвенциональности. Далее будут рассмотрены
первые итерации обновления и статусы конвенци-
ональности терминов.

До начала первой итерации обновления тер-
минологического портрета исследуемой болезни
экспертами формируется его начальная версия на
основе терминов и их синонимов, используемых
при описании этой болезни, а также их дефини-
ций в существующих МЛР [1–7]. Этим терминам,
отобранным для начальной версии портрета, при-
сваивается максимальный статус конвенциональ-
ности — словарный.

На первой итерации обновления начальная вер-
сия терминологического портрета используется как
критерий новизны при поиске (см. стрелку с бук-
вой α на рисунке). Из электронной коллекции из-

влекаются статьи с описанием исследуемой болезни
(стрелка с буквой β) в качестве источников потен-
циально новых терминов (ИПНТ)1. После извлече-
ния найденных статей в них выделяются контексты
ИПНТ, которые визуализируются перед операцией
их семантического анализа (стрелка с буквой A).

В процессе семантического анализа контекстов
ИПНТ эксперт использует текущую (на первой ите-
рации — начальную) версию терминологического
портрета (стрелка с буквой γ). По завершении ана-
лиза эксперт разделяет найденные новые термины
и новые синонимы словарных терминов (ромб «Но-
вый термин?»), если он их обнаружил. Значения
новых терминов аннотируются и оцифровывают-
ся, а дефиниции значений и аннотации контекстов
новых терминов (КНТ) с этими значениями за-
гружаются в терминологический профиль болезни.
Новые синонимы оцифровываются и добавляются

1Если термин статьи с описанием болезни отсутствует в начальной версии терминологического портрета, то это говорит только
о возможной (потенциальной) его новизне, так как при дальнейшем семантическом анализе его контекста он может оказаться
синонимом словарного термина, который отсутствует в существующих МЛР. В таком случае речь идет о новом синониме, а не
о новом термине.
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к соответствующим словарным терминам. После
обработки текстов эксперты формируют первую об-
новленную версию терминологического портрета.
В процессе формирования каждому из этих терми-
нов присваивается один из четырех используемых
в проекте статусов конвенциональности [10–12]:

(1) личностный, если дефиниция значения
(= концепта) термина, сформированная од-
ним экспертом, не была согласована им с дру-
гими экспертами корпоративной базы знаний;

(2) коллективный, если дефиниция значения тер-
мина, сформированная одним экспертом, бы-
ла согласована им с другими экспертами кор-
поративной базы знаний, но не со всеми;

(3) организационный, если дефиниция значения
термина, сформированная одним экспертом,
была согласована им со всеми экспертами кор-
поративной базы знаний;

(4) словарный, если во время первой итерации
в существующие МЛР был добавлен новый
термин, включенный в портрет (если в суще-
ствующие МЛР были добавлены термины, от-
сутствующие в обработанных текстах, то они
также включаются в обновленную версию пор-
трета в статусе словарных).

На завершающем этапе итерации предусмотре-
на возможность социализации значений новых тер-
минов первых двух статусов конвенциональности
(личностных и коллективных) с использованием их
контекстов, т. е. КНТ. На рисунке показан случай
социализации только личностных значений терми-

нов. На этап их социализации передаются КНТ (см.
ромб «КНТ?»), а не все контексты ИПНТ.

На второй и последующих итерациях исполь-
зуются уже обновленные портреты для извлече-
ния новых терминов из новых поступлений текстов
в коллекцию. В проекте используются новые по-
ступления текстов в базу данных PubMed, содер-
жащую более 34 млн записей и обеспечивающую
развитые возможности поиска и формирования
статистических данных, включая получение рас-
пределения статей с заданным термином по годам
их публикации [13].

В процессе построения средов‚ой модели актуа-
лизации использовались теоретические основания
их построения, сформулированные в работе [14].
Далее будут рассмотрены три основных положения
теоретических оснований построения всего клас-
са средов‚ых моделей (выделены ниже курсивом)
в контексте их применения в проекте (см. рису-
нок) [10, 15].

1. Выделение в предметной области информатики

тех сред разной природы, которые необходимы для мо-

делирования проектируемой ИТ, определяется целью

ее создания.

В проекте цель проектирования ИТ сформули-
рована так: регулярное и целенаправленное из-
влечение новых терминов из медицинских текстов
и описание экспертами их значений в терминоло-
гических профилях болезней корпоративной базы
знаний.

Из формулировки этой цели следует, что из пяти
сред предметной области информатики (менталь-
ная, информационная, цифровая, нейро- и ДНК-
среда), рассмотренных в работах [16–18], для
проектируемой ИТ достаточно рассмотреть три
следующих среды (см. рисунок), поскольку объек-
ты нейро- и ДНК-сред не используются в этой ИТ:

(1) ментальная среда — это совокупность значе-
ний терминов как концептов знания экспер-
тов (верхняя часть рисунка);

(2) информационная среда — это совокупность
описаний значений терминов, подготовлен-
ных экспертами (средняя часть);

(3) цифровая среда — это совокупность компью-
терных кодов терминологических профилей
болезней корпоративной базы знаний (ниж-
няя часть).

2. Распределение моноприродных этапов ИТ и по-

липриродных этапов ИТ с входами и выходами одной

природы по средам согласно их природе.

Рисунок иллюстрирует это достаточно общее
теоретическое основание построения всего клас-
са средов‚ых моделей на примере следующих шести

моноприродных этапов ИТ, обозначенных грече-
скими буквами α–ζ:

(1) чтение в цифровой среде терминологического
портрета для его использования в качестве
критерия потенциальной новизны термина
при поиске (этап α на рисунке);

(2) чтение из электронной коллекции статей
с описанием исследуемой болезни как ИПНТ
(этап β);

(3) чтение терминологического портрета для раз-
деления новых терминов и новых синонимов
словарных терминов (этап γ);

(4) объединение КНТ с аннотацией значения но-
вого термина, включающей дефиницию этого
значения (этап δ);

(5) добавление синонима к словарному термину
(этап ε, стрелка чтения словарного термина на
рисунке не показана, чтобы упростить его);

(6) объединение в форме аннотации дефиниции
концепта нового термина с его контекстом,
т. е. с КНТ (этап ζ).
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Кроме шести моноприродных этапов на рисунке
показаны три полиприродных этапа этой ИТ с вхо-
дами и выходами одной природы, но с использова-
нием внутри этапов сущностей другой среды. Рас-
пределение этих трех этапов по средам (двух этапов
в информационной среде и одного этапа в мен-
тальной среде) следует из этого же теоретического
основания, так как:

– на этапе «Семантический анализ» эксперт
изучает контекст ИПНТ (информационная
среда), принимает решение о новизне терми-
на и его значения на основе своего понимания
смысла контекста термина, т. е. своего личност-
ного концепта (ментальная среда), на основе
анализа которого проставляется метка «новый
термин» или «синоним словарного термина»
(информационная среда); таким образом, вход
и выход этого этапа ИТ принадлежат одной
среде — информационной;

– на этапе «Аннотирование нового термина» экс-
перт анализирует его контекст (информацион-
ная среда) и на основе своего понимания смыс-
ла контекста термина, т. е. своего личностного
концепта (ментальная среда), формирует анно-
тацию (информационная среда); таким обра-
зом, вход и выход этого этапа ИТ также при-
надлежат одной среде — информационной;

– на этапе «Социализация» эксперты на основе
собственного понимания контекстного значе-
ния нового термина (ментальная среда) предла-
гают варианты дефиниций (информационная
среда) и пытаются сформировать согласован-
ный между ними концепт дефиниции значения
с коллективным или организационным стату-
сом (ментальная среда); таким образом, вход
и выход этого этапа ИТ принадлежат одной сре-
де — ментальной (возможный случай отсутствия
согласования концепта экспертами на рисунке
не показан).

3. Распределение этапов ИТ по границам между

средами, если их вход и выход принадлежат средам

разной природы.

На рисунке показаны восемь этапов, входы и вы-
ходы которых принадлежат средам разной приро-
ды, включая шесть этапов ИТ на границе между
информационной и цифровой средами и два этапа
на границе между информационной и ментальной
средами:

(1) этап «Визуализация ИПНТ», компьютерные
коды которого (цифровая среда) преобразу-
ются в текст ИПНТ (информационная среда);

(2) этап «Визуализация [терминологического]
портрета», компьютерные коды которого

(цифровая среда) преобразуются в текст пор-
трета (информационная среда);

(3) этап «Оцифровка личностной аннотации»,
текст которой (информационная среда) пре-
образуется в компьютерные коды терминоло-
гического портрета корпоративной базы зна-
ний (цифровая среда);

(4) этап «Визуализация [личностной] аннота-
ции», компьютерные коды которой (цифровая
среда) преобразуются в текст (информацион-
ная среда);

(5) этап «Оцифровка описания [словарного] тер-
мина», текст которого (информационная сре-
да) преобразуется в компьютерные коды
терминологического портрета корпоративной
базы знаний (цифровая среда);

(6) этап «Оцифровка согласованной аннотации»,
текст которой (информационная среда) пре-
образуется в компьютерные коды терминоло-
гического портрета корпоративной базы зна-
ний (цифровая среда);

(7) этап «Интернализация», на котором у экспер-
та формируется личностное контекстное зна-
чение нового термина (ментальная среда) на
основе аннотации с дефиницией значения тер-
мина и его контекста (информационная сре-
да);

(8) этап «Экстернализация», на котором экспер-
ты формируют дефиницию значения термина
(информационная среда) на основе согласо-
ванного ими концепта с коллективным или
организационным статусом (ментальная сре-
да).

Таким образом, согласно средов‚ой модели акту-
ализации терминологических портретов, 17 пере-
численных этапов проектируемой ИТ можно рас-
пределить по трем категориям. К первой из них
относятся шесть моноприродных этапов ИТ, обо-
значенных греческими буквами α–ζ; ко второй —
три этапа с входами и выходами одной природы, но
с использованием внутри этапов сущностей среды
другой природы; к третьей — восемь этапов, вхо-
ды и выходы которых принадлежат средам разной
природы.

На этапах первой категории отсутствуют интер-
фейсы между сущностями разной природы. При
этом сами сущности могут быть только цифровы-
ми или информационными. Каждый этап второй
категории включает пару интерфейсов между сущ-
ностями разной природы. При этом сущности мен-
тальной природы могут быть как на входе/выходе
этапа (см. этап социализации), так и внутри этапа
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(см. этапы семантического анализа и аннотирова-
ния). Шесть из восьми этапов третьей категории
включают традиционный интерфейс между сущно-
стями информационной и цифровой природы на
границе между соответствующими средами. Этот
интерфейс в проектируемых ИТ может быть реа-
лизован, например, с помощью таблиц Unicode.
В процессе проектирования ИТ наибольшую слож-
ность представляет разработка этапов второй ка-
тегории, а также двух этапов на границе между
ментальной и информационной средами, так как
они включают сущности ментальной природы. Во-
прос их компьютеризации заслуживает отдельного
рассмотрения и выходит за рамки данной статьи.

Рассмотренная средов‚ая модель актуализации
позволила при выполнении проекта до начала про-
ектирования ИТ определить природу сущностей
каждого этапа и локализовать этапы с ментальны-
ми сущностями на их входе/выходе или внутри эта-
пов, проблема компьютеризации которых относит-
ся в информатике к категории проблем когнитивной

сложности [14, 19].

3 Эксперимент

В первый год выполнения проекта оставался
открытым вопрос о степени полноты наборов тер-
минов МЛР [1–7], т. е. насколько п‚олно наборы
терминов, используемых в научных статьях и дру-
гих медицинских текстах при описании исследу-
емых болезней, представлены в МЛР. Поэтому на
втором году выполнения проекта был проведен экс-
перимент, краткое описание которого приведено
ниже, для проверки гипотезы неполноты наборов
терминов МЛР и необходимости регулярной акту-
ализации терминологических портретов болезней
в корпоративной базе знаний.

В рамках проведенного эксперимента анали-
зировались термины медицинских статей, со-
держащих описание кластеров кальцификации1.
В базе электронных биомедицинских публика-
ций PubMed был осуществлен поиск этих ста-
тей по запросу: (calcification[Abstract] AND (“neo-
plasms”[MeSH Terms] OR “neoplasms”[All Fields] OR
“cancer”[All Fields])) AND (“breast”[MeSH Terms]
OR “breast”[All Fields]) AND (“2003/01/01”[Pub-
Date] : “2021/12/31”[PubDate]). За период 2003–
2021 гг. найдены 844 статьи, которые распреде-
лились по трем временн‚ым периодам следующим
образом: 2003–2009 гг. — 57 статей; 2010–2015 гг. —
225 статей; 2016–2021 гг. — 562 статьи.

При поиске использовались заголовки и тексты
аннотаций статей. После автоматического поиска

вхождений термина calcification (всего были найде-
ны 2658 его вхождений, но не каждое вхождение
порождает терминоподобное словосочетание) экс-
пертами был выполнен семантический анализ их
контекстов, чтобы найти терминоподобные слово-
сочетания, включающие термин calcification.

В результате семантического анализа 2658 вхож-
дений экспертно были выделены 93 терминоподоб-
ных словосочетания за период 2003–2021 гг. Из
них 23 были обнаружены в статьях 2003–2009 гг.
(например, Amorphous Calcifications, Arterial Calci-
fication, Aortic Calcification), 54 — в статьях 2010–
2015 гг., включая 31 терминоподобное словосоче-
тание, которого не было в статьях 2003–2009 гг.
(например, Arteriosclerotic Calcification), и 93 —
в статьях 2016–2021 гг., включая ранее не встре-
чавшиеся 39 терминов (например, Abnormal Calci-
fication, Arterial Media(L) Calcification, Calcification
Crystallite).

Для проверки на словарный статус 93 терми-
ноподобных словосочетаний, найденных экспер-
тами в статьях, использовался тезаурус MeSH [1].
В результате проверки лишь 3 из 93 терминоподоб-
ных словосочетаний совпали с терминами тезауруса
MeSH, т. е. имеют словарный статус.

4 Заключение

Проведенный эксперимент подтвердил гипоте-
зу о существенной неполноте наборов терминов
МЛР. При этом отсутствующие терминологические
словосочетания уже используются в научных стать-
ях и других медицинских текстах при описании
исследуемой болезни. Проведенный эксперимент
показал необходимость регулярной актуализации
терминологических портретов болезней в корпора-
тивной базе знаний, что, в свою очередь, подтверж-
дает важность решения задачи моделирования
и создания ИТ регулярного и целенаправленного
извлечения новых терминов из медицинских текс-
тов и описания экспертами их значений в термино-
логических профилях болезней.
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О БЕЗОПАСНОЙ АРХИТЕКТУРЕ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ СИСТЕМЫ

НА ОСНОВЕ МИКРОСЕРВИСОВ

А. А. Грушо1, Н. А. Грушо2, М. И. Забежайло3, Д. В. Смирнов4, Е. Е. Тимонина5,
С. Я. Шоргин6

Аннотация: Рассматривается сетецентрическая система микросервисной архитектуры, в которой для
простоты все микросервисные вычислители (МВ) одинаковы. В каждом МВ может произойти сбой или
он может получить вредоносный код (ВК). Максимальное негативное воздействие на МВ заключается
в ошибке вычислений и предоставлении потребителю неправильного результата. Рассмотрены задачи
выявления сбойных МВ и МВ с ВК. В решении поставленных задач используются элементы обучения.
Правильно решенные задачи (условия, исходные данные и правильные ответы) накапливаются в памяти
управляющей системы. Это означает, что есть возможность повторного запуска любой задачи с уже
известным правильным результатом. При этом в статье используются идеи и результаты авторов по
обеспечению информационной безопасности с помощью метаданных. В зависимости от предположений
о возможных действиях ВК построены два класса алгоритмов безопасных вычислений в условиях его
возможного воздействия на промежуточные результаты в потоке решаемых задач. Второй класс алгорит-
мов работает в предположении, что ВК может с вероятностью p правильно вычислять решение текущей
задачи и с вероятностью 1− p вносить в результат искажение. Рассмотрены три вида искажений, которые
может вносить ВК и которые позволяют находить истинное решение точно или с некоторой, сколь угодно
малой вероятностью ошибки.

Ключевые слова: информационная безопасность; безопасные вычисления в условиях вредоносного кода;
микросервисная архитектура

DOI: 10.14357/19922264220413

1 Введение
Безопасным архитектурам вычислительных

систем посвящено много исследований. Основную
часть научной литературы в области безопасных
архитектур составляют руководства по внедрению
различных наборов средств и механизмов защи-
ты в распределенных информационных системах.
Сюда относится большинство книг и статей, таких
как фундаментальные труды [1–3] и др. Один из
основных принципов в создании безопасных ар-
хитектур — изоляция бизнес-функций и связанная
с ней изоляция информационной поддержки этих
функций [4, 5].

В последнее время наблюдается изменение ар-
хитектур вычислительных систем, позволяющее
полностью или частично изолировать поддержку
различных функций информационных технологий
(ИТ). Здесь необходимо выделить два базовых на-
правления: виртуализация и контейнеризация.

Виртуализация базируется на создании множе-
ства виртуальных компьютеров на базе одного вы-

числительного устройства. Создание виртуальных
компьютеров основано на гипервизоре, который,
опираясь на основную операционную систему (ОС)
вычислительного устройства, реализует виртуаль-
ные компьютеры и их функционирование на том
же сервере [6, 7]. Виртуальные машины с различ-
ными ОС работают на одном физическом сервере.

Контейнеризация — это технология, которая
позволяет запускать приложения изолированно от
основной ОС. Приложение упаковывается в спе-
циальный контейнер, внутри которого разверну-
та среда, необходимая для работы. Контейнеры
устанавливаются на физический сервер и его ОС.
Вместе с тем проверена возможность удаленной
контейнеризации, когда необходимые дополнения
для создания облегченной ОС, необходимой для ра-
боты конкретного приложения, достаточно быстро
передаются по сети и обеспечивают полную изоля-
цию работы контейнера и приложения в нем.

Одной из перспективных тенденций представ-
ляется введение микросервисных архитектур, поз-

1Федеральный исследовательский центр «Информатика и управление» Российской академии наук, grusho@yandex.ru
2Федеральный исследовательский центр «Информатика и управление» Российской академии наук, info@itake.ru
3Федеральный исследовательский центр «Информатика и управление» Российской академии наук, m.zabezhailo@yandex.ru
4ПАО Сбербанк России, dvlsmirnov@sberbank.ru
5Федеральный исследовательский центр «Информатика и управление» Российской академии наук, eltimon@yandex.ru
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воляющих диверсифицировать и ускорить решения
многих задач и ИТ [8–10]. Среда для выполнения
микросервисов состоит из системы контейнеризо-
ванных вычислителей. В этом случае каждый из
микросервисов, как правило, изолируется в от-
дельный контейнер или небольшую группу кон-
тейнеров, доступную по сети, контролируется
и управляется системой оркестрации или центром
управления.

В работе рассматривается сетецентрическая
система микросервисной архитектуры, в которой
для простоты все МВ одинаковы.

Центр управления состоит из двух блоков I1
и I2. Блок I1 имеет прямые соединения со всеми
МВ, случайно выбирает свободный МВ и направля-
ет ему задачу с исходными данными. Каждый МВ
может быть занят решением только одной задачи
и освобождается только после передачи блоку I1 ре-
зультатов решения своей очередной задачи. После
этого ему может быть назначена следующая задача.
Блок I2 содержит метаданные о порядке решения
задач и использовании полученных от I1 результа-
тов их решения [11–14].

В каждом МВ может произойти сбой или МВ
может получить ВК. Предположим, что максималь-
ное негативное воздействие на МВ состоит в ошиб-
ке вычислений и предоставлении I1 неправильного
результата. Задача состоит в выявлении сбойных
МВ и МВ с ВК.

Пусть правильно решенные задачи накаплива-
ются в памяти I2 (условия, исходные данные и пра-
вильные ответы). Это означает, что имеется воз-
можность повторного запуска любой задачи с уже
известным правильным результатом.

2 Алгоритм A1 поиска сбойного
микросервисного вычислителя

Рассмотрим следующую модель. Пусть имеют-
сяM МВ {β1, β2, . . . , βM}, из которыхmМВ оказы-
ваются сбойными или пораженными ВК. Система
решает задачи α1, α2, . . . , αN в потоке.

Рассмотрим решение задачи в ситуации, когда
сбой МВ неустраним, а ВК портит решение каждой
задачи. Тогда можно воспользоваться результата-
ми правильно решенных задач из памяти I2 следу-
ющим образом.

Алгоритм A1 берет любую правильно решен-
ную задачу и последовательно пробует решать ее
каждым МВ. При этом считается, что сложность
решения любой задачи равна 1. Если сбой или
поражение ВК происходит только в одном МВ, то
среднее число шагов поиска сбоя равно (M − 1)/2.

Если число сбойных МВ или МВ, содержащих ВК,
неизвестно, то число шагов до выявления их всех
алгоритмом A1 равно M . После фильтрации всех
сбойных МВ или МВ, зараженных ВК, система бу-
дет решать все задачи правильно.

Предположим, что ВК способен маскировать-
ся в том смысле, что любую решаемую задачу он
решает правильно с вероятностью p независимо от
других задач и с вероятностью (1 − p) решает ее
заведомо неправильно. Рассмотрим возможности
применения алгоритма A1 для выявления ВК.

Для фиксированного ВМ пробуем решить из-
вестную задачу, но получение правильного ответа
в этом случае не гарантирует отсутствие ВК в дан-
ном МВ. Если предполагать, что проведеныnиспы-
таний одного МВ, то вероятность невыявления ВК
равна pn. Это означает, что вероятность выявления
ВК за n шагов равна 1− pn.

Эта вероятность может быть сделана близкой к 1.
Однако может возникнуть эффект больших укло-
нений за счет потока задач. Вероятность выявления
ВК на данной задаче равна 1 − pn, но вероятность
выявления алгоритмом A1 всех МВ с ВК равна
(1 − pn)M . Тогда вероятность пропустить хотя бы
одну МВ с ВК равна 1 − (1 − pn)M , что может
оказаться не совсем малой величиной, т. е. алго-
ритм A1 не гарантирует правильного решения всех
задач в потоке.

3 Алгоритм A2 обеспечения
защиты от вредоносного кода
в микросервисном вычислителе

Можно построить алгоритмA2, гарантирующий
правильное решение всех задач и выявление ВК
в сформулированных выше предположениях при
допущении случайного включения повреждения
результата с помощью ВК. Для этого введем по-
нятие «отказ», которое означает, что алгоритм A2
не может точно указать наличие ВК в трех выбран-
ных МВ.

Алгоритм A2 строится следующим образом.
Каждый раз, когда I2 передает для I1 очередную
задачу, I1 случайно и независимо выбирает не одну
МВ, а сразу три различных МВ. Далее I1 передает
всем трем МВ одну и ту же задачу, которую он по-
лучил от I2. В результате с учетом возможности на-
личия ВК получаем три результата решения одной
и той же задачи. Если все три результата одинако-
вые, то считаем, что получено правильное решение,
а все три МВ не портят результат, даже если в них
есть ВК.
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Предположим, что на одном МВ получен ответ,
не совпадающий с двумя одинаковыми ответами
двух других МВ. Это означает, что правильный от-
вет дают два МВ, так как случайное совпадение
двух ложных ответов, полученных независимо друг
от друга, считаем невозможным событием. Од-
новременно выявляется МВ, в котором сработал
механизм ВК, порождающий неправильный от-
вет.

Рассмотрим случай, когда все три ответа на одну
и ту же поставленную задачу различны. Этот случай
соответствует понятию отказ, так как в этом слу-
чае невозможно выделить правильный ответ, даже
если он существует в полученных результатах. Воз-
можен также случай, когда сработал ВК во всех
трех МВ. В случае получения отказа алгоритм A2
повторно запускает независимый выбор трех но-
вых МВ и поручает им заново решать ту же зада-
чу. Если опять получены разные результаты, то
A2 сравнивает их с предыдущей тройкой. Если
получены два одинаковых результата, по одному
в первой и второй тройке, то этот результат счи-
тается правильным, а все несовпадающие с ним
определяют МВ, зараженные ВК. Если одинаковых
результатов нет, то опять выбирается новая тройка
МВ и т. д.

Отметим, что в алгоритме A2 выявление МВ
с ВК происходит непосредственно в процессе ре-
шения потока задач и допускает безопасную ра-
боту в условиях наличия небезопасных МВ. При
этом не ставится задача выявления всех заражен-
ных МВ.

4 Вероятностный анализ
алгоритма A2

Еще раз отметим, что в основе эффективной ра-
боты алгоритма A2 лежит предположение о малой
вероятности случайного совпадения неправильных
ответов, порожденных ВК, между собой и между
неправильными и настоящими ответами.

В сделанных предположениях найдем оценки
отказов. Случайность выбора МВ для решения
конкретной задачи позволяет допустить гипергео-
метрическое распределение вариантов появления
МВ. Для двух МВ, содержащих ВК, которые по-
родили две ошибки, и одном правильном решении
получаем следующую вероятность отказа:

P0(2) = (1− p)
2
(M −m)

(
m
2

)

(
M
3

) + p(1− p)2

(
m
3

)

(
M
3

) .

Если все три МВ дали неправильные результаты, то
вероятность этого события равна

P0(3) = (1 − p)3

(
m
3

)

(
M
3

) .

Тогда суммарная вероятность отказа при решении
данной задачи составит

P0 = P0(2) + P0(3) .

Среднее число отказов в потоке задач длины N
равно NP0.

Оказывается, что алгоритм A2 с большой веро-
ятностью не сможет находить правильное решение
одной задачи, если число зараженных МВ велико.
В самом деле, если m =M , то

P0 = (1− p)2 .

Тогда вероятность получить правильное решение
данной задачи равна 1 − (1 − p)2 и среднее число
правильно решенных задач в потоке длиныN равно
N(1− (1− p)2).

5 Работа алгоритма A2
в различных предположениях
о вредоносном коде

Рассмотрим наихудший случай, когда в резуль-
тате решения МВ очередной задачи получается
числовой вектор, а ВК осуществляет одинаковую
замену некоторого значения в этом векторе на
фиксированное неизвестное значение γ. Пусть все
остальные предположения, рассмотренные ранее,
остаются в силе. В этом случае алгоритмA2 переста-
ет работать. В самом деле, рассмотрим различные
сочетания результатов применения алгоритма A2.

Если получены все три одинаковых результа-
та решения одной задачи тремя МВ, то все три
из них могут оказаться одинаково испорченными
с вероятностью (1−p)3. Два одинаковых результата
и один отличный от них создают неопределенность:
либо два ложных решения, либо одно ложное. Три
различных результата в указанных условиях воз-
никнуть не могут.

В то же время наличие базы правильно решен-
ных задач позволяет найти неизвестное значение γ.
Для этого надо запустить несколько ранее правиль-
но решенных задач и дождаться нескольких раз-
личий правильных и неправильных ответов. Тогда
значение γ восстанавливается однозначно.
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При известном значении γ сочетания ответов по
алгоритму A2 по новой, ранее не решенной задаче
оцениваются по-другому.

Если получены все три одинаковых ответа без
значения γ в них, то полученное решение — пра-
вильное. Если получены два ответа без значения γ
в них и один ответ со значением γ в нем, то два
одинаковых ответа определяют истинное решение.
Если получены два ответа со значением γ в них
и один ответ без значения γ, то этот один ответ
определяет истинное решение. Если все три ответа
со значением γ одинаковые, то получаем отказ, так
как как все три могут быть получены с помощью ВК.
Вероятность такого события равна

P0(3) = (1− p)3

(
m
3

)

(
M
3

) .

В этом случае необходимо повторять решение этой
же задачи до тех пор, пока на появится ответ без зна-
чения γ. Поскольку вероятность ошибки известна,
то, аппроксимируя повторные испытания геомет-
рическим распределением, придется принять ре-
шение с присутствием значения γ с заданной веро-
ятностью ошибки.

Пусть ВК может использовать несколько зна-
чений • = {γ2, γ2, . . . , γk} для нарушения пра-
вильности ответа. Тогда, используя базу дан-
ных правильных решений различных задач, можно
восстановить •. При этом все три решения с по-
мощью алгоритма A2, не содержащие элементов •,
определяют правильное решение текущей задачи.

Если одно решение не содержит элементов •,
а два содержат, то истинным считается решение без
элементов •. Если два одинаковых решения не со-
держат элементов•, то это истинное решение. Если
все три содержат элементы •, то это отказ и надо
повторять процедуру алгоритма A2. Если при по-
вторах возникают другие элементы •, то их можно
сразу отсеять. Постоянно повторяющееся значе-
ние элемента из • определяет истинное решение
с заданной вероятностью ошибки.

6 Заключение

В работе рассмотрены все варианты решения
задачи преодоления ошибки вычисления, поро-
жденного ВК, в сетецентрической архитектуре вы-
числительной системы. Построены два класса
алгоритмов решения задачи поиска сбоя и ВК в та-
кой архитектуре. В отличие от алгоритма A1, алго-
ритмA2 предоставляет больше примеров однознач-

ного выявления истинного решения каждой теку-
щей задачи. В тех случаях когда истинное решение
определяется с ненулевой вероятностью ошибки,
рассчитаны все необходимые вероятности.

Построен пример архитектуры, позволяющей
обеспечивать безопасные решения задач в услови-
ях наличия небезопасных компонентов в вычисли-
тельной системе.
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Abstract: The paper discusses a network-centric microservice architecture system in which all microservice
computers are the same for simplicity. Each microservice computer may fail or receive malicious code. The
maximum negative impact on the microservice computer is a calculation error and providing the consumer with
the wrong result. The tasks of detecting failed microservice computers and detecting microservice computers with
malicious code are considered. In solving the set tasks, elements of training are used. Correctly solved problems
(conditions, source data, and correct answers) are accumulated in the memory of the control system. This means
that one can restart any task with an already known correct result. At the same time, the article uses the ideas and
results of the present authors to ensure information security while using metadata. Depending on the assumptions
about the possible actions of malicious code, two classes of secure computing algorithms are built in the context of
its possible impact on intermediate results in the flow of solved problems. The second class of algorithms works in
the assumption that malicious code can correctly calculate the solution to the current problem with probability p
and introduce distortion into the result with probability 1− p. The authors consider three types of distortions that
malicious code can introduce and which allow one to either find the true solution accurately or with low probability
of error.
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ЛОГИЧЕСКАЯ РЕЛЯЦИОННАЯ МОДЕЛЬ СТРУКТУР ДАННЫХ

ДЛЯ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ В ПРЕДМЕТНОЙ ОБЛАСТИ

УПРАВЛЕНИЯ ЗЕМЛЕПОЛЬЗОВАНИЕМ∗

Д. О. Брюхов1, С. А. Ступников2

Аннотация: Статья относится к теоретическим основам агроинформатики, а более конкретно — к области
разработки методов и средств автоматизации управления землепользованием. Предлагается логическая
модель структур данных для решения задач в упомянутой предметной области. В виде набора отношений
реляционной модели данных и связей между ними формализованы: реестр агроэкологических групп
и видов земель, упорядочивающий разнообразие их геоморфологических, почвенных и агрохимиче-
ских условий; реестр сортов сельскохозяйственных культур и регистр агротехнологий как комплексов
технологических операций по управлению продукционными процессами сельскохозяйственных культур.
Применение логической модели демонстрируется на примерах нескольких обобщенных задач управления
землепользованием. Решение каждой из задач реализовано в виде декларативного выражения (запро-
са) над логической моделью. Модель реализована в реляционной системе управления базами данных
(СУБД).

Ключевые слова: реляционная логическая модель; управление землепользованием; решение задач

DOI: 10.14357/19922264220414

1 Введение

Разработка методов и средств автоматизации
управления землепользованием — это важное на-
правление современной агроинформатики. В част-
ности, одной из насущных оптимизационных задач
стала задача планирования севооборота (на каких
участках поля и в какой последовательности сле-
дует выращивать сельскохозяйственные культуры).
Для автоматизации решения этой задачи в мире ак-
тивно разрабатываются информационные методы
и системы поддержки умного землепользования [1].

В качестве входных данных для проектирования
севооборотов используются характеристики сортов
культур, климатические данные, данные о доступ-
ной технике, данные о полях (включая размеры,
форму, характеристики почвы) [2, 3]. В частности,
подход, разрабатываемый в Почвенном институ-
те им. В. В. Докучаева, опирается на методоло-
гию комплексной оценки сельскохозяйственных
земель [4, 5] и предполагает использование данных,
накопленных в реестре агроэкологических групп
и видов земель (упорядочивающем разнообразие
их геоморфологических, почвенных и агрохимиче-
ских условий), реестре сортов сельскохозяйствен-
ных культур (содержащем характеристики урожай-
ности, качества и устойчивости сортов к различным

факторам) и регистре базовых агротехнологий (как
комплексов технологических операций по управле-
нию продукционными процессами сельскохозяй-
ственных культур).

Данная статья посвящена теоретическому
обоснованию подхода с точки зрения структур дан-
ных.

Предлагается логическая реляционная модель
для решения задач в области управления земле-
пользованием, формализующая упомянутые выше
реестры в виде набора отношений реляционной
модели данных и связей между ними. Применение
логической модели демонстрируется на примерах
нескольких обобщенных задач управления земле-
пользованием. Решение каждой из задач реализо-
вано в виде декларативного выражения (запроса)
над логической моделью (в тексте статьи приведен
один запрос).

Модель реализована в СУБД PostgreSQL, а соот-
ветствующая база данных рассматривается как со-
ставная часть системы «Умное землепользование»,
реализуемой в рамках проекта «Актуальные науч-
ные задачи стратегии адаптации потенциала земле-
пользования России в условиях беспрецедентных
вызовов (экономический кризис, изменения кли-
мата, кризис глобальных тенденций природополь-
зования)» (далее — Проект).

∗Исследование выполнено при финансовой поддержке Российской Федерации (соглашение с Минобрнауки России № 075-15-
2020-805 от 02 октября 2020 г.).

1Федеральный исследовательский центр «Информатика и управление» Российской академии наук, dbriukhov@ipiran.ru
2Федеральный исследовательский центр «Информатика и управление» Российской академии наук, sstupnikov@ipiran.ru
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2 Логическая реляционная
модель для реестров
агроэкологических групп
земель, сортов, агротехнологий

2.1 Логическая модель реестра
агроэкологических групп
и видов земель

Реестр агроэкологических групп и видов зе-
мель упорядочивает разнообразие их геолого-
геоморфологических, гидрогеоморфологических,
почвенных и агрохимических условий.

На рис. 1 представлен фрагмент логической
модели реестра агроэкологических групп и видов
земель, содержащий структуры данных о группах
земель (отношение AE GROUP) и видах земель
(отношение AE TYPE), представленных в конкрет-
ных провинциях (отношение PROVINCE) природ-
ных зон (отношение ZONE). Модель также содер-

жит связи провинций с конкретными администра-
тивными областями и районами и структуру ха-
рактеристик почв каждого вида земель (отношение
AE TYPE PROPERTY).

2.2 Логическая модель реестра сортов
культур

На рис. 2 представлен фрагмент логической
модели реестра сортов, содержащий структуру
основных данных о сортах культур (отношение
CROP CULTIVAR), включающую название куль-
туры (crop name) и сорта (crop cultvar), год райони-
рования (zoning year), разновидность (variety) и на-
значение использования сорта (usage). Отношение
CROP CULTIVAR PROPERTY позволяет связы-
вать с сортом различные дополнительные свойства
(indicator), такие как длительность периода веге-
тации, морозоустойчивость и зимостойкость, засу-
хоустойчивость, требования к условиям возделыва-
ния и др., и указывать их значения (value).

Рис. 1 Фрагмент модели реестра агроэкологических групп и видов земель

Рис. 2 Фрагмент модели реестра сортов культур
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2.3 Логическая модель регистра базовых
агротехнологий

Современные агротехнологии представляют со-
бой комплексы технологических операций по
управлению продукционными процессами сель-
скохозяйственных культур в агроценозах с целью
достижения планируемой урожайности и качества
продукции при обеспечении экологической безо-
пасности и экономической эффективности [6].

На рис. 3 представлен фрагмент логической
модели регистра агоротехнологий, содержащий
структуру общих данных об агротехнологии (от-
ношение AGROTECHNOLOGY), применяемые ре-
сурсы интенсификации производства — удобре-
ния и химические средства защиты растений
(отношение TECHNOLOGY INTENSIFICATION
RESOURCES), список процессов и опера-
ций агротехнологии (отношение TECHNOLOGY
OPERATIONS). Структура общих данных включа-
ет название выращиваемой культуры (crop name)
в провинции (province name) зоны (zone name),

применяемый уровень технологии (technology
level), список подходящих агроэкологических ви-
дов земель, список рекомендуемых сортов, показа-
тели качества, гарантированную урожайность и др.
Структура данных об операциях включает техноло-
гические параметры (technology parameters), сроки
(time), используемую технику (equipment).

2.4 Логическая модель структуры
хозяйственно-экономических
параметров

В отдельную схему модели выделены структуры
хозяйственно-экономических параметров исполь-
зования агроэкологических видов земель.

На рис. 4 представлен фрагмент модели хо-
зяйственно-экономических параметров. Отно-
шение SOIL TYPE TECHNOLOGY содержит дан-
ные об урожайности (harvest) и себестоимости за
тонну (cost) выращивания культур в зависимости
от провинции, агроэкологического вида земли,

Рис. 3 Фрагмент модели регистра базовых агротехнологий

Рис. 4 Фрагмент модели хозяйственно-экономических параметров
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уровня интенсивности технологий. Отношение
PROVINCE TECHNOLOGY CROP содержит дан-
ные о подходящих сортах (crop cultvars) для выра-
щивания на землях конкретных агроэкологических
видов и в зависимости от уровня технологий. От-
ношение TECHNOLOGY LEVEL представляет со-
бой словарь существующих уровней интенсивности
технологий (экстенсивный, нормальный, интен-
сивный, точный) [6].

2.5 Логическая модель данных
о конкретных участках

При планировании землепользования в кон-
кретном хозяйстве одним из этапов является разде-
ление территории на участки с выделением их агро-
экологических групп и видов земель. Эти данные
выделяются в отдельное отношение FIELD AE
TYPE (рис. 5), содержащее название конкретно-
го хозяйства (agrostation name), список его по-
лей/участков (field name), агроэкологический вид
земель каждого участка (ae type) и площадь каждо-
го участка (area).

Рассмотренная логическая модель базы данных
реестров была реализована в СУБД PostgreSQL.
В рамках Проекта были собраны и загружены в базу
данные о группах и видах земель для Среднерус-
ской провинции южно-таежно-лесной зоны, дан-
ные о сортах зерновых и зернобобовых культур
и данные о базовых агротехнологиях возделывания
этих культур для Центрального региона Нечерно-
земной зоны.

Рис. 5 Фрагмент модели данных о конкретных участках

Полная реализация модели в SQL (structured
query language), данные, использовавшиеся для экс-
периментов, и скрипты их загрузки в базу данных
выложены в репозитории github1.

3 Применение логической
модели на примерах
обобщенных задач управления
землепользованием

Ниже приведены некоторые варианты задач,
возникающих при планировании землепользова-
ния и решаемых с использованием данных из ре-
естров.

1. Для поля, состоящего из n участков с видами
земель aet1, . . . , aetn, определить минимальный
уровень интенсивности технологий, при кото-
ром культура crop даст среднюю урожайность
по полю не менее yield.

2. Для участка площадью S с видом земли aet
определить максимальную по интенсивности
технологию для культуры crop, при которой се-
бестоимость производства не превышает cost.

3. Для участка с видом земли aet определить
технологию, обеспечивающую максимальную
рентабельность выращивания культуры crop.

4. Для участка с видом земли aet определить тех-
нологию, обеспечивающую максимальный по
объему урожай культуры crop.

Реализация решения подобных задач осуще-
ствляется с помощью декларативных реляционных
запросов над базой данных реестров, реализующей
логическую модель из разд. 3. Ввиду ограниченного
объема статьи рассмотрим только запрос, реализу-
ющий пример задачи 22.

Для примера задачи 2 был выбран участок 1
площадью 0,792 га в хозяйстве Козлово, находя-
щемся в среднерусской провинции южно-таежно-
лесной зоны (табл. 1). В качестве культуры выбрана
озимая рожь, при этом ограничение на себестои-
мость выращивания составляет 20 000 руб.

Таблица 1 Данные об участке

Хозяйство Участок Вид земель Площадь, га
Козлово 1 1.1. Дерново-подзолистые средне- и легкосуглинистые культурные 0,792

1https://github.com/sstupnikov/Smart-Landuse.
2Запросы, реализующие примеры для всех четырех задач, выложены в файле https://github.com/sstupnikov/Smart-

Landuse/blob/main/db queries ed.txt.
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Таблица 2 Результат запроса

Хозяйство Участок Культура
Уровень

технологий
Себестоимость
за гектар, руб.

Площадь, га
Общая

себестоимость, руб.
Козлово 1 Озимая рожь Нормальный 24 990 0,792 19 792,08

Реляционный запрос на языке SQL, ре-
ализующий задачу, основан на соединении
трех отношений: FIELD AE TYPE, SOIL TYPE
TECHNOLOGY и TECHNOLOGY LEVEL (см.
разд. 3). Запрос выглядит следующим образом:

select

d.agrostation_name

, d.field_name

, st.crop_name

, st.technology_level

, st.harvest*st.cost cost_per_ha

, d.area

, st.harvest*st.cost*d.area cost_for_field

from

economic_parameters."SOIL_TYPE_TECHNOLOGY" st

, data."FIELD_AE_TYPE" d

, economic_parameters."TECHNOLOGY_LEVEL" tl

where

st.zone_name = d.zone_name

and st.province_name = d.province_name

and st.ae_type = d.ae_type

and st.technology_level = tl .technology_level

and d.agrostation_name = £ëÏÚÌÏ×Ï£

and d.field_name = £1£

and st.crop_name = £ïÚÉÍÁÑ ÒÏÖØ£

and st.harvest*st.cost*d.area < 20000

order by

tl.index desc

limit 1

Себестоимость вычисляется как произведение
урожайности (harvest), себестоимости за тонну
(cost) и площади (area). Максимальный уровень
интенсивности выбирается при помощи упорядо-
чения (order by) индекса уровня технологии (index)
по убыванию (desc) и выбора первого результата
(limit 1).

В табл. 2 представлен результат этого запроса,
содержащий данные об удовлетворяющей заданно-
му бюджету себестоимости выращивания на участ-
ке озимой ржи для максимального уровня техноло-
гии.

4 Заключение

Направление разработки методов и средств ав-
томатизации управления землепользованием — од-
но из важнейших в современной агроинформатике.
В работе рассмотрена логическая модель структур
данных, формализующая данные об агроэкологи-
ческих группах земель, сортах и агротехнологиях.
Показано, что эта модель может служить основой
для решения задач планирования землепользова-
ния.

Направление дальнейшей работы — встраива-
ние реализованной базы данных в систему «Умное
землепользование» и реализация полного набора
задач планирования землепользования в виде реля-
ционных запросов.
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1 Введение

Мировой и отечественный опыт — как положи-
тельный, так и отрицательный — говорит о том,
что проблема информационного взаимодействия
должна решаться путем создания, внедрения и под-
держания ЕМД в рамках основных разделов пред-
метных областей и в перспективе в рамках всей
предметной области информационного взаимодей-
ствия в национальном масштабе [1]. Когда речь
идет о национальном масштабе, основную роль
в этом процессе должно играть государство, так
как оно заинтересовано в повышении эффектив-
ности создания, сбора и использования государ-

ственных данных как для предоставления государ-
ственных и муниципальных услуг и осуществления
государственных и муниципальных функций, так
и для обеспечения потребности физических и юри-
дических лиц в доступе к информации [2].

Так, с 2006 г. развивается National Information Ex-
change Model (NIEM) в США [3], в 2019 г. положено
начало созданию Национальной системы управле-
ния данными (НСУД) РФ [2], в 2020 г. Еврокомис-
сия представила “A European strategy for data” [4].

Текущая версия NIEM 5.0 включает 15 доме-
нов, более 11 000 взаимосвязанных информацион-
ных объектов (сущностей), для описания которых
используются свыше 22 000 атрибутов, и объединя-
ет более 70 информационно-лингвистических сис-
тем (словарей терминов, классификаторов, рубри-
каторов и т. п.) различных ведомств. Однако модель
пока не охватывает все разделы национальных дан-
ных, далеко не все ведомства ее используют.

По проекту НСУД осуществлена разработка
и введение в опытную эксплуатацию информаци-

онно-технологических компонентов НСУД, вклю-
чая систему защиты информации, необходимых для
проведения эксперимента по интеграции крупней-
ших информационных систем на уровне метадан-
ных (Росреестр, Федеральное казначейство, Фе-
деральная налоговая служба, Пенсионный фонд
России и др.). Эксперимент выявил существенные
пробелы в нормативно-правовой базе.

Европейская стратегия представляет собой
часть инициативы по цифровой трансформации
Европы и находится на начальной стадии, опре-
делены 10 основных доменов, выделено финан-
сирование (6 млрд евро на три года) и принят
«Скользящий план стандартизации информацион-
но-коммуникационных технологий 2020» [5].

Помимо этих проектов можно рассмотреть до-
статочное число промежуточных паллиативных
решений по создании систем межведомствен-
ного взаимодействия в России — это Систе-
ма межведомственного электронного взаимодей-
ствия (СМЭВ) [6], Система межведомственного
электронного документооборота федеральных ор-
ганов исполнительной власти (МЭДО) [7], кото-
рые входят в инфраструктуру электронного пра-
вительства «Безопасный город» [8], и, конечно,
Система распределенных ситуационных центров,
взаимодействующих по единому регламенту [9].
Как очень верно утверждается в [2]: «Одна из
основных задач НСУД — установление правил со-
здания модели государственных данных, основанной
на принципах постоянного развития, постепенно-
го наполнения, консистентности и непротиворе-
чивости, включая разработку описаний, взаимо-
связей сущностей и форматов, и, по сути, является
онтологией. . .» Такая постановка проблемы у нас
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впервые появляется в официальном нормативно-
правовом документе. На основе такого онтологиче-
ского подхода в статье исследуется проблема поиска
эффективных и оптимальных путей формирования
моделей государственных данных, тем более что та-
кое исследование все еще актуально в силу того,
что отечественные разработки находятся в началь-
ной стадии. Также далее рассматриваются сценарии
интеграции ведомственных систем.

2 Единая модель
государственных данных

Информационную модель данных некоторой
предметной области можно трактовать как онто-

логию. Онтология описывается совокупностью ба-
зовых объектов, классов (концептов), атрибутов,
отношений и правил.

Рассматривая обобщенную онтологию всего
спектра данных, потенциально охватывающих все
виды национального межведомственного инфор-
мационного взаимодействия (МВИВ), можно опре-
делить так называемую верхнюю онтологию, кото-
рая охватывает все доменные онтологии различных
предметных областей народного хозяйства.

Из необходимости интеграции разнородных баз
данных возникла задача отображения онтологий,
разработанных независимо друг от друга и име-
ющих, таким образом, свое собственное представ-
ление базовых объектов. Отображение двух онтоло-
гий означает, что для каждого понятия, отношения
или объекта одной онтологии подыскиваются со-
ответствующие элементы в другой онтологии [10].
Эта проблема стала важнейшей задачей в области
искусственного интеллекта.

Основные свойства единой модели государ-
ственных данных (ЕМГД):

– ЕМГД должна формироваться в виде онтоло-
гии, характеризующейся совокупностью базо-
вых объектов (сущностей), классов, атрибутов
и отношений;

– ЕМГД должна быть функционально ориенти-
рованной на реализацию законодательно за-
крепленных государственных функций и услуг,
а также обеспечивать информационную под-
держку процессов управления на всех уровнях;

– ЕМГД должна быть независимой от поставщи-
ков операционных систем, носителей инфор-
мации и приложений, что может быть достиг-
нуто путем применения языков описания XML
или JSON;

– ЕМГД должна быть оснащена методическими,
технологическими и организационными сред-

ствами поддержания ее в актуальном состо-
янии.

Единая модель данных должна иметь доменную
структуру, отражающую все разделы предметной
области ЕМГД.

Организационно, по мнению автора, централь-
ный орган ЕМГД должен быть государственным
и вневедомственным. Для организации коллектив-
ной работы, поддержания методологической базы
и обучения экспертов, разработчиков и потребите-
лей необходимо создать информационный портал
ЕМГД. С технологической точки зрения необходи-
мо обеспечить оптимальные по соотношению «це-
на–качество» сценарии создания и ведения ЕМГД,
к обоснованию которых и переходим.

3 Математическая модель
процесса формирования
единой модели
государственных данных

Отображение онтологий в процессе интеграции
различных информационных систем может прохо-
дить по разным сценариям. Однако у всех сцена-
риев есть одна общая черта: по мере построения
отображений онтологий происходит формирова-
ние ядра интеграционной модели данных, реализу-
ющей интегральную онтологию данных. Способы
развития этого ядра в процессе межведомственной
интеграции и определяют ее основные сценарии.
Для того чтобы оценить эффективность процесса
формирования ЕМГД, необходимо оценить ориен-
тировочную стоимость интеграции автоматизиро-
ванной информационной системы (АИС) при раз-
личных сценариях в рамках формирования ЕМГД.

Означим Ÿ× — верхнюю, т. е. гипотетическую
всеохватывающую онтологию ЕМГД, ŸÉ — теку-
щую онтологию ядра интеграционной модели дан-
ных ЕМГД, ŸÓ — онтологию интегрируемой АИС.
Сценарии развертывания во времени процесса фор-
мирования ЕМГД в виде онтологии подразделяются
в зависимости от способов пополнения интеграль-
ного ядра и получаемого соотношения объемов ав-
томатического и автоматизированного взаимодей-
ствия между АИС (рис. 1).

Выделим четыре сценария формирования
ЕМГД: первые два связаны со способами формиро-
вания первоначального и окончательного интегра-
ционного ядра; третий и четвертый — с доменным
подходом.

Сценарий I. Осуществляется начальное формиро-
вание небольшой онтологии интеграционного
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Рис. 1 Сценарии формирования ЕМД:ŸÉ — интегральная онтология МВИВ; ŸÓ — онтология интегрируемой АИС;
Ÿ∗
Ó — онтология первоначального пула интегрируемой АИС; Ÿi

Ó — онтология i-го домена интегрируемой АИС; 1 —
пополнение интегральной онтологии МВИВ; 2 — автоматическое взаимодействие АИС; 3 — взаимодействие АИС
с помощью адаптеров

ядра ЕМГД, содержащей часто встречающи-
еся в ŸÓ базовые сущности. Интеграция АИС
осуществляется с учетом существования этого
ядра, но без его изменения. Автоматическое
взаимодействие АИС осуществляется только
в рамках онтологии интеграционного ядра от-
носительно небольшого размера. Остальные
взаимодействия происходят с помощью адап-
теров. Пример такой интеграции — СМЭВ,
портал госуслуг.

Сценарий II. Осуществляется начальное формиро-
вание онтологии интеграционного ядра ЕМГД
на основе представительной выборки онтоло-
гий из всего состава АИС (первоначального
пула), представляющей собой совокупность ба-
зовых элементов вŸ×. Интеграция АИС осуще-
ствляется с учетом существования этого ядра,
но без его изменения. Автоматическое и ада-
птерное взаимодействие аналогично первому
сценарию, но на существенно большем ядре.
Примеры — GJXDM (Global Justice XML Da-
ta Model — Глобальная XML-модель данных
правоохранительной сферы на базе веб-техно-
логий, первая версия NIEM).

Сценарий III. Формирование ядра ЕМГД осуще-
ствляется по мере интеграции АИС путем по-
следовательного присоединения онтологий ŸÓ

кŸÉ без создания начального интеграционного
ядра. Все взаимодействия интегрированных
АИС — автоматизированные. Такой сценарий
реализуется при формировании доменов NIEM
и в НСУД (в части формирования метаданных).

Сценарий IV. Формирование ядра ЕМГД осуще-
ствляется по третьему сценарию, но интегри-
руются не отдельные АИС, а целые домены
предметной области, которые, в свою очередь,
формируются также по третьему сценарию из
АИС каждого домена. Этот сценарий реализо-
ван в NIEM.

Так как построение отображений онтологий
в процессе их интеграции происходит поэлемент-
но, затраты на интеграцию базового набора объек-
тов онтологии пропорциональны их числу. Введем
понятие µ — «мощности» онтологии, которую по-
ложим равной числу содержащихся в ней базовых
элементов, и обозначим µ× = Ÿ×, µÉ = ŸÉ и µÓ =
= ŸÓ.

Мощность верхней онтологии составляет более
десятка тысяч базовых элементов, поэтому для мо-
делирования процессов интеграции вполне приме-
нимы вероятностные методы. Процесс интеграции
представим следующим образом. В общем случае
онтология ŸÓ интегрируемой АИС содержит часть
объектов онтологии ядра, для которых нет надоб-
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ности поиска соответствий, и часть объектов верх-
ней онтологии, не входящих в ŸÉ. Если пред-
положить, что состав ŸÓ случаен, математическое
ожидание числа объектов ŸÓ, не принадлежа-
щих ŸÉ, составляет µÓ(µ× − µÉ)/µ×.

В [11] осуществлен анализ соотношения этих
характеристик и показано, что среди первых трех
сценариев наилучшим оказался третий. Теперь
включим в рассмотрение четвертый сценарий.
Итак, по первому и второму сценарию для под-
ключения N АИС затраты пропорциональны мощ-
ности пополнения ядра и составляют [11]:

C1 = µÉ1 +NµÓ
µ× − µÉ1

µ×
;

C2 = µÉ2 +NµÓ
µ× − µÉ2

µ×
.

Соотношение затрат по четырем сценариям
представлено на рис. 2. При N = µ×/µÓ имеем
C1 = C2 и с ростом N C1 превышает C2.

Для третьего сценария затраты для N АИС со-
ставляют [11]:

C3 = µ×

(
1−

(
1− µÓ

µ×

)N−1
)
,

т. е.C3 стремится в геометрической прогрессии к µ×
и при достаточно большом N µ× − C3 < 1, что
означает ŸÉ = Ÿ× в силу дискретности процесса.

Оценим границу G3 значения N , при котором
µ× − C3 < 1. Имеем

µ× − C3 = µ× − µ×

(
1−

(
1− µÓ

µ×

)N−1
)
< 1 .

Отсюда следует, что верхняя онтология достигается
при

N >
lnµ×

ln(µ×/(µ× − µÓ))
= G3 .

Покажем, что четвертый сценарий более опти-
мален, чем третий. Для четвертого сценария общие
затраты суть сумма затрат на создание и присоеди-
нение к ядру ЕМГД отдельных доменов. Пусть Ni,
i = 1, . . . , R, — число АИС в i-м домене мощностью
µi
×, R — число доменов. Тогда

C4 =

R∑

i=1

fi(N) ,

где

f1(N) =






0, N ≤
i∑

1

Nj−1 , N0 = 0 ;

µi
×

(
1−

(
1− µÓ

µi
×

)N−
∑ i
2 Nj−1−1

)
,

N >

i∑

1

Nj−1 .

Рис. 2 Соотношение затрат по четырем сценариям ин-
теграции

По четвертому сценарию затраты на формирова-
ние доменных онтологий уменьшаются по сравне-
нию с третьим сценарием из-за большей скорости
пополнения ядра доменов на начальных стадиях.

Оценим границу G4 значения N , при котором
µ×−C4 < 1. Для упрощения вычислений предполо-
жим, чтоµi

× одинаковы для всех доменов и равныµd
×,

при этом µd
× = µ×/R. Имеем для каждого домена

µd
× − µd

×

(
1−

(
1− µÓ

µd
×

)N−1
)
< 1 .

Отсюда

N > R
ln(µ×/R)

ln(µ×/(µ× −RµÓ))
= G4 .

Обозначим

G(x) = x
ln(µ×/x)

ln(µ×/(µ× − xµÓ))
, x >

µ×
µÓ

.

Очевидно, G(1) = G3, G(R) = G4. Можно по-
казать, что на интервале 1 < x < µ×/µÓ функция
G(x) имеет отрицательную производную и, значит,
монотонно убывает (рис. 3) (опускаем вычисления
производной в силу их громоздкости). Следова-
тельно, G(1) = G3 > G(R) = G4. Это означа-
ет, что по четвертому сценарию, предполагающему
подоменную интеграцию ЕМГД, верхняя онтоло-
гия ЕМГД достигается существенно быстрее, чем
по третьему сценарию.

Самым плохим вариантом по суммарным и по-
стоянно растущим затратам является первый сцена-
рий. Во втором сценарии затраты также постоянно
растут, но медленнее. Третий сценарий обеспечи-
вает меньшие суммарные затраты, которые к тому
же после интеграции определенного числа АИС
вообще не растут, так как не требуют дополнитель-
ных расходов. Четвертый сценарий дает такой же
результат, однако существенно улучшает скорость
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Рис. 3 Семейство функций G(x): 1 — µÓ = 50; 2 — 75;
3 — 100; 4 — 150; 5 — µÓ = 200

и качество интеграции и уменьшает организаци-
онные затраты, так как не требует концентрации
универсальных экспертов всей верхней онтологии
ЕМГД. Это показывает, что, насколько бы ни бы-
ла малозатратной разработка отдельного адаптера,
с ростом числа подключаемых систем расходы на
это превысят расходы на создание единой модели
верхней онтологии (ЕМГД).

Следует заметить, что оценка затрат проведена
лишь с учетом отображения онтологий без учета
расходов на создание и поддержание ЕМГД. Сю-
да входят расходы на создание организационной
системы ЕМГД, проведение научно-исследователь-
ских и опытно-конструкторских работ (НИОКР)
по формированию структуры и правил создания
единой XML-модели. Однако это не влияет на кор-
ректность сделанных выводов, так как эти расходы
не зависят от числа подключаемых систем.

4 Оптимальный сценарий
интеграции ведомственной
системы

Рассмотрим гипотетическую ведомственную
распределенную систему управления (ВРСУ) со
своей информационной моделью данных. Ре-
гламент информационного взаимодействия (РИВ)
в ВРСУ можно рассматривать как правовой акт
и сопутствующие соглашения, позволяющие осу-
ществлять информационное, в том числе меж-
ведомственное, взаимодействие, обеспечивающее
функциональные потребности ВРСУ для реализа-
ции своих функций и услуг. Если предположить, что
будет взят курс на создание ЕМГД в полном объ-
еме и в национальном масштабе, то каковы могут
быть пути адаптации РИВ в этом процессе? Не-
сомненно, магистральным направлением развития

станет создание ЕМД ВРСУ, совместимой с нацио-
нальной системой ЕМГД. Рассмотрим возможные
варианты такого развития.

1. Участие в создании ЕМГД:

(a) создание и ведение ЕМГД — интегрального
ядра — и присоединение доменов;

(б) создание первоначального центрального
ядра на основе созданного первоначального
домена.

2. Присоединение к ЕМГД:

(a) интеграция в ЕМГД путем создания адапте-
ров;

(б) использование ЕМГД для создания и веде-
ния его подмножества — ЕМД для ВРСУ.

Рассмотрим перечисленные варианты.
Вариант 1а. Полномасштабное создание и веде-

ние ЕМГД предполагает:

– разработку методологии, структуры и правил
формирования XML-модели государственных
данных;

– разработку программного инструментария по
созданию, ведению, модернизации элементов
XML-модели государственных данных;

– тестирование этих элементов на одном из доме-
нов предметной области (по аналогии с NIEM,
где первоначально была отработана GJXDM;

– создание и ведение общедоступного портала
для привлечения к обсуждению, тестирова-
нию, обучению широкого круга экспертов всех
предметных областей ЕМГД, а также инстру-
ментария для формирования подмоделей для
начала работы в доменах;

– организацию сети доменов с определением со-
става экспертных центров в доменах;

– создание технологий и интеграцию моделей до-
менов в общую XML-модель государственных
данных.

Вариант 1б. Создание первоначального цент-
рального ядра на основе созданного домена пред-
полагает:

– проведение НИОКР по формированию мето-
дологии, структуры и правил формирования
и развития единой XML-модели;

– создание на этой основе первоначального до-
мена;

– первоначальное наполнение ядра ЕМГД на
основе общей части созданного домена;

– передачу наработанных технологий в централь-
ный орган ЕМГД для внедрения.

ИНФОРМАТИКА И ЕЁ ПРИМЕНЕНИЯ том 16 выпуск 4 2022 103



А. П. Сучков

Сравнительная экспертная оценка вариантов развития РИВ ВРСУ

Варианты развития РИВ ВРСУ p1 p2 p3 P

1 Участие в создании ЕМГД:
(а) создание и ведение ЕМГД — интегрального ядра и присоединение доменов 2 4 4 7
(б) создание первоначального центрального ядра на основе созданного домена 1 3 2 6
2 Присоединение к ЕМГД:

(а) интеграция в ЕМГД путем создания адаптеров 3 1 1 8
(б) использование ЕМГД для создания и ведения подмножества ЕМГД для ВРСУ 4 2 2 9

Вариант 2а. Интеграция в ЕМГД путем созда-
ния адаптеров — это первый этап, позволяющий
подстроиться к изменяющейся структуре данных,
поступающих извне от центрального звена ВРСУ.
Такие процессы, по всей видимости, апробированы
и отлажены в настоящее время, так как это осно-
ва существующей технологии запроса и получения
данных из внешних источников, однако существен-
но увеличивается период реализации.

Вариант 2б. Преобразование информационной
модели данных ВРСУ в форматы ЕМГД связано
с формированием подмножества ЕМГД для це-
лей функционирования ВРСУ и ее центрального
звена. Как уже упоминалось, один из необходи-
мых инструментариев ЕМГД — формирование под-
множеств общей XML-модели по различным сре-
зам предметной области, т. е. формирование ЕМД
ВРСУ. После формирования ЕМД ВРСУ необ-
ходимо провести корректировку структур данных
информационных систем центрального звена и вза-
имодействующих систем всех уровней.

Для обоснования оптимального сценария раз-
вития РИВ в ЕМД ВРСУ необходимо провести
сравнительный анализ всех выбранных вариантов.
Для сравнения этих вариантов определим показа-
тели, способы их оценки и критерии для анализа.

Первый показатель (p1) — сравнительное время,
необходимое для реализации варианта (от 1 до 4):
p1 → min. Второй показатель (p2) — сравнитель-
ные затраты на реализацию (от 1 до 4): p2 → min.
Третий показатель (p3) — качество реализации госу-
дарственных функций и услуг (от 1 до 4): p3 → max.
Интегральный показатель P = p1 + p2 + (5− p3)→
→ min.

В таблице приведены экспертные оценки пока-
зателей на основе изложенных выше соображений.
Оценки показателей осуществлялись следующим
образом: для каждого показателя варианты ранжи-
ровались по возрастанию и затем им присваивались
порядковые номера от 1 до 4. Возможны и другие
способы оценки интегрального показателя, напри-
мер с установлением весов частных показателей.
В соответствии с выбранной методологией оценки
оптимальным путем развития РИВ оказался вари-
ант 1б — создание и включение в РИВ первоначаль-

ного центрального ядра ЕМГД на основе созданно-
го домена (см. таблицу). Конечно, эти оценки
относительны и зависят еще от многих факторов
и обстоятельств, не исключая даже амбициозность
ставящихся руководством ведомства задач. Не-
сомненно, данный вариант позволяет ведомству
наиболее быстро подключиться и даже возглавить
процессы решения проблемы информационного
взаимодействия, включая межведомственное в це-
лом.

Дальнейший ход этой деятельности, по мнению
автора, должен осуществляться в рамках создан-
ной отдельной организационной системы ЕМГД
федерального уровня при активном участии и веду-
щей роли ведомства и обеспечения эволюции РИВ
в ЕМД ВРСУ.
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State standards and patents:
GOST 8.586.5-2005. 2007. Metodika vypolneniya izmereniy. Izmerenie raskhoda i kolichestva zhidkostey i gazov
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