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МНОГОМЕРНЫЕ БИНАРНЫЕ РЫНКИ И CC-VaR

Г. А. Агасандян1

Аннотация: Работа продолжает изучение проблем использования континуального критерия VaR (CC-VaR)
на финансовых рынках. Речь идет о некоторых технических проблемах, возникающих на многомерных
опционных рынках — рынках, порожденных несколькими стохастически связанными между собой
базовыми активами. Рассматривается многомерное расширение бинарных рынков — упрощенного
варианта рынков обычных опционов, таких как коллы и путы. В дискретном по инструментарию
варианте рынка они также служат простейшим усложнением сценарного рынка. В предположении,
что сценарными индикаторами на рынке в полной мере непосредственно не торгуют, предлагается
методика получения репликации из бинарных инструментов. Она основывается на теоремах паритета для
одномерного бинарного рынка и подробно излагается для двумерного. Приводятся конструкции базисов
из бинарных инструментов как однотипных, так и естественных смешанных с некоторым назначенным
центром рынка. Теоретические конструкции оптимальных портфелей в этих базисах иллюстрируются на
примере конкретного двумерного рынка.
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1 Введение
Проблемы применения на рынках опционов

введенного автором континуального критерия VaR
(CC-VaR) рассматриваются в ряде работ [1–5]. Этот
критерий служит средством, позволяющим инвес-
тору наиболее адекватно отражать свои рисковые
предпочтения. Для его полноценного использова-
ния необходимо также, чтобы на рынке были пред-
ставлены финансовые инструменты в большом раз-
нообразии. На сегодняшний день к таковым можно
отнести, пожалуй, лишь рынки опционов с одним
базовым активом и подробной линейкой страйков.
Для них теоретической моделью служит одномер-
ный δ-рынок [2–4].

Проблема с определением многомерного рынка
в контексте применения CC-VaR требует особого
подхода. Таких рынков пока нет, а механического
объединения нескольких рынков с разными базо-
выми активами явно недостаточно [6, 7]. Следует
вводить опционы на совокупности активов, причем
специальным образом. Как оказывается, именно
одномерный теоретический δ-рынок со своим спе-
цифическим характером без труда обобщается на
многомерный случай, а его приближенные версии
вполне могут быть реализованы.

В работе решаются проблемы технического ха-
рактера, которые более свойственны многомерным
рынкам, но их зародыши возникают на одномер-
ных. Суть в том, что, например, на (одномерных)

рынках традиционных опционов непосредственно
баттерфляями не торгуют, а торгуют коллами и пу-
тами, но для применения CC-VaR большее значе-
ние имеют именно баттерфляи, что следует учи-
тывать в многомерном случае. В работе проблема
решается для бинарного рынка — упрощенной мо-
дели рынка обычных опционов.

2 Теоретический ζ-рынок
и его свойства

Многомерный δ-рынок — это рынок, в основе
которого лежат n (> 1) базовых активов (n — раз-
мерность рынка). Как и ранее, рынок рассматри-
вается однопериодным, теоретическим и идеаль-
ным [4, 5]. Векторы цен базовых активов в конце
периода x = (x1, x2, . . . , xn), xl ∈ Xl ⊂ R, l ∈
∈ N = {1, . . . , n}, образуют n-мерное множество
X =

∏
l∈N Xl. Заданы две неотрицательные функ-

ции — прогнозная и стоимостная плотности, соот-
ветственно p(x) и c(x), x ∈ X, порождающие меры
P{·} и C{·}, первая из которых вероятностная.

Важно отметить, что на введенном n-мерном
рынке не торгуют инструментами иной размер-
ности. Даже если в описании конкретного инстру-
мента фигурируют лишь k (< n) базовых активов,
то непременно подразумевается, что в нем при-
сутствуют и остальные базовые активы в форме
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безрисковых единичных инструментов, хотя они
для удобства в записи инструментов могут опус-
каться. Их называем k-мерными версиями n-мерных
инструментов.

Платежная функция инструмента I обозначает-
ся π(x; I), |I| — его рыночная стоимость, рассчи-
танная по плотности c(x), а ‖I‖ — средний с точки
зрения инвестора доход, рассчитанный по плот-
ности p(x). Имеют место соотношения:

|I| =
∫

X

π(x; I)c(x) dx ; ‖I‖ =
∫

X

π(x; I)p(x) dx .

На рынке обращаются δ-инструменты D(s)
с (обобщенными) n-мерными δ-функциями отно-
сительно s в качестве платежных функций:

π(x;D(s)) = δ(x − s) ; |D(s)| = c(s) , s ∈ X .

Фактически D(s) — это произведение n од-
номерных δ-инструментов, а его платежная функ-
ция — произведение n одномерных δ-функций:

D(s) =
∏

l∈N

Dl (sl) ;

π(x;D(s)) =
∏

l∈N δ (xl − sl) .

}
(1)

Рыночный инструмент G с произвольной изме-
римой платежной функцией g(x) и его стоимость
представляются соответственно в виде:

G =

∫

X

g(s)D(s) ds;

|G| =
∫

X

g(s)|D(s)|ds =
∫

X

g(s)c(s) ds .

Так, рассматриваются инструменты H{M},
M ⊂ X, называемые индикаторами (множеств M ),
и, в частности, U =H{ sfX}, при этом

H{M} =
∫

M

D(s) ds ;

|H{M}| =
∫

M

c(s) ds ;

|U | = C{X} =
∫

X

c(s) ds =
1

r
,





(2)

где r имеет смысл безрискового дохода за пери-
од. Без ущерба для общности принимается r ≡ 1.
В таком случае функция c(x) приобретает свойства
плотности вероятности и ее можно интерпретиро-
вать как порождаемую рынком стоимостную плот-
ность. В противовес ей плотность вероятности p(x)
можно считать справедливой с точки зрения инвес-
тора ценой δ-инструмента.

Частным случаем (2) являются играющие в даль-
нейшем изложении важную роль многомерные би-
нарные опционы, которые вводятся по некоторой
аналогии с традиционными опционами колл и пут.

На одномерном рынке бинарным коллом U+s
и бинарным путом U−

s со страйком s называются
инструменты с платежными функциями соответ-
ственно

π
(
x;U+s

)
= χx≥s(x); π

(
x;U−

s

)
= χx<s(x),

x, s ∈ X ⊂ R , (3)

где χM (x), M ⊂ X, — характеристическая функция
(индикатор) множества M . Справедливы очевид-
ные соотношения, которые можно рассматривать
как теоремы паритета одномерного рынка:

U+s +U−
s = U ;

H{M} = U+a − U+b = U−
b − U−

a ,

}
(4)

где M = [a, b), a, b ∈ X.
Многомерным обобщением одномерных бинар-

ных опционов U+s и U−
s служат n-мерные инстру-

менты Zα;s векторного типа α и с векторным страй-
ком s ∈ R

n, называемые ζ-опционами и задаваемые
по аналогии с (1) соотношениями:

Zα;s =
∏

i∈N

Oiβi;si
;

π (x;Zα;s) =
∏

i∈N

π (xl;Olβl;sl
) , x ∈ R

n .





(5)

Здесь вводятся новые обозначения, которые час-
тично дублируют прежние, но более удобны для це-
лей алгоритмической автоматизации дальнейших
построений. Так, для компонентных инструментов

O0;s ≡ U−
s ; O1;s ≡ U+s . (6)

Вектор α, αl = ±1 (или просто ±, как для би-
нарных коллов и путов в индексах инструментов),
l ∈ N , определяет векторный тип ζ-опционов Z,
s ∈ R

n — векторный страйк. Вектор β = (α +
+ 1)/2, дублирующий α, вводится по техническим
причинам и принимает два значения:

βl =

{
0 для пута;

1 для колла.

По необходимости в (6) подобно (5) в индексы мо-
жет добавляться параметр l ∈ N .

Очевидно, для каждого векторного страйка на
n-мерном рынке могут котироваться 2n типов ζ-оп-
ционов. Рынок n-мерных ζ-опционов с их k-мер-
ными версиями, k < n, называется n-мерным
ζ-рынком.

ИНФОРМАТИКА И ЕЁ ПРИМЕНЕНИЯ том 16 выпуск 2 2022 3
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3 Двумерный дискретный рынок

Рассматривается сценарная дискретизация дву-
мерного теоретического δ-рынка. Все конструк-
ции, введенные для многомерного случая, здесь
сохраняют свою силу, но для удобства используется
в большей мере адаптированная к двумерному слу-
чаю легко воспринимаемая система обозначений.

Цены двух базовых активов теоретического дву-
мерного δ-рынка обозначаются x и y, страйки оп-
ционов — соответственно s и t, где x, s ∈ X =
= [a1, b1) ⊂ R; y, t ∈ Y = [a2, b2) ⊂ R. Сценарный
рынок строится равномерным разбиением множе-
ства X на v1 интервалов (сценариев), а Y — на v2
интервалов. Одномерные сценарии наX иY даются
формулами:

Si = [si−1, si) , si = a1 + ih1 , h1 =
b1 − a1
v1

,

i ∈ I , s0 = a1 ;

Tj = [tj−1, tj) , tj = a2 + jh2 , h2 =
b2 − a2
v2

,

j ∈ J , t0 = a2 .

Здесь I = {1, . . . , v1}, J = {1, . . . , v2}, а номер сце-
нария совпадает с индексом его правой границы.
Двумерными сценариями будут прямые произве-
дения всех пар Si × Tj, i ∈ I, j ∈ J , образующие
равные между собой прямоугольники.

На сценарном рынке базис образуют инстру-
ментальные индикаторы сценариев

Dij ≡ H [Si × Tj ] ,

а произвольный портфель с вектором весов g этих
инструментов для двумерного случая приобретает
вид:

G =
∑

i∈I,j∈J

gijDij . (7)

Двумерным обобщением бинарных опционов
служат инструменты, определяемые векторными
страйками (si, tj), или просто (i, j), а именно:

Zβ1β2;ij = Oβ1;1,iOβ2;2,j = Oβ1;i·Oβ2;·j ,

i ∈ I , j ∈ J .

Дискретный двумерный ζ-рынок образуют ин-
струменты Zij, i ∈ I, j ∈ J , с возможной фиксацией
типа (в терминах α или β). На нем торгуются и их
одномерные версии Zi· и Z·j с маркером «точка»
для координаты безрискового актива.

Далее предполагается, что на рынке сценар-
ными индикаторами непосредственно не торгуют,
и потому для использования представления (7) при-
ходится реплицировать их из ζ-опционов. Ситуа-
ция заимствована с рынков обычных опционов, где

торгуют, как правило, коллами и путами, но не
баттерфляями.

Для одномерных компонент рынка с v сценари-
ями справедливы формулы:

Di =





U − U+1 = U−
1 , i = 1 ;

U+i−1 − U+i = U−
i − U−

i−1 =

= U − U−
i−1 − U+i , 1 < i < v ;

U+v−1 = U − U−
v−1 , i = v .

(8)

Эти соотношения вытекают из теорем паритета для
одномерных бинарных опционов (4). Согласно
этим соотношениям для внутренних страйков воз-
можны три варианта репликации — два однотипных
и один естественный смешанный. В соответствии
с (5) для конструирования репликации необходимо
перемножать одномерные представления индика-
торов сценариев.

Базис ζ-рынка может быть однотипным (из пу-
тов или коллов) и смешанным (одновременно из
тех и других). Притом что однотипных базисов все-
го два, число возможных смешанных базисов даже
при небольших масштабах рынка весьма значитель-
но. Но именно смешанные базисы представляют
интерес, поскольку, как правило, не вся линейка
(по страйкам) опционов котируется на рынке. Во
всяком случае, на традиционных одномерных рын-
ках опционы со страйками, значимо ниже текущей
цены базового актива для колла и значимо выше —
для пута, весьма слабо представлены на рынках.

В связи с этим построение многомерного сме-
шанного базиса и смешанного портфеля проводит-
ся по упрощенной схеме в предположении нали-
чия так называемого центра рынка (центрального
страйка). На реальном рынке центр, как правило,
не единствен и располагается вблизи вектора теку-
щих цен базовых активов. В теоретической схеме
сценарные индикаторы будут строиться из бинар-
ных путов со страйками ниже центра и из бинарных
коллов — выше центра. Такие представления порт-
фелей называем естественными.

Согласно (8), для каждого внутреннего, по-
тенциально центрального, страйка с номером m
принципиально возможны две качественно разли-
чающиеся естественная смешанная и однотипная
комбинации бинарных инструментов, реплициру-
ющие индикатор сценария (1 < m < v):

(a)Dm = U − U−
m−1 − U+m ;

(b)Dm = U−
m − U−

m−1.

}
(9)

Комбинация U+m−1−U+m, также представленная
в (8), неприемлема, поскольку в ней страйк первого
колла находится ниже центра.
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Для репликации базиса с комбинацией (a) необ-
ходимо присутствие на рынке всех бинарных путов
U−

i для i < m и всех бинарных коллов U+i для i ≥
≥ m. Случай (b) отличается от (a) лишь тем, что на
рынке дополнительно присутствует опцион U+m−1,
т. е. котируются оба опциона: U−

m−1 и U+m−1.
Для большей универсализации алгоритма опти-

мизации в работе используется более сложное сме-
шанное представление (a) в (9).

Построение возможных двумерных сценарных
базисов из ζ-опционов, как и вообще многомер-
ных, проводится на основе правил построения для
одномерного рынка. Для него с учетом (8), (9)
возможны три варианта репликации сценарных ба-
зисов — два однотипных (один из бинарных путов,
другой из бинарных коллов) и третий смешанный
(из тех и других с центром в страйке m).

Базис в бинарных путах (тип α = −1, или β = 0)
для v сценариев имеет вид:

D1 = O0;1 ; Di = −O0;i−1 +O0;i , 0 < i < v ;

Dv = U − O0;v−1 ; (10)

в бинарных коллах (α = +1, или β = 1):

D1 = U − O1;1 ; Di = O1;i−1 − O1;i , 0 < i < v;

Dv = O1;v−1 ; (11)

смешанный:

D1 = O0;1 ; Di = −O0;i−1 +O0;i , 0 < i < m ;

Dm = U − O0;m−1 − O1;i;

Di = O1;i−1 − O1;i , m < i < v; Dv = O1;v−1 . (12)

Поскольку каждый двумерный сценарный ин-
дикатор есть произведение двух одномерных (со-
гласно перемножению платежных функций), его
представление в терминах двумерных ζ-опционов
получается перемножением пары подходящих ба-
зисных инструментов из (10)–(12).

4 Формирование базисов
двумерного ζ-рынка

Введенные в многомерном случае произвольной
размерности конструкции здесь переписываются
для двумерного ζ-рынка. При построении бази-
сов и портфелей рассматриваются два варианта —
однотипный и смешанный.

Однотипная репликация сценарных индикато-
ров проводится в терминах ζ-опционов единого
типа α (и β = {β1, β2}), фиксируемого заранее,
и потому применяются более простые варианты (10)
и (11) без обозначения типа.

Каждое перемножение таких одномерных пред-
ставлений приводит к сумме парных произведений
одномерных опционов, которые затем замещаются

эквивалентными по платежным функциям двумер-
ными ζ-опционами по правилам

O1,iO2,j →Zij ; O1,iU2→Zi· ; U1O2,j →Z·j . (13)

После решения задачи оптимизации [2, 5] дис-
кретным алгоритмом, основанным на процедуре
Неймана–Пирсона [8], и нахождения вектора ве-
сов оптимального портфеля базисных ζ-опционов
находится его платежная функция. Для этого ис-
пользуются соотношения (3) с учетом переопре-
делений (6), и потому сам поиск проводится по
правилам:

Zβ;ij → υβ1;i·(x)υβ2;·j(y) , Zi· → υβ1;i·(x) ,

Z·j → υβ2;·j(y) , U → 1 ;
υβi·;i·(x) =

= {χx−si<0(x), βi = 0;χx−si≥0(x), βi = 1} ,
i ∈ I ;

υ·βj;·j(y) =

=
{
χy−tj<0(y), βj = 0;χy−tj≥0(y), βj = 1

}
,

j ∈ J .






(14)

При смешанной репликации каждое слагаемое
также является произведением одномерных опцио-
нов и замещается двумерным опционом. При этом
указание типа в индексах существенно и применя-
ются правила трансформации

Oβ1;i·Oβ2;·j → Zβ1β2;ij ; Oβ1;i· → Zβ1;i· ;

Oβ2;·j → Zβ2;·j ; 1→ U . (15)

Аналогично переписываются правила форми-
рования платежных функций для отдельных опци-
онов и портфеля в целом (с учетом (14)):

U → 1 ; Zβ1β2;ij → υβ1;i·(x)υβ2;·j(y) ;

Zβ1;i· → υβ1;i·(x) ; Zβ2;·j → υβ2;·j(y). (16)

На двумерном ζ-рынке в соответствии с чис-
лом возможных векторов α насчитываются четыре
варианта однотипных базисов и один смешанный
(естественный с заданным центром рынка).

Для каждого варианта с однотипным базисом
и оптимальным портфелем фиксируется тип α, и он
приписывается всем ζ-опционам варианта. В дву-
мерном случае таких вариантов четыре: {−1,−1},
{−1,+1}, {+1,−1}, {+1,+1}. Последовательным
применением правил (13) ко всем страйкам для
каждого значения векторного параметра α нахо-
дятся искомые четыре базиса. Поскольку в од-
нотипном случае для каждой компоненты рынка
качественно различаются три варианта реплика-
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ции — один общий для всех внутренних страйков
и еще два для крайних, то для двумерного случая
вариантов 32 = 9. Во всех четырех выписываемых
ниже списках принимается 0 < i < v1 и 0 < j < v2.

Однотипные базисы:

– с α = {−1,−1}
D1,1 = Z1,1;

D1,j = −Z1,j−1 +Z1,j ;

D1,v2 = Z1,· − Z1,v2−1;

Di,1 = −Zi−1,1 +Zi,1;

Di,j = Zi−1,j−1 − Zi−1,j − Zi,j−1 +Zi,j ;

Di,v2 = −Zi−1,· +Zi−1,v2−1 +Zi,· − Zi,v2−1;

Dv1,1 = Z·,1 − Zv1−1,1;

Dv1,j = −Z·,j−1 +Z·,j +Zv1−1,j−1 − Zv1−1,j;

Dv1,v2 = U − Z·,v2−1 − Zv1−1,· +Zv1−1,v2−1;

– с α = {−1,+1}
D1,1 = −Z1,1 +Z1,·;

D1,j = Z1,j−1 − Z1,j ;

D1,v2 = Z1,v2−1;

Di,1 = Zi−1,1 − Zi−1,· − Zi,1 +Zi,·;

Di,j = −Zi−1,j−1 +Zi−1,j +Zi,j−1 − Zi,j ;

Di,v2 = −Zi−1,v2−1 +Zi,v2−1;

Dv1,1 = U − Z·,1 +Zv1−1,1 − Zv1−1,·;

Dv1,j = Z·,j−1 − Z·,j − Zv1−1,j−1 +Zv1−1,j ;

Dv1,v2 = Z·,v2−1 − Zv1−1,v2−1;

– с α = {+1,−1}
D1,1 = −Z1,1 +Z·,1;

D1,j = Z1,j−1 − Z1,j − Z·,j−1 +Z·,j ;

D1,v2 = U − Z1,· +Z1,v2−1 − Z·,v2−1;

Di,1 = Zi−1,1 − Zi,1;

Di,j = −Zi−1,j−1 +Zi−1,j +Zi,j−1 − Zi,j ;

Di,v2 = Zi−1,· − Zi−1,v2−1 − Zi,· +Zi,v2−1;

Dv1,1 = Zv1−1,1;

Dv1,j = −Zv1−1,j−1 +Zv1−1,j ;

Dv1,v2 = Zv1−1,· − Zv1−1,v2−1;

– с α = {+1,+1}
D1,1 = U +Z1,1 − Z1,· − Z·,1;

D1,j = −Z1,j−1 +Z1,j +Z·,j−1 − Z·,j ;

D1,v2 = −Z1,v2−1 +Z·,v2−1;

Di,1 = −Zi−1,1 +Zi−1,· +Zi,1 − Zi,·;

Di,j = Zi−1,j−1 − Zi−1,j − Zi,j−1 +Zi,j ;

Di,v2 = Zi−1,v2−1 − Zi,v2−1;

Dv1,1 = −Zv1−1,1 +Zv1−1,·;

Dv1,j = Zv1−1,j−1 − Zv1−1,j ;

Dv1,v2 = Zv1−1,v2−1.

Напомним, что маркер «точка» в индексах ин-
струментов указывает на координату безрискового
актива, а под Zi,· и Z·,j понимаются двумерные
инструменты Zi × U2 и U1 × Zj соответственно.

Смешанный базис состоит из 52 = 25 качествен-
но различных вариантов представлений базисных
инструментов, поскольку для каждой компонен-
ты рынка вариантов страйков пять: два крайних,
один центральный и два внутренних, ниже и вы-
ше центра. Их перечень получается применением
правил (15), центральные страйки обозначаются ic
и jc, а тип опционов дается в терминах β:

D1,1 = Z00;1,1;

D1,j = −Z00;1,j−1 +Z00;1,j , 0 < j < jc;

D1,jc
= Z0;1,· − Z00;1,jc−1 − Z01;1,jc

;

D1,j = Z01;1,j−1 − Z01;1,j , jc < j < v2;

D1,v2 = Z01;1,v2−1;

Di,1 = −Z00;i−1,1 +Z00;i,1, 0 < i < ic;

Di,j = Z00;i−1,j−1 − Z00;i−1,j − Z00;i,j−1 +

+Z00;i,j , 0 < i < ic, 0 < j < jc;

Di,jc
= −Z0;i−1,· +Z0;i,· +Z00;i−1,jc−1 −

− Z00;i,jc−1 +Z01;i−1,jc
− Z01;i,jc

, 0 < i < ic;

Di,j = −Z01;i−1,j−1 +Z01;i−1,j +Z01;i,j−1 −
− Z01;i,j , 0 < i < ic, jc < j < v2;

Di,v2 = −Z01;i−1,v2−1 +Z01;i,v2−1, 0 < i < ic;

Dic,1 = Z0;·,1 − Z00;ic−1,1 − Z10;ic,1;

Dic,j = −Z0;·,j−1 +Z0;·,j +Z00;ic−1,j−1 −
− Z00;ic−1,j +Z10;ic,j−1 − Z10;ic,j , 0 < j < jc;

Dic,jc
= U − Z0;ic−1,· − Z0;·,jc−1 − Z1;ic,· −
− Z1;·,jc

+Z00;ic−1,jc−1 +Z01;ic−1,jc
+

+Z10;ic,jc−1 +Z11;ic,jc
;

Dic,j = Z1;·,j−1 − Z1;·,j − Z01;ic−1,j−1 +

+Z01;ic−1,j − Z11;ic,j−1 +Z11;ic,j , jc < j < v2;

Dic,v2 = Z1;·,v2−1 − Z01;ic−1,v2−1 − Z11;ic,v2−1;

Di,1 = Z10;i−1,1 − Z10;i,1, ic < i < v1;

Di,j = −Z10;i−1,j−1 +Z10;i−1,j +Z10;i,j−1 −
− Z10;i,j , ic < i < v1, 0 < j < jc;

Di,jc
= Z1;i−1,· − Z1;i,· − Z10;i−1,jc−1 +

+Z10;i,jc−1 − Z11;i−1,jc
+Z11;i,jc

, ic < i < v1;

Di,j = Z11;i−1,j−1 − Z11;i−1,j − Z11;i,j−1 +

+Z11;i,j , ic < i < v1, jc < j < v2;

Di,v2 = Z11;i−1,v2−1 − Z11;i,v2−1, ic < i < v1;

Dv1,1 = Z10;v1−1,1;

Dv1,j = −Z10;v1−1,j−1 +Z10;v1−1,j, 0 < j < jc;
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Dv1,jc
= Z1;v1−1,· − Z10;v1−1,jc−1 − Z11;v1−1,jc

;

Dv1,j = Z11;v1−1,j−1 − Z11;v1−1,j, jc < j < v2;

Dv1,v2 = Z11;v1−1,v2−1.

В этом списке присутствуют обозначения инстру-
ментов Z с четырьмя и тремя индексами. В первой
группе пара индексов до точки с запятой означа-
ет тип двумерного ζ-опциона (15), а после нее —
его страйк. Во второй группе даются одномерные
версии двумерных ζ-опционов. Индекс до точ-
ки с запятой означает тип опциона, индекс после
нее — его страйк.

Тем самым получены пять вариантов реплика-
ций сценарного базиса, выражающих все сценар-
ные индикаторы в терминах ζ-опционов, котиру-
ющихся на ζ-рынке. По ним можно находить
и цены базисных индикаторов и оптимального
портфеля в целом.

Для проверки правильности расчетов использо-
вались несколько тестов. Один аналитически вы-
числяет сумму базисных инструментов: она должна
быть равной двумерному единичному безрисково-
му активу. Другой выборочно проверяет равенство
для каждой пары цен (x, y) портфельных доходов
по всем пяти вариантам репликаций между собой.
Наконец, то же совпадение устанавливается по гра-
фикам доходов просто визуально.

5 Иллюстративный пример

Для построения мер C{·} и P{·} в примере пред-
лагается удобное средство аналитического задания
двумерных функций распределения на основе од-
номерных FX(x) и FY(y):

F(x, y) =

= FX(x)FY(y) (1 + 3r (1− FX(x)) (1− FY(y))) , (17)

где параметр r отвечает за корреляционную связь
компонент. В качестве одномерных стоимостных
FCX(x), FCY(y) и прогнозных FPX(x), FPY(y) функ-
ций распределения задаются бета-распределения
с небольшими полуцелыми значениями параметров
на множествах X = [0, 1], Y = [0, 1].

Так, для FCX(x) и FCY(y) выбираются парамет-
ры (3/2, 2) и (3/2, 3) соответственно, для FPX(x)
и FPY(y)— (2, 3) и (2, 4):

FCX(x) =
x3/2(5− 3x)

2
;

FCY(y) =
y3/2

(
35− 42y + 15y2

)

8
;

FPX(x) = x2
(
6− 8x+ 3x2

)
,

FPY(y) = y2
(
10− 20y + 15y2 − 4y3

)
.

Подобное сочетание функций настраивает ин-
вестора на так называемую «продажу волатиль-
ности». Принимается еще rc = 0 и rp = 0,2, и то-
гда искомые двумерные функции распределения
FC(x, y) и FP(x, y) определяются по формуле (17),
а дифференцированием можно находить и плотно-
сти. Однако их записи ввиду громоздкости здесь
опускаются. Более того, вероятности сценариев
вычисляются непосредственно из функций распре-
деления: вероятность паре цен базовых активов
оказаться в прямоугольнике (xi−1, xi] × (yj−1, yj ]
равна второй разности (дискретному аналогу сме-
шанной производной)

F (xi, yj)− F (xi−1, yj)− F (xi, yj−1) +

+ F (xi−1, yi−1) . (18)

Двумерная дискретизация множества X × Y
в примере проводится при v1 = 6 и v2 = 5, цен-
тральным выбирается страйк ic = 3, jc = 3. Соглас-
но (18) находятся матрицы стоимостей индикаторов
сценариев и их средних доходов (и эквивалентные
им записи в форме векторов).

В примере в качестве функции рисковых пред-
почтений инвестора выбирается функция (повы-
шенного риска) φ(ε) = ε2, ε ∈ [0, 1]. На основании
такой информации дискретный алгоритм оптими-
зации [3, 5] дает лексикографически упорядочен-
ный вектор весов матрицы индикаторов сценарного
базиса

g = {0,118; 0,159; 0,00445; 0,0000989; 0,000008;
0,414; 1,0; 0,228; 0,0151; 0,0000189; 0,0581; 0,788;

0,602; 0,0873; 0,00175; 0,0113; 0,309; 0,495; 0,176;

0,00191; 0,000989; 0,0254; 0,0739; 0,0291; 0,00118;

0,0000058; 0,000261; 0,00159; 0,00112; 0,000009}.

Он порождает оптимальный сценарный порт-
фель (7) с инвестиционной суммой, средним до-
ходом и средней доходностью соответственно:

A = 0,291162; R = 0,376015; y = 0,291428.

График его платежной функции дается на рис. 1.
Для сравнения на рис. 2 изображен график пла-
тежной функции оптимального портфеля на том
же δ-рынке (при тех же стоимостной и прогноз-
ной плотностях), но при дискретизации 40 × 40,
результаты для которой уже весьма близки к теоре-
тическим для континуальной модели δ-рынка.

Очевидно различие двух графиков вследствие
значительного различия в уровнях дискретизации
модели сценарного рынка. Тем не менее в функции
на рис. 2 без труда угадывается сглаженная версия
функции на рис. 1.
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Рис. 1 Доходы оптимального сценарного портфеля при
дискретизации 6× 5

Рис. 2 Доходы оптимального сценарного портфеля при
дискретизации 40× 40

Однако цель этим еще не достигается, посколь-
ку требуется определить оптимальные портфели не
в сценарных индикаторах, а в ζ-опционах рассмат-
риваемых типов. Для нахождения таких представ-
лений в формулу (7) следует для каждой пары (i, j)
подставлять вместо индикатора Dij соответству-
ющее ему представление в ζ-опционах с последу-
ющим упрощением получаемой суммы.

В результате получаются четыре однотипных
портфеля и один смешанный.

Оптимальные однотипные портфели:

– для α = {−1,−1}

G = 0,000009U+0,546Z1,1−0,618Z1,2−0,209Z1,3−
−0,015Z1,4−0,0000109Z1,·+0,143Z2,1+0,586Z2,2−
−0,302Z2,3−0,0705Z2,4−0,00173Z2,·−0,432Z3,1+
+0,371Z3,2+0,196Z3,3−0,0886Z3,4−0,000155Z3,·−
− 0,274Z4,1 − 0,137Z4,2 + 0,274Z4,3+ 0,146Z4,4+
+ 0,000721Z4,· − 0,0241Z5,1 − 0,0472Z5,2 +
+ 0,0444Z5,3 + 0,0268Z5,4 + 0,00118Z5,· −

− 0,000255Z·,1− 0,00133Z·,2 + 0,000469Z·,3 +

+ 0,00111Z·,4;

– для α = {−1,+1}

G =

= 0,0000058U−0,546Z1,1+0,618Z1,2+0,209Z1,3+
+ 0,015Z1,4 − 0,296Z1,· − 0,143Z2,1 − 0,586Z2,2 +
+0,302Z2,3+0,0705Z2,4+0,356Z2,·+0,432Z3,1−
−0,371Z3,2−0,196Z3,3+0,0886Z3,4+0,0468Z3,·+
+ 0,274Z4,1 + 0,137Z4,2 − 0,274Z4,3− 0,146Z4,4+
+0,0103Z4,·+0,0241Z5,1+0,0472Z5,2−0,0444Z5,3−

− 0,0268Z5,4 + 0,000984Z5,· + 0,000255Z·,1 +

+ 0,00133Z·,2− 0,000469Z·,3− 0,00111Z·,4;

– для α = {+1,−1}
G = 0,000008U−0,546Z1,1+0,618Z1,2+0,209Z1,3+
+0,015Z1,4+0,0000109Z1,·−0,143Z2,1−0,586Z2,2+
+0,302Z2,3+0,0705Z2,4+0,00173Z2,·+0,432Z3,1−
−0,371Z3,2−0,196Z3,3+0,0886Z3,4+0,000155Z3,·+
+ 0,274Z4,1 + 0,137Z4,2 − 0,274Z4,3 − 0,146Z4,4 −

− 0,000721Z4,· + 0,0241Z5,1 + 0,0472Z5,2 −
−0,0444Z5,3−0,0268Z5,4−0,00118Z5,·−0,0407Z·,1+

+ 0,154Z·,2 + 0,00436Z·,3 + 0,0000909Z·,4;

– для α = {+1,+1}

G = 0,118U+0,546Z1,1−0,618Z1,2−0,209Z1,3−
− 0,015Z1,4 + 0,296Z1,· + 0,143Z2,1 + 0,586Z2,2 −
− 0,302Z2,3− 0,0705Z2,4− 0,356Z2,·− 0,432Z3,1+
+0,371Z3,2+0,196Z3,3−0,0886Z3,4−0,0468Z3,·−
− 0,274Z4,1 − 0,137Z4,2 + 0,274Z4,3 + 0,146Z4,4 −
−0,0103Z4,·−0,0241Z5,1−0,0472Z5,2+0,0444Z5,3+
+0,0268Z5,4−0,000984Z5,·+0,0407Z·,1−0,154Z·,2−

− 0,00436Z·,3 − 0,0000909Z·,4.

В этом перечне первый из четырех портфелей
образован бинарными путами для каждого актива,
второй — бинарными путами для первого актива
и бинарными коллами — для второго, третий — би-
нарными коллами для первого актива и бинарными
путами — для второго, четвертый — бинарными
коллами для каждого актива. Индексы показывают
номера страйков.

Платежные функции всех однотипных портфе-
лей получаются по правилам (14). Проведенные
расчеты лишь подтверждают верность алгоритма,
поскольку все они, несмотря на внешнее разли-
чие их записей, имеют на идеальном рынке единую
платежную функцию с тем же графиком на рис. 1.
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Оптимальный смешанный портфель строится
вновь по формуле (7), но в смешанном базисе есте-
ственного происхождения с выделенным централь-
ным страйком (3, 3). Центр рынка образует свои
четыре квадранта, в каждом из которых в портфеле
используются однотипные двумерные ζ-опционы.
В первом квадранте для каждого актива использу-
ются бинарные коллы, во втором — бинарные путы
для первого актива и бинарные коллы — для второ-
го, в третьем — бинарные путы для каждого актива,
в четвертом — бинарные коллы для первого актива
и бинарные путы — для второго.

Вычисления с применением (7) дают оптималь-
ный смешанный портфель

G = 0,602U −0,224Z0;1·−0,374Z0;2·−0,73Z0;·1+
+0,186Z0;·2−0,107Z1;3·−0,421Z1;4·−0,0723Z1;5·−

− 0,515Z1;·3 − 0,0856Z1;·4 + 0,546Z00;1,1 −
− 0,618Z00;1,2 + 0,143Z00;2,1 + 0,586Z00;2,2 +
+ 0,209Z01;1,3 + 0,015Z01;1,4 + 0,302Z01;2,3 +

+ 0,0705Z01;2,4 + 0,432Z10;3,1 − 0,371Z10;3,2 +
+ 0,274Z10;4,1 + 0,137Z10;4,2 + 0,0241Z10;5,1 +

+ 0,0472Z10;5,2 + 0,196Z11;3,3 − 0,0886Z11;3,4 +
+ 0,274Z11;4,3 + 0,146Z11;4,4 + 0,0444Z11;5,3 +

+ 0,0268Z11;5,4.

Здесь первые девять инструментов вида Zβ;i,·

или Zβ;·,j отвечают одномерным версиям ζ-оп-
ционов и снабжены двумя индексами и маркером
«точка». Индекс β = 0 означает пут, β = 1 —
колл, индексы i и j показывают номера страйков.
Остальные восемнадцать инструментов — двумер-
ные ζ-опционы с двумя индексами до точки с за-
пятой, показывающими их тип, и двумя индексами
после нее с номерами страйков.

Платежная функция смешанного портфеля
строится по правилам (16). Ее описывает все тот же
график на рис. 1.

6 Заключение

В работе решена задача алгоритмического на-
хождения представлений индикаторов многомер-
ного сценарного базиса в терминах ζ-опционов —
многомерного обобщения бинарных опционов. На
конкретном примере двумерного рынка продемон-

стрирована работа этого алгоритма и ее резуль-
тат. Подобные расчеты могут быть реализованы без
принципиальных трудностей и для рынков боль-
шей размерности. Имеет смысл решить такую же
задачу для более сложных рынков α-опционов —
многомерного обобщения обычных коллов и пу-
тов.

Тем не менее «проклятие размерности» не отме-
няется. Вычислительная сложность задачи быстро
возрастает с ростом размерности и степени сце-
нарной детализации. Число качественно различа-
ющихся базисных инструментов растет как 3n для
однотипных случаев и 5n — для смешанных, а так-
же растет и общее число страйков

∏
i∈N vi. Пред-

ставляется, что при наличии адекватного спроса
на использование CC-VaR на многомерных рынках
лучше торговать непосредственно не ζ-опционами,
а индикаторами многомерных сценариев. Все это
лишь подчеркивает целесообразность проведенно-
го исследования.
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ИСПОЛЬЗОВАНИЕ КРИТЕРИЕВ СТАЦИОНАРНОСТИ

ДЛЯ НАСТРОЙКИ МОДЕЛЕЙ ПРИ ПРОГНОЗИРОВАНИИ

ВРЕМЕННЫХ РЯДОВ

О. А. Кравцова1

Аннотация: Рассматривается возможность использования информации о стационарности остатков для
совершенствования процедуры прогнозирования нестационарных временных рядов. При традиционном
подходе данная процедура используется только в формате подтверждения или отвержения гипотезы
о нестационарности остатков. В настоящей статье критерии стационарности предлагается использовать
при настройке гиперпараметров для построения моделей прогнозирования. Методика основана на
концепции коинтеграции Грейнджера для поиска статистически значимой связи между временными
рядами. Для уменьшения ошибки прогноза моделей в качестве функции потерь используется p-зна-
чение тестов на стационарность. В качестве данных для проверки использовались экономические
и сгенерированные временные ряды. Проведенные эксперименты показали, что нередко такой подход
оказывается более эффективным по сравнению с традиционными способами настройки моделей.

Ключевые слова: временные ряды; стационарность; деревья решений; регрессионный анализ
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1 Введение

Прогнозирование временн‚ых рядов является
одной из самых исследуемых задач. В общем ви-
де задача прогнозирования состоит в выборе тако-
го алгоритма, который обеспечивает максимальное
качество прогноза относительно выбранной функ-
ции потерь. Оптимальной настройкой для модели
считается та, которая позволяет получить минимум
для заданного функционала качества [1].

Если остатки модели нестационарны, то модель
имеет неодинаковую точность прогноза в разные
периоды времени, т. е. нуждается в корректировке.
В связи с этим получил распространение подход,
основанный на концепции коинтеграции Грейнд-
жера [2], в котором исследование распределения
остатков по времени является составляющей оцен-
ки качества регрессионных моделей. Данная кон-
цепция широко используется в финансовом секто-
ре, например в парном трейдинге для выявления
ложных регрессионных связей [3].

Для прогнозирования нестационарных времен-
н‚ых рядов, которые весьма часто представляют
основную проблему при прогнозировании эконо-
мических временн‚ых рядов, используются такие
модели, как ARIMA (Autoregressive Integrated
Moving Average) [4, 5] и деревья решений [6, 7]. Ука-
занные модели обладают ограниченной прогности-
ческой способностью при использовании на не-
стационарных временных рядах. Для увеличения

прогностической способности используются раз-
личные гибридные модели и ансамблевые методы.
Модель ARIMA используют в качестве дополне-
ния к нейронной сети [8–10] и вместе с вейвлета-
ми [11, 12] деревья решений объединяют в ансамб-
левый метод [13, 14].

В настоящей статье для стандартных моделей
ARIMA и ансамблей деревьев решений функция
потерь дополняется информацией о «степени» ста-
тистически значимой связи между прогнозом и ре-
альными значениями (p-значение тестов на ста-
ционарность). Проверка предложенного метода
проведена на экономических рядах и сгенерирован-
ных псевдовыборках. В частности, анализ и про-
гнозирование паттернов поведения акций — одна
из самых исследуемых задач в сфере фондового
рынка. Особый интерес представляет прогнозиро-
вание рядов для краткосрочной перспективы, так
как долгосрочная перспектива, как правило, пока-
зывает довольно низкие доходности. Большинство
инвесторов теряет свой капитал в краткосрочном
периоде прогнозирования, поэтому методы анали-
за цен акций требуют улучшения [15].

2 Стационарность
в функции потерь

Среди этапов построения модели ARIMA мож-
но выделить следующие: идентификация модели,
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оценка ее параметров и диагностическая провер-
ка [16]. Наиболее часто используемый в програм-
мных пакетах подход к выбору оптимальных ги-
перпараметров основан на критерии Акаике (AIC)
из [17].

Для построения деревьев использовался алго-
ритм CART (Classification and Regression Trees) [18].
Небольшие модификации могут вызывать сильные
изменения в решении дерева, поэтому необходи-
мо тщательно подготавливать данные и следить за
процедурой настройки гиперпараметров [19]. Для
тестирования использовалась библиотека Scikit-
learn. В качестве способа подбора гиперпараметров
был выбран так называемый поиск по сетке (Grid
search) [18].

Данная работа основана на утверждении, что
если остатки стационарны, то модель является хо-
рошо специфицированной, т. е. если модель и со-
вершает ошибки, то эти ошибки происходят по
большей части из-за шумовой компоненты в дан-
ных, которая не поддается прогнозированию с по-
мощью математических методов.

В качестве первого теста на стационарность был
выбран классический тест единичного корня —
тест Дики–Фуллера [20], где использование еди-
ничного корня с дрейфом и детерминированного
временн‚ого тренда является опциональным:

–yi = α0 + α1t+ δyi−1 + εi.

Для подсчета p-значения используется t-распре-
деление (распределение Стьюдента) со статисти-
кой DF:

F (x) =
1

2
+ x•

(
v + 1

2

)
, DF =

�α

s. e.(�α)
,

X ∈ R ∼ St (v), v > 0; • — гамма-функция Эйле-
ра; s. e. (standard error) — стандартная ошибка; �α —
оценка параметра α. Тогда функцию потерь мож-
но представить с помощью p-значения и итоговая
задача оптимизации будет выглядеть следующим
образом:

F

(
�α

s. e.(�α)

)
→ min . (1)

Экономические ряды характеризуются струк-
турными сдвигами, т. е. возникают качественные
изменения связей. Такой сдвиг практически невоз-
можно предсказать, поэтому тест Дики–Фуллера
покажет отсутствие стационарности даже в случае
правильной спецификации. Тест Зивота–Эндрюса
позволяет обработать единичное изменение сред-
него и единичное изменение наклона тренда [21]:

–yi = c+ αyt−1 + βt+ γDUt + θDTt +

+
k∑

j=1

dj–yt−j + εt.

Функция потерь для данного теста аналогична
случаю теста Дики–Фуллера в формуле (1). Ес-
ли в обучающих данных наблюдается структурное
изменение, т. е. меняется тренд или среднее для
одного участка выборки сильно отличается от сред-
него другого участка, будем использовать тест Зиво-
та–Эндрюса, в противном случае используем тест
Дики–Фуллера.

3 Алгоритмы улучшения моделей
прогнозирования

В качестве данных для подтверждения гипотезы
о релевантности использования остатков в функ-
ции потерь для моделей прогнозирования были ис-
пользованы следующие: курс рубля, цена на нефть,
индекс Мосбиржи, цена на золото [22], сгенери-
рованные ряды. Динамика этих данных напрямую
отражается на издержках во всех отраслях эконо-
мики [23], поэтому прогнозирование данных рядов
является актуальной задачей. Для рядов использо-
вались средние показатели за неделю. Под сгенери-
рованными рядами понимаются ряды, полученные
с помощью метода бутстрепа из исходных (в ито-
ге получаем 50 различных рядов). Для каждого
такого ряда строился прогноз с помощью модели
ARIMA. В качестве регрессоров для деревьев ре-
шений использовались лаговые значения и — для
деревьев решений — остатки от оценок ARIMA.
Все прогнозы строились на периоды от 4 до 12 не-
дель. Хорошим прогнозом будем считать модель
с прогнозом с наименьшей ошибкой, высокой кор-
реляцией между спрогнозированными значениями
и действительными, стационарными остатками.

В общем виде рассмотрим алгоритм для улуч-
шения модели ARIMA с помощью использования
p-значения тестов на стационарность.

Алгоритм 1 (ARIMA)

1. Используем метод поиска по сетке для различ-
ных гиперпараметров модели прогнозирования
для разных размеров обучающей и тестовой вы-
борки.

2. Для каждой комбинации считаем величину
среднеквадратичной ошибки (MSE), p-значе-
ние теста на стационарность для остатков мо-
дели (разница между оцененными значениями
обучающей выборки и значениями обучающей
выборки) и критерий AIC.
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3. Отсортируем комбинации по метрике MSE для
фиксированной длины тестовой выборки.

4. Посчитаем разность между показателями
p-значения для первой настройки и второй на-
стройки, аналогично посчитаем разность для
критерия AIC.

5. Если разность для p-значения оказалась поло-
жительной и эта разница превышает 0,001, то
переходим к следующему шагу. Иначе выбира-
ем настройку с минимальным AIC.

6. Повторяем процесс сравнения для второй
и третьей настройки и т. д., пока не выполнятся
оба условия.

Таким образом, для обучающей выборки считаем
MSE, p-значение и AIC, а для тестовой — толь-
ко MSE. Для деревьев решений нет необходимости
в оценке сложности модели, однако, чтобы луч-
ше контролировать процесс обучения, рассмотрим
корреляции. Показатель корреляции Пирсона для
фиксированной длины тестовой выборки высчита-
ем следующим образом.

Алгоритм 2 (Корреляции)

1. Из исходного ряда выберем фиксированный
размер обучающей выборки для фиксирован-
ной даты последнего наблюдения.

2. Из обучающей выборки исключим последние
наблюдения размером с тестовую выборку, на
этих значениях будем вычислять коэффициент
корреляции. Назовем их валидационной вы-
боркой. Объединим оставшиеся значения из
обучающей выборки с предшествующими ей
значениями из исходной выборки

3. Для разных размеров обучающей выборки (т. е.
различных подвыборок из «предшествующие
значения исходной выборки + обучающая вы-
борка − размер тестовой выборки») использу-
ем поиск по сетке гиперпараметров, построим
прогнозы для валидационной выборки. По-
считаем корреляцию прогноза валидационной
выборки с истинными значениями

4. Для каждого набора гиперпараметров для изна-
чальной фиксированной даты последнего на-
блюдения из п. 1 и изначально заданной длины
тестовой выборки сохраним значения корреля-
ций.

Теперь рассмотрим общий алгоритм для деревь-
ев решений.

Алгоритм 3 (Деревья решений)

1. Используем метод поиска по сетке для различ-
ных гиперпараметров модели прогнозирования
для разных размеров обучающей и тестовой вы-
борки.

2. Для каждой комбинации считаем величину
MSE и p-значение теста на стационарность для
остатков модели.

3. Отсортируем комбинации по метрике MSE для
фиксированной длины тестовой выборки.

4. Посчитаем разность между показателями
p-значения для первой настройки и второй на-
стройки.

5. Если разность для p-значения оказалась по-
ложительной и эта разница превышает 0,001,
то переходим к следующему шагу. Иначе вы-
бираем настройку с наибольшим показателем
корреляции. Показатель корреляции выбира-
ется из сохраненных значений из алгоритма 2
для выбранной длины обучающей и тестовой
выборок.

6. Повторяем процесс сравнения для второй
и третьей настройки и т. д., пока не выполнятся
оба условия.

4 Вычислительный эксперимент

Вначале рассмотрим возможность использова-
ния величины p-значения тестов на стационарность
и среднеквадратичной ошибки для отбора разме-
ра тренировочной выборки при прогнозировании
с помощью алгоритма построения модели ARIMA
на основе критерия Акаике из [17].

В качестве примера на рис. 1 продемонстрирова-
на величина ошибки прогноза (MSE) цены на нефть
для разных промежутков ряда, где размер обуча-
ющей выборки подбирался на основании критерия
стационарности остатков — p val и на критерии ве-
личины среднеквадратичной ошибки — mse. Чем
меньше оцененные значения отличаются от дей-
ствительных, тем лучше получится результат про-
гноза. График показывает, что использование ста-
ционарности остатков в качестве критерия отбора
размера обучающей выборки в ряде случаев уже
позволяет уменьшать ошибку прогноза.

На рис. 2 для выбранного оптимального раз-
мера обучающей выборки показана разница меж-
ду величиной ошибки алгоритма, основанного на
популярном подходе к настройке ARIMA из [17],
mse(auto arima), и на критерии стационарности для
различных рядов, mse(p val). Итоговая разница
никогда не становится меньше нуля, что говорит
о том, что метод как минимум не хуже, а в ряде
случае и лучше, чем классический подход подбора.

Для деревьев решений рассмотрим анализ одно-
го конкретного нестационарного ряда фиксирован-
ной длины на рис. 3 (в данном случае ряд индекса
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Рис. 1 Величина ошибки прогноза (MSE) цены на нефть для двух критериев отбора размера обучающей выборки:
1 — критерий стационарности остатков — p val; 2 — критерий величины среднеквадратичной ошибки — mse

Рис. 2 Разница между величиной ошибки прогноза алгоритма, основанного на критерии Акаике (1) и на критерии
стационарности (2)

Мосбиржи). На этом рисунке p val — отбор на
основе стационарности остатков, min mse train —
на основе величины ошибки mse, min mse test — ми-
нимально возможная ошибка при лучшем подборе
гиперпараметров для заданного размера трениро-
вочной выборки. На некоторых участках графики
p val (1) и min mse train (2) пересекаются.

Каждый из графиков показывает, насколько ми-
нимальной может быть ошибка прогноза на тесто-
вой выборке для конкретного временн‚ого ряда при
фиксированной длине прогноза для разных раз-

меров обучающей выборки, т. е. перебираем раз-
личные комбинации гиперпараметров для разных
размеров обучающей выборки и выбираем те, ко-
торые на тестовой выборке продемонстрировали
наименьшую ошибку прогноза. Таким образом, за-
дача — приблизиться к минимуму графика min mse
train.

Однако, в отличие от ARIMA, использование
p-значения для деревьев не всегда позволяет улуч-
шить результат. Использование такого алгоритма
релевантно только в том случае, если прогноз дела-
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Рис. 3 Подбор размера обучающей выборки деревьев решений для одного из рядов: 1 — p val; 2 — min mse train; 3 —
min mse test

Рис. 4 Разница между величиной ошибки прогнозов алгоритмов, основанных на величине ошибки MSE (1) и на
критерии стационарности (2)

ется на период от 8 до 12 недель. На рис. 4 представ-
лены только результаты прогноза для 8 и 12 недель.
Как и в случае с ARIMA, график позволяет говорить
о том, что метод с учетом стационарности остатков
как минимум не хуже (разность между величиной
ошибки традиционного подхода и метода с учетом
стационарности никогда не меньше нуля).

Основываясь на эмпирических результатах ис-
следования, можно сделать вывод, что использова-
ние информации о стационарности остатков пред-
ставляется релевантным для уменьшения ошибки
прогноза.

Однако данный метод обладает рядом мину-
сов. Во-первых, это высокая вычислительная слож-

ность, так как необходимо рассматривать множе-
ство различных комбинаций гиперпараметров. Во-
вторых, для деревьев решений результат работы ал-
горитма нестабилен для разных размеров периода
прогнозирования. В связи с этим следует довести
метод до более компактного итеративного процес-
са, который бы обеспечивал статистически значи-
мое улучшение прогноза моделей.

5 Заключение

Для выбора корректной настройки гиперпара-
метров моделей прогнозирования существует боль-

ИНФОРМАТИКА И ЕЁ ПРИМЕНЕНИЯ том 16 выпуск 2 2022 15



О. А. Кравцова

шое разнообразие подходов. В данной статье
рассматривались наиболее популярные подходы
к построению прогнозов нестационарных времен-
н‚ых рядов с помощью ARIMA и деревьев решений.
В качестве подхода к настройке гиперпараметров
был выбран метод из [17] для ARIMA и алгоритм
поиска по сетке для метода CART построения де-
ревьев решений. В статье проверяется возможность
использования p-значения тестов на стационар-
ность в функции потерь для улучшения прогнозов
данных алгоритмов.

Наибольшую эффективность тесты на стацио-
нарность для остатков модели продемонстрировали
для модели ARIMA, для деревьев решений исполь-
зование p-значения нерелевантно при слишком ма-
лом или слишком большом периоде прогнозирова-
ния.
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Abstract: The article discusses the possibility of using the information on the stationarity of residuals to improve
the procedure of forecasting nonstationary time series. In the traditional approach, this procedure is used only
to confirm or reject the hypothesis of nonstationarity of residuals. In this article, the stationarity test is used for
fine-tuning of hyperparameters of the forecasting models. The technique is based on the Granger cointegration
approach property to find a statistically significant relationship between time series. The author used the p-value
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УПРАВЛЕНИЕ ЛИНЕЙНЫМ ВЫХОДОМ МАРКОВСКОЙ ЦЕПИ

ПО КВАДРАТИЧНОМУ КРИТЕРИЮ. СЛУЧАЙ ПОЛНОЙ

ИНФОРМАЦИИ∗

А. В. Босов1

Аннотация: Решена задача оптимального управления линейным выходом стохастической дифферен-
циальной системы формируемым аддитивным скачкообразно изменяющимся входным воздействием.
Цель оптимизации задается квадратичным критерием специального вида, позволяющим формализовать
задачи слежения за скачкообразно изменяющейся целью и стабилизации системы около направлений,
определяемых входом. Задача решается в предположении наличия полной информации, т. е. известного
состояния входной марковской цепи. Такая постановка дополняет ранее полученное решение задачи
с неполной информацией, в которой имеет место разделение задач управления и оценивания, обес-
печиваемого оптимальным в этом случае фильтром Вонэма. Поэтому полученный в статье результат,
помимо того что имеет самостоятельное значение, дает еще и эталонное решение для анализа качества
управления в условиях косвенных наблюдений. Решение рассматриваемой задачи, как и в постанов-
ке с неполной информацией, обеспечивается непосредственным применением метода динамического
программирования. Уравнение Беллмана уточняется для заданной модели входа — используется мартин-
гальное представление цепи и ограниченная единичными координатными векторами область значений.
Проведен численный эксперимент, результаты которого иллюстрируют работоспособность полученных
алгоритмов управления в обеих постановках: с полной информацией и косвенными наблюдениями.

Ключевые слова: марковский скачкообразный процесс; линейная стохастическая дифференциальная
система; оптимальное управление; квадратичный критерий; динамическое программирование
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1 Введение

В статье представлено решение задачи, поста-
новка которой предложена в [1] формально даже
в более сложном случае. В оптимизируемой системе
определен вектор состояния, описываемый цепью
Маркова, и выходной вектор, описываемый линей-
ным дифференциальным уравнением Ито с вине-
ровским процессом. Выход интерпретируется как
косвенные наблюдения за состоянием марковской
цепи, которая входит в наблюдения аддитивно. Ре-
шение задачи в [1] получено путем разделения за-
дач управления и оценивания, а оптимальный для
такой системы наблюдения фильтр Вонэма [2] то-
же описывается обычным уравнением Ито. Из-за
этого эквивалентная задача для состояния, задан-
ного уравнением фильтрации, линейно преобразо-
ванных наблюдений и неизменившегося при этом
квадратичного критерия решается классическими
методами оптимального управления. Деталям это-
го решения и подробному исследованию задачи
в случае наблюдаемого входа, описываемого тради-
ционным диффузионным процессом, посвящена

работа [3], а важное дополнение для случая зави-
симых возмущений в уравнениях входа и выхода
получено в [4].

Задача, точно такая же, как в [1], но в услови-
ях полной информации, т. е. в предположении, что
состояние входной цепи Маркова известно и от-
сутствует необходимость его оценивания по кос-
венным наблюдениям, ранее не рассматривалась.
Ее решение — основная цель данной статьи. Ин-
тересно заметить: хотя и считается, что классиче-
скими методами оптимального управления [5, 6]
хорошо решаются именно задачи с полной ин-
формацией, рассматриваемая модель привлекала
ранее внимание только в постановке с ненаблю-
даемым входом. Так, в [7, 8] рассматриваемая
модель оптимизировалась по упрощенному кри-
терию, в котором учитывались только слагаемые,
штрафующие за величину управления, в [9] ре-
шение получено для классического квадратичного
критерия и даже более общей модели входа. В свя-
зи с этими результатами [1] можно считать обоб-
щением на случай квадратичного критерия специ-
ального вида, позволяющего решать задачи типа

∗Работа выполнялась с использованием инфраструктуры Центра коллективного пользования «Высокопроизводительные вычис-
ления и большие данные» (ЦКП «Информатика» ФИЦ ИУ РАН, Москва).

1Федеральный исследовательский центр «Информатика и управление» Российской академии наук, ABosov@frccsc.ru
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слежения за целью, в роли которой выступает не-
наблюдаемый вход. Основу для решения в лю-
бой из перечисленных работ составляют уравнения
оптимальной фильтрации на основе обновляющих
процессов [10], фильтр Вонэма в случае цепи —
частный случай. Отсутствие внимания к формаль-
но более простому случаю с полной информацией,
возможно, объясняется интерпретацией входного
процесса как сложного возмущения, с воздействи-
ем которого требуется бороться. Критерий более
общего вида [1, 4] больше ориентирован на поста-
новки с конструктивной интерпретацией входа как
воздействия, на которое надо реагировать, изме-
нять поведение выхода. Такой взгляд превращает
возмущение в состояние, из-за этого становится це-
лесообразным рассматривать задачу в случае пол-
ной информации. В данной статье возможность
такого подхода иллюстрируется прикладным при-
мером, приводятся результаты расчетов, подтвер-
ждающие применимость полученных алгоритмов
управления и позволяющие сравнить их качество
в постановках с полной и неполной информацией
о состоянии.

2 Постановка задачи управления
выходом наблюдаемой цепи

На каноническом вероятностном пространстве
(Ÿ,F ,P ,Ft), t ∈ [0, T ], рассмотрим линейную диф-
ференциальную стохастическую систему

dzt = atyt dt+ btzt dt+ ctut dt+σt dwt , z0 = Z , (1)

с управляемым выходом zt ∈ R
nz , винеровским

процессомwt ∈ R
nw и аддитивным входом yt, пред-

ставляющим собой марковскую цепь с множеством
состояний {e1, . . . , eny

}, сформированным из еди-
ничных координатных векторов в евклидовом про-
странстве R

ny , известным начальным состоянием
y0 = Y с распределением π0 и матрицей интенсив-
ностей переходов ˜t. Остальные величины в урав-
нении (1): случайный векторZ ∈ R

nz — гауссовская
случайная величина с известными моментами; wt,
yt, Y и Z независимы в совокупности; заданные
матричные функции at ∈ R

nz×ny , bt ∈ R
nz×nz , ct ∈

∈ R
nz×nu и σt ∈ R

nz×nw ограничены.
Вектор управлений ut ∈ R

nu выбирается из
класса допустимых управлений — случайных про-
цессов второго порядка, формируемых по зако-
ну управления с обратной связью [5], т. _е. в виде
ut = Ut(yt, zt). Качество закона управления Ut =
= Ut(y, z), y ∈ R

ny , z ∈ R
nz , определяется функци-

оналом вида

J(UT
0 ) = E





T∫

0

‖Ptyt +Qtzt +Rtut‖2St
dt+

+ ‖PT yT +QT zT‖2ST

}
, (2)

где UT
0 = {Ut(y, z), 0 ≤ t ≤ T }; Pt ∈ R

nJ×ny ,
Qt ∈ R

nJ×nz , Rt ∈ R
nJ×nu , St ∈ R

nJ×nJ , St ≥
≥ 0, St = S′

t, 0 ≤ t ≤ T , — заданные ограничен-
ные матричные функции; ‖x‖2S = x′Sx — весовая
функция для симметричной неотрицательно опре-
деленной матрицы S, единичной матрице S = 1
соответствует евклидова норма ‖x‖2

1
= |x|2, x′ —

транспонированная матрица x. Для существования
решений выписанных далее уравнений предпола-
гается, что все функции ˜t, at, bt, ct, σt, Pt, Qt, Rt

и St кусочно-непрерывны. Кроме того, предпола-
гаются выполненными условия невырожденности
R′

tStRt > 0 и σtσ
′
t > 0.

Обозначим через u∗t оптимальное управление,
доставляющее минимум квадратичному функцио-
налу J(UT

0 ):

(U∗)
T
0 ={U∗

t (y, z), 0 ≤ t ≤ T } ∈ argmin J
(
UT
0

)
, (3)

т. е. u∗t = U∗
t (yt, z

∗
t ), где z∗t — решение (1) при ut =

= u∗t — являетсяFy,z
t -измеримым процессом, σ-ал-

гебра Fy,z
t порождена наблюдаемыми величинами

{yτ , zτ , 0 ≤ τ ≤ t}, Fy,z
t ⊆ Ft ⊆ F .

3 Основное утверждение

Вначале заметим, что в [1] получено решение
для варианта рассматриваемой задачи в постанов-
ке с неполной информацией, т. е. в предположе-
нии, что целевой функционал (2) оптимизируется
для управлений вида ut = Ut(zt). Соответству-
ющее оптимальное управление — u∗∗t = U∗∗

t (z
∗∗
t ),

где z∗∗t — решение (1) при ut = u∗∗t — является
Fz

t -измеримым процессом, σ-алгебра Fz
t порожде-

на наблюдаемыми величинами {zτ , 0 ≤ τ ≤ t},
Fz

t ⊆ Fy,z
t ⊆ Ft ⊆ F . Это решение при выпол-

нении перечисленных в постановке задачи условий
существует и определяется следующими соотноше-
ниями:

u∗∗t = −1
2
(R′

tStRt)
−1
(c′t (2αtz

∗∗
t + βt�yt) +

+ 2R′
tSt (Pt�yt +Qtz

∗∗
t )) ,

где �yt = E {yt|Fz
t } — оценка фильтра Вонэма

d�yt = ˜
′
t�yt dt+(diag (�yt)− �yt�y

′
t) a

′
t (σtσ

′
t)

−1
(dzt −

− at�yt dt− btzt dt− ctut dt) , �y0 = E{Y } , (4)
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а функции αt и βt — решения уравнений

dαt

dt
−
(
Mα

t αt + α
′
t (M

α
t )

′)+Nα
t −

− α′
tct (R

′
tStRt)

−1
c′tαt = 0 , αT = Q

′
TSTQT ; (5)

dβt

dt
+βt˜

′
t+M

β
t −Nβ

t βt = 0 , βT = 2Q
′
TSTPT . (6)

Здесь обозначено:

Mα
t = Q

′
tStRt (R

′
tStRt)

−1
c′t ;

Nα
t = Q

′
t

(
St − StRt (R

′
tStRt)

−1
R′

tSt

)
Qt ;

Mβ
t = 2

((
a′t − P ′

tStRt (R
′
tStRt)

−1
c′t

)
αt +

+ P ′
t

(
St − StRt (R

′
tStRt)

−1
R′

tSt

)
Qt

)
;

Nβ
t = Q

′
tStRt (R

′
tStRt)

−1
c′t + αtct (R

′
tStRt)

−1
c′t .

Это решение получено путем разделения задач
управления и фильтрации, в результате чего исход-
ная постановка с ненаблюдаемым состоянием yt

и наблюдениями zt заменяется на эквивалентную
задачу с полной информацией для известного со-
стояния �yt и выхода zt. При этом искомый закон
управления U∗∗

t (z) принимает вид U∗∗
t (y, z), в ко-

тором переменная y ∈ R
ny соответствует состоя-

нию �yt, переменная z ∈ R
nz — как и было, выходу zt

и формально y = y(z).
Теперь можно сформулировать основной ре-

зультат для рассматриваемой постановки с полной
информацией.

Теорема. Оптимальное решение U∗
t задачи оптими-

зации (3) для целевого функционала J(UT
0 ), заданного

в (2), определяется следующим соотношением:

U∗
t = U

∗
t (y, z) = −1

2
(R′

tStRt)
−1
(c′t (2αtz + βty) +

+ 2R′
tSt (Pty +Qtz)) , (7)

где функции αt и βt — решения (5) и (6).

Таким образом, решение задачи с полной ин-
формацией совпадает с решением задачи в слу-
чае косвенных наблюдений, представленном в раз-
деленном виде: U∗

t (y, z) = U∗∗
t (y, z), траектории

оптимального управления u∗t = U∗∗
t (yt, z

∗
t ), т. е. по-

лучаются подстановкой в U∗∗
t (y, z) величин y = yt,

траектории u∗∗t получаются так же, но подстанов-
кой y = �yt. Такое свойство решения в [9] названо
сильным разделением.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Вывод (7) в целом обеспе-
чивается выкладками, проделанными в [3] для ре-
шения аналогичной задачи для такого же целево-
го функционала J(UT

0 ), выхода zt, заданного (1),

и входного воздействия yt, описываемого диффузи-
онным уравнением с винеровским процессом Vt ∈
∈ R

nV , не зависящим от wt , Y и Z:

dyt = �t(yt) dt+›t(yt) dVt , y0 = Y . (8)

В рассматриваемом случае, как и в [3], для ре-
шения применим метод динамического програм-
мирования. Для функции Беллмана

Vt = Vt(y, z) =

= inf
UT

t

E





T∫

t

‖Psys +Qszs +Rsus‖2Ss
ds+

+ ‖PT yT +QT zT ‖2ST





воспользуемся уравнением в следующем виде
(см. [5, гл. 6, § 2]):

∂Vt

∂t
+min

u

{
Au

t {Vt}+ ‖Pty +Qtz +Rtu‖2St

}
= 0 ,

где оператор Au
t определяет дифференциал Vt

(см. [5, гл. 5, § 5], а именно:

d

dt
E {Vt|Fy,z

t } = E

{
∂Vt

∂t
+Au

t {Vt}|Fy,z
t

}
.

Выражение для Au
t , когда yt задано уравнени-

ем (8), дает формула Ито для диффузионного про-
цесса. В этом случае уравнение Беллмана прини-
мает вид:

∂Vt

∂t
+
1

2

(
tr

{
›′

t

∂2Vt

∂z2
›t

}
+ tr

{
σ′

t

∂2Vt

∂z2
σt

})
+

+min
u

{
�′

t

∂Vt

∂y
+ (aty + btz + ctu)

′ ∂Vt

∂z
+

+ ‖Pty +Qtz +Rtu‖2St

}
= 0 . (9)

В рассматриваемом случае марковской цепи yt

вместо (8) воспользуемся мартингальным представ-
лением [2]:

dyt = ˜
′
tyt dt+ d˜

y
t , y0 = Y , (10)

где˜y
t — Ft-согласованный мартингал с квадратич-

ной характеристикой

〈˜y,˜y〉t =

=

t∫

0

(diag (˜′
sys)− ˜′

sdiag (ys)− diag (ys) ˜s) ds .
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Соответственно, выражение для Au
t и скачко-

образного yt, заданного уравнением (10), дает фор-
мула Ито для семимартингалов [11] и уравнение
Беллмана записывается в виде:

∂Vt

∂t
+
1

2

(
tr

{
∂2Vt

∂y2
〈˜y,˜y〉t

}
+ tr

{
σ′

t

∂2Vt

∂z2
σt

})
+

+min
u

{
y′˜t

∂Vt

∂y
+ (aty + btz + ctu)

′ ∂Vt

∂z
+

+ ‖Pty +Qtz +Rtu‖2St

}
= 0 . (11)

Решить (11), как и (9), позволяют предполо-
жения о специальной форме функции Беллмана.
Во-первых, и (11), и (9) позволяют предположить
квадратичный вид Vt по переменной z:

Vt = z
′αtz + z

′Bt(y) + •t(y) . (12)

Следующее предположение сделаем для коэф-
фициента Bt(y). Для диффузионного процесса yt,
заданного уравнением (8), дополнительно предпо-
ложим, что имеет место случай линейного сноса,
т. е. �t(y) = ϕty. Для скачкообразного процесса yt,
заданного уравнением (10), это условие выполне-
но изначально, можно считать, что �t(y) = ˜

′
ty.

В этом частном случае (12) уточняется дополни-
тельным предположением линейностиBt(y) = βty,
т. е.

Vt = z
′αtz + z

′βty + •t(y). (13)

Окончательное предположение о виде Vt можно
сделать только для скачкообразного процесса yt,
заданного уравнением (10), а именно: поскольку
цепь yt принимает значения единичных векторов
{e1, . . . , eny

}, то в функции Беллмана (13) можно
задать линейным третий коэффициент, т. е. •t(y) =
= γty + δt и окончательно

Vt = z
′αtz + z

′βty + γty + δt . (14)

Действительно, в общем виде Vt можно записать
как Vt(y, z) = (Vt(e1, z), . . . , Vt(eny

, z))y, что с уче-
том зависимости (13) от z как раз и дает (14).

Таким образом, уравнение Беллмана для рас-
сматриваемой задачи принимает вид:

∂Vt

∂t
+
1

2
tr

{
σ′

t

∂2Vt

∂z2
σt

}
+

+min
u

{
y′˜t

∂Vt

∂y
+ (aty + btz + ctu)

′ ∂Vt

∂z
+

+ ‖Pty +Qtz +Rtu‖2St

}
= 0 (15)

и решается с начальным условием

VT = ‖PT y +QT z‖2ST
,

т. е. αT = Q′
TSTQT , βT = 2Q′

TSTPT , γT y =
= y′P ′

TSTPT y и δT = 0.
Последний этап доказательства: подстановку

в (15) решения в виде (14) — можно выполнить
как непосредственно, так и сославшись на уже
проделанные выкладки в [3]. Учитывая сходство
уравнений (15) и (9) и сходство их решений (14)
и (13), доказываемый результат, т. е. соотношение
для оптимального управления (7) с параметрами (5)
и (6), из решения (15) можно получить как частный
случай. Это соображение завершает доказатель-
ство.

В дополнение к доказательству заметим, что
общее решение из [3] помимо уравнений для ко-
эффициентов αt и βt включает и уравнение для
коэффициента •t(y) в (15). Соответственно, в рас-
сматриваемом случае вместо •t(y) записываются
уравнения для γt и δt:

∂γt

∂t
+ y′˜t˜

′
t +M

γ
t y = 0 , γT y = y

′P ′
TSTPT y;

∂δt
∂t
+ tr {σ′

tαtσt} = 0 , δT = 0 ,





(16)

где

Mγ
t y = N

γ
t (y) =

= y′β′
t

(
at − ct (R

′
tStRt)

−1
R′

tStPt

)
y +

+ y′P ′
t

(
St − StRt (R

′
tStRt)

−1
R′

tSt

)
Pty −

− 1
4
y′β′

tct (R
′
tStRt)

−1
c′tβty .

Особого практического значения уравнения (16)
не имеют, но позволяют еще раз прокомментиро-
вать использованное в доказательстве свойство ли-
нейности функции Беллмана. Это предположение
означает, в частности, что в (16) должна иметь место
линейность Nγ

t (y), несмотря на наличие множите-
лей y′y. Это условие обеспечивается представле-
нием

Mγ
t y =

(
Nγ

t (e1) , . . . , N
γ
t

(
eny

))
y .

Аналогично равенство γT y = y
′P ′

TSTPT y, запи-
санное в виде

γT y =
(
e′1P

′
TSTPT e1, . . . , e

′
ny
P ′

TSTPT eny

)
y ,

дает начальное условие для вычисления γt. От-
метим, что такое свойство типично для задач, ис-
пользующих модель марковской цепи с областью
значений {e1, . . . , eny

}.
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4 Модельный пример

Представляемый численный пример использует
модель простой механической системы, в качестве
которой может выступать воздействующее устрой-
ство типа силового привода. Состояние такого
устройства определяется его положением и ско-
ростью. Значение скорости формируется силовым
воздействием, аддитивно зависящим от текущего
положения xt, текущей скорости vt, контролиру-
емого управляющего воздействия ut и неконтро-
лируемого входа yt. При отсутствии воздействия yt

физический смысл привода состоит в стабилизации
положения и скорости около нуля. Включение в мо-
дель yt предполагает изменение цели управления
на стабилизацию положения около изменяющего-
ся значения, формируемого воздействием yt. Если
бы yt описывалось линейным дифференциальным
уравнением с винеровским процессом, то такую
задачу можно было бы формализовать классиче-
ской линейно-квадратической постановкой, похо-
жий по существу пример есть в [12]. В предлагаемой
модели yt — марковская цепь, и привод должен сле-
довать за одним из состояний этой цепи. Данное
описание реализует модель вида

dxt = vt dt , t ∈ (0, T ] ,
dvt = axt dt+ bvt dt+ cyt dt+

+ hut dt+
√
g dwt ,





(17)

Здесь предполагается, что цепь yt имеет три состо-
яния {e1, e2, e3}, постоянную матрицу интенсивно-
стей

˜t = ˜ =



−0,5 0,5 0
0,5 −1 0,5
0 0,5 −0,5




и начальное распределение π0 = (1, 0, 0)′, т. е. y0 =
= Y = e1, а целевой функционал

J
(
UT
0

)
= E





T∫

0

(
|Cyt − xt|2 +R |ut|2

)
dt



 . (18)

Начальные значения x0 и v0 — независимые
гауссовские случайные величины с нулевым сред-
ним и дисперсиямиσ2x иσ2v соответственно. Осталь-
ные параметры модели (17) — это числа a, b, h, g,
R и T и строки c = (c1, c2, c3) и C = (C1, C2, C3).
Полагая Ci = −ci/a, получаем цель управления,
состоящую в стабилизации положения xt около ве-
личины Ci, если цепь yt находится в состоянии ei.

Будем рассматривать случай, когда система (17)
устойчива, что обеспечивается условиями b < 0
и b2+4a < 0. Для расчета выбран следующий набор
значений параметров: a = −1; b = −0,1; h = 10;

g = 1,0; R = 0,01; T = 20; σ2x = 1; σ
2
v = 1; c1 = 1;

c2 = 4; c3 = 8.
Интегрирование системы (17) выполнено мето-

дом Эйлера с шагом 0,001, неявный метод Эйлера
с таким же шагом использовался для приближен-
ного интегрирования (5) и (6) при вычислении
коэффициентов αt и βt. Формальное нарушение
моделью (17) условия невырожденности σtσ

′
t > 0

не мешает вычислить оценку фильтра Вонэма, по-
скольку для данной модели очевидно, что Fx,v

t =
= Fv

t , поэтому оценка

�yt = E {yt|Fz
t } = E {yt|Fv

t }
вычисляется как решение уравнения (4) с исполь-
зованием только наблюдения vt также методом Эй-
лера с шагом 0,001.

Моделировался пучок из траекторий цепи yt,
управлений u∗t и u∗∗t и соответствующих траекто-
рий системы x∗t , x∗∗t и v∗t , v∗∗t . Рассчитаны также
траектории неуправляемой системы x0t и v0t , т. е.
решения (17) для ut = u0t = 0. Для анализа ка-
чества управлений с учетом динамики вычислено
значение целевого функционала

J
(
U t
0

)
= E





t∫

0

(
|Cys − xs|2 +R |us|2

)
ds



 ,

т. е. функции J((U∗)t0), J((U
∗∗)t0) и J((U0)t0) для

соответствующих управлений.
Результаты расчетов проиллюстрированы на

рис. 1, где показан пример траекторий положе-
ний x∗t , x∗∗t и x0t , формируемых управлениями u∗t ,
u∗∗t и u0t , на рис. 2 и 3, где представлены соответст-
вующие траектории скоростей и управлений, и на
рис. 4 с графиками роста целевого функционала.

Результирующие значения целевого функцио-
нала (18): J((U∗)200 ) = 22,6; J((U∗∗)200 ) = 37,2;
J((U0)200 ) = 409,5.

Рис. 1 Примеры траекторий положений: 1 — x∗

t ; 2 —
x∗∗

t ; 3 — x0t ; 4 — цель Cyt
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Рис. 2 Примеры траекторий скоростей: 1 — v∗t ; 2 — v∗∗t ;
3 — v0t ; 4 — цель Cyt

Рис. 3 Примеры траекторий управлений: 1 — u∗

t ; 2 —
u∗∗

t ; 3 — u0t ; 4 — цель Cyt

Рис. 4 Динамика целевой функции: 1 — J((U∗)t0); 2 —
J((U∗∗)t0); 3 — J((U0)t0)

5 Заключение

Главный теоретический результат статьи —
это полученное выражение (7) для оптимального

управления U∗
t (y, z) в постановке с полной инфор-

мацией. Совпадение решения с рассмотренным
в [1] случаем с косвенными наблюдениями ожи-
далось, но требовало формального подтверждения.
Практический результат — это выполненный рас-
чет, т. е. реализация алгоритмов управленияU∗

t (y, z)
и U∗∗

t (z), подтвердившая их практическую приме-
нимость и эффективность на подходящем приклад-
ном примере. При этом работа с примером имела
одну известную трудность, связанную с фильтром
Вонэма, численная реализация которого требует
особого внимания в части устойчивости. В связи
с решаемой задачей стабилизации привода предпо-
лагается исследовать этот вопрос дополнительно.
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Abstract: The problem of optimal control of the linear output of a stochastic differential system, formed by an
additive jumping input, was solved. The goal of optimization is set by a quadratic criterion of a special type
which allows one to formalize the tasks of tracking an abruptly changing target and stabilizing the system near the
directions determined by the input. The problem is solved under the assumption that there is complete information,
i. e., the known state of the input Markov chain. This statement complements the previously obtained solution of
the problem with incomplete information, in which the control and estimation problems are separated, provided by
the optimal in this case Wonham filter. The result obtained in the article, in addition to its independent significance,
also provides a reference solution for analyzing the quality of control under conditions of indirect observations.
The solution of the problem under consideration, as in the statement with incomplete information, is provided by
the direct application of the dynamic programming method. The Bellman’s equation is refined for a given input
model — a martingale representation of the chain and a range of values limited by unit coordinate vectors are
used. A numerical experiment was carried out, the results of which illustrate the efficiency of the obtained control
algorithms in both settings, with complete information and indirect observations.
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dynamic programming
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О МОНОТОННОСТИ НЕКОТОРЫХ КЛАССОВ МАРКОВСКИХ

ЦЕПЕЙ

Я. А. Сатин1, А. Л. Крюкова2, В. С. Ошушкова3, А. И. Зейфман4

Аннотация: Вводится отношение частичного порядка для марковских цепей, исследуются условия мо-
нотонности для некоторых классов марковских процессов с непрерывным временем. Сформулированы
соответствующие теоремы о монотонности, позволяющие сравнивать между собой две (неоднородные,
вообще говоря) марковские цепи с одинаковыми начальными условиями и разными матрицами интен-
сивностей. Рассмотрены классы процессов, для которых заведомо выполнены условия, гарантирующие
монотонность. Известный интерес с точки зрения приложений представляют марковские цепи с интер-
вальными интенсивностями. Полученные в работе условия монотонности дают возможность некоторым
образом продвинуться в изучении неоднородных марковских цепей с интервальными интенсивностями,
а именно: в настоящей работе рассмотрена в качестве примера система обслуживания Mt/Mt/S/S с ин-
тервальными коэффициентами. Полученные результаты подтверждены вычислительным экспериментом
и проиллюстрированы соответствующими графиками основных вероятностных характеристик системы.

Ключевые слова: монотонность марковских процессов; нестационарная система массового обслужива-
ния; марковские цепи с интервальными интенсивностями; предельные характеристики
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1 Введение

Основное внимание в настоящей статье уде-
ляется исследованию условий монотонности для
некоторых классов марковских процессов с непре-
рывным временем. Имеется ряд работ, так или
иначе связанных со сравнением и монотонностью
марковских цепей (см., например, [1–3]). Как пра-
вило, отношение порядка при этом задается так же,
как в [2], это определение и используется далее.

Итак, пусть p (t) = (p0 (t) , p1 (t) , . . .)
T — вектор

распределения вероятностей в момент времени t,
если pi (t) ≥ 0 и

∑
pi (t) = 1. Зададим на множе-

стве таких векторов отношение частичного порядка
следующим образом: p1 (t) ≻ p2 (t), если и только
если для каждого i = 1, 2, . . . выполнено следующее
неравенство:

∑

j≥i

p1j (t) ≥
∑

j≥i

p2j (t) .

Пусть теперь X1(t) и X2(t) — марковские цепи.
Тогда будем говорить, что X1(t) ≻ X2(t), если для
каждого t ≥ 0 сохраняется соответствующее нера-
венство между векторами распределения вероятно-
стей p1 (t) ≻ p2 (t) при одних и тех же начальных
векторах вероятностей состояний.

В следующем разделе проводится сравнение
двух марковских цепей в смысле их монотонности,
затем рассмотрены классы процессов, для которых
выполнены вышеупомянутые условия. Известный
интерес с точки зрения приложений приобрета-
ют марковские цепи с интервальными интенсив-
ностями (см., например, [4, 5]), так что далее рас-
смотрена в качестве примера система обслуживания
Mt/Mt/S/S с интервальными коэффициентами.

2 Монотонность

Пусть X(t) и X∗(t) — вообще говоря, неод-
нородные марковские цепи с непрерывным вре-
менем, с матрицами интенсивностей Q(t) и Q∗(t)
соответственно. Обозначим через A(t) = QT(t)

и A∗(t) = (Q∗)
T
(t) транспонированные матрицы

интенсивностей для этих цепей. Для описания
рассматриваемых марковских цепей будем исполь-
зовать прямые системы Колмогорова

dp

dt
= A(t)p(t); (1)

dp∗

dt
= A∗(t)p∗(t), (2)

1Вологодский государственный университет, yacovi@mail.ru
2Вологодский государственный университет, kryukovaforstudents@gmail.com
3ООО Инновейтив пипл, oshushonok@yandex.ru
4Вологодский государственный университет; Федеральный исследовательский центр «Информатика и управление» Российской

академии наук; Вологодский научный центр Российской академии наук; Московский центр фундаментальной и прикладной
математики, a zeifman@mail.ru
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предполагая выполненными стандартные условия
на интенсивности как функции от времени (т. е.
локальная интегрируемость на [0,∞) всех aij(t)
и ограниченность почти при всех t ≥ 0 соответ-
ствующих операторных функций из l1 в себя (см.,
например, [6])).

Потребуем дополнительно, чтобы основные
матрицы этих систем были связаны между собой
равенством

A∗(t) = A(t) + C(t)

и нулевой столбец матрицы C (t) состоял только из
нулей. Заметим также, что, как и в матрицах A (t)
иA∗ (t), в матрицеC (t) суммы элементов по столб-
цам равны нулю.

Выполним теперь следующее преобразование
обеих систем, состоящее в исключении нулевого
состояния. Для этого положим

p0 (t) = 1−
∑

i≥1

pi (t) .

Тогда системы (1) и (2) примут вид:

dz

dt
= B(t)z(t) + f(t); (3)

dz∗

dt
= B∗(t)z∗(t) + f∗(t), (4)

где вектор f(t) и вектор f∗(t) состоят из элементов
нулевых столбцов матриц A (t) и A∗ (t) соответ-
ственно, а значит, совпадают.

Теперь нетрудно видеть, что матрица C∗ (t) по-
лучается исключением из матрицы C (t) нулевой
строки и нулевого столбца:

B∗(t) = B(t) + C∗(t),

и равенство (4) можно записать в виде

dz∗

dt
= B(t)z∗(t) + C∗(t)z∗(t) + f∗(t). (5)

Рассматривая разность (5) и (3), получим следу-
ющее равенство:

d(z∗(t)− z(t))

dt
= B(t)(z∗(t)−z(t))+C∗(t)z∗(t). (6)

Пусть положительные числа d1, d2, d3, . . . явля-
ются элементами соответствующих строк верхне-
треугольной матрицы вида

D =




d1 d1 d1 · · ·
0 d2 d2 · · ·
0 0 d3 · · ·
...

...
...

. . .


 .

Соответственно, обратная матрица представляется
таким образом:

D−1 =




1

d1
− 1
d2

0 · · ·

0
1

d2
− 1
d3

· · ·

0 0
1

d3
· · ·

...
...

...
. . .




.

Рассмотрим теперь произведение DBD−1




∞∑

i=1

bi1
d1
d2

(
∞∑

i=1

bi2 −
∞∑

i=1

bi1

)

d2
d1

∞∑

i=2

bi1

∞∑

i=2

bi2 −
∞∑

i=2

bi1

d3
d1

∞∑

i=3

bi1
d3
d2

(
∞∑

i=3

bi2 −
∞∑

i=3

bi1

)

...
...

d1
d3

(
∞∑

i=1

bi3 −
∞∑

i=1

bi2

)
· · ·

d2
d3

(
∞∑

i=2

bi3 −
∞∑

i=2

bi2

)
· · ·

∞∑

i=3

bi3 −
∞∑

i=3

bi2 · · ·

...
. . .




и потребуем, чтобы полученная матрица была су-
щественно неотрицательной.

Умножим равенство (6) на матрицу D слева:

dD (z∗(t)− z(t))

dt
= DB(z∗(t)− z(t)) +DC∗z∗(t),

преобразуем к виду

dD (z∗(t)− z(t))

dt
=

= DBD−1D(z∗(t)− z(t)) +DC∗z∗(t).

Получаем

D (z∗(t)− z(t)) = U(t, 0)D (z∗(0)− z(0)) +

+

t∫

0

U(t, s)DC∗(s)z∗(s) ds .

Заметим, что U(t, s) ≥ 0 при всех t > s > 0
в силу существенной неотрицательности матри-
цы DBD−1.

Если для матриц A(t) и A∗(t) выполнены усло-
вия:

– для всех i имеет место равенство ai0(t) = a
∗
i0(t);

– при i > j (j 6= 0) выполняется неравенство
a∗ij(t) > aij(t);

– при i < j, напротив, a∗ij(t) < aij(t),
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то получаем DC∗(s) ≥ 0, а значит, Dz∗(t) ≥ Dz(t).
Отсюда вытекает следующее утверждение.

Теорема 1. Пусть X1(t) и X2(t) — марковские цепи

и при каждом t ≥ 0 выполнены условия: при i > j
(j 6= 0) a∗ij(t) > aij(t), при i < j a∗ij(t) < aij(t) и,

кроме того, ai0(t) = a
∗
i0(t) при всех i (т. е. одинаковы

интенсивности выходы из нулевого состояния). Тогда

X2(t) ≻ X1(t).

Аналогично получается

Теорема 2. Пусть X1(t) и X2(t) — марковские цепи,

для интенсивностей которых при всех t ≥ 0 справед-

ливы неравенства: при i > j a∗ij(t) < aij(t), а при

i < j a∗ij(t) > aij(t) и, кроме того, ai0(t) = a∗i0(t) для

всех i. Тогда X1(t) ≻ X2(t).

Отметим еще, что из неравенства X2(t) ≻ X1(t)
вытекает аналогичное неравенство для математи-
ческих ожиданий соответствующих цепей при оди-
наковых начальных распределениях вероятностей
состояний.

3 Классы монотонных
марковских цепей

Перечислим некоторые классы марковских це-
пей, для которых выполнены доказанные выше тео-
ремы 1 и 2.

I. Неоднородный процесс рождения и гибели. В этом
случае aij(t) = 0 для любого t ≥ 0, если |i − j| >
> 1. Здесь ai,i+1(t) = µi+1(t) и ai+1,i(t) = λi(t) —
интенсивности рождения и гибели соответственно.

1. Если размерность S =∞, т. е. матрица интен-
сивностей имеет вид

A (t) =

=




−λ0 µ1 0 0 · · ·
λ0 − (λ1 + µ1) µ2 0 · · ·
0 λ1 − (λ2 + µ2) µ3 · · ·
0 0 λ2 − (λ3 + µ3) · · ·
...

...
...

...
. . .



,

то имеем

C∗ (t) =




(λ1 + µ1)− (λ∗1 + µ∗
1)

λ∗1 − λ1
0
...

µ∗
2 − µ2 0 · · ·

(λ2 + µ2)− (λ∗2 + µ∗
2) µ∗

3 − µ3 · · ·
λ∗2 − λ2 (λ3 + µ3)− (λ∗3 + µ∗

3) · · ·
...

...
. . .




и

DC∗ (t) =

=




d1 (µ1 − µ∗
1) 0 0 · · ·

d2 (λ
∗
1 − λ1) d2 (µ2 − µ∗

2) 0 · · ·
0 d3 (λ

∗
2 − λ2) d3 (µ3 − µ∗

3) · · ·
...

...
...

. . .


,

т. е. получаем, что знак DC∗(s) определяется имен-
но описанными отношениями между интенсивно-
стями матрицA(t) иA∗(t). Тем самым иллюстриру-
ется выполнение теорем 1 и 2.

2. В случае конечного пространства (S < ∞)
матрица интенсивностей имеет вид

A(t)=




−λ0 µ1 0 0 · · ·
λ0 − (λ1 + µ1) µ2 0 · · ·
0 λ1 − (λ2 + µ2) µ3 · · ·
0 0 λ2 − (λ3 + µ3) · · ·
...

...
...

...
. . .

0 0 0 · · · · · ·
· · · 0
· · · 0
· · · 0
· · · 0
. . . µS

· · · −µS




,

а для DC∗ получаем выражение



d1 (µ1 − µ∗
1) 0 0 · · ·

d2 (λ
∗
1 − λ1) d2 (µ2 − µ∗

2) 0 · · ·
0 d3 (λ

∗
2 − λ2) d3 (µ3 − µ∗

3) · · ·
...

...
...

. . .
0 0 0 · · ·

· · · 0
· · · 0
· · · 0
. . . 0
· · · dS (µS − µ∗

S)



.

II. Неоднородные цепи, в которых интенсивность

«рождения» группы из k элементов не зависит от раз-

мера популяции в этот момент. При этом aij(t) = 0
для любого t ≥ 0, если i < j − 1, и ai+k,i(t) = ak(t)
для k ≥ 1 — интенсивность рождения группы из
k элементов, а ai,i+1(t) = µi+1(t) — интенсивность
гибели одного элемента при условии, что их в по-
пуляции i + 1; кроме того, пусть для каждого i
выполнено неравенство ai ≥ ai+1.

3. Если размерность S =∞, то

A (t) =




a00(t) µ1(t) 0 0 · · ·
a1(t) a11(t) µ2(t) 0 · · ·
a2(t) a1(t) a22(t) µ3(t) · · ·

...
...

...
...

. . .


 .
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В этом случае произведение DC∗ можно записать
в виде




d1 (µ1 − µ∗
1) 0 0 · · ·

0 d2 (µ2 − µ∗
2) 0 · · ·

0 0 d3 (µ3 − µ∗
3) · · ·

...
...

...
. . .




или, что то же самое, через диагональные элементы:



d1 (a
∗
11 − a11) 0 0 · · ·
0 d2 (a

∗
22 − a22) 0 · · ·

0 0 d3 (a
∗
33 − a33) · · ·

...
...

...
. . .


 .

4. В случае конечного пространства (S <∞)

A (t) =




a00(t) µ1(t) 0 0 · · ·
a1(t) a11(t) µ2(t) 0 · · ·
a2(t) a1(t) a22(t) µ3(t) · · ·

...
...

...
...

. . .
aS−1(t) aS−2(t) aS−3(t) aS−4(t) · · ·
aS(t) aS−1(t) aS−2(t) aS−3(t) · · ·

· · · 0 0
· · · 0 0
· · · 0 0
. . .

...
...

· · · aS−1,S−1(t) µS−1(t)
· · · a1(t) aSS(t)




.

В этом случае произведение DC∗ можно записать
в виде




d1 (µ1 − µ∗
1) 0 0 · · ·

0 d2 (µ2 − µ∗
2) 0 · · ·

0 0 d3 (µ3 − µ∗
3) · · ·

...
...

...
. . .

0 0 0 · · ·
· · · 0
· · · 0
· · · 0
. . .

...
· · · dS−1

(
µS−1 − µ∗

S−1

)



.

III. Неоднородные цепи, в которых интенсивность

гибели группы из k элементов не зависит от размера

популяции в этот момент. При этом aij(t) = 0 для
любого t ≥ 0, если i > j + 1, и ai,i+k(t) = bk(t) для
k ≥ 1— интенсивность гибели группы из k элемен-
тов, а ai+1,i(t) = λi(t) — интенсивность рождения
одного элемента при условии, что их в популяции
i + 1; кроме того, пусть для каждого i выполнено
неравенство bi ≥ bi+1.

5. Если размерность S =∞, то

A (t) =




a00(t) b1(t) b2(t) b3(t) · · ·
λ1(t) a11(t) b1(t) b2(t) · · ·
0 λ2(t) a22(t) b1(t) · · ·
...

...
...

...
. . .


 .

Выполнив необходимые преобразования, получаем
произведение DC∗:




d1 (b1 − b∗1) d1 (b2 − b∗2)
d2 (λ

∗
2 − λ2) d2 ((b1 − b∗1) + (b2 − b∗2))
0 d3 (λ

∗
3 − λ3)

...
...

d1 (b3 − b∗3) · · ·
d2 ((b2 − b∗2) + (b3 − b∗3)) · · ·

d3

(
3∑

i=1

bi −
3∑

i=1

b∗i

)
· · ·

...
. . .



.

6. В случае конечного пространства (S <∞)

A (t) =

=




a00(t) b1(t) b2(t) b3(t) · · · bS−1(t) bS(t)
λ1(t) a11(t) b1(t) b2(t) · · · bS−2(t) bS−1(t)
0 λ2(t) a22(t) b1(t) · · · bS−3(t) bS−2(t)
...

...
...

...
. . .

...
...

0 0 0 0 · · · aS−1S−1(t) b1(t)
0 0 0 0 · · · λS−1(t) aSS(t)




.

Выполнив необходимые преобразования, получаем
произведение DC∗:




d1 (b1 − b∗1) d1 (b2 − b∗2)
d2 (λ

∗
2 − λ2) d2((b1 − b∗1) + (b2 − b∗2))
0 d3 (λ

∗
3 − λ3)

...
...

0 0

d1 (b3 − b∗3) · · · d1 (bS − b∗S)

d2 ((b2 − b∗2) + (b3 − b∗3)) · · · d2
S∑

i=S−1

(bi − b∗i )

d3

3∑

i=1

(bi − b∗i ) · · · d3
S∑

i=S−2

(bi − b∗i )

...
. . .

...

0 · · · dS

S∑

i=1

(bi − b∗i )




.
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IV. Неоднородные цепи, в которых интенсивность

переходов не зависит от размера популяции в этот

момент, т. е. интенсивность рождения группы из
k частиц ai+k,i(t) = ak(t), а интенсивность гибели
группы из k элементов ai,i+k(t) = bk(t) для k ≥
≥ 1; кроме того, пусть для каждого i выполнены
неравенства ai ≥ ai+1 и bi ≥ bi+1.

7. Если размерность S =∞, то

A (t) =




a00(t) b1(t) b2(t) b3(t) · · ·
a1(t) a11(t) b1(t) b2(t) · · ·
a2(t) a1(t) a22(t) b1(t) · · ·

...
...

...
...

. . .


.

МатрицаDC∗ имеет вид:




d1 (a
∗
11 − a11) d1 (b2 − b∗2) d1 (b3 − b∗3) · · ·
0 d2 (a

∗
22 − a22) d2 (b2 − b∗2) · · ·

0 0 d3 (a
∗
33 − a33) · · ·

...
...

...
. . .


 .

Можно переписать эту матрицу следующим обра-
зом:




d1 (b1 − b∗1) d1 (b2 − b∗2) d1 (b3 − b∗3) · · ·

0 d2

2∑

i=1

(bi − b∗i ) d2 (b2 − b∗2) · · ·

0 0 d3

3∑

i=1

(bi − b∗i ) · · ·

...
...

...
. . .




.

8. В случае конечного пространства (S < ∞)
матрица A (t) имеет вид:




a00(t) b1(t) b2(t) b3(t) · · ·
a1(t) a11(t) b1(t) b2(t) · · ·
a2(t) a1(t) a22(t) b1(t) · · ·

...
...

...
...

. . .
aS−1(t) aS−2(t) aS−3(t) aS−4(t) · · ·
aS(t) aS−1(t) aS−2(t) aS−3(t) · · ·

· · · bS−1(t) bS(t)
· · · bS−2(t) bS−1(t)
· · · bS−3(t) bS−2(t)
. . .

...
...

· · · aS−1,S−1(t) b1(t)
· · · a1(t) aSS(t)




.

МатрицаDC∗ имеет вид:




d1 (a
∗
11 − a11) d1 (b2 − b∗2) d1 (b3 − b∗3) · · ·
0 d2 (a

∗
22 − a22) d2 (b2 − b∗2) · · ·

0 0 d3 (a
∗
33 − a33) · · ·

...
...

...
. . .

0 0 0 · · ·
· · · d1 (bS − b∗S)
· · · d2

(
bS−1 − b∗S−1

)

· · · d3
(
bS−2 − b∗S−2

)

. . .
...

· · · dS (a
∗
SS − aSS)



.

Как и в предыдущем случае, можем переписать по-
следнюю матрицу:




d1 (b1 − b∗1) d1 · (b2 − b∗2) d1 (b3 − b∗3) · · ·

0 d2

2∑

i=1

(bi − b∗i ) d2 (b2 − b∗2) · · ·

0 0 d3

3∑

i=1

(bi − b∗i ) · · ·

...
...

...
. . .

0 0 0 · · ·
· · · d1 (bS − b∗S)
· · · d2

(
bS−1 − b∗S−1

)

· · · d3
(
bS−2 − b∗S−2

)

. . .
...

· · · dS

S∑

i=1

(bi − b∗i )




.

Подробное описание классов I–IV и преобразо-
ваний их матриц можно найти в [6].

4 Марковские цепи
с интервальными
интенсивностями

Полученные ранее результаты можно приме-
нить к исследованию как скорости сходимости,
так и среднего числа требований в нестационар-
ных марковских системах обслуживания.

В качестве примера такого исследования
рассмотрим марковскую цепь X(t), описыва-
ющую число требований в системе обслуживания
Mt/Mt/S/S (см., например, [7]). Это процесс рож-
дения и гибели с конечным числом состояний
и транспонированной матрицей интенсивностей
вида
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A(t) =




−λ(t) µ(t) 0
λ(t) −(λ(t) + µ(t)) 2µ(t)
0 λ(t) − (λ(t) + 2µ(t))
0 0 λ(t)

. . .
. . .

. . .
· · · · · · · · ·

0 · · · · · ·
0 · · · · · ·
3µ(t) · · · · · ·

− (λ(t) + 3µ(t)) · · · · · ·
. . . · · · Sµ(t)
. . . λ(t) −Sµ(t)




.

Допустим, что интенсивность поступления за-
просов λ(t) остается неизменной, а интенсивность
обработки запросов µ(t) варьируется в интервале[
µ(t);µ(t)

]
. Тогда имеет место следующая теорема.

Теорема 3. Пусть рассматриваются два марковских

процесса: {X1(t), t ≥ 0} с интенсивностями λ(t)
и µ(t) и {X2(t), t ≥ 0} с интенсивностями λ(t) и µ(t).
Тогда X1(t) ≻ X2(t). При этом в случае одинако-

вых начальных условий для среднего числа требова-

ний в системе справедливо неравенство E(X1(t)) ≥
≥ E(X2(t)).

Отметим, что если пространство состояний мар-
ковской цепи конечно, то можно оставлять неиз-
менным не «нулевой», а последний столбец A(t),
т. е. фиксировать можно не интенсивность поступ-
ления требований, а интенсивность обслуживания.
Если теперь µ(t) остается неизменной, а интенсив-
ность поступления требований варьируется в ин-
тервале

[
λ(t);λ(t)

]
, то имеет место следующая тео-

рема.

Теорема 4. Пусть рассматриваются два марковских

процесса: {X1(t), t ≥ 0} с интенсивностями λ(t)

Рис. 1 Среднее число требований (а) и вероятность отсутствия требований (б) в системе обслуживания приX(0) = 0:
1 — (λ,µ); 2 — (λ, µ); 3 — (λ, µ)

Рис. 2 Среднее число требований (а) и вероятность отсутствия требований (б) в системе обслуживания приX(0) = 0:
1 — (λ, µ); 2 — (λ, µ); 3 — (λ, µ)
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и µ(t) и {X2(t), t ≥ 0} с интенсивностями λ(t) и µ(t).
Тогда X1(t) ≻ X2(t).

Рассмотрим теперь конкретные модели
Mt/Mt/S/S. Положим S = 100.

На рис. 1 показаны среднее число требований
в системе и вероятность пустой очереди в ситуации,
когда λ(t) = 1,5 + sin(2πt), µ(t) = 1,5 + cos(2πt).
Соответственно, выбираем µ(t) = 1,3 + cos(2πt)
и µ(t) = 1,7 + cos(2πt).

На рис. 2 показаны среднее число требований
в системе и вероятность пустой очереди в ситуации,
когда λ(t) = 1,5 + sin(2πt), µ(t) = 1,5 + cos(2πt).
Соответственно, выбираем λ(t) = 1,3 + cos(2πt),
λ(t) = 1,7 + cos(2πt).
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АЛГОРИТМОВ ВИРТУАЛЬНОГО СКРИНИНГА

КВАНТОВО-МЕХАНИЧЕСКИХ СВОЙСТВ

ОРГАНИЧЕСКИХ МОЛЕКУЛ II: СОПОСТАВЛЕНИЕ ФОРМАЛИЗМА

С КОНСТРУКТАМИ КВАНТОВОЙ МЕХАНИКИ

И ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНАЯ АПРОБАЦИЯ

ПРЕДЛОЖЕННЫХ АЛГОРИТМОВ∗
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Аннотация: Показаны соответствия между описаниями молекул в рамках теории хемографов, внутрен-
ними координатами молекул и ψ-функциями. Полученные результаты сопоставимы: (1) с решениями
одноэлектронного уравнения Шредингера (УШ) на фрагментах молекул с учетом перекрывания фраг-
ментов; (2) c аддитивными схемами расчета электронной плотности в теории функционала электронной
плотности; (3) с учетом интегралов перекрывания в теории молекулярных орбиталей (МО). Апробация
алгоритмов на выборке из 134 тыс. органических молекул показала ранговые корреляции порядка 0,75
(95%, достоверный интервал 0,67–0,85) между результатами расчетов по предлагаемым алгоритмам и зна-
чениями исследованных квантово-механических (КМ) показателей молекул. Cкорость вычислений по
предлагаемым алгоритмам на несколько порядков превышает скорость КМ вычислений, что важно для
проведения скринингов молекул.

Ключевые слова: алгебраический подход; хемоинформатика; размеченные графы; комбинаторный анализ
разрешимости
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1 Введение
В первой части статьи [1] было показано, что при

определении алфавита меток Y для произвольного
хемогр‚афа X ∈ X может быть вычислено множе-
ство “Y(X) ⊂ “Y всех χ-цепей в X, включающее
все множества “Ym χ-цепей длины m и множество
�Y(X) ⊂ �Y всех χ-узлов X. На основании множеств
“Y(X) и �Y(X) строятся соответствующие χ-инвари-
анты и их кортежи посредством оператора вхожде-

ния множества подграфов π = {π1,π2, . . . ,πn} ⊂ •
в хемограф:

�β[X ]π = (|π ∩š(X)| > 0) .
Обозначая через

�βπ =
{
�βπ1, �βπ2, . . . , �βπn

}

результат последовательного применения �β к π,
а через �ι[i]π(X) — i-й элемент кортеж-инвариан-
та �ιπ, получаем условие хемометрического анализа:

argmin
{ωk}

|X|∑

m=1

∣∣∣∣∣S
(

n∑

k=1

ωks
(
�ι[k] �β[Xm]π

))
− Tm

∣∣∣∣∣ , (1)

где Tm — значения прогнозируемой величины для
молекул, соответствующих хемографам в обуча-
ющей выборке X; S, s : R → R+ — «сглажива-
ющие» функции. При S ≡ 1 и s ≡ 1 условие (1)
соответствует определению взвешенной метрики
Хэмминга

ρq(X1, X2) =
1

n

n∑

k=1

ωk�ι[k] �β[X1]π ⊗ �ι[k] �β[X2]π. (2)

В выражениях (1) и (2) настраиваемыми пара-
метрами являются веса ωk, а множество подгра-
фов π и функции S и s в (1) задаются исследова-
телем. Множество π определяется на основании
операторов построения прообраза χ-цепи α, �µ−1

c α,
и построения прообраза χ-узла κ, �µ−1

κ κ, так что
для α ⊂ “Y определено �µ−1

c
α = {�µ−1

c α, α ∈ α}, а для
κ ⊂ �Y — �µ−1

κ κ = {�µ−1
κ κ, κ ∈ κ}. Тогда π опреде-

∗Работа выполнена при поддержке РФФИ (проекты 19-07-00356, 18-07-00944 и 20-07-00537).
1Федеральный исследовательский центр «Информатика и управление» Российской академии наук, tiy135@yahoo.com
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ляется как �µ1cα, �µ1κκ, �µ1cα∪ �µ1κκ с использованием
множеств χ-цепей фиксированной длины m(“Ym)
и т. д.

Далее рассмотрены соответствия между резуль-
татами применения топологического анализа к хе-
мографам и некоторыми математическими кон-
структами квантовой механики.

2 Основные постулаты
квантовой механики

Аксиоматику, лежащую в основе математиче-
ских конструкций КМ, удобно представлять в виде
четырех постулатов [2], анализ которых позволяет
рассмотреть соответствия между квантовой меха-
никой и предлагаемым формализмом.

Постулат 1. Состояние квантовой системы из N
микрочастиц (электронов и ядер) полностью опреде-

ляется волновой функцией от радиус-векторов час-

тиц и времени (пси-функцией ψ(x, t) : R3N+1 → R),
x ∈ R3N — вектор координат в конфигурационном

пространстве, t — время. Квадрат ψ-функции отра-

жает плотность вероятности состояния, заданного

координатами частиц. В стационарном состоянии

ψ-функция определяется как ψ(x) : R3N → R.

Постулат 2. Наблюдаемая физическая величина A
представима в виде линейного оператора �A, так что

среднее значение A вычисляется как

�A =

∫

R3N

ψ∗ �Aψ dx ,

где ψ∗ комплексно сопряжена ψ.

Постулат 3. Изменение волновой функции во вре-

мени определяется УШ. Временн‚ая форма УШ для
гамильтонана �H записывается как

�Hψ = i~
∂ψ

∂t
, �H = �T + V .

Здесь �T =
∑ �Ti — терм кинетической энергии, где

�Ti =
~
2

2mi
–i, –i =

∂

∂x2i
+

∂

∂y2i
+

∂

∂z2i

(mi — масса i-й частицы); V (x, t) : R3N+1 → R —
терм потенциальной энергии, гдеx ∈ R3N — конка-

тенация векторов координат ядерR =
(
~Rα

)
и элек-

тронов r = (~ri),~ri = (xi, yi, zi).

Постулат 4. Электроны квантовой системы неразли-

чимы.

В гамильтоновых системах выполнено условие
сохранения энергии, так что V (x) : R3N → R

и ψ(x, t) = ψ(x)χ(t), что соответствует стационар-
ной форме УШ:

�Hψ(r,R) = Eψ(r,R) ,

где E — полная энергия системы. После введе-
ния так называемого адиабатического приближе-
ния (Борна–Оппенгеймера: кинетическая энергия
ядер пренебрежимо мала), гамильтониан УШ запи-
сывается как «электронный гамильтониан»:

�He =
1

2

∑

i

~
2

2me
–i(r) +

+ Vee(r) + Ven(r,R) + Vnn(R) , (3)

где i-суммирование проводится по электронам
(me); Vee(r) = (1/2)

∑
i

∑
j 6=i 1/dij, dij = ‖~ri −

− ~rj‖ — терм внутренней энергии межэлек-
тронного взаимодействия; Ven = −∑i,α Zα/Rαi,

Rαi = ‖~Rα − ~ri‖ — терм электронно-ядерного,
а Vnn =

∑
α,β ZαZβ/Rαβ,Rαβ = ‖~Rα − ~Rβ‖ — терм

межъядерного взаимодействия (i, j-суммирование
проводится по электронам, а α, β-суммирование —
по ядрам). Вычисление КМ-показателей молекул,
рассматриваемых в настоящей статье, основано на
решениях уравнения (3).

После нумерации частиц в молекулярной сис-
теме C = (rj) ⊂ R3, j = 1, . . . , N , оператор
�P : 2R

3 → R3N определяется как конкатенация
�PC = (~r1, . . . ,~rj, . . . ,~rN), так что ψ(�PC) зависит от
декартовых координат. По построению, для �P все-
гда имеется обратный оператор �P−1, C ≡ �P−1�PC.
Декартовы координаты C = (rj) позволяют найти
внутренние координаты M(C) = (dij(C)) посред-

ством такого �E : 2R
3 → RC2N , M(C) = �EC, что

dij = ‖~ri − ~rj‖. Существует �E−1, так что M(C)
позволяет найти C с точностью до афинного пре-
образования. Матрица инцидентности хемографа
есть факторизацияM(C) на основании правил те-
ории химической связи [2, 3].

3 Интерпретация с точки зрения
теории химической связи

Совокупность χ-инвариантов, в которые вовле-
чена данная вершина χ-графа, соответствующая
одному из атомов молекулы, описывает некото-
рый локальный контекст данного атома в молекуле.
В теории химической связи (композит классиче-
ских и КМ-представлений) геометрия локального
окружения атома описывается на основании ги-
бридных состояний атомов, которые могут быть
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использованы для порождения алфавита Y и сло-
варей “Y и �Y [3]. Присутствие в (1) весов ωk со-
ответствует суммированию свойства молекулы (k-я
переменная) по χ-фрагментам (каждый из кото-
рых характеризуется определенным вкладом в это
свойство), так что (1) подразумевает две гипотезы:
(1) аддитивность и (2) фиксированность.

Определение 1. Гипотеза аддитивности: свойство
всей молекулы представимо как сумма вкладов
χ-инвариантов, каждый из которых соответствует
определенному χ-фрагменту молекулы.

Определение 2. Гипотеза фиксированности вкла-
да: каждый χ-инвариант вносит одинаковый вклад
в исследуемое свойство во все молекулы, содержа-
щие соответствующие χ-фрагменты.

4 Интерпретация в терминах
одноэлектронной модели

Адиабатическое приближение (3) подразумева-
ет, что терм Vnn(R) фиксирован для заданной кон-
фигурации ядер R, так что R отражает параметры
стационарного УШ. Одноэлектронное приближе-
ние упрощает (3) за счет пересмотра Vee, которое
аппроксимируется одноэлектронными оператора-
ми. В рамках одноэлектронного (Хартри–Фока)
приближения ψ(r,R) ищется в виде

ψ(r,R) =
∏

i

ψ1 (~ri,R) ,

где каждая изψ1(~ri,R)— решение задачи движения
одного электрона в поле всех ядер, так называемого
одноэлектронного УШ:

�hiψ1,k (~ri,R) = eikψ1,k (~ri,R) ;

�hi = − ~
2

2me
–i −

∑

α

Zα

Rαt
+ Vi(i) ;

�He =
∑
i

�hi, Ek =
∑
i

eik ,





(4)

где Vi(i) = (1/2)
∑

i6=j 1/dij — терм потенциальной
энергии, а ψ1,k ортонормированы [2]. В соответ-
ствии с постулатом 4 ψ1,k представляются в виде
определителя, составленного из одноэлектронных
линейно независимых функций.

Таким образом, в одноэлектронном приближе-
нии энергия системы представляется как сумма
собственных значений фокианов �hi. Хотя в �hi вхо-
дят координаты всех ядерR, с увеличением разме-
ра молекулы на движение электрона будут влиять
только ближайшие ядра, что делает адекватным
представление молекулы в виде набора локальных

структурных фрагментов. Последнее соответствует
суммированию свойств молекулы поχ-фрагментам
в задаче (1), т. е. χ-фрагментам в предбазеU(X) со-
поставлен определенный набор одноэлектронных
волновых функций ψ1,k, что отвечает гипотезе ад-
дитивности. Выражение (1) усиливает ограничения
на ψ1,k: принимается, что любая ψ1,k одинакова
в контексте структуры различных молекул.

5 Интерпретация в теории
молекулярных орбиталей

В теории МО рассматриваются только орбитали
валентных электронов молекулы. Молекулярные
орбитали представляются линейными комбинаци-
ями (ЛК) атомных орбиталей (АО), что соответству-
ет аппроксимации решения (4) водородоподобны-
миψ-функциями при больших (ангстремы) и малых
(доли ангстрема) расстояниях [2]. Пусть произволь-
ная МО ā представима как ЛК ā =

∑
i ciψi. Под-

ставляя эту ЛК в выражение в постулате 2 и вводя
условие нормировки ā для попарно неортогональ-
ных ψi, получаем

�A =

∑
i

∑
j
cicjAij

∑
i

∑
j
cicjSij

,

где Aij =
∫
R3N ψi

�Aψj dx и Sij =
∫
R3N ψiψj dx —

так называемые интегралы перекрывания, харак-
теризующие межэлектронные взаимодействия ψi.
Если каждая из функций ψi в ЛК представляет ту
или иную АО i-го атома молекулы, то матрица ин-
цидентности (mij(X)) может рассматриваться как
факторизация (Sij), где б‚ольшим Sij соответствуют
б‚ольшие веса ребер mij .

Пусть имеется достаточно большое множество
хемографов X. Рассмотрим два фрагмента одной
молекулы из X, каждый из которых соответству-
ет определенному χ-инварианту. Например, пусть
α, β ∈ “Y , так что определены �µ−1

c α и �µ−1
c β (случай

с χ-узлами рассматривается аналогично). Опреде-
лим три подмножестваX:

AB =
{
X ∈ X|�µ−1

c α∈X, �µ−1
c β∈X

}
;

A =
{
X ∈ X|�µ−1

c α∈X
}
\AB;

B =
{
X ∈ X|�µ−1

c β∈X
}
\AB .

Для определенности пусть |�µ−1
c α| = 1 и |�µ−1

c β| = 1
(случаи с |�µ−1

c α| > 1 и |�µ−1
c β| > 1 принципиально

не отличаются).
В соответствии с определением 2 будем счи-

тать, что все χ-фрагменты �µ−1
c α описываются од-

ной и той же ψ-функцией ψA, а все χ-фрагменты
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�µ−1
c β —ψB . Взаимодействие междуψA иψB зависит

от расстояния dAB между ними в каждой молекуле
изAB: чем дальше расположены χ-фрагменты, тем
меньше SAB и тем более адекватно описание ψAB

как ЛКψA иψB . Технически dAB междуχ-фрагмен-
тами в составе одной молекулы может оценивать-
ся различными способами (среднее/минимальное
расстояние между атомами, длина наикратчайшего
пути и т. д.). С точки зрения теории МО подтвержде-
нием физического смысла гипотезы аддитивности
является следующая теорема.

Теорема 1 (об аддитивной коррекции взаимо-
действий). Пусть оценка взаимодействия между

χ-фрагментами в произвольном хемографе монотонно

убывает при увеличении расстояния между χ-фраг-

ментами и не зависит ни от типов χ-фрагментов, ни

от расположения χ-фрагментов в контексте хемо-

графа, ни от выбранного способа измерения рассто-

яния между фрагментами. Тогда вклады любых двух

χ-фрагментов можно считать независимыми, а по-

правку на взаимодействие между парой χ-фрагмен-

тов учитывать как вклад третьего χ-фрагмента,

образующего с парой χ-фрагментов связный подграф.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Вне зависимости от процеду-
ры порожденияχ-фрагментов и способа измерения
расстояния между χ-фрагментами, если для двух
фрагментов молекулы не имеется третьего фраг-
мента, соединяющего их, то вклады обоих χ-фраг-
ментов в общее свойство молекулы можно считать
независимыми и перекрыванием таких удаленных
орбиталей можно пренебречь (SAB = 0). Пусть два
χ-фрагмента �µ−1

c α и �µ−1
c β, |�µ−1

c α| = 1 и |�µ−1
c β| = 1,

вносят вкладыωα иωβ в свойство произвольной мо-
лекулы, а ωαβ — поправка на взаимодействие �µ−1

c α
и �µ−1

c β (случаю |�µ−1
c α| > 1 соответствует ωα|�µ−1

c α|).
Пусть поправка на взаимодействие α и β — мо-

нотонно убывающая f−, ωαβ = f−(dαβ), так что
вклад α и β равен ωα+ωβ+ f

−(dαβ). Дляmχ-фраг-
ментов хемографа X вычислим расстояния {dij} от
i-го χ-фрагмента µi до всех остальных χ-фрагмен-
товµj , i 6= j, так что для фрагментов с одинаковыми
распределениями {dij} суммарная поправка равна
si =

∑
j 6=i f

−(dij).
Распределения расстояний {dij} зависят от цен-

тральности расположения фрагмента. Центром
графа будем считать i-е вершины с минимальны-
ми значениями «центральности» ci =

∑
j=1,m dij .

Для фрагментов с одинаковой центральностью ci
поправки si равны. Для двух фрагментов с раз-
ной центральностью пусть i1 — более периферий-
ный, а i2 — более центральный, так что ci1 ≥ ci2
и si1 ≤ si2 . Если имеется третий фрагмент i3 из
š(X), соединяющий χ-фрагменты µi1 и µi2 , то
ci1 ≥ ci3 ≥ ci2 и si1 ≤ si3 ≤ si2 , так что вклад всех

трех фрагментов равен ωi1 + ωi2 + ωi3 + f
−(di1i2) +

+f−(di1i3)+f
−(di2i3). Однако по условию теоремы

взаимодействие между χ-фрагментами не зависит
от расположения χ-фрагментов в контексте хемо-
графа, поэтому si1 = si3 = si2 = s. Тогда сумма
поправок ωi1i2 по всем парам χ-фрагментов µi1

и µi2 равна
∑

i=1,m si, т. е. является произведением
числа χ-фрагментов хемографа m на константу s.
Соответственно, вклад ωi3 третьего фрагмента µi3

можно рассматривать как поправку на взаимодей-
ствие между двумя фрагментами µi1 и µi2 . Теорема
доказана.

Следствие 1. Условию теоремы соответствуют набо-
ры χ-фрагментов, полученные полным перебором
χ-подграфов (χ-цепей или χ-узлов).

Следствие 2. Вычисление свойства всей молекулы
осуществимо суммированием по χ-фрагментам.

Следствие 3. При учете взаимодействийχ-фрагмен-
тов по условию теоремы в вычисляемое свойство
молекулы входит терм ms, равный произведению
числа χ-фрагментов хемографа m на константу s.

Следствие 4. При выполнении условия теоремы
свойство W молекулы X рассчитывается по адди-
тивной схеме

W =
m∑

i=1

ωi +ms ,

т. е. суммированием по m χ-фрагментам, µi ∈
∈ š(X). Из этого следует, что соответствующие
ψ-функцииψi взаимно ортогональны (т. е. интегра-
лы их перекрывания равны нулю).

Теорема 1 показывает, что при определенных
условиях, накладываемых на процедуры постро-
ения множеств хемоинвариантов “Y(X) и �Y(X), да-
же простейшая аддитивная схема расчета свойств
молекулы, соответствующая постановке задачи хе-
мореактивного анализа в простейшей форме (1),
позволяет учитывать взаимодействия между
χ-фрагментами, т. е. интегралы перекрыва-
ния SAB . Более того, добавление в множе-
ства “Y(X)/�Y(X) χ-инвариантов, соответствующих
«третьим» χ-фрагментам (т. е. тем, что образуют
связный подграф для произвольной пары χ-фраг-
ментов), позволяет предполагать ортогональность
ψ-функций, соответствующих χ-инвариантам в та-
ких “Y(X)/�Y(X) (следствие 4).

Экспериментальная верификация всего ком-
плекса гипотез в условии теоремы 1 заключает-
ся: (1) в оценке корреляции между значениями
КМ параметров молекул и результатами расчетов
по предлагаемой в следствии 4 аддитивной схеме;
(2) в оценке расстояний между соответствующими
χ-фрагментами в множестве AB на основе эмпи-
рической функции распределения (э. ф. р.) рассто-
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яний {dAB} между χ-фрагментами �µ−1
c α и �µ−1

c β
с последующим анализом ρ-спектров и других
свойств возникающих при этом ρL-конфигура-
ций [1].

В целом, с точки зрения теории МО под-
разумевается делокализация электронов вокруг
χ-фрагментов, соответствующихχ-цепям/χ-узлам.
Обобществление электрона в случае χ-узла впол-
не представимо, так как последний представляет
ближайшее ковалентное окружение произвольного
атома.

6 Интерпретация с точки зрения
теории функционала
электронной плотности

Центральная идея теории функционала элек-
тронной плотности (density functional theory, DFT)
заключается в переформулировке постулатов 1–4
в формах, включающих электронную плотность
системы

ρ (~r) = N

∫

R3N

|ā(x)|2dx .

Последняя имеет четкий физический смысл и мо-
жет быть экспериментально оценена. Вводится
такое преобразование F, что

ā(x) = F (ρ(~r)) ; �A =
〈
F (ρ(~r)) |�A|F (ρ(~r))

〉
,

а полная энергия системы в приближении Борна–
Оппенгеймера равна

E (ρ(~r)) = Fîë (ρ(~r)) + Ven(F (ρ(~r)) ;

Fîë (ρ(~r)) = �TF (ρ(~r)) + Vee (F (ρ(~r))) .

Процедуры вычисления ρ(~r) естественным образом
допускают аддитивные модели. Соответственно,
представление молекулы как набора χ-фрагмен-
тов — это способ аддитивного, пофрагментного
описания карты электронной плотности молекулы.

7 О применении алгоритмов
для скрининга молекул

Очевидно, что точность вычислений по адди-
тивной схеме (1), вследствие весьма сильных пред-
положений об аддитивности и постоянстве вкла-
да χ-инвариантов (определения 1 и 2), вряд ли
когда-нибудь приблизится к результатам, получа-
емым в рамках разработанных ранее вычислитель-

ных схем КМ. Тем не менее ряд особенностей кор-
реляционного облака точек

O(X) = {(Wm(X), Tm(X)) ,

X ∈ X , m = 1, . . . , |X|} ,

где Wm(X) вычисляется для всех X ∈ X (напри-
мер, в соответствии с решением задачи (1) или
с использованием более сложных схем алгебраиче-
ского подхода), позволяет оценить практическую
применимость получаемых результатов.

Во-первых, кросс-валидационные оценки ко-
эффициента корреляции и других функционалов
оценки адекватности моделей на O(X) (стандарт-
ное отклонение, коэффициент детерминации, ком-
бинаторные и прочие функционалы робастного ли-
нейного сглаживания, различные статистические
функционалы и др.) позволяют разносторонне оце-
нить качество оценочных расчетов величин T по-
средством модели W . Во-вторых, может быть
оценена релевантность характеристик облака точек
O(X) для решения соответствующих задач класси-
фикации и высокопроизводительного скрининга
молекул in silico.

Следующая теорема может быть полезна
для планирования вычислительных экспериментов
и анализа полученных данных.

Теорема 2 (о скрининге). Точность классификации

хемографов изX по интересующим процентилям зна-

чений пропорциональна степени покрытия корреляци-

онного облака точек O(X) = {(Wm, Tm)} ячейками

главной диагонали координатной сетки, образованной

соответствующими процентилями значений T и W .

Д о к а з а т е л ь с т в о проводится посредством рас-
смотрения в решетке L(T (X)) цепей A(X) иA′(X),
соответствующих величине T и модели W . Рас-
сматриваются э. ф. р. cdf(A(X)) и cdf(A′(X)), вза-
имно однозначное соответствие между проценти-
лями š(p, cdf(A(X))) и š(p, cdf(A′(X))), так что на
основе O(X) вычисляются проценты ошибок клас-
сификации 1-го и 2-го типа.

Следствие 1. Величина коэффициента корреляции
r(O(X)) — непрямая характеристика аккуратности
классификации по процентилям значений.

Следствие 2. Разность коэффициентов корреляции
на обучении и контроле косвенно характеризует
переобученность алгоритма классификации.

8 Результаты экспериментальной
апробации

Тестирование моделей порождения информа-
тивных числовых признаков хемографов, основан-
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Результаты кросс-валидационного тестирования разработанных скрининговых алгоритмов
для 15 КМ показателей молекул; r(c)— среднее значение рангового коэффициента корреля-
ции на контроле, SD(c)— стандартное отклонение в прогнозировании ранга КМ-показателя
на контроле

Константа КМ-показатель Единицы r r(c) SD(c)

A Вращательная константа A ГГц 0,77 0,73 0,18
B Вращательная константа B ГГц 0,74 0,73 0,19
C Вращательная константа C ГГц 0,72 0,71 0,20
M Дипольный момент Дебай 0,72 0,72 0,20
α Изотропная поляризуемость Бор3 0,69 0,67 0,21
HOMO Энергия высшей занятой МО Хартри 0,82 0,79 0,17
LUMO Энергия низшей вакантной МО Хартри 0,85 0,83 0,15
Gap Зазор LUMO-HOMO Хартри 0,86 0,83 0,15
r2 Электронный пространственный экстент Бор2 0,67 0,67 0,21
ZPVE ВибрационнаяE нулевого уровня Хартри 0,85 0,85 0,15
U0 Внутренняя энергия (0 K) Хартри 0,69 0,67 0,21
U Внутренняя энергия (298,15 K) Хартри 0,69 0,67 0,21
H Энтальпия (298,15 K) Хартри 0,69 0,67 0,21
G Свободная энергия (298,15 K) Хартри 0,69 0,67 0,21
Cv Теплоемкость (298,15 K) кал/(М·K) 0,75 0,75 0,19

ных на решении задач типа (1) и соответствующих
алгоритмов прогнозирования числовых перемен-
ных [4], было проведено на выборке из 134 000
стабильных органических молекул с максимум де-
вятью тяжелыми атомами C, O, N и F (далее —
134K) [5]. Исходные описания хемографов в 134K
представлены в виде матриц M(X), отражающих
кратности химических связей. Было использова-
но множество меток Y , включающее элементы де-
картова произведения химического типа элемента
на заряд и допустимые гибридизационные состоя-
ния атомов [6]. Над Y строились инварианты из
семейств �ι �β[X] �µ−1

c
“Yn (n = 1, . . . , 7), �ι �β[X] �µ−1

κ
�Y (k)

(k = 3, . . . , 7) и�ι �β[X]( �µ−1
c
“Yn∪�µ−1

κ
�Y (k)). Результаты

тестирования регулярности по Журавлеву [6] позво-
лили найти оптимальные значения k и n (k = 4; n =
= 5). Как и в работе [4], прогнозирование числовых
величин проводилось алгоритмически с линейным

распознающим оператором на основании кортеж-
инварианта �ιιe = �ι �β[X]( �µ−1

c
“Y5 ∪ �µ−1

κ
�Y(4)) и кор-

ректором из 6 операций, настраиваемыми мульти-
стартовой стохастической оптимизацией.

Результаты серии кросс-валидационных экс-
периментов (10 разбиений 134K в соотношении
«случай–контроль» 6 : 1) показали наилучшие ре-
зультаты: (1) при учете эффектов атомов водоро-
да; (2) при использовании линейного решающего
правила и единичных «сглаживающих» функций
S, s : R→ R+; (3) при использовании коррекции на
число χ-фрагментов хемографа (см. теорему 1). Ре-
зультаты вычислительных экспериментов сумми-
рованы в таблице.

Несмотря на отличия в аккуратности скри-
нинговых оценок различных КМ-свойств моле-

кул (см. таблицу), алгоритмы для вычисления всех
15 свойств показали приемлемую обобщающую
способность. Последняя может быть косвенно
охарактеризована, например, различиями между
значениями коэффициентов корреляции r и r(c),
полученных соответственно на обучении и контро-
ле (теорема 2), которые составили в среднем все-
го 0,016 (95%, достоверный интервал 0,003–0,041).
Одним из лучших скрининговых алгоритмов, раз-
работанных в рамках топологической теории хе-
мографов, оказался алгоритм вычислений шири-
ны щели LUMO-HOMO (Lowest Unoccupied and
Highest Occupied Molecular Orbitals): r = 0,86 на
обучении и r(c) = 0,83 на контроле при стандарт-
ном отклонении 0,14–0,17 (см. рисунок). Несмотря
на заметную «размытость» корреляционного обла-
ка O(X) на рисунке, при скрининге молекул по
LUMO-HOMO квартиль наибольших значений по-
зволяет выделить 77% соединений с наибольшими
значениями данного свойства молекул (теорема 2).

При экспертном анализе ошибок прогнозирова-
ния было установлено, что разделение всей выбор-
ки 134K на две подгруппы молекул: полицикличе-
ские, ароматические и алифатические соединения
(n = 26 765) и все остальные — с раздельным
обучением на каждой из подгрупп позволило улуч-
шить кросс-валидационную корреляцию для зазора
LUMO-HOMO от r(c) = 0,83 до 0,88 при снижении
стандартного отклонения от 0,17 до 0,11.

Анализ весов ωi и значений ϕι(�ιχ, i,Pr) (см.
теорему 2 в [1]) χ-инвариантов позволяет выявить
хемоинварианты, которые вносят наибольшие аб-
солютные вклады. Например, в увеличение щели
LUMO-HOMO наибольший вклад вносили хемо-
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Пример ранговой корреляции для ширины щели LUMO-HOMO

инварианты, содержащие атомы углерода с выра-

женным стерическим напряжением, алифатические

цепи, а в сужение — π-системы, что полностью
соответствует основам теории химической связи.

При условии проведения предварительной под-
готовки (конвертирование матрицы инцидент-
ности каждого хемографа X в множество хемо-
инвариантов �β[X ]( �µ−1

c
“Y5(X) ∪ �µ−1

κ
�Y (4, X)) ⊂ ιe,

настройка вектора параметров θ(Pr)) скорость
вычислений алгоритма �A(θ(Pr)) становится на
несколько порядков выше, чем высокоточные
КМ-расчеты. Таким образом, разработанные ал-
горитмы приемлемы для проведения виртуальных
скринингов КМ-свойств молекул.

9 Заключение

Предлагаемые процедуры скринингового моде-
лирования КМ-свойств молекул находятся в русле,
важном для решения задач теоретической и прак-
тической химии. В теоретической химии край-
не важна разработка моделей, приемлемых для
всех классов соединений и позволяющих уста-
навливать полуколичественные взаимосвязи между
электронно-пространственным строением молекул
и их свойствами. Такие модели должны обеспе-
чивать выделение структурных признаков, опре-
деляющих свойства молекул, возможные реакции
молекул, прогнозировать эффекты модификации
структуры молекулы. Необходимость таких моде-
лей очевидна хотя бы потому, что число возможных
органических молекул измеряется сотнями милли-

ардов и получить данные точных количественных
КМ-расчетов для каждой из таких молекул не пред-
ставляется возможным.

Предлагаемые в настоящей работе «топологи-
ческие» модели отличает хорошая физико-химиче-
ская интерпретируемость (в том числе в терминах
квантовой теории) и высокая скорость вычислений.
Эти особенности разработанных моделей обеспе-
чивают возможность их применения для решения
широкого круга задач, таких как оценка КМ свойств
метаболитов и олигопептидов, поиск/дизайн моле-
кул с заданными наборами КМ-свойств в рамках
решения задач материаловедения, дизайн новых
лекарств, репозиционирование уже известных ле-
карств и др.
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ИСПОЛЬЗОВАНИЕ FDR-МЕТОДА МНОЖЕСТВЕННОЙ

ПРОВЕРКИ ГИПОТЕЗ ПРИ ОБРАЩЕНИИ ЛИНЕЙНЫХ

ОДНОРОДНЫХ ОПЕРАТОРОВ∗

С. И. Палионная1. О. В. Шестаков2

Аннотация: Одной из актуальных задач при работе с большими массивами данных является задача их
экономного представления, для решения которой необходимо выявить значимые признаки и удалить
шумовые. Такие задачи встречаются в самых различных областях, таких как генетика, биология, астро-
номия, компьютерная графика, обработка аудио- и видеоданных и т. д. В современных исследованиях
в этой области описаны различные методы фильтрации, основанные на разреженном представлении по-
лучаемых экспериментальных данных. Для построения статистических оценок на основе наблюдаемых
данных широко используется процедура множественной проверки гипотез о значимости наблюдений.
В данной работе рассмотрен FDR (False Discovery Rate) метод, основанный на контроле ожидаемой доли
ложных отклонений нулевой гипотезы, и алгоритм Бенжамини–Хочберга для множественной проверки
гипотез. Зачастую информация, доступная для наблюдения, представляет собой некоторое преобра-
зование интересующих исследователя данных. При этом дополнительно возникает задача обращения
этого преобразования. В работе рассмотрен случай, когда исходный вектор данных подвергается дей-
ствию линейного однородного преобразователя. Такие ситуации типичны, например, в астрофизических
и томографических приложениях.

Ключевые слова: вейвлеты; пороговая обработка; множественная проверка гипотез; однородный линей-
ный оператор; несмещенная оценка риска
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1 Введение

Рассмотрим постановку задачи множественной
проверки гипотез. Пусть имеются n различных
выборок, каждой их которых соответствует своя
нулевая гипотеза {H0i

, i = 1, . . . , n} и альтернатива
{H1i

, i = 1, . . . , n}. Гипотезы проверяются стати-
стиками Ti с заданными нулевыми распределения-
ми. После вычисления достигаемых уровней зна-
чимости {pi, i = 1, . . . , n} принимается решение об
отвержении нулевой гипотезы {H0i

} для каждого i.
Обозначим через M0 множество индексов верных
нулевых гипотез, а через R — множество индек-
сов отвергаемых гипотез. Тогда V = |M0 ∩ R| —
число ошибок первого рода. Задача заключается
в минимизации числа ошибок первого рода за счет
изменения параметра R.

Существует множество статистических проце-
дур, предлагающих различные способы решения
задачи множественной проверки гипотез. Одной из

первых предложенных мер, обобщающих ошибку
первого рода, была групповая вероятность ошиб-
ки первого рода FWER (Family-Wise Error Rate) [1].
Эта величина определяется как вероятность совер-
шения хотя бы одной ошибки первого рода. Однако
при большом числе проверяемых гипотез контроль
такого строгого условия приводит к значительному
увеличению числа ошибок второго рода. Поэто-
му в ситуациях, когда число проверяемых гипотез
очень велико, предпочтительнее допустить неко-
торое количество ошибок первого рода с целью
увеличения статистической мощности.

С этой целью рассмотрим меру FDR. Эта ме-
ра была предложена в работе [2] и предполагает
контроль ожидаемой доли ложных отклонений

FDR = E

(
V

max (R, 1)

)
.

Для контроля FDR чаще всего используется ал-
горитм множественной проверки гипотез Бенжа-

∗Статья опубликована при финансовой поддержке Минобрнауки РФ в рамках реализации программы Московского центра
фундаментальной и прикладной математики по соглашению № 075-15-2019-1621.
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мини–Хочберга [2], который при условии неза-
висимости статистик, проверяющих гипотезы, по-
зволяет ограничить сверху значение FDR парамет-
ром α, т. е.

E

(
V

max (R, 1)

)
≤ α .

в этой процедуре уровни значимости меняются ли-
нейно и определяются следующим образом:

αi =
αi

n
, i = 1, . . . , n .

Для применения метода Бенжамини–Хочберга
строится вариационный ряд из достигаемых уров-
ней значимости:

p(1) ≤ p(2) ≤ · · · ≤ p(n).

Отвергаются все гипотезы H01 , . . . , H0k
, где k ∈

∈ [1, n] — максимальный индекс, такой что для
него выполнено условие

p(i) ≤ αi.

2 Дискретное
вейвлет-разложение

Рассмотрим задачу оценивания математическо-
го ожидания гауссова вектора

Xi = (Kf)i + εi, i = 1, . . . , n ,

где f — функция исходных данных; εi — не-
зависимые нормально распределенные случайные
величины с нулевым математическим ожидани-
ем и дисперсией σ2; K — линейное однородное
преобразование с показателем β, т. е. для любого
a > 0

K[f(ax)] = a−β(Kf)[ax].

Заметим, что из однородности линейного преобра-
зования K с показателем β вытекает однородность
преобразования K−1 с показателем −β.

Пусть исходная функция f и ее линейное пре-
образование Kf заданы в точках i/N , где N = 2J

и i = 1, . . . , N . Рассмотрим дискретное вейвлет-
разложение преобразованной функции Kf . При
практическом применении метода вейвлет-разло-
жения аппроксимация исходной функции Kf за-
писывается в виде суммы из сдвигов и растяжений
некоторой вейвлет-функции ψ:

Kf =

J−1∑

j=0

2j−1∑

l=0

〈Kf,ψj,l〉ψj,l ,

где ψj,l(x) = 2
j/2ψ(2jx − l). Функция ψ должна

удовлетворять определенным требованиям [3]. Не
уточняя их в данной работе, будем полагать, что она
обладает всеми необходимыми свойствами.

Обозначим βj,l = ||K−1ψj,l||. Тогда

βj,l =




∞∫

−∞

(
K−1[2j/2ψ(2jx− l)]

)2
dx



1/2

=

= 2j/2




∞∫

−∞

2βj
(
K−1ψ[2jx− l]

)2
dx



1/2

=

= 2(1/2+β)j




∞∫

−∞

(
K−1ψ[2jx− l]

)2
dx



1/2

=

= 2βj




∞∫

−∞

(
K−1ψ[y]

)2
dy



1/2

= 2βjβ0,0.

Аппроксимация исходной функции f представима
в виде [4]:

F =

J−1∑

j=0

2j−1∑

l=0

2βjβ0,0 〈Kf,ψj,l〉uj,l , (1)

где uj,l = K
−1ψj,l/βj,l.

Дискретное вейвлет-преобразование представ-
ляет собой умножение вектора значений функции
на ортогональную матрицу, порождаемую вейвлет-
функцией ψ. Обозначим через µj,l соответству-
ющие коэффициенты, полученные после дискрет-
ного вейвлет-преобразования. Коэффициенты µj,l

образуют вектор µ. Для каждого уровня j ∈ [0, J−1]
рассмотрим упорядоченные по абсолютной вели-
чине значения µj,(k), k = 1, . . . , 2

j:

∣∣µj,(1)

∣∣ ≥ · · · ≥
∣∣µj,(2j)

∣∣ .

Обозначим η = (η0, η1, . . . , ηJ−1). Далее будем
рассматривать векторы µ, которые принадлежат
классу Lp для 0 < p < 2:

Lp(η) =
{∣∣µj,(k)

∣∣ ≤ ηj · 2j/pk−1/p для всех

k = 1, . . . , 2j, j = 0, . . . , J − 1
}
.

Заметим, что класс Lp достаточно широк и включа-
ет в себя, например, классы непрерывных по Лип-
шицу функций, определенных на конечном отрез-
ке, причем параметр регулярности по Липшицу не
зависит от η. Такие функции были рассмотрены,
в частности, в работе [5]. Также класс Lp включает
в себя некоторые классы Бесова [6].
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3 Среднеквадратичный риск

Процедура множественной проверки гипотез,
описанная выше, сводится к методам пороговой
обработки. Такой подход был использован, в част-
ности, в статье [7].

В случае жесткой пороговой обработки ком-
понента вектора обнуляется, если ее абсолютное
значение не превосходит заданного порога Tj, т. е.

ρH(X
W
j,k, Tj) =




XW

j,k при
∣∣∣XW

j,k

∣∣∣ > Tj ;

0 при
∣∣∣XW

j,k

∣∣∣ ≤ Tj

для каждого j ∈ [0, J − 1], где XW
j,k — зашумленные

вейвлет-коэффициенты из разложения (1).
Эта процедура эквивалентна проверке гипотез

о равенстве нулю математического ожидания каж-
дой компоненты вектора данных. В случае исполь-
зования FDR-метода пороговое значение Tj выби-
рается следующим образом: по исходной выборке
строится вариационный ряд убывающих по абсо-
лютному значению величин |X |(1)j ≥ |X |(2)j ≥ · · ·
· · · ≥ |X |(2

j)
j и |X |(k)j сравнивается с квантилями

Гауссова распределения tk = σz(α/2 · k/2j). Пусть

kF — наибольший индекс k для которого |X |(k)j ≥
≥ tk, тогда выбирается порог TF

j = tkF
.

Наряду с жесткой пороговой обработкой широ-
ко используется метод мягкой пороговой обработ-
ки, при котором оценки компонент вектора вычис-
ляются по правилу:

ρS(X
W
j,k, Tj) =






XW
j,k − Tj при XW

j,k > Tj;

XW
j,k + Tj при XW

j,k < −Tj;

0 при
∣∣∣XW

j,k

∣∣∣ ≤ Tj .

В этом случае получаемая функция ρS оказывается
непрерывной.

Среднеквадратичная погрешность (риск) рас-
смотренных процедур в случае дискретного вейв-
лет-разложения определяется следующим образом:

R(T ) =

J−1∑

j=0

2j∑

k=1

β2j,kE
(
ρ(XW

j,k, Tj)− µj,k

)2
, (2)

где T = (T0, T1, . . . , TJ−1); ρ — функция использу-
емой пороговой обработки.

Методы выбора порогового значения, как пра-
вило, ориентированы на минимизацию риска. Зна-
чение порога, при котором риск достигает миниму-
ма, обозначим Tmin = (Tmin0 , Tmin1 , . . . , TminJ−1):

Tmin : R(Tmin) = min
T

R(T ).

В выражении R(T ) присутствуют неизвестные ве-
личины µj,k, и вычислить значенияR(T ) и Tmin на
практике нельзя. Однако можно построить оцен-
ку риска, которая вычисляется на основе только
наблюдаемых данных. Эта оценка определяется
выражением [3]:

�R(T ) =
J−1∑

j=0

2j∑

k=1

22βjβ0,0F
[
XW

j,k, Tj

]
,

где

F
[
XW

j,k, Tj

]
=

=





((
XW

j,k

)2
− σ2

)
· 1
(∣∣∣XW

j,k

∣∣∣ 6 Tj

)
+

+ σ2 · 1
(∣∣∣XW

j,k

∣∣∣ > Tj

)
в случае жесткой

пороговой обработки ;((
XW

j,k

)2
− σ2

)
· 1
(∣∣∣XW

j,k

∣∣∣ 6 Tj

)
+

(
σ2 + T 2j

)
· 1
(∣∣∣XW

j,k

∣∣∣ > Tj

)
в случае мягкой

пороговой обработки.

При применении методов пороговой обработки
для решения обратных статистических задач зачас-
тую используют универсальный порог

T U : TU
j = σ

√
2 log 2j .

Популярность этого порога обусловлена тем, что
он в определенном смысле близок к максималь-
ному и его можно использовать при самых слабых
ограничениях на векторы наблюдений [8]. Кроме
того, исследования в работах [9–11] показывают,
что можно не рассматривать Tj > TU

j . В связи
с этим всюду далее будем считать, что Tj ≤ TU

j ,
j = 0, . . . , J − 1.

4 Основные результаты

В данном разделе будут доказаны некоторые
асимптотические свойства оценки (2), аналогич-
ные результатам работ [5, 12].

Для удобства дальнейшего изложения введем
ряд обозначений:

γj =
1

log log
(
2j
) ; τj = σ

(
2 log η−p

j

)1/2
;

κj =
2jηp

j τ
−p
j

1− αj − γj
для Lp(ηj). (3)

Теорема 1. Пусть µ ∈ Lp(η), ηj ∈
∈ [2−j(log 2j)5, 2−j·γ ], 1/2 < γ < 1. Пусть T F —
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вектор FDR-порогов с управляющими параметрами

α = (α0, α1, . . . , αJ−1) и αj → 0, αjκjγ
2
j /log 2

j → ∞
при j → ∞, где κj и γj определены в (3). Тогда

�R(T F )−R
(
Tmin

)

σ2
√
2J+4βJβ40,0

⇒ N(0, 1).

Д о к а з а т е л ь с т в о . Докажем теорему для мето-
да мягкой пороговой обработки. В случае жесткой
пороговой обработки доказательство аналогично.
Обозначим

W (T ) = �R(T )− �R
(
Tmin

)
=

J−1∑

j=0

22βjβ0,0Uj(Tj),

где

Uj(Tj) =
2j∑

k=1

(
F
[
XW

j,k, Tj

]
− F

[
XW

j,k, T
min
j

])
,

и запишем

�R
(
T F
)
−R

(
Tmin

)
+ �R

(
Tmin

)
− �R

(
Tmin

)
=

= �R
(
Tmin

)
−R

(
Tmin

)
+W

(
T F
)
.

Покажем, что

�R
(
Tmin

)
−R

(
Tmin

)

σ2
√
2J+4βJβ40,0

⇒ N(0, 1) . (4)

При мягкой пороговой обработке �R(Tmin)явля-
ется несмещенной оценкойR(Tmin), а при жесткой
пороговой обработке и выполнении условий теоре-
мы смещение стремится к нулю при делении на√
2J+4βJ [3]. Для дисперсии числителя имеем [13]:

lim
j→∞




D

J−1∑

j=0

2j∑

k=1

22βjβ0,0
(
F
[
XW

j,k, T
min
j

]
−

− EF
[
XW

j,k, T
min
j

])


/
D

J−1∑

j=0

2j∑

k=1

22βjβ0,0(X
W
j,k)

2




=

= 1. (5)

Кроме того, поскольку XW
j,k независимы,

D(XW
j,k)

2 = 2σ4 + 4σ2µ2j,k, и в силу определения
класса Lp(η) получаем:

lim
j→∞

D

∑J−1

j=0

∑2j

k=1
22βjβ0,0

(
XW

j,k

)2

σ4
(
2J+4βJβ40,0

) = 1 . (6)

Наконец, выполнено условие Линдеберга: для
любого ε > 0 при J → ∞

1

V 2j

J−1∑

j=0

2j∑

k=1

E
[ (
22βjβ0,0F

[
XW

j,k, T
min
j

]
−

− EF
[
Xi, T

min
j

])2 · 1
(
22βjβ0,0

∣∣F
[
XW

j,k, T
min
j

]
−

− EF
[
XW

j,k, T
min
j

]∣∣ > εVj

) ]
→ 0, (7)

где

V 2j = D

J−1∑

j=0

∑2j

k=1
22βjβ0,0

(
F
[
XW

j,k, T
min
j

]
−

− EF
[
XW

j,k, T
min
j

])
,

поскольку
∣∣F
[
XW

j,k, T
min
j

]
− EF

[
XW

j,k, T
min
j

]∣∣ ≤
≤ 2

((
TU

j

)2
+ σ2

)
, (8)

и в силу (5), (6) и (8) начиная с некоторого j все ин-
дикаторы в (7) обращаются в нуль. Таким образом,
справедливо (4).

Осталось показать, что

W
(
T F
)

√
2J+4βJβ40,0

P−→ 0. (9)

Разобьем W (T F ) на две компоненты:

W (T F ) =

J−1∑

j=0

22βjβ0,0Uj(T
F
j ) =

=

Jt∑

j=0

22βjβ0,0Uj(T
F
j ) +

J−1∑

j=Jt

22βjβ0,0Uj

(
TF

j

)
(10)

для некоторого t ∈ (0, 1/2).
Рассмотрим вторую сумму от Jt до J − 1 (для

сокращения записи будем считать, что Jt — целое
число). Для любого ε > 0

P




∣∣∣∣
∑J−1

j=Jt
22βjβ0,0Uj

(
TF

j

)∣∣∣∣
√
2J+4βJβ40,0

> ε


 ≤

≤
J−1∑

j=Jt

P




∣∣22βjβ0,0Uj

(
TF

j

)∣∣
√
2J+4βJβ40,0

>
ε

J



 ≤

≤
J−1∑

j=Jt



P
(
TF

j ≤ τj
)
+

+ P




22βjβ0,0 supTj∈[τj,T U

j
] |Uj(Tj)|

√
2J+4βJβ40,0

>
ε

J







 ≤
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≤
J−1∑

j=Jt

(
P
(
TF

j ≤ τj
)
+

+ P

((
22βjβ0,0

(
sup

Tj∈[τj,T U
j
]

|Uj(Tj)− EUj(Tj)|+

+ sup
Tj∈[τj,T U

j
]

|EUj(Tj)|
))/√

2J+4βJβ40,0 >
ε

J

))
. (11)

ПустьUj(Tj) = S
′
j(Tj)+S

′′
j (Tj), Tj ∈ [τj , TU

j ], где
S′′

j (Tj) состоит из слагаемых, для которых
∣∣µj,(k)

∣∣ ≤
≤ C/τj, а S′

j(Tj) содержит все остальные.
По определению класса Lp(ηj) число слагаемых

в S′
j(Tj) не превосходит

C · 2jT p
j η

p
j =

{
T p

j ∼ (log 2j)p/2
}
=

= C · 2j(log 2j)p/2ηp
j ≡ mj .

Так как каждое слагаемое из S′
j(Tj) не превосходит

по модулю 2
(
(TU

j )
2 + σ2

)
,

∣∣S′
j(Tj)

∣∣ ≤ C · 2j(log 2j)1+p/2ηp
j .

Следовательно,

22βjβ0,0 supTj∈[τj ,T U
j
]

∣∣S′
j(Tj)− ES′

j(Tj)
∣∣

√
2J+4βJβ40,0

≤

≤
Cηp

j · 2j(2β+1)(log 2j)1+p/2

√
2J+4βJβ40,0

≤

≤ C · 2j(2β−γ+1)(log 2J)1+p/2

√
2J+4βJβ40,0

. (12)

Далее, в силу определения Tminj ,

∣∣ES′′
j (Tj)

∣∣ ≤ C
∣∣ES′

j(Tj)
∣∣ .

Таким образом,

sup
T∈[τj,T U

j
]

|EUj(T )| ≤ C · 2j(log 2j)1+p/2ηp
j

и

22βjβ0,0 supTj∈[τj ,T U
j
] |EUj(Tj)|

√
2J+4βJβ40,0

≤

≤
Cηp

j · 2j(2β+1)(log 2j)1+p/2

√
2J+4βJβ40,0

≤

≤ C · 2j(2β−γ+1)(log 2J)1+p/2

√
2J+4βJβ40,0

. (13)

При γ > 1/2 полученные выражения (12) и (13)
начиная с некоторого J меньше, чем ε/J , при всех
j ∈ [Jt, J − 1].

Рассмотрим теперь сумму S′′
j (T ). При больших

значениях 2j число слагаемых в этой сумме равно
2j −mj ≈ 2j. Для удобства будем считать, что S′′

j (T )

содержит слагаемые с номерами отmj+1 до 2j . По-
вторяя рассуждения из [8, 14, 15], можно показать,
что Tminj ≥ τj − αj, где |αj | ≤ C(log log 2j)/

√
log 2j,

причем без ущерба для доказательства можно опус-
тить αj и считать, что Tminj ≥ τj . Разобьем отре-
зок [τj , TU

j ] на одинаковые части: T l
j = τj + lδ2j ∈

∈ [τj , TU
j ], l = 1, . . . , 2j − 1, δ2j = (TU

j − τj)/2
j.

Обозначим

Z ′′
j (T ) = S

′′
j (T )− ES′′

j (T );

N ′′
j (T, T

′) =

2j∑

i=mj+1

1
(
T <

∣∣XW
j,k

∣∣ ≤ T ′
)
.

Тогда

Aj =

{
22βj supT∈[τj,T U

j
] |S′′

j (T )− ES′′
j (T )|

2J(2β+1/2)
≥

≥ 5 ε
J

}
⊂ Dj ∪ Ej ,

где

Dj =

{
sup

l

∣∣Z ′′
j (T

l
j)
∣∣ > 22β(J−j)+J/2 ε

J

}
,

Ej =

{
sup

l
sup

T∈[T l
j
,T l

j
+δ
2j )

|Z ′′
j (T )− Z ′′

j (T
l
j)| ≥

≥ 4 · 22β(J−j)+J/2 ε

J

}
.

Обозначим qj = 2
2β(J−j)+J/2. Учитывая опреде-

ление класса Lp(η) и вид τj, можно показать, что
дисперсии слагаемых в S′′

j (T ) (а значит, и Z ′′
j (T )) не

превосходятC
(
log(2j/

(
log 2j

)5
)
)3/2

·2−jγ . Приме-

няя неравенство Бернштейна [16] для Dj, получим

P(Dj) ≤
∑

l

P

(∣∣Z ′′
j (T

l
j)
∣∣ > qjε

J

)
≤ 2j+1×

×exp
{
−J−2Cε2q2j

/(
21+j(1−γ)

(
log

(
2j

(log 2j)5

)3/2
+

+ 21+j/2
((
TU

j

)2
+ σ2

))}
.
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Далее, повторяя рассуждения из [12], получаем:

Ej ⊂

⊂
{
sup

l

∣∣N ′′
j (T

l
j , T

l
j + δ2j )− EN ′′

j (T
l
j , T

l
j + δ2j )

∣∣ ≥

≥ qjε

Jσ2
− 2

jTU
j δ2j

σ2
− 2

jCδ2j

σ2

}
= E

′

j .

Дисперсия слагаемых вN ′′
j (T

l
j , T

l
j + δ2j ) ограни-

чена величинойC
(
log(2j/(log 2j)5)

)1/2 ·2−jγ . Снова
применяя неравенство Бернштейна, получаем:

P(E
′′

l ) =

= P

(
∣∣N ′′

j

(
T l

j , T
l
j + δ2j

)
− EN ′′

j (T
l
j , T

l
j + δ2j )

∣∣ ≥

≥ qjε

Jσ2
− 2

jTU
j δ2j

σ2
− 2

jCδ2j

σ2

)
≤

≤2 exp
{
− J−2Cε2q2j

21+j(1−γ)
(
log(2j/(log 2j)5)

)1/2
+21+j/2

}
.

Следовательно,

P(E′
l) ≤

∑

l

P

(
E

′′

l

)
≤ 2j+1 ×

×exp
{
− J−2Cε2q2j

21+j(1−γ)
(
log(2j/(log 2j)5)

)1/2
+ 21+j/2

}
.

Таким образом, для произвольного ε > 0

J−1∑

j=Jt

P

(
sup

T∈[τj,T U
j
]

22βj
∣∣S′′

j (T )− ES′′
j (T )

∣∣

2J(2β+1/2)
>
ε

J

)
→0

при J → ∞.
Для первого слагаемого из (10) в силу (8) имеем
∣∣∣∣∣∣

Jt∑

j=0

22βjβ0,0Uj(T
F
j )

∣∣∣∣∣∣
≤ C · 2(2β+1)tJ log 2J .

Следовательно, при J → ∞
∣∣∣∣
∑Jt

j=0
22βjβ0,0Uj

(
TF

j

)∣∣∣∣
√
2J+4βJβ40,0

→ 0 п. в. (14)

Для оценки P(TF
j < τj) воспользуемся результа-

том, полученным в [7]. Имеем

J−1∑

j=Jt

sup
Lp(η)

P(TF
j < τj) ≤

J−1∑

j=Jt

2j+1 exp
{
−c αjκjγ

2
j

}
.

Объединяя полученные выше оценки, для вы-
ражения (11) будем иметь:

J−1∑

j=Jt

(
P
(
TF

j ≤ τj
)
+

+ P

(
22βjβ0,0

(
sup

Tj∈[τj,T U
j
]

|Uj(Tj)− EUj(Tj)|+

+ sup
Tj∈[τj,T U

j
]

|EUj(Tj)|
)/√

2J+4βJβ40,0 >
ε

J

))
≤

≤
J−1∑

j=Jt

(
2j+1 exp{−c αjκjγ

2
j }+ 2j+1 ×

×exp
{
−J−2Cε2q2j

/(
21+j(1−γ)

(
log

2j

(log 2j)5

)1/2
+

+21+j/2

)}
+2j+1 exp

{
−J−2Cε2q2j

/(
21+j(1−γ)×

×
(
log

2j

(log 2j)5

)3/2
+21+j/2

((
TU

j

)2
+σ2

))})
.

Когда J → ∞, при выполнении условий теоремы
полученное выражение стремится к нулю, и, учи-
тывая (14), получаем, что справедливо (9).

Объединяя, получаем утверждение теоремы.

Оценка риска (2) также является сильно состо-
ятельной.

Теорема 2. Пусть µ ∈ Lp(η), ηj ∈
∈ [2−j(log 2j)5, 2−j·γ ], 1/2 < γ < 1. Пусть T F —

вектор FDR-порогов с управляющими параметрами

α = (α0, α1, . . . , αJ−1) и αj → 0, αjκjγ
2
j /log 2

j → ∞
при J → ∞, где κj и γj определены в (3). Тогда при

J → ∞
�R(T F )−R(Tmin)

2λJ
→ 0 п. в.

при любом λ > 1/2 + 2β.

Теорема 2 доказывается аналогично соответ-
ствующему утверждению из работы [17].
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Abstract: One of the important tasks when processing large data arrays is their economical representation. To
solve this task, it is necessary to identify significant features and remove noise. Such problems are found in a wide
variety of fields such as genetics, biology, astronomy, computer graphics, audio and video data processing, etc.
Modern research in this area describes various filtering methods based on a sparse representation of the obtained
experimental data. To construct statistical estimates based on the observed data, the procedure of multiple testing
of hypotheses about the significance of observations is widely used. The present authors consider the FDR (false
discovery rate) method based on the control of the expected proportion of false rejections of the null hypothesis
and the Benjamin–Hochberg algorithm for multiple hypothesis testing. Often, the information available for
observation is some kind of transformation of the data of interest. This additionally raises the problem of inverting
this transformation. The present authors consider the case when the original data vector is subjected to some
linear homogeneous transformation. Such situations are typical, for example, in astrophysical and tomographic
applications.
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ПРИНЦИПЫ ОПИСАНИЯ ПОКАЗАТЕЛЕЙ

ЛОГИКО-СЕМАНТИЧЕСКИХ ОТНОШЕНИЙ И ИХ ИЕРАРХИИ∗

А. А. Дурново1, О. Ю. Инькова2, Н. А. Попкова3

Аннотация: Рассматриваются возможности аннотирования в корпусах с дискурсивной разметкой. По-
казано, что корпуса, созданные на основе теории риторической структуры (ТРС), содержат только
аннотации отношений связности текста, или риторических отношений (РО). Корпус Пенсильванского
университета PDTB аннотирует, напротив, показатели отношений, как и Надкорпусная база данных
коннекторов (НБДК). Показано, что корпус RST Signaling Corpus (RST-SC), также созданный на основе
ТРС, хотя и аннотирует показатели РО, но не может совместить разметку РО и их показателей в форме
единой аннотации. Эту задачу решают корпус GUM и Надкорпусная база данных иерархии (НБДИ)
логико-семантических отношений (ЛСО). Последняя имеет ряд преимуществ: возможность поиска,
получения статистики, а также формирования двуязычных аннотаций. Это позволяет выявить как уни-
версальные явления в дискурсивной организации текста, так и явления, специфичные для того или иного
исследуемого языка.

Ключевые слова: надкорпусная база данных; аннотирование корпусов текстов; дискурсивные отношения;
коннектор
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1 Введение

Языковые единицы, сигнализирующие, что
между высказываниями, составляющими текст,
есть некоторое дискурсивное отношение, играют
важную роль в обеспечении связности текста при
решении широкого спектра задач компьютерной
лингвистики. Круг этих единиц широк: он включа-
ет коннекторы (например, сочинительные и под-
чинительные союзы а, хотя, потому что), а также
целый ряд других языковых единиц и явлений (лек-
сические средства, синтаксические конструкции,
временн‚ые формы глаголов и т. д.), которые сиг-
нализируют о наличии дискурсивных отношений
между фрагментами текста (подробнее см. [1]). Так,
в примере (1) отношение цели выражено инфини-
тивной конструкцией [2, с. 7]:
(1) [To encourage more competition among exporting
countries,] [the U. S. is proposing that export subsidies,
including tax incentives for exporters, be phased out in
five years.]

Такие показатели, или сигналы, дискурсивных
отношений помогают пишущему выразить эти от-
ношения, а читающему — их распознать, тем са-
мым облегчая интерпретацию текста, а также его

компьютерную обработку, например при решении
задач машинного перевода.

В существующих до недавнего времени корпу-
сах с дискурсивной разметкой, как правило, анно-
тировались либо сами показатели (см., например,
Пенсильванский дискурсивно аннотированный
корпус — PDTB [3]), либо, напротив, дискурсивные
отношения, связывающие высказывания (корпуса,
основанные на ТРС [4–6]). Цель данного иссле-
дования — сравнить на концептуальном уровне два
новых ресурса, позволяющих совмещать оба ви-
да разметки: корпус GUM, в основе аннотирования
которого лежит ТРС, и НБДИ ЛСО, разработанную
в ИПИ РАН. Начнем с краткого обзора существу-
ющих решений, затем опишем принципы анно-
тирования в НБДИ ЛСО и сравним ее возможно-
сти с возможностями, предоставляемыми корпусом
GUM.

2 Корпуса, основанные на теории
риторической структуры

Наиболее распространенной теорией, лежащей
в основе анализа и аннотирования текстов, явля-

∗Работа выполнялась с использованием инфраструктуры Центра коллективного пользования «Высокопроизводительные вы-
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Рис. 1 Фрагмент графа из Ru-RSTreebank [4]. Номера соответствуют ЭДЕ, горизонтальные линии — ЭДЕ, верти-
кальная черта — группировки ЭДЕ, а также отношения между ними, указывающие либо на отношение равноправия
(наклонная черта), либо зависимости (направленная дуга от зависимой ЭДЕ, сателлита, к главной, ядру)

ется ТРС [7]. Созданные на ее основе корпуса не
располагали до последнего времени программным
обеспечением, позволяющим размечать одновре-
менно «риторические» (в данной терминологии)
отношения, или отношения связности текста, и их
показатели. Это обусловлено прежде всего тем,
что, согласно ТРС, текст с дискурсивной точки зре-
ния представляет собой иерархическую древовид-
ную структуру (граф) элементарных дискурсивных
единиц (ЭДЕ), которыми являются клаузы, и анно-
тации должны учитывать сложность этих древовид-
ных структур.

В идеале единый граф должен охватывать текст
в целом, но на практике это возможно лишь для не-
больших по объему текстов, в большинстве случаев
новостных газетных статей или блогов. Наибо-
лее распространенный материал для английского
языка — выборка статей из The Wall Street Jour-
nal, использующийся, как будет показано ниже,
в различных аннотированных корпусах. Графы
для текстов большей величины строятся в преде-
лах абзацев, что может даже специально оговари-
ваться в инструкциях по аннотированию, например
в [8].

На рис. 1 приведен фрагмент графа из русского
корпуса Ru-RSTreebank, созданного на основе ТРС

и который отражает наиболее широкое представле-
ние о РО и их показателях.

Первое, что следует отметить, — это отсутствие
между ЭДЕ 1, 2 и 3 какого-либо РО, несмотря на по-
стулат ТРС о том, что все ЭДЕ обязательно должны
быть связаны между собой некоторым РО [7, с. 248].
Заметим, что и следующие блоки ЭДЕ (9–15, 16–25,
26–37, . . .), а также заключительная ЭДЕ 941 нахо-
дятся на одном иерархическом уровне и не связаны
друг с другом никаким РО. Это подтверждает не-
обоснованность утверждения ТРС, что любой текст
представляет собой единое дерево «риторической»
зависимости.

Выделяются в самостоятельную ЭДЕ фотогра-
фии (ЭДЕ 8 IMG на рис. 1), которые, по мне-
нию разработчиков Ru-RSTreebank, всегда связа-
ны с предыдущим текстом отношением Elaboration
(детализация2), наименее четко определенным РО
в ТРС [10].

Граф отражает иерархические РО между блока-
ми ЭДЕ 3–5 и 6–7. Эти блоки связаны между
собой РО Joint (конъюнкция). Каждый из них со-
держит ЭДЕ, связанные причинными РО (Cause на
рис. 1), расположенными соответственно уровнем
ниже. Однако отношения, связывающие ЭДЕ 6 и 7,
вряд ли могут считаться риторическими, так как

1В силу большого объема графа для всего текста нет возможности привести его полностью. Он доступен по адресу https://
rstreebank.ru/text/blogs 1.

2Русские соответствия английских названий РО приводятся по [9, с. 438–440].
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связывают сказуемое и синтаксически зависимое
от него прямое дополнение. Иначе говоря, речь
идет не о семантической, а о чисто синтаксической
зависимости.

3 Корпуса, аннотирующие
показатели дискурсивных
отношений: PDTB и НБДК

Корпус PDTB был создан для разметки имен-
но показателей отношений [11, 12], понимаемых,
однако, ‚уже, чем в ТРС: это только отношения,
потенциально выражаемые коннекторами или схо-
жими с ними по функциям языковыми единицами,
так называемыми альтернативными лексикализа-
циями дискурсивных отношений (Alternative Lexi-
calization, [13]), которые грамматики соответству-
ющих языков не относят к числу сочинительных
или подчинительных союзов и их аналогов; ср.,
например after then в примере (2) [14, с. 22]:
(2) And she further stunned her listeners by revealing her
secret garden design method: Commissioning a friend
to spend «five or six thousand dollars. . . on books that
I ultimately cut up». AltLex [After that], the layout had
been easy.

Понимание дискурсивного отношения в PDTB
близко к тому, что принято называть ЛСО [10, 15].
Для разметки ЛСО, которые могут как иметь экс-
плицитный показатель, так и не иметь его (так на-
зываемые имплицитные ЛСО), используются текс-
ты уже упоминавшегося The Wall Street Journal
общим объемом чуть больше 1 млн словоупотреб-
лений. Аннотация не имеет форму графа и не обя-
зательно должна охватывать весь текст. В ресурсе
PDTB границы фрагментов текста, непосредствен-
но связанные коннектором, выделяются желтым
(первый фрагмент) и синим (второй, т. е. вводи-
мый коннектором) цветом, а коннектор — крас-
ным. Фрагменты текста, не задействованные в уста-

новлении ЛСО, выделяются розовым (относятся
к первому фрагменту) и фиолетовым (относятся ко
второму). На рис. 2 им соответствуют различные
оттенки серого.

На верхнем уровне иерархии (см. рис. 2, б) на-
ходится ЛСО причины, выражаемое with. Первый
фрагмент текста включает в себя ЛСО (одновре-
менности), оформляемое once (см. рис. 2, а). В гра-
фе оно будет находиться уровнем ниже. Каждое
из ЛСО визуализируется отдельно. При размет-
ке имплицитных ЛСО используется операция под-
становки коннектора, который уместен по смыслу
(рис. 3). В окне, показывающем ЛСО (см. рис. 3, б)
в аннотируемом тексте, имплицитные ЛСО конъ-
юнкции предлагается эксплицировать при помощи
in addition.

Как и в PDTB, разметка текста в НБДК, разра-
ботанной в ИПИ РАН, исходит из показателя ЛСО,
а разметка всего текста не обязательна. Это особен-
но важно, поскольку НБДК использует тексты, пре-
имущественно художественные, из параллельных
французского и итальянского подкорпусов Нацио-
нального корпуса русского языка (НКРЯ) [17], ко-
торые имеют большие размеры. B отличие от PDTВ,
аннотация в НБДК является двуязычной, т. е. анно-
тируется фрагмент текста оригинала и его перевод.
Аннотация не фиксирует границ связываемых кон-
нектором фрагментов текста и непосредственно не
отражает иерархию ЛСО. Ей соответствуют в анно-
тации признаки 〈SubCNT〉 (встроенный коннектор)
и 〈SuperCNT〉 (встраивающий) коннектор1.

Аннотация сформирована для коннектора то

есть (табл. 1), для которого проставлены (2-я ко-
лонка) обе метки. По отношению к коннектору если

он является встроенным (〈SubCNT〉), так как нахо-
дится в первом из связанных им фрагментах текста.
Но во фрагменте текста, вводимом то есть, нахо-
дится коннектор или, по отношению к которому
он является встраивающим (〈SuperCNT〉). В графе
на верхнем уровне будет находиться если, уровнем

Рис. 2 Пример аннотации с несколькими ЛСО из PDTB [16]

Рис. 3 Пример аннотации с имплицитными ЛСО [16]

1Подробнее об архитектуре НБДК, ее функциональных возможностях и используемых в ней метках см. [18, 19].

54 ИНФОРМАТИКА И ЕЁ ПРИМЕНЕНИЯ том 16 выпуск 2 2022



Принципы описания показателей логико-семантических отношений и их иерархии

Таблица 1 Аннотация из НБДК для коннектора то есть

Контекст коннектора
в оригинале

Коннектор в оригинале
и его признаки

Контекст коннектора
в переводе

Коннектор в переводе
и его признаки

Если он хотел жить по-сво-
ему, то есть лежать молча,
дремать или ходить по ком-
нате, Алексеева как будто не
было тут

то есть

<переформулирование〉
〈без предикации〉
〈начальная〉
〈p CNT q〉
〈CNT〉
〈SubCNT〉
〈SuperCNT〉

S’il voulait continuer de vivre à
sa manière, c’est-à-dire rester
couch‚e en silence, somnoler ou

marcher de long en large dans
la chambre, c’‚etait comme si
Alex‚eev n’‚etait pas là

c’est-à-dire

〈переформулирование〉
〈без предикации〉
〈начальная〉
〈p CNT q〉
〈CNT〉
〈SuperCNT〉
〈SubCNT〉

ниже — то есть, а на еще более низком уровне —
или.

4 Корпуса, совмещающие
разметку дискурсивных
отношений и их показателей:
RST-SC, GUM и НБДИ ЛСО

Изначально, как было показано, корпуса, со-
зданные на основе ТРС, не предусматривали ан-
нотирование показателей РО. Эту задачу решает
корпус RST-SC. В качестве исходного материала
берутся существующие в корпусе RST Discourse
Treebank (RST-DT) графы, к которым добавляют-
ся аннотации для показателей, благодаря которым
каждое РО может быть идентифицировано. В чис-
ло показателей помимо коннекторов включаются
показатели разнообразной природы: лексические,
морфологические (временн‚ые формы), семантиче-
ские (синонимия, антонимия и др.), синтаксиче-
ские (различные виды придаточных и др.), графи-
ческие (знаки препинания и др.) и т. д. [20].

Аннотации связаны не непосредственно с фраг-
ментом текста, а с отношением, прикрепленным
к узлу дерева. Для одного и того же РО возможно
аннотирование нескольких показателей, соответ-
ствующих разным словам, а некоторые сигналы
не соответствуют словам в тексте (например, раз-
биение на абзацы, знаки пунктуации и др.). Так,
в «John is tall. Mary is short» РО контраста выражено
двумя видами показателей: лексическими (антони-
мичными прилагательными tall и schort) и синтак-
сическим (синтаксический параллелизм фрагмен-
тов текста) [20, с. 153–154].

Результат аннотирования показателей РО пред-
ставлен в виде таблицы (которая может занимать

Рис. 4 Аннотация РО и их показателей в rstWeb [22,
с. 57]

несколько страниц), отражающей наличие одного
или нескольких показателей, принадлежность по-
казателя к классу (лексический, морфологический
и т. д.), сам показатель и его функцию в обеспечении
связности текста.

Основной вклад другого ресурса rstWeb [21] за-
ключается в предоставлении нового типа аннота-
ции в рамках RST. Несмотря на то что новый
инструмент аннотирования разработан на основе
существующего интерфейса RST, он устраняет су-
щественный пробел в аннотировании, который не
смог устранить RST-SC: он позволяет связать раз-
метку РО и их показателей в едином формате анно-
тации (рис. 4).

В отличие от аннотации на рис. 1, где размече-
ны только РО, в аннотации на рис. 4 размечаются
и показатели (выделены серым на рис. 4, желтым —
в ресурсе). Для этого используется кнопка S, рас-
положенная рядом с РО и позволяющая выбрать
соответствующий показатель из списка1. Аннота-
ции доступны в находящемся в свободном доступе
корпусе GUM, созданном в Джорджтаунском уни-
верситете (Вашингтон) [23].

Надкорпусная база данных иерархии ЛСО была
создана в Институте проблем информатики РАН
для решения двух задач аннотирования, которые

1Кнопка «X» служит для очистки родительского узла, «Т» — для добавления фрагмента текста, «∧» — для создания РО.
Риторические отношения редактируются при помощи операции drag-and-drop.
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Рис. 5 Аннотация из НБДИ ЛСО

Таблица 2 Возможности GUM и НБДИ ЛСО

База
данных

Аннотирование

Число
языков

Поиск
Хранение

информации
Стати-
стика

Отно-
шения

Показа-
тели

Видоизменение
исходного

текста
Корпус
GUM

Весь
спектр
отно-
шений
связ-
ности
(РО)

Весь
спектр
языковых
и неязы-
ковых
единиц

Нет Один Нет Хранение аннотаций
и истории ее состояния
(изменения, удаление,
восстановление) на
сервере, доступном
зарегистрированным
пользователям, а также
возможность установки
программного обеспе-
чения на персональный
компьютер

Нет

НБДИ
ЛСО

ЛСО,
потен-
циально
выра-
жаемые
коннек-
торами

Коннек-
торы

Видоизменять анно-
тируемые контексты
(в частности, созда-
вать контексты с про-
пущенными фрагмен-
тами), а также работать
с пустыми контекстами
(содержащими только
коннектор)

Два Поиск по
ЛСО, по-
казателю,
приз-
накам
контекста
употреб-
ления
показа-
теля

Хранение аннотаций
и истории ее состояния
(изменения, удаление,
восстановление) на
сервере, доступном
зарегистрированным
пользователям

Стати-
стика по
любому
из пара-
метров
поиска,
а также
SQL-за-
просы

недоступны в ранее созданной НБДК: отражение
иерархии ЛСО, обеспечивающих связность текста,
и визуализация границ фрагментов текста, связан-
ных ЛСО1 (рис. 5). Верхний уровень содержит кон-

текст употребления коннектора в том виде, в каком
он зафиксирован в НБДК. Однако лишь часть его
непосредственно участвует в ЛСО условия если‖то,
что отражено в узлах, содержащих компоненты дан-

1Подробнее об архитектуре НБДИ ЛСО см. [24].
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ного коннектора. Во фрагменте текста, вводимого
первой частью коннектора, находится ЛСО сопо-
ставления, вводимое а, а его левый контекст содер-
жит два ЛСО — сопоставления и времени, оформля-
емых неоднословным коннектором а потом. Таким
образом, ЛСО, выражаемое а потом, «встраивает-
ся» в ЛСО, выражаемое а, которое, в свою очередь,
«встраивается» в ЛСО, выражаемое если‖то. Эту
иерархию ЛСО и отражает приведенный на рис. 5
граф.

Хотя аннотирование в корпусе GUM и в НБДИ
ЛСО ставят перед собой схожие задачи: анноти-
рование как самого отношения, так и его пока-
зателя, эти два ресурса имеют существенные раз-
личия в предоставляемых пользователю возможно-
стях (табл. 2).

5 Заключение

Лингвистический ресурс НБДИ ЛСО не име-
ет отечественных и зарубежных аналогов по своим
функциональным возможностям. Помимо поиска
и получения статистических данных он позволяет
исследователям проводить контрастивные исследо-
вания, сопоставляя тексты на двух языках. Это дает
возможность, с одной стороны, выявлять универ-
сальные закономерности в дискурсивной организа-
ции текста, а с другой — лингвоспецифичные чер-
ты, характеризующие тот или иной язык, особенно
в зоне функционирования показателей отношений
связности.
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СРЕДОВЫЕ МОДЕЛИ ИЗВЛЕЧЕНИЯ ИЗ ТЕКСТА

НОВЫХ ТЕРМИНОВ И ИНДИКАТОРОВ НАСТРОЕНИЙ∗

И. М. Зацман1, О. В. Золотарев2, А. Х. Хакимова3

Аннотация: Рассматриваются модели информатики, названные средовыми, так как они создаются
в соответствии с парадигмой деления предметной области информатики на среды различной природы.
Основная идея создания средовых моделей состоит в явном использовании трех и более сред, границ
между ними, а также распределении этапов информационных технологий (ИТ) по средам и границам
при моделировании ИТ. Сопоставляются две средовые модели, ориентированные на проектирование ИТ
и автоматизированных систем (АС), обеспечивающих извлечение индикаторов настроений и новых тер-
минов сочетанием этапов программного и экспертного анализа текстов. Первая модель, предназначенная
для описания процессов извлечения только новых терминов, получила название информационно-тех-
нологически ориентированной модели (модель ITO). Вторая модель описывает процессы извлечения
индикаторов настроений из текста сообщений пользователей социальных сетей и, одновременно, новых
терминов, если они встретились в этом тексте. Она получила название модель ITO-Sent. Основная цель
статьи состоит в сопоставительном описании этих двух моделей.

Ключевые слова: индикаторы настроений; извлечение новых терминов; модель ИТО; анализ текстов;
модель ITO-Sent; проектирование информационных технологий
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1 Введение

Сопоставляемые модели ITO и ITO-Sent приме-
няются в проекте РФФИ № 20-04-60185 при про-
ектировании ИТ, используемой для решения двух
задач: (1) извлечения новых терминов из текстов
научных документов и (2) поиска индикаторов на-
строений (= терминов-маркеров) в текстах сооб-
щений пользователей социальных сетей, обсуж-
дающих пандемию нового коронавируса. При
решении первой задачи эта технология позволя-
ет обнаружить новые термины, представляющие
научное знание и его эволюцию во времени. При
решении второй задачи она помогает экспертам со-
поставить понимание пользователями социальных
сетей вопросов, относящихся к пандемии, с эво-
люционирующим научным знанием, найти инди-
каторы настроений и определить отношение поль-
зователей к обсуждаемым вопросам. Отметим, что
появление новых терминов обусловлено, как пра-
вило, изменением научного знания о пандемии.

Анализ настроений и определение их индика-
торов (sentiment analysis) — это одно из направле-

ний исследований в области обработки естествен-
ного языка. Под индикаторами настроений обычно
подразумевают эмоционально4 окрашенные слова
и выражения, в том числе оценки, высказанные
автором в тексте (в проекте РФФИ это вопро-
сы, относящиеся к пандемии нового коронавируса;
индикаторы настроений отражают, например, сте-
пень психологической напряженности пользовате-
лей социальных сетей, которые их обсуждают).

Анализ текста для извлечения индикаторов на-
строений может быть проведен на уровне лем-
мы, нескольких эмоционально окрашенных лек-
сем (связанных друг с другом семантическими
отношениями), предложения и всего документа [3].
В процессе извлечения индикаторов настроений,
как правило, создается тональный словарь терми-
нов-маркеров (sentiments dictionary), которые мо-
гут быть эмоционально окрашенными словами или
символами, обозначающими эмоции [4]. В своей
простейшей форме тональный словарь представля-
ет собой список терминов-маркеров с присвоен-
ными значениями показателя настроения (поло-
жительное, нейтральное, отрицательное).

∗Исследование выполнено с использованием ЦКП «Информатика» ФИЦ ИУ РАН при финансовой поддержке РФФИ (проект
20-04-60185).

1Федеральный исследовательский центр «Информатика и управление» Российской академии наук, izatsman@yandex.ru
2Институт информационных систем и инженерно-компьютерных технологий Российского нового университета,

ol-zolot@yandex.ru
3Институт информационных систем и инженерно-компьютерных технологий Российского нового университета,

aida khatif@mail.ru
4Психолог Пол Экман выделяет шесть основных эмоций: радость (счастье), печаль, страх, гнев, удивление и отвращение [1, 2].
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Описание процесса создания модели ITO как
теоретической основы проектирования ИТ извле-
чения нового знания из текстов дано в работах [5–
7]. Ее вариант, адаптированный для одновремен-
ного извлечения новых терминов и индикаторов
настроений, названный ITO-Sent, рассмотрен в ра-
боте [8]. Цель настоящей статьи состоит в сопоста-
вительном описании этих моделей.

2 Сопоставление моделей
Модель ITO первоначально была создана в ре-

зультате увеличения с двух до трех числа сред (по
сравнению с моделью генерации знания (= модель
SECI) [9–11], но в которой среды не эксплици-
рованы) за счет добавления цифровой среды для
решения двух задач [5, 6, 12]:

(1) извлечения из текстов новых значений иссле-
дуемых языковых единиц;

(2) извлечения из текстов новых терминов для со-
здания и обновления базы медицинских зна-
ний о терминологических портретах заболева-
ний.

При создании модели ITO информатика пози-
ционируется как четвертая отрасль научного зна-
ния при делении всей его совокупности на четыре
отрасли [13, 14]. Применение такого позициони-
рования дало возможность использовать парадигму

средового деления предметной области информа-
тики (ПОИ), соотнести процессы генерации зна-
ния и информационные трансформации со средами
ПОИ и границами между ними [15–17]. Основная
идея создания этой модели состоит в явном ис-
пользовании трех сред ПОИ различной природы
(ментальной, информационной и цифровой).

В задаче извлечения новых терминов из текстов
документов базы данных PubMed и терминов-мар-
керов из сообщений социальной сети Twitter описа-
ние этих трех сред выглядит следующим образом [8]:

(1) ментальная среда содержит концепты терми-
нов как понятий человеческого знания в умах
(сознании) экспертов, которые формируют-
ся в рамках той или иной вербальной знако-
вой системы (см. обусловленность концептов
используемыми знаковыми системами в опи-
саниях к рис. 2 в работе [17] и рис. 1 и 2
в работе [18]);

(2) информационная среда включает в себя
перцептивные (= сенсорно воспринимаемые)
формы представления концептов знания чело-
века, образующие тексты, таблицы, диаграм-
мы, формулы и пр.;

(3) цифровая среда охватывает коды текстов до-
кументов и сообщений в компьютерах, те-
лекоммуникационных сетях, базах данных
и пр.

Рис. 1 Модель ITO извлечения новых терминов из текстов и их социализации
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Рис. 2 Модель ITO-Sent (числовая нумерация процессов используется в разд. 4)

Модель ITO включает эти три среды и соотносит
процессы извлечения новых терминов из текстов
с тремя средами и границами между ними (рис. 1).
При выполнении этих процессов для того, чтобы
найти новые термины, сначала программно фор-
мируется массив документов как потенциальных
источников новых терминов (ПИНТ), что обозна-
чено стрелкой с греческой буквой α на рис. 1 и 2.
При его формировании используются словари уже
известных терминов из базы терминологических
знаний (БТЗ), что обозначено стрелкой с греческой
буквой β (словари описаны в разд. 3). В отобранных
документах программно отмечаются контексты по-
тенциально новых терминов (ПНТ), которые затем
визуализируются. Каждый отмеченный контекст
служит входом операции концептуализации (стрел-
ка А), при выполнении которой эксперт сравнивает
этот контекст с найденными дефинициями суще-
ствующих терминов, извлечение которых из слова-
рей обозначено стрелкой с греческой буквой γ.

Если термин признается экспертом новым, то
его аннотация с личностной дефиницией вводится
в БТЗ, включающую словари известных терминов
и аннотации новых терминов с их дефинициями,
сформированными экспертами. В противном слу-
чае обработка этого контекста ПНТ в модели ITO
прекращается (но она продолжается в модели ITO-
Sent, см. рис. 2).

Отметим, что если бы в проекте использовалась
модель SECI, то новые термины с коллективными
(= согласованными в коллективе экспертов) дефи-
нициями служили бы входом процесса синтеза, а не
вводились бы в БТЗ. Базы знаний в модели SECI
отсутствуют [8–11]. В качестве источника личност-
ного знания модель SECI указывает коллективное
знание, не определяя его первоисточники. Мо-
дель ITO содержит базу данных первоисточников
в цифровой среде, в которой и осуществляется по-
иск ПИНТ (см. разд. 4).

Для того чтобы сформировать коллективную ан-
нотацию нового термина согласно модели ITO, из
БТЗ извлекается личностная аннотация эксперта
и она визуализируется, что обозначено стрелка-
ми B и C. Затем, в процессе синтеза, эта аннотация
объединяется (обозначено стрелками D и E) с кон-
текстом нового термина (КНТ), из которого этот
термин был извлечен в процессе концептуализа-
ции. Его дефиниции согласовываются в коллек-
тиве экспертов и ими формируется коллективная
аннотация, которая вводится в БТЗ.

Отметим, что процесс концептуализации вы-
полняется для всех контекстов ПНТ, что условно
обозначено одинарным контуром стрелки A на входе
этого процесса. Однако на вход процесса синтеза
поступают только те контексты, которые действи-

тельно оказались источниками новых терминов (т. е.
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КНТ), что условно обозначено двойным контуром

стрелки E на входе процесса синтеза. Двойной
контур стрелок B–E на рис. 1 и 2 подчеркивает од-
новременное использование контекстов и соответ-
ствующих личностных аннотаций новых терминов
в операции синтеза. Новизна термина становится
ясной только после завершения концептуализации
его контекста и сопоставления его смысла в этом
контексте с дефинициями словарей уже известных
терминов. После операции синтеза процессы со-
циализации (согласования смыслового содержания
нового термина) и экстернализации полностью со-
ответствуют модели SECI [9–11], но есть одно су-
щественное отличие после выполнения этих двух
процессов: согласованная аннотация нового тер-
мина вводится в БТЗ.

Между моделями ITO и SECI существуют и дру-
гие отличия [5]. Во-первых, модель ITO различает
два вида представления явных знаний: словами
и компьютерными кодами. Во-вторых, модель ITO
включает четыре дополнительных процесса: визу-
ализацию, оцифровку, концептуализацию и анно-
тирование, которых нет в модели SECI. В-третьих,
модель ITO включает стандарт для определения но-
визны терминов (на рис. 1 и 2 это словари БТЗ).
И, наконец, модель ITO является теоретической
основой разработки ИТ для целенаправленного из-
влечения нового знания из текстов. И эта модель
уже используется для проектирования таких техно-
логий [6,7,12,19], но без извлечения терминов-мар-
керов эмоций.

В проекте РФФИ № 20-04-60185 используется
терминологическое сопоставление научной систе-
мы знаний о пандемии нового коронавируса и зна-
ний о ней пользователей социальных сетей, а также
выполняется извлечение терминов-маркеров в це-
лях оценки динамики психологического состояния
пользователей социальных сетей. Следовательно,
из текстов необходимо извлекать не только новые
термины, но также и термины-маркеры. Поэтому
в рамках этого проекта в модель ITO добавляет-
ся тональный словарь терминов-маркеров (словарь
T-M). Кроме того, в модель добавляется процесс
аннотирования новых терминов-маркеров в ин-
формационной среде (см. процесс 6 на рис. 2).

В модели ITO после процесса концептуализации
обработка ПНТ с его контекстом прекращается, ес-
ли термин не признается новым (см. рис. 1). В мо-
дели ITO-Sent его обработка продолжается: если
эксперт находит в контексте термин-маркер эмо-
ций (процесс его поиска не показан на рис. 2), то он
проверяется на новизну по словарю Т-М, который
является частью БТЗ. В случае его новизны он ан-

нотируется вместе с контекстом (см. вертикальную
стрелку «да» на входе процесса 6; связь процессов
проверки и аннотирования с БТЗ не показана), ан-
нотация оцифровывается и вместе с дефиницией
термина-маркера добавляется в тональный словарь
Т-М. Такая же обработка согласно модели ITO-Sent
выполняется и для контекстов новых терминов (см.
горизонтальную стрелку «да»).

3 Словари базы
терминологических знаний

Согласно модели ITO-Sent, БТЗ содержит сло-
вари известных терминов для экспертной оценки
новизны тех ПНТ, которые извлекаются из текстов.
БТЗ может включать как сами словари, так и ссыл-
ки на них. При проектировании технологии извле-
чения новых англоязычных терминов из текстов
документов базы данных PubMed в качестве эта-
лона новизны применялись два словаря Merriam-
Webster [20, 21]. Для оценки новизны терминов
в русскоязычных документах и твитах применяется
словарь Ожегова [22], который насчитывает более
100 000 слов. Словарь Merriam-Webster [20] приме-
няется для оценки новизны слов в англоязычных
твитах. Если термин отсутствует в соответствующем
словаре, то он считается новым. В проектируемой
ИТ в БТЗ включены ссылки на вышеперечислен-
ные словари, содержащие определения терминов.
Для доступа к определениям терминов используют-
ся именно эти ссылки [20–22].

Например, слов «антипрививочник» и «анти-
прививочница» нет в словаре Ожегова. Поэтому им
присваивается статус «новый термин». В то же вре-
мя термин «anti-vaxxer» появился в английском язы-
ке более 20 лет назад и для него уже есть дефиниция
(«лицо, которое выступает против использования
вакцин или нормативных актов, предписывающих
вакцинацию»1 [23]), поэтому он не считается но-
вым. Отметим, что дефиниции медицинского сло-
варя Merriam-Webster [21] используются в проекте
для оценки новизны научной лексики по медицине.

В проекте РФФИ значение показателя настрое-
ний присваивается каждому термину-маркеру на
основе тернарной шкалы полярностей, исполь-
зуемой в информационном ресурсе Sentiment140
при аннотировании твитов с терминами-марке-
рами [24]. Этот ресурс содержит аннотации
1 600 000 твитов, извлеченных с помощью Twitter
API. Каждая аннотация содержит одно из трех зна-
чений показателя настроений по тернарной шка-
ле полярностей (0 = отрицательный; 2 = нейтраль-

1В оригинале «a person who opposes the use of vaccines or regulations mandating vaccination» [23].
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ный; 4 = положительный), а также идентификатор
твита, его текст и дату создания аннотации. Отме-
тим, что при формировании ресурса Sentiment140
применялся новый подход к автоматической клас-
сификации настроений в сообщениях с примене-
нием алгоритмов машинного обучения [25].

В рамках проекта РФФИ был создан тональный
словарь терминов-маркеров по социально-психо-
логической тематике с указанием для каждого из
них одного, двух или трех значений показателя
настроений. В процессе аннотирования терминов-
маркеров (см. рис. 2) им присваиваются значения
показателей с учетом их контекстов на основе тер-
нарной шкалы полярностей. В разных контекстах
одному и тому же термину-маркеру могут быть при-
своены разные значения показателя настроений.
Поэтому в тональном словаре термин-маркер мо-
жет иметь более одного значения показателя. Для
каждого значения всех показателей в словаре эмо-
ционально окрашенной лексики также указана его
частотность [26], которая определена по экспери-
ментальному массиву, содержащему 12 193 твита.

4 Информационная технология

На основе модели ITO-Sent в рамках проекта
РФФИ разрабатывается ИТ, этапы которой соот-
ветствуют 17 процессам, распределенным по трем
средам и границам между ними. Они обозначены
прямоугольниками с числами от 1 до 14 и стрел-
ками α, β и γ на рис. 2. Последние три процесса
обозначены стрелками, чтобы упростить эти рисун-
ки. Ниже кратко описаны технологические этапы,
соответствующие 17 процессам модели, предста-
вленной на рис. 2.

Выполнение поискового запроса в цифровой
среде сообщений Twitter (документов PubMed),
сформированного экспертом, а также програм-
мный выбор из них терминов, сравнение выбран-
ных терминов со словарями традиционных терми-
нов, составление списка ПНТ и определение их
контекстов в электронных документах/сообщени-
ях, позиционируемых как ПИНТ, на рис. 1 и 2
обозначены стрелкой α, а обращение к словарям
традиционных терминов — стрелкой β.

Визуализация электронных ПИНТ с отмечен-
ными контекстами ПНТ обозначена на рис. 2 пря-
моугольником с цифрой 1 (далее в скобках ука-
заны идентификаторы прямоугольников и стрелок
на рис. 2), а его передача на этап концептуализа-
ции (3), выполняемой экспертом с использованием
дефиниций словарей (γ), обозначена стрелкой А
на рис. 1 и 2. Если термин в контексте некоторо-
го ПИНТ позиционируется экспертом как новый,

то он аннотируется (4), его аннотация оцифровы-
вается (5) и она вводится в БТЗ. Если в этом же
контексте есть новый термин-маркер, то он анно-
тируется экспертом (6), эта личностная аннотация
оцифровывается (7) и вводится в БТЗ. В противном
случае обработка этого контекста прекращается.
Если термин в этом же контексте позициониру-
ется экспертом как синоним известного термина,
но в контексте существует новый термин-маркер,
то он аннотируется (6), его аннотация оцифровы-
вается (7) и вводится в БТЗ. В противном случае
обработка этого контекста прекращается.

Электронные личностные аннотации извлека-
ются из БТЗ (B). Аннотации визуализируются (8),
объединяются (9) с контекстом аннотированного
термина (C, D, E), анализируются и затем интер-
претируются экспертами (10) в целях формирова-
ния согласованного понимания термина в процессе
его социализации (11). Если экспертам это удает-
ся (противоположный случай не показан на рис. 1
и 2), то термину присваивается статус согласован-
ного. При этом границы его контекста могут быть
изменены в процессе экстернализации (12) согла-
сованного концепта. Суть процесса экстернализа-
ции заключается в формировании экспертами кол-
лективной дефиниции этого термина на основе его
контекста (на рис. 2 связь согласованного терми-
на с его контекстом не показана). Затем экспер-
ты формируют коллективную аннотацию терми-
на (13), включающую его дефиницию и отношения
с другими терминами. Аннотация оцифровывает-
ся (14) и вводится в БТЗ.

5 Заключение

Модель SECI используется в сфере экономики
уже более 30 лет [9] для описания уже состоявшихся
процессов генерации знания, протекающих в двух
средах, ментальной и информационной, в част-
ности для описания процесса «мозгового штурма».
Добавление цифровой среды и потенциальных ис-
точников нового знания в ходе оцифровки моде-
ли SECI обусловило начало формирования нового
теоретического направления в информатике: сре-

довые модели информационных технологий и систем.
В самом названии этого направления обозначено
его прикладное назначение. Например, это проек-
тирование ИТ и АС, обеспечивающих целенапра-
вленную генерацию нового знания в процессе кон-
цептуализации потенциальных источников нового
знания [5–7, 12, 19, 27, 28]. В 2012 г. средовые моде-
ли применялись при проектировании индикаторов
мониторинга и оценке научно-исследовательских
программ [29, 30].
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Первой моделью, созданной для решения за-
дач целенаправленной генерации нового знания,
стала средовая модель ITO и ее частные случаи.
На ее основе уже создана и используется ИТ для
извлечения из текстов новых значений немецких
модальных глаголов [5, 7, 12, 19, 27, 28]. В стадии
проектирования находятся еще две ИТ. Первая ИТ
предназначена для извлечения из текстов новых
терминов для создания и обновления базы меди-
цинских знаний о терминологических профилях
заболеваний [6]. Для проектирования второй ИТ,
кратко описанной в разделе 4, был создан новый ва-
риант средовой модели ITO, получившей название
«модель ITO-Sent».

Основное отличие между моделями ITO и ITO-
Sent (см. рис. 1 и 2) состоит в том, что в последнюю
добавлен процесс аннотирования экспертами кон-
текстов новых терминов-маркеров и включение их
личностных аннотаций в словарь тональных слов.
На рис. 2 не показано их согласование в коллективе
экспертов, но оно может быть выполнено по ана-
логии с формированием коллективных аннотаций
новых терминов (см. процессы 9–14).

В заключение отметим, что в соответствии с па-
радигмой деления предметной области информа-
тики на среды различной природы [15–17] основ-
ная идея создания моделей ITO и ITO-Sent, других
средовых моделей ИТ и АС заключается в явном
использовании трех и более сред, границ между
ними, а также в распределении технологических
этапов по средам и границам при моделировании
ИТ и информационных процессов в АС.
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АНАЛИЗ ЦЕПОЧЕК ПРИЧИННО-СЛЕДСТВЕННЫХ СВЯЗЕЙ

А. А. Грушо1, Н. А. Грушо2, М. И. Забежайло3, А. А. Зацаринный4, Е. Е. Тимонина5,
С. Я. Шоргин6

Аннотация: Работа посвящена анализу возможностей использования причинно-следственных связей для
контроля выполнения информационных технологий (ИТ) в распределенных информационных системах
(РИС). Для проведения этого анализа построен простой пример фрагмента некоторой фиксированной
ИТ, в котором разобраны ситуации, когда контроль может опираться на причинно-следственные связи
между действиями в ИТ и когда предполагаемые причинно-следственные связи просто не существуют.
Показана ограниченность возможностей использования причинно-следственных связей для повышения
доверия к результатам сложных компьютерных вычислений. Эта ограниченность основана на том, что
для получения причинно-следственных связей в ожидании определенного следствия часто невозможно
контролировать связи характеристик, обязательных для того, чтобы искомое следствие вытекало из
действий, которые предполагаются его причиной. Для использования причинно-следственных связей
в ИТ необходимо дополнять действия ИТ действиями по контролю связей между характеристиками. Без
этого условия правильно построенная последовательность действий ИТ становится необходимым, но не
достаточным условием ожидаемого следствия.

Ключевые слова: информационная безопасность; причинно-следственные связи; мониторинг информа-
ционных технологий
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1 Введение

В связи с распространением использования ис-
кусственного интеллекта в процессе принятия ре-
шений [1, 2] становится актуальной проблема до-
верия к результатам компьютерных вычислений.
Исследованиям причинно-следственных связей
для получения и обоснования выводов ком-
пьютерных вычислений посвящено много ра-
бот.

Следует отметить работу [3], в которой предло-
жен способ объяснимости на основе агентов, за-
дающих простые вопросы и способных анализи-
ровать ответы на эти вопросы. Работа выполнена
на основе каузальной модели Halpern–Pearl [4–7].
Большинство результатов в модели, разработан-
ной в работе [5], направлено на требующие объ-
яснений медицинские приложения, в которых ис-
пользованы вероятностные инструменты. Вместе
с тем в обзоре [8] указаны приложения, связан-
ные с улучшением методов машинного обучения,
образованием, областью принятия решений в по-
литике.

Данная работа посвящена анализу возможно-
стей использования причинно-следственных свя-
зей в контроле выполнения ИТ в РИС. Для про-
ведения этого анализа построен простой пример
фрагмента некоторой фиксированной ИТ, в кото-
ром разобраны ситуации, когда контроль может
опираться на причинно-следственные связи между
действиями в ИТ и когда предполагаемые причин-
но-следственные связи просто не существуют.

Показано, что анализ причинно-следственных
связей служит тонким инструментом, использова-
ние которого для подтверждения доверия и объ-
яснимости результатов компьютерных вычислений
является ограниченным. Это утверждение осно-
вано на том, что для наличия причинно-следст-
венных связей необходимо выполнение ограниче-
ний на связи между характеристиками различных
действий, образующих предполагаемые причины,
и предполагаемых представляющих интерес след-
ствий. Такие связи обязательно должны выпол-
няться между элементами различных множеств,
возможно очень больших. Отсюда возникают алго-
ритмические и вычислительные проблемы.

1Федеральный исследовательский центр «Информатика и управление» Российской академии наук, grusho@yandex.ru
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2 Модель
причинно-следственных связей
в задачах мониторинга рабочих
процессов в распределенных
информационных системах

Мониторинг функционирования РИС и, в част-
ности, безопасности РИС — один из главных ком-
понентов обеспечения информационной безопас-
ности. Данные мониторинга представляют собой
последовательности объектов определенного вида.
Вместе с тем работа РИС описывается последо-
вательностью действий с данными [9]. Действие
состоит из 3 составляющих:

(1) инициация действия;

(2) реализация действия;

(3) инициация других действий после выполне-
ния действия.

Определим понятие параметра в системе.
Пусть A — переменная величина с областью до-

пустимых значений D(A). Элементы множества
D(A) будем называть характеристиками, или зна-
чениями, параметра A. Тогда действие X можно
описать как минимум тремя параметрами A1(X),
A2(X) и A3(X) с соответствующими множества-
ми значений этих параметров (характеристиками)
D1(X), D2(X) иD3(X). В множество D1(X) входят
идентификаторы действия X и действий, которые
воздействуют и инициируютX . В множествоD2(X)
входят правила действия X, описания формы дей-
ствия X и ограничения, применимые к данным,
вызывающим действиеX . В множествоD3(X) вхо-
дят пути и средства воздействия на другие действия.

Объектом O(X) назовем множество выбранных
в соответствующих областях переменных характе-
ристик действия X . Будем считать, что по любой
характеристике x в объекте O(X) можно восстано-
вить имя параметра из множеств A1(X) илиA3(X),
который содержит эту характеристику. Данные
представляют собой последовательность объектов

O1, O2, . . . , ON . (1)

Повторяющиеся конфигурации действий (схе-
мы действий), как правило, связаны с причинно-
следственными связями, которые существуют в ИТ,
исполняемых в РИС. Поэтому методы анализа при-
чинно-следственных связей должны использовать-
ся в анализе мониторинга РИС, особенно когда
такой анализ надо проводить быстро и даже при-
ближенно.

Общее определение цепочки причинно-следст-
венных связей вытекает из работы [6].

Действия X1, X2, . . . , Xk являются непосред-
ственной причиной следствия, т. е. набора дей-
ствий Y1, Y2, . . . , Ys, если существует хотя бы один
набор x1, x2, . . . , xk значений выходных характе-
ристик действий такой, при котором однозначно
определены выходные значения y1, y2, . . . , ys дей-
ствий Y1, Y2, . . . , Ys, т. е. всегда, когда в результатах
действий X1, X2, . . . , Xk появляется набор значе-
ний x1, x2, . . . , xk в непосредственных результатах
этого набора действий, появляется набор значений
y1, y2, . . . , ys действий Y1, Y2, . . . , Ys.

Фрагментом причинно-следственных связей
длины 2 будем называть наборы действий
X1, X2, . . . , Xk, Y1, Y2, . . . , Ys и B, для которых
действия X1, X2, . . . , Xk являются непосредствен-
ной причиной следствия — набора действий
Y1, Y2, . . . , Ys, а действия Y1, Y2, . . . , Ys являются не-
посредственной причиной действия B. Пусть об-
ласть значений D(B) действия B принимает два
значения: 1 и 0.

Более естественно было бы определять причи-
ну, если вместо квантора существования исполь-
зовать квантор всеобщности, т. е. для всех на-
боров x1, x2, . . . , xk всегда порождаются наборы
y1, y2, . . . , ys. Тогда цепочки причинно-следствен-
ных связей определялись бы суперпозицией отоб-
ражений.

Далее рассмотрим обоснование того, что проб-
лема цепочек причинно-следственных связей не
может рассматриваться так упрощенно.

3 Проблемы описания
причинно-следственных связей

Рассмотрим следующий пример. Пусть U1, U2,
U3 и U4 — пользователи, участвующие в некоторой
фиксированной ИТ; ФХ — файловое хранилище.
Содержание фрагмента ИТ состоит в следующих
действиях:

X1 = {пользователь . . . готовит файл . . .

. . . для пользователя . . .};
X2 = {пользователь . . . кладет файл . . . в ФХ};
X3 = {пользователь . . . берет файл . . . из ФХ}.

Каждое действие может быть выполнено пра-
вильно и неправильно. Правила определения
правильности действий заложены в соотношениях
входных и выходных значений параметров. Пра-
вильная последовательность действий в рассматри-
ваемом фрагменте ИТ следующая:

{U1 готовит файл Z1 для пользователя U3};
{U2 готовит файл Z2 для пользователя U4};
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{U1 кладет файл Z1 в ФХ};
{U2 кладет файл Z2 в ФХ};
{U3 берет файл Z1 из ФХ};
{U4 берет файл Z2 из ФХ}.

Безошибочными считаются действия: X2 —
положить файл в ФХ; X3 — взять файл из ФХ;
X4 — подготовить сообщение «1» или «0» от
пользователя, взявшего файл; X5 — использовать
сообщения «1» или «0» для принятия решения. U1,
U2, U3 и U4 — неизменяемые характеристики дей-
ствий; Z1, Z2 и Z — изменяемые характеристики
ИТ. Объекты, наблюдаемые при выполнении ИТ:

O1 = {U1 получил доступ к ФХ,

положил файл Z1 в ФХ};
O2 = {U2 получил доступ к ФХ,

положил файл Z2 в ФХ};
O3 = {U3 получил доступ к ФХ,

взял файл Z1 из ФХ};
O4 = {U4 получил доступ к ФХ,

взял файл Z2 в ФХ};
O5 = {U1 получил доступ к ФХ,

положил файл Z в ФХ};
O6 = {U3 получил доступ к ФХ,

взял файл Z2 из ФХ};
O7 = {U4 получил доступ к ФХ,

взял файл Z1 из ФХ}.

Результаты действийX4 иX5 будут рассмотрены
позже. Рассмотрим причинно-следственные связи
на первых шагах. Действия на первом шаге — подго-
товка документов Z1, Z2 и Z. Правила определения
правильности действияX1 состоят в привязке име-
ни пользователя к названию файла. Действия X2
не имеют правил контроля правильности, так как
пользователь кладет в ФХ тот файл, который был
привязан к его имени на первом шаге. ДействиеX3
имеет правила контроля, которые состоят в том,
что пользователь берет из ФХ файл, который имеет
нужное название. Действия пользователей отража-
ются в событиях. Пользователи могут совершать
ошибки. Например, пользователь U1 неправильно
привязал подготовленный файл и в ФХ положил
файл с именемZ. Тогда пользователь U3 не находит
файл с именем Z1. По истечении контрольного
времени U3 с помощью действия X4 формирует со-
общение «0» и посылает его действию X5. При
этом пользователь U2 все сделал правильно и поль-
зователь U4, получив файл Z2, сформировал со-
общение «1» и отослал его действию X5. Получив
сообщения «0» и «1», действиеX5формирует сигнал

тревоги. Правильное выполнение ИТ соответству-
ет сообщениям «1» и «1». Если пользователи U1
и U2 перепутали имена файлов, то формально на
действие X5 поступают сигналы «1» и «1», но в ре-
ализации технологии произошла ошибка. Поэтому
правила контроля при выполнении действия X1
имеют большое значение.

Теперь проведем анализ построенного примера
с позиций причинно-следственных связей. Рас-
смотренные цепочки действий соответствуют при-
чинно-следственным связям только при правиль-
ных связях между характеристиками проводимых
действий. При нарушении связей проделанные
действия не становятся причиной следствия (вы-
полнения ИТ), причем эти связи должны выпол-
няться по всей цепочке действий вплоть до проявле-
ния следствия (выполнение ИТ). Любая частичная
цепочка не позволяет сделать вывод о существо-
вании причинно-следственных связей. Отметим,
что разрывы в последовательности действий (взаи-
модействие через ФХ) сохраняют требование, что
вся цепочка действий должна удовлетворять связям
между характеристиками. Требования существо-
вания правил контроля правильности соотноше-
ний между характеристиками делают трудоемким
использование причинно-следственных связей для
анализа и прогнозирования выполнимости ИТ.

Пример также показывает, что набор характери-
стик, которые могут удовлетворять связям, опреде-
ляющим причину для искомого следствия, за счет
действий пользователей, участвующих в ИТ, мо-
гут потерять свойство становиться причиной этого
свойства.

Можно рассматривать сложные комплексные
действия вместо рассмотренных в примере. За-
дача построения связей характеристик и правил
контроля выполнения этих связей в таком случае
становится сложной. Но можно использовать ве-
роятностный подход, основанный на оценках со-
вместных распределений характеристик предшест-
вующих и последующих действий. В применении
к построенному примеру вероятность связиU1 иZ1,
а также связи между Z1 и U3 больше, чем вероятно-
сти других конфигураций. Статистические оценки
этих вероятностей на правильных прецедентах [10]
позволят получить оценку вероятности следствия,
т. е. прогнозировать вероятность правильного вы-
полнения ИТ [11]. Эта оценка служит оценкой
доверия к результатам выполнения ИТ.

Построенные фрагменты причинно-следствен-
ных связей могут иметь самостоятельную ценность
для контроля правильности выполнения особо важ-
ных фрагментов ИТ при допустимой сложности вы-
явления связей между характеристиками действий,
при которых существуют причинно-следственные
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связи. Как было показано в примере, по резуль-
татам выполнения фрагмента ИТ ставится сенсор,
который позволяет с помощью полученных сооб-
щений «1» и «0» построить оценку правильности
выполнения этого фрагмента. Здесь речь идет
именно об оценке, так как в примере было по-
казано, что сенсор подтверждает правильность вы-
полнения ИТ, но на самом деле возможна ошибка,
поэтому при оценке «1» и «1» необходимо, двигаясь
в направлении от следствия к причине, проверять
выполнение всех правил и соотношений между ха-
рактеристиками. Этот алгоритм усложняет, но в то
же время улучшает оценку контроля.

Заметим, что все «1» могут ложно возникнуть
только при перестановках данных, управляющих
действиями, поэтому доверие к фрагменту ИТ мож-
но повышать, контролируя только отдельные це-
почки обработки данных. Ошибка в отдельной
цепочке при всех «1» суммарного контроля означа-
ет неправильное направление потока данных при
перемешивании цепочек.

Построенные методы использования причин-
но-следственных связей дают необходимые, но не
достаточные условия контроля правильности вы-
числений с их помощью. При этом даже в рассмот-
ренном выше простейшем примере показано, что
следствие может участвовать в анализе причинных
связей между характеристиками. Это, в свою оче-
редь, затрудняет использование причинно-следст-
венных связей для прогнозов следствий.

4 Контроль информационных
технологий
по последовательностям
сопровождающих действия
объектов

Напомним, что данные представляют собой по-
следовательность объектов (1). При этом наборы
параметров, определяющих характеристики объек-
тов, могут быть разными у разных объектов.

Множество характеристик любого наблюдаемо-
го объекта O(X) делится на две непересекающиеся
части B и C. Множество B объединяет харак-
теристики, которые не зависят от характеристик
других объектов. Эти характеристики служат сво-
его рода идентификаторами объекта. Множество
характеристик C зависит от предыдущих объектов
в том смысле, что какие-то характеристики пре-
дыдущих объектов определяют значения характе-
ристик из C в O(X) или участвуют в инициации
последующих действий. Это значит, что множество

характеристик, которые определяют значения ха-
рактеристик изC, становятся причиной появления
множества C [12–14] и для них выполнены ограни-
чительные связи между характеристиками. Таким
образом, можно считать, что некоторые объекты
образуют причинно-следственные связи друг с дру-
гом. По этим связям и известным описаниям ИТ
восстанавливаются фрагменты ИТ, определенные
выше. В данном случае причинно-следственные
связи существуют и работают, так как после про-
веденных действий не последовало сигнала тревоги
или ИТ не остановлена при выполнении какого-то
действия, поэтому при контроле исполнения ИТ не
нужно детально проверять выполнение связей ха-
рактеристик проведенных действий. Тогда анализ
объектов (1) позволяет не только частично кон-
тролировать исполнение ИТ, но даже восстанавли-
вать последовательность действий при выполне-
нии неизвестной ИТ или возникновении сомнений
в отсутствии вредоносного кода. Идея контроля
ИТ по последовательности (1) с помощью при-
чинно-следственных связей рассматривалась ра-
нее. В статье [15] исследована проблема контро-
ля безопасности ИТ на основе последовательности
данных компьютерного аудита при известной схеме
действий в ИТ.

Подобные задачи возникают также в поиске
первопричин неявных сбоев и аномалий в ком-
пьютерных системах [15, 16]. Приближенные ме-
тоды причинно-следственного анализа (агрегация
действий) позволяют решать задачи поиска перво-
причины сбоя, или аномалии, и выявлять такие
аномалии с точностью до блоков допустимо малых
размеров. Такой подход позволяет быстро восста-
навливать рабочие процессы за счет замены блока
в сложной технической системе без детального ана-
лиза причины сбоя.

5 Заключение

В работе показана ограниченность возможно-
стей использования причинно-следственных свя-
зей для повышения доверия к результатам сложных
компьютерных вычислений. Эта ограниченность
основана на том, что для получения причинно-
следственных связей в ожидании определенного
следствия часто невозможно контролировать свя-
зи характеристик, обязательных для того, чтобы
искомое следствие получалось из действий, кото-
рые предполагаются причиной данного следствия,
т. е. совокупность действий, которые должны поро-
дить искомое следствие, должны быть дополнены
действиями контроля связей всех характеристик.
Без этого соответствие «причина–следствие» мо-
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жет в некоторых случаях существовать, а в некото-
рых отсутствовать, причем правильно построенная
априори последовательность характеристик может
перестать становиться причиной ожидаемого свой-
ства за счет действий пользователей, не наруша-
ющих состав характеристик.

Если цепочка данных показывает, что искомое
следствие получено, то исследование последова-
тельности характеристик действий может позво-
лить установить связи между характеристиками,
чтобы существовали причинно-следственные свя-
зи. Для этого можно использовать машинное обуче-
ние.

Таким образом, для использования причинно-
следственных связей в ИТ необходимо дополнять
действия ИТ действиями по контролю связей меж-
ду характеристиками. Без этого условия правильно
построенная последовательность действий ИТ ста-
новится необходимым, но не достаточным услови-
ем ожидаемого следствия.
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CAUSE-AND-EFFECT CHAIN ANALYSIS
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Abstract: The paper is devoted to the analysis of the possibilities of using cause-and-effect relationships in the
control of the realization of information technologies in distributed information systems. To carry out this analysis,
the simple example of a fragment of some fixed information technology has been built which examines situations
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where control can rely on cause-and-effect relationships between actions in information technologies and when
alleged cause-and-effect relationships simply do not exist. The paper shows the limitations of using cause-and-effect
relationships to increase confidence in the results of complex computer calculations. This limitation is based on
the fact that in order to get causal relationships in waiting of the certain result, it is often impossible to control the
relationships of characteristics that are mandatory for the desired consequence to be obtained from actions that
are assumed to be its cause. To use cause-and-effect relationships in information technology, it is necessary to
supplement the actions of information technology with actions to control the relationships between characteristics.
Without this condition, the properly constructed sequence of information technology actions is a necessary but
insufficient condition of the expected consequence.
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ОБ АНАЛИТИЧЕСКОЙ СТРУКТУРЕ НЕКОТОРЫХ ВИДОВ

ЦЕЛЕВЫХ ФУНКЦИОНАЛОВ, СВЯЗАННЫХ С ЗАДАЧАМИ

УПРАВЛЕНИЯ ПОЛУМАРКОВСКИМИ СЛУЧАЙНЫМИ

ПРОЦЕССАМИ

П. В. Шнурков1

Аннотация: Проведено исследование аналитической структуры трех видов функционалов от управляемо-
го полумарковского процесса с конечным множеством состояний. Доказано, что все эти математические
объекты представимы в виде дробно-линейного интегрального функционала, заданного на конечном
наборе вероятностных мер, определяющих стратегию управления соответствующим полумарковским
процессом. При этом для каждого из этих функционалов получены явные представления для подынте-
гральных функций числителя и знаменателя через исходные вероятностные характеристики управляемого
полумарковского процесса. Данный результат позволяет свести проблему оптимального управления по-
лумарковским процессом с конкретным целевым функционалом к задаче исследования на глобальный
экстремум заданной функции конечного числа переменных.

Ключевые слова: стохастические модели управления; оптимальное управление полумарковскими процес-
сами; дробно-линейный интегральный функционал; основная функция дробно-линейного интегрально-
го функционала
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1 Введение

Идея о дробно-линейной структуре целевого
функционала в задаче оптимального управления
полумарковским случайным процессом была, по-
видимому, впервые реализована в классической
работе Х. Майна и С. Осаки [1]. В этой ра-
боте рассматривались различные модели управле-
ния марковскими и полумарковскими случайными
процессами с конечными множествами состояний
и допустимых решений. Для модели управления
полумарковским процессом без переоценки, когда
множество состояний образует один эргодический
класс, а показатель эффективности представляет
собой стационарный средний удельный доход [1,
разд. 5.5], полученное аналитическое выражение
для указанного показателя имеет вид отношения
двух линейных функций от дискретного вероят-
ностного распределения, определяющего прини-
маемое решение. Соответствующая экстремальная
задача на множестве дискретных вероятностных
распределений была решена авторами методом ли-
нейного программирования. Было установлено,
что оптимальная стратегия управления является
детерминированной. Результатов для более об-
щих моделей управления в данной работе полу-
чено не было, однако сама идея оказалась весьма
плодотворной. Среди основополагающих исследо-

ваний в области теории управления полумарков-
скими случайными процессами следует также от-
метить работу [2], в которой были формально опре-
делены понятия аддитивного функционала дохода,
связанного с полумарковским процессом, и полу-
чены эргодические теоремы для этого функциона-
ла. Это позволило поставить задачу управления
по отношению к стационарному показателю эф-
фективности, который по своему экономическому
содержанию представляет собой средний удельный
доход в рассматриваемой стохастической модели.
Такой подход к задаче оптимального управления
многократно использовался в дальнейшем вплоть
до современных исследований [3, 4], в которых рас-
сматривались полумарковские модели при весьма
общих предположениях на пространства состояний
и управлений.

Важный результат, связанный со структурой ста-
ционарного стоимостного показателя эффектив-
ности управления, представлен В. А. Каштановым
в гл. 13 коллективной монографии [5]. Автором рас-
смотрена проблема оптимального управления по-
лумарковским процессом с конечным множеством
состояний и множеством возможных решений, ко-
торое представляет собой произвольный интервал
множества вещественных чисел. Модель относится
к виду моделей без переоценки, показателем ка-
чества управления служит стационарное значение

1Национальный исследовательский университет «Высшая школа экономики», pshnurkov@hse.ru
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среднего удельного дохода, определяемое анало-
гично [1, 2]. Как и в указанных работах, ран-
домизированное управление в каждом состоянии
определяется в соответствии с вероятностным рас-
пределением, а их совокупность задает стратегию
управления. Автором сформулировано утвержде-
ние о том, что стационарное значение среднего
удельного дохода представляет собой дробно-ли-
нейный интегральный функционал от набора веро-
ятностных распределений, образующих стратегию
управления. При этом ранее [5, гл. 10; 6] бы-
ло установлено, что дробно-линейный функционал
достигает экстремума на вырожденных распределе-
ниях. Отсюда следует, что оптимальная стратегия
управления является детерминированной и должна
определяться точкой экстремума функции, пред-
ставляющей собой отношение подынтегральных
функций числителя и знаменателя данного дроб-
но-линейного функционала. Однако в [5] не бы-
ли получены явные представления для указанных
функций. Кроме того, приведенный в гл. 10 мо-
нографии [5] вариант теоремы об экстремуме дроб-
но-линейного интегрального функционала требо-
вал проверки выполнения условия существования
этого экстремума. Такие условия не были установ-
лены. В связи с этими обстоятельствами использо-
вать полученные в [5] результаты для доказательства
существования оптимальной детерминированной
стратегии управления полумарковским процессом
и для строгого обоснования способа нахождения
такой стратегии оказалось невозможным. Резуль-
таты работы [5], связанные со структурой стацио-
нарного стоимостного показателя эффективности
управления, были обобщены и усилены в [7]. Для
соответствующей модели управления полумарков-
ским процессом с конечным множеством состо-
яний и произвольным пространством допустимых
решений было доказано утверждение о дробно-ли-
нейной структуре стационарного стоимостного по-
казателя эффективности управления. При этом
были найдены явные аналитические формулы для
подынтегральных функций интегральных выраже-
ний в числителе и знаменателе этого дробно-ли-
нейного функционала.

В настоящей работе получены принципиально
новые результаты о дробно-линейной интеграль-
ной структуре иных видов функционалов, возника-
ющих в задачах управления полумарковскими про-
цессами. Эти функционалы связаны со случайной
длительностью пребывания процесса в заданном
конечном подмножестве состояний. По отноше-
нию к возможным приложениям такую случайную
величину можно интерпретировать как время до
первого отказа системы, или время до первого до-
стижения некоторого «неприемлемого» состояния.

Математические ожидания таких случайных вели-
чин можно рассматривать как разумные и есте-
ственные показатели эффективности управления
соответствующим случайным процессом.

2 Об аналитическом
представлении классического
стационарного стоимостного
функционала

Начнем изложение с исследования классиче-
ского варианта стационарного стоимостного пока-
зателя эффективности управления, идея которого
восходит к работам [1, 2]. Рассмотрим управляемый
полумарковский процесс ξ(t) с конечным множе-
ством состояний X = {1, 2, . . . , N}, где N > 0 —
заданное целое положительное число. Процесс ξ(t)
управляется в моменты tn, n = 0, 1, 2, . . ., t0 = 0,
в которые происходят последовательные измене-
ния состояний (скачки). Управление процессом
представляет собой случайную величину un, при-
нимающую значения из некоторого множества воз-
можных управлений U . Обычно под U понимает-
ся множество вещественных чисел или некоторое
его подмножество, на котором задана стандарт-
ная σ-алгебра борелевских множеств. Зададим
на множестве U набор вероятностных мер (рас-
пределений) ā1(·),ā2(·), . . . ,āN (·), которые будут
определять принимаемые решения об управлении.
Если выполняется условие, состоящее в том, что
ξn = ξ(tn + 0) = i, то управление un опреде-
ляется как случайная величина, принимающая
значения из U и имеющая распределение āi(u),
i = 1, 2, . . . , N . Заданный набор вероятност-
ных распределений ā1(·),ā2(·), . . . ,āN(·) образу-
ет стратегию управления полумарковским процес-
сом ξ(t). Вероятностные распределения, входящие
в него, часто называются управляющими. После-
довательность {ξn = ξ(tn+0), n = 0, 1, . . .} образует
управляемую цепь Маркова, вложенную в данный
полумарковский процесс ξ(t). Обозначим через
θn = tn+1 − tn случайную длительность интервала
времени [tn, tn+1] между последовательными изме-
нениями состояний процесса.

Введем основные вероятностные характеристи-
ки управляемого полумарковского процесса ξ(t):

– условные вероятности перехода вложенной це-
пи Маркова при условии, что управление при-
нимает фиксированное значение:

pij(u) = P (ξn+1 = j | ξn = i, un = u) ,

i, j ∈ X, u ∈ U ; (1)
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– полумарковские функции управляемого полу-
марковского процесса ξ(t):

Qij(u) = P (ξn+1 = j, θn < t | ξn = i, un = u) ,

i, j ∈ X , u ∈ U , t ≥ 0 ; (2)

– условные математические ожидания длитель-
ностей пребывания полумарковского процесса
в его состояниях при условии, что управление
принимает фиксированное значение:

mi(u) = E [θn | ξn = i, un = u] =

=
∑

j∈X

∞∫

0

tdtQij(t, u), i ∈ X , u ∈ U . (3)

Рассмотрим также соответствующие вероят-
ностные характеристики без условия на управле-
ние, т. е. усредненные по соответствующим управ-
ляющим вероятностным распределениям:

pij = P (ξn+1 = j|ξn = i) =

=

∫

U

pij(u) dāi(u), i, j ∈ X ; (4)

Qij(t) = P (ξn+1 = j, θn < t|ξn = i) =

=

∫

U

Qij(t, u) dāi(u), i, j ∈ X, t ≥ 0; (5)

mi = E [θn|ξn = i] =
∫

U

mi(u) dāi(u), i ⊂ X. (6)

Подынтегральные функции в правых частях со-
отношений (4)–(6), формально и содержательно
определяемые равенствами (1)–(3) соответственно,
предполагаются заданными.

Предположим, следуя работе [1], что при
стратегии управления, определяемой набо-
ром управляющих вероятностных распределений
ā1(u),ā2(u), . . . ,āN(u), цепь Маркова {ξn}, вло-
женная в полумарковский процесс ξ(t), имеет ров-
но один класс возвратных положительных состоя-
ний. Как известно, тогда у этой цепи существует
единственное стационарное распределение

š = (π1, π2, . . . , πN ) .

Следуя классической традиции решения задач
стохастического управления [1, 2], рассмотрим
стационарный стоимостный показатель эффектив-
ности управления вида

I =

∑N

j=1
cjπj

∑N

j=1
mjπj

. (7)

Стоимостные характеристики cj, входящие в фор-
мулу (7), определяются некоторым стоимостным
аддитивным функционалом η(t), связанным с ис-
ходным полумарковским процессом ξ(t). Кон-
структивный метод задания такого функционала
описан в работах [1, 2]. Отметим, что по своему
экономическому содержанию такой функционал
представляет собой накопленный случайный доход
(прибыль), возникающий при эволюции системы,
математической моделью которой служит основной
случайный процесс ξ(t). Конкретное представле-
ние для характеристик cj определяется формулами:

– математическое ожидание дохода за время пре-
бывания в состоянии j при условии, что в мо-
мент перехода в данное состояние принято ре-
шение об управление u ∈ U :

cj(u) = E [η(tn+1)− η(tn)|ξn = j, un = u] =

= E [–ηn|ξn = j, un = u] ;

– математическое ожидание дохода (приращения
значения рассматриваемого аддитивного функ-
ционала η(t)) за время пребывания процес-
са ξ(t) в фиксированном состоянии j, которое
определяется без условия на управление, j ∈ X :

cj =

∫

U

cj(u)dāj(u) .

Параметры mj, j ∈ X, входящие в (7), опре-
деляются равенствами (3) и (6). Вектор š =
= (π1, π2, . . . , πN ) представляет собой стационар-
ное распределение вложенной цепи Маркова {ξn}
и зависит от заданной стратегии управления.

Теперь сформулируем основной результат дан-
ного раздела, связанный с аналитическим пред-
ставлением стационарного стоимостного показате-
ля эффективности управления вида (7).

Теорема 1. Стационарный стоимостный функци-

онал I вида (7), связанный с управляемым полу-

марковским процессом ξ(t), представляется в фор-

ме дробно-линейного интегрального функционала от

управляющих вероятностных распределений:

I = I (ā1,ā2, . . . ,āN) =

=

(∫∫
· · ·
∫

U(N)

A(u1, u2, . . . , uN) dā1(u1)dā2(u2) · · ·

· · ·dāN (uN )

)/(∫∫
· · ·
∫

U(N)

B (u1, u2, . . .

. . . , uN) dā1(u1)dā2(u2) · · ·dāN (uN )

)
, (8)
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где подынтегральные функции числителя и знамена-

теля задаются следующими выражениями:

A (u1, u2, . . . , uN) =

=

N∑

j=1

cj(uj)D̂
(j)(u1, u2, . . . , uj−1, uj+1, . . . , uN) ; (9)

B (u1, u2, . . . , uN) =

=
N∑

j=1

mj(uj)D̂
(j)(u1, u2, . . . , uj−1, uj+1, . . . , uN), (10)

а функции D̂(j)(u1, u2, . . . , uj−1, uj+1, . . . , uN), j =
= 1, 2, . . . , N , в свою очередь, определяются следу-

ющими соотношениями:

D̂(j) (u1, u2, . . . , uj−1, uj+1, . . . , uN) =

= (−1)j
∑

α(N),j

(−1)δ(α(N),j)D̂(j)0
(
α(N),j ;u1, u2, . . .

. . . , uj−1, uj+1, . . . , uN

)
, (11)

где α(N),j = (α1, α2, . . . , αj−1, αj+1, . . . , αN ) — про-

извольная перестановка чисел (1, 2, . . . , j − 1, j +
1, . . . , N); δ(α(N),j) — число инверсий в переста-

новке α(N),j, причем суммирование в правой части

формулы (11) проводится по всем возможным пере-

становкам набора чисел (1, 2, . . . , j− 1, j+1, . . . , N),
т. е. число членов в этой сумме составляет (N − 1)!;

D̂
(j)
0

(
α(N),j ;u1, u2, . . . , uj−1, uj+1, . . . , uN

)
=

= p̃1,α1 (u1) p̃2,α2 (u2) · · ·
· · · p̃j−1,αj−1 (uj−1) p̃j+1,αj+1 (uj+1) · · ·

· · · p̃N,αN
(uN ) , (12)

где

p̃i,αi
(ui) =





pii(ui)− 1 , если αi = i;

pi,αi
(ui) , если αi 6= i,

i = 1, 2, . . . , j − 1, j + 1, . . . , N.
(13)

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 1 приведено в рабо-
те [7].

Замечание 1. Интегральные выражения в числи-
теле и знаменателе функционала вила (8) пред-
ставляют собой многомерные интегралы Лебега–
Стилтьеса, заданные на декартовых произведениях
пространств допустимых управлений U (N) =
= U×U×· · ·×U . Вероятностные меры, на которых
определены эти интегралы, порождаются произве-
дениями вероятностных мер, образующих страте-
гии управления. Теория конечных произведений
измеримых пространств, на которых заданы исход-
ные меры, и соответствующих произведений мер,

определяемых на произведении пространств, изло-
жена в известной работе П. Халмоша [8].

Замечание 2. Функции cj(uj), mj(uj) и pjk(uj),
j, k = 1, 2, . . . , N , входящие в правые части со-
отношений (9)–(13), предполагаются известными.
Таким образом, подынтегральные функции инте-
гральных выражений в числителе и знаменателе
функционала (8) имеют явные аналитические пред-
ставления.

3 Представление функционала
математического ожидания
времени пребывания процесса
в заданном подмножестве
состояний

Одна из важнейших вероятностных характери-
стик полумарковского процесса — распределение
времени его пребывания в заданном подмножестве
множества состояний до первого выхода из это-
го подмножества. В содержательных прикладных
задачах, когда данный полумарковский процесс
описывает эволюцию некоторой реальной систе-
мы, время пребывания в заданном подмножестве
состояний может совпадать, например, с временем
до первого отказа системы, или с временем до пер-
вого наступления определенного «нежелательного»
события. В связи с этим математическое ожида-
ние времени пребывания управляемого процесса
в заданном подмножестве состояний может вполне
естественно рассматриваться как один из важных
показателей эффективности управления.

Рассмотрим вновь управляемый полумарков-
ский процесс ξ(t) с дискретным множеством со-
стоянийX . Предположим дополнительно, что дан-
ный процесс может с положительной вероятностью
обрываться в некоторый момент времени, совпада-
ющий с одним из моментов изменения состояний,
причем событие, заключающееся в обрыве процес-
са, не зависит от принимаемых решений. Обозна-
чим через ζ случайное число изменений состояний
процесса до момента обрыва (включительно). Тогда
основные вероятностные характеристики управля-
емого полумарковского процесса ξ(t), задаваемые
соотношениями (1)–(6), будут определяться при
дополнительном условии (ζ > n). Во введенных
обозначениях tζ представляет собой момент по-
следнего скачка, или обрыва, процесса. В стан-
дартном варианте, когда процесс является необры-
вающимся, т. е. P(ζ = ∞) = 1, будем полагать, что
момент обрыва также равен бесконечности с веро-
ятностью, равной единице.
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Пусть X0 ⊂ X — заданное подмножество мно-
жества состояний полумарковского процесса ξ(t);
k ∈ X0 — фиксированное состояние подмножества
X0. Предположим, что в некоторый случайный
момент времени tn процесс ξ(t) перешел в состо-
яние k, т. е. значение процесса ξ(tn) = k. Обо-

значим через ζ(n)k случайное время от момента tn до
момента первого выхода процесса из подмножества
состояний X0.

Рассмотрим теперь математические ожидания
случайных длительностей пребывания полумарков-
ского процесса ξ(t) в подмножестве состояний X0.
Положим

ak = E
(
ζ
(n)
k |tζ > tn + ζ

(n)
k

)
,

если процесс ξ(t) обрывающийся. Если же про-
цесс ξ(t) необрывающийся, т. е. с вероятностью,
равной единице, реализуется событие (ζ = ∞), то
будем полагать

ak = Eζ
(n)
k , k ∈ X0.

Поскольку распределение случайной величины ζ
(n)
k

не зависит от n, в дальнейшем индекс n в обозначе-
нии данной величины будем опускать.

Как известно [9, 10], математические ожида-
ния ak, k ∈ X0, удовлетворяют следующей системе
линейных алгебраических уравнений, связанных
с уравнениями марковского восстановления:

ak = mk +
∑

i∈X0

pkiai, k ∈ X0 . (14)

Заметим, что величины pki, k, i ∈ X0, и mk, k ∈
∈ X0, входящие в соотношение (14), определяются
равенствами (4) и (6) при дополнительном условии,
связанном с возможным обрывом процесса ξ(t).

Теперь можно установить аналитическую струк-
туру зависимости показателей ak, k ∈ X0, от управ-
ляющих вероятностных распределений.

Теорема 2. Пусть X0 — конечное множество: X0 =
= {1, 2, . . . , N0}. Тогда для любого фиксированного

k ∈ {1, 2, . . . , N0} функционал ak среднего времени

пребывания процесса ξ(t) в множестве состояний X0
с начальным состоянием k имеет следующий вид:

ak (ā1,ā2, . . . ,āN0)=

(∫∫
· · ·
∫

U(N0)

A
(0)
k (u1, u2, . . .

. . . , uN0) dā1(u1)dā2(u2) · · ·

· · · dāN0(uN0)
)/(∫∫

· · ·
∫

U(N0)

B(0) (u1, u2, . . .

. . . , uN0) dā1(u1)dā2(u2) · · · dāN0(uN0)

)
. (15)

Здесь

A
(0)
k (u1, u2, . . . , uN0) =

=
∑

i(N0)

(−1)δ(i(N0))+1p̃i1,1(ui1)p̃i2,2(ui2) · · ·

· · · p̃ik−1,k−1(uik−1
)mik

(uik
)p̃ik+1,k+1(uik+1

) · · ·
· · · p̃iN0 ,N0(uiN0

), k = 1, 2, . . . , N0; (16)

B(0) (u1, u2, . . . , uN0) =

=
∑

j(N0)

(−1)δ(j(N0))p̃j1,1(uj1)p̃j2,2(uj2) · · ·

· · · p̃jN0 ,N0(ujN0
), (17)

где i(N0) = (i1, i2, . . . , iN0) и j(N0) = (j1, j2, . . .
. . . , jN0) — произвольные перестановки набора чи-

сел (1, 2, . . . , N0); δ(i(N0)) — число инверсий в пе-

рестановке i(N0); суммирование в формулах (16)
и (17) для функций A

(0)
k (u1, u2, . . . , uN0), k =

= 1, N0, B
(0)(u1, u2, . . . , uN0) проводится по всем воз-

можным перестановкам чисел (1, 2, . . . , N0), т. е.

число членов в указанных суммах равно N0!.
Величины, входящие в правые части соотноше-

ний (16) и (17), определяются равенством

p̃ij(ui) =

{
pii(ui)− 1, если j = i ;

pij(ui), если j 6= i . (18)

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 2 в целом аналогично
доказательству теоремы 1.

Замечание 3. Вероятностные характеристики по-
лумарковского процесса pij(ui), mk(uk), i, j, k =
= 1, 2, . . . , N0, предполагаются заданными. Таким
образом, подынтегральные функции интегральных
выражений в числителе и знаменателе функциона-
ла (15) определяются аналитически соотношения-
ми (16)–(18).

4 Аналитическое представление
специального функционала,
связанного с предельным
распределением времени
пребывания полумарковского
процесса в заданном
подмножестве состояний

В данном разделе будет исследован показатель,
также связанный с распределением времени пре-
бывания управляемого полумарковского процесса
в заданном подмножестве состояний. В отличие от
предыдущего варианта предполагается, что веро-
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ятностные характеристики управляемого полумар-
ковского процесса зависят от некоего малого пара-
метра. При этом вероятность выхода процесса из
заданного подмножества состояний достаточно
мала при стремлении этого параметра к нулю.
Прикладное содержание такого предположения
заключается в том, что вероятность отказа соот-
ветствующей системы или вероятность иного «не-
желательного» события мала, т. е. система считает-
ся высоконадежной. Исследование таких систем
представляет значительный интерес.

Было установлено [9], что предельное распреде-
ление времени до первого выхода полумарковско-
го процесса из заданного подмножества состояний
при стремлении малого параметра к нулю в неко-
тором смысле близко к экспоненциальному. Осно-
вываясь на этом результате, можно предложить еще
один содержательный показатель эффективности
управления полумарковским процессом в модели
с малым параметром. Основное утверждение дан-
ного раздела состоит в определении аналитической
структуры этого показателя.

Построим модель управления полумарковским
процессом, взяв за основу схему полумарковского
процесса с малым параметром, изложенную в [9,
гл. 6]. Пусть ξ(ε)(t) – управляемый полумарков-
ский процесс, зависящий от (малого) параметра ε
и принимающий значения в дискретном фазовом
пространствеX = X0∪{0}, гдеX0 = {1, 2, . . . , N0};
{0} — поглощающее состояние. Как и в исходной
полумарковской модели, основные вероятностные
характеристики процесса ξ(ε)(t) определяются ра-
венствами (1)–(6). Предположим, что полумар-
ковские функции Qij(t, u), i, j ∈ X, зависят от ε
следующим образом:

Qε
ij(t, u) = p

ε
ij(u)Gij(t, u),

где

Gij(t, u) = P (θn < t|ξn = i, ξn+1 = j, un = u) ,

причем условные распределения Gij(t, u), i, j ∈ X,
не зависят явно от параметра ε. Вероятность пе-
рехода pε

ij(u) вложенной цепи Маркова исходного

полумарковского процесса ξ(ε)(t) определяется со-
отношением:

pε
ij(u) =






pij(u)− εbij(u), i, j ∈ X0;

εqi(u), i ∈ X0, j = 0;

1, i = j = 0.

(19)

Функции bij(u) и qi(u), i, j ∈ X0, входящие в соот-
ношение (19), предполагаются известными, причем
выполняется условие

qi(u) =
∑

j∈X0

bij(u), i ∈ X0 .

Указанные функции являются также ограниченны-
ми и интегрируемыми по соответствующим управ-
ляющим вероятностным распределениямāi(u), i ∈
∈ X0.

Определение 1. Полумарковский процесс ξ(ε)(t),
принимающий значения в фазовом пространстве
X = X0 ∪ {0}, определяемый начальным распреде-
лением p(0) (или заданным начальным состоянием
i0 ∈ X0), совокупностью полумарковских функций
{Qε

ij(t, u), i, j ∈ X} и набором управляющих рас-
пределений (стратегией управления) āi(u), i ∈ X0,
будем называть возмущенным управляемым полу-
марковским процессом.

Определение 2. Полумарковский процесс ξ(0)(t)
с фазовым пространствомX0, задаваемый полумар-
ковскими функциями Qij(t, u) = pij(u)Gij(t, u),
i, j ∈ X0, соответствующим начальным условием
и набором управляющих вероятностных распре-
делений āi(u), i ∈ X0, называется невозмущен-
ным процессом, управляемым в определенном вы-
ше смысле. Аналогично вложенные цепи Маркова
{ξ(ε)n } и {ξ(0)n } полумарковских процессов ξ(ε)(t)
и ξ(0)(t) называются соответственно возмущенной
и невозмущенной вложенными цепями Маркова.

Как следует из (19), матрица переходных ве-
роятностей P(ε)(u) управляемой возмущенной це-

пи {ξ(ε)n }, рассматриваемой на множествеX0, пред-
ставима в виде

P(ε)(u) = P(0)(u)− εB(u), (20)

где P(0)(u) = {pij(u), i, j ∈ X0} — матрица пере-
ходных вероятностей управляемой невозмущенной
цепи {ξ(0)n }, εB(u) = {εbij(u), i, j ∈ X0} — матрица
возмущений. Обозначим:

pij = P
(
ξ
(0)
n+1 = j|ξ(0)n = i

)
=

∫

U

pij(u) dāi(u); (21)

qi =

∫

U

qi(u) dāi(u) =
∑

j∈X0

bij , i ∈ X0. (22)

где

bij =

∫

U

bij(u) dāi(u).

Из равенств (20)–(22) следует матричное соотно-
шение

P(ε) = P(0) − εB,

где P(ε) = {p(ε)ij , i, j ∈ X0}, P(0) = {pij, i, j ∈ X0},
B = {bij, i, j ∈ X0}. Рассмотрим также следующие
характеристики невозмущенного управляемого по-
лумарковского процесса ξ(0)(t):
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g
(1)
ij =

∫

U





∞∫

0

tdtGij(t, u)



 dāi(u), i, j ∈ X0;

mi(u) = E
(
θ(0)n |ξ(0)n = i, un = u

)
=

=

∞∫

0

N0∑

j=1

tdtQij(t, u), i = 1, 2, . . . , N0; (23)

mi = E
(
θ(0)n |ξ(0)n = i

)
=

∫

U

mi(u)dāi(u) =

=
∑

j∈X0

pijg
(1)
ij . (24)

По аналогии с [9] предположим, что для любых до-
пустимых стратегий управления полумарковским
процессом ξ(ε)(t) выполнены следующие условия:

(1) Q∗
ij(s) = pij − spijg

(1)
ij + o(s), где Q∗

ij(s) —
преобразование Лапласа–Стилтьеса функ-
ции Qij(t), i, j ∈ X0;

(2) вложенная невозмущенная цепь Марко-
ва{ξ(0)n }имеет ровно один класс положительно
возвратных состояний;

(3) существует такое состояние i ∈ X0, которое
возвратно в невозмущенном управляемом по-
лумарковском процессе ξ(0)(t) и для которого
pε

i0 > 0.

Заметим, что для произвольной фиксирован-
ной допустимой стратегии управления состояние i
возвратно в полумарковском процессе ξ(0)(t) тогда
и только тогда, когда оно возвратно во вложенной
цепи Маркова данного процесса [9].

Обозначим через ζ(ε)k время пребывания процес-
са ξ(ε)(t) в подмножестве состоянийX0 до поглоще-
ния в состоянии{0}, определяемое при условии, что
в начальный момент t = 0 процесс попадает в со-
стояние k ∈ X0. Тогда, согласно теореме 6.1 из [9],
получаем следующее представление для предельно-
го распределения случайного времени пребывания
процесса ξ(ε)(t) в подмножестве состояний:

lim
ε→0
P
(
εζ
(ε)
k ≥ x

)
= e−λx. (25)

Здесь

λ =

∑
i∈X0

qiπi

∑
i∈X0

miπi

,

где qi, i ∈ X0, определяются равенствами (22), па-
раметры mi, i ∈ X0, — соотношениями (23) и (24);
{πi, i ∈ X0} — стационарное распределение не-
возмущенной цепи Маркова, определяемой матри-
цей переходных вероятностей P(0). Из соотноше-

ния (25) непосредственно следует, что при достаточ-
но малых ε для любого фиксированного значения
y > 0 можно приближенно полагать, что

P
(
ζ(ε) ≥ y

)
= e−λεy. (26)

Теперь рассмотрим величину T , определяемую
равенством

T = λ−1 =

∑
i∈X0

miπi

∑
i∈X0

qiπi

. (27)

Параметр T представляет собой предельное значе-
ние нормированного среднего времени пребывания
полумарковского процесса ξ(ε)(t) в подмножестве
состояний X0 до поглощения в состоянии {0}:

T = lim
ε→0

εEζ(ε)k .

Отметим, что если T ∗ ≥ T , то для любого x ≥
≥ 0 выполняется неравенство e−λ∗εx ≥ e−λεx, где
λ∗ = (T ∗)−1. Учитывая вероятностное содержа-
ние функции (26), можно утверждать, что наилуч-
шим предельным распределением случайной ве-
личины ζ(ε) будет распределение с минимальным
значением параметра λ, т. е. с максимальным зна-
чением параметра T . Таким образом, величину T
можно рассматривать как содержательный пока-
затель эффективности управления возмущенным
полумарковским процессом. Как и в предыдущих
разделах, выясним структуру зависимости показа-
теля T , определяемого равенством (27), от управля-
ющих вероятностных распределений.

Теорема 3. Пусть X0 = {1, 2, . . . , N0} — конечное

множество. Тогда показатель T , характеризующий

предельное распределение времени до первого выхода

процесса из данного подмножества, имеет следующее

аналитическое представление:

T = “I (ā1,ā2, . . . ,āN0) =

=

(∫
· · ·
∫

U(N0)

“A (u1, u2, . . . , uN0) dā1(u1)dā2(u2) · · ·

· · · dāN0 (uN0)

)/(∫
· · ·
∫

U(N0)

“B (u1, u2, . . .

. . . , uN0) dā1(u1)dā2(u2) · · ·dāN0(uN0)

)
. (28)

Здесь
“A(u1, u2, . . . , uN0) =

=

N0∑

k=1

∑

i(N0),k

(−1)δ(i(N0),k)+k “p1,i1(u1)“p2,i2(u2) · · ·

· · · “pk−1,ik−1
(uk−1)mk(uk)“pk+1,ik+1

(uk+1) · · ·
· · · “pN0,iN0

(uN0) ; (29)
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“B(u1, u2, . . . , uN0) =

=

N0∑

k=1

∑

j(N0),k

(−1)δ(j(N0),k)+k “p1,j1(u1)“p2,j2(u2) · · ·

· · · “pk−1,jk−1
(uk−1)qk(uk)“pk+1,jk+1

(uk+1) · · ·
· · · “pN,jN0

(uN0), (30)

где i(N0),k = (i1, . . . , ik−1, ik+1, . . . , iN0) — про-
извольная перестановка чисел (1, 2, . . . , k − 1,
k + 1, . . . , N0); j(N0),k = (j1, . . . , jk−1, jk+1, . . .
. . . , jN0) — произвольная перестановка чисел
(1, 2, . . . , k−1, k+1, . . . , N0); δ(i(N0),k) и δ(j(N0),k)—
число инверсий в соответствующих перестанов-
ках. В выражениях для функций “A(u1, u2, . . . , uN0)
и “B(u1, u2, . . . , uN0) суммирование проводится по
всем возможным перестановкам. Функции “pij(u),
входящие в (29) и (30), определяются соотношени-
ями:

“pij(u) =






pii(u)− 1, i = j;

pij(u), i 6= j,
i, j = 1, 2, . . . , N0.

(31)

Замечание 4. Исходное аналитическое выражение
для показателя T , определяемое формулой (27),
имеет структуру, аналогичную стандартному стаци-
онарному стоимостному показателю (7). В связи
с этим доказательство теоремы 3 полностью анало-
гично доказательству теоремы 1.

Замечание 5. Вероятностные характеристики по-
лумарковского процесса pij(ui), mk(uk) и qj(uj),
i, j, k = 1, 2, . . . , N0, предполагаются заданными.
Таким образом, подынтегральные функции инте-
гральных выражений в числителе и знаменателе
функционала (28) определяются аналитически со-
отношениями (29)–(31).

5 Заключение

В работах [11–13] были получены исчерпы-
вающие результаты решения задачи безусловного
экстремума для дробно-линейного интегрального
функционала, заданного на множестве вероятност-
ных мер. Теоретическое значение этих результатов
для решения общей задачи управления марковски-
ми и полумарковскими случайными процессами
можно описать следующим образом. Если удается
установить, что некоторый показатель, связанный
с управляемым полумарковским процессом, может
быть выражен в указанной форме, причем известны
явные аналитические представления для подынте-
гральных функций его числителя и знаменателя,
то решение задачи оптимального управления пол-
ностью определяется экстремальными свойствами

так называемой основной функции дробно-линей-
ного интегрального функционала, которая пред-
ставляет собой отношение указанных подынте-
гральных функций. Таким образом, проблема
существования оптимальной детерминированной
стратегии управления полумарковским процессом
с конечным множеством состояний и проблема
нахождения этой стратегии могут быть решены
одновременно при помощи численного исследо-
вания на глобальный экстремум основной функ-
ции.

В настоящей работе установлено, что несколько
конкретных содержательных показателей эффек-
тивности управления полумарковскими процесса-
ми с конечными множествами состояний могут
быть представлены в форме дробно-линейных ин-
тегральных функционалов, заданных на множестве
наборов вероятностных распределений, определя-
ющих стратегию управления. При этом получе-
ны явные аналитические представления для основ-
ных функций этих функционалов. Таким образом,
результаты данного исследования в совокупности
с упомянутыми результатами работ [11–13] созда-
ют теоретическую основу общего метода реше-
ния проблем оптимального управления полумар-
ковскими процессами с конечными множествами
состояний.
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Аннотация: Разработано методическое и алгоритмическое обеспечение аналитического моделирования,
оценивания и идентификации для существенно нестационарных процессов (например, ударных) в стоха-
стических системах (СтС), не разрешенных относительно производных (НРОП). Дан обзор профильных
публикаций и изучены основные классы регрессионных уравнений СТС НРОП. Основные результаты:
(1) для общего вида нелинейных СтС НРОП приведены оптимальные алгоритмы совместной фильтрации
и распознавания; (2) для линейных гауссовских СтС НРОП получены простые алгоритмы; (3) для СтС
НРОП, линейных относительно состоянияXt и нелинейных Yt наблюдений, получены соответствующие
алгоритмы; (4) в случае (3) методом нормальной аппроксимации получен простой алгоритм. Приводит-
ся иллюстративный пример скалярной нелинейной гауссовской СтС НРОП. Обсуждаются возможные
обобщения разработанных алгоритмов.
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1 Введение
В [1] рассмотрены вопросы синтеза нелинейных

субоптимальных гауссовских фильтров (НСОФ)
для дифференциальных СтС НРОП. Представлены
уравнения состояния и наблюдения нелинейных
дифференциальных СтС НРОП. Синтез НСОФ вы-
полнен при следующих условиях: (1) отсутствуют
пуассоновские шумы в наблюдениях; (2) при гаус-
совском шуме не зависит от состояния. Подробно
рассмотрен синтез НСОФ при аддитивных шумах
в уравнениях состояния и наблюдения.

В [2] для нелинейных интегродифференциаль-
ных СтС (ИДСтС), не разрешенных относитель-
но производных и приводимых к дифференци-
альным методом сингулярных ядер, разработаны
алгоритмы аналитического моделирования нор-
мальных стохастических процессов (СтП), при этом
нелинейность под интегралом может быть разрыв-
ной, а также синтеза НСОФ для онлайн-обработ-
ки информации в ИДСтС. Предложены алгоритмы
оценки качества НСОФ на основе теории чувстви-
тельности.

В [3] разработано методическое обеспечение для
негладких правых частей уравнений СтС НРОП.
Рассмотрены вопросы аналитического моделиро-
вания нормальных СтП на основе нелинейных ре-
грессионных моделей. Особое внимание уделено
методам гауссовской фильтрации и экстраполяции.
Изучены вопросы условно-оптимальной фильтра-

ции и экстраполяции для СтС НРОП с параметри-
ческими шумами.

Для систем, стохастически НРОП, в [4] разра-
ботано два подхода к сведению таких систем к де-
терминированным уравнениям, не разрешенным
относительно математических ожиданий и ковари-
ационных характеристик, а также математических
ожиданий и координатных функций канонических
разложений. После сведения таких систем к детер-
минированным используются известные резуль-
таты. Рассмотрены вопросы фильтрации, экс-
траполяции, идентификации и калибровки для
приведенных моделей. Алгоритмы положены
в основу инструментального программного обес-
печения для решения задач надежности и безопас-
ности технических систем.

В [5] дано развитие на случай типовых су-
щественно нестационарных, в первую очередь
ударных, возмущений. Рассмотрены вопросы
аналитического моделирования нормальных СтП
в скалярных и векторных СтС НРОП с помощью
общих, а также основанных на канонических раз-
ложениях (КР) нелинейных корреляционных мето-
дов. Изучены случаи широкополосных, узкополос-
ных и ударных возмущений. Отдельный раздел
посвящен вопросам оптимизации, оценивания,
идентификации и калибровки.

Следуя [2–6], поставим задачу совместной гаус-
совской фильтрации и распознавания классов про-

1Федеральный исследовательский центр «Информатика и управление» Российской академии наук; Московский авиационный
институт, sinitsin@dol.ru
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цессов в СтС НРОП. В разд. 2 рассмотрены клас-
сы регрессионных уравнений для СтС НРОП.
Основные четыре утверждения сформулированы
и обоснованы в разд. 3. Иллюстративный при-
мер дан в разд. 4. Заключение содержит выводы
и некоторые обобщения.

2 Классы регрессионных
уравнений для стохастических
систем, не разрешенных
относительно производных

2.1. Рассмотрим векторную систему уравнений

� = �
(
t,Xt, �Xt, Yt, Ut

)
= 0 . (1)

Здесь Xt — вектор состояния; �Xt =

=
[
XTt · · · (X(l)t )

T
]T

— расширенный вектор состо-

яния; Yt — вектор наблюдений; Ut — вектор воз-
мущений; � — нелинейная функция переменных
��Xt =

[
XTt �X

T
t U

T
t

]T
, допускающая среднеквадра-

тичную оптимальную регрессионную оценку ��(��xt)
регрессии m�(��xt) = M [�|��xt] в классе функций A�.
Эта регрессия содержится в классе функций A�,
в которой ищется оценка; в частности, если A� со-
впадает с множеством всех функций переменной ��xt ,
то оптимальной среднеквадратичной оценкой ре-
грессии служит сама регрессия. Регрессия явля-
ется единственной среднеквадратичной оценкой,
реализующей минимум условного математического
ожидания квадрата модуля ошибки аппроксимации
при данном значении xt.

Необходимым и достаточным условием опти-
мальности служит равенство [7]:

tr
{
M
[
��
(
��Xt

)
− �

]
ψ
(
��Xt

)∗}
= 0,

где ψ( ��Xt) ∈ ā — производная функция класса Aā;
��( ��Xt) — среднеквадратичная оптимальная оцен-
ка � в классе Aā; ∗ — символ транспонирования
с заменой всех элементов соответствующими со-
пряженными числами.

Как известно [7], линейные регрессионные мо-
дели описываются уравнениями двух видов:

��( ��Xt) = g
��Xt , ψ(

��Xt) = h
��Xt ,

g•��xt
= •���xt

, •xt
= M

[
��Xt
��X∗

t

]
, •���xt

= M
[
� ��X∗

t

]
;

���( ��Xt) = g
��Xt + a, ψ(

��Xt) = h
��Xt + b ,

K���xt
= M(�−m�)( ��Xt −m

��xt)∗,

gK��xt
= K���xt

, a = m� − gm
��xt , b = −hm��xt ,

K��xt
= M( ��Xt −m

��xt)( ��Xt −m
��xt)∗.

Рассмотренные регрессионные модели — детер-
минированные. Для их нахождения в линейном
случае достаточно знать математические ожидания
m� и m��xt и ковариационные матрицы K��xt

и K���xt
.

Для получения стохастической регрессионной мо-
дели достаточно представить функцию � в виде

� = m�( ��X) + Z1t ; � = ��( ��X) + Z2t .

Для нахождения стохастической регрессионной
модели необходимо еще знать распределение� при
любом ��X или по крайней мере ее математическое
ожидание m�(��xt), регрессию и ковариационную
матрицу K�(��xt), совпадающую с ковариационной
матрицейKz(��xt) для Z1t и Z2t.

Более общая задача наилучшего приближения
регрессии конечной линейной комбинацией задан-
ных функций классовA1, . . . , An сводится к задаче
наилучшего линейного приближения регрессии [7].

В дальнейшем будем основываться на следу-
ющих допущениях, лежащих в основе приведения
уравнения (1) к виду, разрешенному относительно
производных.

1. Стохастический процесс Xt и его производные
обладают конечными моментами второго по-
рядка и являются гауссовскими.

2. Векторная детерминированная функция � до-
пускает линейную гауссовскую регрессионную
линеаризацию относительно всех производных
вплоть до старшей производной X(l)t :

� ≈ �0 +
l∑

j=1

k�xjX
(j)
t + k�UU

0
t .

3. Вектор возмущенияUt обладает конечными мо-
ментами второго порядка и связан c гауссов-
ским белым шумом V0 линейным уравнением
формирующего фильтра:

‘Ut = a
U
t Ut + a

U
0t + b

U
t V0, (2)

где

MV0 = 0 , M
[
V0(t)V0(t)

T
]
= ν0δ(t− τ);

ν0 = ν0(t) — матрица интенсивностей вектор-
ного белого шума V0.

Утверждение 2.1. Пусть векторное детерминирован-

ное уравнение (1) удовлетворяет условиям 1–3. Тогда
СтС НРОП при условиях

det k�Xl 6= 0 , det k�U 6= 0
приводится к виду:

‘�X1t = �X2t, . . . ,
‘�X(l−1)t = �Xlt,

‘�Xlt = −
(
k�Xl

)−1 �X(l)t −
(
k�Xl

)−1 (
k�U
)−1

Ut

и (2). Матрицы коэффициентов k�Xl и k�U неявно

зависят от первых двух вероятностных моментов

переменных �Xt и Ut.
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3 Основные результаты
3.1. Пусть СтС НРОП (1) удовлетворяет усло-

виям утверждения 2.1 и приведена к гауссовской
дифференциальной СтС, а измерительная система
вполне наблюдаема. Кроме того, будем считать,
что наблюдения гауссовские и они влияют на ее
наблюдаемую регрессионную модель. В качестве
исходных приведенных уравнений примем следу-
ющие:

‘Xt = a (Xt, Yt, α, t) + b (Xt, Yt, α, t)V0 ; (3)

Zt = ‘Yt = a1 (Xt, Yt, t) + b1 (Xt, Yt, t)V0 . (4)

Здесь a, a1, b и b1— известные векторно-матричные
функции отмеченных переменных, причем уравне-
ние наблюдения (4) описывается уравнением, раз-
решенным относительно Yt; α — вектор парамет-
ров в уравнении состояния (3); V0 — векторный
гауссовский белый шум с нулевым математическим
ожиданиемMV0 = 0 и интенсивностью ν0 = ν0(t).

Во многих задачах распознавания наблюда-
емой случайной величиной (СВ) является некото-
рая функция СтП, определяемого стохастическим
дифференциальным уравнением, зависящим от то-
го, к какому из распознаваемых классов относит-
ся этот СтП. В непрерывных СтС задача сводится
к оцениванию неизвестного параметра в диффе-
ренциальных уравнениях, стохастически не раз-
решенных относительно производных. Предпо-
ложим, что входящие в эти уравнения функции
зависят от неизвестного параметра α, который мо-
жет принимать одно значение из конечного множе-
ства значений α1, . . . , αN , соответствующих рас-
познаваемым классам A1, . . . , AN . Тогда задача
распознавания сведется к решению вопроса о том,
какое из значений α1, . . . , αN принимает пара-
метр α для данного наблюдаемого сигнала. Но
значение параметра α, выдаваемое системой рас-
познавания, можно рассматривать как его оценку.
Для решения задачи распознавания можно приме-
нить прием расширения вектора состояния систе-
мы, включив параметр α = αt ( ‘αt = 0) в вектор со-
стояния Xt. Единственное отличие состоит в том,
что в задаче оценки неизвестных параметров па-
раметр α неизвестен и априори может принимать
любые значения, а в задаче распознавания α мо-
жет принимать лишь одно из конечного множества
заранее известных значений α1, . . . , αN .

Решение о том, к какому из N классов
A1, . . . , AN относится наблюдаемый сигнал, обыч-
но принимается по критерию максимума апо-
стериорной вероятности: за значение параметра
α принимается то из значений α1, . . . , αN , ко-
торое имеет наибольшую апостериорную вероят-
ность. Иными словами, модель распознавания

принимает �α = αh, если апостериорная вероят-
ность αh больше (или по крайней мере не меньше)
апостериорных вероятностей всех остальных зна-
чений α1, . . . , αh−1, αh−1, . . . , αN . Поэтому мо-
дель распознавания должна вычислять апостериор-
ные вероятности всех классов (т. е. всех значений
α1, . . . , αN ).

3.2. Следуя [6], в силу ‘αt = 0 для среднеквад-
ратичной гауссовской фильтрации будем основы-
ваться на следующем фильтрационном уравнении
для апостериорной характеристической функции

вектора
[
��XTt αTt

]T
:

dgt(λ, µ) = M
[{
iλTa( ��Xt, Yt, αt, t)−

− 1
2
λT
(
bν0b

T
) ( ��Xt, Yt, αt, t

)}
×

× eiλT ��Xt+iµTαt | Y t
t0

]
dt+M

[{
a1

(
��Xt, Yt, αt, t

)T
−

−�aT1+iλT
(
bν0b

T
1

)
(xt, Yt, αt, t)

}
eiλTXt+iµTαt | Y t

t0

]
×

×
(
b1ν0b

T
1

)−1
(Yt, t) (dYt − a1 dt) .

Положив, что λ = 0, найдем стохастический
дифференциал апостериорной характеристической

функции g′t(µ) вектора g′t(µ) = M
[
eiµTαt | Y t

t0

]
=

= gt(0, µ):

dg′t(µ) = M
[{
a1

(
��Xt, Yt, αt, t

)T
− �aT1

}
×

× eiµTαt | Y t
t0

] (
b1ν0b

T
1

)−1
(Yt, t) (dYt − �a1 dt) . (5)

Принимая во внимание (3), получим

dgt(λ) =

= M
[{
iλTa (Xt, Yt, t)−

1

2
λT(bνbT) (Xt, Yt, t)λ

}
×

× eiλTXt | Y t
t0

]
dt+M

[{
a1 (Xt, Yt, t)

T −

− �aT1 + iλT
(
bν0b

T
1

)
(Xt, Yt, t)

}
eiλTXt | Y t

t0

]
×

×
(
b1ν0b

T
1

)−1
(Yt, t) (dYt − �a1 dt) . (6)

Здесь введены обозначения:
(
bν0b

T
)
(Xt, Yt, t) = b (Xt, Yt, t) ν(t)b (Xt, Yt, t)

T
;

(
bν0b

T
1

)
(Xt, Yt, t) = b (Xt, Yt, t) ν0(t)b1 (Yt, t)

T ;

(
b1ν0b

T
1

)−1
(Yt, t) =

[
b1 (Yt, t) ν0(t)b1 (Yt, t)

T
]−1
;

�a1 =

∞∫

−∞

a1pt(x) dx = M
[
a1
(
Xt, Yt, t | Y t

t0

)]
.
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Правая часть здесь — функционал от характеристи-
ческой функции gt(λ), рассматриваемой как функ-
ция λ, поскольку апостериорное распределение
вектора Xt полностью и однозначно определяется
этой характеристической функцией. Поэтому (6)
представляет собой стохастическое дифференци-
альное уравнение для апостериорной характеристи-
ческой функции gt(λ). Это уравнение нелинейно,
поскольку �a1 = M[a1(Xt, Yt, t) | Y t

t0 ] тоже является
функционалом от gt(λ). В начальный момент t0
функция gt0(λ) будет условной характеристической
функцией величины X0 относительно Y0. Это слу-
жит начальным условием для уравнения (6).

Но αt — дискретная СВ с возможными значе-
ниями α1, . . . , αN . Поэтому, обозначив апостери-
орные вероятности этих значений соответственно
через q1(t), . . . , qN (t):

qk(t) = P
(
αt = αk | Y t

t0

)
(k = 1, . . . , N), (7)

будем иметь следующие равенства:

g′t(µ) =

N∑

k=1

qk(t)e
iµTαk ; (8)

M
[
a1

(
��Xt, Yt, t

)T
eiµT | Y t

t0

]
=

=

N∑

k=1

qk(t)e
iµTαkM

[
a1

(
��Xt, Yt, αk, t

)T
| Y t

t0

]
; (9)

�a1 =

N∑

k=1

qk(t)M
[
a1

(
��Xt, Yt, αk, t

)T
| Y t

t0

]
. (10)

Подставив эти выражения в (5) и положив для крат-
кости

�a1h = M
[
a1

(
��Xt, Yt, αh, t

)
| Y t

t0

]

(h = 1, . . . , N), (11)

придем к равенству:

N∑

k=1

eiµTαk ‘qk(t) =

{
N∑

k=1

qk(t)�a
T
1 e

iµTαk −

−
N∑

k=1

N∑

h=1

qk(t)qh(t)�a
T
1he

iµTαk

}
(
b1ν0b

T
1

)−1 ×

×
(
‘Yt −

N∑

h=1

qh(t)�a
T
1h

)
. (12)

Сравнив коэффициенты при одинаковых показа-
тельных функциях в левой и правой частях этого
равенства, получим:

‘qk(t) =

(
aT1k −

N∑

h=1

qh(t)�a
T
1h

)
qk(t)

(
b1ν0b

T
1

)−1 ×

×
(
‘Yt −

N∑

h=1

qh(t)�a
T
1h

)
(k = 1, . . . , N). (13)

Величины (11) зависят от распределений процес-
са ��Xt при α = α1, . . . , αN . Лишь после решения
уравнения относительно апостериорных характе-
ристических функций, вычисления апостериорных
плотностей сигнала ��Xt при α = α1, . . . , αN и вы-
числения величин �a1k как функций Yt и t равен-
ства (13) становятся уравнениями, определяющими
q1(t), . . . , qN (t).

Таким образом, задача оптимального распозна-
вания сигнала решается лишь после решения урав-
нений (13) при соответствующих условиях. При
этом уравнения определяют апостериорные веро-
ятности классов q1(t), . . . , qN (t) при всех t ≥ t0,
если за их начальные значения при t = t0 взять со-
ответствующие условные вероятности классов от-
носительно величины Y0.

Задачу оптимального распознавания сигнала
можно решать с одновременным оцениванием век-
тора состояния системы ��Xt. При этом оптимальная
оценка ��Xt определяется формулой:

���Xt =

N∑

k=1

qk(t)
���Xt,k, (14)

где ���Xt,k — условная оптимальная оценка вектора
��Xt в предположении, что α = αk (k = 1, . . . , N).

При этом в вектор xt могут входить и неизвестные
параметры, от которых могут зависеть функции a,
ψ и a1.

Таким образом, задачу оптимального по крите-
рию максимума апостериорной вероятности распо-
знавания можно решать с одновременным средне-
квадратичным оптимальным оцениванием вектора
состояния системы и всех неизвестных парамет-
ров.

Утверждение 3.1. Пусть СтС НРОП (1) приведена

к виду (3), (4). Тогда в условиях полного наблюде-

ния задачу оптимального по критерию максимума

апостериорной вероятности распознавания можно

решать с одновременной среднеквадратичной опти-

мальной фильтрацией вектора состояния на основе

соотношений (5), (7)–( 14).

3.3. В случае линейных гауссовских уравне-
ний (3), (4) сигналы Yt и ��Xt определяются
для различных классов сигналов, т. е. для значе-
ний α1, . . . , αN параметра α, уравнениями (k =
= 1, . . . , N ):
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‘�Xt =
[
�a (αk, t)Yt + �a1 (αk, t)

��Xt +

+ �a0 (αk, t)
]
+�b (αk, t)V0,

‘Yt =
[
c (αk, t)Yt + c1 (αk, t)

��Xt +

+ c0 (αk, t)
]
+�b1(t)V0 .





(15)

В этом случае

a1k = c (αk, t)Yt + c1 (αk, t)
���Xt,k + c0 (αk, t)

(k = 1, . . . , N).

Здесь ���Xt,1, . . . ,
���Xt,N — условные оптимальные

оценки вектора состояния ��Xt при α = α1, . . . , αk,
определяемые уравнениями:

‘���Xt,k =

=
[
�a(αk, t)Yt + �a1(αk, t)

���Xt,k + �a0(αk, t)
]
+βk

{
‘Yt −

−
[
c (αk, t)Yt + c1 (αk, t)

���Xt,k + c0 (αk, t)
]}
, (16)

где параметры линейного фильтра βk и Rk удовле-
творяют уравнениям (k = 1, . . . , N):

βk =
[
Rkc1 (αk, t)

T +

+
(
�bν0�b

T
1

)−1
(αk, t)

] (
�b1ν0�b

T
1

)−1
; (17)

‘Rk = �a (αk, t)Rk+Rk�a (αk, t)
T+

(
�bν0�b

T
)
(αk, t)−

−
[
Rkc1 (αk, t)

T
+
(
�bν0�b

T
1

)
(αk, t)

] (
�b1ν0�b

T
1

)−1
(t)×

×
[
c1 (αk, t)Rk +

(
�b1ν0�b

T
1

)
(αk, t)

]
. (18)

Уравнения (13) для апостериорных вероятностей
классов при этом принимают вид (k = 1, . . . , N):

‘qk(t) =

{
Y Tt c (αk, t)

T
+
���XTt,kc1 (αk, t)

T
+c0 (αk, t)

T−

−
N∑

h=1

qh(t)
[
Y Tt c(αk, t)

T +
���XTt,hc1 (αk, t)

T
+

+ c0 (αk, t)
T
]}
qk(t)

(
�b1ν0�b

T
1

)−1
(t)
{
‘Yt −

−
N∑

h=1

qh(t)
[
c (αk, t)Yt + c1 (αk, t)

���Xt,h +

+ c0 (αk, t)
]}

. (19)

Оптимальная оценка вектора состояния Xt

определяется после этого формулой (14).

Утверждение 3.2. Пусть СтС НРОП (1) приведена

к виду (15). Тогда уравнениями совместной средне-

квадратичной фильтрации и распознавания по крите-

рию максимума апостериорной вероятности служат

уравнения (14), (16)–(19).

3.4. Теперь рассмотрим случай, когда приве-
денные уравнения линейны относительно Xt, но
нелинейны относительно наблюдений Yt:

‘��Xt =
[
“a1 (Yt, αk, t)

��Xt + “a0 (Yt, αk, t)
]
+

+“b (Yt, αk, t)V0; (20)

‘Yt =
[
“c1 (Yt, αk, t)

��Xt + “c0 (Yt, αk, t)
]
+

+“b1 (Yt, t)V0; (21)

�b1k = “c1 (Yt, αk, t) �Xt,k + “c0 (Yt, αk, t)

(k = 1, . . . , N), (22)

где оптимальные оценки ���Xt,1, . . . ,
���Xt,N вектора ��Xt

приα = α1, . . . , αN определяются уравнениями [7]
(k = 1, . . . , N):

‘��Xt,k =
[
“a1 (Yt, αk, t)

���Xt,k + “a0 (Yt, αk, t)
]
+

+
[
Rk“c1 (Yt, αk, t)

T +
(
“bν0“b

T
1

)
(Yt, αk, t)

]
×

×
(
“bν0“b

T
1

)−1
(Yt, t)

{
‘Yt −

−
[
“c1 (Yt, αk, t)

T ���Xt,k + “c0 (Yt, αk, t)
]}
; (23)

‘Rk = “a1 (Yt, αk, t)Rk +Rk“a1 (Yt, αk, t)
T
+

+
(
“bν0“b

T
)
(Yt, αk, t)−

[
Rk“c1 (Yt, αk, t)

T +

+
(
“bν0“b

T
1

)
(Yt, αk, t)

] (
“b1ν0“b

T
1

)−1
(Yt, t)×

×
[
“c1 (Yt, αk, t)Rk +

(
“b1ν0“b

T
1

)
(Yt, αk, t)

]
. (24)

Уравнения (16) для апостериорных вероятностей
классов при этом принимают вид (k = 1, . . . , N):

‘qk =

{
���XTt,k“c1(Yt, αk, t)

T + “c0 (Yt, αk, t)
T −

−
N∑

h=1

qh(t)
[
���XTt,h“c1 (Yt, αh, t)

T
+ “c0 (Yt, αh, t)

T
]}

×

× qk(t)
(
“b1ν0“b

T
1

)−1
(Yt, t)

{
‘Yt −

−
N∑

h=1

qh(t)
[
“c1 (Yt, αh, t)

���Xt,h + “c0 (Yt, αh, t)
]}
. (25)
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Утверждение 3.3. Пусть СтС НРОП (1) приведена

к линейным относительно Xt и нелинейным отно-

сительно Yt уравнениям (20)–(22). Тогда уравнения

совместной среднеквадратичной фильтрации и рас-

познавания по критерию максимума апостериорной

вероятности имеют вид (23)–(25).

3.5. В рамках метода нормальной аппроксима-
ции (МНА) [6] апостериорной плотности веро-
ятности, учитывая, что гауссовское (нормальное)
распределение, аппроксимирующее апостериорное
распределение вектора ��Xt, полностью определяет-

ся апостериорными математическим ожиданием ���Xt

и ковариационной матрицейRt вектора ��Xt, при ап-
проксимации апостериорного распределения век-
тора ��Xt нормальным распределением все мате-
матические ожидания будут представлять собой
стохастические дифференциальные уравнения,

определяющие ���Xt и Rt:

‘��Xt = f
(
���Xt, Yt, Rt, t

)
dt+h

(
���Xt, Yt, Rt, t

)
dt
[
dYt −

− f (1)
(
���Xt, Yt, Rt, t

)
dt
]
; (26)

‘Rt =

{
f (2)

(
���Xt, Yt, Rt, t

)
− h

(
���Xt, Yt, Rt, t

)
×

× b1ν0b
T
1 (Yt, t)h

(
���Xt, Yt, Rt, t

)T}
dt+

+

ny∑

r=1

ρr

(
���Xt, Yt, Rt, t

) [
dYr −

− f (1)r

(
���Xt, Yt, Rt, t

)
dt
]
. (27)

Здесь

f
(
���Xt, Yt, Rt, t

)
= [(2π)n |Rt|]−1/2

∞∫

−∞

a(Yt, x, t)×

× exp
{
−
(
xT − ���XTt

)
R−1

t

x− ���Xt

2

}
dx ; (28)

f (1)
(
���Xt, Yt, Rt, t

)
=
{
f (1)r

(
���Xt, Yt, Rt, t

)}
=

= [(2π)nx |Rt|]−1/2
∞∫

−∞

a1(Yt, x, t)×

× exp
{
−
(
xT − ���XTt

)
R−1

t

x− ���Xt

2

}
dx ; (29)

h
(
���Xt, Yt, Rt, t

)
=

{
[(2π)nx |Rt|]−1/2 ×

×
∞∫

−∞

[
xa1 (Yt, x, t)

T
+ bν0b

T
1 (Yt, x, t)

]
×

× exp
{
−
(
xT − ���XTt

)
R−1

t

x− ���Xt

2

}
dx−

− ���Xtf
(1)
(
���Xt, Yt, Rt, t

)T}(
b1ν0b

T
1

)−1
(Yt, t) ; (30)

f (2)
(
���Xt, Yt, Rt, t

)
=

= [(2π)nx |Rt|]−1/2
∞∫

−∞

{
(x− ���Xt)a(Yt, x, t)

T +

+ a (Yt, x, t)
(
xT − ���XTt

)
+ bν0b

T
1 (Yt, x, t)

}
×

× exp
{
−
(
xT − ���XTt

)
R−1

t

x− ���Xt

2

}
dx ; (31)

ρr

(
���Xt, Yt, Rt, t

)
= [(2π)nx |Rt|]−1/2 ×

×
∞∫

−∞

{(
x− ���Xt

)(
xT − ���XTt

)
ar (Yt, x, t) +

+
(
x− ���Xt

)
br (Yt, x, t)

T
(
xT − ���XTt

)
+

+ br (Yt, x, t)
(
xT − ���XTt

)}
exp

{
−
(
xT − ���XTt

)
×

×R−1
t

x− ���Xt

2

}
dx (r = 1, . . . , ny) , (32)

где ar — r-й элемент матрицы-строки (aT1 −
− �aT1 )(b1ν0bT1 )−1; bkr — элемент k-й строки и r-го
столбца матрицы (b1ν0bT1 )

−1. Тогда, обозначив че-
рез br r-й столбец матрицы bν0b

T
1 (b1ν0b

T
1 )

−1, имеем
br = [b1r · · · bpr]

T (r = 1, . . . , n1).

Число уравнений МНА одномерного апостери-
орного распределения определяется по формуле:

Qíîá = nx +
nx(nx + 1)

2
=
nx(nx + 3)

2
.

За начальные значения ���Xt и Rt при интегриро-
вании уравнений (26) и (27), естественно, следует
принять условные математическое ожидание и ко-
вариационную матрицу величины ��X0 относитель-
но Y0:

���X0 = MN

[
��X0 | Y0

]
;

R0 = M
[(
��X0 − ���X0

)(
��XT0 − ���XT0

)
| Y0

]
.





(33)
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Если нет информации об условном распределении
��X0 относительно Y0, то начальные условия можно

взять в виде

���X0 = MN
��X0 ;

R0 = MN

(
��X0 −MN

��X0

)(
��XT0 MN

��XT0

)
.

Если же и об этих величинах нет никакой инфор-

мации, то начальные значения ���Xt и Rt приходится
задавать произвольно.

Из формулы (32) видно, что если функция a1
линейна относительно ��Xt, а функция b не зависит
от ��Xt, то при нормальной аппроксимации апо-
стериорного распределения все матрицы ρr равны
нулю, вследствие чего уравнение (27) не содер-
жит ‘Yt.

Утверждение 3.4. Пусть выполнены условия утвер-

ждения 3.2, а фильтрационные уравнения допускают

решение МНА. Тогда уравнения совместной средне-

квадратичной фильтрации и распознавания по крите-

рию максимума апостериорной вероятности имеют

вид (26)–(32) при условиях (33).

4 Пример

Рассмотрим скалярную систему следующего
вида:

ϕ = ϕ1

(
‘Xt

)
+ γXt + Ut = 0 ; (34)

‘Ut = ρUt + b
UV0 ;

Zt = ‘Yt = c1Xt + b
ZV0 . (35)

ЗдесьXt, ‘Xt,Ut, ‘Ut иZt = ‘Yt — скалярные перемен-
ные; V0 — гауссовский скалярный белый шум ин-
тенсивности ν0; ϕ1 — известная нелинейная функ-
ция ‘Xt; γ, ρ, bU , c1 и bZ — известные параметры.
Заменим функцию ϕ1 линейной регрессией

ϕ1 ≈ ϕ10 + k
ϕ1
‘X
‘Xt, (36)

где ϕ10 = ϕ10(m
‘X

t , D
‘X

t ); k
ϕ1
‘X
= kϕ1

‘X
(m

‘X
t , D

‘X
t ) — ко-

эффициенты регрессии.
Уравнение (34) с учетом (36) при условииkϕ1

‘X
6= 0

может быть представлено в виде линейного уравне-
ния, параметрически зависящего от m

‘X
t и D

‘X
t :

‘Xt = −
(
kϕ1
‘X

)−1
(ϕ10 − γXt − Ut) . (37)

Поставим задачу обнаружения несущего информа-
цию сигнала Xt, определяемого линейным уравне-
нием (37) в случае приема сигнала Zt = ‘Yt соглас-
но (35).

В таком случае параметр αt имеет два значе-
ния: α1 = 1 (информационный сигнал присутству-
ет в принимаемом сигнале) и α2 = 0 (принимается
один шум). Уравнение, определяющее сигнал Xt,
имеет вид:

‘Xt = −αt

(
kϕ1
‘X

)−1
(ϕ10 − γXt − Ut) .

Уравнения (16), определяющие условные опти-
мальные оценки сигнала Xt при гипотезах α = 1
и 0, можно представить в виде:

‘X ′
t,1 = �a (α1, t)Yt + �a1 (α1, t) �X

′
t,1 + �a0(α1, t) +

+ β1

(
‘Yt − c1 �X

′
t,1

)
;

‘X ′
t,2 = β2

(
‘Yt − c1 �X

′
t,2

)
.

Апостериорная вероятность q1 присутствия сигна-
ла, в силу условия q1 + q2 = 1, определяется из
уравнения (19):

‘q1 = ( �X
′T
t,1c

T
1 −q1 �X

′T
t,1
�bT1 −q2 �X

′T
t,2
�BT1 )q1

(
�b1ν0�b1

)−1×
×
(
Zt − q1c1 �X

′
t,1 − q2c1 �X

′
t,2

)
.

В результате оптимальная оценка состояния опре-
деляется по формуле (14):

�X ′
t = q1 �X

′
t,1 + q2 �X

′
t,2 (q1 + q2 = 1) .

Таким образом, оптимальная система обнару-
жения представляет собой, во-первых, последова-
тельное соединение двух параллельно соединен-
ных фильтров Калмана–Бьюси, вырабатывающих
условные оценки �X ′

t,1 и �X ′
t,2 сигнала �X ′

t, во-вто-
рых, интегрирующего устройства дифференциаль-
ного уравнения для q1 и, в-третьих, порогово-
го устройства, выдающего сигнал тревоги (сигнал
о присутствии X ′

t в случае, когда q1 становится
больше 1/2).

5 Заключение

Рассмотрены вопросы общей теории совмест-
ной среднеквадратичной гауссовской фильтрации
и распознавания по критерию максимума апосте-
риорной вероятности распознавания. Предполага-
ется, что в уравнения наблюдаемой системы входит
вектор наблюдений.

Разработаны частные алгоритмы для случаев ли-
нейной и нелинейной зависимости уравнений от
наблюдений. Приведен иллюстративный пример.

Результаты допускают обобщение на случай, ко-
гда уравнения СтС НРОП могут быть приведены
к дискретными гауссовским системам.
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МЕТОД ВИЗУАЛИЗАЦИИ СНИЖЕНИЯ ИНТЕНСИВНОСТИ

И РАЗРЕШЕНИЯ КОНФЛИКТОВ В ГИБРИДНЫХ

ИНТЕЛЛЕКТУАЛЬНЫХ МНОГОАГЕНТНЫХ СИСТЕМАХ

С. Б. Румовская1, И. А. Кириков2

Аннотация: Многие практические проблемы диктуют необходимость коллективного решения, обеспе-
чивающего плюрализм мнений, интеграцию частных точек зрения и снижение числа ошибок. Моде-
лирование работы таких коллективов специалистов гибридными интеллектуальными многоагентными
системами (ГиИМАС), учитывая особенности их групповой динамики, позволит повысить качество и эф-
фективность решения, а также всесторонне рассмотреть проблему и процесс ее преодоления, в том числе
с помощью визуализации конфликтов и процессов управления ими, предоставляя новую информацию
по разрешению конфликтов и в системе, и в реальном коллективе специалистов. Работа посвящена
разработке метода визуализации процессов разрешения конфликтов в рамках ГиИМАС с проблемно-
и процессно-ориентированными конструктивными конфликтами.

Ключевые слова: коллектив специалистов; конфликт агентов; визуализация разрешения конфликта

DOI: 10.14357/19922264220212

1 Введение

В [1–6] предложены ГиИМАС, которые реле-
вантны групповой динамике коллектива специали-
стов [7–9], решающего проблему, и моделируют
проблемно- и процессно-ориентированные кон-
фликты [1]. Это конструктивные инструменталь-
ные конфликты [10], актуализирующие плюрализм
мнений относительно проблемы и способствующие
поиску оптимальных способов ее решения. Такие
конфликты идентифицируются [2], интенсифици-
руются [4] и разрешаются [6] в рамках ГиИМАС,
повышая их релевантность работе реальных малых
коллективов специалистов. Также в [3, 5] разра-
ботаны методы визуализации возникающих между
агентами конфликтов и процесса их интенсифика-
ции в ГиИМАС, что повышает прозрачность рабо-
ты системы для пользователя. В [6] описан один
из методов управления конфликтами — разреше-
ние конструктивных инструментальных конфлик-
тов, включающий такие стратегии разрешения про-
тиворечий (СРП) [11], как переговоры — обмен
знаниями и информацией о целях между агентами
для достижения соглашения; делегирование — при-
влечение третьей стороны (агента) с более развитой
базой знаний и возможностями, но не способной
напрямую взаимодействовать с другими агентами;
голосование — агенты голосуют по всем предвари-

тельно предложенным ими решениям; самомоди-
фикация — агент при возникновении конфликта
вместо взаимодействия с целью выработки согла-
шения меняет свое поведение; игнорирование —
отказ от разрешения конфликта ввиду его низкой
интенсивности.

Работ, содержащих визуализацию конкретных
конфликтов, найдено было мало [3], и все они
отображают динамику деструктивных макрокон-
фликтов [12] без деталей взаимодействия участ-
ников, а работы с визуализацией динамики кон-
фликта в малых группах специалистов, решающих
проблему (в том числе снижения интенсивности
и разрешения конфликта), отсутствуют.

Цель настоящей работы — разработка метода
визуализации процесса снижения интенсивности
и разрешения конфликтов на базе предложенного
метода их идентификации [2], функции управле-
ния [4] и метода разрешения [6] в рамках пред-
ставленной в [1] модели ГиИМАС, что сделает
возникшие противоречия контрастными, предо-
ставляя детальную визуализацию разрешения кон-
фликта, явно отображающую снижение ин-
тенсивности конфликта между каждой парой
конфликтующих агентов — тип конфликта, напря-
женность между участниками, их изменение и при-
меняемую стратегию разрешения конфликта или ее
отсутствие.

1Калининградский филиал Федерального исследовательского центра «Информатика и управление» Российской академии наук,
sophiyabr@gmail.com

2Калининградский филиал Федерального исследовательского центра «Информатика и управление» Российской академии наук,
baltbipiran@mail.ru
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2 Разрешение конфликтов
между агентами как часть
функции агента-фасилитатора
«управление конфликтом»

В [4] задана функция агента-фасилитатора
(АФ) «управление конфликтом», в рамках кото-
рой вычисляется среднее арифметическое пока-
зателей взаимозависимости целей агентов gdhimas,
затем запускается функция идентификации кон-
фликтов, анализирующая решения, предложенные
агентами-специалистами (АС), и формирующая
матрицу конфликтов CNF между парами агентов,
элемент которой представляет собой кортеж ((3)
из [4]):

cnfij cnft =

=
〈
agi, agj , cn¦n, cnft,ACT

agcr
i ,ACTagcrj

〉
. (1)

Здесь agi и agj — это агенты-субъекты кон-
фликта, i, j ∈ N, i, j ∈ [1, n], i 6= j; cn¦n ∈
∈ [0, 1] — напряженность конфликта; cnft —
«тип конфликта», определяется на множестве
CNFT = {cnftprb = «проблемно-ориентирован-
ный», cnftprc = «процессно-ориентированный»};
ACTagcri и ACTagcrj — множества допустимых дей-
ствий агентов agi и agj соответственно по разреше-
нию противоречий, ACTagcri ⊆ ACTagi , ACTagcrj ⊆
⊆ ACTagj , ACTagcri ,ACTagcrj ⊆ ACTagcr, причем
ACTagi и ACTagj — множества действий агентов
agi и agj соответственно, а ACTagcr — упорядо-

ченное по отношению предпочтения
prf
≺ множество

допустимых стратегий АС по разрешению противо-
речий, включающее стратегии переговоров, делеги-
рования, голосования, самомодификации и игно-
рирования соответственно:

ACTagcr =

=

({
actagcrig , actagcrsm , actagcrvot , act

agcr
del , act

agcr
neg

}
,
prf
≺
)
.

После формирования матрицы CNF вычисля-
ется общий показатель напряженности конфликта
в ГиИМАС cnfhimas [4]. На этом же этапе, если поль-
зователь установил перед началом работы ГиИМАС
необходимость визуализации работы коллектива
агентов, запускается метод визуализации конфлик-
та (МВК) [3] и отображаются gdhimas и cnfhimas

с пороговыми значениями (по умолчанию 0 и 0,5
соответственно). Затем в зависимости от значений
gdhimas и cnfhimas выполняется функция «стимуля-
ция конфликтов» или «разрешение конфликтов»,

а также визуализация этих процессов (при необ-
ходимости). Если в результате выполнения одной
из этих функций активируется признак завершения
работы ГиИМАС, то инициализируется процедура
окончания работы системы.

Последовательность шагов функции «управле-
ние конфликтом» (ПШФУК) АФ представлена в [4].
Визуализация стимуляции конфликта между аген-
тами как модификация ПШФУК, дополненная за-
пуском МВК [3] на базе матрицы CNF, а также
визуализацией gdhimas и cnfhimas с их пороговыми
значениями, описана в [5]. Алгоритм снижения ин-
тенсивности и разрешения конфликтов (АСИРК)
в ГиИМАС предлагается в [6]. Метод визуализа-
ции разрешения конфликтов (МВРК) по всем па-
рам конфликтующих агентов работает параллельно
АСИРК. Рассмотрим подробнее предлагаемый ме-
тод МВРК в ГиИМАС.

3 Метод визуализации снижения
интенсивности и разрешения
конфликтов

Если пользователь установил перед запуском ра-
боты ГиИМАС флаг «необходимости визуализации
динамики возможного конфликта», то в рамках ра-
боты системы запускается не функция «управление
конфликтом», а ее модификация, включающая ви-
зуализацию и запуск МВК [5]. По аналогии с отоб-
ражением вероятности перехода конфликта с од-
ного уровня на другой в работе [13], разрешенные
конфликты и стратегия разрешения противоречий,
выбранная для применения между парой агентов
на очередном шаге работы алгоритма АСИРК, ви-
зуализируются с помощью матрицы. В связи с этим
для последующей работы МВРК перед запуском
модификации ПШФУК необходимо сформировать
матрицу Vm×m размерности m (равна мощности
множества коллектива агентов), по диагонали ко-
торой стоят 0 (vii = 0), а на остальных позициях — 1
(∀ i 6= j, i, j ∈ [1,m], vij = 1), и установить: k =
= 1;Vm×m. Рассмотрим последовательность шагов
МВРК.

Первый шаг реализуется после запуска функции
«разрешение конфликтов» на паре агентов agi, agj
(субъектов конфликта). Его исполнение связано
с верхней границей размерности малого коллекти-
ва специалистов относительно успешного руковод-
ства группой — соответствует «магическому числу»
Дж. Миллера (7± 2), так как при численности свы-
ше 10 человек возрастают число подгрупп и веро-
ятность противостояния лицу, принимающему ре-
шения, осложняется координация. Однако, чтобы
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учесть все возможные варианты и улучшить воспри-
ятие пользователем визуализации смены страте-
гий разрешения конфликтов между агентами и на-
личие возможных подгрупп, проверяем условие
«m > 10»: если принимает значение «истина», то за-
пускаем функцию «выделение подгрупп конфлик-
тующих агентов» (ФВПКА), иначе переходим ко
второму шагу. Для того чтобы выделить возмож-
ные подгруппы неконфликтующих/слабоконфлик-
тующих между собой агентов, воспользуемся
алгоритмом поиска сообществ IS2 [14, 15], приве-
денном в обзоре [16] и применяющемся к взвешен-
ным неориентированным графам. IS2 учитывает
возможность принадлежности вершины несколь-
ким сообществам и комбинирует алгоритмы после-
довательного обхода (Iterative Scan, IS) и удаления
по рангу (Rank Removal, RaRe). Если перед нача-
лом работы ГиИМАС пользователь установил флаг
«выявление подгрупп», то ФВПКА запускается при
любом m и включает в себя следующие шаги:

– формирование матрицы PPK на базе матриц
CP и CPR, полученных из CNF в процессе
работы МВК (cpij описывает величину напря-
женности проблемно-ориентированного кон-
фликта между агентами, а cprij — процессно-
ориентированного конфликта):

ppkij =





0 , если i = j

или
(
0,5
(
cp2ij + cpr

2
ij

))0,5
>cn¦nhtr ;

10 000, если cprij = cpij = 0 ;(
0,5
(
cp2ij + cpr

2
ij

))−0,5
в противном

случае,

где cn¦nhtr — верхний порог интенсивности
конфликта (по умолчанию 0,5).

Чем выше напряженность конфликта между
агентами, тем меньше вес ребра. Если вес ра-
вен нулю, то ребро отсутствует, в частности если
между агентами имеет место сильный конфликт
(напряженность выше порогового значения);

– запуск алгоритма RaRe на матрицеPPK:

(1) подсчет рангов всех вершин (возможны раз-
ные подходы [8, 9], возьмем за меру степень
вершины);

(2) удаление всех высокоранговых вершин
с целью получения ядер (размерность по
умолчанию — 2, можно корректировать) бу-
дущих сообществ;

(3) последовательное добавление каждой уда-
ленной вершины к ядрам — если добавле-
ние приводит к увеличению весовой функ-
ции [8] (W = W (C)/(W (C) +Wout(C)), где

W (C) — сумма весов ребер внутри сооб-
щества C; Wout(C) — сумма весов ребер
вне сообщества C), то оставляем вершину
в сообществе. Вершина может добавляться
к нескольким ядрам, образуя пересекающи-
еся сообщества;

– запуск алгоритма IS для уточнения результата,
полученного от RaRe: выбирается произволь-
ная вершина ppki в качестве начального сооб-
щества, к которой на каждом шаге добавляются
другие вершины графа до тех пор, пока улуч-
шается значение весовой функции W . Однако
добавляемые вершины выбираются не из все-
го графа, а только из сообщества, полученного
с помощью RaRe и содержащего вершину ppki,
а также из соседних сообществ;

– упорядочение строк и столбцов матрицыVm×m

в соответствии с полученным разбиением C
коллектива агентов на сообщества.

Второй шаг — отображение последней сохра-
ненной визуализации (укладки графа) конфликта
и под ней отображение матрицыVm×m как табли-
цы (рис. 1).

На рис. 1 i-е строка и столбец таблицы, отоб-
ражающей матрицу, подписаны значением idagi .
На примере коллектива агентов, решающего за-
дачу диагностики рака поджелудочной железы,
idagid = {«АХ», «АОНЛ», «АЛПР-Т», «АСУЗИ»,
«АВЛД», «АСЛД»}. По диагонали отображения
матрицы располагаются черные квадраты (соответ-
ствуют vii = 0 вVm×m), так как сам с собой агент не
конфликтует и эта область не интересна, а осталь-
ные элементы матрицыVm×m отображаются белы-
ми квадратами (vij = 1, i 6= j).

На графе конфликта (см. рис. 1) толщиной и цве-
том линии (от светло-серого до черного) отобра-
жается величина среднего квадратического напря-
женностей конфликтов между агентами (сплошной
линией, если превалирует проблемно-ориентиро-
ванный конфликт; штриховой — если процессно-
ориентированный). Каждая вершина подписана
идентификатором соответствующего агента. Слева
от графа отображены gdhimas и cnfhimas [5] — их
пороги, значения, цвет и символы (вычисляются
в начале управления конфликтом [5]). Для gdhimas:

темно-серого цвета, если выше нуля, и свет-
ло-серого цвета, если ниже или равно нулю. Для
cnfhimas: темно-серого цвета, если меньше поро-
гового значения (определяется в ходе тестирования
системы, по умолчанию равно 0,5), светло-се-
рого цвета, если равно порогу, и , если больше
порогового значения. Под gdhimas и cnfhimas рас-
положена неактивная пустая иконка стимуляции
конфликта [4, 5].
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Рис. 1 Визуализация разрешения конфликта между агентами: АХ — хирург; АОНЛ — онколог по нехирургиче-
скому лечению; АЛПР-Т — лицо, принимающее решение (терапевт); АСУЗИ — специалист по ультразвуковому
исследованию; АВЛД — врач лабораторной диагностики; АСЛД — специалист по лучевой диагностике

Третий шаг. После того как АСИРК [6] запро-
сит у конфликтующих агентов agi и agj множества
реализуемых ими СРП ACTagcri и ACTagcrj , сфор-
мирует на их базе упорядоченное множество (спи-
сок) ACTagcrijc СРП между данной парой агентов
и выберет стратегию по правилу из [6], элемен-
ту vij матрицыVm×m, который соответствует паре
конфликтующих агентов agi и agj, присваивается
значение, соответствующее ситуации:

– если ACTagcrijc = ∅, т. е. конфликт не может
быть разрешен и функция завершает свою ра-
боту, то vij = 2, а в соответствующей ячейке
таблицы белый квадрат заменяется на икон-
ку « »;

– если ACTagcrijc 6= ∅, то в зависимости от запу-
щенной СРП на паре агентов:

vij =





3(« ») — переговоры;

4(« ») — делегирование;

5(« ») — голосование;

6(« ») — самомодификация;

7(« ») — игнорирование.

Таким образом, множество

ve = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}
биективно отображается на множество

sve = { , , , , , , , } .
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Четвертый шаг — сохранить визуализацию, по-
лученную на k-м цикле управления конфликтом:

– сохранить в k-й элемент VRK1×K матри-
цуVm×m (vrk1k = Vm×m);

– сохранить укладку графа конфликтующих аген-
тов, полученную в результате работы МВК, как
k-й элементVK1×K ;

– сохранить значение gdhimas и cnfhimas как оче-
редной k-й элемент множеств VGD и VCNF
соответственно и установить k = k + 1.

Матрицы VRK1×K и VK1×K , а также мно-
жества VGD и VCNF позволят пользователю при
необходимости просмотреть весь визуальный ряд

конфликта между агентами, смену напряженности
и СРП в динамике или пошагово.

Если выбрана стратегия «игнорирование»,
то конфликт считается разрешенным, АСИРК
и МВРК завершают работу, иначе АФ ожидает со-
общений-решений от АС, которые они выработа-
ют после применения соответствующей стратегии.
Получив такие сообщения, АФ вновь идентифици-
рует конфликт между парой агентов [6] согласно
АСИРК и запускает МВРК.

Пример визуализации промежуточного этапа
разрешения конфликта представлен на рис. 2.
В сравнении с рис. 1 видно, что конфликты между
агентами АВЛД и АСЛД разрешены и на данном
этапе для агентов АВЛД и АСУЗИ выбрана страте-
гия переговоров.

Рис. 2 Визуализация промежуточного этапа разрешения конфликта между агентами

98 ИНФОРМАТИКА И ЕЁ ПРИМЕНЕНИЯ том 16 выпуск 2 2022



Метод визуализации снижения интенсивности и разрешения конфликтов в ГиИМАС

4 Заключение

Моделирование и визуализация процессов раз-
решения конфликтов агентов избавляет пользова-
теля от необходимости ручного анализа и выбора
альтернативы из предлагаемого множества вариан-
тов, тем самым повышая эффективность работы
ГиИМАС. В работе предложен новый метод визу-
ализации разрешения конфликтов, базирующий-
ся на алгоритме АСИРК [6], методе визуализа-
ции конфликта [3] и алгоритме поиска сообществ
IS2 [14, 15]. Метод визуализации разрешения кон-
фликтов в ГиИМАС интегрирует пиктографиче-
скую, визуальную (графы и таблицы) и числен-
ную информации, детально отображая процессы
снижения интенсивности и разрешения конфликта
агентов. Данный метод предоставляет возможность
отследить изменение напряженности между агента-
ми, используемые стратегии разрешения конфлик-
тов, а также наличие подгрупп в коллективе агентов.
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АНАЛИЗ ПЛОТНОСТИ БАЗОВЫХ СТАНЦИЙ 5G NR

ДЛЯ ПРЕДОСТАВЛЕНИЯ УСЛУГ ВИРТУАЛЬНОЙ

И ДОПОЛНЕННОЙ РЕАЛЬНОСТИ∗

В. А. Бесчастный1, Д. Ю. Острикова2, С. Я. Шоргин3, Д. А. Молчанов4, Ю. В. Гайдамака5

Аннотация: Технология пятого поколения «новое радио» (5G New Radio, 5G NR), работающая в диапазо-
не частот миллиметрового диапазона (mmWave), разработана для поддержки ресурсоемких приложений,
требующих чрезвычайно высоких скоростей на уровне радиоинтерфейса. В системах NR использова-
ние антенных решеток, формирующих особые узкие диаграммы направленности излучения, позволяет
избегать высоких потерь и помех при передаче сигнала, но в то же время сокращает площадь покрытия
отдельно взятого луча, а следовательно, и число многоадресных пользователей, которые могут быть обслу-
жены с его помощью. В результате требуются эффективные алгоритмы доставки данных для поддержки
таких услуг как в традиционных сетях 5G NR, так и в сетях на базе беспилотных летательных аппара-
тов (БПЛА). В работе рассматривается передача потоковых данных для услуг виртуальной реальности
с использованием технологии масштабируемого видеокодирования, которая использует возможности
многоадресной передачи для предоставления базового слоя с низким качеством разрешения получаемого
контента и одноадресной передачи для предоставления дополнительных слоев с повышенным качеством.
С использованием аппарата стохастической геометрии и теории массового обслуживания разработан
метод, позволяющий оценить минимальную плотность развертывания базовых станций (БС) mmWave
NR для обеспечения заданной производительности многослойных услуг с многоадресной передачей в за-
висимости от их различных требований и структуры, а также от плотности расположения абонентских
терминалов.

Ключевые слова: 5G; «новое радио»; миллиметровый диапазон; виртуальная реальность; многоадресные
соединения; масштабируемое видеокодирование; кластеризация
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1 Введение

В настоящее время консорциум 3GPP уже завер-
шил основные этапы стандартизации технологии
NR в версиих 15 и 16 [1]. Такие системы, работа-
ющие как в микроволновом, так и в миллиметровом
диапазонах, обещают обеспечить чрезвычайно вы-
сокие скорости передачи данных на уровне радио-
интерфейса [2]. На текущий момент внимание как
3GPP, так и исследовательского сообщества, сосре-
доточено на вопросе предоставления дополнитель-
ных услуг поверх нового уникального интерфейса
радиодоступа с возможностью многоадресной пе-
редачи [3].

В работе рассматривается многослойная услу-
га виртуальной реальности (Virtual Reality, VR), где
базовый слой, передача которого предполагается
многоадресной, обеспечивает самое низкое каче-

ство воспроизведения видео, а каждый новый слой
содержит дополнительные данные для повышения
качества воспроизведения по технологии масшта-
бируемого видеокодирования. По запросу нового
пользователя VR-услуга должна быть предостав-
лена с базовым уровнем качества, а затем каче-
ство восприятия (Quality of Experience, QoE) можно
улучшить, добавив дополнительные слои [4]. Та-
кая возможность зависит от полосы пропускания
и зоны покрытия. Дополнительный слой может
содержать альтернативный контент или данные для
улучшения качества текущего воспроизведения, его
передача моделируются с помощью одноадресной
сессии с собственным фиксированным требовани-
ем к ресурсу.

Большинство проведенных на данный мо-
мент исследований для многослойных многоадрес-
ных/одноадресных услуг сосредоточены на опти-

∗Публикация выполнена при финансовой поддержке РНФ (проект 22-29-00694).
1Российский университет дружбы народов, beschastnyy-va@rudn.ru
2Российский университет дружбы народов, ostrikova-dyu@rudn.ru
3Федеральный исследовательский центр «Информатика и управление» Российской академии наук, sshorgin@ipiran.ru
4Университет Тампере, Финляндия, dmitri.moltchanov@tuni.fi
5Российский университет дружбы народов; Федеральный исследовательский центр «Информатика и управление» Российской
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мизации уже развернутой системы для заданных
параметров качества обслуживания [5–7]. Одна-
ко для сетевых операторов не менее важен вопрос
оценки требуемой плотности БС NR для заданной
стохастической нагрузки трафика в заданной об-
ласти. Помимо наземных систем плотность распо-
ложения точек доступа имеет еще большее значение
для систем, использующих БПЛА [8]. В этом случае
БПЛА могут выступать как в качестве потребителя
услуги, так и в качестве поставщика, предоставляя
услугу некоторой группе пользователей. Именно
на решение этих проблем направлена данная рабо-
та, где с использованием аппарата стохастической
геометрии и теории массового обслуживания раз-
работана математическая модель для расчета доли
многослойных многоадресных VR-сессий, которые
могут быть обслужены в зависимости от параметров
точки доступа и нагрузки на систему.

2 Системная модель
Рассматривается зона покрытия БС NR в виде

сектора радиуса R, который рассчитывается в со-
ответствии с моделью распространения сигнала
в миллиметровом диапазоне [9]. Сота обслуживает-
ся тремя антеннами, каждая из которых покрывает
сектор с центральным углом 120◦. Высота БС фик-
сирована и равна hA, пользовательское устройство
(ПУ) находится на высоте hU . Система функци-
онирует на рабочей частоте fc, при этом каждая
БС имеет в своем распоряжении B ресурсных бло-
ков. Предположим наличие в соте потенциальных
блокаторов сигнала — людей, распределенных слу-
чайным образом в соответствии с пуассоновским
точечным процессом (ПТП) вRe2 с плотностьюλB ,
блокирующих своим телом пути распространения
сигнала между БС и ПУ. Блокаторы моделируются
как цилиндры радиусом rB и высотой hB > hU .

В работе рассматривается VR-услуга с четырь-
мя уровнями качества (слоями): одним базовым
и тремя дополнительными. Обозначим требуемую
скорость передачи данных базового слоя dM . Этот
слой предоставляется всем пользователям услуги.
В то же время все пользователи пытаются повысить
качество услуги и получить дополнительные слои
данных с требованиями dU,l, l = 1, 2, 3. Предпола-
гается, что процесс поступления пользовательских
запросов является пуассоновским с параметром ˜,
а длительности VR-сессий имеют экспоненциаль-
ное распределение с параметром µ.

При поступлении запроса на предоставление
услуги от ПУ из зоны, не покрытой многоадресной
сессией, организуется новая многоадресная сессия,
и пользователь всегда получает базовый слой дан-
ных. Если же ПУ находится в зоне действия уже

установленной многоадресной сессии, оно присо-
единяется к ней, не требуя дополнительных ресур-
сов. Далее, если на БС достаточно ресурсов для
загрузки дополнительных слоев, инициируется их
передача.

3 Математическая модель
В данном разделе приводится аналитический

метод группировки пользователей многоадресной
сессии, после чего формулируется задача достав-
ки дополнительных слоев VR-услуги в виде систе-
мы массового обслуживания. Посредством ите-
ративного увеличения радиуса покрытия БС такой
подход позволяет рассчитывать необходимую плот-
ность развертывания.

Формирование групп многоадресных сессий
основано на принципе выбора максимальной ши-
рины по уровню половинной мощности α, позво-
ляющей установить соединение с ПУ, находящимся
на границе обслуживаемой соты. Для определения
значения α сначала необходимо найти подходя-
щее усиление на антенне БС, которое впоследствии
может быть скорректировано в меньшую сторону
с учетом доступных конфигураций антенной ре-
шетки:

GA =
S(R)[N0 +MT ]

PAGUR
−ζT e−KRpB(R)

. (1)

Получив значение GA, можно рассчитать число
многоадресных групп, необходимое для покрытия
всей обслуживаемой зоны

N =

⌈
—

GA

⌉
,

где — — ширина дуги сектора антенны. Для то-
го чтобы воспользоваться моделью Хеллмана [10],
необходимо перевести ширину угла α в длину дуги
образуемого им сегмента:

ξ =
GAπR

180
.

Теперь, согласно [11], длины пробелов между пара-
ми соседних теней имеют экспоненциальное рас-
пределение с параметром λK2/(2R). Это позволяет
выразить вероятность того, что пробел имеет ши-
рину от k до k + 1 сегментов, в виде

qk = e
−λK2kξ/(2R) − e−λK2(k+1)ξ/(2R) , (2)

а потому не требует покрытия лучами. В конечном
итоге это позволяет оценить среднее число лучей
многоадресных сессий, попадающих в пробелы, как

– =
πλK2

3
(
eλB(R−Q)+λ

)
N∑

k=1

kqk . (3)
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Таким образом, среднее число многоадресных
сессий в соте можно найти как N − –. В то же
время требование отдельной многоадресной сес-
сии зависит от того, все ли ПУ группы находятся
в условиях прямой видимости или есть хотя бы одно
заблокированное ПУ, которое вынуждает всю груп-
пу снижать схему модуляции и кодирования [12].
Чтобы рассчитать средний объем ресурса, требу-
емый для обслуживания многоадресной сессии, не-
обходимо найти вероятность вхождения некоторого
числа ПУ u в группу, которая имеет пуассоновское
распределение, по свойству ПТП:

qu =
e−λnλu

n

u!
, (4)

где λn = λπ(R
2 −Q2)α/360.

Следовательно, средний объем требуемого ре-
сурса можно рассчитать как

bM =

∞∑

u=1

qu

[
u∏

i=1

(1− pB,i) bM,L +

+

(
1−

u∏

i=1

(1− pB,i)

)
bM,B

]
, (5)

где bM,L и bM,B — требования к объему ресурса
в условиях прямой видимости и в состоянии бло-
кировки соответственно; pB,i — вероятность бло-
кировки ПУ, которое является i-м соседом для БС
в ПТП.

Как показано в [13], вероятность блокировки
прямой видимости зависит как от расстояния между
ПУ и БС, которое имеет распределение расстояния
до i-го ближайшего соседа в ПТП с плотностью

fi(x) =
2(πλ)i

(i− 1)! x
2i−1e−πλx2 ,

x > 0 , i = 1, 2, . . . , (6)

так и от интенсивности блокаторов, пересекающих
зону блокировки

µB,i =

∞∫

0

fi(x)
(x[hB − hU ] + rB [hT − hU ])

(2rBλBv)
−1(hT − hU )

dx , (7)

гдеhT ,hU иhB — высоты БС, ПУ и блокаторов соот-
ветственно; rB и v — радиус и скорость блокаторов.
Это позволяет найти вероятность блокировки ПУ
в виде

pB,i =
µB,i

µB,i + v/(2rB)
, (8)

где 2rB/v — среднее время прохождения блока-
тором зоны блокировки под прямым углом к ее
длинной стороне.

Для оценки среднего объема ресурсов, необ-
ходимых для доставки дополнительных слоев видео
с помощью одноадресных сессий, рассматриваются
ресурсы, позволяющие загружать каждый слой не-
которой доле пользователей. Процесс загрузки до-
полнительных слоев моделируется в виде СМО [14]

M
λ

∣∣∣∣
M
µ

∣∣∣∣C,

где λ— интенсивность поступления запросов на за-
грузку слоя видео; µ−1 — средняя длительность за-
гружаемого фрагмента видео, которая имеет экспо-
ненциальное распределение; C — число активных
одноадресных сессий, которые необходимо поддер-
живать для выполнения определенных требований
по вероятности успешной загрузки. Для расчета
вероятности сброса сессии EC(ρ) можно восполь-
зоваться первой формулой Эрланга

EC(ρ) =
ρC/C!

∑C

m=0
(ρm/m!)

, 0 ≤ ρ <∞ ,

где ρ = λ/µ.
Теперь можно оценить средний объем требу-

емых ресурсов для загрузки дополнительного l-го
слоя как

El[U ] = Cl [pB,ibUl,B + (1− pB,i) bUl,L] ,

где bUl,B и bUl,L — требования отдельно взятого ПУ
для загрузки l-го слоя в условиях заблокированной
и незаблокированной прямой видимости.

Зададим вектор pU с элементами pl — вероят-
ностями успешной загрузки l-го слоя видео, l =
= 1, . . . , L. Тогда в общем виде схема нахождения
минимальной требуемой плотности развертывания
БС выглядит следующим образом:

(а) для максимально большого допустимого ради-
уса соты вычислить объем ресурса для доставки
базового слоя, используя выражения (1)–(8);

(б) для каждого дополнительного слоя найти та-
кое минимальное Cl, при котором будет вы-
полняться условие по вероятности успешной
загрузки pl;

(в) сложить рассчитанные требования на базовый
и дополнительные слои и сравнить с объемом
ресурсов на БС;

(г) если сумма требований меньше доступного ре-
сурса, то повторить расчет для меньшего радиу-
са соты, иначе принять предпоследнее значение
радиуса за минимально допустимое.
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4 Численный анализ

В данном разделе проводится численный анализ
влияния системных параметров, представленных
в таблице, на минимальную допустимую плотность
развертывания БС NR.

В данной работе рассматриваются три про-
филя качества обслуживания, характеризующи-
ся вектором pU : строгий (0,9; 0,8; 0,7), средний
(0,75; 0,5; 0,25) и мягкий (0,5; 0,3; 0,1).

Одним из ключевых параметров, оказывающих
влияние на производительность системы, является
плотность блокаторов.

На рис. 1, a представлен график зависимости
оптимальной плотности развертывавния БС от λB ,
на котором можно заметить, что мягкий и сред-
ний профили не сильно подвержены влиянию бло-

каторов, в отличие от пользователей со строгим
профилем, для которого при λB = 1,0 ед./м2 требу-
ется 110 БС на 1 км2. Для менее строгих профилей
требуемая плотность развертывания при этом прак-
тически вдвое меньше.

На рис. 1, б изображена зависимость оптималь-
ной плотности развертывавния БС от плотности
ПУ. Очевидно, что чем более строгий профиль
у пользователей, тем большую нагрузку они создают
на сеть в целом и тем большая плотность разверты-
вания требуется для обеспечения эффективного по-
крытия. Здесь стоит отметить, что рассматриваемая
зависимость для всех профилей имеет практически
линейный характер.

На рис. 2, а показа зависимость плотности раз-
вертывания от все той же плотности ПУ, однако
здесь присутствуют две схемы доставки базового

Системные параметры

Обозначение Описание Значения по умолчанию
fC Рабочая частота 73 ГГц
B Число доступных ресурсных блоков 264
rB Радиус блокатора 0,4 м
hB Высота блокатора 1,7 м
hU Высота ПУ 1,5 м
hT Высота БС 4 м
v Скорость блокатора 1 м/с
PT Излучаемая мощность на БС 2 Вт
NU Число конфигураций антенны ПУ 8× 8
λB Плотность блокаторов 0,3 ед./м2

N0 Шум −84 дБ
ζT Коэффициент затухания 2,1
λ Интенсивность запросов на видеосессии от ПУ 1/3600 сессий/с
µ−1 Средняя длительность видеосессии 15 с
dM Требуемая скорость для загрузки базового слоя 7,78 Мбит/с
dU Требуемые скорости для загрузки дополнительных слоев 19,78; 25,81; 31,96 Мбит/с

Рис. 1 Оптимальная плотность развертывания NR БС в зависимости от плотности блокаторов (а) и пользовательских
устройств (б): 1 — pU = (0,9; 0,8; 0,7); 2 — (0,75; 0,5; 0,25); 3 — pU = (0,5; 0,3; 0,1)
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Рис. 2 Оптимальная плотность развертывания БС NR для разных режимов передачи базового слоя (а) (1 — pU =
= (0,9; 0,8; 0,7); 2 — (0,75; 0,5; 0,25); 3 —pU = (0,5; 0,3; 0,1); пустые значки — многоадресные сессии; залитые значки —
одноадресные сессии) и отношения долей одноадресных и многоадресных сессий (б) (1 — pU = (0,9; 0,8; 0,7); 2 —
(0,75; 0,5; 0,25); 3 — pU = (0,5; 0,3; 0,1))

слоя: с помощью многоадресных сессий и с по-
мощью одноадресных. Сравнение схем показыва-
ет, что использование многоадресных сессий при
низких плотностях ПУ малоэффективно, но для
плотных сетей (при σ ≥ 0,4 ед./м2) они позволяют
добиться существенного выигрыша за счет переис-
пользования ресурсов для базового слоя.

Для рис. 2, б введен дополнительный коэффи-
циент LR, который обозначает отношение числа
одноадресных сессий к многоадресным. Естествен-
ным образом с ростом числа одноадресных сессий
возрастает необходимая плотность БС. Однако в то
же время возрастает и разрыв между значениями
для разных профилей, что объясняется резким по-
вышением требований к дополнительным слоям
видео.

5 Заключение
В данной работе предложен метод оценки про-

изводительности NR-систем при предоставлении
услуги масштабируемого VR-видео посредством од-
ноадресных и многоадресных сессий. Численный
анализ показал, что при низкой плотности пользо-
вателей использование многоадресных сессий ма-
лоэффективно, а наибольший позитивный эффект
от их применения наблюдается тогда, когда тре-
бования к ресурсам для доставки базового слоя
начинают превосходить требования для дополни-
тельных слоев видео. Также показано, что пара-
метры качества обслуживания наряду с плотностью
пользователей имеют значительное влияние на не-
обходимую плотность развертывания БС. При этом

наиболее сильное влияние плотности блокаторов
наблюдается в случае наиболее высоких требова-
ний к качеству обслуживания. В целом, в зависи-
мости от различных системных параметров, плот-
ность развертывания варьируется от 20 до 250 БС
на 1 км2.

Цель дальнейших исследований — расширение
предложенной модели для сценария с использова-
нием БПЛА в качестве подвижных точек доступа,
что позволит исследовать проблему кластеризации
роев.
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Abstract: The 5G New Radio (NR) technology operating in millimeter-wave (mmWave) frequency band is designed
to support bandwidth-greedy applications requiring extraordinary rates at the access interface. In NR systems,
the use of antenna arrays that form directional radiation patterns allows to avoid high propagation losses and
interference but at the same time reduces the coverage area of a single beam and, hence, the number of multicast
users that can be served by the beam. As a result, efficient algorithms are required to support such services in both
terrestrial systems and drone-assisted systems that utilize unmanned aerial vehicles as access points. The present
authors consider the streaming data delivery of virtual reality services using scalable video coding technology which
utilizes multicast capabilities for baseline layer and unicast transmissions for delivering an enhanced experience.
By utilizing the tools of stochastic geometry and queuing theory, the authors develop a simple method allowing
one to estimate the deployment density of mmWave NR base stations to provide a given performance of multilayer
multicast services depending on their various requirements and structure as well as on the density of users.
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СИНТЕЗ УПРАВЛЕНИЯ ДВУМЕРНЫМ СЛУЧАЙНЫМ

БЛУЖДАНИЕМ С ЭТАЛОННЫМ СТАЦИОНАРНЫМ

РАСПРЕДЕЛЕНИЕМ∗

М. Г. Коновалов1, Р. В. Разумчик2

Аннотация: Описан конструктивный метод решения новой «обратной» задачи управления случайным
блужданием (цепью Маркова) с непрерывным ограниченным и замкнутым двумерным множеством состо-
яний, вероятности перехода которой зависят от текущего значения цепи. Цель управления — отыскание
такой стратегии, при которой стационарное распределение цепи наиболее приближено в определенном
смысле к эталонному. Реализация метода осуществляется с помощью квазиградиентного алгоритма
определения оптимальных значений параметров стратегии, основанного на оценках частных производных
целевой функции по наблюдениям за фазовой траекторией. Приведены численные результаты работы
алгоритма в примерах с простейшими эталонными плотностями. Внедрение полученных результатов
в подвижных объектах (например, беспилотных летательных аппаратах) позволяет наделить их способ-
ностью стохастического автономного движения.

Ключевые слова: управление марковской цепью; непрерывное множество состояний; квазиградиентные
алгоритмы; беспилотные летательные аппараты

DOI: 10.14357/19922264220214

1 Введение

Статья посвящена изложению избранных ре-
зультатов численных экспериментов с моделью од-
ного особого и хорошо известного класса управ-
ляемых случайных блужданий по ограниченному
замкнутому множеству. Одномерный случай опи-
сан, например, в [1, разд. 2], двумерный случай —
в [2].

Пусть n = 0, 1, 2, . . . и пусть xn ∈ [0, 1] — поло-
жение блуждающего объекта в момент n на отрезке
[0, 1]. В этом положении выбирается направление
движения, т. е. один из двух доступных отрезков
[0, xn] или [xn, 1] с вероятностями соответственно
s(xn) и 1 − s(xn). Затем, если был выбран отре-
зок [0, xn], объект переходит в точку f(xn) ∈ [0, xn],
иначе в точку g(xn) ∈ [xn, 1]. Функции f(xn)и g(xn)
могут быть как детерминированными, так и рандо-
мизированными. Несмотря на простоту, эта модель
находит применение в ряде важных приложений
(см., например, [1, разд. 1]).

С теоретической точки зрения основные вопро-
сы, которые поднимаются в научной литературе про
марковские цепи, подобные {xn, n ≥ 0}, касаются
условий существования стационарных распределе-
ний (и их единственности), нахождения численных

алгоритмов их расчета или замкнутых формул. Судя
по публикациям в научной периодической печати,
они изучены если не исчерпывающе, то достаточно
хорошо.

Значительно меньше информации по «обрат-
ным» задачам управления или, по-другому, зада-
чам синтеза. Пример ее типичной формулировки
можно дать на приведенном выше примере: найти
s(xn), f(xn) и g(xn), которые приводят к заданному
стационарному распределению цепи {xn, n ≥ 0}.

Внимание к «обратным» задачам привлекает-
ся проблемами, с которыми приходится сталки-
ваться в настоящее время на практике при при-
менении, в частности, автономных (беспилотных,
безэкипажных) летательных аппаратов (далее —
БЛА). Один из вариантов полетного задания БЛА —
патрулирование территории3, т. е. такое движение,
при котором каждая точка территории оказывается
в итоге под наблюдением (см., например, [3, 4]). Ал-
горитмы патрулирования находят применение во
многих приложениях робототехники, из которых
отметим: задачи продолжительного картирования,
когда необходимо посещать все точки местности,
чтобы обнаруживать ее изменения [5]; задачи об-
следования территории (обнаружения несанкцио-
нированного доступа/размещения), в которых важ-

∗Исследование выполнено с использованием ЦКП «Информатика» ФИЦ ИУ РАН при частичной финансовой поддержке РФФИ
(проект 20-07-00804).

1Федеральный исследовательский центр «Информатика и управление» Российской академии наук, mkonovalov@ipiran.ru
2Федеральный исследовательский центр «Информатика и управление» Российской академии наук, rrazumchik@ipiran.ru
3Всюду в статье, если речь идет об «обратных» задачах, подразумевается, что территория является закрытой.
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но не оставлять необследованными какие-либо ее
участки [6, 7]; задачи содействия спасательным
операциям [8].

В контексте приложений робототехники слово-
сочетание «патрулирование территории» (наблюде-
ние, исследование, разведка и т. п.) в научной и тех-
нической литературе трактуется по-разному (см.
обсуждение, например, в [9, разд. 1]). Здесь всюду
под ним будет подразумеваться движение одного
или нескольких БЛА, обеспечивающее посещение
ими время от времени каждой точки территории.
В зарубежной литературе для соответствующих за-
дач есть устоявшееся название — Repeated Coverage
Problems, и к настоящему времени для них пред-
ложено большое число решений с привлечением
методов всевозможных научных дисциплин (см.,
например, обзор в [9, разд. 2]). Работы [10–19]
позволяют составить представление об основных
научных сообществах, занимающихся этой пробле-
матикой1.

Если не вдаваться в (порой очень сложные и со-
ставляющие основную ценность решений) подроб-
ности, наиболее употребительные подходы к ор-
ганизации периодического покрытия территории
одним или группой БЛА могут быть отнесены к од-
ному из двух типов. В одних движения БЛА час-
тично или полностью спланированы заранее (см.,
например, [3, 21]). Другие подходы отличает не-
предсказуемость движения БЛА: решение о направ-
лении движения выбирается случайным образом
и/или исходя из текущей ситуации/положения (см.,
например, [22–24]). К последнему типу относит-
ся и подход, основанный на решениях «обратных»
задач. Судя по публикациям в открытой периодиче-
ской печати, он пока не получил большого распро-
странения. Связано это, главным образом, с тем,
что эффективность разрабатываемых на его основе
алгоритмов невозможно контролировать так, как
это принято в мировой практике. Действительно,
уже по приведенному выше примеру можно понять,
что при поиске решений «обратной» задачи не тре-
буется учитывать ограничения, например на сред-
нее время возвращения (в точку), среднюю длину
пройденного пути за один период патрулирования,

наибольшее время возвращения по всем точкам
территории и т. п. Но, несмотря на это обстоятель-
ство, решения «обратных» задач обладают важными
достоинствами, когда на первом плане стоят такие
понятия, как надежность и устойчивость2. Получа-
ющиеся алгоритмы оказываются полностью авто-
номными3 и, при наличии соответствующих техни-
ческих возможностей4, адаптивными.

В следующем разделе дается описание модели5

случайного блуждания по двумерному ограничен-
ному замкнутому множеству, которая и представ-
ляет собой предмет внимания данной статьи. Легко
видеть, что, фиксируя ее параметры (т. е. стратегию
управления) по произволу, из нее можно получать
для БЛА различные стохастические автономные ал-
горитмы движения6. Однако остается совершенно
неясным то, как осуществлять выбор параметров
(т. е. решать «обратную» задачу) таким образом, что-
бы БЛА время от времени посещал каждую точку
территории. Для внесения ясности в этот вопрос
предполагается, что в полетном задании БЛА долж-
на быть указана целевая относительная частота (да-
лее — эталонная плотность) посещения любого ее
участка. Тогда искомой стратегией следует счи-
тать ту, что минимизирует (какое-либо) отклонение
плотности стационарного распределения случай-
ного блуждания от эталонной плотности. Если
ограничиться множеством стратегий, параметри-
зованных конечномерными наборами числовых па-
раметров, то искомую стратегию можно найти при-
ближенно.

В разд. 3 кратко описывается обобщающий
результаты [1] подход к решению, который, по
сути, заключается в использовании градиентного
метода минимизации функции нескольких пере-
менных. Теоретический анализ сходимости соот-
ветствующего алгоритма требует отдельной статьи
и здесь не рассматривается.

В разд. 4 приводятся результаты вычислитель-
ных экспериментов с несколькими эталонными
плотностями.

Заключительный раздел посвящен краткому об-
суждению результатов и перспектив дальнейшей
разработки темы.

1Отдельно отметим, что в некоторых возникающих здесь задачах больших успехов удается достичь на основе методов идентифи-
кации и синтеза систем управления [20].

2Например, к выходу из строя одного или нескольких БЛА или каналов связи.
3В частности, не требуют наличия обратной связи. Отметим, что проблема автономности БЛА многогранна и не ограничивается

теми аспектами, которые обсуждаются в данной статье; некоторое представление о ней позволяет составить введение к статье [25].
4То есть при наличии в БЛА средств сбора и обработки информации с использованием технического зрения и эхолокации.
5Эта модель не нова, в тех или иных терминах она уже встречалась в мировой литературе (см., например, [26, section 5]).
6Поскольку в рассматриваемой постановке БЛА отождествляются с точками на плоскости, то известная проблема обеспечения

отсутствия столкновений (коллизий) (см., например, [27]) не требует внимания. Но при этом необходимо предполагать, что
при реализации предлагаемого решения на практике в каждый БЛА должен быть встроен локальный механизм по разрешению
коллизий. Интуитивно понятно, что, поскольку в результате коллизии новые положения БЛА непредсказуемы, их наличие не
мешает достижению той цели, которая рассматривается в статье.
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Синтез управления двумерным случайным блужданием с эталонным стационарным распределением

2 Постановка задачи

Рассматривается управляемая случайная после-
довательность, элементы которой принимают зна-
чения (состояния) из множества

X = {x = (x1, x2) : 0 ≤ xi ≤ 1, i = 1, 2} .

Множество управления содержит 4 элемента:

U =
{
u(1), u(2), u(3), u(4)

}
.

Сама последовательность обозначается x(n) =
= (x1(n), x2(n)), n = 0, 1, 2, . . ., а последователь-
ность управлений — u(n), n = 1, 2, . . . Состояние
x(0) в начальный момент произвольно. Переход
из состояния x(n − 1) в состояние x(n) зависит от
управления u(n) и подчиняется следующим прави-
лам.

Пусть θn, n = 1, 2, . . . , — последовательность
независимых случайных величин, распределенных
равномерно на отрезке [0,—], 0 < — ≤ 1. Тогда

– если u(n) = u(1) (сдвиг по оси X1 в положи-
тельном направлении), то x1(n) = x1(n − 1) +
+ θ(1− x1(n− 1)); x2(n) = x2(n− 1);

– если u(n) = u(2) (сдвиг по оси X1 в отрица-
тельном направлении), то x1(n) = x1(n − 1) −
− θx1(n− 1); x2(n) = x2(n− 1);

– если u(n) = u(3) (сдвиг по оси X2 в положи-
тельном направлении), то x1(n) = x1(n − 1);
x2(n) = x2(n− 1) + θ(1 − x2(n− 1));

– если u(n) = u(4) (сдвиг по оси X1 в отрица-
тельном направлении), то x1(n) = x1(n − 1);
x2(n) = x2(n− 1)− θx1(n− 1).

Зададим множество S четырехкомпонентных
функций вида s =

(
s(1), . . . , s(4)

)
: X → [0, 1], при-

чем каждая компонента определена на всем мно-
жестве X и для всех x выполняется соотношение

4∑

k=1

s(k)(x) = 1 . (1)

Функцию s ∈ S можно использовать для выбора
управления из множества U : если процесс находит-
ся в состоянии x, то управление u(k) выбирается
с вероятностью s(k)(x).

Если в процессе управления применяется од-
на и та же функция s, то будем говорить об ис-
пользовании одноименной стратегии s. Получаем
множество (однородных марковских) стратегий, за
которым оставим также обозначение S.

При фиксированной стратегии s ∈ S процесс
x(n) представляет собой марковскую цепь. Легко

понять, что переходные плотности q(k) при пере-
ходе из состояния x и при условии, что выбрано
управление uk, имеют следующий вид:

q(1)(x, y) =





—−1(1 − x1)
−1 , если

0 ≤ x1 ≤ y1 ≤ xi(1 + —) + — ,

0 ≤ y2 ≤ 1 ;
0 в остальных случаях;

q(2)(x, y) =






(—x1)
−1 , если x1(1−—) ≤ y1 ≤ x1 ,

0 ≤ y2 ≤ 1 ;
0 в остальных случаях;

q(3)(x, y) =






—−1(1 − x2)
−1 , если 0 ≤ y1 ≤ 1 ,

0 ≤ x2 ≤ y2 ≤ xi(1 + —) + — ;

0 в остальных случаях;

q(4)(x, y) =






(—x2)
−1 , если 0 ≤ y1 ≤ 1 ,

x2(1−—) ≤ y2 ≤ x2 ;

0 в остальных случаях;

Безусловная переходная плотность p(x, y) веро-
ятности перехода из состояния x в y равна

p(x, y) =

4∑

k=1

s(k)(x)q(k)(x, y),

а переходная плотность за nшагов задается соотно-
шениями

p1(x, y) = p(x, y);

pn+1(x, y) =

∫

X

pn(x, z)p(z, y) dz , n > 1 .

Заметим, что переходные вероятности p(x, y)
и pn+1(x, y) зависят от выбора стратегии.

Разобьем множество X состояний цепи на не-
пересекающиеся подмножества:

X =

M⋃

m=1

Xm; Xl

⋂
Xm = ∅, l 6= m,

и обозначим через SM множество кусочно-посто-
янных функций вида

s(x) =

M∑

m=1

sm(x)1m(x),

где sm =
(
s
(1)
m , . . . , s

(4)
m

)
, 0 ≤ sk

m ≤ 1; 1m — ин-

дикаторная функция множества Xm. Применение
неизменной функции s ∈ SM в течение всего про-
цесса управления означает, что в любом состоянии
x ∈ Xm с вероятностью s

(k)
m выбирается управле-

ние u(k). Таким образом, можно говорить о множе-
стве (однородных марковских) стратегий SM . Оче-
видно, SM ⊂ S.
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Предположим, что для любой стратегии s ∈ SM

переходная плотность имеет стационарную плот-
ность π, так что выполняется равенство

π(y) =

∫

X

π(x)p(x, y) dx .

Пусть задана некоторая «эталонная» плотность �π.
Цель управления заключается в нахождении такой
стратегии s ∈ SM , которой соответствует стацио-
нарное распределение π, «близкое» к распределе-
нию �π. В качестве «меры близости» плотностей
выберем величину

w =

∫

X

(π(x) − �π(x))2 dx .

Таким образом, требуется отыскать стратегию s из
заданного параметризованного множества, которая
минимизирует функцию w.

3 Метод решения

С учетом соотношения (1) из вектора s можно
удалить одну из компонент, например компонен-
ту s(4). Таким образом, плотность π и функция w
зависят от 3M независимых переменных и речь идет
фактически о минимизации функции

“w
(
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=
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на множестве

“SM =
{
s =

((
s11, s

2
1, s
3
1

)
, . . . ,

(
s1M , s2M , s3M

))
:

s1m + s
2
m + s

3
m ≤ 1, 0 ≤ sl

m ≤ 1
}
.

Пусть процесс x(n) управляется согласно не-
которой стратегии σ = (σ(1), . . . , σ(n), . . .) следу-
ющего вида. Элемент σ(n) последовательности σ
является функцией со значениями в множестве “SM

и представляет собой правило выбора управления
u(n) в момент n. Это означает, что если σ(n) = s ∈
∈ “SM и x(n) ∈ Xm, то вероятность события {u(n) =
= u(l)} равна s(k)m (x(n)) для l = 1, 2, 3, а вероятность

события {u(n) = u(4)} равна 1 − ∑3k=1 s
(l)
m (x(n)).

Функции σ(n) зависят, вообще говоря, от всей
предыстории, и, следовательно, стратегия σ не
является ни марковской, ни однородной. Она пред-
ставляет собой алгоритм, который осуществляет

такую трансформацию элементов σ(n), что с уве-
личением n их значения приближаются к точке
минимума функции “w на множестве SM . Меха-
низм трансформации основан на методе проекции
градиента, и ключевое значение имеет формула для
частных производных функции “w.

Пусть процесс x(n) управляется согласно стра-
тегии s ∈ “SM и пусть m и l — фиксированные
натуральные числа, 1 ≤ m ≤ M , 1 ≤ l ≤ 3. Имеет
место равенство:

∂ “w

∂sl
m

= 2
∞∑

n=0

∫

Xm

π(x)

∫

X

(
q(l)(x, y)− g(4)(x, y)

)
×

×
∫

X

pn(y, z) (π(z)− �π(z)) dzdydx . (2)

Аналог формулы (2) для одномерного управля-
емого случайного блуждания приведен в [1]. Стоит
отметить, что формула (2) очень «похожа» на фор-
мулу для частных производных предельного сред-
него дохода в задаче об управлении марковской
цепью с непрерывным множеством состояний [28];
та, в свою очередь, аналогична представлению гра-
диента целевой функции в той же задаче, но со
счетным множеством состояний. В то же время рас-
сматриваемая задача отличается от классической
схемы марковского процесса принятия решений
(хотя бы по причине отсутствия одношагового до-
хода). Тем не менее вывод формулы (2), который
здесь не приводится, во многом повторяет анало-
гичное доказательство для классической задачи со
счетным множеством состояний [29].

Прямые вычисления по формуле (2) невозмож-
ны, поскольку, несмотря на относительно простой
вид переходной плотности, аналитическое пред-
ставление для стационарной плотности π и, соот-
ветственно, для функции “w и ее частных произ-
водных неизвестно. Приходится поэтому строить
оценки частных производных по наблюдениям за
траекторией управляемой последовательности. Для
этого используется следующая интерпретация фор-
мулы (2). Рассмотрим процесс x(n), для которого
начальное состояние есть x(0) = x ∈ Xm, первое
управление — u(1) = u(k), k = 1, . . . , 4, а затем
неизменно применяются правила стратегии s. Обо-
значим через M(k)m (x)[·] математическое ожидание,
порождаемое таким процессом, и положим γ(x) =
= 2(π(x) − �π(x)). Тогда, как легко видеть,

M(k)m (x)[γ(x(n))] =

=

∫

X

q(k)(x, y)

∫

X

pn(y, z)γ(z) dzdy , (3)
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а формула (2) приобретает вид:

∂ “w

∂sl
m

=

∞∑

n=0

(
g(l)m (n)− g(4)m (n)

)
,

где

g(k)m (n) =

∫

Xm

π(x)M(k)m (x) [γ(x(n))] dx , k = 1, . . . , 4 .

Заметим, что если интерпретировать величину
γ(x(n)) как «одношаговый доход», то величина

g
(k)
m (n) будет означать усредненный по предельно-

му распределению средний доход спустя n тактов
после того, как в момент нахождения во мно-
жестве состояний Xm было применено управле-
ние u(k).

Оценки величин g
(k)
m (n) строятся с помощью

техники скользящих средних (оценки с забывани-
ем). Такой подход позволяет одновременно оцени-
вать предельное распределение, соответствующее
фиксированной точке s ∈ SM , и осуществлять по-
иск на множестве SM .

4 Численные примеры

Предположим, что эталонная плотность �π рав-
номерна в полосе 0,4 ≤ x + y ≤ 0,8 (рис. 1, а), т. е.
�π(x, y) = 4,165I{0,4≤x+y≤0,8}. Стационарная плот-
ность π, полученная в результате применения пред-
ложенного в предыдущем разделе метода, изобра-
жена на рис. 1, б.

Наблюдаемое на рис. 1, а и 1, б совпадение плот-
ностей иллюстрирует достижение поставленной це-
ли управления. Допуская некоторую вольность ре-
чи, можно сказать, что такова типичная картина
при любой (хорошей) эталонной плотности. На-
пример, оценка π неравномерной в полосе эталон-
ной плотности �π(x, y) = 13,709(0,25x − y + 0,25)+

по предложенному методу изображена на рис. 2, б.
Полноценный трехмерный образ оценки π

для нормальной эталонной плотности �π(x, y) =
= 4,41e−(x−0,4)

2/0,16−(y−0,6)2/0,04 дан на рис. 3, б.
Вместе с линиями уровня на рис. 3, в и 3, г он дает
возможность визуально оценить степень близости
поверхности π к эталонной.

Как стационарным плотностям на рис. 1,б и 2, б,
так и любой плотности π соответствуют вполне

Рис. 1 Равномерная в полосе эталонная плотность (а), ее оценка (б), мгновенное положение 100 еще не обучившихся
БЛА (в) и мгновенное положение 100 обучившихся БЛА (г)

Рис. 2 Неравномерная в полосе эталонная плотность (а), ее оценка (б), мгновенное положение 100 еще не обучив-
шихся БЛА (в) и мгновенное положение 100 обучившихся БЛА (г). Более насыщенный цвет соответствует большему
значению плотности
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Рис. 3 Нормальная эталонная плотность (а), ее оценка (б) и линии уровня (в, г)

определенные стратегии s =
(
s(1), . . . s(4)

)
. Вернем-

ся к содержательной постановке задачи, в соответ-
ствии с которой значение цепи в каждый момент
времени — это координаты БЛА. Реализовав в нем
на аппаратном уровне либо предложенное в разд. 3
решение, либо уже «готовую» стратегию s, его мож-
но отправить в автономный полет (по правилам,
изложенным в начале разд. 2) на заданной зара-
нее высоте. Тогда его стохастическое поведение
будет «следовать» плотности π. На рис. 1, в и 1, г

(аналогично рис. 2, в, 2, г) можно видеть сделанные
в случайные моменты времени мгновенные сним-
ки соответственно 100 единиц еще не обучившихся
и уже обучившихся БЛА на фоне эталонных плот-
ностей.

5 Заключение
Рассмотренная в статье задача относится к тео-

рии управления многомерными марковскими це-
пями с непрерывным множеством состояний.
Предложенное решение представляет собой гра-
диентный алгоритм коррекции параметров страте-
гии, причем оценки производных целевой функции

строятся по результатам наблюдений. Его внедре-
ние в БЛА дает полностью автономный аппарат,
совершающий выглядящие случайными движения,
но в итоге приводящие к заранее обозначенной (см.
разд. 1) цели.

Выявленная в [1] и подтвержденная представ-
ленными здесь результатами эффективность гра-
диентного подхода к созданию автономных ал-
горитмов движения дает основание продолжать
исследования в этом направлении. В теоретиче-
ском плане, безусловно, важен вопрос сходимости
алгоритмов, а также вопрос обоснования метода на
произвольные распределения без предположения
о существовании плотностей. В практическом же
отношении интерес представляет разработка такой
модели случайного блуждания, которая учитыва-
ет возможное наличие каналов связи между БЛА,
и соответствующего алгоритма оценки параметров
общей стратегии.
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Abstract: Consideration is given to the two-dimensional discrete-time Markov chain (random walk) with the
bounded continuous state space (rectangle). Upon each transition, depending on its current position and if not
on the boundary, the chain moves in one of four possible directions (north, south, east, or west). Having selected
a direction, the length of the jump within the admissible interval is determined by the random variable. Assuming
that some (reference) distribution on the state space is given, one seeks to solve the inverse control problem, i. e., to
find such a control strategy (probabilities of choosing either direction) which brings the stationary distribution of
the chain close (in a certain sense) to the reference distribution. The solution based on the policy gradient method
is proposed. Illustrative examples are provided.
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