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УДАЛЕННЫЙ МОНИТОРИНГ РАБОЧИХ ПРОЦЕССОВ∗

А. А. Грушо1, Н. А. Грушо2, М. И. Забежайло3, Е. Е. Тимонина4

Аннотация: Рассмотрена схема контроля рабочих процессов в распределенной информационной системе
(РИС), экономная с точки зрения объема информации, передаваемой удаленному системному адми-
нистратору (СА) или офицеру безопасности. Предложенная схема допускает автоматизацию контроля,
основана на реальном опыте СА и позволяет реализовать логику определения, классификации и прибли-
женной локализации аномалий. Системный администратор получает информацию о функционировании
РИС по каналам связи. Предполагается, что источником сообщений для СА служат сенсоры. Сен-
соры являются сущностями, способными распознать информацию, поступившую на вход связанного
с сенсором преобразования информации, т. е. если преобразование получает на вход информацию, то
сенсор распознает факт и время передачи входной информации первому преобразованию того блока,
в котором он находится, в рамках реализующейся информационной технологии (ИТ). Схема основана на
вычислении и анализе моментов времени, когда сенсор «видит» передачу данных на вход преобразова-
ния в конкретном экземпляре ИТ. Особенностями подхода к мониторингу рабочих процессов являются
оценки систематических задержек рабочих процессов и анализ остановов с использованием «параллель-
ных» сенсоров. Построенная схема позволяет динамически детализировать контроль с целью уточнения
приближенного места аномалии.

Ключевые слова: информационная безопасность; удаленный мониторинг информационной системы;
оценка данных мониторинга по информационным характеристикам
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1 Введение

В работе рассматривается проблема удаленного
мониторинга рабочих процессов в больших РИС.
Поиск аномалий в Big Data становится актуальной
проблемой, обзор работ в этом направлении при-
веден в [1]. Удаленный поиск аномалий в РИС
рассматривался в ряде работ [2–4].

Анализ данных мониторинга обычно ведется СА
и/или офицером безопасности. Далее будем пред-
полагать, что весь анализ ведется одним СА. Основ-
ная задача СА — бесперебойная работа информаци-
онной системы. Системный администратор должен
знать, что каждый из элементов РИС функциони-
рует правильно. В своей работе по выявлению,
устранению и предотвращению сбоев в компью-
терных системах СА сталкивается со сложным вза-
имодействием множества программно-аппаратных
элементов. Поэтому СА опирается на некоторую
вспомогательную вычислительную систему, содер-
жащую вспомогательные данные и инструменты
обработки данных мониторинга (вычислительный
центр (ВЦ) СА). Таким образом, СА должен решать
следующие задачи:

– определение работоспособности РИС, т. е. про-
ведение анализа данных о состоянии всей ин-
фраструктуры от бизнес-процессов и квалифи-
кации пользователей до решения о правильной
работе этой инфраструктуры;

– выявление причин нарушения работоспособ-
ности для компенсации потерь из-за сбоев,
ошибок и конфликтов с требованиями инфор-
мационной безопасности (далее — сбоев или
аномалий), а также для восстановления рабо-
тоспособности и предотвращения повторных
случаев.

Элементами РИС будем называть оборудова-
ние, программное обеспечение, кабельные сети,
сетевое оборудование, механизмы и средства обес-
печения информационной безопасности. Произ-
вольное множество элементов РИС будем называть
объектом. Суммарный вычислительный процесс,
объединенный единой целью и формой исходных
данных, будем называть информационной техно-
логией [5].

В статье рассмотрены архитектура и возможно-
сти реализации системы удаленного мониторинга
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(СУМ) и удаленного анализа данных мониторин-
га с целью получения достоверной информации
о рабочих процессах в РИС, определения причин
нарушения работоспособности и информационной
безопасности РИС [6]. Архитектура системы мони-
торинга и методы решения указанных выше задач
основаны на отслеживании времени происходящих
в РИС событий.

2 Модель информационной
технологии

Для моделирования ИТ в РИС используем ап-
парат теории графов [7]. Будем моделировать ИТ
в виде DAG (Directed Acyclic Graph) с учетом того,
что каждая вершина графа представляется в ви-
де тройки: входные данные –преобразование – вы-
ходные данные [8]. Тогда циклы графового пред-
ставления ИТ исчезают из-за различий входных
и выходных данных. Такое представление позволя-
ет агрегировать в одну вершину связные подграфы
DAG, называть их не преобразованиями, а бло-
ками, агрегировать дуги между блоками и опять
получать новый DAG, который представляет ИТ
с новыми вершинами и дугами. Указанная про-
цедура обратима. Если блоки заменять агрегиро-
ванными ранее подграфами, а агрегированные дуги
детализировать и соединять с соответствующими
вершинами подграфов, то можно детализировать
агрегированный DAG вплоть до восстановления
исходного DAG [8]. Далее, следуя обозначени-
ям работы [8], прописными латинскими буквами
A,B, . . . будем обозначать данные (объекты), слу-
жащие входными или выходными данными пре-
образований информации в ИТ, преобразования
и агрегированные преобразования, т. е. преобразо-
вания в блоках будем обозначать строчными ла-
тинскими буквами a, b, . . ., а блоки вместе с дан-
ными будем обозначать строчными греческими
буквами α, β, . . .

Множество построенных представлений ИТ
в виде множества DAG образует частичный поря-
док [9]. Максимальной вершиной корневого дере-
ва, представляющего это частично упорядоченное
множество DAG, служит DAG, состоящий из од-
ного блока. Построенное семейство DAG является
частью метаданных ИТ [9].

3 Модель удаленного
администратора

Системный администратор получает информа-
цию о функционировании РИС по каналам связи.

В работе предполагается, что источником сообще-
ний для СА служат сенсоры. Сенсоры являют-
ся сущностями, способными распознать информа-
цию, поступившую на вход связанного с сенсором
преобразования информации, т. е. если преобразо-
вание a получает на вход информацию A, то сен-
сор распознает факт и время передачи входной ин-
формации первому преобразованию a того блока,
в котором он находится, в рамках реализующей-
ся ИТ.

В работе не рассматривается вопрос об опти-
мальном расположении сенсоров. Теория размеще-
ния сенсоров развита в работе [4], однако практика
ее применения требует дополнительных исследова-
ний.

Предположим, что работающий сенсор, связан-
ный с первым преобразованием из блока α, явля-
ется единственным для этого блока, и будем обо-
значать его s(α). Тогда DAG(IT), описывающий
ИТ, порождает новый граф DAG(C), где C — мно-
жество работающих сенсоров в РИС. Вершинами
DAG(C) служат все сенсоры, привязанные к вер-
шинам DAG(IT). Дуга от s(α) идет к вершине s(β)
тогда и только тогда, когда в DAG(IT) существует
ориентированный путь от блока α к блоку β, не
содержащий других сенсоров.

Этот граф корректно определен для тех пред-
ставлений DAG(IT), в которых сенсоры не попа-
дают внутрь блоков. Если сенсор лежит внутри
блока, то построенная выше его идентификация,
связанная с возможностью вычисления момента
времени поступления входных данных в преобра-
зование блока, не определена. Поэтому сенсоры
внутри блоков не работают и не передают СА ин-
формацию.

Кроме того, граф сенсоров для каждого допусти-
мого DAG(IT) также является DAG. В самом деле,
если сенсорный граф DAG(C) имеет ориентиро-
ванный цикл, то из условия, что с каждым блоком
может быть связано не более одного работающего
сенсора, следует, что в исходном DAG тоже должен
быть ориентированный цикл. Это противоречит
определению DAG(IT).

Но даже для корректно определенных графов
сенсоров необходимо отметить, что они приобре-
тают у СА различные наименования вершин, так
как идентификаторы блоков меняются в зависи-
мости от агрегации DAG.

Пусть DAG1 и DAG2 описывают одну ИТ при
фиксированной системе работающих сенсоров C,
из которых ни один не попадает внутрь блока.
Функционал сенсора не зависит от функциона-
ла ИТ, но зависит от имени блока, с которым
он связан. Считаем, что сенсор сам вычисляет
регистрируемое время поступления на вход блока
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информации, а также без взаимодействия с функ-
ционалом блока формирует и отправляет сообще-
ние СА. Тогда можно утверждать, что все коррект-
но построенные графы сенсоров изоморфны друг
другу. В самом деле, имя сенсора будет меняться
у СА в зависимости от агрегации или детализации
DAG(IT).

Рассмотрим один шаг агрегации DAG(IT), в ко-
тором a является первым преобразованием блокаα.
С этим преобразованием a связан сенсор s(a), по
которому построен граф с вершиной s(α). Агрега-
ция, при которой работающий s(a) попадает внутрь
какого-либо блока, недопустима. Тогда при допус-
тимой агрегации s(a) остается вне агрегированного
блока со стороны поступающих в a данных. По-
скольку существует ориентированный путь из a в b,
с которым связанs(b)в блокеβ, то в агрегированном
графе, в которомα переходит вα∗, по-прежнему су-
ществует ориентированный путь из агрегированной
вершины α∗ в β. Этот путь не может иметь длину 0,
так как тогда s(b) окажется внутри блока α∗. Таким
образом, если агрегация не нарушает правило не-
покрытия сенсора, то оно допустимо для исходного
DAG. А значит, исходный сенсор s(a) приобретает
у СА новое имя s(α∗) и по-прежнему существует
путь до следующего сенсора s(β).

В графе сенсоров, построенном по новым име-
нам вершин, по-прежнему существует дуга, соеди-
няющая s(α∗) с сенсором s(β). Следовательно,
если прежний DAG может при выполнении указан-
ных ограничений перейти в новый DAG, то новый
граф сенсоров отличается от прежнего только пере-
именованием вершин, т. е. новый граф изоморфен
прежнему. Поэтому можем считать, что каждый
сенсор имеет уникальное имя, не связанное с пе-
реименованием вершин DAG и это имя известно
каждому сенсору, что не мешает СА осуществлять
привязку к соответствующему блоку в любом до-
пустимом DAG(IT).

Справедливо и обратное утверждение. Пусть
фиксирован DAG1(IT) и множество C связанных
с ним работающих сенсоров. Тогда существует
единственный DAG(IT), который не может быть
далее агрегирован у СА при данной системе рабо-
тающих сенсоров.

В самом деле, каждый ориентированный путь
(без работающих сенсоров) между блоками с сен-
сорами из C можно стянуть к новому блоку, рас-
положенному вместо блока, из которого выходит
рассматриваемый путь. Тогда получим граф, изо-
морфный графу DAG(C). Таким образом, СА не
может получить больше информации о рабочих
процессах ИТ, чем в построенной максимальной
модели DAG(IT), и более детализированные DAG
ему не нужны.

Далее будет показано, как в этом случае СА
может вычислить блок с аномалией.

Предположим, что в блоке с аномалией есть
неработающие сенсоры. Тогда СА, рассматривая
отдельно аномальный блок, может включить в ра-
боту не работавшие ранее сенсоры и, рассмотрев
более детализированный DAG(IT), уточнить лока-
лизацию аномалии. Этим объясняется целесооб-
разность рассмотрения множества различных DAG
и существования только части работающих в опре-
деленное время сенсоров. При нормальной рабо-
те ИТ максимальный DAG для заданного множе-
ства работающих сенсоров C представляется более
оптимальным, чем детализированный DAG с мно-
жеством сенсоров C∗, для |C∗| > |C|.

4 Алгоритмы контроля
распределенных
информационных систем

Рассмотрим язык общения сенсоров с ВЦ СА,
который далее будем часто отождествлять с СА.
Язык общения сенсора с ВЦ СА для данной ИТ име-
ет следующие элементы. Каждая реализация ИТ
приобретает уникальный идентификатор ID(IT),
который сопровождает передачу данных между бло-
ками ИТ. При передаче входных данных первому
преобразованию a блока α сенсор s(a) фиксирует
время такой передачи и формирует сообщение для
СА, содержащее ID(IT), время и имя передающего
сенсора.

По предположению, существует канал связи для
передачи этого сообщения СА. На стороне СА вмес-
те с формированием ID(IT) для запуска ИТ фикси-
руется стартовое время, которое далее сравнивается
со всеми моментами времени во входящих сообще-
ниях. Вместе с метаданными СА получает возмож-
ность отслеживать процесс реализации каждой ИТ
и времена достижения очередных блоков преобра-
зований соответствующей ИТ. Если в ИТ участвуют
пользователи, которые запускают следующие шаги
ИТ, то вместе с этими стартами передаются иденти-
фикаторы экземпляров ИТ, которые пользователи
получили от уже реализованной части ИТ.

Предположим, что последовательности времен
предыдущих экземпляров каждой ИТ, закончив-
шихся успешно, хранятся в памяти ВЦ СА. То-
гда появляется возможность для каждой ИТ оце-
нить статистические характеристики хранящихся
времен. Однако далее будет показано, что тради-
ционное использование методов математической
статистики здесь не работает.
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Предположим, что для каждого сенсора в ИТ
можно определить в ВЦ СА две константы C1(s)
и C2(s). Пусть –(s) — разница между временем
в сообщении сенсора sи стартовым временем. Если
–(s) ≤ C1(s), то процесс реализации ИТ проходит
нормально, что будем обозначать символом «1». Ес-
лиC1(s) < –(s) ≤ C2(s), то процесс реализации ИТ
проходит с задержкой, что будем обозначать сим-
волом «0». Если же C2(s) < –(s), то это значит, что
процесс реализации ИТ остановился и по дальней-
шим путям от s не рассматривается, т. е. произошел
останов, что будем обозначать символом «−1».

Рассмотрим логику анализа полученных
временн‚ых характеристик одной ИТ. Если сооб-
щение от сенсора s соответствует 1, то на любом из
следующих ближайших сенсоров может появить-
ся 1. Если сообщение от сенсора s соответствует 0,
то на любом из следующих ближайших сенсоров не
может появиться 1, а может появиться 0 или −1,
если к СА перестанут поступать сообщения. Пере-
ходы 0 в 0 могут означать, что задержка от одного
блока передается по цепочке другому блоку.

Однако может так случиться, что задержка поро-
дит далее останов, т. е. 0 перейдет в −1. Переходы 0
в 1 и −1 в 0 невозможны. Отсюда возникает воз-
можность отслеживать блок, в котором произошла
аномалия, а именно: переходы времен от соседних
сенсоров 1 в 0 и 0 в −1 однозначно определяют блок
в максимальном DAG(IT) для данногоC, в котором
произошла аномалия.

Отметим, что переход 1 в 0 может произойти по
трем причинам:

(1) образовалась очередь к первому преобразова-
нию блока;

(2) в блоке произошел неявный сбой;

(3) в блоке существует хоть один процесс, порож-
дающий повышенную нагрузку на компьютер-
ную систему.

Сенсор контролирует передачу данных только
в первое преобразование блока α. В ходе следу-
ющих преобразований могут поступать извне но-
вые данные, а выходные данные промежуточных
преобразований передаваться преобразованиям, не
входящим в данный блок, т. е. при 1, которая со-
ответствует сообщению сенсора на входе рассмат-
риваемого блока α, на вход одного сенсора после
данного блока может попасть 1, но на другой сенсор
после данного блока — 0.

Приведем пример распространения 1 и 0 в рас-
сматриваемом случае:

1
↑

1 → α → 0 .

В этом примере в блоке α в некотором преобра-
зовании произошла аномалия, но до нее процесс
выполнялся нормально.

Теперь рассмотрим, почему данная схема кон-
троля работает плохо и что нужно делать, чтобы она
работала хорошо.

Рассмотрим блок α и сенсор s(α). Время работы
блока α оценивается как разность временн‚ых ме-
ток следующего сенсора s(β) и сенсора s(α). Пусть
в идеале это время равно T (α). Это время под-
вержено случайным искажениям. Поэтому точное
время T (α) будет смещено в ту или иную сторону за
счет случайных искажений. Запишем реальное зна-
чение времени обработки в виде T (α) + ξ1, где ξ1 —
случайная величина, изменяющая время работы за
счет случайных искажений.

Но если к блоку α образовалась очередь, то вре-
мя обработки второго набора в очереди будет 2T (α)
и время реализации для этого набора будет иметь
вид 2T (α) + ξi + ξ2, где ξ1 + ξ2 — сумма случай-
ных величин, изменяющих время работы за счет
случайных искажений.

Если из k реализаций данного блока доля тех за-
даний, которые попадают в очередь вторыми, рав-
на λk, а остальные обрабатываются без очереди, то
среднее время увеличится и составит

–T = T (α)(1 + λ) +
1

k

∑
ξi .

Поскольку случайные величины ξi имеют раз-
ные знаки, то их среднее арифметическое с ростомk
стремится по вероятности к 0. Отсюда следует, что
одноразовые задержки трудно выявляются, но сис-
тематические задержки, связанные с аномалиями
в обработке, могут выявляться достаточно устойчи-
во. В этом случае надо запоминать два параметра,
а именно: стандартное время одной обработки (ми-
нимальное время T (α)) и среднее время по послед-
ней серии длины k наблюдений времен реализаций
работы блока α.

Другие типы задержек также целесообразно вы-
являть с помощью нескольких наблюдений, так как
только в этом случае они представляют реальную
аномалию.

В случае останова стратегия вычисления «−1»
становится другой. Для повышения достоверности
останова желательно сравнивать времена задерж-
ки сразу у нескольких сенсоров, непосредственно
связанных с s(α). Если для одного сенсора s(b)
наблюдается C2(s(b)) < –(s(b)), то одновременное
превышение C2(s) еще для одного или нескольких
сенсоров, не следующих за s(b), значительно уси-
ливает информацию об останове в блоке α (против
очереди).
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5 Случай нескольких
одновременно выполняемых
информационных технологий

Рассмотрим случай одновременного выполне-
ния в РИС нескольких ИТ. Пусть множество ра-
ботающих сенсоров C одно и то же для всех ИТ.
Однако для каждой ИТ имеется свое множество
DAG, и блоки в них отличаются, но не отличают-
ся преобразования, с которыми связаны сенсоры.
В сообщениях от сенсоров присутствуют иденти-
фикаторы ИТ, с которыми связаны эти сообщения.
Поэтому множество приходящих сообщений одно-
значно разделяется по ИТ, которые функциониру-
ют в данное время. Стартовые времена в различных
ИТ могут отличаться, но для каждой технологии
время развития процесса выполнения ИТ вычис-
ляется однозначно. Если для двух технологий ИТ1
и ИТ2 приходит информация от одного сенсора,
то это значит, что по крайней мере первые пре-
образования у соответствующих блоков ИТ1 и ИТ2
совпадают, т. е. аномалия в одном блоке с этим
преобразованием и отсутствие аномалии в другом
блоке с этим преобразованием показывают только,
что преобразование работает правильно.

При нескольких обращениях к этому преобра-
зованию может образоваться очередь. Если в ИТ1
и ИТ2 результат 1 на всех ближайших следующих
сенсорах DAG(IT1) и результат 0 на всех ближайших
следующих сенсорах DAG(IT2), то, по-видимому,
это результат очереди.

Приведенные примеры показывают, что суще-
ствуют дедуктивные и правдоподобные рассужде-
ния и выводы, в значительной степени сокра-
щающие полный перебор при анализе данных
мониторинга СА.

6 Заключение

В работе рассмотрена схема контроля рабочих
процессов в РИС, экономная с точки зрения объема
информации, передаваемой удаленному СА. Пред-
ложенная схема допускает автоматизацию контро-
ля, основана на реальном опыте СА и позволяет
реализовать логику определения, классификации
и приближенной локализации аномалий.

Схема основана на вычислении и анализе мо-
ментов времени, когда сенсор «видит» передачу
данных на вход преобразования в конкретном эк-
земпляре ИТ. Особенности подхода к мониторингу
рабочих процессов заключаются в оценке систе-
матических задержек рабочих процессов и анализе

остановов с использованием «параллельных» сен-
соров. Построенная схема позволяет динамически
детализировать контроль с целью уточнения при-
ближенного места аномалии.

Данный подход использует вспомогательную
информацию в виде математических моделей ИТ,
представленных в форме множеств ориентирован-
ных ациклических графов и базы данных накапли-
ваемых значений времен обработки информации
различными преобразованиями и блоками.

Нет оснований полагать, что описанный под-
ход — единственный инструмент удаленного СА
для контроля рабочих процессов в РИС. Задача ста-
вилась как поиск простых решений для удаленного
контроля, которые могут быть автоматизированы.
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ФИЛЬТРАЦИЯ СОСТОЯНИЙ МАРКОВСКИХ СКАЧКООБРАЗНЫХ

ПРОЦЕССОВ ПО КОМПЛЕКСНЫМ НАБЛЮДЕНИЯМ II:

ЧИСЛЕННЫЙ АЛГОРИТМ∗

А. В. Борисов1, Д. Х. Казанчян2

Аннотация: Работа представляет заключительную часть исследований, начатых в статье «Фильтрация
состояний марковских скачкообразных процессов по комплексным наблюдениям I: точное решение
задачи» (Информатика и её применения, 2021. Т. 15. Вып. 2. С. 12–19). Предложен алгоритм численной
реализации решения задачи фильтрации состояний марковского скачкообразного процесса (МСП) по со-
вокупности наблюдаемых считающих процессов и диффузии с мультипликативными шумами. Исходную
задачу оценивания предлагается приблизить последовательностью соответствующих задач фильтрации
по наблюдениям, дискретизованным по времени. В работе выведен рекуррентный вид дискретизованной
оценки, определен показатель ее точности на одном шаге и получена зависимость этой точности от
характеристик применяемой схемы численного интегрирования.

Ключевые слова: марковский скачкообразный процесс; оптимальная фильтрация; мультипликативные
шумы в наблюдениях; дискретизованные наблюдения; точность аппроксимации
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1 Введение

В первой части цикла [1] представлено решение
задачи фильтрации состояний марковского скачко-
образного процесса с непрерывным временем и ко-
нечным множеством состояний по наблюдениям
совокупности диффузионных и считающих про-
цессов. Интенсивности шумов диффузионных на-
блюдений и скачков считающих наблюдений явля-
ются функциями оцениваемого состояния. Шумы
такого вида называются мультипликативными.

Для корректного использования математиче-
ского аппарата стохастического анализа решаемая
задача фильтрации была сформулирована в форме
нахождения условного математического ожидания
(УМО) относительно не исходного потока σ-алгебр
наблюдений, а его модификации, непрерывной
справа. Было предложено эквивалентное с инфор-
мационной точки зрения преобразование диффузи-
онных наблюдений в совокупность диффузионного
процесса с единичной интенсивностью, считающих
процессов, фиксирующих часть скачков оценива-
емого состояния, и косвенных наблюдений состо-

яния, выполненных в дискретные неслучайные мо-
менты времени. Оценка оптимальной фильтрации
была получена в виде решения непрерывно-дис-
кретной стохастической дифференциальной систе-
мы с преобразованными наблюдениями в правой
части. В [1] также доказано утверждение о том,
что при выполнении некоторых достаточно необре-
менительных условий идентифицируемости опти-
мальная оценка фильтрации почти наверное (п. н.)
совпадает с оцениваемым состоянием МСП, т. е.
имеется возможность точного восстановления со-
стояния по имеющимся косвенным зашумленным
наблюдениям.

Теоретическое решение задачи фильтрации и ее
свойства выглядят многообещающими для исполь-
зования в решении практических задач оценивания
и управления по неполной информации. Однако
применение этих результатов сопряжено с рядом
трудностей. Во-первых, на практике «сглажива-
ние» справа потока σ-алгебр наблюдений озна-
чает доступность будущих наблюдений на не-
котором небольшом отрезке времени либо, что
эквивалентно, решение задачи фильтрации с неко-

∗Работа выполнена при частичной поддержке РФФИ (проект 19-07-00187 А) и в соответствии с программой Московского центра
фундаментальной и прикладной математики.

1Федеральный исследовательский центр «Информатика и управление» Российской академии наук; Московской авиационный
институт; Центр фундаментальной и прикладной математики Московского государственного университета имени М. В. Ломоносова,
ABorisov@frccsc.ru

2Факультет вычислительной математики и кибернетики Московского государственного университета имени М. В. Ломоносова,
Drastamat94@gmail.com
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торым малым запаздыванием. Во-вторых, преобра-
зование наблюдений, использованное в теоретиче-
ском решении задачи, не позволяет реализовать его
с помощью конструктивного численного алгорит-
ма с некоторой гарантированной точностью. Дело
в том, что данное формально корректное преобра-
зование диффузионных наблюдений является ре-
зультатом двойного предельного перехода, причем
сходимость в этих переходах подразумевается по ве-
роятности. Результатом первого перехода является
квадратичная характеристика исходных диффузи-
онных наблюдений, результатом второго — ее
производная справа. Сложности реализации этих
преобразований средствами цифровой вычисли-
тельной техники вполне очевидны.

Целью данной части цикла ставится разработ-
ка численных алгоритмов реализации решения по-
ставленной задачи фильтрации. По своей сути,
это обобщение алгоритмов, предложенных в цик-
ле [2–4] на случай дополнительно доступных счи-
тающих наблюдений.

Статья организована следующим образом.
Раздел 2 содержит формальную постановку за-

дачи фильтрации состояний однородного МСП
по диффузионным и считающим наблюдениям,
дискретизованным по времени с постоянным ша-
гом.

В разд. 3 дано теоретическое решение этой зада-
чи. Оно представляет собой рекуррентную процеду-
ру, на каждом шаге которой применяется обобщен-
ная формула Байеса. В ее числителе и знаменателе
присутствуют интегралы — сдвиг-масштабные сме-
си произведений «гауссиана – пуассоновская веро-
ятность», в которых в качестве смешивающих вы-
ступают распределения времени пребывания МСП
в каждом из возможных состояний на отрезке
временн‚ой дискретизации. Упомянутые интегра-
лы не могут быть вычислены аналитически, и их
предлагается вычислять приближенно с помощью
интегральных сумм. В разделе представлена ло-
кальная характеристика получаемых аппроксима-
ций, определяющая точность приближения на од-
ном шаге. Доказано утверждение, связывающее
точность схемы численного интегрирования и дан-
ную характеристику точности.

Анализ представленных результатов, заключи-
тельные замечания и перспективные направления
дальнейших исследований даны в разд. 4.

2 Постановка задачи фильтрации

На полном вероятностном пространстве
с фильтрацией (Ÿ,F ,P , {Ft}t>0) рассматривается
стохастическая динамическая система наблюдения

Xt = X0 +

t∫

0

˜⊤Xs ds+ µ
X
t ; (1)

Yr =

tr∫

tr−1

fXs ds+

tr∫

tr−1

N∑

n=1

Xn
s g
1/2
n dWs,

r ∈ N , tr = r– ; (2)

Zr =

tr∫

tr−1

hXs ds+
(
µZ

tr
− µZ

tr−1

)
,

r ∈ N , tr = r– , (3)

где

Xt ∈ SN — ненаблюдаемое состояние систе-
мы — однородный МСП с множеством состо-
яний SN , {e1, . . . , eN} (SN — множество еди-
ничных векторов пространства RN ), матрицей
интенсивностей переходов ˜ и начальным рас-
пределением π; µX

t ∈ RN — Ft-согласованный
мартингал;

Yr ∈ RM — дискретизованные по времени с ша-
гом – непрерывные косвенные наблюдения,
зашумленные Ft-согласованным стандартным
винеровским процессом Wt ∈ RM ; (M × N)-
мерная матрица f характеризует план наблюде-
ний, а набор (M ×M)-мерных симметричных
матриц {gn}n=1,N определяет интенсивности
шумов в зависимости от текущего состо-
яния Xt;

Zr ∈ RK — дискретизованные по времени с ша-
гом– косвенные наблюдения, компоненты ко-
торых являются считающими процессами: эле-
менты (K ×N)-мерной матрицы h определяют
интенсивность скачков отдельных компонент
в зависимости от текущего состояния Xt; µZ

t ∈
∈ R

K — Ft-согласованный мартингал.

Обозначим через Or , {Yq,Zq : q = 1, r}после-
довательность σ-алгебр всех наблюдений, получен-
ных на отрезке времени [0, tr], r ∈ N, O0 , {∅,Ÿ}.

Задача оптимальной фильтрации состояния
МСП Xt по дискретизованным наблюдениям за-
ключается в построении УМО X̂r , E {Xtr

|Or},
r ∈ N.

Ниже представлены ограничения на исследу-
емую систему наблюдения (1)–(3), необходимые
для корректного решения поставленной задачи
фильтрации.

А. Исследуемый вероятностный базис с фильтра-
цией является пространством Винера–Пуассо-
на [5, 6].
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Б. Шумы в Y равномерно невырожденны [7], т. е.
min16n6N gn > 0.

В. Компоненты мартингала µZ в наблюдени-
ях Z (3) ортогональны друг другу, т. е. 〈µZ〉t =
=
∫ t

0
diag (hXs) ds. Мартингалы в уравнении

состояния µX и в наблюдениях µZ также ор-
тогональны 〈µX , µZ〉t ≡ 0.

Рассматриваемая в данной части цикла система
наблюдения (1)–(3) является автономной в отличие
от более общего случая, рассмотренного в [1]. Для
решения задачи фильтрации по дискретизованным
наблюдениям это существенно. В автономном слу-
чае оценка фильтрации будет зависеть только от
распределения времени пребывания МСП в каж-
дом из возможных состояний на интервале дис-
кретизации. В неавтономном случае оценка опре-
деляется вероятностным распределением отрезка
траекторий в целом. Предположение об однород-
ности может быть ослаблено: коэффициенты сис-
темы наблюдения должны быть постоянными на
интервалах дискретизации.

Рассмотрим непрерывный вариант наблюде-
ний, соответствующий (2), (3):

Yt =

t∫

0

fXs ds+

t∫

0

N∑

n=1

Xn
s g
1/2
n dWs;

Zt =

t∫

0

hXs ds+ µ
Z
t ,

и соответствующий поток σ-алгебр {Ot}t>0: Ot ,
, σ{Ys, Zs : 0 6 s 6 t}. Зафиксируем произволь-
ный момент времени t > 0 и построим вложенную
последовательность двоичных разбиений отрезка
[0, t] с уменьшающимся шагом –n , t/2n и соот-
ветствующие наблюдения (Yn

r ,Zn
r ), подобные (2),

(3), с шагом –n. Далее построим последователь-
ность σ-алгебр {On

2n}n∈N: On
2n , σ{Yn

r ,Zn
r : 1 6

6 r 6 2n}. В силу того что векторный процесс
(Yt, Zt) обладает свойством сепарабельности, имеет
место сходимость σ-алгебр Ot = limn→∞ On

2n, и по
теореме Леви [7] E {Xt|On

2n} → E {Xt|Ot} P-п. н.
при n → ∞. Этот факт означает, что решение за-
дачи оптимальной фильтрации состояния МСП по
наблюдениям, дискретизованным по времени, по-
мимо самостоятельной практической значимости
может рассматриваться как один из способов при-
ближенного решения задачи оптимальной фильт-
рации по совокупности диффузионных и счита-
ющих наблюдений. При этом строить версию
потока σ-алгебр наблюдений Ot+, непрерывных
справа, не требуется.

3 Оценка фильтрации
по дискретизованным
наблюдениям
и ее численная реализация

Ниже в статье будут использоваться следующие
обозначения.

1. ‖α‖2Q , α⊤Qα.

2. I — единичная матрица подходящей размер-
ности; 0 — нулевая матрица подходящей раз-
мерности; 1 — вектор-строка подходящей раз-
мерности, составленная из единиц.

3. IA(x) — характеристическая функция множе-
ства A.

4. τr ,
∫ tr

tr−1
Xs ds — вектор, компоненты кото-

рого равны случайному времени пребывания
процесса X в каждом из возможных состояний
на отрезке [tr−1, tr].

5. D , {u = col(u1, . . . , uN ) : un > 0,
∑N

n=1 u
n =

= –} — (N − 1)-мерный симплекс в простран-
стве RN — носитель распределения вектора τr.

6. š , {π = col(π1, . . . , πN ) : πn > 0,
∑N

n=1 π
n =

= 1} — «вероятностный симплекс», множество
возможных начальных распределений π.

7. pkℓ(du) — распределение вектора Xℓ
tr
τr при

условии Xtr−1
= ek, т. е. для любого G ∈ B(RN)

верно равенство

E
{
IG(τr)X

ℓ
tr
|Xtr−1

= ek

}
=

∫

G

pkℓ(du).

8. N (y,m,Q), (2π)−M/2det−1/2Qe
−‖y−m‖2

Q−1/2—
M-мерная плотность гауссовского распределе-
ния с математическим ожиданием m и невы-
рожденной ковариационной матрицейQ.

9. P(z, α) , e−
∑K

k=1
αk ∏K

k=1 (α
k)z

k

/(zk)! (z =
= col(z1, . . . , zK) ∈ ZK

+ ; α = col(α1, . . . , αK) ∈
∈ RK

+ ) — распределениеK-мерного случайного
вектора с независимыми компонентами, име-
ющими пуассоновское распределение с пара-
метрами αk, k = 1,K.

10. Функции

θkj = θkj(y, z) ,

,

∫

D

N
(
y, fu,

N∑

p=1

upgp

)
P(z, hu)pkj(du); (4)

θ = θ(y, z) , ‖θkj(y, z)‖k,j=1,N ;

θr , θ (Yr,Zr) .
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Теорема 1. В условиях А–В оптимальная оценка
фильтрации по дискретизованным наблюдениям опре-
деляется следующей рекуррентной схемой:

X̂0 = π ;

X̂ j
r =

N∑

k=1

X̂ k
r−1

∫

D

N
(
Yr , fu,

N∑

p=1

upgp

)
×

× P (Zr, hu)p
kj(du)

/




N∑

i,ℓ=1

X̂ i
r−1

∫

D

N
(
Yr , fv,

N∑

q=1

vqgq

)
×

× P (Zr, hv)p
iℓ(dv)


 , j = 1, N . (5)

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 1 дано в приложении.
Используя введенные выше определения, оцен-

ку (5) можно записать в форме матричной рекурсии:

X̂r =
1

1θ⊤r X̂r−1

θ⊤r X̂r−1, r ∈ N, X̂0 = π .

Интегралы в θ(y, z) не могут быть вычислены ана-
литически, поэтому они заменяются некоторыми
аппроксимациями ψ(y, z), а значит, доступными
являются не оценки X̂r, а их аппроксимации, опре-
деляемые рекурсивно:

X r =
1

1ψ⊤
r X r−1

ψ⊤
r X r−1, r ∈ N , X̂0 = π .

Везде ниже предполагается, что элементы матри-
цы ψ(y, z) неотрицательны.

Определим локальную характеристику близости
оценок {X r} и {X̂r} как

σ , sup
π∈š
E
{
‖X̂1 −X 1‖1

}
.

Теорема 2. Если для аппроксимации ψ(y, z) выполня-
ется неравенство

∑

z∈ZK
+

∫

RM

‖[ψ(y, z)− θ(y, z)]⊤‖1 dy 6 ε , (6)

то локальная характеристика точности σ 6 2ε.
Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 2 дано в приложении.

Утверждение о локальной точности не являет-
ся асимптотическим, т. е. справедливо для любого
соотношения шага дискретизации по времени –
и точности численного интегрирования ε.

4 Заключение

Вторая часть цикла посвящена вычислительно-
му аспекту решения задачи оптимальной фильтра-
ции состояний МСП по имеющемуся комплексу
считающих наблюдений и наблюдаемой диффузии
с мультипликативными шумами. Разница с резуль-
татами [2–4] заключается именно во включении
в наблюдения помимо диффузионных еще и счита-
ющих компонент.

Исходную задачу оценивания МСП в непрерыв-
ном времени предлагается заменить соответству-
ющей задачей фильтрации состояния МСП по дис-
кретизованным наблюдениям. При этом точность
данного приближения гарантируется, во-первых,
тем, что в дискретной задаче ищется оптимальная
оценка, и, во-вторых, фактом сходимости дискрет-
ных аппроксимаций к исходному непрерывному
пределу. Вычисление оптимальной оценки фильт-
рации по дискретизованным наблюдениям (см. тео-
рему 1), однако, аналитически невозможно и тре-
бует привлечения численных методов. Теорема 2
определяет влияние ошибки той или иной схемы
численного интегрирования на точность получен-
ного приближения оценки фильтрации по дискре-
тизованным наблюдениям. Отличие полученного
результата от представленного в [2] заключается
в отказе от разложения интегралов по абстрактной
мере pkj (4) в ряд конечномерных интегралов по
мере Лебега. Это связано с тем, что существуют
схемы численного интегрирования, не требующиe
такого представления, например метод квадратур
Гаусса [8]. Обычно для этих схем известны оценки
их точности, обеспечиваемой при вычислении ин-
тегралов по мере Лебега. Поэтому для корректного
применения той или иной схемы необходимо пред-
варительно получить характеристики точности схе-
мы при вычислении интегралов типа (4). Помимо
этого, для использования алгоритмов фильтрации
состояний МСП по дискретизованным наблюдени-
ям необходимо изучение асимптотического поведе-
ния глобальных показателей точности аппроксима-
ции решения задачи фильтрации. Оно заключаются
в том, что при убывающем шаге дискретизации –
исследуется точность аппроксимации оценки в не-
который фиксированный момент времени t. Ре-
шения этих задач для различных схем численного
интегрирования могут рассматриваться как направ-
ления дальнейших исследований.

Приложение
Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 1. Воспользуемся подхо-
дом из [9]. Применим метод математической индукции.
При r = 0

X̂0 = E {X0|O0} = E {x0} = π .
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Пусть для некоторого r ∈ N известно условное
распределение X̂r−1 = E

{
Xtr−1

|Or−1

}
. Определим

УМО X̂r на следующем шаге. Для этого необходи-
мо найти совместное распределение (Xtr ,Yr,Zr) отно-
сительно Or−1. Условие А гарантирует, что векторы
Yr и Zr являются условно независимыми относительно
σ-алгебры FX

tr
∨ Or−1: Yr имеет гауссовское распределе-

ние с параметрами

E
{
Yr|F

X
tr

}
= fτr, cov

(
Yr,Yr|F

X
tr

)
=

N∑

n=1

τn
r gn,

а Zr состоит из независимых компонент, имеющих пуас-
соновское распределение с векторным параметром hτr.

В силу марковского свойства {(Xtr ,Yr,Zr)}r∈Z+
,

формулы полной вероятности и теоремы Фубини для
любых A ∈ B(RM ) и z ∈ Z

K
+ верна следующая цепочка

равенств:

E
{
Xtr IA(Yr)I{z} (Zr)

∣∣Or−1

}
=

= E
{
E
{
Xtr IA(Yr)I{z} (Zr)

∣∣FX
tr

∨ Or−1

} ∣∣Or−1

}
=

= E



Xtr

∫

A

N

(
y, fτr,

N∑

p=1

τp
r gp

)
dyP(z, hτr)

∣∣∣Or−1



 =

= E



E



Xtr

∫

A

N

(
y, fτr,

N∑

p=1

τp
r gp

)
dy ×

× P(z, hτr)
∣∣∣Xtr−1

∨ Or−1




∣∣∣Or−1



 =

= E





N∑

ℓ=1

eℓ

N∑

k=1

Xk
tr−1

∫

D

∫

A

N

(
y, fu,

N∑

p=1

upgp

)
dy ×

× P(z, hu)pkℓ(du)
∣∣∣Or−1



 =

=
N∑

ℓ=1

eℓ

∫

A




N∑

k=1

X̂ k
r−1

∫

D

N

(
y, fu,

N∑

p=1

upgp

)
×

×P(z, hu)pkℓ(du)


 dy ,

из чего следует, что интегранд в квадратных скобках
в последнем выражении определяет искомое совместное
распределение (Xtr ,Yr,Zr) относительно Or−1. Тогда
условное распределение X̂r покомпонентно определяет-
ся с помощью обобщенного варианта формулы Байеса:

X̂ j
r =

N∑

k=1

X̂ k
r−1

∫

D

N

(
Yr, fu,

N∑

p=1

upgp

)
×

×P(Zr, hu)p
kj(du)

/


N∑

i,ℓ=1

X̂ i
r−1

∫

D

N

(
Yr, fv,

N∑

q=1

vngq

)
×

× P(Zr, hv)p
iℓ(dv)


 , j = 1, N .

Теорема 1 доказана.

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 2. Для доказательства тео-
ремы потребуется следующая вспомогательная

Лемма 1. Если φ , φ(y, z) — функция R
M × Z

K
+ → R+

такая, что
∑

z∈ZK
+

∫

RM

|φ(y, z)| dy <∞,

и

� ,
φ(Y1,Z1)

1θ⊤1 π
,

то

E {�} =
∑

z∈ZK
+

∫

RM

φ(y, z) dy .

Д о к а з а т е л ь с т в о леммы 1. Рассмотрим суммируемую
функцию φ = φ(y, z) : R

M × Z
K
+ → R и O1-измеримую

случайную величину

� ,
φ(Y1,Z1)

1θ⊤1 π
=

=
φ(Y1,Z1)

∑N

i,j=1

∫

D

N (Y1, fu,
∑N

p=1
upgp)P(Z1, hu)p

ij(du)πi

.

Найдем E {�}:

E {�} =
∑

z∈ZK
+

∫

RM

∫

D

φ(y, z)
N∑

k,ℓ=1

N
(
y, fv,

∑N

q=1
vqgq

)
×

× P(z, hv)pkℓ(dv)πk

/


N∑

i,j=1

∫

D

N

(
y, fu,

N∑

p=1

upgp

)
×

× P(z, hu)pij(du)πi


 dy =

=
∑

z∈Z
K
+

∫

RM

φ(y, z)

∫

D

N

(
y, fv,

N∑

q=1

vqgq

)
P(z, hv) ×

×
N∑

kℓ=1

p
kℓ(dv)πk

/

∫

D

N

(
y, fu,

N∑

p=1

upgp

)
×

× P(z, hu)
N∑

i,j=1

p
ij(du)πi


 dy =

∑

z∈ZK
+

∫

RM

φ(y, z) dy .

Лемма 1 доказана.

Вернемся к доказательству теоремы 2. Обозна-
чим γ = γ(y, z) , ψ(y, z) − θ(y, z), γ1 , γ(Y1,Z1).
Заметим, что (γ⊤π1 − 1γ⊤πI)γ⊤π = 0, а также
‖1/(1ψ(y, z)⊤π)ψ(y, z)⊤π‖1 ≡ 1. Используя эти равен-
ства, можно показать, что верна следующая цепочка не-
равенств:
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‖X 1−X̂1‖1 =
1

1θ⊤1 π1ψ
⊤
1 π

‖1θ⊤1 πψ
⊤
1 π−1ψ

⊤
1 πθ

⊤
1 π‖1 =

=
1

1θ⊤1 π1ψ
⊤
1 π

‖1θ⊤1 πγ
⊤
1 π − 1γ⊤

1 πθ
⊤
1 π‖1 =

=
1

1θ⊤1 π1ψ
⊤
1 π

‖(γ⊤
1 π1− 1γ

⊤
1 πI)θ

⊤
1 π‖1 =

=
1

1θ⊤1 π1ψ
⊤
1 π

‖(γ⊤
1 π1− 1γ

⊤
1 πI)(θ

⊤
1 π + γ

⊤
1 π)‖1 =

=
1

1θ⊤1 π
‖(γ⊤

1 π1− 1γ
⊤
1 πI)

1

1ψ⊤
1 π

ψ⊤
1 π‖1 6

6
1

1θ⊤1 π
‖γ⊤
1 π1− 1γ

⊤
1 πI‖1 6

1

1θ⊤1 π
(‖γ⊤

1 ‖1 + |1γ⊤
1 π|) 6

6 2
1

1θ⊤1 π
max

j=1,N

∑

i

|γji(Y1,Z1)| =
2

1θ⊤1 π
‖γ⊤
1 ‖1.

Применим неравенство (6) и результат леммы 1 к левой
и правой части данной цепочки неравенств:

E
{
‖X 1 − X̂1‖1

}
6 2

∑

z∈ZK
+

∫

RM

‖γ⊤(y, z)‖1 dy 6 2ε .

Тогда σ = supπ∈š E
{
‖X 1 − X̂1‖1

}
6 2ε. Теорема 2 дока-

зана.

Литература
1. Борисов А., Казанчян Д. Фильтрация состояний мар-

ковских скачкообразных процессов по комплексным
наблюдениям I: точное решение задачи // Информа-
тика и её применения, 2021. Т. 15. Вып. 2. C. 12–19.

2. Борисов А. Численные схемы фильтрации марковских
скачкообразных процессов по дискретизованным на-
блюдениям I: характеристики точности // Информа-
тика и её применения, 2019. Т. 13. Вып. 4. C. 68–75.
doi: 10.14357/19922264190411.

3. Борисов А. Численные схемы фильтрации марковских
скачкообразных процессов по дискретизованным на-
блюдениям II: случай аддитивных шумов // Инфор-
матика и её применения, 2020. Т. 14. Вып. 1. C. 17–23.
doi: 10.14357/19922264200103.

4. Борисов А. Численные схемы фильтрации марковских
скачкообразных процессов по дискретизованным на-
блюдениям III: случай мультипликативных шумов //
Информатика и её применения, 2020. Т. 14. Вып. 2.
C. 10–18. doi: 10.14357/19922264200103.

5. Ishikawa Y., Kunita H. Malliavin calculus on the Wiener–
Poisson space and its application to canonical SDE with
jumps // Stoch. Proc. Appl., 2006. Vol. 116. P. 1743–1769.
doi: 10.1016/j.spa.2006.04.013.

6. Borisov A., Miller G., Stefanovich A. Controllable Markov
jump processes. I. Optimum filtering based on complex
observations // J. Computer Systems Sciences Interna-
tional, 2018. Vol. 57. No. 6. P. 890–906. doi: 10.1134/
S1064230718060035.

7. Liptser R., Shiryaev A. Statistics of random processes I: Gen-
eral theory. — Berlin/Heidelberg: Springer, 2001. 427 p.

8. Isaacson E., Keller H. Analysis of numerical methods. —
New York, NY, USA: Dover Publications, 1994. 541 p.

9. Bertsekas D., Shreve S. Stochastic optimal control: The
discrete-time case. — Boston, MA, USA: Athena Scientif-
ic, 1978. 330 p.

Поступила в редакцию 05.03.2021

FILTERING OF MARKOV JUMP PROCESSES GIVEN COMPOSITE

OBSERVATIONS II: NUMERICAL ALGORITHM

A. V. Borisov1,2,3 and D. Kh. Kazanchyan4

1Federal Research Center “Computer Science and Control” of the Russian Academy of Sciences, 44-2 Vavilov
Str., Moscow 119333, Russian Federation
2Moscow Aviation Institute (National Research University), 4 Volokolamskoe Shosse, Moscow 125080, Russian
Federation
3Moscow Center for Fundamental and Applied Mathematics, M. V. Lomonosov Moscow State University,
1 Leninskie Gory, GSP-1, Moscow 119991, Russian Federation
4Department of Mathematical Statistics, Faculty of Computational Mathematics and Cybernetics, M. V. Lomo-
nosov Moscow State University, 1-52 Leninskie Gory, GSP-1, Moscow 119991, Russian Federation

Abstract: The note represents the second, final part of the series initiated by the article Borisov, A., and
D. Kazanchyan. 2021. Filtering of Markov jump processes given composite observations I: Exact solution.
Informatika i ee primeneniya — Inform. Appl. 15(2):12–19. The authors propose a new numerical algorithm of
the optimal state estimation for the Markov jump processes given observable both the counting processes and the
diffusion ones with the multiplicative noises. The authors approximate the initial continuous-time estimation
problem by a sequence of the corresponding filtering problems given the time-discretized observations. The paper
contains the explicit recursive form of the discretized estimate and introduces its one-step precision characteristic
along with dependence of the characteristics on the utilized numerical estimation scheme.
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АЛГОРИТМЫ СЖАТИЯ ДАННЫХ МАССИВОВ СИЛОВЫХ

КРИВЫХ II: КОДИРОВАНИЕ КОМПОНЕНТ

ВЕЙВЛЕТ-ПРЕОБРАЗОВАНИЯ

Д. В. Сушко1

Аннотация: Представлена вторая часть исследования задачи обратимого (без потерь) сжатия данных
массивов силовых кривых — трехмерных массивов, элементы которых суть 16-битные целые числа.
Предложены алгоритмы сжатия массивов силовых кривых, основанные на универсальном арифметиче-
ском кодировании компонент, получаемых в результате применения одномерного дискретного вейвлет-
преобразования (ДВП) по системе вейвлетов (5–3) к строкам массивов. Преобразование реализуется
в рамках лифтинг-схемы и является обратимым. Для построения эффективных алгоритмов использован
метод повторного применения вейвлет-преобразования и два уже апробированных в первой части работы
метода универсального кодирования (разложение на вычислимые состояния, выбор веса при построении
кодовых вероятностей). Для предложенных алгоритмов на пяти тестовых массивах построены оценки
скорости кодирования. Результаты показывают, что каждый из упомянутых выше методов позволяет
уменьшить скорость кодирования, а комбинация всех трех методов дает наиболее эффективный алго-
ритм. Скорость кодирования тестовых массивов этим алгоритмом составляет 3,8160, 3,4050, 3,3678, 4,1309
и 4,0996 бит/пиксель, а выигрыш по сравнению с алгоритмом обратимого сжатия стандарта JPEG 2000
составляет 6%–9%.

Ключевые слова: атомно-силовой микроскоп; массив силовых кривых; обратимое сжатие; арифметиче-
ское кодирование; универсальное кодирование

DOI: 10.14357/19922264210303

1 Введение
Рассмотрение задачи обратимого сжатия дан-

ных массивов силовых кривых было начато в ра-
боте [1], где были определены потенциальные воз-
можности некоторых алгоритмов сжатия. В число
таких алгоритмов вошли стандартные алгоритмы
(DEFLATE, JPEG 2000) и ряд простых алгоритмов
арифметического кодирования. В работе [2] были
построены и исследованы более сложные алгорит-
мы, основанные на универсальном арифметиче-
ском кодировании ошибок предсказания. Данная
работа является продолжением работы [2] и имеет
целью построить и исследовать алгоритмы, осно-
ванные на универсальном арифметическом коди-
ровании компонент ДВП.

В качестве основной величины, характеризу-
ющей эффективность алгоритма сжатия, исполь-
зуется скорость кодирования R, определяемая как
отношение длины кодового слова L (в битах), по-
рождаемого алгоритмом для описания массива дан-
ных, к полному числу элементов (пикселей)N этого
массива; единица измерения скорости кодирова-
ния — бит/пиксель (бт/п). Коэффициент сжатия
равен отношению длины элемента массива в битах

к скорости кодирования. Скорость кодирования
рассматриваемых алгоритмов оценивается на мас-
сивах, полученных при сканировании мягких био-
логических образцов в режиме измерения силовых
карт на микроскопе MultiMode V (Veeco, США). Те
же экспериментальные данные были использова-
ны в работах [1, 2], что позволяет непосредственно
сравнивать результаты. Вычисления проводятся
программами, написанными на языке Python.

2 Предварительные сведения

Данный раздел содержит краткое изложение
фактов, положений и утверждений работы [2], ис-
пользуемых в настоящей работе.

Массив силовых кривых представляет собой
трехмерный массив размерами (I, J, 2K):

V = {V (i, j, k)}, i = 0, 1, . . . , I − 1,
j = 0, 1, . . . , J − 1, k = 0, 1, . . . , 2K − 1 ,

элементы которого суть 16-битные целые числа,
т. е. целые числа в диапазоне [−215, 215 − 1]. Ин-

1Федеральный исследовательский центр «Информатика и управление» Российской академии наук, dsushko@ipiran.ru
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дексы (i, j) нумеруют узлы равномерной решет-
ки в поле наблюдения — прямоугольной области
в горизонтальной плоскости OXY , совпадающей
с плоскостью подложки образца. Строки FA

(i,j)(k) =

= V (i, j, k) и FR
(i,j)(k) = V (i, j,K + k), i, j фик-

сированы, k = 0, 1, . . . ,K − 1, представляют со-
бой силовые кривые подвода и отвода в узле (i, j).
ЗначенияFA,R

(i,j)(k)пропорциональны силе, действу-
ющей на сканирующий зонд в точке простран-
ства, находящейся на расстоянии k–z по вертикали
(вдоль оси OZ) от поверхности образца в узле (i, j),
при подводе зонда к образцу и отводе зонда от
образца; –z — шаг по вертикали. Для некоторых
узлов (i, j) требуемое число значений (K) кривой
подвода FA

(i,j)(k) не может быть измерено. В та-
ком случае осуществляется дополнение соответст-
вующих строк до требуемой длины минимально
возможным значением −215, записываемым в ко-
нец строки.

Тестовыми экспериментальными данными
являются пять массивов силовых кривых (I–V), по-
лученных при сканировании образцов, представля-
ющих собой абсорбированные из раствора на твер-
дую подложку вирусы. Первый образец (I) — это
риновирус 2 на подложке из слюды, второй и третий
образцы (II и III) — вирус мягкой мозаики ячменя
на подложке из слюды, четвертый и пятый образцы
(IV и V) — вирус табачной мозаики на подложке
из стекла. Массивы силовых кривых имеют следу-
ющие размеры: I = J = 64, K = 4096 (массив I);
I = J = 128, K = 1024 (массивы II–V). Полное
число элементов всех массивов равно 225. Харак-
терный вид силовых кривых показан на рисунке
в работе [2].

Традиционный метод решения задач обратимо-
го сжатия цифровых данных заключается в при-
менении к исходному массиву данных некоторых
обратимых преобразований, обеспечивающих де-
корреляцию его отсчетов и/или уменьшение диа-
пазона их значений, и последующем арифметиче-
ском кодировании [3] полученного таким образом
массива как последовательности независимых от-
счетов.

При арифметическом кодировании конечной
числовой последовательности x = {xn}, n =
= 0, 1, . . . , N − 1, принимающей значения в апри-
ори известном диапазоне A, множество условных
кодовых распределений вероятностей (или просто
кодовых распределений) {qn(a) = qn(a|xn−1, . . . , x0),
a ∈ A} используется для того, чтобы приписать
последовательности x кодовую вероятность Q(x)
и кодовое слово (результат сжатия). Построение
кодовых распределений, обеспечивающих получе-
ние возможно более коротких кодовых слов при

неизвестной статистике, — задача универсального
кодирования [4]. Восстановление исходной после-
довательности по кодовому слову осуществляется
в процессе декодирования без задержки. В мо-
мент восстановления очередного значения xn де-
кодеру уже известны все предыдущие значения
{x0, . . . , xn−1}, и кодовые распределения могут
быть построены декодером так же, как они бы-
ли ранее построены кодером в процессе кодирова-
ния. Это позволяет декодеру восстановить значе-
ние xn.

Кодовые распределения строятся по формуле:

qn (a|xn−1, . . . , x0) =

=





1 + wθn(a)

amax(x) − amin(x) + 1 + wn

при a ∈ [amin(x), amax(x)] ;
0 в противном случае ,

(1)

где θn(a) — число элементов, принимающих зна-
чение a, на начальном участке последователь-
ности x до (n − 1)-го члена включительно; amin(x)
и amax(x) — нижняя и верхняя границы диапа-
зона значений последовательности x; параметр
w = 1, 2, . . . — вес. Границы amin(x) и amax(x)
могут быть вычислены кодером и должны быть
переданы декодеру помимо кодового слова, что,
вообще говоря, слегка увеличивает скорость коди-
рования. Однако для массивов силовых кривых,
которые содержат 225 элементов, этим можно пре-
небречь.

Скорость арифметического кодирования оце-
нивается по формуле:

R(x) =
1

N

N−1∑

n=0

− log2 qn(xn) . (2)

Величины θ(x)/N , x ∈ A, где θ(x) — число
элементов, принимающих значение x, в последо-
вательности x, образуют частотное (или эмпириче-
ское) распределение вероятностей значений после-
довательности. Величина

H(x) =
∑

x∈A

θ(x)

N

[
− log2

θ(x)

N

]
(3)

(используется соглашение о том, что 0 log2 0 =
= 0) называется квазиэнтропией последователь-
ности. Единица измерения квазиэнтропии — бт/п.
Квазиэнтропия зависит только от самой последова-
тельности и представляет собой нижнюю границу
скорости арифметического кодирования (см., на-
пример, [4]). Разность R −H ≥ 0 — избыточность
арифметического кодирования. Величина избы-
точности характеризует качество решения одной из
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задач универсального кодирования — задачи по-
строения кодовых распределений.

Если последовательность x разложена на две
подпоследовательности x0 и x1 с числом элемен-
тов N0 и N1, то квазиэнтропия пары подпоследо-
вательностей и общая скорость их независимого
арифметического кодирования равны

H ({x0,x1}) =
N0
N

H(x0) +
N1
N

H(x1),

R ({x0,x1}) =
N0
N

R(x0) +
N1
N

R(x1). (4)

Арифметическое кодирование трехмерного мас-
сива данных требует их одномерного упорядочения.
В работе принято так называемое строчное упоря-
дочение, при котором трехмерный массивX разме-
рами (I, J,K)превращается в последовательность x
размером N = IJK так, что x(n) = X(i, j, k), n =
= JKi+Kj + k.

Полученные в [1] результаты показывают, что
эффективность алгоритмов сжатия возрастает при
использовании двух предварительных преобразо-
ваний. Первое преобразование заключается в раз-
делении массива силовых кривых V на массивы
кривых подводаVA и отводаVR:V→ {VA,VR},

V A(i, j, k) = V (i, j, k), V R(i, j, k) = V (i, j,K + k),

k = 0, 1, . . . ,K − 1 , (5)

и последующую обработку полученных массивов
по отдельности. Второе преобразование применя-
ется к полученному массиву кривых подвода VA

и заключается в сужении диапазона значений этого
массива, непомерно широкого из-за наличия зна-
чения −215, используемого для дополнения «не-
полных» строк:VA → �VA,

�V A =




V A

dmin − 1, V A = −215 ;

V A, V A > −215 ,
(6)

где V A
dmin — динамический минимум значений мас-

сива VA (т. е. минимум значений без учета значе-
ния −215). Чтобы обратить преобразование суже-
ния диапазона (6), декодеру нужна информация
о том, встречалось ли значение −215 в исходном
массиве кривых подвода. Для передачи декодеру
этой известной кодеру информации требуется один
бит, и соответствующее увеличение скорости коди-
рования пренебрежимо мало.

Одним из преобразований, обеспечивающих де-
корреляцию отсчетов данных, является переход
к ошибкам предсказания следующего вида:X→ D,

D(i, j, k) =

=





X(0, 0, 0), i = j = k = 0;

X(i, 0, 0)−X(i− 1, 0, 0), i = 1, . . . , I − 1,
j = k = 0;

X(i, j, 0)−X(i, j − 1, 0), i = 1, . . . , I − 1,
j = 1, . . . , J − 1, k = 0;

X(i, j, k)−X(i, j, k − 1), i = 1, . . . , I − 1,
j = 1, . . . , J − 1, k = 1, . . . ,K − 1.

(7)

3 Алгоритмы кодирования
компонент
вейвлет-преобразования

Обратимым ДВП конечной целочисленной по-
следовательности является ДВП по системе вейвле-
тов (5–3) [5] при его реализации с помощью лиф-
тинг-схемы [6]. Преобразование входит в стандарт
сжатия JPEG 2000. Вид как прямого, так и обрат-
ного преобразования представлен, например, в [7].

Результат применения ДВП к данной последо-
вательности x длины N (N — четное) представля-
ет собой разложение этой последовательности на
две последовательности (компоненты) длины N/2
каждая: x → {x0,x1}. Соответствующие формулы
приведены в [1]. Компонента x0 — приближение
последовательности x вдвое меньшего разрешения;
компонента x1 — детальная составляющая. Приме-
нение ДВП для сжатия данных обусловлено тем, что
корреляция элементов детальной составляющей су-
щественно меньше, чем корреляция элементов ис-
ходного сигнала, а ее значения распределены более
неравномерно, чем исходные.

Обратимые ДВП многомерных массивов стро-
ятся на основе описанного выше ДВП последова-
тельностей. Рассмотрим, что представляет собой
одномерное ДВП трехмерного массива по стро-
кам (по третьему измерению), используемое в ра-
боте в качестве декорреляционного преобразова-
ния. Пусть X = {X(i, j, k)}, i = 0, 1, . . . , I − 1,
j = 0, 1, . . . , J − 1, k = 0, 1, . . . ,K − 1 (K — чет-
ное) — трехмерный массив. При фиксированных
значениях i и j элементы массива образуют по-
следовательность x(i,j) = {x(i,j)(k)} .

= {X(i, j, k)}.
Применим ДВП ко всем таким последовательно-
стям:

x(i,j) → {x0(i,j),x1(i,j)};

x0,1(i,j) = {x0,1(i,j)(k)}, k = 0, 1, . . . ,
K

2
− 1 .

Трехмерные массивы X0,1 = {X0,1(i, j, k)} .
=

.
= {x0,1(i,j)(k)}, i = 0, 1, . . . , I− 1, j = 0, 1, . . . , J − 1,
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k = 0, 1, . . . ,K/2−1— искомый результат одномер-
ного ДВП:X→ {X0,X1}, массивX0 — приближе-
ние, массивX1 — детальная составляющая.

Из результатов [1] следует, что самый эффектив-
ный способ применения ДВП для сжатия массива
силовых кривыхV состоит в применении одномер-
ного ДВП к строкам (т. е. по третьему измерению)
массивов �VA и VR, полученных в результате пре-
образований (5) и (6). Все рассматриваемые в работе
алгоритмы используют указанные преобразования.

Начнем с рассмотрения алгоритма A[1|1|0],
который обеспечил наименьшую скорость коди-
рования среди всех исследованных в [1] алгорит-
мов. Алгоритм предполагает разложение масси-
вов �VA и VR посредством ДВП на компоненты
�VA → {WA 0,WA 1} и VR → {WR 0,WR 1}, пере-
ход к ошибкам предсказания (7) для приближений
WA 0 → DA 0 иWR 0 → DR 0 и арифметическое ко-
дирование полученных компонентDA 0,WA 1,DR 0

и WR 1 с использованием построенных по форму-
ле (1) с весомw = 2кодовых распределений. Размер
кодируемых компонент одинаков, поэтому квази-
энтропия H[1|1] и скорость кодирования R[1|1|0]
совокупности этих четырех компонент равны сред-
ним значениям квазиэнтропии (3) и скорости коди-
рования (2) компонент по отдельности. Значения
квазиэнтропии H[1|1] для массивов I–V представ-
лены в строке 1 табл. 1, а значения скорости коди-
рования R[1|1|0] — в строке 7. Значения в таблице
приводятся в единицах бт/п с точностью до четы-
рех знаков после десятичной запятой. Избыточ-
ность кодирования составляет 0,0013–0,0028 бт/п
в зависимости от массива.

Рассмотрим метод сжатия, основанный на
двукратном применении ДВП. Обозначим через
A[2|1|0] алгоритм, отличающийся от предыдущего
повторным применением ДВП к приближениям,
полученным после первого ДВП:

WA 0 → {WA 00,WA 01}; WR 0 → {WR 00,WR 01}.
Переход к ошибкам предсказания (7) осуще-

ствляется для приближений второго ДВПWA 00 →
→ DA 00 иWR 00 → DR 00, после чего выполняется
независимое арифметическое кодирование полу-
ченных компонентDA 00,WA 01,WA 1,DR 00,WR 01

и WR 1 с использованием построенных по фор-
муле (1) с весом w = 2 кодовых распределений.
Поскольку каждое применение ДВП уменьшает
размер массива вдвое, квазиэнтропия H[2|1] со-
вокупности указанных шести компонент равна

H [2|1] =

=
H(DA 00) +H(WA 01) +H(DR 00) +H(WR 01)

8
+

+
H(WA 1) +H(WR 1)

4

и такая же формула (с заменойH наR) имеет место
для скорости кодирования R[2|1|0] совокупности
компонент. Квазиэнтропия и скорость кодирова-
ния каждой отдельной компоненты вычисляются
по формулам (3) и (2).

Значения квазиэнтропииH[2|1] для массивов I–
V представлены в строке 2 табл. 1, а значения ско-
рости кодирования R[2|1|0] — в строке 10. Сред-
нее по массивам уменьшение квазиэнтропииH[2|1]

Таблица 1 Квазиэнтропия и скорость кодирования

№ Величина I II III IV V
1 H[1|1] 3,8701 3,4364 3,4069 4,2198 4,1724
2 H[2|1] 3,8464 3,4131 3,3784 4,1912 4,1501
3 H[1|2,opt] 3,8519 3,4125 3,3766 4,1783 4,1339
4 H[1|2,fix] 3,8535 3,4127 3,3768 4,1793 4,1344
5 H[2|2,opt] 3,8144 3,4026 3,3649 4,1271 4,0963
6 H[2|2,fix] 3,8149 3,4031 3,3653 4,1289 4,0976

7 R[1|1|0] 3,8714 3,4392 3,4096 4,2217 4,1742
8 R[1|1|opt] 3,8706 3,4374 3,4081 4,2207 4,1733
9 R[1|1|fix] 3,8706 3,4374 3,4081 4,2207 4,1733

10 R[2|1|0] 3,8481 3,4164 3,3824 4,1938 4,1528
11 R[2|1|opt] 3,8471 3,4145 3,3804 4,1925 4,1515
12 R[2|1|fix] 3,8471 3,4145 3,3804 4,1925 4,1515
13 R[1|2,fix|0] 3,8556 3,4159 3,3804 4,1820 4,1373
14 R[1|2,fix|opt] 3,8541 3,4138 3,3783 4,1805 4,1357
15 R[1|2,fix|fix] 3,8542 3,4139 3,3783 4,1805 4,1357
16 R[2|2,fix|0] 3,8176 3,4074 3,3709 4,1330 4,1021
17 R[2|2,fix|opt] 3,8159 3,4049 3,3677 4,1309 4,0996
18 R[2|2,fix|fix] 3,8160 3,4050 3,3678 4,1309 4,0996
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Таблица 2 Оптимальные и фиксированные пороги

Компонента I II III IV V I–V Компонента I II III IV V I–V

DA 0 8 9 9 10 10 9 DR 0 8 9 9 10 10 9
WA 1 3 2 2 3 3 3 WR 1 3 2 4 3 3 3
DA 00 40 42 19 17 17 18 DR 00 10 18 18 16 16 17
WA 01 5 5 5 6 6 5 WR 01 5 4 4 6 6 5

по сравнению с H[1|1] составляет 0,0253 бт/п, ми-
нимальное — 0,0223 бт/п (массив V), максималь-
ное — 0,0287 бт/п (массив IV). Такого же по-
рядка уменьшение скорости кодирования R[2|1|0]
по сравнению с R[1|1|0]: среднее по массивам —
0,0245 бт/п, минимальное — 0,0214 бт/п (массив V),
максимальное — 0,0279 бт/п (массив IV). Избы-
точность кодирования алгоритма A[2|1|0] состав-
ляет 0,0017–0,0040 бт/п в зависимости от массива
и в 1,2–1,5 раза больше избыточности кодирования
алгоритма A[1|1|0].

Применим метод сжатия, основанный на ста-
тистической модели источника с вычислимой после-
довательностью состояний, по схеме, уже исполь-
зованной в [2]. Выберем некоторое натуральное
число t — порог. Разложим подлежащую кодирова-
нию последовательность x (в роли которой может
выступать любая из рассмотренных выше одно-
мерно упорядоченных компонент) на две подпо-
следовательности x0 и x1, называемые элементами
нулевого и первого состояний. К нулевому состо-
янию отнесем те элементы xn, для которых n ≥ 1
и |xn−1| < t, прочие элементы отнесем к первому
состоянию. Элементы x0 и x1 состояний будем ко-
дировать/декодировать независимо. Это возможно,
поскольку в момент обработки текущего элемента
значение предыдущего элемента известно как коде-
ру, так и декодеру (декодирование осуществляется
без задержки), поэтому известно, к какому состо-
янию принадлежит текущий элемент. Совокупная
квазиэнтропия пары состояний и совместная ско-
рость их независимого арифметического кодиро-
вания даются формулами (4) и зависят от выбора
порога.

При любом значении порога t квазиэнтропия
пары состоянийH({x0,x1})не превышает квазиэн-
тропии всей последовательности H(x) (см., напри-
мер, [4]). Оптимизационная задача нахождения по-
рога, при котором квазиэнтропия пары состояний
принимает минимальное значение, может быть ре-
шена для конкретных данных путем перебора. Ре-
зультаты численного решения этой задачи для всех
подлежащих кодированию компонент каждого из
массивов I–V приведены в колонках табл. 2, обо-
значенных I,. . .,V.

Применим метод разложения на состояния
к фигурирующим в алгоритме A[1|1|0] компонентам
DA 0, WA 1, DR 0 и WR 1, используя оптимальные
пороги. Квазиэнтропия H[1|2,opt] совокупности
полученных компонент {DA 0

0,D
A 0
1, . . . } для мас-

сивов I–V представлена в строке 3 табл. 1. Сред-
нее по массивам уменьшение квазиэнтропии по
сравнению с H[1|1] составляет 0,0305 бт/п, мини-
мальное — 0,0182 бт/п (массив I), максимальное —
0,0415 бт/п (массив IV).

Нахождение оптимальных порогов требует зна-
чительного времени счета и не может быть реали-
зовано на этапе кодирования в режиме реального
времени. Поэтому для построения состояний в ал-
горитме, предназначенном для практического при-
менения, следует использовать заранее выбранные
фиксированные значения порогов, общие для всей
совокупности сжимаемых массивов. Такие общие
значения порогов для подлежащих кодированию
компонент массивов I–V представлены в колонках
табл. 2, обозначенных I–V.

В строке 4 табл. 1 представлены значения сово-
купной квазиэнтропии H[1|2,fix], отвечающие по-
строенным с фиксированными значениями поро-
гов состояниям для компонент DA 0, WA 1, DR 0

и WR 1 массивов I–V. Увеличение квазиэнтропии
по сравнению с оптимальным значениемH[1|2,opt]
составляет 0,0002–0,0016 бт/п в зависимости от
массива. Таким образом, использование общих
фиксированных порогов не приводит к значимому
увеличению квазиэнтропии по сравнению с опти-
мальными значениями.

В строке 13 табл. 1 представлены скорости ко-
дирования R[1|2,fix|0] массивов I–V алгоритмом
A[1|2,fix|0], который независимо кодирует элемен-
ты состояний компонент DA 0, WA 1, DR 0 и WR 1,
построенных с фиксированными порогами, и ис-
пользует формулу (1) с весом w = 2 для построения
кодовых распределений. Для всех массивов на-
блюдается уменьшение скорости кодирования по
сравнению с алгоритмом A[1|1|0], которое лишь
немного меньше, чем уменьшение квазиэнтропии
H[1|2,fix] по сравнению с H[1|1]. Среднее по мас-
сивам уменьшение составляет 0,0290 бт/п, мини-
мальное — 0,0158 бт/п (массив I), максимальное —
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Таблица 3 Оптимальные и фиксированные веса

Последовательность I II III IV V I–V Последовательность I II III IV V I–V

DA 0 24 18 11 9 10 10 DR 0 50 235 59 51 30 50
WA 1 20 13 17 14 16 15 WR 1 7 8 8 22 7 8
DA 00 22 16 11 10 10 10 DR 00 44 159 43 32 22 35
WA 01 16 10 13 11 12 12 WR 01 5 10 8 11 9 9
DA 0

0 99 13 12 12 13 20 DR 0
0 27 37 18 29 42 20

DA 0
1 19 14 9 8 9 10 DR 0

1 54 246 62 49 23 50
WA 1

0 22 13 17 18 21 18 WR 1
0 7 8 8 17 6 8

WA 1
1 38 174 258 20 25 25 WR 1

1 7 6 5 21 7 7
DA 00

0 40 19 28 20 26 25 DR 00
0 24 29 12 15 33 15

DA 00
1 16 12 9 8 8 10 DR 00

1 47 153 41 27 19 40
WA 01

0 24 12 15 14 16 15 WR 01
0 5 7 8 8 9 7

WA 01
1 17 10 13 12 13 13 WR 01

1 5 9 6 11 9 8

0,0397 бт/п (массив IV). Избыточность кодирования
A[1|2,fix|0] составляет 0,0022–0,0036 бт/п и в 1,2–
1,7 раза больше избыточности алгоритма A[1|1|0].

Применим теперь метод разложения на состо-
яния к компонентам, получаемым в результате дву-
кратного применения ДВП, т. е. к компонентам
DA 00, WA 01, WA 1, DR 00, WR 01 и WR 1, фигу-
рирующим в алгоритме A[2|1|0]. В строках 5 и 6
табл. 1 представлены значения совокупной квази-
энтропии H[2|2,opt] и H[2|2,fix], отвечающие по-
строенным с оптимальными и фиксированными
значениями порогов состояниям компонент мас-
сивов I–V. Среднее по массивам уменьшение ква-
зиэнтропии H[2|2,opt] по сравнению с H[2|1] со-
ставляет 0,0348 бт/п, минимальное — 0,0104 бт/п
(массив II), максимальное — 0,0640 бт/п (мас-
сив IV). Разность значений H[2|2,fix] и H[2|2,opt]
невелика, она составляет 0,0004–0,0017 бт/п в зави-
симости от массива. Можно снова констатировать,
что замена оптимальных порогов на фиксирован-
ные не приводит к значимому увеличению квази-
энтропии.

В строке 16 табл. 1 представлены скорости ко-
дирования R[2|2,fix|0] массивов I–V алгоритмом
A[2|2,fix|0], который независимо кодирует элемен-
ты состояний компонентDA 00,WA 01,WA 1,DR 00,
WR 01 и WR 1, построенных с фиксированными
порогами, и использует формулу (1) с весом w =
= 2 для построения кодовых распределений. На-
блюдается уменьшение скорости кодирования по
сравнению с алгоритмом A[2|1|0], которое лишь
немного меньше, чем уменьшение квазиэнтропии
H[2|2,fix] по сравнению с H[2|1]. Среднее по мас-
сивам уменьшение составляет 0,0325 бт/п, мини-
мальное — 0,0090 бт/п (массив II), максимальное —
0,0608 бт/п (массив IV). Избыточность кодирования
A[2|2,fix|0] составляет 0,0027–0,0056 бт/п и в 1,3–

1,7 раза больше избыточности кодирования алго-
ритма A[2|1|0].

Приведенные результаты показывают, что с уве-
личением числа независимо кодируемых последо-
вательностей (компонент и их состояний) избыточ-
ность кодирования несколько возрастает. Поэтому,
как и в [2], рассмотрим метод уменьшения избыточ-
ности кодирования, основанный на выборе веса w
в формуле (1) для кодовых распределений. Оптими-
зационная задача нахождения веса w, при котором
для конкретной последовательности данных ско-
рость кодирования (2) минимальна, может быть
решена путем перебора. Результаты численного ре-
шения этой задачи для всевозможных независимо
кодируемых последовательностей (компонент и их
состояний) каждого из массивов I–V приведены
в колонках табл. 3, обозначенных I,. . . ,V; состо-
яния построены с фиксированными значениями
порогов (см. соответствующие колонки табл. 2).

Вычисление оптимальных весов требует значи-
тельного времени. Поэтому в алгоритме, предна-
значенном для практического применения, следу-
ет использовать фиксированные значения весов,
общие для всей совокупности сжимаемых масси-
вов. Выбранные для совокупности массивов I–V
значения весов представлены в колонках табл. 3,
обозначенных I–V.

В строках 7–9 табл. 1 представлены скорости ко-
дированияR[1|1|0] массивов I–V описанным выше
базовым алгоритмом A[1|1|0] и скорости кодирова-
ния R[1|1|opt] и R[1|1|fix] этих массивов производ-
ными от него алгоритмами A[1|1|opt] и A[1|1|fix] со-
ответственно. Производные алгоритмы отличаются
от базового алгоритма использованием оптималь-
ных и фиксированных весовw в (1) при построении
кодовых распределений. Аналогично содержание
строк 10–12, 13–15 и 16–18 таблицы.
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Анализ представленных результатов позволяет
сделать следующие выводы. Во-первых, использо-
вание в алгоритме фиксированных весов позволяет
уменьшить избыточность кодирования в 1,9–3,0 ра-
за по сравнению с базовым алгоритмом. Во-вторых,
замена в алгоритме фиксированных весов на опти-
мальные практически не уменьшает избыточность
кодирования: во всех случаях уменьшение избыточ-
ности при такой замене не превысило 0,0001 бт/п.

Данные табл. 1 показывают, что наиболее эф-
фективным среди практически применимых алго-
ритмов является алгоритм A[2|2,fix|fix], который
состоит в двукратном применении ДВП, разложе-
нии полученных компонент на состояния с исполь-
зованием фиксированных порогов и независимом
кодировании элементов построенных состояний
с использованием фиксированных весов в (1) при
построении кодовых распределений.

4 Заключение
Предложен ряд алгоритмов обратимого сжатия

массивов силовых кривых, основанных на универ-
сальном арифметическом кодировании компонент
ДВП, и построены оценки скорости кодирования
этих алгоритмов. Полученные результаты показы-
вают, что повторное применение ДВП, разложение
компонент ДВП на независимо кодируемые вы-
числимые состояния и выбор подходящих весов
в формуле для кодовых распределений позволяют
уменьшить скорость кодирования, т. е. увеличить
степень сжатия.

Наиболее эффективным среди предложенных
в настоящей работе и в работе [2] алгоритмов, ко-
торые могут быть применены на практике, явля-

ется алгоритм A[2|2,fix|fix]. Скорость кодирования
R[2|2,fix|fix] этого алгоритма (строка 18 табл. 1)
заметно меньше скорости кодирования алгоритма
обратимого сжатия стандарта JPEG 2000 [1]. Для
массивов I,. . .,V выигрыш составляет 0,2863, 0,3185,
0,2936, 0,2908 и 0,2366 бт/п соответственно.
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COMPRESSION ALGORITHMS FOR FORCE VOLUME DATA II:

CODING OF WAVELET TRANSFORM COMPONENTS
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Moscow 119333, Russian Federation

Abstract: The author presents the second part of the investigation of the problem of reversible (lossless) compression
of force volume data which are the three-dimensional arrays with 16-bit integer elements. The author proposes
reversible compression algorithms of force volume data based on the universal arithmetic coding of components
obtained as the result of applying the one-dimensional discrete wavelet transform using (5–3) wavelet system to
the rows of the arrays. The transform is realized in the frame of lifting scheme and it is reversible. To construct
effective algorithms, the author uses the method of wavelet transform reapplication and two methods of universal
coding previously tested in the first part of the investigation (decomposition into calculable states and choice of
the weight while constructing the code probabilities). The author constructs bit rate estimations for the proposed
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algorithms for five test arrays. The results show that each of the methods mentioned above decreases the bit rate
and the combination of all three methods leads to the most efficient algorithm. The bit rates of this algorithm for
the test arrays are 3.8160, 3.4050, 3.3678, 4.1309, and 4.0996 bit/pixel, benefit in comparison with the standard
JPEG 2000 reversible compression algorithm is 6%–9%.

Keywords: atomic force microscope; force volume data; reversible compression; arithmetic coding; universal
coding
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МАКСИМАЛЬНЫЕ МЕЖУЗЛОВЫЕ ПОТОКИ ПРИ ПРЕДЕЛЬНОЙ

ЗАГРУЗКЕ МНОГОПОЛЬЗОВАТЕЛЬСКОЙ СЕТИ

Ю. Е. Малашенко1

Аннотация: Рассматривается метод поиска угловых точек на гранях выпуклого многогранного множества
допустимых межузловых потоков, передаваемых между всеми узлами сети одновременно. Базовыми
считаются точки пересечения осей координат с внешней границей множества. В качестве опорной вы-
бирается реперная точка, в которой сумма межузловых потоков является максимально возможной среди
всех допустимых распределений. На основе полученных данных формируется система опорных векторов
с компонентами, равными межузловым потокам, при одновременной передаче которых достигается пре-
дельная загрузка сети. Для целей анализа допустимые распределения межузловых потоков предлагается
записывать как выпуклую комбинацию опорных векторов. Полученное агрегированное представление
может быть использовано при разработке нормативных показателей стационарных режимов функцио-
нирования при передаче информационных потоков, превышающих функциональные возможности сети.
В качестве примеров рассматриваются оценки равнодолевого распределения максимально возможных
потоков.

Ключевые слова: многопользовательская сеть; предельная загрузка сети; множество межузловых потоков
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1 Введение

Для многопользовательской сети связи пред-
лагается развитие метода агрегированного описа-
ния множества достижимых межузловых потоков
[1, 2]. В настоящей работе строятся гарантирован-
ные оценки потоков, которые могут одновременно
передаваться между всеми парами узлов-коррес-
пондентов. Базовые векторы межузловых потоков
соответствуют угловым точкам на границе множе-
ства достижимости [3]. Соответствующие значения
компонент векторов находятся как решение по-
следовательности однопродуктовых задач поиска
максимального потока для выделенной пары узлов
при фиксированных нулевых значениях для всех
остальных [4]. Компоненты исходных векторов
определяются при поиске совместных распределе-
ний межузловых потоков, при которых достигается
предельная загрузка сети. Выпуклая комбинация
полученных опорных векторов задает набор гаран-
тированных нижних оценок допустимых значений
межузловых потоков [5].

2 Математическая модель

В качестве математической модели для описа-
ния многопользовательской сетевой системы ис-
пользуется следующая формальная запись условий
и ограничений, которые должны выполняться при

одновременной передаче потоков различных видов
между всеми парами узлов-корреспондентов.

Сеть G(d) задается множествами 〈V,R,U, P 〉:
– узлов (вершин) сети

V = {v1, v2, . . . , vn, . . . , vN} ;

– неориентированных ребер

R = {r1, r2, . . . , rk, . . . , rE} .

Ребро rk соединяет концевые вершины vnk
и vjk

.
Ребру rk ставятся в соответствие две ориентирован-
ные дуги {uk, uk+E} из множества ориентирован-
ных дуг

Um = {u1, u2, . . . , uk, . . . , u2E} .

Дуги {uk, uk+E} определяют прямое и обратное на-
правление передачи потока по ребру rk между кон-
цевыми вершинами {vnk

, vjk
}.

Обозначения:

S(vn) — множество номеров исходящих дуг, по
которым поток покидает узел vn;

T (vn)— множество номеров входящих дуг, по ко-
торым поток поступает в узел vn.

Состав множеств S(vn) и T (vn) однозначно
определяется в ходе выполнения следующей про-
цедуры. Пусть некоторое ребро rk ∈ R соединяет
вершины с номерами n и j такими, что n < j,

1Федеральный исследовательский центр «Информатика и управление» Российской академии наук, mala-yur@yandex.ru
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тогда ориентированная дуга uk, направленная из
вершины vn в vj, считается исходящей из верши-
ны vn, и ее номер k заносится в множество S(vn),
а дуга uk+E , направленная из вершины vj в vn, —
входящая для vn, и ее номер (k + E) помещается
в список T (vn). Соответственно дуга uk является
входящей для vj, и ее номер k попадает в T (vj),
а дуга uk+E — исходящей, и номер (k + E) вносится
в список исходящих дуг S(vj).

В многопользовательской сети G(d) рассматри-
ваетсяM = N(N − 1) независимых, невзаимозаме-
няемых и равноправных потоков различных видов,
которые передаются между узлами-корреспонден-
тами из множества P = {p1, p2, . . . , pM}.

По определению, каждой паре узлов-коррес-
пондентов pm соответствуют:

– вершина-источник с номером sm, через кото-
рую входной поток m-го вида zm поступает
в сеть;

– вершина-приемник с номером tm, из которой
поток m-го вида zm покидает сеть.

В множестве P выделяется подмножество
P (R+) пар узлов-корреспондентов, расположен-
ных в концевых вершинах ребра rk, k = 1, E.

Следуя вышеизложенной процедуре нумерации
направленных дуг, вводятся следующие обозначе-
ния: пусть ребро rk соединяет вершины с номера-
ми n и j такими, что n < j. Для соответствующей
пары узлов-корреспондентов pk, расположенных
в узлах {vn, vj}, узел vn считается источником,
а узел vj — приемником потока zk k-го вида, кото-
рый передается из узла c номером n в узел с номе-
ром j для пары pk. Для пары pk+ ⇐⇒ {vj , vn} узел vj

считается источником и устанавливается соответ-
ствие sk ⇐⇒ j, а узел vn — приемником и tk ⇐⇒ n.

Пары pm из подмножества P (R+) называются
смежными узлами-корреспондентами. Все осталь-
ные пары узлов-корреспондентов относятся к мно-
жеству P (R−):

P = P (R+) ∪ P (R−);

P (R+) ∩ P (R−) = ∅ .

Обозначим:

zm — величина межузлового потокаm-го вида, ко-
торый поступает в сеть из узла с номером sm

и покидает сеть из узла с номером tm;

xmi — величина потока m-го вида, который пере-
дается по ребру ri, m = 1,M , i = 1, E.

Во всех узлах vn ∈ V , n = 1, N , для всех видов
потоков должны выполняться условия сохранения
потоков:

∑

i∈S(vn)

xmi −
∑

i∈T (vn)

xmi =

=





zm, если v = vSm
;

−zm, если v = vtm
;

0 в остальных случаях,

n = 1, N , m = 1,M , xmi ≥ 0 , zm ≥ 0 . (1)

Величина zm равна входному потоку m-го вида,
который пропускается от источника к приемнику
пары pm при распределении потоков xmi по дугам
сети.

Каждому ребру rk ∈ R приписывается неотри-
цательное числоdk, определяющее суммарный пре-
дельно допустимый поток, который можно пере-
дать по ребру rk в обоих направлениях. В исходной
сети компоненты вектора пропускных способно-
стейd = (d1, d2, . . . , dk, . . . , dE)— наперед заданные
положительные числа dk > 0. Вектором d опреде-
ляются следующие ограничения на сумму дуговых
потоков всех видов, передаваемых по ребру rk:

M∑

m=1

(xmk + xm(k+E)) ≤ dk,

xmk ≥ 0 , xm(k+E) ≥ 0 , k = 1, E . (2)

В рамках данной модели пропускная способность
ребер сети — вектор d — трактуется как «ресурсное
ограничение», а сумма дуговых потоков рассмат-
ривается как показатель использования «ресурсов»
сети при передаче межузловых потоков различных
видов.

Для всех zm и xmi, удовлетворяющих услови-
ям (1) и (2), вычисляются суммарные потоки:

ym =

2E∑

i=1

xmi, m = 1,M . (3)

Суммарный реберный поток ym характеризует
«нагрузку» на сеть при передаче межузлового потока
величины zm из узла-источника sm в узел-прием-
ник tm. Величина ym показывает, какой суммарный
ресурс — пропускная способность сети — требуется
для передачи межузлового потока zm, а отношение
wm = ym/zm, m = 1,M , показывает, какие ресурсы
необходимы для передачи единичного потока m-го
вида между узлами sm и tm.

Ограничения (1)–(3) задают подмножество до-
пустимых значений компонент вектора межузловых
потоков z = (z1, z2, . . . , zm, . . . , zM ):

Z(d) = {z ≥ 0 | (z,x,y) удовлетворяют (1)–(3)},
а все допустимые распределения ресурсов принад-
лежат подмножеству

Y (d) = {y ≥ 0 | (z,x,y) удовлетворяют (1)–(3)}.
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3 Монопольные режимы
передачи потока

В рамках данного модельного описания, по
определению, монопольным режимом называется
способ управления, при котором все ресурсы сети
используются для передачи потока одной выделен-
ной пары узлов-корреспондентов pa ∈ P , а для всех
остальных потоки полагаются равными нулю.

Предельно допустимый поток, который можно
передать между фиксированной парой узлов-кор-
респондентов pa в монопольном режиме, является
решением стандартной, в данном случае однопро-
дуктовой, задачи о максимальном потоке.

Задача 1. Найти:

z0a = max
〈z,x〉∈Z(d)

za

при условии zi = 0, i = 1,M , i 6= a.

При решении задачи 1 для пары pa вычис-
ляются: межузловой поток z0a; дуговые потоки
{x0ak;x

0
a(k+E)}, k = 1, E; суммарное значение ре-

берного потока y0a =
∑2E

i=1 x
0
ai; удельные затраты

ресурсов (пропускной способности) w(a) = y0a/z
0
a,

требуемые для передачи одной единицы потока z0a.
Поток величины z0a называется МРМ-потоком

и является максимальным потоком, передаваемым
в монопольном режиме для пары узлов-корреспон-
дентов pa.

Задача 1 решается последовательно для всех
pm ∈ P , вычисляются значения z0m для m = 1,M ,
на основе которых формируется вектор предельных
межузловых потоков

z0(0) = 〈z01 , z02 , . . . , z0M 〉

с компонентами, равными МРМ-потокам.
Вектор z0m = 〈0, 0, . . . , z0m, . . . , 0, 0〉 определяет

координаты угловой точки множества достижи-
мости Z(d), которая лежит на пересечении грани-
цыZ(d) с соответствующей координатной осью zm.

Множество векторов

Z(0) = 〈z01, z02, . . . , z◦M 〉

определяет угловые точки базового МРМ-сечения.
Любой вектор z(·), который можно представить

как выпуклую комбинацию элементов Z(0):

z(·) =

M∑

m=1

γm(·)z
0
m,

M∑

m=1

γm(·) = 1; γm(·) ≥ 0,

задает координаты точки на поверхности базового
МРМ-сечения.

В задаче 2 рассматривается луч {0, β, z0(0)} c на-
правляющим вектором z0(0) и вычисляется зна-
чение β∗(0) в точке пересечения луча с базовым
МРМ-сечением.

Задача 2. Найти β∗(0) и γ∗m(0) такие, что

β∗(0)z0(0) =

M∑

m=1

γ∗m(0)z
0
m,

M∑

m=1

γ∗m(0) = 1 .

Представление искомого вектора в виде выпук-
лой комбинации угловых точек z0m(0) записывается
покомпонентно:

β∗(0)z0m = γ
∗
m(0)z

0
m, m = 1,M ;

M∑

m=1

γ∗m(0) = 1 .

Таким образом, решение

β∗(0) = γ∗m(0) =
1

M
, m = 1,M ,

определяет искомый вектор z∗ = (1/M)z0(0) с ком-
понентами

z∗m =
1

M
z0m, m = 1,M ,

равными величинам потоков, которые можно од-
новременно передать между всеми корреспонден-
тами pm ∈ P . Вектор z∗ принадлежит базовому
МРМ-сечению и задает допустимое равнодолевое
распределение потоков, пропорциональных базовым
значениям МРМ-потоков.

4 Предельная загрузка сети

В множестве Z(d) существует допустимый век-
тор z(d) c компонентами:

zm(d) = 0, pm ∈ P (R−);

zk(d) = dk, pk ∈ P (R+).

Сумма межузловых потоков

σ(d) =

E∑

k=1

zk(d) =

E∑

k=1

dk = D
∗

является максимально возможной среди всех до-
пустимых векторов z ∈ Z(d).

Для каждой пары pk ∈ P (R+) межузловому
потоку zk(d) соответствует реберный поток x0k(d),
а y0k(d) = x

0
k(d). Суммарная нагрузка

2E∑

k=1

y0k(d) =

2E∑

k=1

x0k(d) =

E∑

k=1

zk(d) =

E∑

k=1

dk = D
∗.
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Вектор z(d) задает распределение PLD-потоков
(от англ. Peak-Load-Distribution), поскольку при
одновременной передаче всех межузловых пото-
ков zk(d), pk ∈ P (R+) достигается предельно допус-
тимая загрузка всех ребер сети.

Далее рассматривается процедура формирова-
ния PLD-векторов на базе вектораz(d)и векторов —
решений задачи 1 для pm ∈ P .

PLD-процедура.

1. Пусть для некоторой исходной пары p ∈
∈ P (R−) в результате решения задачи 1 найден
МРМ-поток z0 и дуговые потоки 〈(x0ak + x

0
a(k+E))〉,

k = 1, E. Значению z0 ставится в соответствие
вектор

z1(a) = 〈z11(a), z12(a), z13(a), . . . , z1M (a)〉

с компонентами:

z1m(a) = 0 для m 6= a, pm ∈ P (R−), y1m(a) = 0;

z1m(a) = z0 для m = a, pm ∈ P (R−), y1a(a) =

=
∑E

k=1(x
0
ak + x

0
a(k+E));

z1k(a) = dk − (x0ak + x
0
a(k+E)), pa ∈ P (R+), y1a(a) =

= dk − (x0ak + x
0
a(k+E)).

2. Пусть исходная пара pb ∈ P (R+) и z0b —
МРМ-поток для пары pb ∈ P (R+). Компоненты
соответствующего вектора z1(b):

z1m(b) = 0 для pm ∈ P (R−), y1m(b) = 0;

z1k(b) = dk − (xo
bk+x

0
b(k+E)) для pk ∈ P (R+), k 6= b,

y1k(b) = dk − (x0bk + x0b(k+E));

z1k(b) = z0b при k = b, pk ∈ P (R+), y1b (b) =

=
∑E

k=1(x
0
bk + x

0
b(k+E)).

По построению для любого вектора z1(j), pj ∈ P
суммарная (общая) загрузка:

σ(j) =
M∑

m=1

y1m(j) =

=

E∑

k=1

(x0jk + x
0
j(k+E)) +

E∑

k=1

[dk − (x0jk + x
0
j(k+E))] =

=

E∑

k=1

dk+

E∑

k=1

(x0jk+x
0
j(k+E))−

E∑

k=1

(x0jk+x
0
j(k+E)) =

= D∗.

Множество векторов Z1={z1(1), z1(2), z1(3), . . .
. . . , z1(m), . . . , z1(M)} определяет угловые точки
PLD-сечения. На основе вектора z(d) и угловых
векторов из множеств Z0 и Z1 формируется опор-
ный внутренний каркас: SiF(0) = {z(d),Z0,Z1} (от
англ. Support-internal-Frame – опорный внутренний

каркас). Любая выпуклая комбинация векторов из
множества SiF(0) задает допустимое распределение
потоков, которые могут одновременно передавать-
ся между всеми парами узлов-корреспондентов.

Для примера рассмотрим луч 〈0,—z0(0)〉 и опре-
делим значение—∗ в точке пересечения с выпуклой
оболочкой SiF(0).

Задача 3. Найти—∗ = max
—,γ
— при условиях:

—z0(0) =

M∑

m=1

γm(0)z
0
m +

M∑

m=1

γm(1)z
1(m) + λz(d);

— ≥ 0 ; γm(0) ≥ 0 ; γm(1) ≥ 0 ; λ ≥ 0 ;
M∑

m=1

γm(0) +

M∑

m=1

γm(1) + λ = 1 .

Решение задачи 3 позволяет получить гаран-
тированные нижние оценки межузловых потоков
z∗m = —

∗z0m, m = 1,M , при равнодолевом распреде-
лении МРМ-потоков.

5 Заключение

В рамках модели предложенная алгоритмиче-
ская схема рассматривается как способ определе-
ния исходных нормативных параметров и огра-
ничений при исследовании функциональных
возможностей сети. Полученные оценки можно
использовать в условиях неопределенности о теку-
щих состояниях передающих подсистем и нестаци-
онарных входных потоках, превышающих функци-
ональные возможности сети. Для целей анализа
вектор входных потоков, умноженных на норми-
рующий коэффициент, записывается как выпуклая
комбинация опорных векторов. Расчетное значе-
ние коэффициента меньше единицы будет озна-
чать, что пропускные возможности системы не
позволяют одновременно передать все запраши-
ваемые потоки и следует ввести ограничения на
передачу в соответствии с нормативными рекомен-
дациями. При формировании опорных векторов
многократно решается задача о максимальном по-
токе и минимальном разрезе [4]. Результирующие
вычислительные затраты оцениваются полиноми-
альной функцией от общего числа узлов сети.

Литература
1. Малашенко Ю. Е., Назарова И. А., Новикова Н. М. Экс-

пресс-анализ и агрегированное представление множе-
ства достижимых потоков многопродуктовой сетевой
системы // Изв. РАН. ТиСУ, 2019. № 6. С. 63–72.

2. Малашенко Ю. Е., Назарова И. А. Аппроксимация мно-
жества достижимых потоков многопользовательской

ИНФОРМАТИКА И ЕЁ ПРИМЕНЕНИЯ том 15 выпуск 3 2021 27



Yu. E. Malashenko

сети // Информатика и её применения, 2020. Т. 14.
Вып. 3. С. 81–85.

3. Лотов А. В., Поспелова И. И. Многокритериальные за-
дачи принятия решений. — М.: Макс Пресс, 2008.
197 с.

4. Йенсен П., Барнес Д. Потоковое программирование /
Пер. с англ. — М.: Радио и связь, 1984. 392 с.

(Jensen P. A., Barnes J. W. Network flow programming. —
New York, NY, USA: Wiley, 1980. 408 p.)

5. Данциг Дж. Линейное программирование, его приме-
нения и обобщения / Пер. с англ. — М.: Прогресс,
1966. 589 c. (Dantzig G. Linear programming and exten-
sions. — Princeton, NJ, USA: Princeton University Press,
1963. 600 p.)

Поступила в редакцию 04.06.2021

MAXIMUM INTERNODE FLOWS AT PEAK LOAD

OF A MULTIUSER NETWORK

Yu. E. Malashenko

Federal Research Center “Computer Science and Control” of the Russian Academy of Sciences, 44-2 Vavilov Str.,
Moscow 119333, Russian Federation

Abstract: The paper discusses a method of angular points searching on the edges of the convex polyhedral set
of permissible internode flows transmitted between all network nodes simultaneously. The points of coordinate
axes intersection with the outer boundary of the set are considered as basic. A point, in which the sum of
internode flows is the maximum possible among all permissible distributions, is selected as that reference point.
Based on the data obtained, a system of support vectors is generated with components equal to internode flows,
with simultaneous transmitting of which the peak network load is achieved. For the purpose of the analysis, the
permissible distributions of internode flows are proposed to record as a convex combination of support vectors. The
resulting aggregated representation can be used in the development of regulatory indicators of stationary operation
modes when transferring information flows exceeding the network functionality. As examples, estimates of the
equal distribution of maximum possible flows are considered.

Keywords: multiuser network; network peak load; internode flows set

DOI: 10.14357/19922264210304

References

1. Malashenko, Yu. E., I. A. Nazarova, and N. M. Novikova.
2019. Express analysis and aggregated representation of
the set of reachable flows for a multicommodity network
system. J. Comput. Sys. Sc. Int. 58(6):889–897.

2. Malashenko, Yu. E., and I. A. Nazarova. 2020. Ap-
proksimatsiya mnozhestva dostizhimykh potokov mno-
gopol’zovatel’skoy seti [Approximation of the multiuser

network feasible flows set]. Informatika i ee Primeneniya —
Inform. Appl. 14(3):81–85.

3. Lotov, A. V., and I. I. Pospelova. 2008. Mnogokriterial’nye
zadachi prinyatiya resheniy [Multicriteria decision making
tasks]. Moscow: Maks Press. 197 p.

4. Jensen, P. A., and J. W. Barnes. 1980. Network flow program-
ming. New York, NY: Wiley. 408 p.

5. Dantzig, G. 1963. Linear programming and extensions.
Princeton, NJ: Princeton University Press. 600 p.

Received June 4, 2021

Contributor

Malashenko Yuri E. (b. 1946) — Doctor of Science in physics and mathematics, principal scientist, Federal Research
Center “Computer Science and Control” of the Russian Academy of Sciences, 40 Vavilov Str., Moscow 119333,
Russian Federation; mala-yur@yandex.ru

28 INFORMATIKA I EE PRIMENENIYA — INFORMATICS AND APPLICATIONS 2021 volume 15 issue 3



éîæïòíáôéëá é å¿ ðòéíåîåîéñ, 2021. ô. 15. ÷ÙÐ. 3. ó. 29�40

ЭКСПЕРТНАЯ СИСТЕМА ДЛЯ МОНИТОРИНГА

И ПРОГНОЗИРОВАНИЯ ПРОЦЕССОВ

РАСПРЕДЕЛЕНИЯ РЕСУРСОВ

А. В. Босов1, Д. В. Жуков2

Аннотация: Представлен проект экспертной системы (ЭС) мониторингового типа, предназначенной для
поддержки принятия решений при управлении процессами распределения (потребления и воспроизвод-
ства) ресурсов. Результаты анализа процесса потребления представляются в виде сценариев интегрального
оценивания его состояния. Сценарии готовятся экспертом, носят ситуативный характер и в реальных
расчетах применяются как для оценки текущего состояния, так и для прогнозирования развития ситу-
аций. Традиционная интерпретация процесса потребления основана на понятии ресурсов и субъектов
потребления, использующих ресурсы в соответствии с нормами потребления, а также простым описанием
воспроизводства ресурсов объектами производства. Предполагается, что компоненты информационной
модели имеют географическую и темпоральную привязку, в частности привязаны ко времени данные
о запасах ресурсов. Основную интеллектуальную нагрузку несет методика подготовки сценариев инте-
грального оценивания состояния. Эта методика основана на идеологии экспертного оценивания типовых
ситуаций и формировании сценариев расчета простыми методами машинного обучения. В последних
используются широко распространенные подходы к оптимизации — минимизация средних квадратов
и модулей. Представленный проект ЭС носит инструментальный характер, может применяться в различ-
ных приложениях. Процесс подготовки и оценки результативности подготовленных экспертом сценариев
интегрального оценивания иллюстрируется числовым и графическим материалом.

Ключевые слова: экспертная система; ресурсы и потребление; машинное обучение; метод наименьших
квадратов; метод наименьших модулей
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1 Введение

В работе рассматривается прикладное решение
задачи анализа распространенного во многих прак-
тических областях процесса потребления-воспро-
изводства ресурсов. Используется универсальная
терминология — традиционное понимание терми-
на ресурс с акцентом на его экономическую интер-
претацию [1], т. е. ресурс рассматривается как сред-
ство для реализации некоторых потребностей [2].
Типизация ресурсов не важна, существенно толь-
ко то, что ресурсы можно количественно измерять
или оценивать и результат этого измерения носит
динамический характер, т. е. объемы ресурсов могут
возрастать и уменьшаться, обеспечивая показате-
лю числовую динамику во времени. Типичным
источником для этой динамики может выступать,
например, доктрина экономического потребления
и производства [3]. Исходя из такой интерпре-
тации, ресурсы считаются объектами потребления,
предназначенными для использования субъектами
потребления. Типовой субъект — человек, возмож-
но, наделенный дополнительными свойствами, на-
пример пациент, потребитель, спасатель и т. п.

Компенсируют потребление объекты производства,
обеспечивающие увеличение объема для тех ре-
сурсов, которые являются воспроизводимыми. Эта
модель носит довольно универсальный характер
и позволяет описывать потребление в различных
прикладных интерпретациях, не ограничиваясь
распределением создаваемой в процессе производ-
ства продукции. Ресурсами могут быть как матери-
альные сущности, потребляемые ежедневно людь-
ми, так и факторы производства (экономические
и/или производственные), природные ресурсы ти-
па полезных ископаемых. Также можно описывать
административные ресурсы, услуги, задействуемые
при решении организационных вопросов, муници-
пальном или государственном управлении, или еще
менее традиционные информационные и вычисли-
тельные ресурсы, обеспечивающие работу инфоте-
лекоммуникационных систем.

Решаемая задача традиционна еще и в том
смысле, что наряду с потребляемыми ресурсами,
субъектами потребления и объектами производ-
ства предполагается наличие средств мониторинга,
способных получать информацию о характеристи-
ках процесса потребления-воспроизводства. Глав-

1Федеральный исследовательский центр «Информатика и управление» Российской академии наук, ABosov@frccsc.ru
2Федеральный исследовательский центр «Информатика и управление» Российской академии наук, DZhukov@frccsc.ru
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ное же предложение в рассматриваемой задаче —
это наличие эксперта, заинтересованного не просто
в мониторинге описанного процесса, а в формиро-
вании оценки состояния процесса и прогнозирова-
ния его развития.

Задачи такого рода наиболее активно рассмат-
ривались примерно в 1980-х гг., и решение их чаще
всего связывалось с экспертными системами [4, 5].
Это программные системы, основанные на создан-
ном людьми знании, которое собирается в хоро-
шо изученных областях от экспертов (как правило,
путем их заинтересованного интервьюирования)
и выражается в виде правил (например, конструк-
ции «если, то»), которые реализуются в програм-
мной форме. Можно считать, что такие системы
породили то научное направление, которое приня-
то называть «искусственным интеллектом» [5]. Точ-
нее, ЭС — это образец технологий искусственного
интеллекта, характерных для первой его волны, от-
носящейся к концу прошлого века [6, 7]. Далее
состоялась вторая волна технологий искусственно-
го интеллекта, основная черта которой — развитие
машинного обучения [8], прежде всего для искус-
ственных нейронных сетей.

Сейчас принято говорить о начальной стадии
третьей волны, которая фокусируется на объяс-
нительных и общих технологиях искусственного
интеллекта. Но пока эта волна охватывает лишь на-
учные исследования и только начинают формиро-
ваться фундаментальные результаты, прикладные
задачи успешно решаются уже имеющимися и под-
твердившими практическую полезность и востре-
бованность методами первой-второй волн.

Стимул реализации представленного проекта
состоял в том, чтобы в отношении процесса по-
требления ресурсов реализовать мониторинговую
ЭС в традиционном смысле, наполнив ее адапти-
рованными к прикладной задаче средствами ма-
шинного обучения. При этом важной была идея
использовать эксперта не только в качестве ко-
нечного пользователя программной реализации, но
и в качестве источника знаний для обучения систе-
мы интегральному оцениванию состояния процес-
са потребления ресурсов и прогнозированию его
развития. В этом смысле предлагаемая ЭС отли-
чается от традиционной, в которой база знаний
формируется полностью на этапе создания, а сами
знания вносятся в систему специально обученным
инженером по знаниям. В описываемой системе
корректировать базу знаний эксперт может само-
стоятельно в процессе работы, в том числе и мо-
дифицируя алгоритм анализа и прогнозирования
с помощью машинного обучения [9].

Обсуждение ЭС построено в основном на тер-
минологии [10]. Выделяются самые важные эле-

менты: база знаний, содержащая интеллектуаль-
ное описание процесса потребления, и пользова-
тель-эксперт. Кроме того, реализуются два режима
функционирования системы — режим ввода знаний,
в котором эксперт (что важно, без помощи инже-
нера по знаниям) наполняет базу знаний, и режим
консультации, в котором эксперт выступает поль-
зователем, ведя диалог с системой и получая от нее
рекомендации.

В рамках общей классификации ЭС представ-
ляемую систему следует отнести к системам мони-
торинга и прогнозирования.

Завершая вводную часть, подчеркнем, что ши-
рокий интерес к таким мониторинговым ЭС имеет
вполне современный характер, и, не претендуя на
объемный обзор, приведем некоторые примеры.

Значимой и очень популярной прикладной
областью являются системы экологического мони-
торинга. Здесь можно найти как задачи сбора ком-
плексных наблюдений за состоянием окружающей
среды, за происходящими в ней процессами, явле-
ниями, так и задачи оценки и прогноза изменения
состояния [11, 12]. Есть множество современных
примеров практического применения мониторин-
говых ЭС в промышленности, например при произ-
водстве синтетических волокон [13], ремонте авиа-
ционных двигателей, в машиностроении [14, 15],
при мониторинге морской обстановки [16].

Широкую область применения представляют
вопросы прогнозирования и реагирования в чрез-
вычайных ситуациях [17], а также задачи телеме-
дицины [18]. К таким же актуальным прикладным
областям может применяться и обсуждаемая сис-
тема мониторинга процесса потребления ресурсов.
В качестве типового, но далеко не единственного
приложения можно указать на систему жизнеобес-
печения населения в чрезвычайных ситуациях [19].

Поскольку процесс создания ЭС хорошо изучен
и описан, в разд. 2 кратко обсуждается информаци-
онная модель и функциональные процессы. Основ-
ное внимание уделено алгоритмическому обес-
печению процесса обучения, которому посвящен
разд. 3. Численные и графические иллюстрации
к предложенной методике представлены в разд. 4.

2 Модель и функционирование
экспертной системы
мониторинга потребления
ресурсов

В качестве образца приложения, которому
должна соответствовать информационная модель
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процесса потребления, использовалась существу-
ющая система управления потоками ресурсов жиз-
необеспечения населения, принятая в РФ. Это
позволило представить и обосновать основные ин-
формационные элементы, а также провести экспе-
рименты, имитировать работу эксперта, исполь-
зующего оценки состояния процесса и прогноз
как источник принятия управленческих решений
в прикладной сфере.

Итак, к основным элементам информацион-
ной модели процесса потребления-воспроизводст-
ва ресурсов отнесены ресурсы, нормы потребле-
ния, субъекты потребления, объекты производства
и маркеры геопривязки.

А. Ресурс, интерпретируемый как источник
удовлетворения некоторых потребностей субъ-
ектов потребления, определяется набором
свойств, позволяющих гибко формировать
описание этой формальной сущности в кон-
кретных приложениях. Так, с ресурсами связан
классификатор, позволяющий объединять их
в группы, строить иерархии. Ряд свойств по-
зволяет их типизировать, особо отметим свой-
ство воспроизводимости (для таких ресурсов
к процессу потребления добавляется процесс
производства). Также отметим свойство ресур-
са «быть услугой», в частности потребляться без
уменьшения запаса ресурса.

Б. Норма потребления. Это основное свойство
ресурса, во многом определяемое его типиза-
цией. Нормы потребления могут задаваться
в типовых единицах, например тонн нефте-
продуктов в сутки, т. е. характеризовать объем
ресурса, периодически извлекаемый из име-
ющегося запаса. Другой пример — число
больничных коек на человека — ресурс, не
обеспечиваемый производством, с постоянным
условно неуменьшаемым запасом, но ограни-
ченный ситуацией с численностью пациентов.
Нормы предусматриваются и для услуг, напри-
мер такие, как охват транспорта средствами
мониторинга положения, населения — систе-
мами оповещения, пожароопасных природных
территорий — средствами контроля. Вариантов
здесь неограниченно много, свой набор задает
каждая предметная область.

В. Субъекты потребления. Примеры субъектов
прямо следуют из норм потребления. Если
это нефтепродукты, то субъект — завод или
регион, если больничные койки, то — населе-
ние, пациенты и т. д. Для модели важна только
связка: есть ресурс, он потребляется субъектом
согласно периодичности и объемам, заданным
нормой потребления.

Г. Объекты производства. Принципиально здесь
имеются два вида сущностей — это произ-
водственные мощности и хранилища. Про-
изводственные мощности описывают процесс,
«обратный» потреблению: запас воспроиз-
водимого ресурса в соответствии с заданным
объемом производства (аналог нормы потреб-
ления) увеличивается согласно заданной пери-
одичности. Хранилища в традиционном смыс-
ле производством не являются, этот объект
описывает значительные объемы ресурса, име-
ющиеся в резерве. Как у традиционного про-
изводства объем хранения может изменяться,
в его отношении может приниматься управля-
ющее воздействие «использовать резерв», т. е.
для такого объекта характерным примером слу-
жит государственный резерв, другой актуаль-
ный пример — законсервированная больница.

Д. Геопривязка. Моделирование процесса потреб-
ления-воспроизводства ресурсов имеет смысл,
если одновременно требуется выполнить ана-
лиз и получить прогноз в виде многих оце-
нок — как с учетом динамики, так и статиче-
ски. Это возможно только в том случае, когда
процесс потребления многомерный, т. е. одина-
ковые ресурсы потребляются во многих местах.
Такое представление обеспечивается в форме
географической привязки, связывающей все
субъекты потребления и объекты производства
с их географическим расположением. Так, если
речь идет о глобальном процессе, то геопри-
вязка — это перечень стран, если ограничить-
ся государственным масштабом РФ, тогда это
субъекты РФ, если городским масштабом, то
районы города/субъекта.

Назначение информационной модели, точнее
данных, собираемых в рамках мониторинга про-
цесса потребления-воспроизводства, — интеграль-
ное оценивание текущего состояния этого процесса
и прогнозирование его развития. Предполагается, что
в рамках этапа мониторинга, с которого начинается
функционирование ЭС, выполняется сбор инфор-
мации, т. е. в рамках выбранного набора ресурсов,
субъектов и объектов осуществляется сбор и на-
копление данных. Отметим, что предусматривает-
ся вариант, когда система работает с максимально
скудным набором данных, ограниченным только
текущими сведениями, но для «хорошей» работы
лучше статистику накопить, чтобы эксперт хотя бы
примерно мог оценить динамику изменений ситуа-
ции с ресурсами в целом и в каждой географической
области.

Для выполнения анализа в системе предусмот-
рены два заранее подготовленных алгоритма. Пер-
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вый — это интегральная оценка состояния процесса
потребления в выбранной (выбранных) географи-
ческой области. Этот алгоритм, получая команду
эксперта, выполняет расчет, формируя статическую
оценку состояния по имеющимся данным. Оцен-
ка — это число от 0 до 100. Для каждой заданной
территории эксперт получит свое число, его удоб-
но цветом отобразить средствами геоинформаци-
онной системы (ГИС), если таковая имеется.

Второй алгоритм моделирует развитие процесса.
В простейшем случае расчета на заданный времен-
ной диапазон имеющиеся запасы уменьшаются за
счет потребляемых и пополняются за счет воспро-
изводимых ресурсов. Типовой временной диапа-
зон — это месяц с суточным шагом. На каждом шаге
вычисляется оценка состояния по тому же статиче-
скому алгоритму. При наличии накопленной стати-
стики для некоторых показателей можно включить
в расчет прогноз их динамики. Например, если есть
динамика по заболевшим/выздоровевшим, то мож-
но вычислить простой линейный прогноз, что будет
явно лучше, чем использовать текущие значения,
считая их постоянными и на перспективу. Таки-
ми техническими, вспомогательными прогнозами
можно снабдить многие из перечисленных выше
показателей в отношении численности населения,
объемов производства, услуг и т. д. При любом ва-
рианте использования итог второго алгоритма —
это последовательность интегральных оценок со-
стояния, привязанных ко времени и к территории.

Метод интегрального оценивания состояния
процесса потребления является основным интел-
лектуальным средством обсуждаемой ЭС, а его идея
опирается на два положения.

1. Оценивание состоит в расчете интегральной ха-
рактеристики состояния ситуации в заданный
момент времени для заданной территории по
имеющимся (в том числе полученным в ре-
зультате прогнозирования) данным. Главное
в этом определении — это понятие ситуации,
описываемой ограниченным перечнем типов
ресурсов. Ситуация может быть как самой об-
щей, т. е. включать все без исключения ресурсы,
заданные используемым классификатором ре-
сурсов, так и произвольную их комбинацию
вплоть до пары каких-то ресурсов. Напри-
мер, выполнялись эксперименты с моделью
ситуации, включающей ресурсы: средства ин-
дивидуальной защиты населения, аппаратура
ИВЛ (искусственной вентиляции легких), чис-
ло мест в эпидемиологических профильных от-
делениях больниц. Для объемов этих ресурсов
основным значимым показателем, характери-
зующим субъект потребления, очевидно, явля-

ется численность пациентов, а сам пример, как
нетрудно догадаться, вызван вниманием к те-
кущей ситуации с пандемией COVID-19.

2. Для формирования правила оценивания при-
меняются экспертные оценки, предоставляемые
пользователем системы, т. е. пользователь по
данной конкретной ситуации имеет возмож-
ность задать некоторое множество собствен-
ных оценок-образцов, а система использует их
для формирования универсального алгоритма
оценивания состояния. Именно в этом месте,
с одной стороны, формируется база знаний ЭС,
с другой — задействуется средство машинно-
го обучения, обобщающее заданные экспертом
знания на любой вариант рассматриваемой си-
туации (формальному алгоритму посвящен сле-
дующий раздел).

Важное свойство обсуждаемой ЭС — отсутствие
требования к эксперту во владении особыми на-
выками в информационных технологиях, чтобы
заполнять базу знаний. Напомним, что в тради-
ционных ЭС этим занимается специально подгото-
вленный инженер по знаниям. В обсуждаемой сис-
теме описание ситуации, оно называется шаблоном,
легко создает обычный пользователь. Для этого
ему дается простой интерфейс к текущим данным,
так что просто выбирается любая из описанных
территорий и произвольная комбинация из име-
ющихся в классификаторе ресурсов. Такой шаблон
понятен эксперту, потому что основан на реальных
данных, его легко создать, а в дальнейшем легко
интерпретировать. Примерная иллюстрация дей-
ствий эксперта, создающего шаблон, представлена
на рис. 1. Созданный шаблон именуется и сохраня-
ется в базе знаний вместе с набором параметров —
текущих данных территории, использованной в ка-
честве образца при создании шаблона. Но при этом
геопривязка устраняется и шаблон далее можно ис-
пользовать много раз уже как абстрактное описание
ситуации.

Рис. 1 Вариант интерфейса для задания шаблона ситу-
ации
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3 Алгоритм интегрального
оценивания

При формировании алгоритма оценивания си-
туации пользователь выполняет три шага.

Первый — самый важный — добавляет в базу
знаний экспертные оценки. С этой целью удобнее
всего использовать данные шаблона, изменять их
в ручном режиме, описывая ситуацию конкретны-
ми данными, используя наборы значений, которые
представляются важными и понятными эксперту,
и задавая для каждого набора значений свою ин-
тегральную оценку. Таких оценок можно заранее
создать произвольно много. Кроме того, в сис-
теме предусмотрен набор простых базовых оценок
(подробнее о них сказано далее). Формализовано
при этом и понятие «хватает» (задается диапазон
достаточности, когда запас ресурса удовлетворя-
ет потребности без пополнения). Промежуточные
значения определяются в базовом варианте прос-
тым линейным сглаживанием. Своими оценками
эксперт смещает эту базовую оценку, изменяя зна-
чимость конкретного ресурса (как в сторону пере-
смотра состояния запаса, так и в сторону изменения
влияния диапазона достаточности).

Наполнив базу знаний такими оценками, экс-
перт переходит ко второму этапу — создает сцена-
рий, выбирая набор оценок для расчета. Этот шаг
нужен для традиционной классификации расчетов
такими терминами, как пессимистический/опти-
мистический.

Последний шаг — формирование алгоритма —
система выполняет сама, преобразуя базовый про-
гноз, максимально приближая его поверхность
к точкам — оценкам, заданным экспертом. Расчет,
прежде чем сохраниться для дальнейшего исполь-
зования, может быть протестирован пользователем
(этот этап проиллюстрирован численным приме-
ром в следующем разделе).

Формальное описание алгоритма вычисления
интегральной оценки начинается с определения
нормированной оценки каждого ресурса, включенно-
го в шаблон ситуации. ПустьR— объем некоторого
ресурса, P — установленная для него норма потреб-
ления, C — численность субъектов потребления
данного ресурса. Зададим интервал – автономного
жизнеобеспечения (типичное значение — неделя), на
протяжении которого имеющегося в резерве объема
ресурса должно быть достаточно (без воспроизведе-
ния, если ресурс возобновляемый). Пусть также для
ресурса определен атрибут возобновляемый / посто-
янный / услуга (типичный возобновляемый ресурс —
это изделия производства; постоянный — это места
в объектах коллективного пользования; услуга —

это сервисы, предоставляемые субъектам потреб-
ления). Нормированная оценка x для возобновля-
емого ресурса:

x =





100 , если R > –PC ;
R

–PC
100 , если PC < R ≤ –PC ;

0 , если R ≤ PC .

(1)

Эта оценка равна 100, если имеющегося запаса
ресурса хватает на период –, 0, если отсутствует
суточный запас, и относительную по отношению
к периоду – величину в промежуточном случае.
Для постоянного ресурса соотношение примерно
такое же, но без интервала–:

x =





100 , если R > PC ;
R

PC
100 , если 0 < R ≤ PC ;

0 , если R = 0 .

(2)

Это оценка достаточности ресурса, например чис-
ленности комплектов спасения, врачей, наборов
медикаментов, больничных коек, т. е. применяемых
ситуативно. При отсутствии достаточного объема
ресурса дается относительная оценка имеющегося
объема.

Ресурс типа услуги описывает доступные сер-
висы, предоставляемые субъектам, и может харак-
теризоваться либо показателем охвата (обеспечен-
ность), либо пропускной способностью. Его оценка
имеет вид:

x =





100 , если R > P ;
R

P
· 100 для типа «обеспеченность» ;

P

R
· 100 для типа «пропускная»

способность ;

0 , если R = 0 .

(3)

Это оценка объема охваченных услугой по отноше-
нию к нормативу.

Применяя (1)–(3) к данным мониторинга ре-
сурса, изменяя численность субъектов C, интер-
вал – и объем P , для каждого ресурса можно по-
лучить оценку, принимающую значения от 0 до 100
и имеющую понятный эксперту смысл. Это дает
возможность обратной интерпретации данных при
включении экспертных оценок в сценарий: изме-
няя абстрактные нормированные оценки ресурсов,
эксперт изменяет данные по численности субъек-
тов и запасам.

Теперь переходим к интегральным оценкам.
Пусть в шаблон включены p ресурсов с объемами
запаса R1, . . . , Rp, для которых будут вычислять-
ся (задаваться экспертом) нормированные оценки
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состояния x1, . . . , xp. Цель — сформировать сцена-
рий, включив в него выбранный шаблон и N оце-
нок, задающих экспертное представление о ситуа-
циях и соответствующих им интегральных оценках.
Для этого черезX i обозначим p-мерный вектор, со-
ставленный из нормированных оценок состояния
ресурсов: X i =

(
xi
1, . . . , x

i
p

)p
, а отвечающие им ин-

тегральные оценки (заданные по умолчанию, сфор-
мированные ЭС или сформированные экспертом)
оформим в виде равенства

Ii = f
(
X i
)
, i = 1, . . . , N . (4)

Далее требуется указать еще один важный атри-
бут ресурса — витальный/невитальный, указыва-
ющий, является ли наличие ресурса «жизненно
необходимым» или без него можно обойтись.
В каждый сценарий при создании ЭС всегда до-
бавляет такие оценки:

I1 = f(100, . . . , 100) = 100, т. е. если все ресурсы
в состоянии 100, то интегральная оценка 100;

Ii = f(100, . . . , 0, . . . , 100) = 0, т. е. если состо-
яние i-го витального ресурса имеет оценку 0
(для каждого ресурса в отдельности), то инте-
гральная оценка 0 (число витальных ресурсов
в дальнейшем обозначается K);

Ii = f(100, . . . , 0, . . . , 100) = 100(p−1)/pα1/p, т. е.
если состояние i-го невитального ресурса имеет
оценку 0 (для каждого ресурса в отдельности),
то интегральная оценка есть среднее геомет-
рическое оценок, в котором множитель, со-
ответствующий этому ресурсу, равен заданной
величине α, по умолчанию α = 50 и меняет-
ся экспертом, как и параметр автономности –
(число невитальных ресурсов обозначается M ,
так что K +M = p).

Это минимальный набор знаний, который фор-
мируется ЭС автоматически при инициализации
сценария и дает начальные условия для подбора
функции f(X) в (4), т. е. для проведения обучающе-
го расчета.

Будем считать, что векторы оценок X i в (4)
пронумерованы так, что первыми идут перечислен-
ные оценки описанного набора знаний: I1 = 100,
Ii = 0, i = 2, . . . ,K +1, Ii = 100(p−1)/pα1/p, i = K +
+ 2, . . . ,K +M + 1. Это первые p+ 1 участвующих
в обучающем расчете оценок Ii (по одной для каж-
дого ресурса R1, . . . , Rp в состоянии 0 и одна для
общего состояния 100). Объясняется выбор оце-
нок минимального набора тем, что они представ-
ляют граничные оценки умолчательной функции
�(X) = ϕ(x1)ϕ(x2) · · ·ϕ(xp), где

ϕ(xi) =





x
1/p
i , если i-й ресурс витальный;(
100− α

100
xi + α

)1/p

,

если i-й ресурс невитальный.

Таким образом, предлагаемый ЭС по умолча-
нию алгоритм интегрального оценивания представ-
ляет собой вычисление f(X) в форме среднего
геометрического�(X)имеющихся нормированных
оценок витальных ресурсов и пропорционально α
сдвинутых от нуля оценок невитальных ресурсов.
Результирующий алгоритм экспертного оценива-
ния, представляемый в (4) функцией f(X), должен
учитывать включенные экспертом в (4) оценки X i,
i = p + 2, . . . , N . Цель этого алгоритма состоит
в том, чтобы, учитывая знания минимального на-
бора, скорректировать �(X) так, чтобы уменьшить
отклонения f(X i) от экспертных оценок Ii. Для
этого представим функцию f(X) в виде:

f(X) = aTh(X) , h(X) = (�(X), x1, . . . , xp)
T
. (5)

Такая f(X) — это линейная регрессия аргу-
мента h(X), определяемая коэффициентами aT =
= (a1, . . . , ap+1) и регрессорами �(X), x1, . . . , xp,
т. е. значения умолчательного алгоритма �(X)
будут корректироваться линейной комбинацией
x1, . . . , xp.

Первый предлагаемый вариант вычисления па-
раметров a в (5) основан на методе наименьших
квадратов (МНК), т. е. минимизируемой характе-
ристикой близости f(X i) от экспертных оценок Ii
служит

∑N
i=1(f(X

i) − Ii)
2. Варианты расчета для

этого критерия хорошо известны, как и свойства
оптимального решения. Это решение будем обо-
значать �a и использовать наиболее удобный в прак-
тической реализации рекуррентный алгоритм рас-
чета, а именно: определим соотношения для
параметров �ai, i = 1, . . . , N , вычисляемых по экс-
пертным данным X1, . . . , X i, так что �a = �aN , сле-
дующим образом [20]. Во-первых, заметим, что
выражение �ai для i = p + 1 обеспечивается выбо-
ром регрессоров и значений X1, . . . , Xp+1: �ap+1 =
= (1, 0, . . . , 0)T, так как при таком выборе �ap+1

функция f(X) = �(X) проходит через все точ-
ки X1, . . . , Xp+1. Матрицу регрессоров для это-
го шага итерации i = p + 1 обозначим H(X) =
= (hT(X1), . . . , hT(Xp+1))T, так что первые p + 1
оценки Ii могут быть представлены в виде:

(I1, . . . , Ip+1)
T
= H(X)�ap+1.

Далее вычисляется матрица

Bp+1 =
(
HT(X)H(X)

)−1
.

Здесь существование обратной матрицы обес-
печивается выбором регрессоров и значений
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X1, . . . , Xp+1 (H(X) имеет полный столбцовый
ранг, поэтому HT(X)H(X) невырожденна). С ука-
занными �ap+1 и Bp+1 дальнейшие расчеты для i =
= p+ 2, . . . , N выглядят так [20]:

�ai+1 = �ai +
Bih

(
X i+1

)

1 + hT(X i+1)Bih
(
X i+1

) ×

×
(
Ii+1 − hT

(
X i+1

)
�ai
)
;

Bi+1 = Bi − Bih
(
X i+1

)
hT
(
X i+1

)
BiT

1 + hT
(
X i+1

)
Bih

(
X i+1

) .

Окончательный расчет, т. е. искомая оценка
�aN — это наилучшая линейная несмещенная оцен-
ка Гаусса–Маркова. Именно эта величина вместе
с описанием (и всеми использованными данными)
и представляет собой результат расчета — методику,
которая сохраняется для будущего использования
экспертом в рамках данного сценария. Заверше-
ние обучающего расчета обозначается пользовате-
лем прямым указанием сохранить методику. Пред-
варять это действие может апробация рассчитанной
методики. Для этого в интерфейс обучающего рас-
чета включается возможность тестирования, т. е.
применения методики на тренировочных данных.
Иллюстрируется это примером в следующем раз-
деле.

Второй вариант вычисления параметров a
в (5) предлагается на основании метода наимень-
ших модулей (МНМ) [21], т. е. минимизируется∑N

i=1

∣∣f(X i)− Ii
∣∣. Стимулом для применения этого

метода служат его известные робастные свойства,
которые в рассматриваемом случае могут оказаться
полезными в случае, если эксперт назначит отдель-
ные оценки ситуациям, чрезмерно несогласующи-
еся с умолчательной методикой �(X) и другими
оценками. Решение МНМ будем обозначать “a,
наиболее практичная реализации расчета — это так-
же рекуррентный алгоритм [22]. Простоты МНК
в этом варианте уже нет, рекурсия — это после-
довательное приближение к оптимальному реше-
нию, а основывается расчет на взвешенном МНК,
а именно: решение “a по МНМ представим в виде
предела последовательных оценок “at, t = 0, 1, . . .,
вычисляемых рекуррентно взвешенным МНК. Для
этого обозначим матрицы регрессоров и весов

“H(X) =
(
hT
(
X1
)
, . . . , hT

(
XN

))T
;

Bt = diag
(∣∣∣I1 −

(
“at
)T
h
(
X1
)∣∣∣ , . . .

. . . ,
∣∣∣IN −

(
“at−1

)T
h
(
XN

)∣∣∣
)
,

с помощью которых представим оценку на итера-
ции t в виде:

“at =
(
“HT(X)

(
Bt
)−1 “H(X)

)−1
×

× “HT(X)
(
Bt
)−1
(I1, . . . , IN )

T
. (6)

Прекращая итерирование в (6) по достижении
заданной точности, получим приближенное реше-
ние “a.

Завершают обсуждение алгоритмов обучения
в ЭС краткие положения о порядке проведения
реального расчета. В рамках реального расчета
пользователь ЭС может применить любую из под-
готовленных методик к текущим данным, поступа-
ющим в систему в рамках мониторинга состояния,
а также выполнить прогноз развития ситуации на
заданную перспективу, например на один месяц.
В простейшем случае в прогнозной части определя-
ется исходный начальный запас Ri(0), i = 1, . . . , p,
для каждого ресурса из выбранного сценария, по
каждому из возобновляемых ресурсов формируется
динамика его изменения

Ri(n) = Ri(n− 1)− PiC +Wi ,

где Pi — установленная для него норма потребле-
ния,Wi — объем воспроизводства ресурса за сутки;
для невозобновляемых — динамика отсутствует:

Ri(n) = Ri(n− 1).
В более наполненной ретроспективными данными
мониторинга ЭС вместо приведенных тривиальных
выражений прогноза могут использоваться более
сложные варианты прогнозирования. И при любом
варианте на каждый день в заданном диапазоне
прогнозирования выполняется расчет интеграль-
ной оценки по выбранному сценарию, тем самым
формируется обобщенный сценарий развития си-
туации. Выполненный расчет прогноза стандартно
представляется пользователю в табличной форме,
а при наличии функциональных возможностей сис-
темы — визуализируется средствами ГИС.

4 Численный пример
Учитывая, что презентационные возможно-

сти ограничены изображением трехмерной поверх-
ности, рассматриваемый пример реализации пред-
ставленных методов интегрального оценивания
состояния процесса распределения-воспроизвод-
ства ресурсов включает всего два ресурса, p = 2,
а также исходно заданное значение a = 1/2. Можно
рассматривать ограничение размерности как про-
ектирование шаблона с p > 2 для выполнения
удобного анализа экспертом создаваемого сцена-
рия «покоординатно».

Для запасов ресурсов R1 и R2 рассмотрим два
случая:
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(1) оба ресурса витальные;

(2) R1 — витальный, R2 — невитальный.

В иллюстративных расчетах приводятся приме-
ры экспертных оценок и анализируются результаты
обучения ЭС интегральному оцениванию обоими
методами: МНК и МНМ.

Случай 1. Базовая функция �(x1, x2) =
= (x1, x2)

1/2, обученный алгоритм представляет
функция f(X) = a1(x1x2)1/2 + a2x1 + a3x2.

В расчетах МНК ai = �ai, в расчетах МНМ ai =
= “ai. Экспертные оценки и результаты расчетов
представлены в табл. 1.

Таблица 1 Данные и результаты расчета для �(x1, x2) = (x1 x2)1/2

x1 x2 �(x1, x2) I |�(x1, x2)− I |
f(x1, x2),
ai = �ai

|f(x1, x2)− I |,
ai = �ai

f(x1, x2),
ai = “ai

|f(x1, x2)− I |,
ai = “ai

0 100 0,0 0 0,0 16,8 16,8 41,3 41,3
100 0 0,0 0 0,0 −6,9 6,9 0,0 0,0

0 0 0,0 0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0
10 100 31,6 60 28,3 48,5 11,5 60,0 0,0
20 100 44,7 70 25,3 61,3 8,7 67,7 2,3
30 100 54,8 80 25,2 70,9 9,0 73,7 6,3

100 100 100 100 0,0 112,5 12,5 100,4 0,4
∑

|�(x1, x2)− I | = 78,9;∑
(�(x1, x2)− I)2 = 2080,7

∑
|�(x1, x2)− I | = 65,4;∑
(�(x1, x2)− I)2 = 775,0;

�ai = 1,02; �a2 = −0,07; �a3 = 0,17

∑
|�(x1, x2)− I | = 50,3;∑
(�(x1, x2)− I)2 = 6778,3;

�a1 = 0,59; �a2 = 0,0; �a3 = 0,41

Рис. 2 Поверхности �(x1, x2) = (x1x2)1/2 (а), f(x1, x2) = �a1(x1x2)
1/2 + �a2x1 + �a3x2 (б) и f(x1, x2) =

= “a1(x1x2)
1/2 + “a2x1 + “a3x2 (в)
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Дополняющие базовую методику �(x1, x2) три
экспертные оценки выделены, их смысл заключа-
ется в том, чтобы значительно поднять интеграль-
ную оценку в случаях, когда запас R1 значитель-
но меньше недельного. Для этого интегральные
оценки I, отвечающие малым значениям норми-
рованной оценки x1, сделаны значительно больше,
чем базовые �(x1, x2) при x2 = 100. Потребовать-
ся такое могло, например, чтобы учесть быструю
воспроизводимость первого ресурса.

Визуализируют результаты поверхности, пред-
ставленные на рис. 2. Заметим, что и табличные
данные, и изображения результирующих поверхно-
стей показывают более предпочтительный резуль-
тат, полученный МНМ. Поверхность f(x1, x2) =
= “a1(x1x2)

1/2 + “a2x1 + “a3x2 явно лучше отражает
и заложенный изначально смысл интегральной
оценки, и коррективы, внесенные экспертными
оценками. Отдельного внимания заслуживает то,
что даже нормировка интегральной оценки сохра-

Таблица 2 Данные и результаты расчета для �(x1, x2) = (x1 (x2/2 + 50))
1/2

x1 x2 �(x1, x2) I |�(x1, x2)− I |
f(x1, x2),
ai = �ai

|f(x1, x2)− I |,
ai = �ai

f(x1, x2),
ai = “ai

|f(x1, x2)− I |,
ai = “ai

0 100 0,0 0,0 0,0 2,9 2,9 0,0 0,0
100 0 70,7 70,7 0,0 79,2 8,5 70,7 0,0

0 0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0
60 100 77,5 40 37,5 47,7 7,7 45,1 5,1
70 100 83,7 50 33,7 55,7 5,7 52,1 2,1
80 100 89,4 60 29,4 63,7 3,7 59,1 0,9

100 100 100 100 0,0 79,9 20,1 73,0 27,0
∑

|�(x1, x2)− I | = 100,6;∑
(�(x1, x2)− I)2 = 3403,5

∑
|�(x1, x2)− I | = 48,8;∑
(�(x1, x2)− I)2 = 593,0;

�ai = −0,08; �a2 = 0,85; �a3 = 0,03

∑
|�(x1, x2)− I | = 35,2;∑
(�(x1, x2)− I)2 = 762,7;

�a1 = 0,08; �a2 = 0,65; �a3 = 0,0

Рис. 3 Поверхности �(x1, x2) = (x1(x2/2 + 50))1/2 (а), f(x1x2) = �a1(x1(x2/2 + 50))
1/2 + �a2x1 + �a3x2 (б)

и f(x1x2) = “a1(x1(x2/2 + 50))1/2 + “a2x1 + “a3x2 (в)
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нена без дополнительных усилий. Расчет МНК да-
ет худший результат по той причине, что критерий
заставляет поверхность точнее отрабатывать оцен-
ку I(100, 100) = 100, которую внесенные эксперт-
ные оценки сделали аномальной. Соответственно,
МНМ с этой аномалией справился, а МНК — нет,
вплоть до того что рассчитанная поверхность
f(x1, x2) = �a1(x1x2)

1/2+�a2x1+�a3x2 допускает и от-
рицательные значения, и значения, большие 100.

Случай 2. Базовая функция �(x1, x2) =
= (x1(x2/2 + 50))

1/2, обученный алгоритм пред-
ставляет функция f(X) = a1(x1(x2/2 + 50))

1/2 +
+ a2x1 + a3x2.

Экспертные оценки и результаты расчетов пред-
ставлены в табл. 2.

Выделенные дополняющие базовую методику
�(x1, x2) три экспертные оценки введены, чтобы
значительно поднять интегральную оценку в случа-
ях, когда запасR1 значительно меньше недельного.
Для этого интегральные оценки I, отвечающие ма-
лым значениям нормированной оценки x1, сдела-
ны значительно больше, чем базовые �(x1, x2) при
x2 = 100. Потребоваться такое могло, например,
чтобы учесть быструю воспроизводимость первого
ресурса.

Визуализируют результаты поверхности, пред-
ставленные на рис. 3. Альтернативой случаю 1
приведенные здесь данные показывают более пред-
почтительный результат, полученный МНК, так как
здесь нет явной аномалии.

5 Заключение

Представленная в статье ЭС — это, конечно,
инициативный проект, а не конечный продукт, ко-
торый заинтересует потенциального пользователя.
Проект целенаправленно создавался как инстру-
ментальное решение. В этом его принципиальное
отличие от традиционных ЭС, основной недоста-
ток которых — узкая специализация. Числовой
материал, рисунки, которые включены в текст, —
это результаты экспериментов, выполненных с мо-
дельными материалами, например с данными
Роспотребнадзора и Минздрава по ситуации с пан-
демией COVID-19. Так что опыт, подтверждающий
адаптируемость представленной ЭС к конкретным
задачам, есть, и он положительный.
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Abstract: The paper presents a project of an expert monitoring system designed to support decision-making in
managing the processes of distribution (consumption and reproduction) of resources. The results of the analysis of
the consumption process are presented in the form of scenarios for the integral assessment of its state. Scenarios
are prepared by an expert, are situational in nature and are used in real calculations both to assess the current state
and to predict the development of situations. The traditional interpretation of the consumption process is based
on the concept of resources and subjects of consumption who consume resources in accordance with consumption
rates, as well as a simple description of the reproduction of resources by production objects. It is assumed that the
components of the information model are geographically and temporally referenced, in particular, data on resource
reserves are linked to time. The main intellectual load is carried by the methodology for preparing scenarios for the
integral assessment of the state. This technique is based on the ideology of expert evaluation of typical situations
and the formation of calculation scenarios using simple machine learning methods. The latter use widespread
approaches to optimization — minimization of mean squares and modules. The presented project of the expert
system is instrumental in nature and can be used in various applications. The process of preparing and evaluating the
effectiveness of the scenarios of integral assessment prepared by the expert is illustrated by numerical and graphic
material.

Keywords: expert system; resources and consumption; machine learning; least squares method; least modules
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ДИСПЕТЧЕРИЗАЦИЯ В СИСТЕМЕ С ПАРАЛЛЕЛЬНЫМ

ОБСЛУЖИВАНИЕМ С ПОМОЩЬЮ РАСПРЕДЕЛЕННОГО

ГРАДИЕНТНОГО УПРАВЛЕНИЯ МАРКОВСКОЙ ЦЕПЬЮ∗

М. Г. Коновалов1, Р. В. Разумчик2

Аннотация: Рассматривается система распределения заданий, состоящая из диспетчера и нескольких па-
раллельно работающих однопроцессорных серверов, каждый из которых имеет очередь неограниченной
емкости. Задания без внутренней структуры поступают в систему по рекуррентному потоку и имеют
случайный размер. В момент поступления очередное задание в соответствии с некоторой стратегией
направляется диспетчером, имеющим полную информацию о текущем состоянии системы, в один из
серверов. Задания обслуживаются из очереди по одному в соответствии с дисциплиной FIFO (first in,
first out), после чего навсегда покидают систему. Скорости процессоров фиксированы и, вообще гово-
ря, различны. Ставится задача нахождения стратегии, минимизирующей стационарное среднее время
пребывания задания в системе. Излагается способ решения подобного класса задач, основанный на
использовании метода Монте-Карло в сочетании с оригинальным адаптивным алгоритмом управления
марковскими цепями с континуальным множеством состояний. Его главная составляющая — динами-
ческая дискретизация множества состояний и использование в каждой ячейке разбиения «локального»
квазиградиентного алгоритма. На простых численных примерах показано, что построенная диспетчери-
зация успешно конкурирует с лучшими из известных решений, а сам метод рассчитан на более широкую
область применения.

Ключевые слова: гетерогенная система с параллельным обслуживанием; управление марковской цепью
с несчетным множеством состояний; оптимизация времени пребывания
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1 Введение

В статье рассматривается модель системы рас-
пределения заданий, с которой часто приходит-
ся сталкиваться при решении задач планирования
ресурсов и которая, несмотря на свою простоту,
остается предметом активных научных исследова-
ний [1]. Система состоит из нескольких узлов, ра-
ботающих параллельно и независимо. Каждый узел
представляет собой обслуживающий прибор (про-
цессор) с неограниченной очередью для хранения
поступающих к нему заданий, которые выполняют-
ся по одному в соответствии с дисциплиной FIFO3.
В систему поступает рекуррентный поток однород-
ных заданий. В момент поступления очередного
задания становится известным его размер, вообще
говоря случайный, и диспетчером в автоматиче-
ском или ручном режиме принимается решение
о направлении на обслуживание в один из узлов.
Для выбора решения может быть использована лю-
бая информация о текущем и прошлом состоянии

системы4. После окончания обслуживания задание
покидает систему. Каждое задание обслуживается
в узле некоторое время, которое зависит от разме-
ра задания и от (известной диспетчеру) скорости
процессора в данном узле. Задача заключается
в нахождении такой стратегии диспетчера, кото-
рая обеспечивала бы минимальное среднее время
пребывания задания в системе.

Ключевым моментом для решения поставлен-
ной задачи является то, что динамика системы
описывается как марковский процесс принятия ре-
шений, причем диспетчеризация заданий является
стратегией управления, а время пребывания зада-
ний играет роль одношаговых доходов. Несмот-
ря на простоту и «прозрачность» аналитического
описания, за исключением частных случаев (см.,
например, [2]), удовлетворительного и универсаль-
ного прикладного решения задачи пока не найдено.
Причина кроется в том, что сочетания естественных
предположений о входящем потоке и длительно-
стях обслуживания приводят к трудностям (главная

∗Работа выполнена при поддержке РФФИ (проект 20-07-00804).
1Федеральный исследовательский центр «Информатика и управление» Российской академии наук, mkonovalov@ipiran.ru
2Федеральный исследовательский центр «Информатика и управление» Российской академии наук, rrazumchik@ipiran.ru
3Для излагаемого решения это предположение, вообще говоря, несущественно и в узлах может использоваться любая консерва-

тивная дисциплина обслуживания.
4Предлагаемый подход позволяет ослабить и это предположение, например на случай, когда размер задания заранее не известен.
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из которых, пожалуй, — несчетность множества
состояний), преодолеть которые, следуя какой-то
единой схеме, не удается. Естественным реше-
нием для диспетчеризации в рассматриваемой об-
щей системе выглядело бы использование простого
в реализации правила1, оптимальность которого из-
вестна в частных случаях. Однако, как показывают
численные эксперименты, вместе с условиями ви-
доизменяется и структура оптимальной стратегии.
Например, для пороговой стратегии2 (см. [2, 4]),
в зависимости от вида задающих процесс функций
распределения в пространстве состояний (которое
в данном случае является трехмерным), для каждо-
го узла может существовать более чем одна связная
область, в которой оптимальным решением явля-
ется выбор этого узла (см. [5, Fig. 4]).

Вернемся к исходной постановке. С принци-
пиальной точки зрения для решения задачи доста-
точна методология динамического программиро-
вания. Искомую стратегию можно приближенно
найти из соответствующих уравнений (см., напри-
мер, [6, уравнения (8.46)]). Один из методов их
решения — дискретизация множества состояний.
Однако обычно с повышением требований к точ-
ности решения слишком быстро возрастает слож-
ность решающих алгоритмов [7–9]. Другой метод —
аппроксимировать целевую функцию некоторой
простой известной (суррогатной) функцией, зави-
сящей от одного или нескольких параметров (см.,
например, [10–12]). Однако нестабильность и по-
тенциальная расходимость — основные недостатки
реализующих такой метод3 алгоритмов [13]. Из-
вестны также и другие, специальные подходы (см.,
например, [14, 15]), позволяющие «сглаживать» не-
которые недостатки разработанных методов, при
этом зачастую требуется накладывать такие допол-
нительные ограничения (например, возможность
факторизации многомерных переходных плотно-
стей), которые сужают область их применения.

Предлагаемое в этой статье общее решение
сформулированной в начале раздела задачи не опи-
рается на методологию динамического программи-
рования, а получается за счет сочетания метода
Монте-Карло и адаптивных алгоритмов управле-
ния частично наблюдаемыми марковскими цепя-
ми4 [18, 19]. В его основе лежит динамическая
дискретизация множества состояний с перемен-

ным количеством, размером и составом элемен-
тов разбиения. В каждой подобласти управление
(выбор сервера) происходит с помощью отдель-
ного вероятностного распределения. Коррекция
значений вероятностей осуществляется (независи-
мо) с помощью градиентного алгоритма, оценива-
ющего производную целевой функции по результа-
там наблюдений за имитируемой траекторией. Не
приходится рассчитывать, что получающееся та-
ким образом решение окажется в каждом конкрет-
ном случае оптимальным. Однако, как показывают
численные эксперименты, оно, во-первых, успеш-
но конкурирует с другими известными решениями,
а во-вторых, в отличие от последних, не требует
специальных ограничений ни на входящий поток,
ни на процесс обслуживания.

В разд. 2 приводится формальная постановка
задачи. Затем в разд. 3 излагаются соображения,
на которых основан алгоритм оптимизации. Здесь
же описывается и идея, лежащая в основе его чис-
ленной реализации. Несколько иллюстрирующих
основные положения статьи примеров приведены
в разд. 4. В последнем разделе резюмируются основ-
ные результаты и затрагиваются некоторые откры-
тые вопросы.

2 Процесс диспетчеризации
в системе с параллельным
обслуживанием как
управляемая марковская цепь

Система состоит из K независимых серверов,
каждый из которых может выполнять единовре-
менно не более одного задания. Производительно-
сти серверов постоянны, однако, вообще говоря,
различны. Задания поступают в систему в виде
рекуррентного потока, причем интервал между по-
ступлениями определяется функцией распределе-
нияF . Задания имеют случайный размер с функци-
ей распределения G. Каждое поступившее задание
мгновенно направляется на один из серверов, где
либо сразу же начинает выполняться без прерыва-
ния, если сервер свободен, либо ставится в очередь,
емкость которой предполагается бесконечной. Пе-
реходы заданий между очередями исключены. Об-

1См., например, [2, 3].
2Отметим, что такие популярные правила, как SITA (size interval task assignment), JSQ (join the shortest queue) (и ее разновидности

JSQ(d), HJSQ(d)) и т. п., вообще могут быть далеки от оптимальных. Этот эффект особенно заметен, когда распределения времен об-
служивания имеют «тяжелый хвост». Подобный «перекос» характерен, по-видимому, для большинства статических и динамических
(неадаптивных) правил принятия решений.

3По другим причинам, но это же замечание относится и к предложенному в статье методу.
4Новизна же заключается не в идее использования метода статистических испытаний в сочетании с адаптивными алгоритмами

(она хорошо известна из литературы [16, 17]), а в способе реализации — путем распределенного управления цепью Маркова
с континуальным множеством состояний с помощью переменного набора адаптивных алгоритмов.
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служивание очередей происходит согласно дисцип-
лине FIFO.

Рассмотрим функционирование системы в дис-
кретные моменты поступления заданий, которые
перенумеруем как n = 0, 1, 2, . . .Пусть χ(k)n означает
индикатор события

A(k)n = {задание, поступившее в момент n,

направлено на сервер k}

(очевидно,
∑K

k=1 χ
(k)
n = 1).

Обозначим через x(i)n объем работы на сервере i
в момент n, когда задание поступило, но еще не
было распределено на какой-нибудь сервер. Этот
объем складывается за счет задания, которое, воз-
можно, выполняется, а также за счет заданий, воз-
можно, находящихся в очереди. Для определен-
ности можно считать, что в начальный момент
система не содержит заданий, т. е. x(k)0 = 0. Че-

рез “x(k)n обозначим ту же величину, но уже после
выбора сервера. Очевидно, что

“x(k)n = x(k)n + χ(k)n ξn ,

где ξn — размер задания, поступившего в момент n.
Далее, к моменту n+1 следующего поступления

задания имеем очевидное соотношение:

x
(k)
n+1 = max

{
0, “x(k)n − r(k)τn

}
,

где r(k)τn — работа, выполненная сервером k, име-
ющим производительность r(k), за время τn, про-
шедшее между поступлениями заданий с номера-
ми n и n+ 1. (Величины τn и ξn независимы между
собой и от других компонент процесса и имеют
распределения соответственно F и G.)

Таким образом, динамика процесса выполнения
заданий описывается рекуррентными уравнениями
Линдли:

x
(k)
n+1 = max

{
0, x(k)n + χ(k)n ξn − r(k)τn

}
,

k = 1, . . . ,K . (1)

Вектор χn = χ
(k)
n играет роль управления, при-

мененного в момент n, поскольку наступление со-
бытий A

(k)
n определяется внешним, управляющим

действием диспетчера. Будем считать, что это дей-
ствие — выбор сервера в момент n — реализуется
с помощью вероятностного распределения на мно-
жестве {1, . . . ,K}:

σn =
(
σ(k)n , k = 1, . . . ,K

)
,

так что событиеA(k)n наступает с вероятностью σ
(k)
n .

Определим вектор

xn =
(
x(1)n , . . . , x(k)n , ξn

)
,

который назовем состоянием системы в момент n.
Легко понять, что значение вектора xn полностью
определяется значениями векторов xn−1 и χn, т. е.
предыдущим состоянием и выбранным управле-
нием. Это означает, что последовательность xn,
определенная системой (1), представляет собой
управляемую марковскую цепь, а последователь-
ность σ0, σ1, σ2, . . . является стратегией управления.
Компоненты стратегии могут в общем случае быть
устроены по-разному и зависеть от сколь угодно
далекой предыстории, однако особую роль играют
так называемые однородные марковские стратегии.
Для таких стратегий все «правила»σn устроены оди-
наково, причем таким образом, что вероятность вы-
бора сервера зависит только от текущего состояния:
σn = σ(xn).

Для управляемой марковской цепи xn есте-
ственным образом определяется «одношаговый до-
ход» θn, который задан в терминах времени пре-
бывания задания в системе. С учетом заданной
дисциплины обслуживания очереди время пребы-
вания задания, поступившего в систему в момент n
и направленного на сервер k, есть

θn = x
k
n +

ξn

r(k)
.

Рассматривая процесс на бесконечном интерва-
ле времени, предположим, что существует непустое
подмножество›однородных марковских стратегий
таких, что предел

W (σ) = lim
N→∞

1

N

N∑

n=1

Mσθn

конечен для всехσ ∈ › (Mσ — математическое ожи-
дание относительно стратегии σ). Заметим, что для
рассматриваемой системы вопрос о существовании
конечного предела решается, как правило, доста-
точно легко и связан с условием, чтобы нагрузка на
серверы была меньше единицы.

Величина W (σ) является, очевидно, критерием
качества стратегииσ с точки зрения среднего време-
ни выполнения заданий, поэтому цель управления
формулируется как отыскание минимума функции
W (σ) на множестве ›. Заметим еще, что огра-
ничение области поиска множеством › не сужа-
ет возможности минимизации. Из общей теории
известно (см., например, [6, с. 253]), что страте-
гии, учитывающие зависимость от более глубокой
предыстории, не улучшают значениеW (σ) по срав-
нению с однородными марковскими стратегиями.
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3 Идея построения алгоритма
оптимизации

Пусть X — некоторое компактное подмноже-
ство Rm. Управляемая марковская цепь с дискрет-
ным временем n = 0, 1, 2, . . . и с множеством состо-
яний X задана конечным семейством переходных
плотностей pk(x, y), x, y ∈ X, k = 1, . . . ,K.

Параметр k играет роль управления и его значе-
ние подлежит выбору на каждом шаге n.

Рассмотрим множество ›Ï = {σ} однородных
по времени стратегий управления, имеющих вид:

σ : X → K ,

где K — совокупность всех вероятностных распре-
делений на множестве {1, . . . ,K}. Применение
стратегии σ ∈ ›Ï означает, что управление k выби-
рается каждый раз с фиксированной вероятностью
σk = σk(x), зависящей от текущего состояния це-
пи x. Эта вероятность является одной из компонент
данной стратегии, т. е.

σ = σ(x) = {σk(x), x ∈ X, k = 1, . . . ,K} .

Пусть выбрана стратегия σ ∈ ›Ï. Тогда плот-
ность переходной вероятности выражается как

p(x, y) =

K∑

k=1

σk(x)pk(x, y) (2)

и, естественно, зависит от σ, т. е. p(x, y) = pσ(x, y).
Плотность переходной вероятности заnшагов име-
ет вид

p(n)(x, y) =

∫

X

p(n−1)(x, z)p(z, y) dz , n = 1, 2, . . .

и также зависит от выбранной стратегии. Обозна-
чим через P = P(x,A) и Pn = Pn(x,A) переходные
вероятности, порожденные соответственно плот-
ностями p и p(n):

P(x,A) =
∫

A

p(x, y) dy ;

Pn(x,A) =

∫

A

p(n)(x, y) dy , x ∈ X ,





(3)

где A ⊂ X — борелевское множество. Разобьем
множество состояний цепи на непересекающиеся
подмножества:

X =

N⋃

i=1

Xi , Xi ∩Xj = ∅ , i 6= j , (4)

и обозначим через 1i индикатор множества Xi. Бу-
дем далее рассматривать подмножество однород-
ных стратегий › ⊂ ›σ с компонентами вида

σk(x) =

N∑

i=1

σik1i(x) ,

где параметр σik означает вероятность выбора
управления k при условии, что цепь находится в со-
стоянии x ∈ Xi. Ясно, что σik ≥ 0 и

∑K
k=1 σik =

= 1. Для дальнейшего удобно исключить компо-
ненты σi1 по формуле:

σi1 = 1−
K∑

k=2

ηik ,

где ηik = σik, k > 1. Выражение (2) для плотности
переходной вероятности теперь запишется в виде:

p(x, y) = p1(x, y) +

+

N∑

i=1

K∑

k=2

ηik1i(x) (pk(x, y)− p1(x, y)) . (5)

Стратегии из ›, так же как и соответствующие им
переходные вероятности, оказываются зависящи-
ми от матрицы η = {ηik} размера N × (K − 1),
элементы которой принимают значения из множе-
ства

H =

{
ηik :

K∑

k=2

ηik < 1 ; ηik ≥ 0 ;

i = 1, . . . , N ; k = 2, . . . ,K

}
. (6)

Предположим, что для любой стратегии из мно-
жества › существует предельное (стационарное)
распределение π цепи ›, π(A) = limn→∞ Pn(x,A),
не зависящее от x ∈ R

m и удовлетворяющее урав-
нению

π(I − P) = 0 , (7)

где I — единичный оператор, а (πP)(A) =
=
∫

X
π(dx)P(x,A).

Ясно, что мера π, так же как и переходная ве-
роятность P, зависит от матрицы η. Зафиксируем
индексы α и β и будем обозначать штрихом опера-
цию дифференцирования по переменнойηαβ. Тогда
результат дифференцирования равенства (7) запи-
шется в виде:

π′(I − P)− πP′ = 0 .

Можно показать, что из этой формулы следует со-
отношение

π′ = πP′
(
I + P+ P2 + · · ·

)
, (8)
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причем (формальное) дифференцирование P с ис-
пользованием (3) и (5) дает

(P(x,A))′ = 1α(x)
∫

A

(pβ(x, y)− p1(x, y)) dy . (9)

Пусть на множестве состояний цепи задана ко-
нечнозначная функция g : X → R, которая интер-
претируется как «доход». Предельный средний до-
ход, получаемый от управления марковской цепью
с помощью стратегии σ ∈ ›, определяется как

W =W (η) =

∫

X

g(x)π(dx) .

Формулы (8) и (9) позволяют формально вы-
писать выражение для частной производной W по
переменной ηαβ :

W ′ =

∫

X

g(x)π′(dx) =

=

∞∑

n=0

∫

x∈X

g(x)

∫

u∈Xα

π(du)

∫

v∈X

(pβ(u, v)− p1(u, v))×

× Pn(v, dx) dv =

∞∑

n=0

(
G
(n)
αβ −G

(n)
α1

)
, (10)

где выражение

G
(n)
αβ =

∫

x∈X

g(x)

∫

u∈Xα

π(du)

∫

v∈X

pβ(u, v)Pn(v, dx) dv

имеет смысл предельного среднего дохода на шаге
n + 1 после попадания в множество Xα и выбора
управления β.

Схема максимизации функции W (η) может
быть основана на коррекции матрицы η в процес-
се эволюции марковской цепи методом проекции
(квази)градиента:

η (nt+1) = šH

[
η(nt) + at∇̂W (η(nt))

]
,

t = 0, 1, 2, . . .

В этой формуле:

nt — возрастающая подпоследовательность нату-
ральных чисел (моменты изменения матрицы η;
в промежутках между этими моментами матри-
ца η не изменяется);

η(nt)— матрица η в момент nt;

∇̂W (η(nt))— оценка градиента функции W с по-
мощью формулы (10) по наблюдениям до мо-
мента nt;

at — убывающая к нулю числовая последователь-
ность;

šH [·] — оператор проектирования на определен-
ное формулой (6) выпуклое множество H .

Имеются две принципиальные трудности в реа-
лизации этой схемы, и обе они связаны с оценкой
градиента:

(1) формула (10) для частной производной по ком-
поненте матрицыη содержит бесконечное чис-
ло слагаемых;

(2) каждое слагаемое в (10) представляет со-
бой усреднение по предельному распреде-
лению, соответствующему фиксированному
значению η.

Оба обстоятельства «стимулируют» увеличение
промежутков между моментами изменения мат-
рицы η для накопления статистики, что снижает
скорость коррекции. Для преодоления указанных
трудностей ниже используются «оценки с забыва-
нием», которые ранее были использованы для ре-
шения задачи управления конечными и счетными
цепями [19]. Далее следует краткое описание од-
ной из возможных реализаций оптимизационного
алгоритма.

Пусть X = {X1, . . . , XN} — разбиение (4)
пространства состояний и пусть Xi — про-
извольный элемент разбиения. Элементу Xi со-
поставляется вектор управляющих вероятностей
ηi = (ηi2, . . . , ηiK), а также вектор оценок этих веро-
ятностей Gi = (Gi2, . . . , GiK). Оба вектора транс-
формируются в процессе управления. Вектор ηi

в определенные моменты времени изменяется сле-
дующим образом:

ηi :=

ε∏

Hi

[ηi + aGi] ,

где
∏ε

Hi
— оператор проектирования на множество

Hi =

{
ηik :

K∑

k=2

ηik < 1 , ηik ≥ ε, k = 2, . . . ,K

}
,

a > 0 , ε > 0 .

Оценки корректируются следующим образом.
Пусть в некоторый момент τ цепь в l-й раз с нача-
ла процесса попадает в состояние x ∈ Xi, и пусть
при этом (с вероятностью ηik) применяется управ-
ление k. Начиная с момента τ + 1, в течение d > 0
тактов накапливается суммарный одношаговый до-
ход gld, после чего происходит изменение одной из
оценок:

Gik:=
bGik + gld

1 + b+ b2 + · · ·+ bl
,
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где b . 1. Параметры алгоритма a, b, d и ε, в прин-
ципе, также могут корректироваться в процессе
управления.

Выбор моментов изменения векторов ηi может
осуществляться разными способами. В алгоритме,
который применялся в описанных ниже экспери-
ментах, эти изменения осуществлялись синхронно
с моментами коррекции вектора оценок Gi.

Прежде чем применять предложенною схему
оптимизации предельного среднего дохода, необ-
ходимо задать разбиение пространства состояний
управляемой марковской цепи. Можно предло-
жить разнообразные способы дискретизации (см.,
например, [9]), самый простой из которых в идей-
ном плане — это равномерная статическая прямо-
угольная сетка. Метод динамического, пространст-
венно неоднородного разбиения1, который кратко
будет описан ниже, более сложный, однако, судя по
вычислительным экспериментам, оказывается тем
самым «правильным углом атаки» для рассматри-
ваемого типа задач.

Для пояснения способа разбиения ограни-
чимся рассмотрением случая одномерного про-
странства состояний, в качестве которого возь-
мем отрезок числовой прямой X = [a, b]. Пусть
X = {X1, . . . , XN} — разбиение (10). В начальный
момент N = 1 и X1 = X . В некоторый момент
происходит разбиение отрезкаX1 на отрезок X10 =
= [a, c] и полуинтервал X11 = (c, b], причем точка c
выбирается случайно на отрезке [a, b]. Новое разби-
ение пространства состояний имеет вид:

X = {X1 = X10, X2 = X11} .

Далее если на некотором этапе имеется разби-
ение X , то любой его элемент, скажем Xi, может
«разделиться» на два «соседних» непересекающих-
ся подмножества: Xi0 и Xi1. Число элементов в X
при этом увеличится на 1. Параллельно с процессом
дробления идет процесс «склеивания», в котором
два соседних элемента разбиения (типа только что
отмеченных Xi0 и Xi1) заменяются на исходный
элемент (Xi).

Динамическую структуру разбиения удобно
отображать с помощью направленного дерева с пе-
ременным множеством вершин и дуг. С каждой
вершиной v связан элемент разбиения Xv. Корне-
вой вершине соответствует отрезок X . Из каждой
вершины v либо выходят ровно две дуги (к верши-
нам, соответствующим разбиению элемента Xv),

либо не выходит ни одной дуги (оконечные верши-
ны). В каждую вершину дерева, кроме корневой
вершины, входит ровно одна дуга. В оконечных
вершинах расположены элементы разбиения, ак-
туального на текущий момент. В промежуточных
вершинах хранятся элементы разбиения, которые
были разделены на предыдущих этапах. Также с ка-
ждой вершиной связан вектор управляющих веро-
ятностей, однако активными (т. е. используемыми
для выбора управления) на текущий момент явля-
ются только вероятности, относящиеся к оконеч-
ным вершинам.

Выбор моментов «деления» и «склейки», а также
их интенсивность могут определяться следующими
эвристическими соображениями:

– те элементы разбиения, для которых накопле-
на б‚ольшая статистика для оценок градиента,
целесообразно видоизменять чаще других;

– элементы разбиения, у которых вероятности
мало отделены от нуля или от единицы, имеет
смысл дробить реже;

– имеет смысл чаще склеивать те пары соседних
элементов разбиения, у которых векторы веро-
ятностей «близки»2 между собой.

Общая интенсивность процессов изменения
разбиения может корректироваться в зависимости
от наблюдаемой в конкретных случаях скорости
оптимизации.

4 Примеры
Остановимся на нескольких простых приме-

рах, дающих общее представление о возможностях
предложенного алгоритма. Рассмотрим простей-
шую систему изK = 2 серверов и сравним значения
целевого функционала при следующих стратегиях3:
рандомизированная (далее — RND), циклическая
(далее — RR), программная (далее — SG), миопи-
ческая (далее — Myopic), Static Deep4 глубиной 2
из [4, разд. 3.1] и стратегия из разд. 3 (далее — RL).
Отметим, что правила RND, SG и Static Deep явля-
ются параметрическими; в табл. 1 и 2 оптимальные
значения параметров указаны в квадратных скоб-
ках.

Начнем с полностью марковского случая.
В табл. 1 и 2 приведены значения целевого функ-
ционала W , когда сервер 1 и сервер 2 имеют со-
ответственно одинаковую и различную производи-

1Идея которого, конечно же, не нова (см., например, [20, 21]).
2Влияние метрики на качество результатов не изучалось. В вычислительных экспериментах, речь о которых пойдет ниже,

использовалась метрика L1.
3За подробным описанием стратегий можно обратиться к [1] или [4, разд. 5].
4Судя по публикациям, для рассматриваемой системы эта стратегия является наилучшей в том смысле, что, варьируя ее глубину,

можно, по-видимому, получить близкое к неизвестному оптимальному значение целевой функции.

46 ИНФОРМАТИКА И ЕЁ ПРИМЕНЕНИЯ том 15 выпуск 3 2021



Диспетчеризация в системе с параллельным обслуживанием с помощью распределенного градиентного управления

Таблица 1 Стационарное среднее время пребывания за-
дания в полностью марковской системе из двух серверов
единичной производительности

Стратегия
Загрузка

0,4 0,6 0,8
RND 1,667 [0,5] 2,5 [0,5] 5 [0,5]
RR 1,380 1,984 3,843
Myopic 1,191 1,563 2,778
Static Deep 1,191 [0,5] 1,529 [0,37] 2,518 [0,44]
RL 1,191 1,508 2,464

Таблица 2 Стационарное среднее время пребывания за-
дания в полностью марковской системе из двух серверов
с производительностью 1 и 2

Стратегия
Загрузка

0,4 0,6 0,8
RND 1,032 [0,21] 1,587 [0,27] 3,215 [0,31]
SG 0,915 [0,75] 1,314 [0,70] 2,539 [0,68]
Myopic 0,764 1,030 1,847
StaticDeep 0,725 [0,49] 0,980 [0,43] 1,687 [0,38]
RL 0,724 0,974 1,653

Рис. 1 Структура стратегии Static Deep (а) и новой стратегии RL (б) из табл. 1 при загрузке 0,8 в области наибольшего
сгущения. Отмеченные цветом области соответствуют выбору сервера 1

тельность, а средний размер заданий равен единице
(Mξ = 1).

Как видно из табл. 1 и 2, новый алгоритм, буду-
чи динамическим и принципиально немарковским,
учитывающим всю предысторию функционирова-
ния системы, оптимизирует целевой функционал
существенно лучше, чем статические алгоритмы
RND, RR и SG. Кроме того, он успешно конку-
рирует с наилучшей из известных стратегий (Static
Deep). В связи с последним обстоятельством при-
мечательно, что новый алгоритм добивается такого
результата «схожим образом» (из рис. 1 видно, что
структуры стратегий в области наибольшего сгуще-
ния имеют определенное визуальное сходство).

В полностью немарковских системах обычно не
выполняются условия, необходимые для примене-
ния известных специальных алгоритмов. Однако
новый алгоритм свободен от подобных ограниче-
ний и, кроме того, оптимизирует целевой функ-
ционал W не хуже классических стратегий (при-
менимых при любых условиях, гарантирующих
существование W ). Пусть, например, серверы

Рис. 2 Структура новой стратегии в полностью немар-
ковской системе в области наибольшего сгущения. Отме-
ченные черным области соответствуют выбору быстрого
сервера
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имеют производительность 1,2 и 1 и через каждые
1,5 единицы времени в систему поступает задание,
распределение размера которого — бимодальное
в точках 2 и 4 с равными вероятностями. В такой
системе, загруженной более чем на 90%, наилучшая
из классических стратегий — Myopic — дает 3,338,
а новая стратегия — 3,316 (см. структуру стратегии
на рис. 2). Примечательно, что, хотя пример фор-
мально находится вне области применимости стра-
тегии Static Deep, она дает результат 3,373 и имеет
похожую структуру.

5 Заключение

В статье предложен подход к диспетчеризации
в системе с параллельными серверами, основан-
ный на идее градиентного подхода к марковскому
процессу принятия решений. Главная особенность
рассматриваемой математической задачи — несчет-
ность множества состояний марковской цепи. Ре-
шение этой задачи основывается на двух принци-
пиальных моментах:

(1) на аналитическом выражении для градиента
целевой функции, в качестве которой высту-
пает предельное среднее время пребывания
задания в системе;

(2) на использовании динамического, постоянно
меняющегося разбиения пространства состо-
яний.

Диспетчеризация имеет распределенный де-
централизованный характер: каждой области раз-
биения соответствует локальный алгоритм, кор-
ректирующий вероятность выбора сервера, когда
состояние системы находится в данной области.
Коррекция осуществляется на основе оценок част-
ных производных целевой функции, строящихся по
предыстории процесса. Таким образом, алгоритм
в целом представляет собой немарковскую страте-
гию, которая осуществляет поиск в подмножестве
«дискретных» однородных марковских стратегий,
аппроксимирующих оптимальную диспетчериза-
цию. Здесь заключается принципиальное отличие
новой конструкции от существующих диспетчери-
заций. Так, стратегии Myopic и Static Deep пред-
ставляют собой однородные (вырожденные) мар-
ковские стратегии, которые предписывают выбор
сервера в данном состоянии системы однозначным
образом, рассчитываемым априори с помощью со-
ответствующих формул.

Способность новой диспетчеризации коррек-
тировать вероятности выбора сервера в процессе
функционирования относит ее к разряду адаптив-
ных алгоритмов [19]. Основным преимуществом

такого подхода является возможность применения
и получения выигрыша практически без оглядки на
то, с какой системой приходится иметь дело: добав-
ление коррелированных потоков, большее число
серверов, наличие группового поступления зада-
ний и т. п. лишь увеличат «размерность задачи»,
но не изменят ничего по существу. Однако это
преимущество дается не бесплатно: отказ от допол-
нительных предположений повышает как вычис-
лительную, так и идейную сложность алгоритма.
Вообще, надо отметить достаточную сложность
предложенной конструкции, особенно по сравне-
нию с такими алгоритмами, как RND, RR или
Myopic, что, однако, в современных условиях не
является принципиальным препятствием для прак-
тического применения.

Относительно перспективы дальнейших ис-
следований следует указать на два направления.
Необходимо провести формальное доказательство
сходимости алгоритма (численные эксперимен-
ты такую сходимость, безусловно, подтверждают).
Необходимо также продвинуться, аналитически
и экспериментально, в решении задачи оптималь-
ной настройки параметров алгоритма, в частности
параметров оценки градиента целевой функции.
Численные примеры свидетельствуют о существен-
ной зависимости скорости и качества работы алго-
ритма от такой настройки.
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Abstract: The problem of dispatching to heterogeneous servers, operating independently in parallel, is considered.
Each server has a single processor and a dedicated FIFO (first in, first out) queue of infinite capacity. Homogeneous
jobs (without preceding constraints) arrive one by one to the dispatcher which immediately makes a routing
decision. Both jobs interarrival times and their sizes are assumed to be independent and identically distributed
random variables with general distributions. Upon making a decision, full information about the current system’s
state, including the arriving job size, is available to the dispatcher. The problem is to minimize the long-run system’s
mean response time. A new sample-path-based policy gradient algorithm is proposed which allows one to construct
such a policy. Its main ingredients are the dynamically changing discretization of the continuous state space and
individual policy gradient algorithms acting in each cell. Simple numerical examples are given which demonstrate
that the new algorithm can outperform best known solutions and is applicable in quite general cases.
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ПОРОГОВЫЕ ФУНКЦИИ В МЕТОДАХ ПОДАВЛЕНИЯ ШУМА,

ОСНОВАННЫХ НА ВЕЙВЛЕТ-РАЗЛОЖЕНИИ СИГНАЛА∗

О. В. Шестаков1

Аннотация: При передаче по каналам связи сигналы, как правило, загрязняются шумом. Методы
подавления шума, основанные на пороговой обработке коэффициентов вейвлет-разложения, стали по-
пулярными благодаря своей простоте, скорости и возможности адаптации к нестационарным сигналам.
Анализ погрешностей этих методов является важной практической задачей, поскольку дает возможность
оценивать качество как самих методов, так и используемого для обработки оборудования. Самые по-
пулярные виды пороговой обработки — жесткая и мягкая пороговая обработка, однако каждая из них
имеет свои недостатки. В попытке избавиться от этих недостатков в последние годы были предложены
различные альтернативные виды пороговой обработки. В работе рассматривается модель сигнала, загряз-
ненного аддитивным гауссовским шумом, и обсуждается общая постановка задачи пороговой обработки
с пороговой функцией, принадлежащей некоторому классу. Описывается алгоритм вычисления порога,
минимизирующего несмещенную оценку риска. Также приводятся условия, при которых эта оценка
риска является асимптотически нормальной и сильно состоятельной.

Ключевые слова: вейвлеты; пороговая обработка; адаптивный порог; несмещенная оценка риска
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1 Введение

Одна из основных задач анализа и обработки
сигналов — подавление шума. Традиционные мето-
ды используют преобразование Фурье для разделе-
ния сигнала на высокочастотные и низкочастотные
компоненты с последующим удалением высоко-
частотных компонент, что приводит к подавлению
большей части шума. Однако при этом также
удаляется полезная информация, которая содер-
жится в высокочастотной компоненте, и зачастую
сигнал оказывается сильно сглаженным. Вейвлет-
разложение обладает свойством частотно-времен-
н‚ой локализации и тем самым позволяет анализи-
ровать эволюцию частотного спектра во времени.
При этом подавление шума, как правило, осуще-
ствляется с помощью методов пороговой обработ-
ки вейвлет-коэффициентов, которые обнуляют ко-
эффициенты, не превышающие заданного порога.
Наиболее часто применяется жесткая или мягкая
пороговая обработка, однако каждая из них имеет
свои недостатки. Жесткая пороговая обработка ис-
пользует разрывную пороговую функцию, что при-
водит к появлению артефактов и невозможности
построения несмещенной оценки риска, а при мяг-
кой пороговой обработке в функции сигнала по-

является дополнительное смещение. В ряде работ
предложены некоторые альтернативные функции
пороговой обработки, справляющиеся с указанны-
ми недостатками [1–9]. При этом значение поро-
га обычно предлагается вычислять, решая задачу
минимизации оценки среднеквадратичного риска,
построенной по методу Стейна [10]. В данной ра-
боте рассматривается постановка задачи пороговой
обработки, в которой пороговая функция имеет
достаточно общий вид. Обсуждается метод вы-
числения адаптивного порога, минимизирующего
оценку риска, а также асимптотические свойства
этой оценки, такие как сильная состоятельность
и асимптотическая нормальность.

2 Вейвлет-разложение

Для функции сигнала f ∈ L2(R) вейвлет-разло-
жение представляет собой ряд вида

f =
∑

j,k∈Z

〈f, ψj,k〉ψj,k,

где функции ψj,k(x) = 2
j/2ψ(2jx − k) описывают

сдвиг и растяжение (сжатие) выбранной вейвлет-

∗Работа выполнена при частичной финансовой поддержке РФФИ (проект 19-07-00352); статья опубликована при финансовой
поддержке Минобрнауки РФ в рамках реализации программы Московского центра фундаментальной и прикладной математики по
соглашению № 075-15-2019-1621.

1Московский государственный университет имени М. В. Ломоносова, факультет вычислительной математики и кибернетики;
Федеральный исследовательский центр «Информатика и управление» Российской академии наук; Московский центр фундамен-
тальной и прикладной математики, oshestakov@cs.msu.ru
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функции ψ. Индекс j в этом разложении назы-
вается масштабом, а индекс k — сдвигом. Чтобы
последовательность {ψj,k} образовывала ортонор-
мированный базис, функция ψ должна удовлетво-
рять определенным требованиям, однако ее можно
выбрать таким образом, чтобы она обладала не-
которыми полезными свойствами, например была
дифференцируемой M раз и имела M нулевых мо-
ментов [11].

Пусть функция f определена на некотором ко-
нечном отрезке [a, b] и равномерно регулярна по
Липшицу с некоторым показателем γ (0 < γ ≤M ).
Также предположим, что ψ удовлетворяет условию:

∞∫

−∞

|tγψ(t)| dt <∞ .

В этом случае справедливо неравенство [11]:

|〈f, ψj,k〉| ≤
Cf

2j(γ+1/2)
, (1)

где Cf — некоторая положительная константа, за-
висящая от вида функции f . Неравенство (1) пока-
зывает, что в пространстве вейвлет-коэффициентов
регулярные по Липшицу функции имеют разрежен-
ное (или экономное) представление.

При передаче по цифровому каналу функции
сигнала заданы в дискретных отсчетах. Предполо-
жим, что число этих отсчетов составляет N = 2J

при некотором J > 0. Дискретное вейвлет-преоб-
разование представляет собой умножение вектора
значений функции f на ортогональную матрицуW ,
определяемую вейвлет-функцией ψ. При этом по-
лучается набор дискретных вейвлет-коэффициен-
тов µj,k, для которых справедливо соотношение
µj,k ≈

√
N〈f, ψj,k〉 [11]. Это приближение стано-

вится точнее с ростом N .

3 Подавление шума с помощью
пороговой обработки

На практике сигналы, как правило, загрязне-
ны шумом. В большинстве случаев можно считать,
что это аддитивный белый гауссовский шум, т. е.
загрязненный сигнал описывается следующей мо-
делью:

Xi = fi + zi, i = 1, . . . , N ,

где fi — чистые значения функции сигнала, а zi —
независимые случайные величины, имеющие нор-
мальное распределение с нулевым средним и дис-
персией σ2. Поскольку матрица W ортогональна,
дискретные вейвлет-коэффициенты имеют вид:

Yj,k = µj,k+ǫj,k, j = 0, . . . , J−1, k = 0, . . . , 2j−1 ,

где ǫj,k также независимы и нормально распределе-
ны с нулевым средним и дисперсией σ2.

Для подавления шума к вейвлет-коэффициен-
там применяется функция пороговой обработки,
смысл которой заключается в обнулении достаточ-
но маленьких коэффициентов, которые считаются
шумом. Наиболее распространены функция жест-
кой пороговой обработки

ρH(y, T ) =

{
y при |y| > T ;

0 при |y| 6 T

и функция мягкой пороговой обработки

ρS(y, T ) =





y − T при y > T ;

y + T при y < −T ;
0 при |y| 6 T

с некоторым порогом T . При этом каждая из них
имеет свои недостатки. Функция ρH разрывна,
что приводит к отсутствию устойчивости и появле-
нию дополнительных артефактов, а функция ρS

приводит к появлению дополнительного смещения
в оценке функции сигнала. В ряде работ предло-
жены некоторые альтернативные функции порого-
вой обработки ρ(y, T ), которые, по сути, являются
компромиссом между жесткой и мягкой пороговой
обработкой [1–9]. Эти функции непрерывны, как
и функция ρS(y, T ), но при этом ρ(y, T ) → y при
|y| → ∞, т. е. для больших абсолютных значений
коэффициентов они похожи на функцию жесткой
пороговой обработки. Некоторые из этих функций
зависят от дополнительных параметров.

В связи с появлением разнообразных видов
функций пороговой обработки имеет смысл рас-
смотреть некоторый общий класс таких функций.
Пусть функция h(y, T ) обладает следующими свой-
ствами:

(1) h(−y, T ) = −h(y, T ) (нечетность);

(2) 0 6 h(y, T ) 6 T + c при y > 0 для некоторой
константы c > 0 (ограниченность);

(3) h(T, T ) = T (непрерывность пороговой функ-
ции).

Определим функцию пороговой обработки

ρh(y, T ) =

{
y − h(y, T ) при |y| > T ;

0 при |y| 6 T .

Такой вид имеет, например, функция мягкой по-
роговой обработки, функция гибридной пороговой
обработки [2, 8], функция пороговой обработки на
основе гиперболического тангенса [7], сигмоидная
функция [9] и некоторые другие.
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4 Значение порога
и статистические свойства
оценки риска

Погрешность (или риск) пороговой обработки
определяется следующим образом:

RJ(T ) =

J−1∑

j=0

2j−1∑

k=0

E (ρh(Yj,k, T )− µj,k)
2
. (2)

Методы выбора порогового значенияT , как пра-
вило, ориентированы на минимизацию риска (2).
Заметим, что в выражении (2) присутствуют неиз-
вестные величиныµj,k и вычислить значениеRJ(T )
на практике нельзя. Поэтому при вычисленииT ис-
пользуется минимаксный подход в предположении
о принадлежности функции сигнала какому-либо
классу [12–14]. Отметим также, что популярен так
называемый универсальный порог TU = σ

√
2 lnN .

Этот порог является в определенном смысле мак-
симальным (в работах [15, 16] показано, что можно
не рассматривать T > TU ).

Другой подход к вычислению порогового зна-
чения основан на минимизации статистической
оценки риска (2), построенной по методу Стей-
на [10]. Если h(y, T ) дифференцируема по пере-
менной y, то справедливо соотношение:

E (ρh(Yj,k, T )− µj,k)
2 = σ2+Eg2(Yj,k)−2σ2Eg′(Yj,k),

где
g (Yj,k) = Yj,k − ρh (Yj,k, T ) .

Таким образом, в качестве несмещенной оценки
риска можно использовать следующую величину:

R̂J(T ) =

J−1∑

j=0

2j−1∑

k=0

F (Yj,k, T ) , (3)

где

F (y, T ) =

=

{
y2 − σ2 при |y| 6 T ;

h2(y, T ) + σ2 − 2σ2h′y(y, T ) при |y| > T .

Порог TS минимизирует оценку (3):

R̂J(TS) = min
T∈[0,TU ]

R̂J(T ).

Этот порог имитирует теоретический «идеаль-
ный» порог TMin, минимизирующий теоретический
риск (2):

RJ(TMin) = min
T∈[0,TU ]

RJ(T ).

Если дополнительно предположить, что при лю-
бом фиксированном y функция h(y, T ) возраста-
ет по T , а h′y(y, T ) убывает по T (этим условиям
удовлетворяют, например, функция гибридной по-
роговой обработки и функция пороговой обработки
на основе гиперболического тангенса), то алгоритм
вычисления значения TS в общем случае аналоги-
чен алгоритму вычисления этого порога при мягкой
пороговой обработке [11].

Упорядочим Yj,k по убыванию абсолютных зна-
чений и обозначим через Y(i) i-ю координату полу-
ченного упорядоченного вектора. Пусть l — такой
индекс, что

∣∣Y(l)
∣∣ 6 T <

∣∣Y(l−1)
∣∣ .

Тогда

R̂J(T ) =

N−1∑

i=1

F
(
Y(i), T

)
=

=

l−1∑

i=1

F
(
Y(i), T

)
+

N−1∑

i=l

F
(
Y(i), T

)
=

=

l−1∑

i=1

(
h2(Y(i), T ) + σ

2 − 2σ2h′y(Y(i), T )
)
+

+

N−1∑

i=l

(
Y 2(i) − σ2

)
=

=

l−1∑

i=1

(
h2(Y(i), T )− 2σ2h′y

(
Y(i), T

))
+

+

N−1∑

i=l

Y 2(i) + (2l− 1−N)σ2. (4)

При введенных ограничениях на функцию h(y, T )
выражение (4) при фиксированном l возрастает
по T . Следовательно, минимум достигается при
T = |Y(l)|. Порог TS, минимизирующий R̂J(T ),
ищется сравнением N − 1 значений выражения (4)
в точках Tm = |Y(m)|, 1 6 m 6 N − 1. То значе-
ние |Y(m)|, на котором достигается минимум, при-
нимается за TS.

Для регулярных по Липшицу функций сигна-
ла f можно установить асимптотические свойства
оценки риска. Если дополнительно предположить,
что существует положительная константа c, такая
что

∣∣h′y(y, T )
∣∣ 6 cT 2 при всех y (что, как прави-

ло, выполнено), то будут справедливы следующие
утверждения, доказательство которых полностью
аналогично доказательству соответствующих
утверждений в работах [17, 18].

Теорема 1. Пусть f задана на отрезке [a, b] и равно-
мерно регулярна по Липшицу с показателем γ > 1/2.
Тогда равномерно по x ∈ R

ИНФОРМАТИКА И ЕЁ ПРИМЕНЕНИЯ том 15 выпуск 3 2021 53



О. В. Шестаков

P

(
R̂J (TS)−RJ (TMin)

σ2
√
2J+1

< x

)
→�(x) при J → ∞ ,

где�(x)— функция распределения стандартного нор-
мального закона.

Теорема 2. Пусть f задана на отрезке [a, b] и равно-
мерно регулярна по Липшицу с показателем γ > 1/2.
Тогда при любом λ > 0

R̂J (TS)−RJ (TMin)

2J(1/2+λ)
→ 0 п. в. при J → ∞ .

Данные теоремы обосновывают использование
величины R̂J(TS) для оценивания погрешности
и позволяют строить асимптотические доверитель-
ные интервалы для теоретического рискаRJ(TMin).
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МЕТОД ОЦЕНИВАНИЯ ПАРАМЕТРОВ ИЗГИБА, ФОРМЫ

И МАСШТАБА ГАММА-ЭКСПОНЕНЦИАЛЬНОГО

РАСПРЕДЕЛЕНИЯ∗

А. А. Кудрявцев1, О. В. Шестаков2, С. Я. Шоргин3

Аннотация: Рассматривается модифицированный метод моментов для оценивания трех из пяти пара-
метров гамма-экспоненциального распределения. Предлагается оценивать параметры распределения,
основываясь на его логарифмических моментах. Приводится явный вид оценок параметров изгиба, фор-
мы и масштаба при фиксированных параметрах концентрации гамма-экспоненциального распределения;
обосновывается сильная состоятельность полученных оценок. Также обсуждается метод отсева лишних
решений системы уравнений для логарифмических моментов; приводится ряд численных примеров,
иллюстрирующих получение оценок по модельным выборкам. Поскольку анализируемое распределе-
ние тесно связано с обобщенным гамма-распределением и обобщенным бета-распределением второго
рода, результаты работы могут найти широкое применение в прикладных задачах, использующих для
моделирования непрерывные распределения с неограниченным неотрицательным носителем.

Ключевые слова: оценивание параметров; гамма-экспоненциальное распределение; смешанные распре-
деления; обобщенное гамма-распределение; метод моментов; состоятельная оценка
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1 Введение

Большинство современных математических мо-
делей, описываемых при помощи вероятностных
распределений с неограниченным неотрицатель-
ным носителем, оперируют частными случаями
обобщенного гамма-распределения [1, 2] и обоб-
щенного бета-распределения второго рода [3].
В работе [4] было предложено распределение, по-
зволяющее распространить полезные свойства по-
пулярных модельных распределений на более ши-
рокий круг прикладных задач.

Определение. Будем говорить, что случайная вели-
чина ζ имеет гамма-экспоненциальное распределе-
ние GE (r, ν, s, t, δ) с параметрами изгиба 0 ≤ r < 1,
формы ν 6= 0, концентрации s, t > 0 и масшта-
ба δ > 0, если ее плотность при x > 0 задается
соотношением

gE(x) =
|ν|xtν−1

δtν•(s)•(t)
Ger, tr+s

(
−
(
x

δ

)ν)
, (1)

где E = (r, ν, s, t, δ), а Geα, β(x) — гамма-экспонен-
циальная функция [5]:

Geα, β(x) =
∞∑

k=0

xk

k!
•(αk + β),

x ∈ R , 0 ≤ α < 1 , β > 0 .

Потенциал использования распределения (1)
в приложениях обусловлен не только гибкостью
пятипараметрического распределения при описа-
нии всевозможных процессов, но также полезным
свойством, связывающим гамма-экспоненциаль-
ное распределение с обобщенным гамма-распре-
делением GG(v, q, θ), имеющим плотность

f(x) =
|v|xvq−1e−(x/θ)v

θvq•(q)
,

v 6= 0 , q > 0 , θ > 0 , x > 0 . (2)

Справедливо следующее утверждение [4].
Лемма 1. 1. Пусть независимые случайные величины λ
иµимеют соответственно распределенияGG (v, q, θ)
иGG(u, p, α), uv > 0. Тогда распределениеλ совпада-
ет с GE (0, v, ·, q, θ); распределение λ/µ при |u| > |v|
совпадает с GE(v/u, v, p, q, θ/α); распределение λ/µ
при |v| > |u| совпадает с GE(u/v,−u, q, p, θ/α).

∗Работа выполнена при частичной финансовой поддержке РФФИ (проект 20–07–00655); статья опубликована при финансовой
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2. При 0 < r < 1 плотность gE(x), E =
= (r, ν, s, t, δ), совпадает с плотностью отношения
независимых случайных величин, имеющих обобщен-
ные гамма-распределенияGG(ν, t, δ) иGG(ν/r, s, 1).

Лемма 1 позволяет не только использовать гам-
ма-экспоненциальное распределение для описа-
ния параметров моделей, распределения которых
представимы в виде масштабных смесей обобщен-
ных гамма-законов (например, индексов баланса
независимых факторов [6]), но также дает возмож-
ность оценивать неизвестные параметры распреде-
ления (1) при помощи вероятностных характери-
стик распределения (2).

Заметим, что ввиду представления плотности (1)
в терминах специальной гамма-экспоненциальной
функции применение метода максимального прав-
доподобия для оценивания неизвестных парамет-
ров представляется затруднительным. Кроме то-
го, поскольку моменты распределения (1) имеют
вид [4]

Eζk =
δk

•(t)•(s)
•

(
t+

k

ν

)
•

(
s− rk

ν

)
,

t+
k

ν
> 0 , s− rk

ν
> 0 ,

определены не для всех значений параметров
и представимы через немонотонную гамма-функ-
цию, применение прямого метода моментов также
не представляется разумным.

В работах [7, 8] для оценивания параметров бы-
ло предложено использовать модифицированный
метод, основанный на логарифмических момен-
тах гамма-экспоненциального распределения; был
найден аналитический вид оценок пар параметров
изгиба-масштаба и формы-масштаба при фикси-
рованных остальных трех параметрах распределе-
ния (1) и исследованы некоторые статистические
свойства полученных оценок, такие как сильная
состоятельность и асимптотическая нормальность.

В данной работе метод, предложенный в [7],
рассматривается для отыскания оценок неизвест-
ных параметров изгиба, формы и масштаба при
фиксированных параметрах концентрации гамма-
экспоненциального распределения (1).

2 Логарифмические моменты
гамма-экспоненциального
распределения

Введем обозначение для дигамма-функции:

ψ(z) =
•′(z)

•(z)
.

Найдем первые четыре логарифмических мо-
мента случайной величины ζ, имеющей гамма-
экспоненциальное распределение GE(r, ν, s, t, δ).
Поскольку, ввиду справедливости леммы 1, пре-
образование Меллина случайной величины ζ имеет
вид [9]

Mζ(z) =
δz

•(t)•(s)
•

(
t+

z

ν

)
•

(
s− rz

ν

)
,

t+
Re(z)
ν

> 0, s− rRe(z)
ν

> 0 ,

характеристическая функция логарифма ζ вычис-
ляется по формуле

Eeiy ln ζ =
δiy

•(t)•(s)
•

(
t+

iy

ν

)
•

(
s− iry

ν

)
,

y ∈ R . (3)

Нужное число раз продифференцировав соотноше-
ние (3), получаем

E ln ζ =
ν ln δ + ψ(t)− rψ(s)

ν
;

E ln2 ζ =
[ν ln δ + ψ(t) − rψ(s)]

2

ν2
+
ψ′(t) + r2ψ′(s)

ν2
;

E ln3 ζ =
[ν ln δ + ψ(t) − rψ(s)]

3

ν3
+

+
3(ψ′(t) + r2ψ′(s)) [ν ln δ + ψ(t)− rψ(s)]

ν3
+

+
ψ′′(t)− r3ψ′′(s)

ν3
;

E ln4 ζ =
[ν ln δ + ψ(t) − rψ(s)]4

ν4
+

+
6(ψ′(t) + r2ψ′(s))[ν ln δ + ψ(t)− rψ(s)]2

ν4
+

+
4(ψ′′(t)− r3ψ′′(s))[ν ln δ + ψ(t)− rψ(s)]

ν4
+

+
3(ψ′(t) + r2ψ′(s))2 + ψ′′′(t) + r4ψ′′′(s)

ν4
.

3 Оценивание параметров изгиба,
формы и масштаба
при фиксированных
параметрах концентрации

Зафиксируем параметры концентрации s и t.
Оценим при помощи модифицированного метода
моментов параметры изгиба r, формы ν и масшта-
ба δ распределения GE(r, ν, s, t, δ).
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Введем обозначение для выборочных логариф-
мических моментов ζ:

Lk(X) =
1

n

n∑

i=1

lnk Xi,

где X = (X1, . . . , Xn)— выборка из распределения
ζ ∼ GE (r, ν, s, t, δ).

Составим систему из четырех уравнений с тремя
неизвестными r, ν и δ (s и t фиксированы):

E lnk ζ = Lk(X), k = 1, 2, 3, 4 .

Рассмотрим статистики

φk =
(
ψ(k)(s)

)−1
ψ(k)(t);

K(X) = (ψ′(s))
−1 (

L2(X)− L21(X)
)
;

M(X) = (ψ′′(s))
−1
(L3(X)− 3L1(X) (L2(X)−

− L21(X)
)
− L31(X)

)
;

N(X) =

= (ψ′′′(s))
−1
(
L4(X)− 6L21(X)(L2(X)− L21(X))−

− 4L1(X)
(
L3(X)− 3L1(X)

(
L2(X)− L21(X)

)
−

− L31(X)
)
− 3

(
L2(X)− L21(X)

)2 − L41(X)
)
.

Очевидно, что исходная система уравнений экви-
валентна следующей:

ln δ +
ψ(t)

ν
− rψ(s)

ν
= L1(X); (4)

φ1

ν2
+
r2

ν2
= K(X); (5)

φ2

ν3
− r3

ν3
=M(X); (6)

φ3

ν4
+
r4

ν4
= N(X). (7)

Из уравнений (5) и (7) получаем
(
K2(X)−N(X)

)
ν4 − 2K(X)φ1ν2 + φ21 + φ3 = 0 ,

откуда следует, что возможные оценки квадрата па-
раметра ν имеют вид:

�ν2±(X) =

=
K(X)φ1 ±

√
N(X)(φ21 + φ3)−K2(X)φ3

K2(X)−N(X)
. (8)

Следовательно, возможные оценки квадрата пара-
метра r имеют вид:

�r2±(X) =
1

K2(X)−N(X)

(
N(X)φ1 ±

±K(X)
√
N(X)(φ21 + φ3)−K2(X)φ3

)
. (9)

Заметим, что полученные решения не опреде-
ляют однозначно оценки параметров r и ν, причем
если знак r всегда определен, то ν может быть как
положительной, так и отрицательной величиной.
Кроме того, численные эксперименты показыва-
ют, что для фиксированной реализации выборки
выражения (8) и (9) могут давать непротиворе-
чивые значения оценок при любом знаке перед
радикалом. По этой причине при обработке ре-
альных данных следует альтернативными методами
определить знак параметра ν, а затем воспользо-
ваться алгоритмом отсева лишнего решения сис-
темы.

Алгоритм выбора «правильного» решения
(�r(X), �ν(X)) системы заключается в следующем.
На первом этапе для заданной реализации выборки
вычисляются значения правых частей (9). В случае
если значение �r2±(X) при некотором знаке перед
радикалом не принадлежит интервалу [0, 1), соот-
ветствующая пара решений отсеивается и в качестве
решения (�r(X), �ν(X)) выбирается пара с противо-
положным знаком перед радикалом. На втором
этапе, если значения (9) при любом знаке перед ра-
дикалом непротиворечивы, следует дополнительно
воспользоваться уравнением (6) для определения
решения (�r(X), �ν(X)) системы. Поскольку оцен-
ки �r(X) и �ν(X) параметров изгиба и формы на-
ряду со статистикой M(X) представляют собой
непрерывные функции выборочных логарифми-
ческих моментов, имеет место асимптотика при
n→ ∞:

– ≡
∣∣∣∣
φ2

�ν3(X)
− �r

3(X)

�ν3(X)
−M(X)

∣∣∣∣ −→ 0 ,

почти наверное.

Данное соотношение при фиксированном объеме
выборки n дает возможность определять «правиль-
ное» решение системы исходя из критерия

– = min {–+,–−} ,

где

–± =

∣∣∣∣∣
φ2

�ν3±(X)
− �r

3
±(X)

�ν3±(X)
−M(X)

∣∣∣∣∣ . (10)

Оценка параметра масштаба δ находится из урав-
нения (4) подстановкой найденного при помощи
алгоритма решения (�r(X), �ν(X)).

Другими словами, оценки �r(X), �ν(X) и �δ(X)
неизвестных параметров 0 ≤ r < 1, ν > 0 и δ > 0
следует искать по формулам:
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�r(X) =

=
1√

K2(X)−N(X)

(
N(X)φ1 − sgn (–+ −–−)×

×K(X)
√
N(X) (φ21 + φ3)−K2(X)φ3

)1/2
; (11)

�ν(X) =

=
1√

K2(X)−N(X)

(
K(X)φ1 − sgn (–+ −–−) ×

×
√
N(X) (φ21 + φ3)−K2(X)φ3

)1/2
; (12)

�δ(X) = exp

{
L1(X)−

ψ(t)

�ν(X)
+
ψ(s)�r(X)

�ν(X)

}
. (13)

Из усиленного закона больших чисел непосред-
ственно вытекает следующее утверждение.

Теорема 1. Определенные в (11)–(13) оценки �r(X),
�ν(X) и �δ(X) неизвестных параметров 0 ≤ r < 1,
ν > 0 и δ > 0 при фиксированных параметрах s
и t распределения (1) обладают свойством сильной
состоятельности.

Замечание. В случае если известно, что ν < 0,
в формуле (12) следует поставить знак «минус» пе-
ред внешним радикалом.

4 Результаты численного
моделирования

В данном разделе приводится ряд численных
результатов, иллюстрирующих метод выбора «пра-
вильных» оценок параметров изгиба r, формы ν
и масштаба δ при фиксированных параметрах кон-
центрации s и t гамма-экспоненциального распре-
деления (1).

В табл. 1–3 приводятся значения оценок �r±(X)
и �ν±(X), получаемые из соотношений (8) и (9).
Предполагается априори известным, что ν > 0.
Индекс в обозначениях оценок соответствует рас-
сматриваемому знаку перед радикалом в правых
частях (8) и (9); тот же смысл имеет индекс –±

из (10). Оценки для δ получаются аналогично из
соотношения (13).

При получении численных результатов исполь-
зовались реализации выборок объема n из мо-
дельного гамма-экспоненциального распределе-
ния с параметрамиE = (r, ν, s, t, δ).

В табл. 1 приводятся значения оценок парамет-
ров r, ν и δ, полученные по реализации выборки из
модельного распределения с набором параметров
E = (0,4; 1,7; 1,8; 1,4; 1). Оценки, соответствующие
положительному знаку перед радикалом, автомати-
чески отсеиваются ввиду отрицательных значений
правой части (9).

Таблица 1 Оценки параметров модельного распределенияGE(0,4; 1,7; 1,8; 1,4; 1)

n �r+(X) �ν+(X) �δ+(X) –+ �r−(X) �ν−(X) �δ−(X) –−

103 — — — — 0,2916 1,6848 0,9836 0,0500
104 — — — — 0,3224 1,6740 0,9874 0,0192
105 — — — — 0,3785 1,6861 0,9968 0,0096
106 — — — — 0,3948 1,7003 0,9985 0,0016

Таблица 2 Оценки параметров модельного распределенияGE(0,7; 0,5; 5,2; 3,7; 1)

n �r+(X) �ν+(X) �δ+(X) –+ �r−(X) �ν−(X) �δ−(X) –−

103 — — — — — — — —
104 2,9737 1,1629 22,580 29,793 0,8375 0,5329 1,4975 4,2301
105 3,3620 1,2817 27,648 30,929 0,7857 0,5173 1,3011 2,0116
106 4,0023 1,4974 34,098 32,457 0,7278 0,5055 1,0937 0,4892

Таблица 3 Оценки параметров модельного распределенияGE(0,5; 0,9; 1,2; 2,7; 1)

n �r+(X) �ν+(X) �δ+(X) –+ �r−(X) �ν−(X) �δ−(X) –−

103 0,6925 1,0964 1,1326 0,1240 0,0828 0,7207 0,9004 0,3813
104 0,6245 0,9839 1,0561 0,0779 0,1631 0,7032 0,8588 0,4085
105 0,4567 0,8683 0,9792 0,0508 0,3188 0,7812 0,9146 0,2042
106 0,5119 0,9087 1,0062 0,0143 0,2678 0,7551 0,8942 0,2518

60 ИНФОРМАТИКА И ЕЁ ПРИМЕНЕНИЯ том 15 выпуск 3 2021



A method for estimating bent, shape and scale parameters of the gamma-exponential distribution

В табл. 2 приводятся значения оценок парамет-
ров r, ν и δ, полученные по реализации выборки из
модельного распределения с набором параметров
E = (0,7; 0,5; 5,2; 3,7; 1). Можно заметить, что для
конкретной реализации выборки объема n = 103

оценки параметров не определены при любом зна-
ке перед радикалом в (8) и (9). Это объясняется
отрицательностью самого подкоренного выраже-
ния, вызванной тем, что данного объема выбор-
ки может быть недостаточно для использования
рассматриваемых оценок. При б‚oльших объемах
выборки следует выбирать тройку решений с от-
рицательным знаком перед радикалом, поскольку
в противном случае оценка параметра r выходит за
область определения параметра.

В табл. 3 приводятся значения оценок парамет-
ров r, ν и δ, полученные по реализации выборки
из модельного распределения с набором парамет-
ров E = (0,5; 0,9; 1,2; 2,7; 1). В данной таблице обе
тройки оценок имеют непротиворечивые значения.
Следует отсеять решение (�r−(X), �ν−(X), �δ−(X)),
поскольку–− > –+.

5 Заключение

В статье приведены явные виды оценок пара-
метров изгиба, формы и масштаба при фиксирован-
ных параметрах концентрации гамма-экспоненци-
ального распределения и алгоритм отсева лишних
решений системы уравнений, основанной на лога-
рифмических моментах. Поиск оценок параметров
концентрации аналогичными методами сопряжен
с принципиальными трудностями, связанными
с обращением полигамма-функций.
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Abstract: The article discusses a modified method of moments for estimating three of five parameters of the
gamma-exponential distribution. It is proposed to estimate the distribution parameters based on its logarithmic
moments. An explicit form of estimates of the bent, shape, and scale parameters is given for fixed concentration
parameters of the gamma-exponential distribution; the strong consistency of the obtained estimates is justified. The
article also discusses the method of eliminating unnecessary solutions to the system of equations for logarithmic
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article moments; a number of numerical examples are presented to illustrate the derivation of estimates from
model samples. Since the analyzed distribution is closely related to the generalized gamma distribution and the
generalized beta distribution of the second kind, the results of this work can be widely used in applied problems
using continuous distributions with an unbounded nonnegative support for modeling.

Keywords: parameter estimation; gamma-exponential distribution; mixed distributions; generalized gamma
distribution; method of moments; consistent estimate
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МЕТОД ПОВЫШЕНИЯ ТОЧНОСТИ НЕЙРОСЕТЕВЫХ ПРОГНОЗОВ

С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ СМЕШАННЫХ ВЕРОЯТНОСТНЫХ

МОДЕЛЕЙ И ЕГО РЕАЛИЗАЦИЯ В ВИДЕ ЦИФРОВОГО СЕРВИСА∗

А. К. Горшенин1, В. Ю. Кузьмин2

Аннотация: Описан метод комбинированного использования классических вероятностно-статистиче-
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1 Введение

Создание современных методов анализа данных
в финансовой сфере, медицине или метеорологии
зачастую связано с использованием различных ма-
тематических моделей, в том числе вероятностно-
статистических, основанных на выборках случай-
ного объема [1]. В частности, могут быть упомянуты
исследования распределений размеров частиц рего-
лита [2] или различных характеристик осадков [3].
Возникающие при этом смешанные вероятностные
модели позволяют учитывать существенно неод-
нородный характер анализируемых данных. При
этом их характеристики (например, моменты рас-
пределений) могут быть использованы в различных
методах машинного обучения как дополнительные
данные-признаки [4]. Таким образом, в рамках
этого подхода при обучении возможно использова-
ние большего набора данных без непосредственно-
го увеличения объема выборок исходных наблюде-
ний.

Впервые данная идея была предложена авто-
рами в работе [5] в рамках использования стати-
стических подходов в области анализа процессов
в турбулентной плазме [6]. Действительно, методы
машинного обучения и нейронные сети в исследо-

ваниях турбулентной плазмы позволяют добиваться
заметных результатов как в вопросах моделирова-
ния наблюдаемых явлений [7–10], так и в задачах
анализа и прогнозирования нестабильностей и раз-
рушительных для стеллараторов и токамаков эф-
фектов [11, 12].

В данной статье акцент делается на анализе экс-
периментальных данных стелларатора Л-2М [13].
Созданные методы на стыке классического ве-
роятностно-статистического моделирования и ма-
шинного обучения реализованы в виде инстру-
ментов цифрового сервиса. Он ориентирован на
предоставление единого интерфейса для доступа
как к различным статистическим методам, так
и к алгоритмам нейросетевого прогнозирования,
развиваемым коллективом авторов для анализа дан-
ных в широком спектре научных областей.

2 Описание метода
и конфигурации используемых
нейронных сетей

Как было упомянуто выше, смешанные вероят-
ностные модели являются качественными аппрок-
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симациями для описания распределений процессов
в различных областях. Поэтому в качестве допол-
нительных данных (признаков), которые могут ис-
пользоваться в методах машинного обучения, было
предложено использование первых четырех момен-
тов соответствующего распределения, получаемых
на итерационных шагах процедуры, называемой
методом скользящего разделения смесей (óòó-ме-
тод) [1].

Каждому вектору X, который подается в каче-
стве входного в нейронную сеть, ставится в со-
ответствие набор величин (E
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Здесь предполагается, что все элементы данно-
го вектора имеют распределение типа конечной
нормальной смеси

∑k(n)
i=1 pi�

(
(x− ai(n))σ

−1
i (n)

)
,

x ∈ R, со стандартными ограничениями на па-
раметры: ai(n) ∈ R, σi(n) ∈ R и σi(n) > 0,∑k(n)

i=1 pi(n) = 1, pi(n) > 0 для всех i = 1, k(n).
Аргументn у каждой из данных величин показы-

вает зависимость от номера шага СРС-метода, т. е.
данные моменты определяются не для всего ряда,
а только для его части — окна. При этом предпо-
лагается, что указанные моменты определяются по
наблюдениям, которые отстоят от первого элемен-
таX (согласно его расположению в анализируемом
ряду) на величину L скользящего окна СРС-ме-
тода. Это позволяет увеличить объем данных для
обучения без необходимости расширения экспе-
риментальных выборок. Кроме того, указанные
моменты не содержат информацию о том, как ведет
себя ряд после данного наблюдения, и поэтому мо-
гут быть корректно использованы при построении
прогнозов. Помимо таких модельных моментов
могут быть использованы их выборочные аналоги.
Подобная конфигурация для расширения призна-
кового пространства также будет рассматриваться
при сравнении результатов.

Выходными данными нейронной сети являются
M последовательных предсказанных наблюдений,
т. е. прогноз, соответствующий истинным наблю-
дениям Di+L, . . . , Di+L+M−1.
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Метод повышения точности нейросетевых прогнозов с использованием смешанных вероятностных моделей

Для выбора наилучшей архитектуры констру-
ируемых нейронных сетей необходима оптимиза-
ция набора гиперпараметров. В данном исследова-
нии гиперпараметры разделены на две категории:

(1) фиксированные: общие для всех обучаемых
моделей;

(2) изменяемые: в пространстве которых произ-
водится поиск оптимальной архитектуры.

К первым из них относятся следующие гипер-
параметры:

– каждая нейронная сеть является многослойным
перцептроном;

– для нейронов, за исключением выходного слоя,
используется функция активации ReLU;

– для выходного слоя используется функция ли-
нейной активации;

– в качестве функции потерь выбрана стандарт-
ная метрика — среднеквадратичная ошибка
(RMSE, Root Mean Square Error);

– скорость обучения при выходе на плато функ-
ции потерь снижается.

В качестве переменных гиперпараметров вы-
браны:

– оптимизаторы: рассмотрены четыре оптимиза-
тора из семейства Adam (Adam, AdaMax, AdaDelta
и NAdam) [15];

– коэффициент дропаута [16]: возможные значе-
ния — 0, 0,1, 0,25, 0,5;

– количество слоев и нейронов в каждом слое:

• один скрытый слой с 50/100/150/200 нейро-
нами;

• два скрытых слоя с 100/200 нейронами
в каждом;

• три скрытых слоя с 50/100/200 нейронами
в каждом;

– варианты обогащения исходного набора дан-
ных, т. е. нетривиального расширения призна-
кового пространства.

Для оптимизации гиперпараметров использо-
вался поиск в гиперкубе [17], т. е. для каждой ком-
бинации гиперпараметров была создана и обуче-
на нейронная сеть. Всего проанализированы 576
комбинаций. Обучение модели завершалось по
истечению 500 эпох или в случае неуменьшения
функции потерь на протяжении 35 эпох. Для опре-
деления величин моментов (1)–(4) на шагах СРС-
метода использованы EM-алгоритмы, по сей день
остающиеся одними из наиболее востребованных
методов оценивания параметров различных рас-
пределений [18–21], с разнообразными настрой-
ками.

3 Описание сервиса и пример
анализа экспериментальных
данных

Для автоматизации анализа данных создан гете-
рогенный вычислительный сервис, реализующий
комбинацию статистических методов, в частности
алгоритмов скользящего разделения смесей, и ин-
струментов машинного обучения. Отдельные во-
просы, связанные с архитектурой и интерфейсом
подобного сервиса, а также с реализацией в его
рамках СРС-алгоритма, были представлены авто-
рами в статьях [14, 22–25]. В текущей версии сер-
виса к имеющимся возможностям добавлена реа-
лизация быстрого решения задач классификации
и предсказания разнообразных данных, например
финансовых индексов или экспериментальных ря-
дов турбулентной плазмы.

Для пользователя сервис предоставляет следу-
ющий функционал:

– возможность загрузки и предварительного ана-
лиза данных;

– инструменты для СРС-анализа данных [25]
и получения моментных характеристик сме-
шанных моделей;

– обучение нейронных сетей по заданной ар-
хитектуре, включая опции нетривиального
расширения признакового пространства (см.
разд. 2);

– подбор гиперпараметров нейронных сетей для
заданного набора архитектур с использованием
различных подходов [26];

– визуализация процесса обучения;

– сравнительный анализ точности обученных мо-
делей;

– визуализация полученных результатов;

– сохранение обученных моделей для их дальней-
шего использования.

При анализе временн‚ых рядов нестационарной
структуры большое значение имеет подбор кор-
ректной архитектуры и оптимизация гиперпара-
метров. Таким образом, логично разделить процесс
обработки данных на несколько этапов.

Первый этап — загрузка, предварительная обра-
ботка и визуализация данных. Каждая загруженная
выборка является отдельной сущностью, которую
можно использовать как для создания моделей на
последующих шагах, так и для построения новых
выборок: например, приведение временн‚ого ря-
да к разностному временн‚ому ряду либо добавле-
ние дополнительных характеристик. Кроме то-
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го, предусмотрены средства для визуализации ря-
да и/или его части, основных трендов и на-
бора выборочных статистических характеристик.
Предварительная обработка данных осуществля-
ется с помощью EM-алгоритма. Доступны гра-
фики эволюции компонент смесей во времени,
сравнительный анализ полученных статистических
свойств выборки в зависимости от настройки раз-
мера и шага окон.

В дальнейшем загруженная выборка и порож-
денные ею выборки могут быть использованы в ка-
честве исходных данных для задач машинного
обучения. Пользователь сервиса выбирает вари-
анты архитектур, диапазон изменения доступных
гиперпараметров и набор статистических методов
для обогащения данных. Процесс обучения в си-
лу высокой вычислительной сложности происходит
асинхронно.

Финальная стадия обработки данных — срав-
нение точности полученных моделей, визуализа-
ция решения задачи прогнозирования и/или клас-
сификации и сохранение обученной модели для
дальнейшего использования. Примеры графиков,
используемых для сравнения различных методов
обогащения, приведены ниже. Так, на рис. 1 при-
ведено сравнение точности прогнозов для одного
из моментов эксперимента с турбулентной плаз-
мой. На графиках изображены исходные данные
и нейросетевые прогнозы на 1 и 30шагов на основе
только исходных наблюдений (слева вверху) и с рас-
ширением признакового пространства за счет:

– выборочных моментов (справа вверху);

– модельных моментов для исходных данных
(слева внизу);

– смешанных нормальных моментов для прира-
щений (справа внизу).

Здесь и далее на горизонтальной оси нанесена
временн‚ая шкала эксперимента (от начала его ак-
тивной стадии), а на вертикальной — значение фи-
зической величины, наблюдаемой в эксперименте.

На рис. 2 продемонстрированы возможности
сервиса в области сравнения величины ошибок,
получаемых для различных конфигурациях нейрон-
ных сетей, с использованием классической метрики
RMSE (на примере различных вариантов расшире-
ния признакового пространства, описанных выше).

Структурно сервис состоит из пяти частей:

(1) Frontend — обеспечивает создание пользова-
тельского интерфейса, отображение графи-
ков, первичную обработку загруженных дан-
ных;

(2) Backend — отвечает за взаимодействие Fron-
tend и других компонент сервиса, валидацию

данных, преобразование данных внутри сер-
виса;

(3) сервер баз данных — служит персистентным
хранилищем информации;

(4) балансировщик нагрузки на рабочие серверы;

(5) множество рабочих серверов — реализует алго-
ритмы статистического анализа и методы ма-
шинного обучения с высокой вычислительной
сложностью.

В такой структуре сервиса динамическое мас-
штабирование достигается путем изменения чис-
ла рабочих серверов и балансировки нагрузки на
соединении Backend и рабочих серверов. Балан-
сировка на уровне Backend и сервера баз данных
возможна без концептуального изменения архитек-
туры сервиса. При этом рабочие серверы должны
иметь доступ к ресурсам графических карт (GPU).
Пул таких серверов может быть создан на основе
множества провайдеров облачных сервисов. В дан-
ной работе для непосредственного обучения ней-
ронных сетей использовалась инфраструктура ЦКП
«Информатика» ФИЦ ИУ РАН. Таким образом,
данный сервис может предоставлять интерфейс до-
ступа к удаленному высокопроизводительному вы-
числительному оборудованию.

Непосредственно для создания сервиса были ис-
пользованы:

– vue.js — для создания пользовательского интер-
фейса;

– PHP-фреймворк Yii2 — для реализации Back-
end;

– mySQL/PostgreSQL как база данных;

– Python как основа для рабочих серверов и связка
Tensorflow + NVIDIA CUDA для осуществле-
ния доступа к GPU-ресурсам.

С использованием реализованных в сервисе ин-
струментов проанализированы пять ансамблей фи-
зических экспериментов, полученных в разных
режимах функционирования стелларатора Л-2М.
Данные каждого эксперимента представляют со-
бой временной ряд колебаний плотности плазмы,
причем содержательную часть составляют около
60 000наблюдений. Значения параметровL (размер
окна) и M (максимальная длительность прогноза)
выбраны как L = 200 и M = 30. Перед началом об-
работки данных состояние генератора случайных
чисел фиксируется для обеспечения воспроизво-
димости результатов. Исходные данные были раз-
делены на обучающие и тестовые выборки в со-
отношении 70% к 30%. Расчеты проводились
с использованием гибридного высокопроизводи-
тельного вычислительного кластера на базе архи-
тектурыPower9 с тактовой частотой2,0ГГц (20ядер)
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Рис. 2 Сравнение величин ошибок прогноза для ряда A19692 в метрике RMSE для различных конфигураций в интерфейсе сервиса
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и 4 видеокартами NVIDIA Volta V100 (общий объ-
ем памяти 16 ГБ).

Оптимальные конфигурации гиперпараметров
для обогащенных и исходных данных для всех пяти
ансамблей близки. Нейронные сети с одним скры-
тым слоем, состоящим из большого числа ней-
ронов, приводят к более точным прогнозам, чем
глубокие нейронные сети, в которых скрытые слои
содержат схожее суммарное число нейронов. Вы-
бор оптимизатора зависит от наблюдаемых наборов
данных, в среднем точность и скорость обучения
оказались немного выше при использовании опти-
мизатора Adam.

Во всех построенных нейронных сетях не на-
блюдалось эффекта переобучения. Ненулевой ко-
эффициент для дропаута отрицательно сказывался
на функции потерь и скорости обучения, наилуч-
шие результаты были достигнуты без его приме-
нения. В большинстве случаев обучение модели
заканчивалось до истечения максимально допусти-
мого порога в 500 эпох.

Выбор между обогащенными и необогащенны-
ми данными сильно повлиял на точность, скорость
обучения и значение функции потерь. У обогащен-
ных наборов данных время обучения модели было
на 20%–30% медленнее, при этом не наблюдалось
серьезных различий в скорости обучения между
различным образом обогащенными наборами дан-
ных.

На рис. 3 и 4 продемонстрированы полученные
результаты прогнозирования еще для нескольких
ансамблей (помимо рассмотренного на рис. 1) в не-
которых случайно выбранных диапазонах. Для всех
проанализированных экспериментов прогнозы на 1
и 30наблюдений следуют общим трендам в данных.
При этом обучение на обогащенных наборах позво-
ляет создать модели, которые лучше адаптируются
к быстрым изменениям данных. В качестве примера
можно привести ансамбль A20229 (см. рис. 3). Кро-
ме того, модельное и модельно-разностное обога-
щения приводят к лучшему предсказанию пиковых
значений (локальных минимумов и максимумов)
по сравнению с анализом исходных данных или
данными с простым обогащением (см., например,
рис. 1, интервал 11,40–11,60 мс).

Таблица демонстрирует различие в функции по-
терь (RMSE) для трех экспериментов, полученных
при использовании данных с различными вариан-
тами обогащения.

Для всех рядов получено повышение точности
прогнозирования (относительно значений метри-
ки RMSE) при расширении признакового простран-
ства. При этом минимальная ошибка получена
для исследуемых ансамблей в случае модельно-раз-
ностного расширения признакового пространства

(см. правый столбец в таблице. Наибольшая раз-
ница наблюдается со случаем, когда не проведено
расширение признакового пространства — в такой
ситуации преимущество может доходить до 80,71%
(ансамбль A20264). По сравнению с выборочными
моментами наибольший прирост точности для мо-
ментно-разностной конфигурации составил 30,31%
(рядA20229), а по сравнению с СРС-моментами для
сходных наблюдений — 18,91% (также для ансамбля
A20229).

Необходимо отметить, что прогнозирование
данных стелларатора представляет существенный
прикладной интерес в таких задачах обработки тур-
булентной плазмы, как:

– верификация рядов, полученных в рамках про-
ведения эксперимента с едиными начальными
условиями;

– восстановление сигналов при временном пре-
кращении работы регистрационного оборудо-
вания;

– анализ профилей плотности токов увлечения
и поглощения электронно-циклотронного на-
грева (в частности, для термоядерного реактора
ITER [12, 27]).

4 Заключение

В статье представлен подход к пробле-
ме предсказания поведения турбулентной плаз-
мы с использованием машинного обучения.
Продемонстрирована эффективность применения
статистических моделей на основе конечных сме-
сей нормальных распределения для приращений
данных в качестве источника наблюдений для не-
тривиального расширения признакового простран-
ства.

Предлагаемый подход может быть использован
и для верификации смешанной модели, построен-
ной для исходного ряда. Действительно, в слу-
чае значительного повышения точности прогноза
данных при использовании именно характеристик
аппроксимирующей смешанной модели это может
служить индикатором корректности ее выбора в ка-
честве математического описания изучаемого явле-
ния.

В качестве направления дальнейших исследо-
ваний можно указать усложнение архитектуры ис-
пользуемых нейронных сетей, например за счет
использования рекуррентных LSTM-слоев [28] или
ансамблей нейронных сетей. Все они будут в даль-
нейшем интегрированы в созданный цифровой сер-
вис. Однако даже для относительно простой конфи-
гурации на примере многослойного перцептрона
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Рис. 3 Пример прогноза для ряда A20229 (40,00–41,50 мс): (а) исходные данные; (б) данные с обогащением
выборочными моментами; (в) данные с модельным обогащением; (г) данные с модельно-разностным обогащением;
1 — исходные данные; 2 — прогноз на 1 шаг; 3 — прогноз на 30 шагов
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Рис. 4 Пример прогноза для ряда A20264 (32,00–34,00 мс): (а) исходные данные; (б) данные с обогащением
выборочными моментами; (в) данные с модельным обогащением; (г) данные с модельно-разностным обогащением;
1 — исходные данные; 2 — прогноз на 1 шаг; 3 — прогноз на 30 шагов
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Сравнение точности прогнозирования в метрике RMSE для различных конфигураций

Ансамбль
Исходные Выборочные Модельное Модельно-разностное

данные моменты обогащение обогащение

A19692ch1 0,0842 0,0817 0,0815 0,0809
A19692ch2 0,035 0,0348 0,0345 0,0341
A19692 0,0188 0,0176 0,0166 0,0157
A20229 0,0631 0,0503 0,0459 0,0386
A20264 0,0562 0,0325 0,0323 0,0311

продемонстрирована эффективность предлагаемо-
го комбинированного подхода на основе использо-
вания математической модели и ее характеристик
при решении задач машинного обучения.
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Abstract: A method aimed at improving the forecasting accuracy is presented. It uses a combination of classical
probabilistic-statistical models and neural networks. Moments of mathematical models are used as a nontrivial
expansion of the feature space. The efficiency of the proposed approach is demonstrated by the analysis of several
experimental data ensembles of the L-2M stellarator. Error decrease is especially noticeable when using the
moments of the statistical models based on the increments of the initial observed data. To implement the methods of
statistical analysis and the proposed machine learning algorithms, a digital service has been created. Its architecture
and capabilities are also outlined.
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МЕТОД ВИЗУАЛИЗАЦИИ СТИМУЛЯЦИИ КОНФЛИКТОВ

В ГИБРИДНЫХ ИНТЕЛЛЕКТУАЛЬНЫХ МНОГОАГЕНТНЫХ

СИСТЕМАХ

С. Б. Румовская1, И. А. Кириков2

Аннотация: Рассмотрение сложных задач (проблем) в малых коллективах специалистов различных
направлений позволяет получить более качественное интегрированное решение. В таких коллективах
неизбежно возникают конфликты — деструктивные (личные) и конструктивные (инструментальные).
Моделирование работы таких коллективов и стимулирование конструктивных конфликтов в них позволит
повысить качество решения и выработать метод решения, релевантный проблеме. Визуализация — мощ-
ный инструмент для извлечения, анализа и понимания информации. Работа посвящена разработке
метода визуализации процессов стимулирования конфликтов в рамках гибридных интеллектуальных
многоагентных систем (ГиИМАС), моделирующих агентами рассуждения отдельных специалистов и отоб-
ражающих в памяти компьютера макроуровневые процессы, возникающие в результате взаимодействия
специалистов при решении проблемы «за круглым столом».

Ключевые слова: коллектив экспертов; конфликт агентов; визуализация стимуляции конфликта
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1 Введение

В практической деятельности коллективное ре-
шение проблем все более предпочтительнее перед
индивидуальным ввиду их гетерогенности, расту-
щего разнообразия знаний, необходимых для их
решения, и растущих объемов обрабатываемой ин-
формации. В коллективах неизбежны конфликты
различного характера: деструктивные конфлик-
ты, связанные преимущественно с отношения-
ми, личными вопросами и проблемами, и кон-
структивные — инструментальные конфликты
относительно проблемы или процесса ее реше-
ния. Фасилитатор (член коллектива, отвечающий
за организацию эффективной совместной работы)
осуществляет управление конфликтами, и первые
им предотвращаются, а вторые — стимулируют-
ся (интенсифицируются) и разрешаются. Инстру-
ментальные конфликты подталкивают к дискусси-
ям и дебатам, помогающим коллективам повысить
производительность за счет лучшего понимания
различных точек зрения и альтернативных реше-
ний, а также помогают исключить эффект групп-
синка, когда принимается решение большинства,
несмотря на то что есть члены коллектива, не со-
гласные с этой точкой зрения, но умалчивающие

свое мнение. Поэтому актуально исследование
(в том числе с помощью визуализации процес-
сов стимулирования) и моделирование интенси-
фикации конфликтов в рамках ГиИМАС, которые
моделируют рассуждения отдельных специалистов
(агентами), а также отображают в памяти компью-
тера макроуровневые процессы, возникающие в ре-
зультате взаимодействия специалистов при реше-
нии проблемы «за круглым столом».

В [1] предложена модель ГиИМАС с проблемно-
и процессно-ориентированными конфликтами, за-
тем в [2] описан метод идентификации конфликтов
между агентами в рамках предложенной в [1] мо-
дели, а в [3] описан один из методов управления
конфликтами (МУК) — стимуляция конструк-
тивных инструментальных конфликтов (проблем-
но- и процессно-ориентированных), что повыша-
ет релевантность ГиИМАС работе реальных малых
коллективов. На основе [1–3] в [4] был разработан
подход к визуализации конфликтов, повышающий
прозрачность работы ГиИМАС для пользователя.
Цель настоящей работы — разработка метода визуа-
лизации интенсификации (стимуляции) конфлик-
тов на базе предложенных методов их идентифика-
ции [2] и стимуляции [3] в рамках представленной
в [1] модели ГиИМАС.

1Калининградский филиал Федерального исследовательского центра «Информатика и управление» Российской академии наук,
sophiyabr@gmail.com

2Калининградский филиал Федерального исследовательского центра «Информатика и управление» Российской академии наук,
baltbipiran@mail.ru
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2 Походы к визуализации
динамики конфликтов

В литературе превалируют работы с визуализа-
цией динамики конфликтов в общем случае [5–8],
представления которых можно свести к варианту,
предложенному в [9] (рис. 1). На рис. 1 предкон-
фликт (фазы начальная и подъема) включает:

(1) возникновение конфликтной ситуации — воз-
никновение противоречия между субъектами
(их целями, действиями, интересами и т. п.)
и осознание объективной конфликтной ситу-
ации — восприятие реальности как проблем-
ной, в сочетании с необходимостью принять
какие-либо действия для ее разрешения;

(2) попытки решить проблему неконфликтными
способами — участники стремятся решить воз-
никшую проблему, спорную ситуацию некон-
фликтными способами (убеждение, просьба,
разъяснение и т. п.);

(3) предконфликтная ситуация восприятия угро-
зы своей безопасности одним из оппонентов —
«пусковой механизм» конфликта, ведет к пе-
реходу развития конфликта в острый период.

Конфликтное взаимодействие (острый период)
включает:

(1) инцидент — первое столкновение сторон, по-
пытка с помощью этого решить проблему

Рис. 1 Динамика конфликта

в свою пользу. Если взаимные конфликтные
действия продолжаются, то это перерастает
в эскалацию — резкое обострение противоре-
чия (процесс углубления противоречий; рас-
ширение числа участников и т. д.);

(2) сбалансированное противодействие, которое
характеризуется снижением интенсивности
борьбы при продолжающемся противосто-
янии сторон;

Рис. 2 Хронология конфликтных событий в Либерии (1977–2011 гг.)
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Рис. 3 Динамика макроконфликта США–СССР (1945–1990 гг.): ОСВ — переговоры об ограничении стратегических
вооружений

(3) завершение конфликта — переход к поис-
ку выхода из конфликтной ситуации (остает-
ся возможность перерастания в другой кон-
фликт). Послеконфликтный период (спад
конфликта) — частичная и/или полная нор-
мализация отношений. Возможно вторичное
зарождение конфликта.

Работ, содержащих визуализацию конкретных
конфликтов, найдено мало и только для военных
макроконфликтов. Например, развитие конфликта
в Либерии [10] визуализировано с помощью графи-

ческого представления распределения числа кон-
фликтных событий на протяжении всех лет проти-
востояния (рис. 2). На графике выделены перелом-
ные моменты.

В [11] история 35-летнего большого американо-
советского конфликта визуализируется посредст-
вом выделения переломных моментов и построения
графика зависимости числа взаимных угроз от года
их возникновения (рис. 3) — выделены попытки из-
менить статус-кво, отражающие баланс антагони-
стических сил (события описываются в контексте
эскалации и деэскалации).

Рис. 4 Биполярная визуализация Балканского конфликта (1989–2003 гг.)
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В [12] предлагается метод визуализации кон-
фликтных сетей (рис. 4). Метод обеспечивает
графический обзор конфликта и позволяет плавно
анимировать динамику конфликта по годам. Ак-
торы (доминирующие участники) — члены двух
групп в зависимости от близости к левой или пра-
вой оси, а их вовлеченность пропорциональна рас-
стоянию от источника. Форма актора кодирует
соотношение между активностью (высотой) и пас-
сивностью (шириной). Однако никакой количе-
ственной информации визуализация не содержит,
и для ее получения требуются дополнительные дей-
ствия.

Таким образом, найдены только работы, отобра-
жающие динамику деструктивных макроконфлик-
тов без деталей взаимодействия участников, и ни
одной работы с визуализацией динамики конфлик-
та в малых группах специалистов, решающих проб-
лему (в том числе стимуляции конструктивного
конфликта). Ввиду этого для агентов в ГиИМАС не-
обходима разработка нового метода, позволяющего
построить более детальную визуализацию стимуля-
ции конфликта, более явно отображающую (неже-
ли в [12]) вовлеченность в конфликт — тип кон-
фликта, напряженность между участниками и их
изменение.

3 Метод визуализации
стимуляции конфликта
между агентами

В [1] было введено понятие процесса управле-
ния конфликтами

cnfm = 〈CNF, cnfcl, cmkb, actcnfm,ACTagcr〉, (1)

гдеCNF— матрица, описывающая конфликт кор-
тежем из (2); cnfcl — классификатор конфликтов
агентов, идентифицирующий их характер и оцени-
вающий напряженность [2]; cmkb — база знаний
об эффективности МУК; actcnfm — функция аген-
та-фасилитатора (АФ) «управление конфликтом»;
ACTagcr — множество допустимых действий аген-
тов по разрешению противоречий.

Конфликт между агентами (элемент матри-
цы CNF из (1)):

cnfij cnft =

= 〈idi, idj , cn¦n, cnft,ACTagcr i,ACTagcr j〉, (2)

где idi и idj — идентификаторы агентов —
субъектов конфликта; cn¦n ∈ [0, 1] — напря-
женность конфликта; cnft — «тип конфликта»

(проблемно- и/или процессно-ориентированный);
ACTagcr i,ACTagcr i ⊆ ACTagcr — множества допус-
тимых действий агентов agi и agj по разрешению
противоречий.

Функция actcnfm из (1) была задана в [3]. На
базе матрицы CNF (1) в [4] был разработан ме-
тод визуализации конфликта (МВК). Модифи-
цируем последовательность шагов, описывающих
функцию «управления конфликтом» (МПШФУК)
actcnfmАФ [3], дополняя ее запуском МВК [4], а так-
же визуализацией среднего арифметического пока-
зателей взаимозависимости целей агентов gdhimas

и общего показателя напряженности конфликта
в ГиИМАС cnfhimas с их пороговыми значени-
ями.

Пример результата работы МПШФУК — визуа-
лизация стимуляции конфликта между агентами —
представлен на рис. 5. Толщина и цвет (от свет-
ло-серого до темно-серого) линии указывают на
величину среднего квадратического напряженно-
стей конфликтов между агентами. У каждой вер-
шины — подписи, идентификаторы агентов. Если
η > 0, то для агентов с напряженностью конф-
ликта ниже η ребра на графе не отображаются.
При наведении указателя мыши на ребро отоб-
ражаются напряженности конфликтов. С учетом
матриц [4] CP (элементы cpij описывают ве-
личину напряженности проблемно-ориентирован-
ного конфликта между агентами) и CPR (эле-
менты cprij описывают величину напряженности
процессно-ориентированного конфликта), если
превалирует проблемно-ориентированный кон-
фликт (cpij ≥ cprij), то ребро между двумя вер-
шинами (агентами) прорисовывается сплошной
линией, а если процессно-ориентированный
(cpij < cprij) — штриховой.

Последовательность шагов МПШФУК следу-
ющая.

1. Инициализировать переменную «стадия»: stg =
= “начало”.

2. Вычислить среднее арифметическое показате-
лей взаимозависимости целей агентов по фор-
муле [3]:

gdhimas =
n∑

i=1

n∑

j=i+1

2gdij(n− 2)!
n!

.

3. Запустить функцию идентификации конфлик-
тов actcnft из (1), чтобы с помощью класси-
фикатора конфликтов cnfcl из (1) на основе
решений, предложенных агентами-специали-
стами (АС), сформировать матрицу конфлик-
тов CNF из (1) между парами агентов, после
чего вычислить общий показатель напряжен-
ности конфликта в ГиИМАС:
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Рис. 5 Визуализация стимуляции конфликта между агентами: (а) начало, предконфликт (начальная фаза); (б) сти-
муляция, инцидент (фаза подъема); (в) стимуляция, эскалация (пик конфликта), конец стимуляции
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cnfhimas =

=

n∑

i=1

n∑

j=i+1

∑

cnft∈CNFT

2cnfij cnft(n− 2)!
|CNFT|n! .

4. Задать пороговое η минимальное значение на-
пряженности визуализируемого конфликта при
необходимости (по умолчанию η = 0), за-
пустить МВК и отобразить на экране gdhimas

и cnfhimas с их порогами, используя их значе-
ния, цвет и символы (для gdhimas: темно-се-
рого цвета, если выше нуля, и светло-серого
цвета, если ниже или равно нулю; для cnfhimas:

темно-серого цвета, если меньше cnfhimash ,
светло-серого цвета, если равно cnfhimash ,

и , если больше cnfhimash ).

5. Если gdhimas > 0, cnfhimas < cnfhimash и stg ∈
∈ {“начало”, “стимуляция”}, где cnfhimash —
определяемое в ходе тестирования систе-
мы значение, по умолчанию равное 0,5,
то установить stg = “стимуляция”, выполнить
функцию «стимуляция конфликтов» actcnfs

и подсветить рамкой символ выбранного при
выполнении функции actcnfs метода коллек-
тивных рассуждений АС из набора доступных
АФ metcolag = {« », «мозговой штурм с на-
водящими вопросами», «пул мозговой за-
писи», «оспаривание ограничений», «конку-
ренция за вознаграждение», «инвертирования
целей АС»} (metcolag биективно отображается
на smetcolag = { , , , , , } и по умол-
чанию перед запуском функции «управление
конфликтом» устанавливаются metcolag = « »,
а smetcolag = , иначе сохранить визуали-
зацию стимуляции конфликта, установить
stg = “разрешение” и выполнить функцию
«разрешение конфликтов» actcnfr.

6. Если stg = “конец” после выполнения функций
«стимуляция конфликтов» actcnfs или «разре-
шение конфликтов» actcnfr, то отправить аген-
ту, принимающему решение (АПР), сообщение
о необходимости завершения работы ГиИМАС
и закончить работу.

7. Ожидать поступления сообщений от АС или
АПР.

8. Если получено сообщение от АС, содер-
жащее решение проблемы или ее части,
и metcolag 6= «инвертирования целей АС», то
перейти к п. 3, иначе к п. 2.

9. Если получено сообщение от АПР о заверше-
нии работы, то закончить работу, иначе сооб-
щить агенту-отправителю об ошибке и перейти
к п. 7.

Таким образом, данный метод визуализации
стимуляции конфликта между агентами в ГиИМАС
интегрирует в себе пиктографическую, визуальную
(с помощью графов) и численную информации, что
в совокупности дает пользователю исчерпывающее
представление о процессах стимуляции конфликта
агентов.

4 Заключение

Стимуляция конструктивных конфликтов в ма-
лых коллективах специалистов приводит к более
качественному решению проблемы. Моделирова-
ние и визуализация процессов стимуляции аген-
тов делает работу ГиИМАС релевантной реальному
процессу поиска разрешения проблемной ситуа-
ции коллективом. В работе рассмотрены подходы
к визуализации стимуляции конфликтов (исключи-
тельно деструктивных военных макроконфликтов)
и предложен новый метод ее визуализации, бази-
рующийся на представленном в [4] методе визуали-
зации конфликта между агентами. Предложенный
метод предоставляет возможность отследить изме-
нение напряженности между агентами при каждом
запуске функции «стимуляция конфликта», а также
отследить, какой метод коллективных рассужде-
ний агентов-специалистов внес наибольший вклад
в процесс стимуляции конструктивного конфликта
в коллективе.
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ФОРМЫ ПРЕДСТАВЛЕНИЯ НОВОГО ЗНАНИЯ,

ИЗВЛЕЧЕННОГО ИЗ ТЕКСТОВ∗

И. М. Зацман1

Аннотация: Рассматривается модель целенаправленного извлечения нового знания из текстов коллекти-
вом экспертов, а также формы его представления в лингвистических типологиях и словарях терминов
баз медицинских знаний. Использование модели иллюстрируется двумя примерами: извлечение нового
знания о значениях немецких модальных глаголов из параллельных текстов и о значениях терминов из
медицинских документов. Процесс извлечения нового знания основан на лингвистическом аннотирова-
нии текстов экспертами. Основная цель аннотирования состоит в пополнении типологий рубриками (баз
знаний (БЗ) — терминами), которые удовлетворяют заданному критерию новизны, согласованы в коллек-
тиве экспертов и представляют извлеченное знание. Рассматриваемая модель включает этап согласования
понимания экспертами как извлеченного знания, так и форм его представления. В рассматриваемом при-
мере базы знаний используются три формы: новый термин, измененная дефиниция уже существующего
термина (без увеличения числа его значений) и расширенная дефиниция уже существующего термина
(с увеличением числа его значений).

Ключевые слова: извлечение знания из текстов; модель ИТО; концепт; рубрика; термин; контекстное
значение; немецкие модальные глаголы; типология; база медицинских знаний
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1 Введение

В статье рассматривается модель извлечения но-
вого знания из текстов в процессе их лингвисти-
ческого аннотирования экспертами [1, 2], а также
формы представления извлеченного нового знания.
Применение модели и используемые в ней формы
иллюстрируются двумя примерами:

(1) извлечение новых значений немецких модаль-
ных глаголов из параллельных текстов и их
представление в лингвистических типологиях
(проект по гранту № 20-012-00166) [3];

(2) извлечение из медицинских текстов нового
знания и его представление в словаре тер-
минов базы знаний об исследуемой болезни
(проект по гранту № 21-57-53018) [4].

В проекте создания базы медицинских знаний
эксперты могут выбрать одну из трех форм пред-
ставления нового извлеченного знания или их со-
четание:

(1) новый термин;

(2) измененная дефиниция уже существующего
термина (без увеличения числа его значений);

(3) расширенная дефиниция уже существующего
термина (с увеличением числа его значений).

Модель извлечения нового знания была разра-
ботана в рамках проекта по гранту РФФИ № 18-07-
00192 «Метод и информационная технология для
целенаправленного формирования новых лингви-
стических типологий» [5–8]. В этой модели пер-
воначально использовалась одна форма представ-
ления нового знания — дефиниция новой рубрики
лингвистической типологии.

Цель проекта состояла в создании модели це-
ленаправленного извлечения нового знания в ин-
тересах пополнения типологии описаниями новых
значений исследуемых языковых единиц и про-
ектировании информационной технологии на ее
основе.

Для демонстрации реализуемости технологии
использовалась только одна форма представления
нового знания, извлеченного из фрагментов парал-
лельных текстов, — дефиниция рубрики, которая
добавлялась в типологию при обнаружении в текс-
тах нового значения исследуемой языковой едини-
цы [9, 10]. При этом объем смыслового содержания
концепта добавляемой рубрики должен был быть
не меньше объема обнаруженного в текстах нового

∗Исследование выполнено при финансовой поддержке РФФИ (проект 20-012-00166) с использованием ЦКП «Информатика»
ФИЦ ИУ РАН, а также при финансовой поддержке РФФИ и Государственного фонда естественных наук Китая в рамках проекта
21-57-53018.

1Федеральный исследовательский центр «Информатика и управление» Российской академии наук, izatsman@yandex.ru
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значения. В следующем разделе будет дано описа-
ние различия между концептами рубрик типологии
и значениями языковой единицы (которые будем
называть контекстными значениями), обнаружен-
ными экспертами в текстах.

Отметим, что разработанная модель позволяет
не ограничиваться только одной формой его пред-
ставления, а использовать несколько форм. При
этом рассматриваемый спектр форм не является
неотъемлемой компонентой только этой модели.
Эти же формы можно использовать и в традицион-
ных моделях генерации нового знания, известных
в экономической науке [11–17].

Разработанная модель дает возможность не
только использовать несколько форм представле-
ния нового знания, но и перераспределять его меж-
ду рубриками типологии или, соответственно, уже
существующими терминами словаря базы знаний,
меняя их дефиниции. Необходимость в перераспре-
делении была выявлена в рамках проекта по гранту
РФФИ № 20-012-00166 «Исследование семантики
модальных конструкций по данным немецко-рус-
ского параллельного корпуса», который выполня-
ется в Институте проблем информатики ФИЦ ИУ
РАН.

Цель этого проекта состоит в поиске новых
контекстных значений немецких модальных гла-
голов, добавлении соответствующих рубрик в их
типологию, а также в уточнении дефиниций уже
существующих рубрик. При обнаружении новых
контекстных значений и была выявлена необхо-
димость не только создавать новые рубрики типо-
логии, но и перераспределять новое содержание
между уже существующими рубриками, меняя их
дефиниции [18, 19].

Цель статьи состоит в описании форм пред-
ставления нового знания, извлеченного из текстов,
с помощью дефиниций рубрик типологий (клас-
сификационных схем) и терминов словарей баз
знаний. Использование нескольких форм пред-
ставления нового знания рассматривается в кон-
тексте разработанной ранее модели целенаправлен-
ного извлечения нового знания [5–10].

Раздел 2 посвящен определению понятий «кон-
цепт» рубрики (термина) и «контекстное значение»,
а также описанию различий между ними на приме-
ре результатов проекта по исследованию немецких
модальных глаголов.

В разд. 3 дается описание варианта ранее разра-
ботанной модели с тремя формами представления
знания, адаптированной для медицинского проек-
та [4].

2 Контекстные значения
языковых единиц и концепты

При описании форм представления нового зна-
ния используются два ключевых понятия: «кон-
цепт» рубрики типологии (классификационной
схемы) или словарного термина и «контекстное
значение» языковой единицы. Начнем с опре-
деления понятия «контекст». Согласно энцикло-
педическому словарю, контекст — это «фрагмент
текста, включающий избранную для анализа еди-
ницу, необходимый и достаточный для определения
значения этой единицы, являющегося непротиво-
речивым по отношению к общему смыслу текс-
та» [20]1. На основе этой словарной дефиниции
определим понятие «контекстное значение» языко-
вой единицы (например, модальный глагол или ме-
дицинский термин) как ее смысловое содержание,
определенное в границах контекста и являюще-
еся непротиворечивым по отношению к общему
смыслу текста. Понятие «концепт» рубрики типо-
логии (классификационной схемы) или словарного
термина определяется как смысловое содержание,
извлекаемое из ее (его) дефиниции, определенное
в ее границах и являющееся: (1) непротиворечивым
по отношению к общему смыслу типологии (слова-
ря) и (2) охватывающим те контекстные значения,
которым эта рубрика присваивается.

Понятия «концепт», «контекстное значение»
и различие между ними проиллюстрируем на при-
мере результатов, полученных в рамках проекта по
аннотированию предложений с немецкими модаль-
ными глаголами [8–10], в котором используется их
типология со структурой, представленной на рис. 1.

Рис. 1 Структура типологии значений немецких мо-
дальных глаголов и их переводных эквивалентов

1Возможны ситуации, когда разные эксперты могут увидеть и описать разные значения языковой единицы в одном и том же
контексте (см. рис. 2).
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Таблица 1 Рубрики значений трех немецких модальных глаголов

Рубрики
значений глагола

d�urfen

Число
немецких

предложений

Рубрики
значений глагола

k�onnen

Число
немецких

предложений

Рубрики
значений глагола

m�ogen

Число
немецких

предложений
d�urfen-01 304 k�onnen-01 2244 m�ogen-01 157
d�urfen-02 40 k�onnen-02 138 m�ogen-02 4
d�urfen-03 18 k�onnen-03 103 m�ogen-03 33
d�urfen-04 18 k�onnen-04 11 m�ogen-04 21
d�urfen-x 3 k�onnen-05 13 m�ogen-05 35

k�onnen-06 88 m�ogen-06 74
k�onnen-07 79 m�ogen-07 13
k�onnen-08 18 m�ogen-x 0
k�onnen-09 2
k�onnen-x 3

Число
проаннотированных

предложений
383 2699 337

На рис. 1 показаны три уровня типологии. Верх-
ний (постоянный) уровень включает немецкие мо-
дальные глаголы d�urfen, k�onnen, m�ogen, m�ussen,
sollen и wollen (показаны первые три глагола). Сред-
ний уровень содержит рубрики значений немецких
модальных глаголов (показаны две рубрики из пяти
для d�urfen и по одной для k�onnen и m�ogen). В типо-
логии у каждого глагола есть специальная рубрика
с неопределенным концептом и без дефиниции,
имеющая символ «x» на конце. Она проставляется
в тех случаях, когда контекстное значение глагола
в аннотируемом предложении, по мнению экспер-
тов, не принадлежит ни одному концепту рубрик
текущего варианта типологии.

Рубрики трех модальных глаголов и число про-
аннотированных немецких предложений с каждой
из них, включая специальные рубрики с симво-
лом «x», указаны в табл. 11. Например, рубрике
d�urfen-012 соответствует 304 немецких предложе-
ния, проаннотированных экспертами с примене-
нием надкорпусной базы данных [2, 3], а рубрике
d�urfen-x — 3 немецких предложения. Поэтому руб-
рика d�urfen-01 и была проставлена в аннотациях3

304 немецких предложений, а рубрика d�urfen-x —
в аннотациях 3 из 383 немецких предложений
с d�urfen.

Число рубрик в типологии, соответствующих
каждому глаголу, может увеличиваться в процес-
се семантического анализа и аннотирования пред-
ложений параллельных текстов. Новые рубрики

добавляются в типологию, если эксперты находят
в предложениях новые контекстные значения гла-
голов, которые не представлены рубриками теку-
щей версии типологии. До очередного пополнения
типологии таким предложениям временно присва-
иваются рубрики с «х». Например, до начала проек-
та по модальным глаголам в типологии было только
две рубрики, охватывающих контекстные значения
глагола d�urfen в проаннотированных предложени-
ях (см. рисунок на с. 95 в [7]), а по состоянию на
20 июня 2021 г. их число увеличилось до четырех,
не считая рубрики с символом «х» (см. табл. 1).

Нижний уровень типологии включает для каж-
дой рубрики все те переводные эквиваленты на рус-
ском языке, которые встретились экспертам в про-
цессе аннотирования. Переводные эквиваленты
используются экспертами при описании перевода
каждого контекстного значения модального глаго-
ла в процессе аннотирования. Восемь эквивален-
тов, встретившихся экспертам 8 и более раз в пере-
водах на русский язык 304 немецких предложений
с глаголом d�urfen в значении d�urfen-01, приведены
в табл. 2 (по состоянию на 20.06.21).

Всего эксперты описали в процессе аннотирова-
ния 72 эквивалента для значения d�urfen-01. Для 64
из 72 эквивалентов (с частотностью менее 8) в табл. 2
отведена одна строка. Сорок три из 64 эквивалентов
встретились только один раз (в табл. 1 не показаны).
В 46 из 304 эквивалентов модальность не переда-
на. Таблица 3 содержит три примера предложений

1Все численные данные в таблицах, полученные с использованием ЦКП «Информатика» ФИЦ ИУ РАН, указаны по состоянию
надкорпусной базы данных немецких модальных глаголов [3] на 20 июня 2021 г.

2Дефиниция концепта этой рубрики по состоянию на 20 июня 2021 г. определена экспертами как «Наличие разрешения делать
что-л. (часто в неполных синтаксических конструкциях): мочь; можно; под отрицанием: нельзя, не разрешается, запрещено».

3Примеры аннотаций немецких предложений с модальным глаголом sollen приведены в табл. 2 и 3 работы [5] с указанием рубрик
этого глагола (описание концептов рубрик дано в [21]).
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Таблица 2 Русские переводные эквиваленты, соответствующие значению d�urfen-01

Переводной эквивалент
Частотность

эквивалентов
[эквиваленты, не передающие модальность в переводе] 46

1 мочь 34
2 должен 26
3 нельзя 25
4 можно (см. первый пример в табл. 3) 18
5 иметь право 14
6 разрешить 9

7
модальность передана в переводе формой повелительного наклонения
(см. второй пример в табл. 3)

8

8 вправе (см. третий пример в табл. 3) 8
[остальные 64 переводных эквивалента] 116
Число немецких предложений с d�urfen в значении d�urfen-01 304

Таблица 3 Три предложения с глаголом d�urfen в первом значении и их переводы

Оригинальный текст Перевод
Darf ich dir einen Kuss geben?
[Thomas Mann. Buddenbrooks (1896–1900)]

Можно, я тебя поцелую?
[Перев. — Н. Ман (1953)]

Du darfst nicht wieder fort, darfst mich nicht wieder allein
lassen.
[Theodor Fontane. Effi Briest (1894–1895)]

Не уезжай больше, не оставляй меня одну!

[Перев. — Ю. Светланов, Г. Эгерман (1960)]
Das Volk, hie� es in der Urteilsbegr�undung, m�usse von
den finanziell und gesellschaftlich bessergestellten Kreisen
einen sittlich einwandfreien Lebenswandel nicht nur fordern
d�urfen, sondern auch vorgelebt sehen k�onnen.

[Friedrich D�urrenmatt. Justiz (1985)]

Народ, как гласило обоснование приговора, вправе
не только требовать, чтобы круги, благополучные
с финансовой точки зрения и вышестоящие — с об-
щественной, вели нравственно безупречный образ
жизни, но и вправе своими глазами наблюдать его.
[Перев. — С. Фридлянд (1988)]

с d�urfen в первом значении d�urfen-01 (с перевод-
ными эквивалентами «можно», императивная кон-
струкция и «вправе»).

В проекте по исследованию значений немец-
ких модальных глаголов используются две формы
представления нового знания, извлеченного экс-
пертами из параллельных текстов:

(1) измененные дефиниции уже существующих
рубрик глагола (без увеличения их числа);

(2) новые рубрики и их дефиниции, которые до-
бавляются в типологию на ее среднем уровне.
Операции изменения дефиниций в надкорпус-
ной базе данных описаны в [19].

Форма, аналогичная первой из трех перечислен-
ных в разд. 1, в этом проекте не используется, так
как эксперты до начала исследования фиксируют
число модальных глаголов, исследуемых ими в не-
мецком языке в рамках проекта. Эта форма (добав-
ляемый новый медицинский термин) вместе с дву-
мя другими формами будет описана в следующем
разделе.

3 Модель с тремя формами
представления нового знания

Разработанная ранее модель [5–10] получила
название «information-technology-oriented — ITO»
(модель ИТО) [22]. Ее адаптированный вариант ис-
пользуется в настоящее время при проектировании
информационной технологии извлечения новых
контекстных значений из текстов документов, от-
носящихся к исследуемой болезни, и пополнения
словаря БЗ о ней терминами, представляющими
эти значения [4]. В рамках этой технологии, соче-
тающей программно реализованные и экспертные
стадии семантического анализа текстов, извлечен-
ные значения вместе с их контекстами распределя-
ются по трем категориям (см. стрелки 1, 2 и 3 на
рис. 2):

(1) контекст(ы) извлеченного значения указыва-
ет (указывают) на необходимость обновления
описания одного из концептов в дефиниции
термина, уже представленного в словаре БЗ;
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Формы представления нового знания, извлеченного из текстов

Рис. 2 Модель ИТО [22], адаптированная для обработки медицинских документов

(2) контекст(ы) говорит (говорят) о необходи-
мости включения описания нового концепта
в дефиницию термина, уже существующего
в словаре БЗ;

(3) извлеченное значение и его контексты ука-
зывают на необходимость формирования де-
финиции нового термина и добавления его
в словарь БЗ.

В БЗ дефиниция одного термина может вклю-
чать описание нескольких его концептов, т. е. тер-
мины могут быть многозначными (для модальных
глаголов каждому концепту рубрики соответство-
вала своя дефиниция). Сопоставительный анализ
структурных компонентов дескрипторов терминов
проектируемой БЗ и терминов тезауруса Нацио-
нального института рака (National Cancer Institute —
NCI) [23, 24], а также описание информационной
технологии извлечения новых контекстных значе-
ний из текстов документов даны в [4, 22].

Модель ИТО, описанная в работе [22], была
адаптирована (см. рис. 2) в медицинском проекте
в интересах разработки финальной из пяти ста-
дий технологии извлечения и представления новых
контекстных значений в БЗ:

(1) формирование массива документов, описыва-
ющих исследуемое заболевание, извлекаемых
из баз данных, например PubMed Central [25];

(2) автоматическое обнаружение в этом массиве
слов (словосочетаний) и формирование мас-
сива их контекстов, которые могут говорить
о потенциально новых контекстных значени-
ях (согласно заданному критерию их новиз-
ны [22]);

(3) автоматизированное распределение потенци-
ально новых контекстных значений по трем
перечисленным выше категориям;

(4) анализ каждой категории и уточнение ее со-
става коллективом экспертов;

(5) изменение дефиниций уже существующих
терминов (стрелки 1 и 2 на рис. 2) или пополне-
ние словаря БЗ новыми терминами (стрелки 3)
экспертами, которые согласовывают свое по-
нимание извлеченных контекстных значений
и концептов.

На первых двух стадиях решается также задача
сокращения массива контекстов за счет уменьше-
ния поискового шума (на первой стадии при фор-
мировании массива документов, на второй — мас-
сива контекстов), а на третьей — задача уменьшения
числа ошибок распределения методом машинного
обучения. От степени решения этих двух задач
зависит объем последующей работы экспертов.
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4 Заключение

Иногда бывает необходимо аннотировать не-
текстовые данные в процессе терминологического
описания в БЗ некоторых заболеваний. В част-
ности, аннотации случаев инфицирования коро-
навирусами могут включать рубрики, представля-
ющие смысл нетекстовых данных. Такими данными
могут быть изображения, отражающие симптомы
заболевания (например, участки уплотнений в лег-
ких по типу «матового стекла»), а также биоинфор-
мационные последовательности геномов штаммов
коронавирусов. Для таких случаев необходимо бу-
дет обобщить процедуру лингвистического анноти-
рования и применять ее обобщенный вариант при
аннотировании сочетания текстовых и нетекстовых
данных. Создание обобщенной процедуры может
стать основой извлечения нового знания из соче-
таний его разнородных потенциальных источников
(текстов, изображений, биоинформационных по-
следовательностей).
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СИСТЕМА МАССОВОГО ОБСЛУЖИВАНИЯ С УПРАВЛЯЕМЫМ

ПО СИГНАЛАМ ПЕРЕРАСПРЕДЕЛЕНИЕМ ПРИБОРОВ

ДЛЯ АНАЛИЗА НАРЕЗКИ РЕСУРСОВ СЕТИ 5G∗

И. А. Кочеткова1, А. С. Власкина2, Н. Н. Ву3, В. С. Шоргин4

Аннотация: Нарезка радиоресурсов — одна из ключевых технологий беспроводных сетей пятого по-
коления с постоянно растущим числом пользователей и предоставляемых услуг. Особенность данной
технологии заключается в возможности организации логически изолированных сегментов радиоресур-
сов под конкретные требования оператора и его пользователей, причем перераспределение объемов
ресурса между сегментами возможно, но только в моменты обращения к ним контроллера. В работе
построена математическая модель для двух классов нетерпеливого эластичного трафика с минимальным
порогом скорости в виде системы массового обслуживания с очередями и сигналами, управляющими
перераспределением ресурса. Приведены формулы для расчета параметров эффективности перерас-
пределения ресурса — коэффициента соответствия начальному распределению ресурса, коэффициента
успеха перераспределения ресурса и коэффициента использования ресурса.

Ключевые слова: 5G; нарезка ресурсов; система массового обслуживания с сигналами; перераспределение
ресурса; эластичный трафик
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1 Введение
В настоящее время наблюдается постоянный

рост числа устройств и пользователей различных
услуг мобильной сети. Стремясь удовлетворить
потребности пользователей по качеству обслужи-
вания, операторы мобильной связи разрабатывают
новые принципы построения сети.

Основу современных сетей пятого поколения
5G составляет концепция нарезки виртуальных се-
тевых ресурсов (англ. network slicing). При этом под-
разумевается логическое разделение радиоресурсов
на сегменты в зависимости от установленных тре-
бований [1]. Внедрение такой технологии привело
к задаче проектирования модели сети, учитыва-
ющей различные характеристики предоставляемых
услуг.

Для мультисервисных беспроводных сетей, реа-
лизующих технологию нарезки радиоресурсов, ав-
торами [2] предлагается одна из возможных моде-
лей схемы распределения ресурсов в виде системы
массового обслуживания с очередями и повторны-
ми вызовами.

Политика обслуживания пользователей может
быть сформулирована как комбинация задачи вы-
пуклого программирования для распределения ре-
сурсов и управления доступом по приоритету [3].
Пока число пользователей в каждом сегменте оста-
ется в пределах установленного порога, все поль-
зователи обрабатываются одинаково. Но если
число пользователей в каком-то из сегментов пре-
высит пороговое значение, пользователям сегмента
сначала будет выделен меньший объем ресурсов,
а затем, если пропускной способности окажется
недостаточно, будет присвоен более низкий прио-
ритет.

Более подробно алгоритмы оптимизации сег-
ментирования на основе различных стратегий раз-
деления ресурсов описаны в работах [4, 5]. При
этом оценка верхней и нижней границ выделен-
ного диапазона радиоресурсов [6], необходимого
для поддержания требуемых гарантий по скорости
обслуживания сегмента, позволяет избежать про-
стоя радиоресурсов и перегрузки отдельных сег-
ментов.

∗Исследование выполнено при финансовой поддержке РФФИ (проект 20-37-70079). Публикация создана при поддержке
Программы стратегического академического лидерства РУДН.

1Российский университет дружбы народов; Федеральный исследовательский центр «Информатика и управление» Российской
академии наук, gudkova-ia@rudn.ru

2Российский университет дружбы народов, vlaskina-as@rudn.ru
3Российский университет дружбы народов, 1032168360@rudn.ru
4Федеральный исследовательский центр «Информатика и управление» Российской академии наук, vshorgin@ipiran.ru
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Исследование алгоритмов адаптивного управле-
ния ресурсами, используемых для управления ка-
чеством видеопотока с камер видеонаблюдения на
удаленные серверы через действующую беспровод-
ную сеть с видео- и веб-трафиком, представлено
в работе [7].

Данная работа служит продолжением исследо-
ваний [8–10], где были разработаны математиче-
ские и имитационные модели систем массового
обслуживания с эластичным трафиком и конечной
очередью. Предложены три показателя, которые
можно использовать для оценки эффективности
динамического перераспределения радиоресурсов.
Будем исследовать систему с динамическим пе-
рераспределением радиоресурсов, управляемую по
внешнему сигналу.

2 Нарезка ресурсов

Рассмотрим задачу оценки эффективности пе-
рераспределения ресурса между классами трафика
исходя из трех критериев:

(1) насколько сильно происходит отклонение от
начального распределения ресурса;

(2) насколько часты случаи, когда при поступ-
лении сигнала перераспределения ресурса не
происходит;

(3) насколько много простаивает свободного ре-
сурса при ожидающих в это время сессиях тра-
фика.

В системе K классов трафика, между которыми
динамически перераспределяется ресурс объема V .
Обозначим V1(t0), . . . , VK(t0),

∑K
k=1 Vk(t0) = V , на-

чальное распределение ресурса, а V1(t), . . . , VK(t),∑K
k=1 Vk(t) = V , распределение в некоторый мо-

мент времени t. Пусть t1, t2, . . . , ti, . . . — моменты
времени поступления сигналов, управляющих
перераспределением ресурса между классами тра-
фика. Тогда параметрами эффективности пере-
распределения ресурса, соответствующими кри-
териям 1–3, будут коэффициент α соответствия
начальному распределению ресурса, коэффици-
ент β успеха перераспределения ресурса и коэф-

Таблица 1 События в системе

№ п/п Условие Результат
1. Поступление запроса на передачу эластичного трафика k-класса

а k-ресурса для обеспечения минимального порога
скорости передачи эластичного трафика с учетом
новой сессии достаточно

Запрос будет принят, и передача трафика будет
начата на k-ресурсе, а скорость передачи всех
сессий на нем будет пропорционально снижена

б k-ресурса для обеспечения минимального порога
скорости передачи эластичного трафика с учетом
новой сессии недостаточно, но в k-очереди есть
место для ожидания начала обслуживания

Запрос будет принят и отправлен на ожидание
начала обслуживания в k-очередь

в k-ресурса для обеспечения минимального порога
скорости передачи эластичного трафика с учетом
новой сессии недостаточно и в k-очереди места
для ожидания начала обслуживания отсутствуют

Запрос будет заблокирован

2. Завершение передачи эластичного трафика k-класса
а Ожидает начала обслуживания в k-очереди хотя

бы одна сессия эластичного трафика
Сессия будет завершена и передача трафика из
k-очереди будет начата, а скорость передачи всех
сессий останется прежней

б Сессии эластичного трафика, ожидающие начала
обслуживания в k-очереди, отсутствуют

Сессия будет завершена, а скорость передачи всех
оставшихся сессий на k-ресурсе будет пропорци-
онально повышена

3. Наступление порога для времени ожидания начала обслуживания сессии эластичного трафика k-класса
а — Сессия не будет обслужена

4. Поступление сигнала
а Условия для перераспределения ресурса в соот-

ветствии с заданной политикой управления вы-
полнены

Ресурс будет перераспределен в соответствии с за-
данной политикой

б Условия для перераспределения ресурса в соот-
ветствии с заданной политикой управления не
выполнены

Перераспределения ресурса не будет
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Рис. 1 Перераспределение ресурса

фициент γ использования ресурса, которые опре-
деляются по формулам:

α =
1

K

K∑

k=1

αk ,

αk = lim
T→∞

I(T )∑

i=1

ti − ti−1
TY

min{Vk(ti), Vk(t0)}
Vk(t0)

;

β = lim
T→∞

I(T )∑

i=1

max
k=1,...,K

1{Vk(ti) 6= Vk(ti − 0)}

I(T )
;

γ =
1

K

K∑

k=1

γk , γk = lim
T→∞

J(T )∑

j=1

τe
kj − τb

kj

T
,

где моменты τb
kj и τe

kj обозначают начало и завер-
шение j-периода занятости для k-класса трафика.

Будем далее рассматривать нетерпеливый элас-
тичный трафик с минимальным порогом скорости
и возможностью ожидания начала обслуживания
сессии в очереди.

В табл. 1 приведено тезисное описание функ-
ционирования системы для разных вариантов про-
исходящих событий. Отметим, что перераспреде-
ление ресурса происходит при последовательном
выполнении двух условий — поступления сигнала
и выполнения условий заданной политики управле-
ния, решение которой зависит от состояния, в ко-
тором находится система. На рис. 1 проиллюст-
рировано распределение ресурса во времени для
политики из работы авторов [9].

3 Система массового
обслуживания

Перейдем к построению математической мо-
дели для двух классов эластичного трафика в ви-
де системы массового обслуживания с сигналами.
Предположим, что входящие потоки запросов на
передачу эластичного трафика пуассоновские с ин-
тенсивностями λ1/λ2, а объем трафика распреде-
лен по экспоненциальному закону с параметрами
µ1/µ2. С учетом порога b для скорости передачи
трафика максимальное число обслуживаемых сес-
сий составляет N = ⌊V/b⌋, а число мест в очереди
для ожидающих начала обслуживания сессий —
R1/R2. Пусть пороги для времени ожидания начала
обслуживания сессий распределены по экспонен-
циальному закону с параметрами ε1/ε2, а поток сиг-
налов, управляющих перераспределением ресурса,
является пуассоновским с интенсивностью δ.

Опишем функционирование системы при по-
мощи случайного процесса X(t) с состояниями
вида x = (m1,m2, n1, n2, r1, r2), где mk — по-
рог для максимального числа обслуживаемых сес-
сий k-класса; nk — число обслуживаемых сессий
k-класса; rk — число ожидающих начала обслужи-
вания сессий k-класса, k = 1, 2. Тогда пространство
состояний X(t) будет иметь вид:

X = {(m1, N −m1, n1, n2, 0, 0) :

0 ≤ m1 ≤ N ,n1 ≥ 0 , n2 ≥ 0 , n1 + n2 ≤ N}∪
∪ {(m1, N −m1,m1, N −m1, r1, r2) :

0 ≤ m1 ≤ N , 0 < r1 ≤ R1 , 0 < r2 ≤ R2} .
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Таблица 2 Интенсивности переходов

№
п/п

Интенсивность
события

Условие на x Состояние x′

1а-1 λ1 n1 + 1 ≤ m1 (m1, N −m1, n1 + 1, n2, 0, 0)

1б-1 λ1 n1 + 1 > m1, r1 + 1 ≤ R1 (m1, N −m1, n1, n2, r1 + 1, r2)

1а-2 λ2 n2 + 1 ≤ m2 (m1, N −m1, n1, n2 + 1, 0, 0)

1б-2 λ2 n2 + 1 > m2, r2 + 1 ≤ R2 (m1, N −m1, n1, n2, r1, r2 + 1)

2а-1
m1
N

V µ1 r1 > 0 (m1, N −m1, n1, n2, r1 − 1, r2)

2б-1
m1
N

V µ1 r1 = 0, n1 > 0 (m1, N −m1, n1 − 1, n2, 0, r2)

2а-2
m2
N

V µ2 r2 > 0 (N −m2,m2, n1, n2, r1, r2 − 1)

2б-2
m2
N

V µ2 r2 = 0, n2 > 0 (N −m2,m2, n1, n2 − 1, r1, 0)

3а-1 r1ε1 r1 > 0 (m1, N −m1,m1, n2, r1 − 1, r2)
3а-2 r2ε2 r2 > 0 (N −m2,m2, n1,m2, r1, r2 − 1)

4а-1 δ
n1 = m1, r1 > 0,
n2 < m2, r2 = 0,
r1 ≤ m2 − n2

(m1 + r1,m2 − r1, m1 + r1, n2, 0, 0)

4б-1 δ
n1 = m1, r1 > 0,
n2 < m2, r2 = 0,
r1 > m2 − n2

(m1 +m2 − n2, n2,m1 +m2 − n2, n2, r1 −m2 + n2, 0)

4а-2 δ
n2 = m2, r2 > 0,
n1 < m1, r1 = 0,
r2 ≤ m1 − n1

(m1 − r2,m2 + r2, n1,m2 + r2, 0, 0)

4б-2 δ
n2 = m2, r2 > 0,
n1 < m1, r1 = 0,
r2 > m1 − n1

(n1,m2 +m1 − n1, n1,m2 +m1 − n1, 0, r2 −m1 + n1)

В табл. 2 перечислены возможные интенсив-
ности переходов между состоянием x и другими
состояниями системы, нумерация строк соответ-
ствует нумерации в табл. 1, а политика управления
перераспределением ресурсов определена в стро-
ках 4. Исходя из описанных правил записывается
матрица интенсивностей переходов и могут быть
найдены стационарные вероятности π(x), x ∈ X.

4 Пример численного анализа

Зная стационарные вероятности π(x), x ∈ X,
показатели эффективности перераспределения ре-
сурса — коэффициент α соответствия начальному
распределению ресурса, коэффициент β успеха пе-
рераспределения ресурса и коэффициент γ исполь-
зования ресурса — можно найти по формулам:

α =
α1 + α2
2

;

αk =
∑

x∈X

min{mk, “mk}
“mk

π (m1,m2, n1, n2, r1, r2) ;

β =
∑

x∈B

π (m1,m2, n1, n2, r1, r2) ,

B = {x ∈ X :
n1 = m1, r1 > 0, n2 < m2, r2 = 0, r1 ≤ m2 − n2}∪

∪ {x ∈ X : n1 = m1, r1 > 0, n2 < m2, r2 = 0,

r1 > m2 − n2} ∪ {x ∈ X : n2 = m2, r2 > 0,
n1 < m1, r1 = 0, r2 ≤ m1 − n1}∪{x ∈ X : n2 = m2,

r2 > 0, n1 < m1, r1 = 0, r2 > m1 − n1} ,

γ =
γ1 + γ2
2

,

γk =
∑

x∈X: mk>0

nk

mk
π (m1,m2, n1, n2, r1, r2) .

Проиллюстрируем зависимость коэффициен-
тов эффективности перераспределения ресурса от
среднего значения 1/δ интервала между поступле-
ниями сигналов. На рис. 2 показаны коэффициен-
тыα, β иγ для следующих исходных данных: λ1 = 1,
λ2 = 5, µ1 = µ2 = 0,01, ε1 = ε2 = 0, N1 = N2 = 2,
R1 = R2 = 1.
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Рис. 2 Коэффициенты эффективности перераспреде-
ления ресурса

5 Заключение

Разработана математическая модель для двух
классов эластичного трафика в виде системы мас-
сового обслуживания с очередью и минимальным
порогом скорости с перераспределением ресурса,
управляемым сигналами.

Предложены показатели эффективности пере-
распределения ресурса: коэффициент соответствия
начальному распределению ресурса, коэффициент
успеха перераспределения ресурса и коэффициент
использования ресурса.

В дальнейшем предполагается рассмотреть дру-
гие модели, в частности с управлением перерас-
пределением ресурсов с использованием методов
машинного обучения.

Авторы благодарят студентку кафедры приклад-
ной информатики и теории вероятностей РУДН
Софию Бурцеву за помощь в проведении числен-
ного анализа.
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АНАЛИЗ СТРАТЕГИИ РАЗГРУЗКИ БАЗОВЫХ СТАНЦИЙ 5G NR

С ПОМОЩЬЮ ТЕХНОЛОГИИ NR-U∗

А. В. Дараселия1, Э. С. Сопин2, Д. А. Молчанов3, К. Е. Самуйлов4

Аннотация: Ожидается, что базовые станции (БС) сетей пятого поколения (англ. Fifth Generation, 5G)
Новое радио (англ. New Radio, NR) миллиметрового диапазона частот будут развернуты в областях
с чрезвычайно высокими и резко колеблющимися требованиями к трафику, где это приводит к частым
нарушениям качества обслуживания с точки зрения предоставляемой скорости на интерфейсе доступа,
особенно в часы пик. В качестве одной из мер борьбы с перегрузками 3GPP (3rd Generation Partnership
Project) рассматривает технологию NR-U (NR-Unlicensed), позволяющую использовать на БС помимо
лицензируемого спектра также и нелицензируемый спектр частот, например 60 ГГц. В этом случае
сессия, которая не может быть обслужена в лицензируемом спектре вследствие нехватки ресурсов, может
быть перенаправлена в нелицензируемый спектр, где происходит конкуренция за ресурсы с абонентами
технологии WiGig. Цель данного исследования – оценить параметры качества обслуживания в об-
ласти, характеризующейся определенной плотностью пользователей NR и WiGig, где пользователи
NR могут использовать технологию NR-U, если выполняются их требования к скорости. В качестве
исследуемой метрики используется вероятность потери сессии NR и достижимая скорость передачи
в нелицензируемом спектре частот. Проведенное численное исследование показало, что на исследу-
емые характеристики помимо плотности пользователей NR и WiGig оказывают влияние размер окна
конкурентного доступа, плотность блокаторов и минимальная необходимая скорость. Представленные
численные результаты позволяют сделать вывод о том, что рассматриваемый подход может значительно
увеличить достижимую скорость пользовательских сессий, однако для этого требуется достаточно плотное
развертывание технологии NR.

Ключевые слова: NR-U; New Radio; WiGig; QoS; теория массового обслуживания; ресурсная система
массового обслуживания; марковский процесс

DOI: 10.14357/19922264210313

1 Введение

Технология 5G Новое радио, стандартизован-
ная в рамках 3GPP Release 15 и Release 16, обещает
резкое повышение скорости доступа на последней
миле [1], особенно за счет использования частот
миллиметрового диапазона (англ. millimeter wave,
mmWave) [2]. Ожидается, что технология NR, ра-
ботающая как часть гетерогенной технологии 5G,
станет решающим шагом на пути к удовлетворению
возросших требований пользователей к интерфейсу
доступа.

На первом этапе проникновения на рынок БС
mmWave NR будут развернуты в местах с высокой
концентрацией пользовательского трафика, напри-
мер в торговых центрах, на концертах. В этих усло-
виях можно ожидать резких колебаний потребности
в трафике. Так как технология NR, как ожидается,

обеспечит определенный уровень качества обслу-
живания с точки зрения достигнутой скорости на
интерфейсе доступа, эти колебания потенциально
могут привести к ухудшению скорости сверх допус-
тимого предела.

В данной статье проводится анализ подхода,
обеспечивающего жизнеспособный вариант для
сглаживания колебаний трафика. Рассматривает-
ся совместная реализация технологий NR и WiGig
с использованием спектра 60 ГГц на одной фи-
зической БС. Так как обе технологии работают
в диапазоне mmWave, они характеризуются изна-
чально согласованными скоростями на интерфейсе
доступа, а также, как ожидается, будут широко
поддерживаться современными и будущими поль-
зовательскими устройствами (ПУ). Ожидается, что
такие системы, основанные на методе агрегации
несущих, стандартизованном 3GPP, станут частью

∗Публикация подготовлена при поддержке РНФ (проект 20-71-00124).
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Анализ стратегии разгрузки базовых станций 5G NR с помощью технологии NR-U

будущих сетей 5G. Однако протоколы управле-
ния доступом в нелицензируемом диапазоне час-
тот, использующие процедуру случайного доступа,
не всегда могут гарантировать требуемый уровень
скорости передачи, что ставит задачу расчета необ-
ходимой плотности таких NR-нелицензированных
БС для поддержки заданной плотности ПУ NR-U
и ПУ WiGig, работающих только с использованием
технологии WiGig.

В этой статье исследуется процесс совместно-
го обслуживания сессий с использованием базо-
вых станций NR-U, объединяющих технологии NR
и WiGig. С помощью инструментов теории массо-
вого обслуживания и марковских процессов разра-
ботана модель, позволяющая вычислять скорости,
предоставляемые ПУ NR-U и ПУ WiGig. Эта про-
межуточная метрика дает возможность определить
вероятность потери сессии ПУ NR-U, а также оце-
нить требуемую плотность базовых станций NR-U
для заданной плотности ПУ NR-U и WiGig.

2 Модель системы

2.1 Модель развертывания

Рассмотрим систему с технологиями NR
и WiGig, физически расположенную на одной
БС NR-U. Технология NR использует лицензиру-
емый диапазон 28 ГГц с шириной канала BN =
= 400 МГц [3]. Предполагается, что технология
WiGig работает в диапазоне 60 ГГц, используя канал
шириной BW = 2,16 ГГц [4]. Предположим, что
БС NR-U развернуты в соответствии с точечным

процессом Пуассона в R2 с плотностью λA БС на
квадратный метр (рис. 1). Высота БС NR-U — hB .

В рассматриваемом развертывании есть два ти-
па устройств: ПУ NR-U и ПУ WiGig. Устройства
первого типа способны работать как в диапазонах
NR, так и в диапазонах WiGig, а ПУ WiGig ис-
пользуют только технологию WiGig. Расположение
ПУ NR-U и WiGig определяется также в соответ-
ствии с точечным процессом Пуассона с плотно-
стями χB,N и χB,W на 1 м2 соответственно. Высота
всех пользовательских устройств составляет hU .

Совместная реализация NR и WiGig достига-
ется за счет использования технологии агрегации
несущих 3GPP [5]. Никакого дополнительного вза-
имодействия или сигнализации между технологи-
ями NR и WiGig на стороне БС NR-U не пред-
полагается, поскольку вся логика реализована на
ПУ NR-U. Нелицензируемый диапазон использу-
ется БС NR-U для обслуживания сессий ПУ NR-U,
выгруженных из лицензируемой части NR. В част-
ности, если гарантии скорости для ПУ не могут
быть предоставлены в NR-части базовой станции
NR-U, ПУ пробует использовать нелицензируемую
технологию WiGig. Если достигнутой скорости не-
достаточно, ПУ NR-U покидает систему.

2.2 Механизм сосуществования

Все ПУ, использующие нелицензируемый диа-
пазон, применяют подход с прослушиванием кана-
ла перед передачей (англ. Listen-Before-Talk, LBT).
Предполагается, что технология NR-U использует
механизм CoLBT (Channel observation-based LBT)

Рис. 1 Иллюстрация рассматриваемого сценария развертывания (UE — user equipment)
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Рис. 2 Иллюстрация рассматриваемого механизма случайного доступа

на основе окна конкурентного доступа (англ. con-
tention window, CW) и концепции счетчика отсроч-
ки (рис. 2), который аналогичен рекомендован-
ному 3GPP для технологии LAA (Licensed Assisted
Access) [6]. Изначально размер CW равен 32, а мак-
симальное число повторных передач равно T .

Пользовательские устройства, у которых есть
пакет, готовый к передаче, генерируют случайное
целое число тактов отсрочки на отрезке [1,CW]в со-
ответствии с равномерным распределением. Зна-
чение счетчика отсрочки уменьшается на единицу
в каждом такте, где канал считается свободным. Ес-
ли канал занят, счетчик приостанавливается и про-
должается прослушивание канала. Когда значение
счетчика отсрочки достигает единицы, ПУ передает
свой пакет. Возможны три исхода:

(1) успешная передача;
(2) неуспешная передача из-за коллизии (из-за

конфликта с другой передачей пользователь-
ского устройства NR-U или WiGig);

(3) неуспешная передача из-за блокировки пути
прямой видимости (англ. Line of Sight, LoS).

В случаях неуспешной передачи максимальное
значение счетчика отсрочки удваивается, а при
успешной — сбрасывается до исходного значения.

На процедуру разрешения конфликтов как для
БС NR-U, так и для точек доступа WiGig влияет
направленность используемых антенных решеток,
т. е. коллизия может произойти только тогда, когда
ПУ, расположенные в одном секторе WiGig, пыта-
ются передавать в одно и то же время. C точки зре-
ния моделирования это означает, что эффективное
число ПУ ограничено направленностью антенной
решетки WiGig.

2.3 Модели распространения,
блокировки и антенны

1. Модель блокировки. В модели учитывается
перекрытие пешеходами путей распространения.

Предполагается, что пешеходы движутся в R2 в со-
ответствии с моделью подвижности со случайным
направлением [7] со скоростью v метров в секунду
и экспоненциально распределенной длиной про-
бега со средним значением τ метров. Пешеходы
моделируются как цилиндры высотой hB и радиу-
сом rB .

Обозначим через pb(r) вероятность того, что ПУ,
расположенное на расстоянии rот БС NR-U, забло-
кировано. Обобщая результаты из [7, 8], получаем
следующее выражение для этой вероятности:

pb(r) = 1− e−2λBrB(r(hB−hU )/(hW −hU )+rB),

где λB — плотность пешеходов.

2. Модель распространения. Поскольку обе рас-
сматриваемые технологии работают в миллиметро-
вом диапазоне, используются аналогичные модели
распространения. Отношение сигнал–шум плюс
помехи (англ. signal to interference & noise ratio,
SINR) на приемнике, расположенном на рассто-
янии e, составляет

S(y) =
PN,UGN,AGN,U

(N0W +MI)L(y)
,

где PN,U — мощность передачи пользовательского
устройства; GN,A и GN,U — коэффициенты усиле-
ния антенной решетки на БС и ПУ соответствен-
но; N0 — спектральная плотность мощности шума;
W — рабочая полоса пропускания; MI — грани-
ца интерференции; L(y) — потери распростране-
ния. Для заданной плотности развертывания БС
NR-U можно оценить значение интерференции,
используя модели на основе стохастической гео-
метрии [9–11].

Согласно [12], потери распространения, изме-
ряемые в децибелах, определяются как
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LdB(y) =





32,4 + 21,0 log(y) + 20 log fM,c

в незаблокированном состоянии;

32,4 + 3,19 log(y) + 20 log fM,c

в заблокированном состоянии,

(1)

где fM,c — рабочая частота, ГГц; x — расстояние
между БС и ПУ.

Потери распространения в (1) можно предста-
вить в линейном масштабе, используя модель ви-
да Aiy

−ζi , где Ai и ζi — коэффициенты распро-
странения. Вводя коэффициенты (A1, ζ1) и (A2, ζ2)
которые соответствуют незаблокированным и за-
блокированным состояниям, получаем

A = A1 = A2 = 10
2 log10 fM,c+3,24,

ζ1 = 2,1 , ζ2 = 3,19 .

Тогда значение SINR на ПУ можно записать как

S(y) =

=
PN,UGN,AGN,U

(N0W +MI)A

[
y−ζ1 [1− pb(y)] + y

−ζ2pb(y)
]
,

где pb(y) — вероятность блокировки на рассто-
янии y.

Вводя коэффициент

C =
PN,UGN,AGN,U

(N0W +MI)A
, (2)

модель распространения можно представить в виде:

S(y) = Cy−ζ1 [1− pb(y)] + C2y
−ζ2pb(y). (3)

3. Модель антенны. Аналогично [9] предпо-
лагается, что диаграмма направленности антен-
ной решетки представляет собой коническую зо-
ну с углом α, совпадающим с HPBW (half-power
beamwidth) антенной решетки. Согласно [13],
HPBW антенной решетки α пропорциональна чис-
лу элементов:

α = 2|θm − θ3dB|.
Здесь θ3dB — угол, при котором значение излуча-
емой мощности на 3 дБ ниже максимума; θm —
положение максимума массива:

θm = arccos

(
−β
π

)
,

где β — ориентация массива, точнее азимуталь-
ный угол, представляющий физическую ориента-
цию массива, т. е. θm = π/2 для β = 0.

Среднее усиление антенны по HPBW можно
найти, как в [13]:

G =
1

θ+3dB − θ−3dB

θ+
3dB∫

θ−

3dB

sin(Nπ cos(θ)/2)

sin(π cos(θ)/2)
dθ, (4)

где θ±3dB = arccos[−β±2,782/(Nπ)];N — количество
антенных элементов.

2.4 Схемы трафика, распределения
ресурсов и разгрузки

Предположим, что ПУ NR-U и WiGig генери-
руют эластичные требования к трафику. Согласно
этой модели (также известной как модель полно-
го буфера в 3GPP) ПУ всегда имеют данные для
передачи. Однако ПУ NR-U характеризуются не-
которыми требованиями к минимальной скорости
Rmin, которые предоставляются как часть соглаше-
ния QoS между оператором сети и пользователями.
Обратим внимание, что в зависимости от рассто-
яния между БС NR-U и ПУ одна и та же минималь-
ная скорость Rmin требует разного объема ресурса.

Пользовательские устройства WiGig использу-
ют только нелицензируемый диапазон. Предпола-
гается, что выбор точки доступа для подключения
происходит на основе мощности приема опорно-
го сигнала. Таким образом, ПУ связаны с бли-
жайшей БС WiGig. Для ПУ NR-U все несколько
иначе. Изначально ПУ NR-U пытается установить
соединение с ближайшей БС NR-U и использовать
технологию NR. Однако если текущая скорость,
предоставляемая другим ПУ NR-U, в данное время
использующим технологию NR на этой БС, упадет
ниже требуемой минимальной скорости Rmin, сес-
сия будет перенаправлена на связанную техноло-
гию WiGig. Если скорость, предоставляемая на ин-
терфейсе WiGig, недостаточна для удовлетворения
требований к минимальной скорости Rmin, сессия
NR-U сбрасывается.

Также отметим, что в WiGig могут быть выгру-
жены только те сессии, которые ближе к БС NR-U,
чем rW , где rW — покрытие точки доступа WiGig.

3 Распределение объема
запрашиваемых ресурсов

Для параметризации процесса обслуживания
в NR-части базовой станции NR-U нужны сле-
дующие параметры:

(1) распределение объема ресурса, необходимого
для одной сессии пользовательского устрой-
ства NR-U;

(2) доля сессий, которые могут быть выгружены
в WiGig-часть базовой станции NR-U.

Для определения искомых параметров требует-
ся определить эффективные радиусы покрытия NR
и WiGig частей БС NR-U, rN и rW . Поскольку
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оба радиуса получаются аналогично, ниже рассмат-
ривается только rN . В области БС NR-U эффек-
тивный радиус покрытия rN равен минимуму от
расстояния между БС NR-U rN,V и максимального
покрытия NR-части базовой станции NR-U rN,S,
т. е. rN = min(rN,S , rN,V ). Ниже получим эти ком-
поненты.

Радиус rN,S определяется как максимальное
расстояние между ПУ NR-U и БС NR-U, так что
ПУ NR-U в условиях блокировки LoS не находится
в условиях простоя. Согласно используемой мо-
дели распространения, отношение сигнал/шум на
максимальном двумерном расстоянии rN,S опреде-
ляется выражением:

S = C2
(
r2N,S + (hB − hU )

2
)−ζ/2

= Sth,

где Sth является SNR (англ. signal to noise ratio),
соответствующим самой низкой возможной схе-
ме модуляции и кодирования (англ. modulation and
coding scheme, MCS) NR. Решая это уравнение от-
носительно rN,S, получаем:

rN,S =

√(
SthMS,B

C2

)2/ζ

− (hB − hU )
2.

Здесь MS,B — граница теневого замирания, опре-
деляемая как

MS,B =
√
2σS,Berfc

−1(2pC) ,

где erfc−1(·) — обратная дополнительная функция
ошибок; pC — вероятность покрытия границы соты;
σS,B — стандартное отклонение распределения те-
невого замирания для состояния блокировки LoS,
которое представлено в [12]. Отметим, что rN,S за-
висит отC2 из (2), который, в свою очередь, зависит
от угла сектора α согласно (4). Отметим, что обыч-
но rW,S < rN,S из-за различий в несущих частотах
и допустимой излучаемой мощности.

Радиус rN,V , равный половине расстояния меж-
ду соседними БС NR-U, определяется аппроксима-
цией круга ячейки Вороного, вызванной местопо-
ложением БС NR-U в R2. Поскольку фактическая
площадь ячейки Вороного неизвестна [14], исполь-
зуем компьютерное моделирование, чтобы полу-
чить rN,V . Радиус покрытия WiGig-части базовой
станции NR-U rW получается аналогично.

Как только радиусы rN и rS получены, можно
приступить к определению объема ресурсов, запра-
шиваемых ПУ NR-U. Для этого потребуется полу-
чить функцию распределения (ФР) SNR. Заметим,
что в рассматриваемой модели случайность SNR
обусловлена двумя факторами: расположением ПУ
относительно БС и затуханием [12]. Для учета зату-
хания, имеющего логнормальное распределение по

линейной шкале, сначала преобразуем его в шкалу
децибел, где оно описывается нормальным распре-
делением.

Выведем теперь ФР трехмерного расстояния
между ПУ и БС NR, предполагая, что ПУ рав-
номерно распределены в плоскости покрытия. Рас-
стояние на плоскости распределено согласно плот-
ности распределения wR(x) = 2x/r

2
N [15]. Теперь

трехмерное расстояние может быть получено с по-
мощью расстояния на плоскости через φD(r) =
=
√
(hB − hU )2 + r2 при помощи метода преобра-

зования случайных величин [16]. В частности, если
случайная величина Y с плотностью распределе-
ния w(y) является функцией Y = φ(X) от другой
случайной величины X c плотностью распределе-
ния вероятностей f(x), то

w(y) =
∑

∀i

f(ψi(y))

∣∣∣∣
dψi

′(y)

dy

∣∣∣∣ , (5)

где x = ψi(y) = φ
−1(x)— обратные функции.

Подставляя wr(x) и φr(x) в (5), получаем

Wd(x) =
2hBhU − h2B + h

2
U + x

2

d2N

для hB − hU < x <
√
r2N + h

2
B − 2hBhU + h2U .

Обратную функцию от отношения сигнал/шум
в децибелах без затухания можно найти с помощью
того же метода, где SNR в децибелах является функ-
цией трехмерного расстояния:

φSNR,dB(d) = 10 log10
(
Ad−ζ

)
.

Здесь d — трехмерное расстояние между ПУ и БС
NR; ζ является показателем потерь распростране-
ния; A определяет все усиления и потери, кроме
потерь при распространении и флуктуаций из-за
затухания. Подставляя φSNR,dB(x) и Wd(x) в (5),
получаем ФР SNR:

WSdB(x) = 1−
10−x/(5ζ)A2/ζ − (hB − hU )

2

r2N

при x > 10 log10[A(r
2
N + (hB − hU )

2
)−ζ/2].

Учитывая, что теневое затухание характеризу-
ется логнормальным распределением по линейной
шкале, приводящим к нормальному распределе-
нию по шкале децибел, случайная величина SNR
может быть записана в виде суммы SSF = SdB +
+ N (0, σ), где σ — стандартное отклонение тене-
вого затухания. Наконец, определяем ФР SNR как
свертку WS(y) и нормального распределения с ну-
левым средним и стандартным отклонением σ, т. е.

WSSF(y) =

∞∫

−∞

WS (y + u)
e−u2/(2σ2)

√
2π σ

du .
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К сожалению, последние не могут быть оцене-
ны в замкнутой форме с использованием техники
преобразования случайных величин, но могут быть
представлены в терминах функции Лапласа:

WSSF(x) =
1

2r2N

[
A2/ζ10−x/(5ζ)eσ2 log2(10)/(50ζ2) ×

×
[
erf
( (
50ζ logA− 25ζ2 logB + σ2log2(10)−

− 5ζx log(10))
/(
5
√
2ζσ log(10)

))
−

−erf
( (
50ζ(logA− ζ log(hB − hU )) + σ

2
S log

2(10)−

− 5ζx log(10))
/(
5
√
2ζσ log(10)

))]
+

+
(
r2N + (hB − hU )

2
)
×

×erf
(
−10 logA+ 5ζ logB + x log(10)√

2σ log(10)

)
−(hB−hU )

2×

× erf
((√

2 (−10 logA+ 10ζ log(hB − hU ) +

+ x log(10))
)/
(σ log(100))

)
+ r2N

]
, (6)

где B = r2N + (hB − hU )
2
; erf(·) — функция Лапла-

са. Включая потери, вызванные блокировкой LB

вA и подставляя σS,B и σS,nB в (6), можем получить
две ФР SNR WSnB и WSB

для незаблокированного
и заблокированного состояний.

Взвешивая эти две ФР с помощью вероятностей
того, что ПУ находится в заблокированном/неза-
блокированном состоянии, получаем окончатель-
ное выражение для ФР SNR:

WS(x) = pbWSB
(x) + (1− pb)WSnB(x).

Функция распределения требования сессии
к ресурсам получается путем сопоставления ФР
SNR с граничными значениями SNR для каждой
кодово-модуляционной схемы NR [17] при задан-
ной частоте ошибок блока (англ. block error rate,
BLER). Отметим, что из-за различий в rN и rW ,

а также в системных параметрах технологий NR
и WiGig эти скорости могут различаться даже для
одного и того же ПУ NR-U. Учитывая, что ПУ
NR-U распределены по точечному процессу Пуас-
сона в R2 для NR-части базовой станции NR-U,
а также принимая во внимание значения спектраль-
ной эффективности кодово-модуляционных схем,
среднюю спектральную эффективность можно по-
лучить по формуле:

E[Se] =

rN∫

0

2x

rN
log2(1 + S(x)) dx ,

где S(x) определяется в (3).

4 Анализ стратегии разгрузки

Для анализа стратегии разгрузки разработана
модель, состоящая из двух основных компонентов:

(1) ресурсная система массового обслуживания,
описывающая обслуживание сессий в лицен-
зируемом диапазоне;

(2) цепь Маркова для анализа эффективности слу-
чайного доступа к разделяемой среде WiGig.

Как показано на рис. 3, вероятность потери на
NR, вызванная нехваткой ресурсов, является веро-
ятностью выгрузки сессий на WiGig, и только при
потере еще и на WiGig сессия теряется окончатель-
но. Вероятность потери на WiGig определяется как
вероятность того, что достижимая скорость меньше
минимально необходимой Rmin.

Из-за различия между радиусами покрытия NR-
и WiGig-частей базовой станции NR-U rN и rW (т. е.
rN > rW ), вводятся два типа сессий. Сессии перво-
го типа, расстояние до БС которых удовлетворяет
неравенству rW < x < rN , могут обслуживаться
только частью NR базовой станции NR-U. Если

Рис. 3 Схема ресурсной системы массового обслуживания
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ресурсов для обслуживания таких сессий недоста-
точно, то они теряются. Сессии второго типа (x ≤
≤ rW ) могут быть выгружены в WiGig при нехватке
ресурсов на NR.

Пусть λ = χB,Nr
2
NπpNλS — интенсивность

поступления всех сессий NR-U, где χB,N — плот-
ность пользовательских устройств NR на квадрат-
ный метр, определенная в подразд. 2.1; r2Nπ — зо-
на покрытия базовой станции для технологии NR,
представленной в подразд. 2.4; pN — вероятность
того, что пользователь передает в определенный
момент времени; λS — интенсивность генерации
сессии от каждого ПУ NR. Интенсивность λ явля-
ется суммой интенсивностей λ1 и λ2 поступления
заявок первого (из кольца rW < x < rW ) и второго
(из окружности 0 < x < rW ) типов.

Интенсивность поступления в лицензируемую
полосу равна интенсивности поступления всех сес-
сий, т. е. λL = λ. Интенсивность поступления λU

на нелицензируемый спектр равна интенсивности
потерь сессий второго типа на NR, т. е. λU = λ2πU ,
где πU — вероятность потерь сессий второго типа
в лицензируемой части. Кроме того, обозначим πL

вероятность потерь сессий первого типа, которая
приводит к окончательной ее потере.

Основной метрикой служит требуемая плот-
ность БС NR-U, которые должны быть развернуты
в области для поддержания минимальной скорости
сессии NR-U Rmin для заданных плотностей ПУ
NR-U и WiGig, χB,N и χB,W соответственно.

В следующем подразделе выводятся формулы
для расчета этой метрики, а также для вероятности
потери сессии ПУ NR-U.

4.1 Процесс обслуживания
в лицензируемом диапазоне

Для моделирования процесса обслуживания
сессии в лицензируемом диапазоне использу-
ются ресурсные системы массового обслужива-
ния [18–21]. С этой целью рассмотрим систему
массового обслуживания с K <∞ сессиями и дис-
кретным объемом R < ∞ единиц ресурса, где K
обозначает максимальное число ПУ NR-U в сис-
теме, т. е. максимальное количество заявок, кото-
рые могут одновременно обслуживаться в NR-час-
ти базовой станции NR-U. В систему поступают
два пуассоновских потока сессий двух типов с ин-
тенсивностями λ1 и λ2. Времена обслуживания
распределены экспоненциально с параметром µ.

Процесс обслуживания каждой сессии требует
случайного объема ресурса 0 ≤ r ≤ R. Распреде-
ление требований к ресурсу для рассматриваемых
типов заявок обозначается {pl,j}j≥0, l = 1, 2, где

pl,j — вероятность того, что сессия типа l тре-
бует j единиц ресурса. Согласно [18], ресурсная
система массового обслуживания с двумя потоками
может быть проанализирована как система с одним
агрегированным потоком, распределение требова-
ний к ресурсам в котором определяется по формуле:

pj,L =
ρ1
ρ
p1,j +

ρ2
ρ
p2,j ,

где предлагаемая нагрузка определяется как ρ =
= ρ1 + ρ2, ρi = λi/µ, i = 1, 2.

Система работает следующим образом. Посту-
пающая сессия принимается в систему, если на
момент прибытия в системе достаточно доступ-
ного ресурса для удовлетворения требований этой
сессии. Поступающая сессия сбрасывается, если
в момент поступления объем ресурса, требуемо-
го для нее, превышает объем доступного ресурса.
В этом случае сессия первого типа будет потеря-
на, а сессия второго типа — перенаправлена на
нелицензируемый спектр. Когда время обслужи-
вания сессии истекает, она покидает систему,
освобождая все занятые ресурсы. Поведение сис-
темы можно описать случайным процессом X(t) =
= (ξ(t), γ(t)). Здесь ξ(t) — число сессий в системе,
а γ(t) = (γ1(t), γ2(t), . . . , γξ(t)(t)), где γi(t) — объ-
ем ресурса, выделенного i-й обслуживаемой сессии
в момент времени t.

Обозначим через Pk(r) стационарную вероят-
ность того, что в системе обслуживаются k сессий,
которые занимают суммарно r ресурсов, т. е.

Pk(r) = lim
t→∞

P



ξ(t) = k,

ξ(t)∑

i=1

γi(t) = r



 ,

0 ≤ r ≤ R .

Согласно [22], стационарное распределение за-
дается выражениями

Pk(r) = P0
ρk

k!
p
(k)
r,L, k = 1, 2, . . . ,K , r = 1, 2, . . . , R ,

где

P0 =

(
1 +

K∑

k=1

ρk

k!

R∑

r=0

p
(k)
r,L

)−1

;

{p(k)r,L}r≥0 — k-кратная свертка распределения
{pr,L}r≥0, вычисляемая рекуррентно:

p
(k)
r,L =

r∑

j=0

p
(k−1)
r−j,Lpj,L .

Вероятность потери πU сессии второго типа
определяется выражением:

πU = 1− P0
K−1∑

k=0

ρk

k!

R∑

r=0

p
(k+1)
r,L . (7)
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Для больших значений K и R расчет по форму-
ле (7) является вычислительно трудоемким. В этом
случае можно применять сверточный вычислитель-
ный алгоритм, разработанный в [19]. В соответ-
ствии с ним вероятность потерь может быть рас-
считана по формуле:

πU = 1−G−1(K,R)

R∑

i=0

p2,iG(K − 1, R− i),

где значения G(n, r) задаются как

G(n, r) =

n∑

i=0

ρi

i!

r∑

j=0

p
(i)
j,L

и вычисляются рекуррентно.
Аналогично, вероятность потерь сессий первого

типа вычисляется по формуле:

πL = 1−G−1(K,R)

R∑

i=0

p1,iG(K − 1, R− i).

4.2 Процесс обслуживания
в нелицензируемом спектре

Здесь охарактеризуем распределение требова-
ний к ресурсу и интенсивность поступления сессий
в WiGig-часть базовой станции NR-U.

Распределение требований к ресурсу сброшен-
ных на лицензируемой полосе сессий рассчитыва-
ется по формуле:

pj,U =
p2,j
πU




R∑

r=0

PK(r) +

K−1∑

k=0

R∑

r=R−j+1

Pk(r)


 ,

0 ≤ j ≤ R . (8)

Распределение (8) можно также получить при
помощи функций G(k, r), используя их определе-
ние и правила преобразования сумм:

pj,U =
1

πU
p2,j

G(K,R)−G(K − 1, R− j)

G(K,R)
.

Сессии ПУ NR-U, выгруженные на WiGig-по-
лосу, конкурируют за ресурсы передачи с ПУ WiGig.
Перейдем к выводу вероятности успешной переда-
чи для обоих типов ПУ, которая используется да-
лее для определения скорости, полученной ПУ NR
в нелицензируемом диапазоне.

Пусть pc — вероятность коллизии, а pb — вероят-
ность того, что путь прямой видимости заблокиро-
ван. Тогда вероятность успешной передачи может
быть выражена как

θ = (1− pc) (1− pb) . (9)

Рис. 4 Диаграмма переходов состояний марковской
модели

Процедуру случайного доступа к среде переда-
чи, представленной в подразд. 2.2, можно описать
цепью Маркова {Xn, n ≥ 0}, где Xn обозначает
число неудачных попыток передать данные с мо-
мента последней успешной попытки и принимает
значения от 0 до T . Граф переходных вероятностей
цепи Маркова, представленный на рис. 4, позволяет
получить систему уравнений для ее стационарного
распределения:

q0 = q0θ + q1θ + · · ·+ qT−1θ + qT ;

qi = qi−1(1− θ), i = 1, . . . , T − 1;
qT = qT−1(1 − θ).





(10)

Решая систему (10), получаем формулу для вы-
числения стационарных вероятностей qi в следу-
ющем виде:

qi =
θ

1− (1− θ)T+1
(1− θ)i , i = 0, . . . , T. (11)

Пусть теперь πN и πW — вероятности того, что
ПУ NR-U и WiGig соответственно делают попытку
передачи в произвольно выбранный такт времени.
Тогда, если существуют конкурирующие сессии nN

NR-U и nW WiGig, вероятность коллизии равна

pc = (1− pb) (1− (1− πN )
nN (1− πW )

nW ) . (12)

Поскольку ПУ пытаются передавать только в од-
ном временн‚ом такте каждого состояния цепи Мар-
кова {Xn}, вероятность передачи πN может быть
вычислена как обратное значение средней длитель-
ности (в тактах) пребывания в одном состояния
цепи Маркова:

πN =

[
T∑

i=0

qjbj

]−1
, (13)

где среднее число тактов bj в состоянии j

bj =

2jW∑

i=1

1

2jW
i =
2jW + 1

2
, j = 0, 1, . . . , T . (14)
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Подставив (11) и (14) в (13), вероятность пере-
дачи πN можно записать в следующем виде:

πN =



θW

(
1− 2T+1 (1− θ)T+1

)

2
(
1− (1− θ)T+1

)
(2θ − 1) +

1

2



−1

. (15)

Отметим, что формула для πW имеет точно такой
же вид.

Также заметим, что вероятности θ, pc, πN и πW

фактически являются функциями от числа сес-
сий nN и nW , конкурирующих за возможность
передачи. Таким образом, решая нелинейную сис-
тему (9), (12) и (15) для каждой пары значений nN

и nW , полученные значения можно использовать
для вычисления успешной передачи šN :

šN =

∞∑

i=1

(ρ⋆
N )

i

i!
e−ρ⋆

N

∞∑

j=0

(ρ⋆
W )

j

j!
e−ρ⋆

W πN (i, j)θ(i, j) ,

где ρ⋆
N = λU/µ; ρ⋆

W = λW /µW .
Вероятность успешной передачи для ПУ WiGig

рассчитывается аналогично. Поскольку скорость,
достигаемая сессией со спектральной эффектив-
ностью mj, определяется выражением RN

U,j =
= šNBUmj, то средняя скорость, достигаемая
NR-U UE в нелицензируемом диапазоне, состав-
ляет

E[RN
U ] =

R∑

j=0

pj,UšNBUmj .

Скорость, достигаемая ПУ WiGig, получается
аналогичным образом. Чтобы определить воз-
можную вероятность потери сессии NR-U, опреде-
лим QU как вероятность потери сессии NR-U, т. е.

вероятность того, что минимальная скорость Rmin
не будет достигнута в нелицензируемой полосе час-
тот. Таким образом,

QU = P {R < Rmin} =
∑

RN
U,j

<Rmin

pj,U .

Наконец, вероятность потери сессии Q в систе-
ме в целом равна

Q =
λ1 + λ2(1− πU )

λ
πL +

λ2πU

λ
QU .

5 Численный пример

В данном разделе приводится численный при-
мер расчета искомых характеристик. Исходные
данные, использованные для получения графиков,
представлены в таблице.

Графики на рис. 5 и 6 представляют вероятность
коллизии как функцию от числа ПУ для нескольких
значений плотности блокаторовλB (см. рис. 5) и на-
чального значения окна конкурентного доступа W
(см. рис. 6). Анализируя данные, представленные
на рис. 5 для W = 16, отметим, что при увеличении
числа ПУ вероятность коллизии повышается для
всех рассматриваемых значений λB . Однако бло-
каторы оказывают сильное влияние на значения
вероятности коллизии. В частности, исследуемые
характеристики принимают наименьшие значения
при λB = 0,1. При увеличении λB до 0,3 и далее
до 0,5 наблюдается рост вероятности коллизии. Это
происходит вследствие уменьшения вероятности

Параметры системы по умолчанию

Параметр Значение

Рабочие частоты NR/WiGig, fM,c 28/60 ГГц
Ширина полосы пропускания NR/WiGig, BN , BW 400 МГц / 2,16 ГГц
Высота БС NR-U, hA 10 м
Радиус блокатора, rB 0,2 м
Высота блокатора, hB 1,7 м
Высота ПУ, hU 1,5 м
Мощность передачи NR/WiGig, PN,U 33/23 дБ·м
Тепловой шум, N0 −174 дБ·м/Гц
Запас помехоустойчивости, MI 3 дБ
Порог мощности приема сигнала, Sth −9 дБ
Интенсивность блокаторов, λB 0,3
Антенна точки доступа/ПУ WiGig 16× 4 / 8× 4
Антенна БС/ПУ NR-U 64× 4 / 8× 4
Вероятность активной сессии ПУ NR-U, pN 0,1
Вероятность активной сессии ПУ WiGig, pW 0,1
Размер начального окна конкурентного доступа, W 16
Попытки повторной передачи с удвоением CW, T 10
Минимальная требуемая скорость в нелицензируемой полосе частот, Rmin 50 Мбит/c
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Рис. 5 Вероятность коллизии в нелицензируемом спект-
ре, W = 16: 1 — λB = 0,1; 2 — 0,3; 3 — 0,5; 4 — λB = 0,7

Рис. 6 Вероятность коллизии в нелицензируемом спект-
ре, λB = 0,3: 1 — W = 8; 2 — 16; 3 — W = 32

успешной передачи и последующего накопления
устройств, имеющих пакет, готовый к передаче.
Однако дальнейшее увеличение плотности блока-
торов приводит к снижению вероятности коллизии
вследствие роста окон передачи на ПУ.

Начальный размер окна конкурентного досту-
па W также оказывает влияние на вероятности
коллизии (см. рис. 6 для λB = 0,3). Анализируя
представленные данные, следует отметить, что для
малых значений начального размера окна конку-
рентного доступа наблюдается практически линей-
ная зависимость вероятности коллизии. При боль-
ших значениях W зависимость становится более
сложной, что объясняется совместным влиянием
вероятности блокировки передачи и вероятности
успешной передачи.

Перейдем теперь к рассмотрению системных
метрик. На рис. 7 и 8 представлена вероятность
успешной передачи как функция от плотности БС

для разных значений плотности блокаторов λB (см.
рис. 7) и размера окна конкурентного доступа W
(см. рис. 8).

Анализируя представленные данные, можно от-
метить, что вероятность успешной передачи по-
вышается для всех представленных кривых. Здесь
основную роль играет уменьшение радиуса обслу-
живания соты и, как следствие, уменьшение на-
грузки, что приводит к указанному положитель-
ному эффекту. Отметим также, что увеличение
плотности блокаторов приводит к значительному
снижению вероятности успешной передачи. Иден-
тичный эффект наблюдается также и для размера
окна W .

Рассмотрим среднюю скорость передачи в нели-
цензируемом спектре E[RN

U ], а также вероятность
потери сессии Q, представленные на рис. 9 и 10
как функции от плотности БС для разных значе-
ний нагрузки и размера окна конкурентного до-

Рис. 7 Вероятность успешной передачи как функция от
плотности БС: 1 — λB = 0,1; 2 — 0,3; 3 — λB = 0,5

Рис. 8 Вероятность успешной передачи как функция от
плотности БС: 1 — W = 8; 2 — 16; 3 — W = 32
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Рис. 9 Средняя скорость при λ = 0,1: 1 — λB = 0,1; 2 —
0,3; 3 — 0,5; 4 — λB = 0,7

Рис. 10 Вероятность потери сессии при λB = 0,3: 1 —
λ = 10−3; 2 — 10−2; 3 — 10−1; 4 — λ = 100

ступа. Анализируя данные, представленные на
рис. 9 для W = 16 и λB = 0,3, следует отметить,
что повышение нагрузки приводит в увеличению
вероятности потери сессии. Кроме того, веро-
ятность потери сессии незначительно изменяется
с ростом размера окна конкурентного доступа, хо-
тя и скорость сессии в нелицензируемом спектре
растет, как видно из рис. 10. Это связано с тем,
что в рассматриваемой системе для большей части
диапазона плотностей БС радиус покрытия WiGig
значительно меньше, чем радиус покрытия техно-
логии NR.

6 Заключение

В этой статье был проанализирован механизм
выгрузки сессий в сетях 5G NR на основе техноло-
гии NR-U.

Используя вероятность потери сессии NR-U
в качестве исследуемой метрики, авторы предло-
жили метод оценки плотности развертывания БС
NR-U, необходимой для поддержки заданной плот-
ности ПУ NR с предписанными гарантиями QoS
с точки зрения пропускной способности.

Показано, что на исследуемые характеристи-
ки помимо плотности ПУ NR и WiGig оказывает
значительное влияние размер окна конкурентно-
го доступа, плотность блокаторов и минимальная
необходимая скорость. Представленные числен-
ные результаты позволяют сделать вывод о том,
что рассматриваемый подход действительно дает
возможность значительно увеличить достижимую
скорость пользовательских сессий. Однако для
этого требуется достаточно плотное развертыва-
ние технологии NR. Эти соображения необходимо
учитывать при планировании развертывания сетей
NR-U.
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ANALYSIS OF 5G NR BASE STATIONS OFFLOADING

BY MEANS OF NR-U TECHNOLOGY
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Abstract: Fifth generation millimeter wave New Radio (NR) base stations (BS) are expected to be deployed in
areas with extremely high and drastically fluctuating traffic demands resulting in frequent QoS (Quality of Service)
violations in terms of provided rate at the access interface, especially, during busy hour conditions. As one of the
measures to combat congestion, 3GPP (3rd Generation Partnership Project) considers the NR-U (NR-Unlicensed)
technology, which allows to use the unlicensed frequency spectrum, for example, 60 GHz, on the BS in addition to
the licensed spectrum. In this case, a session that cannot be served in the licensed spectrum due to lack of resources
can be redirected to the unlicensed spectrum where competition for resources with WiGig technology subscribers
takes place. The aim of this study is to evaluate the QoS (quality of service) parameters in an area characterized by
a certain density of NR and WiGig users, where NR users can use NR-U technology if their rate requirements are
met. The studied metric is the NR session loss probability and the achievable transmission rate in the unlicensed
frequency spectrum. The performed numerical study shows that in addition to the density of NR and WiGig
UE, the studied characteristics are influenced by the size of the contention window, the density of blockers, and
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the minimum required rate. The presented numerical results allow one to conclude that the approach under
consideration can significantly increase the attainable data rate of user sessions but this requires dense deployments
of NR technology.
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