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О ВЕРОЯТНОСТНЫХ ОЦЕНКАХ ДОСТОВЕРНОСТИ

ЭМПИРИЧЕСКИХ ВЫВОДОВ∗

А. А. Грушо1, М. И. Забежайло2, Д. В. Смирнов3, Е. Е. Тимонина4

Аннотация: Работа посвящена некоторым особенностям анализа данных в задачах поиска инсайдеров.
Обсуждаются возможности использования различных подходов к описанию диагностики действий ин-
сайдеров при анализе больших эмпирических данных. В задачах этого типа необходимо установить
(спрогнозировать, диагностировать и др.) наличие или отсутствие целевых свойств у каких-либо поль-
зователей из заданного множества. Оценка правильности правдоподобных рассуждений проверяется на
основе оценок вероятностей случайного появления найденных закономерностей в простейших вероят-
ностных моделях. Рассмотренные примеры показывают, при каких соотношениях параметров возможно
эффективное выявление корреляционных связей между событиями, с помощью которых можно вы-
являть инсайдеров. Указаны два способа управления соотношениями между параметрами, позволяющие
получать содержательную информацию. Первый способ основан на разделении периода наблюдений
на промежутки, в течение которых искомая корреляция может проявиться. Второй способ связан со
способами сокращения множества пользователей, которые потенциально могут стать инсайдерами, т. е.
речь идет о формировании кластеров, в которых вероятностные оценки становятся работоспособны-
ми. Искомые соотношения между параметрами для поиска корреляций можно определять с помощью
предельных теорем в схеме серий.

Ключевые слова: враждебный инсайдер; каузальный анализ; вероятностные оценки случайного появления
свойств
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1 Введение

Угроза информационной безопасности со сто-
роны враждебного инсайдера (далее — инсайдера)
считается второй в мире по значимости после хаке-
ров. Обнаружить враждебные действия инсайдера
намного сложнее, чем вредоносное воздействие ха-
кера, потому что инсайдеры знакомы с системой
безопасности организации и имеют доступ к ее час-
ти, при этом объем вредоносных действий, которые
можно зафиксировать, мал по сравнению с объемом
легальных действий, совершаемых пользователями
в процессе работы с информационной системой
(ИС) организации. Разработанные алгоритмы по-
иска инсайдеров часто не способны выявить новые
методы атак инсайдера, а лучшие результаты пока-
зывают на шаблонных входных данных.

Необходимо отметить, что, как правило, по-
иск инсайдеров связан с поиском аномалий в раз-
личных информационных пространствах, где могут

появляться признаки инсайдеров. Например, Ми-
нистерство обороны США провело исследования
под названием Anomaly Detection at Multiple Scales
(ADAMS) [1], основная цель которого — разрабо-
тать и внедрить технологию классификации и об-
наружения аномалий в больших объемах данных
с целью поиска следов инсайдеров.

В настоящее время множество статей посвяще-
но проблеме поиска инсайдеров. Отметим неко-
торые работы, имеющие связь с исследованиями
данной статьи.

Пример корреляционного подхода в поиске ин-
сайдера можно найти в работе [2], в которой рас-
сматриваются описания связей между событиями
и инсайдерами. В работе [3] прямо ставится пробле-
ма верификации вывода о результатах поиска ин-
сайдера в нескольких информационных простран-
ствах, но методы верификации не рассматриваются.
Вероятностные методы рассмотрены в [4], где пока-
зано, как использовать скрытые марковские модели
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для оценок нормального поведения пользователей
ИС. Обзор [5] рассматривает различные подходы
к анализу угроз, порождаемых инсайдерами.

Приведем несколько российских работ, посвя-
щенных проблеме поиска инсайдеров. В статьях [6–
8] построены методы работы с несколькими ин-
формационными пространствами в задачах поиска
инсайдера и поиска аномалий, связанных с инсай-
дером.

В данной работе рассматривается задача вери-
фикации найденных признаков инсайдеров веро-
ятностными методами.

Пусть задано множество пользователей ИС, со-
держащей профессиональную информацию и цен-
ную информацию (в том числе дорогостоящую).
Допустим, что среди пользователей есть один ин-
сайдер. Относительно его выявления возможны
различные частные постановки задачи.

A. Если произошло компьютерное преступление,
в котором виновен инсайдер, то надо провести
расследование и определить его личность среди
множества пользователей, собрать доказатель-
ную базу.

B. Если есть множество конкретных должностных
лиц, то надо определить, есть ли в этом множе-
стве инсайдер.

Признаком возможных действий инсайдера мо-
гут служить аномалии в технологических информа-
ционных процессах. Тогда надо выявлять аномалии
различных типов и на основе найденных аномалий
определить, существует ли инсайдер.

Перечислим некоторые подходы к выявлению
искомой информации.

1. Поиск связи какого-нибудь пользователя u
и свойства, которое наблюдается в некоторых
событиях, связанных с возможным появлени-
ем инсайдера. Например, появление у клиентов
банка больших сумм на счету сопровождается
дорогими покупками пользователя — служа-
щего банка. Гипотеза состоит в том, что этот
пользователь продает информацию о появле-
ниях указанного свойства и, получив деньги,
тратит на заранее запланированные покупки
или участие в азартных играх. Связь пользо-
вателя с появлением данного свойства связана
с задачами A и B.

2. В ходе расследования компьютерного преступ-
ления в банке выяснилось, что преступления
подобного типа уже совершались и проходи-
ли по определенной схеме. Если пользователь
участвует в схеме, то должны появляться другие
элементы схемы при проявлении действия из
этой схемы. Тогда подход состоит в выявлении
действия схемы.

3. На фоне стандартной деятельности пользовате-
лей появились вкрапления нестандартных дей-
ствий пользователя, которые следует рассмат-
ривать как аномалию, если эти действия удается
заметить.

4. Одним из важных свойств, используемых для
выявления инсайдеров, являются противоре-
чия, например размер зарплаты и размеры рас-
ходов, круг профессиональных задач и широта
интересов и др.

5. Подходом, близким по эффективности, но от-
личающимся от метода поиска противоречий,
является поиск некоторых характеристик поль-
зователя, порождающих желание стать инсай-
дером. К таким характеристикам относятся,
например, знакомства с криминальными эле-
ментами, жадность, игромания и др.

Выше перечислены некоторые свойства, но этот
набор свойств далеко не полный. Во всех слу-
чаях возможно построение вероятностной модели
и проверки согласия с ней. Но надо заметить,
что выявленные свойства, которые назовем эмпи-
рическими закономерности, могут проистекать от
случайного стечения обстоятельств, поэтому надо
иметь методы, позволяющие фильтровать возмож-
ности случайных сочетаний свойств, которые мож-
но принять за искомые закономерности. Отметим,
что чем сложнее эти методы, тем меньше они при-
менимы на практике. С другой стороны, упрощение
моделей и методов может привести к потере ре-
альных закономерностей. Выскажем гипотезу, что
пропущенные или отброшенные кандидаты на за-
кономерности в случае реального инсайдера долж-
ны повторяться и при запоминании отброшенных
кандидатов могут получить уверенное подтвержде-
ние при вторичном анализе.

Работа посвящена построению простых методов
фильтрации кандидатов на закономерности в под-
ходах 1-го типа или фильтрации аномалий.

2 Модель корреляции важных
событий и действий
пользователей

Пусть U = {u1, u2, . . . , um} — пользователи ИС
(сотрудники организации), V = {v1, v2, . . . , vn} —
клиенты, на которых работают пользователи, и эти
множества не пересекаются.

Простейшие модели и логику работы с ними
построим для подходов 1-го типа.
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Пусть C — события, связанные с появлением
и доступностью ценной информации. Предпо-
ложим, что события C возникают в соответствии
с пуассоновским процессом с параметром λ. Траты
(большие) произвольного пользователя u из мно-
жества U также происходят в соответствии с пуас-
соновским процессом с параметром µ. Все про-
цессы независимы. Введем параметр T — время
возможного появления зависимости пользова-
ельских трат и появления ценной информации.
Вероятность того, что данный пользователь в про-
межуток времени T не проводил больших трат,
равна e−µT .

Рассмотрим возможность появления трат в фик-
сированный промежуток времени T , связанный
с фиксированным событием C. Вероятность того,
что все пользователи в промежуток T не проводили
больших трат, равна e−µTm, т. е. можно окружить
каждое появление события C отрезком длины T ,
начинающимся с момента появления события C.
По предположению, события C появляются в соот-
ветствии с пуассоновским процессом, и можно вы-
брать промежуток времени T таким образом, чтобы
отрезки длины T не пересекались с вероятностью,
близкой к 1 (для этого надо рассматривать собы-
тия C в процессе с λ ≪ µ). Вероятность того, что ни
в одном промежутке времени при появлении k со-
бытий C не было больших трат, не превосходит
ke−µTm.

Если µTm — большая величина, то вероятность
непопадания больших трат на какой-нибудь отре-
зок длины T вокруг событий C мала. Тогда по-
явление таких событий указывает на множество
подозрительных пользователей. Можно выписать
распределение числа таких пользователей, но во-
прос, когда их будет мало или не будет вовсе,
с большой вероятностью в данном случае более ин-
тересен, т. е. поставим вопрос о выборе параметров
целесообразного поиска. При каких соотношениях
параметров асимптотически в результате корреля-
ционной проверки проявляется только инсайдер?
Для решения этой задачи используем параметр k —
число появлений события C.

Предположим, что все пользователи честные.
Пусть ϕ — случайная величина, равная числу по-
явлений события C за время наблюдения t за по-
ведением и тратами пользователей из множества
U = {u1, u2, . . . , um}. События C появляются в со-
ответствии с законом простого пуассоновского про-
цесса:

P (ϕ = k) =
(λt)k

k!
e−λt .

Предположим, что выброшены все пересечения
промежутков T после событий C. Распределение

Пуассона при больших k можно аппроксимировать
нормальным распределением. Отсюда получим

P (ϕ = λt(1 + o(1))) = 1 + o(1) .

Тогда время t наблюдения для получения k собы-
тий C приближенно равно k/λ.

Для определения необходимых значений k
и определения невозможного события для всех
честных пользователей воспользуемся следующими
оценками: p = 1 − e−µT — вероятность появления
большой траты в данный промежуток T для фик-
сированного пользователя u. По предположению
промежутки T не пересекаются. Тогда вероятность
появления большой траты в каждый промежуток T
для данного пользователя u равна pk. Отсюда сред-
нее число таких пользователей равно mpk. При
T = const и k = (lnm+ ln lnm)eµT получим оценку
среднего числа таких пользователей 1/(lnm).

В этих условиях проявление инсайдера с веро-
ятностью, близкой к 1, возможно при появлении
пользователя, который делает большие траты по-
сле каждого появления события C не менее k раз.
Отметим, что время наблюдения оценивается вели-
чиной

t =
k

λ
(1 + o(1)) .

Такие параметры поиска значительно лучше, чем
при ожидании полного отсутствия трат.

3 Модель машинного обучения

В предыдущем разделе показано, что предло-
женный метод работает, но требует выполнения
двух условий:

(1) наблюдения за всеми тратами;

(2) появления трат после наступления событий C.

Наблюдения за всеми большими тратами воз-
можно, например, когда в игровом клубе нахо-
дится инсайдер, который докладывает в службу
безопасности обо всех сотрудниках организации,
играющих на крупные суммы. В таком случае
в предыдущем разделе найдены условия однознач-
ного выявления инсайдера.

Рассмотрим схожую задачу поиска зависимости
больших трат и появления ценной информации
в базе данных организации в несколько других
предположениях. В рассматриваемом случае воз-
можность выявления инсайдера основана на со-
кращении числа подозреваемых пользователей (2-й
подход).

Пусть за время t в множестве U выделено под-
множество U1 пользователей с очень большими
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единовременным тратами (покупка машины, квар-
тиры, дачи и др.). Под эти покупки, возможно,
взяты кредиты или займы у родственников или
знакомых. Ясно, что объем множества U1 значи-
тельно меньше, чем объем множества U . Восполь-
зуемся этим обстоятельством. Каждый участник
множества U1 имеет основания использовать свое
служебное положение для дополнительного зара-
ботка. Соберем информацию о доступах пользова-
телей из U1 за время t к ценной информации. Пусть
C(1, ϕ), C(2, ϕ), . . . , C(k(ϕ), ϕ)— случаи получения
ценной информации пользователем ϕ из U1 за вре-
мя t (за счет расширения множества запросов в базе
данных и других способов).

Сравним полученные данные с доступами к цен-
ной информации у каждого из пользователей в мно-
жестве U\U1 (машинное обучение). Пусть v(i) —
число пользователей, получившие i раз за время t
данные, которые можно считать ценной инфор-
мацией. Рассмотрим относительные частоты чи-
сел v(i) к мощности множества U\U1. Эти числа
можно рассматривать как оценки вероятностей P
того, что данный (честный) пользователь i раз по-
лучит ценную информацию за время t. Тогда при
маленьких значениях P (k(ϕ)) для ϕ из U1 и неболь-
ших множествах U1 получаем оценку вероятности
того, что пользователь ϕ злоупотреблял своим слу-
жебным положением и может быть инсайдером,
который продает ценную информацию.

4 Заключение

Рассмотренные в работе методы выявления ин-
сайдеров служат простейшими примерами задач
поиска и анализа причинности (идентификации
каузальных оснований) [9]. В самом деле, предпо-
лагается, что наступление события C служит при-
чиной появления больших трат пользователя, тор-
говца ценной информацией, т. е. предполагается,
что продажа информации о событиях C влечет воз-
можность осуществления больших трат. Поскольку
сделанное предположение может оказаться лож-
ным, то необходимо найти критерии фильтрации
ложных каузальных оснований. Наоборот, долж-
ны быть подтверждения правильности предпола-
гаемых каузальных оснований. Для решения этих
задач подходят вероятностно-статистические мето-
ды [10]. Однако применения этих методов явно
отличаются от традиционных методов математиче-
ской статистики [11]. Основная идея применения
вероятностных методов — это построение собы-
тий, вероятности которых либо равны 0, либо при
выбранных соотношениях параметров асимптоти-
чески стремятся к 0. При равенстве 0 мы имеем

дело с запретами вероятностных мер в конечных
вероятностных пространствах [12], при стремлении
вероятностей к 0 имеем дело с состоятельными про-
цедурами статистических решений [13] (чаще всего
в схеме серий, что отличает эти подходы от класси-
ческой математической статистики). Но такие под-
ходы соответствуют задаче фильтрации кандидатов
на каузальные основания. Возникает вопрос об ис-
тинности предположений о рассматриваемых веро-
ятностных мерах и точности решений. Здесь также
видны отличия традиционных задач математиче-
ской статистики от фильтрации каузальных осно-
ваний [9, 14]. Эти отличия состоят в избыточности
поиска каузальных оснований, которая заключа-
ется в том, что, как правило, можно рассматри-
вать несколько информационных пространств [6]
и использовать для анализа различные каузальные
основания различных исходных характеристик.
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different approaches to describe the diagnosis of insider actions in the analysis of large empirical data are discussed.
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the basis of estimates of the probabilities of the random appearance of the found laws in the simplest probabilistic
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indicated, allowing to obtain content information. The first method is based on dividing the observation period at
the intervals during which the desired correlation may appear. The second method relates to the ways to reduce
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ВЛИЯНИЕ ПАРАМЕТРОВ ИЗОЛЯЦИИ НА РАЗДЕЛЕНИЕ

РЕСУРСОВ ПРИ НАРЕЗКЕ СЕТИ∗

Ф. А. Москалева1, Ю. В. Гайдамака2, В. С. Шоргин3

Аннотация: Технология нарезки радиоресурсов сети определяется как один из основных компонентов
пятого поколения мобильных коммуникаций, способных решить проблему колоссального роста объема
трафика данных в сотовых сетях. Ключевая особенность нарезки радиоресурсов сети, или сетевого
слайсинга, позволяющая ограничить влияние одного слайса на другой, заключается в обеспечении
изолированных гарантий производительности для предоставления высокого качества обслуживания
(QoS, Quality of Service). В статье с помощью аппарата теории массового обслуживания построена модель
разделения ресурсов при нарезке сети, позволяющая исследовать разделение ресурсов в соответствии
с различными стратегиями справедливости. Задача разделения ресурсов сформулирована в форме
задачи оптимизации относительно зависящей от параметра изоляции весовой функции ресурса системы,
занятого заявками каждого слайса. Проведенный численный анализ показал существенное влияние
параметра изоляции на изменение характеристик производительности системы.

Ключевые слова: нарезка сети; справедливое разделение ресурсов; изоляция слайсов; параметр изоляции
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1 Введение

Нарезка радиоресурсов сети (англ. network slic-
ing) — ключевая технология, позволяющая опе-
раторам сети предоставлять свою физическую ин-
фраструктуру для поддержки услуг с различными
требованиями [1]. Определенный набор услуг
может быть связан с логически независимой сквоз-
ной сетью, т. е. слайсом. Слайс (англ. slice) — логи-
ческая сеть, обеспечивающая определенные
функциональные возможности и сетевые характе-
ристики [2]. Слайсы настраиваются и управляются
арендаторами (англ. tenants), например виртуаль-
ными операторами (Virtual Network Operator, VNO),
которым мобильный оператор, владеющий инфра-
структурой, делегирует контроль над использова-
нием ресурсов и качеством предоставления услуг
внутри слайса.

Концепция нарезки сети подразумевает автома-
тизацию создания и настройки слайса, изоляцию
слайсов (независимость показателей качества об-
служивания в слайсе от трафика в других слайсах,
а также безопасность и т. п.), эластичность нарез-
ки (справедливое [3] и эффективное использование
ресурсов, адаптация к условиям), иерархию управ-
ления (самоуправление в слайсе), возможность на-
значать приоритетные слайсы [4].

Гарантии качества обслуживания в логической
сети обеспечиваются изоляцией слайса, так что ни-
какие изменения в других слайсах не могут повли-
ять на показатели качества обслуживания (QoS).
При этом выбор стратегии изоляции и разделения
ресурсов на радиоинтерфейсе — достаточно слож-
ная задача [5].

Из-за стохастической природы беспроводной
среды и высокой изменчивости трафика во вре-
мени и пространстве идеальную изоляцию можно
обеспечить лишь в случае резервирования ресурсов
в соответствии с наихудшими ожидаемыми усло-
виями, что ведет к неэффективному использова-
нию ресурсов в большинстве случаев. Попытка
учесть стохастическую природу беспроводной сре-
ды и ее особенности с использованием аппарата
цепей Маркова сделана в [6].

Как показано в [7], устанавливая взаимосвязь
параметров сети, можно достичь баланса между
изоляцией и эффективностью, что позволяет прио-
ритизировать и настраивать каждый слайс в соот-
ветствии с конкретными задачами, для которого
он используется. При этом управление ресурсами
как внутри слайса, так и между разными слайсами
должно гарантировать не только изоляцию слай-
са, но и справедливость разделения ресурсов между
пользователями [8].

∗Публикация выполнена при поддержке Программы стратегического академического лидерства РУДН и при финансовой
поддержке РФФИ (проекты 19-07-00933 и 20-07-01064).
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В [9] механизмы нарезки сети с учетом гаран-
тий для различных типов трафика исследованы при
фиксированных значениях параметров изоляции.

В статье построена математическая модель раз-
деления радиоресурсов соты между двумя виртуаль-
ными операторами (далее — операторами), кото-
рая иллюстрирует влияние параметров изоляции на
метрики производительности сети. Положим, что
на базовой станции сети связи пятого поколения
с технологией радиодоступа New Radio активирова-
ны два слайса, принадлежащие разным операторам,
и модуль нарезки делит между ними общий ресурс
емкостью C единиц ресурса. Примером единицы
ресурса может быть герц для полосы радиочастот,
бит в секунду для скорости или ресурсный блок
LTE/NR (long-term evolution / new radio). Каждый
оператор осуществляет предоставление некоторой
услуги связи, предполагающей непрерывную пере-
дачу пользователю потокового трафика на выде-
ленном ресурсе не менее bmin, dmin > 0 и не более
bmax, dmax > 0 единиц ресурса для первого и второго
слайсов соответственно. Длительность предостав-
ления услуги пользователю (длительность пользо-
вательской сессии) определяется объемом выделен-
ного для обслуживания сессии ресурса, который
зависит от числа активных сессий в каждом слайсе.
Считаем, что ресурсы каждого слайса делятся меж-
ду его пользователями поровну. Для обеспечения
справедливого разделения ресурсов введены пара-
метры изоляции, определяющие число пользовате-
лей в каждом слайсе, которым оператор обязует-
ся предоставить услугу с минимальным качеством.
При низкой загруженности соты каждой сессии
выделяется ресурс, достаточный для получения
пользователем услуги на максимальной скорости.
С увеличением нагрузки, создаваемой запросами
пользователей обоих операторов, выделяемый каж-
дой сессии ресурс снижается, пока не достигнет
уровня минимальной скорости, требуемой для пре-
доставления услуги. При дальнейшем росте на-
грузки начинает работать концепция нарезки сети,
согласно которой для приема в систему заявки слай-
са, не достигшего заданного параметром изоляции
предела, должно быть прервано обслуживание од-
ной или нескольких заявок второго слайса, т. е.
«нарушителя» (англ. violator), который пользовался
простаивающим ресурсом недогруженного слайса.

В следующих разделах построена модель в виде
системы массового обслуживания (СМО), позво-
ляющая исследовать зависимость показателей ка-
чества обслуживания от параметров изоляции,
предложен алгоритм разделения радиоресурсов
с помощью методов теории оптимизации, приведен
пример численного анализа полученных результа-
тов.

2 Математическая модель
системы с двумя слайсами

Пусть в многолинейную СМО поступают два
пуассоновских потока заявок с интенсивностями λ1
и λ2 (рис. 1), соответствующие запросам на уста-
новление сессии от пользователей двух операторов.
Длительности обслуживания заявок 1-го и 2-го по-
токов распределены по экспоненциальному зако-
ну с параметрами µ1 и µ2 соответственно. Чис-
ло единиц ресурса, выделяемых заявке, принятой
на обслуживание, зависит от общей загруженности
системы и варьируется в диапазонах [bmin, bmax]
и [dmin, dmax] для 1-го и 2-го потоков соответст-
венно.

В системе предусмотрены параметры изоля-
ции M и N , характеризующие максимальные зна-
чения числа заявок 1-го и 2-го потока, для которых
обслуживание гарантировано.

Состояние системы описывает случайный про-
цесс X(t) = (M(t), N(t)), где M(t) — число заявок
1-го потока; N(t)— число заявок 2-го потока в мо-
мент t, с пространством состояний

X =

{

(m, n) : m = 0, . . . ,

⌊
C

bmin

⌋

,

n = 0, . . . ,

⌊
C

dmin

⌋

, mbmin + ndmin ≤ C

}

.

Введем величины b(m, n) и d(m, n), обознача-
ющие число единиц ресурса, выделенных для об-
служивания одной заявки 1-го и 2-го потоков со-
ответственно в состоянии (m, n) ∈ X. Заметим, что
bmin ≤ b(m, n) ≤ bmax, dmin ≤ d(m, n) ≤ dmax, при
этом значения b(m, n) и d(m, n) являются решени-
ем задачи оптимизации, которая сформулирована
в разд. 3 статьи.

Интенсивности обслуживания заявок 1-го и 2-го
потока определяются как mb(m, n)µ1 и nd(m, n)µ2
соответственно.

Параметры изоляции M и N управляют при-
емом в систему поступающих заявок и прерывани-

Рис. 1 Модель СМО
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Рис. 2 Центральное состояние диаграммы интенсивностей переходов случайного процесса X(t)

ем обслуживания ранее принятых заявок следу-
ющим образом. Если при поступлении заявки 1-го
потока в состоянии (m, n) ∈ X, где m < M , n >
> N , в системе недостаточно свободного ресурса
для обслуживания (m+ 1) заявок 1-го потока с вы-
делением каждой минимального числа bmin единиц
ресурса, поступающая заявка 1-го потока вытесня-
ет одну или несколько заявок 2-го потока, чтобы
встать на обслуживание (рис. 2). Число k(m, n)
таких заявок, которые после прерывания обслужи-
вания покинут систему, не оказывая влияния на ее
дальнейшее функционирование, вычисляется сле-
дующим образом:

k(m, n) =

⌈
(m+ 1)bmin + ndmin − C

dmin

⌉

,

(m, n) ∈ X , (m+ 1, n) 6∈ X , k(m, n) ≤ n .

Аналогично для случая m > M , n > N для
приема заявки 2-го потока будет прервано обслу-
живание s(m, n) заявок 1-го потока:

s(m, n) =

⌈
mbmin + (n+ 1)dmin − C

bmin

⌉

,

(m, n) ∈ X , (m, n+ 1) 6∈ X , s(m, n) ≤ m .

Для случая m < M , n < N и для случая m > M ,
n > N поступающая заявка теряется, если в систе-
ме недостаточно свободного ресурса для ее приема
в систему.

Таким образом, множества потери Barr1 заявок
1-го потока и Barr2 заявок 2-го потока при поступ-
лении (англ. arrival) и множества прерывания об-
служивания B

pr
1 заявок 1-го потока и B

pr
2 заявок

2-го потока при вытеснении (англ. preemption) [10]
имеют следующий вид:

Barr1 =
{
(m, n) ∈ X : (m+ 1, n) 6∈ X , m ≥ M

}
;

Barr2 =
{
(m, n) ∈ X : (m, n+ 1) 6∈ X , n ≥ N

}
;

B
pr
1 =

{
(m, n) ∈ X : (m, n+ 1) 6∈ X , m > M, n < N

}
;

B
pr
2 =

{
(m, n) ∈ X : (m+ 1, n) 6∈ X , m < M, n > N

}
.

Распределение стационарных вероятностей p
получаем путем решения системы линейных урав-
нений:

pA = 0 ;

p1 = 1 ,

где A — инфинитезимальная матрица, элементы
которой a ((m, n), (m′n′)) записаны ниже:

a ((m, n), (m′, n′)) =

=







λ1 , m+ 1, n′ = n (m′, n′) ∈ X ;

λ1 , m′ = m+ 1 , n′ = n − k ,

(m+ 1, n) /∈ X , m < M, n ≥ N ;

λ2 , m′ = m, n′ = n+ 1, (m′, n′) ∈ X ;

λ2 , m′ = m − s , n′ = n+ 1 ,

(m, n+ 1) /∈ X , m ≥ M , n < N ;

mb(m, n)µ1 , m′ = m − 1 , n′ = n , m′ > 0 ;

nd(m, n)µ2 , m′ = m , n′ = n − 1 , n′ > 0 ;

A , m′ = m , n′ = n ;

0 иначе.
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Здесь диагональные элементы a ((m, n), m, n)) = A
имеют следующий вид:

A = −λ1I ((m+ 1, n) ∈ X, n ≥ N)−
− λ2I ((m, n+ 1) ∈ X, m ≥ M)−

− mb(m, n)µ1I(m > 0)− nd(m, n)µ2I(n > 0) .

Получив распределение вероятностей, можно
найти некоторые характеризующие производитель-
ность системы метрики для заявок 1-го и 2-го по-
тока:

– вероятность потери заявки при поступлении
и вероятность прерывания обслуживания заяв-
ки при вытеснении (s = 1, 2)

Barrs =
∑

(m,n)∈Barrs

p(m, n) ;

Bprs =
∑

(m,n)∈B
pr
s

p(m, n) ;

– среднее время обслуживания заявки

S1 =

= N1



λ1(1 − Barr1 )− λ2
∑

(m,n)∈Barr1

s(m, n)p(m, n)





−1

;

S2 =

= N2



λ2(1 − Barr2 )− λ1
∑

(m,n)∈Barr2

k(m, n)p(m, n)





−1

;

– вероятность нарушения

V1 =
∑

m>M

p(m, n) ; V2 =
∑

n>N

p(m, n) .

В следующем разделе сформулирована задача
оптимизации для вычисления значений величин
b(m, n) и d(m, n), обеспечивающая эффективное
использование ресурса системы.

3 Решение задачи разделения
ресурсов

Для состояний (m, n) ∈ X, в которых mbmax +
+ ndmax > C, необходимо определить значения
величин b(m, n) и d(m, n), позволяющие не толь-
ко полностью использовать ресурс системы, но
и максимизировать некоторую функцию полез-
ности. Для примера выберем стратегию max-
min-справедливости при разделении ресурсов (англ.

max-min fairness), функция полезности при кото-

рой [11] относится к логарифмическому типу, явля-
ется возрастающей, строго вогнутой и непрерывно
дифференцируемой и определяется как U(x) = lnx,
min (bmin, dmin) ≤ x ≤ max (bmax, dmax).

Разделение ресурса между заявками в системе
соответствует решению следующей задачи оптими-
зации:

w1(m, n)mU(b(m, n)) +

+ w2(m, n)nU(d(m, n))→ max
s.t. mb(m, n) + nd(m, n) = C ;

bmin ≤ b(m, n) ≤ bmax ;

dmin ≤ d(m, n) ≤ dmax .







(1)

Весовые функции w1(m, n) и w2(m, n) будем вы-
числять по формулам:

w1(m, n) =







1 , m ≤ M ;
1

m − M + 1
, m > M ;

w2(m, n) =







1 , n ≤ N ;
1

n − N + 1
, n > N .

Такой выбор весовых функций обеспечивает
max-min-справедливое распределение ресурсов для
пользователей до тех пор, пока их количество в со-
ответствующих слайсах не превышает зарезервиро-
ванное, и «штрафует» срезы-нарушители уменьше-
нием их веса.

Таким образом, стационарная точка задачи
оптимизации имеет координаты

b(m, n) =
w1C

w1m+ w2n
; d(m, n) =

w2C

w1m+ w2n
(2)

и расположена на пересечении прямых C = mb+nd
и w1/b(m, n) = w2/d(m, n).

Решение (2) задачи оптимизации (1) обеспечи-
вает одновременно как изоляцию слайсов с по-
мощью параметров M и N , так и эластичность
нарезки для эффективного использования ресурса
системы [4].

4 Пример численного анализа

Проиллюстрируем зависимость метрик, харак-
теризующих производительность системы, от пара-
метров изоляции при нарезке сети. Предполагаем,
что два оператора делят между собой 50 Мбит/с
(C = 50) согласно решению задачи оптимиза-
ции (1). Минимальные скорости передачи данных
равны 5 Мбит/с (bmin = 5) и 1 Мбит/с (dmin = 1),
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максимальные — 8 Мбит/с (bmax = 8) и 50 Мбит/с
(dmax = 50), эти диапазоны показаны на рис. 3
темно-серым цветом. Параметры изоляции: M =
= 5 и N = 25 заявок, интенсивности поступления:
λ1 = 1/150 и λ2 = 1/120, интенсивности обслужи-
вания: µ1 = 1/1920 и µ2 = 1/4000, средние размеры
файлов: 1,2 ГБ и 500 МБ для услуг 1-го и 2-го опе-
раторов соответственно. Указанные значения пара-
метров системы близки к реальным и соответствуют
услуге буферизуемого потокового видео в высоком
разрешении для 1-го оператора, и услуге загрузки
файлов, например при обновлении программного
обеспечения, для 2-го оператора.

На рис. 3 штриховыми линиями показано реше-
ние (2) задачи оптимизации (1) для max-min-спра-
ведливого разделения ресурсов: на рис. 3, а всем
пользователям обоих операторов выделен одинако-
вый ресурс 6,2 Мбит/с; на рис. 3, б все 5 пользова-
телей 1-го оператора получили по bmax = 8Мбит/с,
а единственный пользователь 2-го оператора —
оставшиеся 10 Мбит/с; на рис. 3, в все пользо-

ватели обоих операторов получили минимальный
требуемый ресурс.

На рис. 4 показаны графики вероятностей бло-
кировки, потери при поступлении и прерывания
обслуживания заявки при вытеснении для обоих
операторов. Вероятность блокировки заявки вы-
числяется по формуле: Bs = Barrs + Bprs , s = 1, 2.
Сравнение рис. 4, а и рис. 4, б показывает, что
потери при поступлении вносят основной вклад
в блокировку заявки, которая соответствует отказу
пользователю в получении услуги. При этом с рос-
том параметра изоляции первого слайса, т. е. га-
рантированного числа M принимаемых заявок 1-го
потока, вероятность прерывания обслуживания за-
явки 1-го потока Bpr1 падает, а вероятность потери
заявки 2-го потока при поступлении Barr2 растет
попарно симметрично. Переломным значением
оказывается M = 5, при котором ресурса систе-
мы становится недостаточно, чтобы удовлетворять
одновременно гарантиям 1-го и 2-го слайса, т. е.
Mbmin +Ndmin > C.

Рис. 3 Разделение ресурсов между заявками: (а) X(t) = (4, 4); (б) X(t) = (5, 1); (в) X(t) = (9, 5)

Рис. 4 Вероятности блокировки Bs (а) и потери при поступлении Barrs (залитые значки) и прерывания обслуживания
при вытеснении Bprs (пустые значки) (б), s = 1 (сплошные кривые) и 2 (штриховые кривые)
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Рис. 5 Вероятность нарушения Vs (а) и среднее время обслуживания Ss (б), s = 1 (сплошные кривые) и 2 (штриховые
кривые)

На рис. 5, а показано, что существенное влия-
ние параметр изоляции оказывает на вероятностьVs

пребывания слайса в состоянии нарушителя (m >
> M для первого слайса, n > N для второго).
С ростом параметра изоляции M вероятность V1
для 1-го слайса стремится к нулю, а вероятность V2
для 2-го слайса меняется незначительно, что сви-
детельствует об обеспечении изоляции. С увеличе-
нием гарантии для 1-го слайса до значения M = 5
среднее время S1 обслуживания заявок 1-го пото-
ка (рис. 5, б) падает, после чего стабилизируется,
поскольку при переходе через значение M = 5 па-
раметр изоляции перестает оказывать влияние на
вероятность приема заявок, а следовательно, и на
среднее время обслуживания. Противоположный
характер поведения кривой наблюдается для второ-
го слайса.

Таким образом, можно сделать вывод, что изме-
нение параметра изоляции оказывает существенное
влияние на характеристики производительности
системы, при этом построенная модель способна
обеспечить изоляцию слайсов.

5 Заключение

Построенная в работе модель разделения ресур-
сов при нарезке радиоресурса сети с обеспечени-
ем изоляции слайсов и разработанный алгоритм
разделения ресурсов, включающий решение зада-
чи оптимизации, позволяют справедливо разделить
ресурсы сети для их эффективного использования
двумя виртуальными сетевыми операторами, арен-
дующими радиоресурс у мобильного оператора.
Заметим, что замена max-min-стратегии справед-
ливости на стратегию пропорциональной справед-
ливости или более общий случай α-справедливости
повлияет лишь на вид целевой функции в зада-

че оптимизации. Модель может быть примене-
на при поиске комбинации параметров изоляции,
удерживающих систему в целевой области значе-
ний метрик ее производительности. Целью даль-
нейших исследований модели разделения ресурсов
при нарезке сети может стать развитие построенной
модели на случай отсутствия минимальных требо-
ваний к ресурсам, что позволит исследовать элас-
тичный трафик, а также расширение модели до
произвольного числа виртуальных сетевых опера-
торов.

Авторы благодарят Н. В. Яркину и Е. Ю. Лисов-
скую за полезные обсуждения в ходе работы над
статьей.
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СИСТЕМА МАССОВОГО ОБСЛУЖИВАНИЯ С ОРБИТАМИ

ДЛЯ АНАЛИЗА СОВМЕСТНОГО ОБСЛУЖИВАНИЯ ТРАФИКА

С МАЛЫМИ ЗАДЕРЖКАМИ URLLC И ШИРОКОПОЛОСНОГО

ДОСТУПА eMBB В БЕСПРОВОДНЫХ СЕТЯХ ПЯТОГО

ПОКОЛЕНИЯ∗

П. А. Харин1, Е. Д. Макеева2, И. А. Кочеткова3, Д. В. Ефросинин4, С. Я. Шоргин5

Аннотация: Для современных беспроводных сетей пятого поколения (5G) характерны три сценария их
использования — крупномасштабные системы межмашинной связи (massive machine-type communication,
mMTC), сверхнадежная передача данных с малой задержкой (ultrareliable low-latency communication,
URLLC) и усовершенствованная подвижная широкополосная связь (enhanced mobile broadband, eMBB).
Требования к качеству предоставления услуг и их параметры в рамках данных сценариев существенно
разнятся: так, для URLLC характерна сверхнизкая, до 1 мс, задержка, а для eMBB — сверхвысокая
скорость передачи данных. Возникает актуальная задача организации совместного предоставления таких
услуг. В статье построена схема совместного обслуживания трафика URLLC и eMBB, исходя из того что
данные URLLC имеют малый объем и могут занимать менее одного ресурсного блока (physical resource
block, PRB). Анализ схемы проведен при помощи разработанной системы массового обслуживания
(СМО) с двумя орбитами, предназначенными для временного хранения прерываемых и ожидающих
начала обслуживания менее приоритетных запросов eMBB. Получен матричный алгоритм для расчета
распределения вероятностей и формулы для вероятностных характеристик системы.

Ключевые слова: 5G; сверхнадежная передача данных с малой задержкой (URLLC); усовершенствованная
подвижная широкополосная связь (eMBB); система массового обслуживания с орбитами; прерывание
обслуживания
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1 Введение

С развитием технологий беспроводной передачи
данных увеличивается объем генерируемой и пере-
даваемой информации. Согласно прогнозам Cisco
Systems, рост числа мобильных устройств к 2021 г.
составит до 11,6 млрд при 8 млрд в 2016 г.

Для сетей 5G выделяют три сценария их ис-
пользования в соответствии со следующими ха-
рактеристиками: сверхвысокая скорость передачи
данных, спектральная эффективность, плотность
подключения устройств, сверхнизкая задержка
и сверхвысокая надежность передачи данных. Сце-
нарии — крупномасштабные системы межма-
шинной связи (mMTC), сверхнадежная передача
данных с малой задержкой (URLLC) и усовер-

шенствованная подвижная широкополосная связь
(eMBB) [1].

Для mMTC специфична высокая плотность под-
ключения устройств, что необходимо для приложе-
ний умного города, умного дома, индустриального
интернета вещей.

Сценарий URLLC используется для передачи
небольшого объема данных, но с высокой надеж-
ностью и очень низкими задержками для обеспе-
чения мониторинга в реальном времени, например
сети беспилотных автомобилей или беспилотных
летательных аппаратов [2, 3].

Сценарий eMBB используется для предоставле-
ния пользователю высоких скоростей передачи, ко-
торые необходимы, например, для потоковой пе-

∗Публикация подготовлена при поддержке Программы РУДН «5-100». Исследование выполнено при финансовой поддержке
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редачи видео в реальном времени с высокой чет-
костью, виртуальной реальности, дополненной ре-
альности, телемедицины и дистанционного обуче-
ния.

Требования к качеству обслуживания для каж-
дого сценария существенно различаются, поэтому
возникает задача организации совместного обслу-
живания соответствующего трафика [4,5]. В данной
работе построена модель совместного обслужива-
ния трафика URLLC и eMBB в условиях, когда выс-
ший приоритет имеет трафик URLLC [6, 7]. Ввиду
приоритетного обслуживания URLLC, допустимо
прерывание eMBB, как, например, в работах [8, 9].

Авторы продолжают исследование [9], доба-
вив более гибкий механизм в отношении трафика
eMBB — допустимо возобновление его обслужива-
ния после прерывания.

2 Системная модель
обслуживания трафика
URLLC и eMBB

Рассмотрим выделенную соту беспроводной
сети, в которой реализованы сценарии URLLC
и eMBB. Предположим, что запросы на предостав-
ление услуг eMBB и URLLC — передачу соответ-
ствующего трафика — поступают согласно пуас-
соновскому закону с интенсивностями λm и λu

соответственно. Трафик URLLC имеет высокие
требования к задержке и надежности передачи дан-
ных, поэтому является приоритетным по отноше-
нию к eMBB.

Организованы два буфера для устройств eMBB.
Первый буфер Q1 предназначен для устройств
eMBB с задержкой передачи данных, т. е. для
устройств eMBB, которые не смогли поступить на
обслуживание в связи с отсутствием свободных ре-
сурсов. Второй буфер Q2 предназначен для пре-
рванных eMBB-устройств новыми поступившими
URLLC-устройствами в систему. Буферы Q1 и Q2
системы ограничены C1 и C2 соответственно. При-
мер такой соты показан на рис. 1.

Фрагмент канала такой системы показан на
рис. 2. Данный канал состоит из N физических
ресурсных блоков (PRB), которые, в свою очередь,
делятся на b ресурсных единиц. Длительность одно-
го PRB равна 1 слоту (∼ 0,5мс). Для удовлетворения
требований устройств URLLC к задержке передачи
данных каждый слот делится на минислоты.

Так как трафик eMBB предназначен для пере-
дачи данных большого объема, а трафик URLLC —
для передачи небольшого объема данных, то
планирование передачи данных устройств eMBB

проводится относительно PRB, а устройств
URLLC — относительно ресурсных единиц (re-
source unit, RU). Совместное планирование обслу-
живания проводится на разных частотах и в раз-
ное время для каждого типа трафика согласно
ортогональному множественному доступу (orthog-
onal multiple access, OMA). Для рассматриваемой
модели сделаем следующее предположение по на-
грузке: каждое устройство eMBB требует 1 PRB, т. е.
b ресурсных единиц, а каждое устройство URLLC —
1 ресурсную единицу. Для того чтобы принять
устройство eMBB, необходимо наличие хотя бы од-
ного свободного PRB, при этом буферы должны
быть пусты. Таким образом, если данные условия
выполнены, планировщик назначает один из сво-
бодных PRB, b ресурсных единиц, новому устрой-
ству eMBB. Иначе, при наличии хотя бы одного
свободного места в первом буфере, планировщик
записывает это устройство в буфер Q1, в противном
случае это устройство будет заблокировано.

Рис. 1 Схема соты с устройствами URLLC и eMBB

Рис. 2 Схема занятия радиоресурсов устройствами
URLLC (1) и eMBB (2)
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Система массового обслуживания с орбитами для анализа совместного обслуживания трафика

В случае же устройства URLLC для принятия
к обслуживанию достаточно наличия хотя бы од-
ной ресурсной единицы в системе, иначе возможны
два исхода событий. Если в системе обслуживается
хотя бы одно устройство eMBB, то планировщик
приостанавливает передачу данных случайно вы-
бранного устройства eMBB, таким образом освобо-
див один PRB, и назначает одну ресурсную единицу
освободившегося PRB новому устройству URLLC.
А прерванный сеанс записывается во второй буфер
для прерванных устройств eMBB для последующе-
го восстановления соединения. Если все ресурсные
единицы заняты под устройства URLLC, то новое
устройство URLLC блокируется. После окончания
обслуживания каждого из устройств освобождают-
ся ресурсные единицы и больше ничего не проис-
ходит, т. е. устройства в буферах продолжают свое
ожидание обслуживания.

Устройства из первого буфера Q1 и второго бу-
фера Q2 пытаются перезапустить или возобновить
обслуживание через экспоненциально распреде-
ленное время с параметрами γ1 > 0 и γ2 > 0 соот-
ветственно. Поскольку прерванные сеансы eMBB
должны быть возобновлены как можно скорее, бу-
фер Q2 считается приоритетным. Таким образом,
устройство eMBB с задержкой из буфера Q1 может

установить соединение только в том случае, когда
буфер Q2 полностью свободен и в системе есть хо-
тя бы один свободный PRB. А для восстановления
сеанса прерванного устройства eMBB достаточно
наличия хотя бы одного свободного PRB в системе,
несмотря на состояние первого буфера. В случае
когда устройства с буферов не могут быть приняты
к обслуживанию, они продолжают ожидание.

3 Система массового
обслуживания с орбитами

Рассматриваемую системную модель можно
представить в виде СМО с двумя орбитами с ис-
ходными параметрами, описанными выше. Схема
такой СМО показана на рис. 3.

Функционирование данной СМО опишем че-
тырехмерным марковским случайным процессом
(СП):

~X(t)t≥0 = (Nm(t), Nu(t), Q1(t), Q2(t))t≥0 ,

где Nm(t) и Nu(t) — число сессий соответственно
типа eMBB и URLLC в зоне обслуживания в момент
времени t; Q1(t) — число новых сессий eMBB на

Рис. 3 Схема СМО с двумя орбитами
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орбите 1; Q2(t) — число прерванных сессий eMBB
на орбите 2 в момент времени t.

Пространство состояний СП имеет следующий
вид:

N = {(nm, nu, q1, q2) : nm ≥ 0, nu ≥ 0, 0 ≤ q1 ≤ C1,

0 ≤ q2 ≤ C2, bnm + nu ≤ C, nm + q2 ≤ N} , (1)

где nm и nu— соответственно число eMBB-
и URLLC-сессий на обслуживании; q1 и q2 — число
eMBB-сессий соответственно на орбите Q1 и Q2.
Обозначим через π (nm, nu, q1, q2) вероятность на-
хождения системы в состоянии (nm, nu, q1, q2).

4 Алгоритм расчета
распределения вероятностей

Получим рекуррентный алгоритм для расчета
финального распределения вероятностей состоя-
ний рассматриваемой системы. Матрица интен-
сивностей переходов представима в блочно-трех-
диагональном виде, представленном ниже в виде
утверждения 1.

Утверждение 1. Если на множестве (1) введен лекси-

кографический порядок

(n′
m, n′

u, q′1, q
′
2) > (nm, nu, q1, q2) <=> q′1 > q1

или (q′1 = q1, (q
′
2 > q2 или (q′2 = q2, (n

′
m > nm

или (n′
m = nm, n′

u > nu))))),

то матрица интенсивностей переходов СП предста-

вима в следующем блочном трехдиагональном виде:

˜ =

˜00 ˜11 0 0 0 · · · · · · 0
˜21 ˜01 ˜12 0 0 · · · · · · 0
0 ˜22 ˜02 ˜13 0 · · · · · · 0
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 0 0 0 0 ˜2C1 ˜0C1

;

размерности блоков матрицы ˜ представимы в виде:

˜0k : dim (N(k))× dim (N(k)), k = 0, . . . , C1;
˜1k : dim (N(k − 1))× dim (N(k)), k = 1, . . . , C1;
˜2k : dim (N(k))× dim (N(k − 1)), k = 1, . . . , C1,

где

dim (N(k)) =

C2∑

q2=0

N−q2∑

nm=0

C−bnm∑

nu=0

1;

ненулевые элементы блоков ˜1k, ˜2k и ˜0k матри-

цы˜ выглядят следующим образом:

˜1k ((nm, nu, q1, q2), (n
′
m, n′

u, q′1, q
′
2)) =

= {λm, q′1 = q1 + 1, q1 6= 0 или q2 6= 0;

˜2k ((nm, nu, q1, q2), (n
′
m, n′

u, q′1, q
′
2)) =

= {γ1, n′
m = nm + 1, q′1 = q1 − 1,

bnm + nu < C − b, q2 = 0, q1 6= 0;

˜0k ((nm, nu, q1, q2), (n
′
m, n′

u, q′1, q
′
2)) =

=







λu, n′
m = nm, n′

u = nu + 1, q′1 = q1,
q′2 = q2;

или
n′

m = nm − 1, n′
u = nu + 1,

q′2 = q2 + 1;

nuµu, n′
m = nm, n′

u = nu − 1, q′1 = q1,
q′2 = q2;

λm, n′
m = nm + 1, n′

u = nu, q′1 = q1 = 0,
q′2 = q2 = 0;

nmµm, n′
m = nm − 1, n′

u = nu, q′1 = q1,
q′2 = q2;

γ2, n′
m = nm + 1, n′

u = nu, q′1 = q1,
q′2 = q2 − 1;

∗, n′
m = nm, n′

u = nu, q′1 = q1, q′2 = q2,

где ∗ равно сумме всех ненулевых элементов матри-

цы˜ по строке со знаком минус.

После упорядочения пространства состояний
согласно утверждению выше, получим алгоритм на-
хождения финальных вероятностей в форме утвер-
ждения 2.

Утверждение 2. Компоненты πk, k = 0, C1 − 1,
вектора финальных вероятностей π можно вычис-

лить, используя подход «блок – вперед – исключение –

обратное замещение», согласно формуле

πk = πC1

N−k∏

j=1

MC1−j , k = 0, C1 − 1,

где компонента πC1 является единственным решени-

ем системы уравнений

C1∑

k=0



πC1

C1−k∏

j=1

MC1−j



 e = 1;

πC1 (˜0C1 +˜2C1MC1−1) = 0,

где e — вектор-столбец из единиц размерностью

dimN (k), а матрицы MC1−j вычисляются следу-

ющим образом:

M0 = −˜11 ·˜00−1;
Mk = −˜1 k+1 (˜0k +Mk−1 ·˜2k)−1 ,

k = 1, C1 − 1.
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5 Алгоритм расчета
вероятностных характеристик
модели

Получив финальное распределение вероятно-
стей по утверждению 2, можно рассчитать характе-
ристики рассматриваемой модели.

1. Вероятность блокировки новой сессии URLLC:

Bu =

C1∑

q1=0

C2∑

q2=0

π (0, C, q1, q2).

2. Вероятность задержки передачи новой сессии
eMBB:

D =
∑

(nm,nu,q1,q2)∈ND

π (nm, nu, q1, q2) ,

где ND = (nm, nu, q1, q2) ∈ N : (b (nm + 1)+
+ nu ≤ C, q1 < C1, q2 < C2, ((q1 6= 0) или
(q2 6= 0))), или (b (nm + 1)nu > C, q1 < C1) —

множество состояний, где новое устройство
eMBB будет отправлено на орбиту Q1.

3. Вероятность прерывания сессии eMBB:

I =

N∑

nm=1

C1∑

q1=0

C2∑

q2=0

(
π (nm, C − bnm, q1, q2)

nm
λu/ (λu+

+ nmµm + nuµu1(A) + λm + γ11(B) + γ21(C))

)

,

где A = nu > 0, B = b (nm + 1)+nu ≤ C, q1 > 0,
q2 = 0; C = b (nm + 1) + nu ≤ C, q2 > 0.

4. Вероятность блокировки новой сессии eMBB:

Bm =

N∑

nm=0

C∑

nu=0

C2∑

q2=0

π (nm, nu, q1, q2) .

5. Среднее число обслуживаемых устройств
URLLC в системе (активных сессий URLLC):

nu =

C∑

nu=1

nu

⌊(C−nu)/b⌋
∑

nm=0

C1∑

q1=0

C2∑

q2=0

π (nm, nu, q1, q2).

6. Среднее число обслуживаемых устройств eMBB
в системе (активных сессий eMBB):

nm =

N∑

nm=1

nm

C−bnm∑

nu=0

C1∑

q1=0

C2∑

q2=0

π (nm, nu, q1, q2).

7. Среднее число устройств eMBB с задержкой пе-
редачи данных, т. е. среднее число сессий eMBB
на орбите Q1:

q1 =

C1∑

q1=1

q1

N∑

nm=0

C−bnm∑

nu=0

C2∑

q2=0

π (nm, nu, q1, q2).

8. Среднее число прерванных устройств eMBB,
т. е. среднее число сессий eMBB на орбите Q2:

q2 =

C2∑

q2=1

q2

N∑

nm=0

C−bnm∑

nu=0

C1∑

q1=0

π (nm, nu, q1, q2).

6 Пример численного анализа

Для проведения численного анализа рассмот-
рим следующие исходные данные: N = 6 ресурс-
ных блоков по b = 12 ресурсных единиц; C1 = C2 =
= 6 мест на орбитах Q1 и Q2. Анализ проведем
для двух сценариев: в первом сценарии рассмат-
ривается зависимость от изменения интенсивности
поступления сессий eMBB λm с шагом 40 (рис. 4),

Рис. 4 Первый сценарий: (а) среднее число активных сессий eMBB; (б) вероятность прерывания сессии eMBB; 1 —
λu = 40; 2 — 80; 3 — λu = 120
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Рис. 5 Второй сценарий: (а) вероятность блокировки новой сессии URLLC; (б) среднее число сессий eMBB на
орбите Q1; 1 — λm = 40; 2 — 80; 3 — λm = 120

во втором — от изменения интенсивности поступ-
ления сессий URLLC λu с тем же шагом (рис. 5).
Среднее время обслуживания сессий фиксирован-
ное: µ−1

m = 1−1, µ−1
u = 3−1, интенсивности повтор-

ных попыток установления соединения сессиями
eMBB с орбит Q1 и Q2 равны γ1 = γ2 = 100 .

Как можно видеть на рис. 5, а, интенсивность
поступления в систему сессий eMBB не оказывает
влияния на вероятность блокировки новых сессий
URLLC. Этот результат объясняется абсолютным
приоритетом сессий URLLC по отношению к сес-
сиям eMBB. Что касается сессий eMBB в системе на
рис. 4, а, наибольшее влияние на их число оказы-
вает интенсивность поступления сессий URLLC.
Следовательно, чем ниже скорость поступления
устройств URLLC, тем больше устройств eMBB мо-
жет быть обслужено.

Отметим, что на рис. 5, б видно, что орбита Q1
почти все время занята, т. е. вероятность блоки-
ровки новой сессии eMBB близка к 100%. За-
метим, графики вероятности прерывания сессий
eMBB (см. рис. 4, б) сначала возрастают, затем резко
убывают. Это можно объяснить снижением сред-
него числа сессий eMBB в системе (рис. 4, а), что
вполне логично: чем меньше число обслуживаемых
сессий, тем меньше вероятность их прерывания.
Также отметим, что рассмотренные характеристи-
ки орбит Q1 и Q2 зависят от двух рассмотренных
интенсивностей поступления сессий.

7 Заключение

В данной работе представлена модель совмест-
ного обслуживания трафика eMBB и URLLC в виде
СМО с двумя орбитами. Разработан алгоритм рас-
чета финальных вероятностей в матричной форме.

Проведен численный анализ характеристик такой
системы.
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СТАЦИОНАРНЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ СИСТЕМЫ Geo/G/1/∞
С НЕОРДИНАРНЫМ ВХОДЯЩИМ ПОТОКОМ,

УПРАВЛЯЮЩИМ РАЗМЕРОМ ОЧЕРЕДИ∗

С. И. Матюшенко1, Р. В. Разумчик2

Аннотация: Рассматривается функционирующая в дискретном времени система массового обслуживания
(СМО) с одним прибором, очередью неограниченной емкости и неординарным геометрическим потоком
заявок. В системе реализован специальный механизм управления очередью: в момент поступления
в систему новой группы заявок ее размер сравнивается с текущим общим числом заявок в системе и, если
число заявок в новой группе превышает общее число заявок в системе, новая группа целиком принимается
в систему, вытесняя при этом все прежде находившиеся в ней заявки; в противном случае новая группа
покидает систему, не оказывая на нее никакого воздействия. Заявки обслуживаются прибором по одной.
В предположении, что заявки в группе независимы, а распределения чисел заявок в группе и времени
обслуживания являются произвольными дискретными, найдены основные стационарные характеристики
функционирования.

Ключевые слова: дискретное время; неординарный поток; управление очередью; выходящий поток
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1 Введение
Дисциплины обслуживания очередей, которые

позволяют повысить эффективность работы СМО
путем использования доступной информации (из-
вестной либо точно, либо приближенно) о разме-
рах (временах обслуживания и т. п.) поступающих
в них заявок, продолжают оставаться предметом
активных научных исследований [1–5]. При этом
внимание часто сосредоточено вокруг наиболее из-
вестной из всех специальных дисциплин обслужи-
вания — дисциплины преимущественного обслу-
живания заявки минимальной остаточной длины
(shortest remaining time first, SRPT).

В недавней работе [6] авторами рассмотрена
новая однолинейная СМО с групповым потоком
и специальным механизмом обработки очереди, по
которому поступающая группа всегда вытесняет из
системы все находящиеся в ней заявки, если размер
группы достаточно велик. Побудительным моти-
вом3 к изучению этого механизма (в отличие от

SRPT) послужил поиск путей максимизации за-
грузки системы.

В предположениях, что поток групп пуассонов-
ский, заявки в группе независимы, число заявок
в группе имеет произвольное, а времена обслужи-
вания — экспоненциальное распределение, в [6]
найдены с помощью метода обращения времени
основные стационарные характеристики системы.
В данной статье рассматривается аналогичная [6]
СМО, но функционирующая в дискретном времени
и при этом в более общих предположениях о распре-
делении времени обслуживания (оно допускается
произвольным дискретным). Предложен основан-
ный на вероятностных соображениях из [9] метод4

нахождения совместного стационарного распреде-
ления числа заявок в системе и остаточных длин
заявок в очереди. Стандартными методами изучен
и ряд других стационарных характеристик: пери-
од занятости, время пребывания заявки в системе,
выходящий поток потерянных заявок.
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Прежде чем переходить к подробному описанию
системы, отметим, что отличительная особенность
рассмотренной СМО заключается в том, что управ-
ляющие размером очереди решения принимаются
по результатам сравнения не остаточных времен
обслуживания (см., например, [10–12]), а остаточ-
ных размеров групп заявок. Несмотря на то что
в такой СМО поступление заявок может привести
к потере уже находящихся в системе заявок, она не
относится к типу СМО с отрицательными заявка-
ми/сигналами (см., например, [13]).

2 Описание системы

Рассматривается функционирующая в дискрет-
ном времени1 однолинейная СМО с очередью
неограниченной емкости, в которую поступает не-
ординарный геометрический поток заявок, опре-
деляемый следующим образом. На каждом такте
(далее будем называть тактом как интервал време-
ни между соседними изменениями состояния сис-
темы, так и сами моменты, в которые происходят
эти изменения) с вероятностью a приходит группа
заявок случайного размера, не зависящего от всего
процесса функционирования системы. При этом
в каждой поступившей группе имеется i ≥ 1 заявок
с вероятностью li. Заявки обслуживаются прибо-
ром по одной, причем время обслуживания заявки
становится известным в момент ее поступления
на прибор. Распределение времени обслуживания
заявки является произвольным дискретным с веро-
ятностью bi, i ≥ 0, того, что обслуживание заявки
продлится i тактов (предполагается, что b0 = 0).

Будем использовать следующие обозначения:

a = 1− a — вероятность непоступления заявки на
такте;

Bi =
∑∞

j=i bj, i ≥ 0, — вероятность того, что об-
служивание заявки продлится не менее i тактов;

Ebk =
∑∞

i=1 ikbi — k-й момент времени обслужи-
вания;

Li =
∑∞

j=i lj, i ≥ 1, — вероятность того, что в по-
ступившей группе окажется не менее i заявок.
Очевидно, L1 = 1;

Elk =
∑∞

i=1 ikli — k-й момент размера группы;

β(z) =
∑∞

j=1 zjbj — производящая функция (ПФ)
времени обслуживания заявки.

В системе реализован следующий механизм
управления очередью. В момент поступления в сис-
тему новой группы заявок ее размер x сравнивается

с текущим общим числом заявок в системе y. Та
из групп заявок, длина которой больше, остается
в системе, а другая покидает систему. Другими сло-
вами, если x > y, то все y заявок мгновенно уходят
из системы; новая группа заявок размера x цели-
ком помещается в очередь, и одна заявка из группы
немедленно занимает прибор. Если же x ≤ y, то
поступающая группа заявок теряется, не оказывая
на систему никакого воздействия.

Примем, что все изменения состояния СМО
происходят в конце такта в следующем порядке2:

– если на этом такте завершилось обслуживание
заявки на приборе, то она покидает систему и на
прибор сразу же поступает следующая заявка из
очереди;

– затем с вероятностью a в систему поступает
группа заявок и, если система оказалась не-
пустой, происходит потеря либо поступившей
группы, либо всех тех заявок, которые находи-
лись в системе (до момента поступления).

Далее будем предполагать, что Li > 0 и Bi > 0
при всех i и выполнено условие (5) (см. разд. 4),
необходимое и достаточное для существования ста-
ционарного режима.

3 Период занятости

Рассмотрим случайный процесс {η(t) =
= (ν(t), ξ(t)), t ≥ 0}, где ν(t)— общее число заявок
в системе, а ξ(t)— остаточное время обслуживания
(далее — длина) заявки на приборе непосредствен-
но после такта t. При ν(t) = 0 координата ξ(t) не
определяется. Процесс{η(t), t ≥ 0}является цепью
Маркова, причем множество ее состояний X имеет
вид:

X = {0}
⋃

{(n, i), n ≥ 1, i ≥ 1},

где n — число заявок в системе; i — остаточная
длина заявки на приборе.

Пусть после очередного такта в системе оказа-
лось n ≥ 1 заявок и обслуживание заявки толь-
ко началось. Обозначим через Un(z), 0 < z ≤ 1,
ПФ числа тактов до того момента, когда в систе-
ме впервые окажется n − 1 заявок. Если в момент
начала функционирования в системе находится n ≥
≥ 1 заявок, то распределение ее периода занятости
(ПЗ) в терминах ПФ имеет вид

∏n
j=1 Uj(z); ина-

че —
∑∞

n=1 lnUn(z). Воспользовавшись формулой
полной вероятности, получаем систему уравнений
для Un(z):

1Дискретное время вводится обычным образом (см., например, [14]).
2В зарубежной литературе это схема EAS-IA (см., например, [15, с. 2–3]).
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Un(z) = Dn(z)Un−1(z) + En(z)Un(z) +

+ Fn(z)

∞∑

j=n+1

aljUj(z), n ≥ 1. (1)

Здесь используется соглашение U0(z) ≡ 1 и обозна-
чения:

Dn(z) =
zn−1

zn
β (zzn) ; En(z) =

aln
zn

β (zzn) ;

Fn(z) = z
1− β (zzn)

1− zzn
,

где zn = 1− aLn+1.
Заметим, что

Dn(z) + En(z) + Fn(z)
1− zzn

z
= 1 .

Системе (1) можно придать следующий вид:

Un(z) =

∞∑

j=1

Tnj(z)Uj(z) + Bn(z), n ≥ 1 ,

где B1(z) = D1(z), Bn(z) = 0, n ≥ 2; Tnj(z) — со-
ответствующим образом подобранные по (1) коэф-
фициенты. Поскольку при 0 < z < 1 в каждой стро-
ке
∑∞

j=1 Tnj(z) < 1 и, очевидно, свободные члены
удовлетворяют условиюBn(z) ≤ K(1−∑∞

j=1 Tnj(z))
при некоторой постоянной K > 0, то система (1)
имеет ограниченное решение, которое может быть
найдено методом последовательных приближений
(см., например, [16, теоремы Ia, IVa] или [17, теоре-
ма 1]). При z = 1 единственное решение1 (1) — это
Un(1) = 1при всех n, если параметры системы тако-
вы, что стационарный режим функционирования
существует (т. е. выполняется (5), см. разд. 4).

4 Стационарное распределение
очереди

Введем обозначения:

P0 = limt→∞ P(ν(t) = 0) — стационарная вероят-
ность того, что непосредственно после очеред-
ного такта система будет пуста;

pni = limt→∞ P(ν(t) = n, ξ(t) = i), n ≥ 1, i ≥ 1, —
стационарная вероятность того, что непосред-
ственно после очередного такта в системе будет
n заявок и до окончания обслуживания заявки
на приборе останется i тактов.

Положим

Pn =

∞∑

i=1

pni, n ≥ 1; Pn =

n∑

i=0

Pi, n ≥ 0 .

Из системы уравнений равновесия (СУР) стан-
дартным образом находится двойная ПФ P(u, v) =
= P0 +

∑∞
n=1

∑∞
i=1 unvipni, 0 < u, v ≤ 1:

P(u, v) =
∞∑

n=1

∞∑

i=1

pni ×

×



(1− aLn+1)u
nvi−1 + β(v)

∞∑

j=n+1

alju
j



+

+

∞∑

n=1

pn1

(
(1 − aLn)u

n−1 (β(v) − u) +

+ alnun(β(v)−1))+P0



β(v)

∞∑

j=1

alju
j +1− aβ(v)



.

Однако ее вид малопригоден для проведения анали-
за. Поэтому поступим следующим образом. Введем
новую СМО с конечным числом n мест для ожи-
дания, отличающуюся от исходной только тем, что
если в очереди находится n заявок и поступает новая
группа заявок размера больше n, то все находящие-
ся в системе заявки покидают ее, а (любые) n заявок
из новой группы принимаются в систему. Восполь-
зовавшись приемом, введенном в [9] и подробно
изложенном в [14], можно показать, что стацио-
нарные вероятности состояний в исходной и новой
СМО отличаются лишь на постоянный множитель.
Это дает возможность записать следующую СУР:

pni = (1− aLn+1)pn,i+1 + alnbipn1 + alnbiPn−1 +

+ Pn

∞∑

j=n+1

aljqn,i,j , n ≥ 1 , i ≥ 1 , (2)

где qn,i,j — условная вероятность того, что, когда
в системе впервые окажется n заявок, остаточное
время обслуживания заявки на приборе будет рав-
но i при условии, что после очередного такта в сис-
теме оказалось j ≥ n + 1 заявок и обслуживание
заявки на приборе только началось. Если система
находится в стационарном режиме, то qn,i,j = bi,
n ≥ 1, j ≥ n+ 1.

Переходя к ПФ Pn(z) =
∑∞

i=1 zipni, 0 < z ≤ 1,
из (2) получаем:

Pn(z)
z − zn

z
= (alnβ(z)− zn) pn1 +

+ aLnβ(z)Pn−1 + aLn+1β(z)Pn, n ≥ 1 . (3)

1Ввиду громоздкости выкладок лишь заметим, что это можно показать и прямыми вычислениями, если воспользоваться
представлением решения (1), данным в [18, соотн. (7)], и выписать явный вид входящих в него слагаемых.
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Подставляя z = 1, находим

pn1 = Pn−1
1− zn−1

zn−1
.

Теперь, воспользовавшись теоремой Руше, с учетом
найденного вида pn1 из (3) имеем:

Pn = cnPn−1 ,

cn =
zn

1− zn

1− zn−1

zn−1

1− β(zn)

β(zn)
, n ≥ 1 .

Отсюда, с учетом соотношения Pn = Pn−1 + Pn,
следует, что

Pn = P0

n∏

i=1

(1 + ci), n ≥ 1 .

Используя теперь условие нормировки lim
n→∞

Pn =

1, окончательно получаем, что

P0 =

(
∞∏

i=1

(1 + ci)

)−1

;

Pn =
cn

∏∞

i=n
(1 + ci)

, n ≥ 1 .







(4)

Из эргодической теоремы Фостера следует, что
необходимым и достаточным условием существо-
вания стационарного режима является сходимость
произведения

∏∞
i=1(1 + ci), которая эквивалентна

условию

∞∑

i=1

zi

1− zi

1− zi−1

zi−1

1− β(zi)

β(zi)
< ∞ . (5)

Для выполнения (5) достаточно1, чтобы EbEl < ∞.
При расчете моментов стационарного распределе-
ния по (4) необходимо быть уверенным, что со-
ответствующие ряды сходятся; достаточным усло-
вием существования Eνk является существование
соответствующего момента размера группы. Для
расчета же совместного стационарного распределе-
ния числа заявок в системе и остаточного времени
обслуживания заявки на приборе можно восполь-
зоваться формулой2:

pni = Pn−1




1− zn−1

zn−1z
i−1
n

−

−
(

aln
zn−1

+ aLn+1(1 + cn)

) i−1∑

j=1

bi−j

zj
n



, n, i ≥ 1 ,

которая получается путем обращения ПФ (3). От-
сюда, поскольку времена обслуживания заявок
в группе предполагаются независимыми, немед-
ленно следует совместное стационарное распреде-
ление общего числа заявок в системе, остаточного
времени обслуживания заявки на приборе и каждой
заявки в очереди.

5 Некоторые характеристики
производительности

Остановимся на выводе формул для вероят-
ностей потери заявки. Обозначим через π1 и π2
соответственно вероятность потери произвольной
заявки при поступлении и во время пребывания
в системе. Для этого необходимо перейти от ста-
ционарных вероятностей Pn по тактам к стацио-
нарным вероятностям по моментам поступления
заявок в систему (которые будем обозначать P ∗

n),
а также зафиксировать порядок выбора заявок на
обслуживание из очереди.

Нетрудно видеть, что

P ∗
0 = P0 + p11 ; P ∗

n = Pn − pn1 + pn+1,1 , n ≥ 1 .

Поскольку случайно выбранная заявка с вероят-
ностью klk/El принадлежит группе размера k, по
формуле полной вероятности получаем3:

π1 =

∞∑

n=1

P ∗
n

n∑

j=1

jlj
El

.

Предположим, что заявки обслуживаются из очере-
ди в порядке поступления. Обозначим через π2,k,j,
k ≥ 1, 1 ≤ j ≤ k, условную вероятность того, что
заявка будет потеряна, при условии что она принята
в систему в группе размера k и оказалась в группе на
j-м месте. Величины π2,k,j могут быть вычислены
рекуррентно по формулам:

π2,k,1 = 1−
β(zk)

zk
, k ≥ 1 ;

π2,k,j = π2,k,1 + (1− π2,k,1)(aLk + zk−1π2,k−1,j−1),

1 ≤ j ≤ k , k ≥ 2 .

Усредняя π2,k,j по распределению размера при-
нятой в систему группы, содержащей случайно

1Действительно, так как β(zn) ≥ 1− (1− zn)Eb и β(zn) < β(zn+1), то cn ≤ aLnEb/(β(z1)(1−aLn)), а ряд
∑

∞

i=1 aLi/(1−aLi)
сходится, если

∑
∞

i=1 aLi = aEl < ∞.
2Здесь и далее используется соглашение

∑0
j=1 = 0.

3А вероятность потери поступающей группы равна
∑

∞

n=1 P ∗

n(1− Ln+1).
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выбранную заявку, и предполагая, что, поступая
в группе размера k, заявка может равновероятно
оказаться на любом из k мест, находим:

π2 =
∞∑

n=1

lnP
∗
n−1

∑∞

k=1
klkP

∗
k−1

n∑

j=1

π2,n,j , P
∗
n =

n∑

i=0

P ∗
i .

Остановимся теперь на стационарных распреде-
лениях времен пребывания в системе обслуженной
и потерянной заявки. Обозначим через V1,j,k(z)
ПФ условных вероятностей того, что заявка будет
обслужена и время ее пребывания в системе рав-
но i тактам, при условии что она принята в систему
в группе размера k и оказалась в группе на j-м месте.
При j = 1 заявка будет обслужена, если за время
ее пребывания на приборе в систему не поступит
группа размера больше k. Поэтому

V1,1,k(z) =

∞∑

j=1

zjbjz
j−1
k =

β(zzk)

zk
.

Если выделенная заявка оказалась не на первом
месте в группе, то ее время пребывания зависит
от времени обслуживания находящихся перед ней
заявок. Так как эти времена по предположению
независимы, то в терминах ПФ имеем:

V1,j,k(z) = V1,1,k(z)zk−1V1,j−1,k−1(z) , 2 ≤ j ≤ k .

Воспользовавшись теперь формулой полной ве-
роятности, получаем следующее выражение для
ПФ V1(z) стационарного распределения времени
пребывания обслуженной заявки в системе:

V1(z) =

∞∑

n=1

lnP
∗
n−1

∑∞

k=1
klkP

∗
k−1

n∑

j=1

V1,n,j(z). (6)

Вводя V2,j,k(z) — ПФ условных вероятностей того,
что заявка не будет обслужена и время ее пребыва-
ния в системе равно i тактам, при условии что она
принята в систему в группе размера k и оказалась
в группе на j-м месте, — и рассуждая аналогичным
образом, нетрудно по формуле полной вероятности
получить следующие соотношения:

V2,1,k(z) =
1− zk

zk

zzk − β(zzk)

1− zzk
;

V2,j,k(z) = V2,1,k(z) + V1,1,k(z) (1− zk−1 +

+ zk−1V2,j−1,k−1(z)) , 2 ≤ j ≤ k .

Безусловная ПФ V2(z) стационарного распределе-
ния времени пребывания в системе принятой, но
в итоге потерянной заявки рассчитывается по фор-
муле (6) с заменой V1,n,j(z) на V2,n,j(z).

6 Выходящий поток потерянных
заявок

При изучении рассмотренной системы в связке
с другими СМО важны характеристики выходящего
из нее потока потерянных заявок. В общем случае,
очевидно, он не является ординарным. Не является
он и геометрическим: числа заявок, покидающих
систему на соседних интервалах, представляют со-
бой зависимые случайные величины.

Рассмотрим последовательные моменты τ−
n ,

n ≥ 1, потерь заявок и введем вложенную цепь
Маркова νn = ν(τ−

n ) — общее число заявок
в системе непосредственно после момента τ−

n .
Положим ln = τ−

n+1 − τ−
n и обозначим через

hi,t1,t2(n) = P(νn = i, ln = t1, ln+1 = t2), i, t1, t2 ≥ 1,
вероятность того, что после n-й потери общее число
заявок в системе будет равно i и длины интервалов
между последующими двумя потерями равны t1 и t2
тактам соответственно. Положим

p−i (n) =

∞∑

t1=1

∞∑

t2=1

hi,t1,t2(n) ;

ht(n) =
∞∑

i=1

∞∑

t2=1

hi,t,t2(n) ;

ht1,t2(n) =
∞∑

i=1

hi,t1,t2(n) .

При выполнении условия существования стацио-
нарного режима существуют и стационарные ве-
роятности p−i = limn→∞ p−i (n), i ≥ 1, того, что
непосредственно после момента потери в системе
будет i заявок, а также стационарные вероятности

ht = lim
n→∞

ht(n) , t ≥ 1 ;

ht1,t2 = lim
n→∞

ht1,t2(n) , t1, t2 ≥ 1 .

Cистема уравнений Колмогорова–Чепмена для
вероятностей p−i (n), n ≥ 2, i ≥ 1, имеет вид:

p−i (n+ 1) = p−i (1)

∞∑

j=1

p−j (n)
β(a)j

a
+

+



ali

i−1∑

j=1

p−j (n) + p−i (n)

i∑

j=1

alj





(

1− β(a)

a

)

+

+

∞∑

k=1



ali

k+i−1∑

j=k+1

p−j (n) + p−k+i(n)

i∑

j=1

alj



×

× β(a)k(1 − β(a))

a
, n ≥ 1 , i ≥ 1 , (7)
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к которому необходимо добавить условие норми-
ровки

∑∞
i=1 p−i (n + 1) = 1. Вероятности p−i (1),

i ≥ 1, того, что после первой потери в системе ока-
жется i заявок, также могут быть найдены из (7),
если зафиксировать общее число заявок в систе-
ме в начальный момент функционирования. Так,
если изначально система пуста, для нахождения
{p−i (1), i ≥ 1} достаточно положить в (7) n = 0
и p−i (0) = aai−1, i ≥ 1. Устремляя в (7) n → ∞,
получаем систему уравнений для стационарных ве-
роятностей p−i , i ≥ 1, решение которой при сделан-
ных предположениях о распределениях {bi, i ≥ 0}
и {li, i ≥ 1} (см. разд. 2) может быть найдено чис-
ленно.

Перейдем к нахождению распределений {ht,

t ≥ 1} и {ht1,t2 , t1, t2 ≥ 1}. Обозначим через h
(1)
t,i,j,

t, i, j ≥ 1, условную вероятность того, что очеред-
ная потеря произойдет через t тактов, при условии
что изначально в системе находится i заявок и оста-
точное время обслуживания заявки на приборе рав-
но j тактам. Положим

h
(1)
t,i =

∞∑

j=1

bjh
(1)
t,i,j .

Воспользовавшись формулой полной вероятности,
находим

h
(1)
t,1,j = 1(1≤j≤t−1)

t−j−1
∑

k=0

ak+j−1
∞∑

m=1

almh
(1)
t−j−k,m +

+ 1(j≥t+1)a
t−1a , j ≥ 1 ; (8)

h
(1)
t,i,j = 1(1≤j≤t−1)a

jh
(1)
t−j,i−1 + 1(j≥t)a

t−1a ,

i ≥ 2 , j ≥ 1 , (9)

где 1(A) — индикатор множества A. Соотноше-
ния (8) и (9) позволяют последовательно по t, на-
чиная с t = 1, определять1 вероятности h

(1)
t,i,j и h

(1)
t,i .

Усредняя h
(1)
t,i по распределению {p−i , i ≥ 1}, полу-

чаем выражение для стационарного распределения
длины интервала между последовательными поте-
рями:

ht =

∞∑

i=1

h
(1)
t,i p−i , t ≥ 1 . (10)

Формулы для совместного стационарного распре-
деления длин k, k ≥ 2, последовательных интер-
валов между потерями могут быть получены ана-
логичным образом. Остановимся на случае k = 2.
Обозначим через h

(2)
t1,t2,i

, t1, t2, i ≥ 1, условную ве-
роятность того, что очередная потеря произойдет
через t1 тактов, а последующая — через t2 так-

тов, при условии что сразу после очередной потери
в системе находится i заявок. Вводя обозначение

–t,i,j = h
(1)
t,i,j−1

i∑

m=1

alm +

∞∑

m=i+1

almh
(1)
t,m

и применяя формулу полной вероятности, получа-
ем, что h

(2)
t1,t2,i

могут быть рассчитаны на основе h
(1)
t,i

рекуррентно по следующим формулам:

h
(2)
t1,t2,1

=

t1−1∑

j=1

bj

t1−j−1
∑

k=0

ak+j−1
∞∑

m=1

almh
(2)
t1−j−k,t2,m

+

+
∞∑

j=t1+1

bja
t1−1–t2,1,j−t1+1 ;

h
(2)
t1,t2,i

=

t1−1∑

j=1

bja
j−1h

(2)
t1−j,t2,i−1

+

+ bt1a
t1−1

∞∑

m=1

almh
(1)
t2,max(m,i−1) +

+

∞∑

j=t1+1

bja
t1−1–t2,i,j−t1+1 .

Усредняя h
(2)
t1,t2,i

, как в (10), получаем безусловное
распределение длин последовательных двух интер-
валов между потерями в стационарном режиме.

7 Заключение

В связи с найденным видом стационарного рас-
пределения встает вопрос о точности вычислений.
При расчете P0 по (4) нельзя сказать, когда нужно
оборвать вычисления, чтобы гарантировать задан-
ную точность. Этот вопрос, встающий особенно
остро, когда распределение {bi, i ≥ 0} имеет тяже-
лый хвост, требует дополнительных исследований.
Некоторым ориентиром на практике могут служить
двусторонние оценки для P0, например e−

∑
∞

i=1
ci ≤

≤ P0 ≤ (1 +
∑∞

i=1 ci)
−1 (см. далее, например, [19]).

Полезными могут оказаться и приближенные фор-
мулы (см., например, (8) в [6]). В плане дальнейших
исследований несомненный интерес представляет
обобщение использованного метода на несколько
СМО, связанных рассмотренной дисциплиной об-
служивания, а также снятие наложенных на входя-
щий поток ограничений.
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STATIONARY CHARACTERISTICS

OF DISCRETE-TIME Geo/G/1/∞ QUEUE

WITH BATCH ARRIVALS AND ONE QUEUE SKIPPING POLICY

S. I. Matyushenko1 and R. V. Razumchik2

1Peoples’ Friendship University of Russia (RUDN University), 6 Miklukho-Maklaya Str., Moscow 117198,
Russian Federation
2Institute of Informatics Problems, Federal Research Center “Computer Science and Control” of the Russian
Academy of Sciences, 44-2 Vavilov Str., Moscow 119333, Russian Federation

Abstract: Consideration is given to the discrete-time single-server system with one queue of infinite capacity and
the geometric (Bernoulli) input flow. Customers are homogeneous, arrive in batches, and are served one by one
in FIFO (first in, first out) manner. The sizes of arriving batches as well as the service times are assumed to be
independent and identically distributed random variables with arbitrary discrete distributions. The queue skipping
policy is implemented in the system: upon arrival of a batch, its size is compared with the current total number
of customers in the system. If the size of the batch is larger than the system content, all customers residing in the
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system (including the one in server) are lost and the arrived batch enters the system; otherwise, the new batch leaves
the system having no effect on it. Main stationary system performance characteristics, including those of the flow
of lost customers, are obtained.

Keywords: discrete-time; queueing system; batch arrivals; queue skipping policy
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О РАСПРЕДЕЛЕНИИ ОТНОШЕНИЯ СУММЫ ЭЛЕМЕНТОВ

ВЫБОРКИ, ПРЕВОСХОДЯЩИХ НЕКОТОРЫЙ ПОРОГ,

К СУММЕ ВСЕХ ЭЛЕМЕНТОВ ВЫБОРКИ. II∗

В. Ю. Королев1

Аннотация: Рассматривается задача описания распределения доли суммы независимых случайных ве-
личин, которая составлена из слагаемых, превосходящих некоторый заданный порог. В отличие от
известных вариантов такой задачи, в которых фиксируется число суммируемых крайних порядковых
статистик, особенность рассматриваемой здесь задачи заключается в том, что заданный порог может быть
превзойден не предсказуемым заранее числом элементов выборки. Для случая, когда порог неограни-
ченно возрастает с увеличением объема выборки, показано, что распределение указанного отношения
может быть приближено обобщенным пуассоновским распределением, в котором обобщающим служит
обобщенное распределение Парето.

Ключевые слова: сумма независимых случайных величин; случайная сумма; биномиальное распределе-
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В 1897 г. итальянский экономист и социолог
Вильфридо Парето выявил эмпирическую законо-
мерность, заключающуюся в том, что 80% дохо-
да страны аккумулируются в 20% семей [1]. Эту
закономерность многие пытались обосновать или
опровергнуть. В данной заметке предпринята по-
пытка рассмотреть связанную с этим принципом
вероятностно-статистическую задачу о том, какую
долю суммы наблюдений составляют наблюдения,
превосходящие заданный порог.

Эта задача имеет большое значение не только
для экономики, но и для других областей зна-
ния. Например, прослеживая изменение во вре-
мени параметров распределения отношения сум-
мы элементов выборки, превосходящих некоторый
порог, к сумме всех элементов выборки при иссле-
довании метеорологических данных (температура,
осадки, теплообмен между атмосферой и океаном)
во времени (например, в скользящем режиме, ко-
гда выборка — это «окно», сдвигающееся в напра-
влении астрономического времени при исследова-
нии соответствующего временн‚ого ряда), можно
получить информацию об особенностях проявле-
ния процесса изменения климата, в просторечии
называемого «глобальным потеплением».

Данная статья продолжает исследования, нача-
тые в работе [2]. C математической точки зрения

эта задача тесно связана со статистикой цензуриро-
ванных выборок. Известны разные варианты этой
задачи. Некоторые из них упомянуты в [2], где
рассмотрена задача описания распределения доли
суммы независимых случайных величин, которая
составлена из слагаемых, превосходящих некото-
рый заданный фиксированный порог. В отличие от
известных вариантов такой задачи, в которых фик-
сируется число суммируемых крайних порядковых
статистик, особенность рассмотренной в [2] зада-
чи заключается в том, что заданный порог может
быть превзойден не предсказуемым заранее числом
элементов выборки.

В указанной статье в терминах функции распре-
деления отдельного слагаемого формально пред-
ставлен явный вид распределения отношения сум-
мы элементов выборки, превосходящих заданный
порог, к сумме всех наблюдений. На эвристическом
уровне выведены асимптотические и предельные
распределения этого отношения при фиксирован-
ном пороге, удобные для использования в качестве
асимптотических аппроксимаций в практических
вычислениях. Рассмотрены ситуации, в которых
распределение слагаемых имеет легкий хвост (ко-
нечны вторые моменты), и ситуации, в которых
распределение слагаемых имеет тяжелый хвост
(принадлежит к области притяжения устойчивого

∗Исследования выполнены при поддержке РФФИ (проект 19-07-00914) и в соответствии с программой Московского центра
фундаментальной и прикладной математики.

1Факультет вычислительной математики и кибернетики Московского государственного университета имени М. В. Ломоносова;
Институт проблем информатики Федерального исследовательского центра «Информатика и управление» Российской академии
наук, vkorolev@cs.msu.ru
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закона). Во всех случаях описана нормировка от-
ношения, гарантирующая невырожденность пре-
дельного (при неограниченном увеличении числа
слагаемых) распределения, и сами предельные рас-
пределения (нормальное в случае легких хвостов
и устойчивое в случае тяжелых хвостов). В на-
стоящей работе рассмотрен случай, когда порог
неограниченно возрастает с увеличением объема
выборки. Показано, что распределение указанного
отношения может быть приближено обобщенным
пуассоновским распределением, в котором обоб-
щающим служит обобщенное распределение Па-
рето.

Обозначим Sn = X1 + · · · + Xn. Индикатор
множества (события) A обозначим I(A).

Пусть u > 0 таково, что 0 < F (u) < 1. Очевидно,
Xj = XjI(Xj < u) +XjI(Xj ≥ u). Тогда

Sn =
n∑

j=1

XjI(Xj < u) +
n∑

j=1

XjI(Xj ≥ u) ≡

≡ S(<u)
n + S(≥u)

n .

Основным объектом изучения будет распреде-
ление отношения R(u) = S

(≥u)
n /Sn, а в первую оче-

редь — распределение случайной величины S
(≥u)
n

при условии, что порог возрастает при увеличении
объема выборки.

Как было показано в статье [2], если порог u
фиксирован, а объем n доступной выборки настоль-
ко большой (неограниченно возрастает), что обе
суммы S

(<u)
n и S

(≥u)
n содержат много слагаемых, то

для распределения случайной величины S
(<u)
n мож-

но применять нормальную аппроксимацию. Ес-
ли хвосты распределения случайных величин Xj

убывают достаточно быстро (так, что конечен вто-
рой момент), то нормальная аппроксимация также
справедлива для распределения случайных вели-
чин S

(≥u)
n и Ru. Если же функция F (u) имеет столь

тяжелый хвост, что у случайной величины Xj отсут-
ствует дисперсия, то для распределений случайных
величин S

(≥u)
n и Ru справедлива аппроксимация

устойчивым законом.
Однако иногда интерес представляет ситуация,

в которой порог u столь велик, что сумма S
(≥u)
n

содержит лишь умеренное число слагаемых. В та-
ком случае для распределения случайной величи-
ны S

(≥u)
n оказывается возможным применить обоб-

щенную пуассоновскую аппроксимацию.
Формально предположим, что порог u зависит

от n: u = un. При этом будем считать, что суще-
ствует число λ ∈ (0,∞) такое, что

n (1− F (un)) −→ λ

при n → ∞. Например, если для простоты предпо-
ложить, чтоn (1− F (un)) = λ, тоun = F−1(1−λ/n).
При этом порог un не обязан неограниченно воз-
растать при n → ∞, например, если носитель рас-
пределения F конечен, т. е. rextF ≡ sup{x : F (x) <
< 1} < ∞.

В сделанных предположениях

lim
n→∞

∞∑

k=0

∣
∣
∣
∣
P (Nn(un) = k)− eλ λk

k!

∣
∣
∣
∣
= 0 .

Пусть Nλ — случайная величина, имеющая распре-
деление Пуассона с параметром λ. Предположим,
что при каждом n ≥ 1 случайная величина Nλ неза-
висима от последовательности X

(≥un)
1 , X

(≥un)
2 .

Имеем

sup
x

∣
∣
∣
∣
∣
P(S(≥u)

n < x)− P
(

Nλ∑

k=0

X
(≥un)
j < x

)∣
∣
∣
∣
∣
=

= sup
x

∣
∣
∣
∣
∣

∞∑

k=0

P(Nn(un) = k)P
(
∑k

j=0
X
(≥un)
j < x

)

−

−
∑∞

k=0
P (Nλ = k)P





k∑

j=0

X
(≥un)
j < x





∣
∣
∣
∣
∣
∣

≤

≤
∑∞

k=0
|P (Nn(un) = k)− P(Nλ = k)| ≤

≤ 2 (1− F (un))min{1, λ}

(см., например, [3]).
Характеристическую функцию случайной вели-

чины X
(≥un)
j обозначим fun

(t):

fun
(t) =

1

1− F (un)

∞∫

un

eitxdF (x), t ∈ R .

Из сказанного выше вытекает, что в сделанных
предположениях распределение случайной величи-
ны S

(≥un)
n может быть аппроксимировано обобщен-

ным пуассоновским распределением, задаваемым
характеристической функцией

gn(t;λ) = exp {λ [fun
(t)− 1]} , t ∈ R.

Более того, если rextF = ∞, то в сделан-
ных предположениях un → ∞. Это позволяет
для распределения случайной величины S

(≥un)
n ис-

пользовать аппроксимацию, не зависящую от вида
функции распределения F , а именно справедли-
ва теорема Балкемы – Де Хаана – Пикандса [4, 5],
согласно которой, если при некоторой линейной
нормировке с помощью числовых последователь-
ностей cn и bn > 0 распределения случайных ве-
личин (X(n) − cn)/bn имеют слабым пределом при
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n → ∞ невырожденную функцию распределения
(обязательно при этом принадлежащую к одному
из трех возможных типов предельных распределе-
ний экстремальных значений, см., например, [6]),
то существуют такие числа α, β > 0 и γ, что

lim
u→∞

P (Xj − u < x|Xj > u) =

= lim
u→∞

F (x + u)− F (u)

1− F (u)
=

= Hα,β,γ(x) ≡ 1−
(

1 + γ · x − α

β

)−1/γ

, x > 0 .

Распределение, соответствующее функции распре-
деления Hα,β,γ(x), называется обобщенным распре-

делением Парето, при этом γ — параметр формы,
α — параметр положения (сдвига), β — параметр
масштаба. При γ > 0Hα,β,γ(x)— это распределение
Парето, при γ = 0 Hα,β,γ(x) — это показательное
распределение, при γ < 0Hα,β,γ(x)— это бета-рас-
пределение.

Характеристическую функцию обобщенно-
го распределения Парето Hα,β,γ(x) обозначим
hα,β,γ(t):

hα,β,γ(t) =

∞∫

0

eitxdHα,β,γ(x) =

=
1

β

∞∫

0

eitx

(

1 + γ · x − α

β

)−(γ+1)/γ

dx , t ∈ R .

Пусть Y1, Y2, . . . — независимые случайные ве-
личины, имеющие одно и то же обобщенное рас-
пределение Парето Hα,β,γ(x). Тогда из теоремы
Балкемы – Де Хаана – Пикандса и вида распреде-
ления случайной величины X

(≥u)
j вытекает, что при

большом u справедливо представление

X
(≥u)
j ≈ u+ Yj ,

в котором параметры α, β и γ обобщенного распре-
деления Парето случайных величин Yj зависят от
вида функции распределения F .

Тогда из сказанного выше вытекает, что если
un → ∞ и n (1− F (un))→ λ при n → ∞, то

P(S(≥u)
n < x) ≈ P





Nλ∑

j=0

(un + Yj) < x



 ,

т. е. в таком случае для аппроксимации распреде-
ления случайной величины S

(≥u)
n можно исполь-

зовать обобщенное пуассоновское распределение,
соответствующее характеристической функции

gn(t;α, β, γ, λ) = exp
{
λ
[
eitunhα,β,γ(t)− 1

]}
,

t ∈ R , (1)

при этом параметры α, β, γ и λ оцениваются стати-
стически.

Что же касается распределения отношения
S
(≥un)
n /S

(<un)
n при пороге, растущем описанным

выше образом, то можно заметить, что, тогда как
при n → ∞ сумма S

(≥un)
n содержит умеренное число

слагаемых, число слагаемых в сумме S
(<un)
n неогра-

ниченно возрастает, и, поскольку эти слагаемые
ограничены, можно считать, что

S(<un)
n

n
≈ EX(<un)

1 ≡ aun
.

Тогда при указанных выше условиях

n
S(≥un)

n

S(<un)
n

≈ Zn(α, β, γ, λ)

aun

,

где Zn(α, β, γ, λ)— случайная величина с обобщен-
ной пуассоновской характеристической функцией
gn(t;α, β, γ, λ) (см. (1)).
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СОБЫТИЙ. II∗

В. А. Наумов1, К. Е. Самуйлов2

Аннотация: Статья представляет собой вторую часть обзора, выполненного в рамках проекта РФФИ
№ 19-17-50126. Цель обзора — ознакомление заинтересованных читателей с основами теории мар-
ковских потоков событий для более подробного изучения и облегчения применения этих моделей на
практике. В первой части приведены свойства общих марковских потоков событий и показана их связь
с марковскими аддитивными процессами и процессами марковского восстановления. Во второй части
обзора рассмотрены важные для приложений частные случаи таких потоков — подклассы марковских по-
токов событий, а именно: простые и групповые потоки однородных и неоднородных событий. Показано,
как свойства марковских потоков событий связаны с мультипликативностью стационарных распреде-
лений марковских систем. Обсуждаются матрично-экспоненциальные распределения и рациональные
потоки событий, расширяющие возможности марковских потоков для моделирования сложных систем,
при этом сохраняющие удобство их анализа с помощью вычислительной техники.

Ключевые слова: марковские процессы; марковские аддитивные процессы; потоки без последействия;
МС-потоки
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1 Введение

Настоящий обзор, состоящий из двух частей,
включает изложение основ теории марковских по-
токов и снабжен ссылками на большое число работ,
посвященных марковским и рациональным пото-
кам событий. Он начался с рассмотрения в первой
части случайных величин фазового типа, опреде-
ления марковских потоков общего вида и их связи
с марковскими аддитивными процессами и про-
цессами марковского восстановления. Во второй
части обзора перейдем к важным для приложе-
ний подклассам марковских потоков однородных
и неоднородных событий в разд. 2, а в завершение
в разд. 3 обсудим матрично-экспоненциальные рас-
пределения и в разд. 4 рациональные потоки собы-
тий, которые расширяют возможности марковских
потоков для моделирования сложных систем и при
этом сохраняют удобство их анализа.

Как и в первой части обзора, далее в работе жир-
ные строчные буквы обозначают векторы, а жирные
прописные буквы обозначают матрицы. Кроме то-
го, используются следующие обозначения:

δ(i, j) =

{

1, если i = j ;

0 в противном случае;

у вектора ei i-я координата равна единице, а осталь-
ные равны нулю; I = [δ(i, j)] — единичная матри-
ца; u — вектор-столбец из единиц; N K — мно-
жество неотрицательных целочисленных векторов
длины K, N

K
0 = N

K\{0}. Для краткости вмес-
то «наступило n1 событий типа 1, n2 событий ти-
па 2, . . . , nK событий типа K» будем писать «на-
ступило n событий», где n = (n1, n2, . . . , nK).

2 Важные для приложений
частные случаи марковских
потоков событий

2.1 Простой марковский поток
однородных событий

Рассмотрим некоторый поток случайных не-
однородных событий и обозначим через Nk(t)
число событий типа k, наступивших за время t,
N(t) = (N1(t), N2(t), . . . , NK(t)). Поток случай-
ных событий называется марковским, если для не-
которого случайного процесса X(t) с конечным
множеством состояний X = {1, 2, . . . , L} процесс

∗Исследование выполнено при финансовой поддержке РФФИ в рамках научного проекта № 19-17-50126.
1Исследовательский институт инноваций, г. Хельсинки, Финляндия, valeriy.naumov@pfu.fi
2Российский университет дружбы народов; Институт проблем информатики Федерального исследовательского центра «Инфор-
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ξ(t) = (X(t),N(t)) является марковским процес-
сом, однородным во времени и по второй компо-
ненте, т. е. если для любых t, h > 0 справедливы
равенства

P (X(h+ t) = j,N(h+ t) = k+ n|X(h) = i,

N(h) = k) = pn(i, j, t) , k,n ∈ N
K , i, j ∈ X .

Матрицы вероятностей переходов Pn(t) =
= [pn(i, j, t)] однозначно определяются матрицами
интенсивностей переходов An = [an(i, j)], n ≥ 0,
где

a0(i, j) = lim
t→0

1

t
(p0(i, j, t)− δ(i, j)) , i, j ∈ X ;

an(i, j) = lim
t→0

1

t
pn(i, j, t) , i, j ∈ X , n ∈ N

K
0 ,

при этом фазовый процесс X(t) является однород-
ным марковским процессом с матрицей интенсив-
ностей переходовA =

∑

n∈N K An.
В первой части обзора определен процесс мар-

ковского восстановления (Xl, σl, τl), где Xl =
= X(tl) — состояния фазового процесса X(t) мар-
ковского потока в моменты после наступления
событий потока, X(t) ∈ X = {1, 2, . . . , L}, 0 <
< t1 < t2 < · · · — моменты наступления собы-
тий, также называемые вызывающими момента-
ми; τl = tl − tl−1 — длины интервалов между
моментами наступления событий; σl — вектор,
σl = (σl,1, . . . , σl,K), в котором σl,k есть размер
группы событий типа k, наступивших в момент tl,
l = 1, 2, . . . Матрицы Gn(x) = [Gn(i, j, x)], опи-
сывающие связанный с марковским потоком про-
цесс марковского восстановления (Xl, σl, τl), и их
преобразования Лапласа–Стилтьеса имеют следу-
ющий вид:

Gn(x) =

x∫

0

exp(zA0)An dz =

= (exp(xA0))− I)A−1
0 An , n ∈ N

K
0 ; (1)

x∫

0

e−νxdGn(x) = (νI−A0)−1An , n ∈ N
K
0 . (2)

Используя матрицы Gn(x), можно найти совмест-
ное распределение числа σl наступивших событий
и длин τl интервалов между вызывающими момен-
тами

Fk1,k2,...,km
(x1, x2, . . . , xm) =

= P (σl = kl , τl < xl , l = 1, 2, . . . , m) =

= αGk1(x1)Gk2(x2) · · ·Gkm
(xm)u , (3)

а также плотность этого распределения

fk1,k2,...,km
(x1, x2, . . . , xm) =

= α exp (x1A0)Ak1 exp (x2A0)Ak2 · · ·
· · · exp (xmA0)Akm

u , k1,k2, . . . ,km ∈ N
K
0 ,

x0, x1, . . . , xm > 0 , m = 1, 2, . . . (4)

где α — начальное распределение фазового про-
цесса.

Простой марковский поток однородных собы-
тий — это марковский поток событий одного типа,
причем в каждый вызывающий момент наступает
ровно одно событие. Он характеризуется двумя мат-
рицами интенсивностей переходов S = A0 и R =
= A1, а остальные матрицы Ak, k ≥ 2, для такого
потока — нулевые. Первыми работами, посвящен-
ными простым марковским потокам однородных
событий, стали [1–5]. Их применение к решению
задач теории телетрафика рассматривается в [6, 7].
Поток вызывающих моментов любого марковского
потока — это простой марковский поток, характе-
ризуемый матрицамиS = A−RиR =

∑

n∈N K
0
An.

К простым марковским потокам относятся также
процессы восстановления фазового типа [8]. Для
таких потоков ранг матрицыR равен единице и она
имеет вид R = sq, где s = −Su. Верно и обрат-
ное [7]. В англоязычной литературе простые мар-
ковские потоки называют Markovian arrival process
и используют для их обозначения сокращение МАР
или MArP.

Простой марковский поток однородных собы-
тий является полумарковским, поскольку последо-
вательность (Xl, τl), l = 1, 2, . . . , — процесс мар-
ковского восстановления. Из (1) и (2) вытекают
следующие формулы для полумарковской матри-
цыG(x) = [G(i, j, x)] процесса (Xl, τl) марковского
восстановления с элементами

G(i, j, x) = P (Xl = j, τl < x|Xl−1 = i)

и для ее преобразования Лапласа–Стилтьеса:

G(x) = (exp(xS)− I)S−1R ;
x∫

0

e−νxdG(x) = (νI− S)−1R .







(5)

Из (4) вытекает следующее выражение для плот-
ности функции распределения длин интервалов τl

между моментами наступления событий простого
марковского потока однородных событий:

f (x1, x2, . . . , xm) =

= α exp (x1S)R exp (x2S)R · · · exp (xmS)Ru ,

x0, x1, . . . , xm > 0 , m = 1, 2, . . . (6)

Поскольку простой марковский поток являет-
ся полумарковским, при анализе систем массового
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обслуживания с такими поступающими потоками
можно использовать результаты, полученные для
систем с полумарковским входящим потоком, на-
пример [9–12].

В первом разделе обзора указано, что стацио-
нарные распределения q = [q(i)] и qn = [qn(i)],
n ∈ N

K
0 , вложенных цепей Маркова Xl и (Xl, σl)

связаны со стационарным распределением p фазо-
вого процесса X(t) следующими равенствами:

q =
1

λ
p˜ , p = −λqA−1

0 , q =
∑

n∈N K
0

qn ,

qn =
1

λ
pAn , n ∈ N K

0 .

Если вектор из единиц u является правым соб-
ственным вектором каждой из матрицAn и выпол-
няются равенства

Anu = λuu , n ∈ N
K
0 , (7)

то из (3) следует, что при любом начальном распре-
делении s марковский поток будет стационарным
потоком без последействия. Аналогично, если век-
тор стационарных вероятностей p является левым
собственным вектором матриц An и выполняются
равенства

pAn = λnp , n ∈ N
K
0 . (8)

Условия (7) и (8), достаточные для того чтобы
марковский поток был пуассоновским, для просто-
го марковского потока приобретают вид Ru = λu
и pR = λp соответственно, где λ = pRu — ин-
тенсивность потока. Проверка необходимых и до-
статочных условий пуассоновости простого мар-
ковского потока более сложна и требует знания
собственных векторов матрицы S [13].

Считающий процесс N(t) стационарной версии
простого марковского потока является асимптоти-
чески нормальным с математическим ожиданием
M(t) = λt и дисперсией

D(t) = (2d1s− λ) t+ 2 (d2s− λ) + o(1) ,

где векторы-столбцы d1 и d2 — единственные ре-
шения систем линейных уравнений [2]:

d1A = p(λI−R) , d1u = 1 ;
d2A = d1 − p , d2u = 1 .

2.2 Простой марковский поток
неоднородных событий

Простой марковский поток неоднородных со-
бытий — это марковский поток событий несколь-
ких типов, в каждый вызывающий момент кото-
рого наступает ровно одно событие. Такой поток

характеризуется K + 1 матрицами интенсивностей
переходов S = A0 и Rk = Aek

, k = 1, 2, . . . , K,
а остальные матрицы An — нулевые. При этом
поток событий одного типа, например типа i, явля-
ется простым марковским потоком однородных со-
бытий, описываемым матрицами Si = A − Aei

и Ri. Первыми работами, посвященными прос-
тым марковским потокам неоднородных событий,
считаются [14–16]. В англоязычной литературе та-
кой поток называют Markovian Arrival Process with
marked arrivals и используют для его обозначения
сокращение ММАР. Из (5) вытекает следующее вы-
ражение для плотности совместного распределения
P(ωl = kl, τl < xl, l = 1, 2, . . . , m) типов ωl событий,
наступивших в момент tl, и длин τl интервалов
между вызывающими моментами:

fk1,k2,...,km
(x1, x2, . . . , xm) =

= α exp (x1S)Rk1 exp (x2S)Rk2 · · ·
· · · exp (xmS)Rkm

u , 1 ≤ k1, k2, . . . , km ≤ K ,

x0, x1, . . . , xm > 0 , m = 1, 2, . . . (9)

2.3 Марковский поток групп однородных
событий

Марковский поток групп однородных собы-
тий — это марковский поток событий одного ти-
па, в каждый вызывающий момент которого может
наступить несколько событий. Такие марковские
потоки впервые исследовались в [8, 17, 18], а их
описание с помощью матриц An впервые появи-
лось в [19]. В англоязычной литературе такой по-
ток сейчас называют batch Markovian arrival pro-
cess и используют для его обозначения сокращение
BMAP. В [20] получены формулы и асимптотики для
первых двух моментов считающего процесса N(t),
а в [21] — для старших моментов N(t).

3 Матрично-экспоненциальные
распределения

Функция распределения F (t) неотрицательной
случайной величины называется матрично-экспо-
ненциальной, если F (0) < 1 и она представима
в виде

F (t) = 1− q exp(tS)u (10)

с некоторым вектором q и матрицей S, имеющей
собственные числа лишь с отрицательными дей-
ствительными частями. Для того чтобы функ-
ция распределения F (t) неотрицательной случай-
ной величины была матрично-экспоненциальной,
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необходимо и достаточно, чтобы она имела рацио-
нальное преобразование Лапласа–Стилтьеса “F (ν).
Минимальный порядок матрицы S в матрично-
экспоненциальном представлении (10) равен чис-
лу полюсов функции “F (ν) с учетом их кратности.
Представление с матрицей S минимального поряд-
ка называется минимальным.

В некоторых работах по матрично-экспоненци-
альным функциям распределения [22–24], а так-
же в книгах [25, 26], чтобы подчеркнуть аналогию
с экспоненциальными функциями распределения,
вместо (10) использовалось представление F (t) =
= 1 − q exp(−tB)u со знаком минус перед t и мат-
рицей B, имеющей собственные числа с положи-
тельными действительными частями. В настоящее
время используются только представления ви-
да (10). Иногда допускается, что вектор u в (10)
может быть любым, а не состоящим из единиц,
как в рассматриваемом случае. Однако в [24, 27]
было показано, что всегда можно подобрать мат-
рично-экспоненциальное представление с u =
= (1, 1, . . . , 1).

Идея матрично-экспоненциальных функций
распределения восходит к работе [28], в которой
показано, что рациональные преобразования Лап-
ласа–Стилтьеса неотрицательных функций распре-
деления представимы в виде:

“F (s) = p0 +
L∑

l=1

q0 · · · ql−1pl

l∏

i=1

λi

λi + s
,

где pi + qi = 1, i = 1, . . . , L, pL = 1, и −λi, i =
= 1, . . . , L, — полюсы “F (s). Такое представление
можно записать в матрично-экспоненциальном ви-
де (10), полагая

q = (1, 0, . . . , 0) ;

S =












−λ1 q1λ1 0 · · · 0

0 −λ2 q2λ2
. . .

...

0 0
. . .

. . . 0
...

. . .
. . . −λL−1 qL−1λL−1

0 · · · 0 0 −λL












,

при этом элементы матрицы S могут быть ком-
плексными. В [22] показано, что вектор q
и матрица S в матрично-экспоненциальном пред-
ставлении (10) всегда могут быть выбраны действи-
тельными.

Из (10) вытекают формулы для начальных мо-
ментов

∞∫

0

tndF (t) = n!q(−S)−nu , n = 1, 2, . . .

и для преобразования Лапласа–Стилтьеса функции
распределения F (t)

“F (ν) =

∞∫

0

e−νtdF (t) =

= 1− qu+ q(νI − S)−1s = 1− νq(νI − S)−1u ,

где s = −Su. Кроме того, матрично-экспонен-
циальные функции распределения обладают следу-
ющими свойствами [24].

1. Пусть Fi(t) = 1 − qi exp(tSi)u, i = 1, 2, — мат-
рично-экспоненциальные функции распреде-
ления и p1 + p2 = 1. Тогда

p1F1(t) + p2F2(t) =

= 1− (p1q1, p2q2) exp
(

t

[
S1 0

0 S2

])

u ;

(F1 ∗ F2) (t) =

= 1− (q1, F1(0)q2) exp
(

t

[
S1 −S1uq2
0 S2

])

u .

2. Пусть τ и γ — независимые неотрицатель-
ные случайные величины с функциями рас-
пределения F (t) и G(t) соответственно, при-
чем F (t) имеет матрично-экспоненциальное
представление (10). Тогда функция распределе-
ния H(t) случайной величины (τ − γ)+ имеет
матрично-экспоненциальное представление

H(t) = 1− qU exp(tS)u ,

где

U =

∞∫

0

etSdG(t) . (11)

3. Пусть F (t) имеет матрично-экспоненциальное
представление (10), а у квадратной матрицы V
все собственные числа имеют неотрицательные
вещественные части. Тогда

∞∫

0

e−tVdF (t) = (1−qu)I+(q⊗I)ā(Su⊗I) =

= I− (q⊗ I)ā(u⊗V) ,

гдеā = (I⊗V − S⊗ I)−1.

Последнее свойство можно использовать для
вычисления матриц U в (11) для матрично-экс-
поненциальных функций распределения G(t).
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Ясно, что функции распределения фазового ти-
па являются матрично-экспоненциальными. Одна-
ко их матрично-экспоненциальные представления

F (t)− 1− q exp(tS)u , F (0) = 1− qu ,

d

dt
F (t) = q exp(tS)s , t > 0 ,

с ограничениями

0 <
∑

j∈X

q(j) ≤ 1 , q(i) ≥ 0 , i ∈ X ;

∑

j∈X

s(i, j) ≤ 0 , s(i, j) ≥ 0 , i 6= j , i, j ∈ X ,







(12)

где S = [s(i, j)], следует отличать от матрично-экс-
поненциальных представлений этих же функций,
но без ограничений (12). Порядок матрично-экспо-
ненциального представления, удовлетворяющего
ограничениям (12), будем называть числом этапов
этого представления, а порядок матрично-экспо-
ненциального представления, не удовлетворяюще-
го этим ограничениям, следуя [28], будем называть
числом фиктивных этапов. Необходимые и до-
статочные условия того, чтобы для функции
распределения с рациональным преобразованием
Лапласа–Стилтьеса существовало представление,
удовлетворяющее ограничениям (12), получены
в [29]. Для этого надо, чтобы (а) функция рас-
пределения имела непрерывную положительную
плотность на правой полуоси и (б) ее преобра-
зование Лапласа–Стилтьеса имело единственный
полюс с максимальной вещественной частью.

4 Рациональные потоки событий

Рациональный поток групп неоднородных со-
бытий (tl, σl), l = 1, 2, . . ., можно определить как
поток, для которого совместное распределение чис-
ла σl наступивших событий и длин τl интервалов
между моментами tl наступления событий дается
формулами (1) и (3) с матрицами An, n ∈ N K ,
обладающими следующими свойствами:

(1) действительные части собственных чисел мат-
рицыA0 отрицательны;

(2) действительные части собственных чисел мат-
рицыA =

∑

n∈N K An неположительны;

(3) Au = 0.

Для стационарных версий рациональных по-
токов дополнительно требуется, чтобы начальный
вектор α совпадал с решениемp системы линейных
уравнений pA = 0, pu = 1.

Простой рациональный поток однородных со-
бытий, также называемый матрично-экспонен-
циальным потоком [30], — это поток событий од-
ного типа, в каждый вызывающий момент которого
наступает ровно одно событие и для которого плот-
ность совместного распределения длин τl интерва-
лов между моментами наступления событий дается
формулой (6) с матрицами S и R, обладающими
следующими свойствами [31]:

(а) вещественные части собственных чисел матри-
цы S отрицательны;

(б) вещественные части собственных чисел матри-
цы S+R неположительны;

(в) (S+R)u = 0.

Примерами простых рациональных потоков од-
нородных событий могут служить полумарковские
потоки [22] и процессы восстановления [27] с мат-
рично-экспоненциальными функциями распреде-
ления длин интервалов между наступлениями со-
бытий.

Рациональный поток неоднородных событий —
это поток событий нескольких типов, в каждый вы-
зывающий момент которого наступает ровно одно
событие. Для такого потока совместное распреде-
ление типов наступивших событий ωl и длин τl ин-
тервалов между моментами наступления событий
дается формулой (9), а на матрицы S и R = R1 +
+ R2 + · · · + RK накладываются перечисленные
выше ограничения (a)–(в) [32].

5 Заключение

Метод этапов Эрланга [33] более 100 лет приме-
няется при анализе стохастических систем. К его
широкому распространению привело открытие
матрично-экспоненциального представления для
функций распределения фазового типа [34] и мо-
делей марковских потоков событий [1, 17]. Эти
модели хорошо подходят для анализа стохастиче-
ских систем с помощью вычислительной техники,
приспособленной к обработке векторов и матриц,
что привело к развитию специальных матричных
методов анализа стохастических систем.

Метод фиктивных этапов, предложенный в [28],
позволил распространить метод Эрланга на лю-
бые распределения с рациональным преобразова-
нием Лапласа–Стилтьеса. Использование матрич-
но-экспоненциальных представлений для функций
распределения [22, 23, 25] и потоков случайных со-
бытий [31] с произвольными рациональными пре-
образованиями Лапласа–Стилтьеса упрощает при-
менение метода фиктивных этапов. Формальное
применение метода фиктивных этапов приводит
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к решению, в котором вероятности, соответству-
ющие фиктивным этапам, могут оказаться отрица-
тельными, б‚ольшими единицы или даже комплекс-
ными. Однако вероятности, соответствующие
нефиктивным состояниям, будут неотрицательны-
ми числами, не превосходящими единицы. Суще-
ствуют различные интерпретации понятий отрица-
тельных вероятностей и интенсивностей переходов
[35–38]. Более детально ознакомиться с марков-
ским и рациональным потоками событий, а также
с матричными методами анализа стохастических
систем можно в обзорах [39–44] и монографиях [18,
25, 26, 45–57].
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МЕТОДЫ ДЕТЕРМИНИРОВАННЫХ И РАНДОМИЗИРОВАННЫХ

ЭНТРОПИЙНЫХ ПРОЕКЦИЙ ДЛЯ РЕДУКЦИИ РАЗМЕРНОСТИ

МАТРИЦЫ ДАННЫХ∗

Ю. С. Попков1, А. Ю. Попков2, Ю. А. Дубнов3

Аннотация: Предложены методы детерминированного и рандомизированного проектирования, ориен-
тированные на решение задачи понижения размерности. В случае детерминированного проектирования
развивается параллельная процедура сжатия матрицы данных, минимизирующая кросс-энтропию Куль-
бака–Лейблера с учетом ограничения на информационную емкость, основанная на методе проекции
градиента. Для рандомизированного проектирования рассматривается задача понижения размерности
признакового пространства. Идея применения процедур проектирования для сжатия матрицы данных ре-
ализуется в предлагаемом методе рандомизированного энтропийного проектирования, где используется
принцип сохранения среднего расстояния между многомерными и маломерными точками в соответ-
ствующих пространствах. Задача поиска оптимальных проекторов сводится к поиску распределения
вероятностей, максимизирующего информационную энтропию Ферми при ограничении на среднее
расстояние между точками многообразия, которые отображаются матрицами данных и оптимальной
проекции.

Ключевые слова: понижение размерности; кросс-энтропия Кульбака–Лейблера; энтропия
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1 Введение
Во многих прикладных задачах обработки дан-

ных последние присутствуют в виде прямоугольных
матриц U(m×s). Например, в задачах машинно-
го обучения элементами строк матрицы данных
выступают признаки объекта (s), а строки слу-
жат характеристиками m объектов в признаковом
s-пространстве. По разным причинам возника-
ет необходимость «сжать» матрицу данных, т. е.
использовать для обучения матрицу размерности
(m × r) или (n × r), n < m, r < s. Содержатель-
но это сводится к уменьшению числа признаков
или уменьшению числа признаков и объектов, на
массиве которых проводится обучение.

Данная проблема вложена в более общую:
приближение заданного набора многомерных то-
чек маломерным аффинным многообразием [1].
Здесь следует отметить метод главных компонент
(МГК) [2, 3] и его робастные версии [4], а также
метод случайных проекций [5, 6].

В [7] был предложен энтропийный метод одно-
мерного (столбцы или строки) детерминированно-
го сжатия матрицы данных (EDR-метод), основан-

ный на «прямом» и «обратном» проектировании.
Матрицы-проекторы определяются путем миними-
зации кросс-энтропийного функционала.

В данной работе EDR-метод развивается для де-
терминированного параллельного сжатия матрицы
данных на основе процедуры минимизации кросс-
энтропийного функционала специального вида при
ограничениях. Последние связаны с информаци-
онной емкостью матрицы-проекции.

Идея применения процедур проектирования
для сжатия матрицы данных реализуется в предла-
гаемом методе рандомизированного энтропийного
проектирования (REDR-метод). Здесь использует-
ся принцип сохранения среднего расстояния между
многомерными и маломерными точками в соответ-
ствующих пространствах.

2 Параллельное проектирование
с ограничениями (EDR-метод)

Параллельная реализация процедуры «прямо-
го» и «обратного» проектирования, примененная

∗Работа выполнена при поддержке РФФИ (проекты 17-29-03119 и 20-07-00470).
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к матрице данных U > 0, приводит к следующей
цепочке матричных равенств:

– «прямая» проекция

U(m×s)Q(s×r) = Y(m×r) ;

B(n×m)Y(m×r) = Z(n×r),

}

(1)

– «обратная» проекция

Z(n×r)W(r×s) = D(n×s) ;

E(m×n)D(n×s) = X(m×s).

}

(2)

Матрицы-проекторы Q, B, W и E — неотрицатель-
ные. Равенства (1) преобразуют матрицу U(m×s)

в «сжатую» матрицу Z(n×r), где n < m, r < s.
Равенство (2) преобразует матрицу Z(n×r) в мат-
рицу Xm×s той же размерности, что и исходная
матрица данных U(m×s).

Из равенств (1) и (2) имеем:

X(m×s) =

= E(m×n)

{[
B(n×m)

(
U(m×s)Q(s×r)

)]
W(r×s)

}
> 0 .

Скобки в этом равенстве указывают на последова-
тельность операций проектирования:

(•)→ [•]→ {•} .

Элементы матрицы-проекции Z(n×s) имеют
вид:

zµ,ν =

m∑

β=1

bµ,β

r∑

α=1

uβ,α qα,ν , µ = 1, n, ν = 1, r.

Элементы матрицы X(m×s) имеют вид:

xij =

n∑

µ=1

ei,µ

r∑

ν=1

wν,j

m∑

β=1

bµ,β

s∑

α=1

uβ,αqα,ν > 0 ,

i = 1, m, j = 1, s . (3)

Для измерения отклонения преобразованной ма-
трицы X(m×s) от исходной U(m×s) воспользуемся
информационной кросс-энтропией [8]:

H(X |U) =
m∑

i=1

s∑

j=1

sij(X |U) , (4)

где

sij = xij ln
xij

uij
.

С учетом равенства (3) нетрудно видеть, что ин-
формационная кросс-энтропия (4) есть скалярная

функция от матрицы данных U > 0 и матриц-про-
екторов (Q, B, W, E) ≥ 0, т. е.

H = H(U |Q, B, W, E).

Важным показателем качества процедуры ре-
дукции служит оптимальное снижение информа-
ционной емкости редуцированной матрицы Z(n×r)

по сравнению с информационной емкостью исход-
ной матрицы данных U(m×s) [9].

Информационная емкость измеряется в энтро-
пийных терминах:

IZ =

n,r
∑

(i,j)=1

zij(Q, B) ln zij(Q, B) + e−1nr ;

IU =

m,s
∑

(i,j)=1

uij lnuij + e−1ms .

Различие в указанных информационных емкостях
будем характеризовать квадратичным функциона-
лом:

J (Q, B)=





n,r
∑

(i,j)=1

zij(Q, B) ln zij(Q, B)− A





2

,

где

A = e−1(ms − nr) +

m,s
∑

(i,j)=1

uij lnuij .

Образуем обобщенный функционал

F(U |Q, B, W, E) = H(U |Q, B, W, E) + J (Q, B)

и оптимальные значения неотрицательных элемен-
тов матриц-проекторов будем определять, мини-
мизируя функционал F(U |Q, B, W, E):

(Q∗, B∗, W ∗, E∗) =

+ argmin
(Q,B,W,E)≥0

F(U |Q, B, W, E). (5)

Замечание. В задаче (5) условие близости инфор-
мационных емкостей матрицы данных и редуци-
рованной матрицы может быть реализовано ввиду
соответствующего ограничения. Тогда оптималь-
ные значения неотрицательных элементов матриц-
проекторов определяются решением следующей за-
дачи:

(Q∗, B∗, W ∗, E∗) = argmin
(Q,B,W,E)∈Ÿ

H(U |Q, B, W, E) ,

где

Ÿ = {(Q, B, W, E) : (Q, B, W, E) ≥ 0;
IZ(Q, B) ≥ δ IU} , δ ∈ (0, 1).

Допустимый уровень снижения информационной
емкости редуцированной матрицы регулируется па-
раметром δ.
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3 Алгоритм решения задачи (5)

Задача (5) представляет собой задачу миними-
зации функционала на неотрицательном ортанте.
Для ее решения можно применить метод проекций
градиента, предварительно осуществив векториза-
цию соответствующих матриц.

Введем блочные векторы v и c, каждый размер-
ности N = (sr + nm), блоками которых являются
векторы q и b для вектора v и векторы w и e для
вектора c. Все векторы — результат векторизации
матриц-проекторов Q, B, W и E соответственно.

Представим (5) в следующем виде:

F(v, c |u) = H(v, c |u) + J (v)⇒ min,

где

H(v, c |u) = 〈x(v, c),y(v, c |u)〉Rms ;

J (v) = 〈 z(v),g(v)〉Rnr ;

v ≥ 0; c ≥ 0.

Здесь приняты следующие обозначения [10]:

– вектор u — результат векторизации матрицы
данных U , его размерность (ms); вектор x раз-
мерности (ms) с компонентами (3);

– вектор y размерности (ms) с компонентами

yk = ln
xk

uk
, k = 1, ms ;

– вектор g размерности (nr) с компонентами

gk = lnzk, k = 1, nr .

Для численного решения этой задачи применим
покоординатную схему метода проекций градиента.

В параллельной процедуре вектор v объединяет
элементы матриц Q и B, с помощью которых про-
водится «сжатие» матрицы данных по одному изме-
рению. В вектор c входят элементы матриц W и E,
с помощью которых проводится «сжатие» по второ-
му измерению. Такое разделение векторов удобно
для применения покоординатного алгоритма.

Итерационный шаг покоординатной схемы ме-
тода проекций градиента состоит из двух после-
довательно реализуемых этапов: на одном осуще-
ствляется итерация поv-проекциям градиента, а на
другом — по c-проекциям градиента функционала
F(v, c |u). Обозначим градиенты по этим векторам:

∇vF = ∇vH+∇vI ;

∇cF = ∇cH.

Алгоритм минимизации функционала F имеет
следующий вид:

(a) начальный шаг

v0 > 0, c0 > 0;

(б) i-й итерационный шаг

X i = Ei
{[

Bi
(
UQi

)]
W i
}
;

F i = Hi(vi, ci |u) + J i(vi);

v(i+1)=







vi + γv
(
∇vHi(vi, ci |u) +∇vJ i(vi)

)
,

еслиv(i+1) ≥ 0;
vi, еслиv(i+1) < 0;

v(i+1) ⇒ Q(i+1), B(i+1);

c(i+1) =







cn + γc∇cH(vi, ci |u),
если c(i+1) ≥ 0,

ci, если c(i+1) < 0;

c(n+1) ⇒ W (i+1), Ei(i+ 1);

X(i+1) = E(i+1)
{[

B(i+1)
(

UQ(i+1)
)]

W (i+1)
}

;

F (i+1) = H(i+1) + J (i+1);

(в) условие остановки:

если F (i+1) −F (i) ≤ –, то STOP.

4 Энтропийно-
рандомизированное
проектирование (REDR-метод)

Рассмотрим матрицу данных U(m×s). В про-
странстве Rs ее отображает множество точек
U = {u(1), . . . ,u(m)}. Будем придерживаться ис-
пользованной ранее интерпретации «объекты (m) –
признаки (s)». Объекты обычно выбираются из
одного класса, что позволяет выдвинуть гипотезу
о том, что расстояние между точками в множе-
стве U флуктуирует несильно, т. е. точки образуют
достаточно «компактную» группу.

Определим индикатор этой группы (матрицы
данных) в виде:

ρU =
2

m(m − 1)

m∑

(α,β)=1

̺(uα,uβ). (6)

Матрицу данных U(m×s) трансформируем в мат-
рицу-проекцию Z(n×r), n < m, r < s, с помощью
левых и правых матриц-проекторов:

Z(n×r) = B(n×m)U(m×s)Q(s×r).

Матрицы B и Q — случайные, интервального типа:

Q ∈ Q = [Q−, Q+] ; B ∈ B = [B−, B+] .
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Совместная функция плотности распределения ве-
роятности (ПРВ) P (Q, B) определена на носите-
ле Z:

(Q, B) ∈ Z = Q
⋂

B.

Элементы матрицы-проекции Z имеют вид:

zµ,ν(Q, B) =
m∑

β=1

bµ,β

r∑

α=1

uβ,α qα,ν ,

µ = 1, n, ν = 1, r.

По аналогии с (6) определим индикатор матрицы-
проекции Z(n×s) в виде:

ρZ(Q, B) =
2

n(n − 1)

n∑

(η,κ)=1

̺(z(η)(Q, B), z(κ)(Q, B)).

Поскольку элементы матриц-проекторов — случай-
ные, индикатор ρZ(Q, B) является функцией слу-
чайных переменных. Его математическое ожида-
ние:

G[P (Q, B)] =

∫

Z

P (Q, B)ρZ(Q, B) dQdB .

Для определения функции ПРВ P (Q, B) будем
использовать оценку максимальной энтропии [11]

H[P(Q,B)] =

= −
∫

Z

P (Q, B) lnP (Q, B) dQdB ⇒ max (7)

при ограничениях:

∫

Z

P (Q, B) dQdB = 1; G[P (Q, B)] = δρU ,

0 < ε ≤ δ ≤ θ < 1. (8)

Задача (7)–(8) относится к классу ляпуновских
задач [12], для которых условия оптимальности
формулируются в терминах стационарности функ-
ционала Лагранжа:

L[P (Q, B), λ] = H[P(Q,B)] + λ (δρU − G[P (Q, B)]) ,

где λ — скалярный множитель Лагранжа.
Получим:

P ∗(Q, B) =
exp (−λρZ(Q, B))

P(λ) , (9)

где

P(λ) =
∫

Z

exp (−λρZ(Q, B)) dQdB .

Множитель Лагранжа λ определяется из следующе-
го уравнения:

∫

Z

exp (−λρZ(Q, B)) ρZ(Q, B) dQdB

P(λ) = δρU .

Таким образом, энтропийно-оптимальная функция
ПРВ P ∗(Q, B) (9) позволяет, путем ее семплирова-
ния, генерировать матрицы-проекторы Q и B, со-
храняющие «в среднем» расстояние между точками
(векторами z(α)) матрицы-проекции Z.

5 Энтропийные случайные
матрицы-проекторы
с заданными значениями
элементов

Рассмотрим матрицу данных U(m×s), которую
нужно «сжать» по переменной s до размера r:

Y(m×r) = U(m×s)Q(s×r). (10)

Матрица U(m×s) ≥ 0 и имеет нормированные эле-
менты (0 ≤ uij ≤ 1). Введем полезные обозначения:

– вектор-столбец (⋄)•, вектор-строка •(⋄);
– векторы-строки: u(i) = {ui,1, . . . , ui,s}, i = 1, m;

– векторы-строки y(k) = {yk,1, . . . , yk,r}, k =
= 1, m;

– векторы-столбцы (l)q = {q1,l, . . . , qs,l}, l = 1, s.

Тогда равенство (10) представим в виде:

y(i)(Q) =
{
(1)q⊺ u(i), . . . ,(r) q⊺ u(i)

}

∈ Rr,

i = 1, m.

Определим индикатор матрицы-проекции Y(m×r)

в виде:

ρY (Q) =
2!(m − 2)!

m!

m∑

(i,j)=1

‖y(i)(Q)− y(j)(Q)‖2. (11)

Рассмотрим случай, когда элементы матрицы
Q(s×r) могут принимать значения 0 или 1 и разме-
щение их в матрице — случайное. Заменим матрицу
строкой длиныsr. Число различных последователь-
ностей из 0 и 1 равно N = 2rs. В качестве примера
для s = 3 и r = 1 таких реализаций будет 8:

000, 100, 010, 001, 110, 011, 101, 111;
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для s = 4 и r = 1 их будет 16:

0000, 1000, 0100, 0010, 0001, 1100, 0110, 0011,

1001, 0101, 1010, 1111, 1110, 0111, 1011, 1101.

Для матрицы-проектора Q(s×r) существует конеч-
ное число ее (0, 1)-реализаций:

Q(1), . . . , Q(N), N = 2sr.

Полагая, что реализации — случайные, их вероят-
ностные свойства будем характеризовать функцией
распределения вероятностей (ДРВ) с дискретным
носителем W (α), α = 1, N , где

W (α) = wα, 0 ≤ wα ≤ 1, l = 1, N.

Математическое ожидание индикатора (11):

MW =

N∑

α=1

wαρ(Q(α)).

Функцию ДРВ W (α) будем искать в классе функ-
ций, максимизирующих функцию информацион-
ной энтропии Ферми [13]:

F (W ) = −
N∑

α=1

wα lnwα + (1− wα) ln(1 − wα)⇒

⇒ max , (12)

при ограничении математического ожидания ин-
дикатора (11):

G[w |Q(1), . . . , Q(N)] =
N∑

α=1

wαρ(Qα) = δ ρU ,

0 < ε ≤ δ ≤ 1 . (13)

Задача (12)–(13) представляет собой конечномер-
ную задачу на условный экстремум с вогнутой целе-
вой функцией и квадратичным ограничением. Хотя
последнее требует специального исследования, но,
поскольку оно одно, решение несложно найти чис-
ленно.

Рассмотрим функцию Лагранжа:

L(w, λ) = F (w) + λ

(

δ ρU −
N∑

α=1

wαρ(Qα)

)

.

Условия стационарности этой функции имеют вид
(α = 1, N):

∂L

∂wα
= − ln wα

1− wα
− λρ(Qα) = 0 ;

∂L

∂λ
=

(

δ ρU −
N∑

α=1

wαρ(Qα)

)

= 0 .

Отсюда получаем, что энтропийно-оптимальное
распределение вероятностей имеет вид:

w∗
α =

exp (−λρ(Qα))

1 + exp (−λρ(Qα))
, α = 1, N, (14)

где параметр λ определяется из следующего урав-
нения:

N∑

α=1

exp(−λρ(Q(α)))ρ(Q(α))

1 + exp(−λρ(Q(α)))
= δρU .

Таким образом, равенство (14) определяет распре-
деление вероятностей матриц-проекторов с эле-
ментами {0, 1}. Имеет смысл выбрать матрицу-
проектор:

Q(α
∗) ⇒ α∗ = max

1≤α≤N
w∗

α,

хотя возможны и другие стратегии.

Алгоритм

Шаг 0. Нормировка матрицы данных:

uij :=
uij − umin

umax − umin
, i = 1, m; j = 1, s.

Шаг 1. Вычисление индикатора матрицы данных:

ρU :=
2!(m − 2)!

m!

m∑

β,γ=1, γ 6=β

̺(u(β),u(γ)).

Шаг 2. Генерация множества Q матриц-проекторов

с элементами 0, 1:

Q(α), α = 1, N, N = 2rs.

Шаг 3. Формирование множества Y матриц-проек-

ций с элементами

y
(α)
i,k :=

s∑

ν=1

ui,νq
(α)
ν,k , i = 1, m, k = 1, r,

и векторами-строками

yα
ν :=

{

y
(α)
ν,1 , . . . , y

(α)
ν,r

}

, ν = 1, m.

Шаг 4. Вычисление индикатора матриц-проекций:

ρ
(α)
Y :=

2!(m − 2)!
m!

m∑

ν,µ=1, ν 6=µ

̺(y(ν),y(µ)), α = 1, N .
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Рис. 1 Множество U трехмерных точек Рис. 2 Множество Y двумерных точек с ρY = ρU

Шаг 5. Определение значения множителя Лагран-

жа λ∗ из уравнения:

N∑

α=1

exp(−λρ
(α)
Y ) ρ

(α)
Y

1 + exp(−λρ
(α)
Y )

= δρU .

Шаг 6. Определение в множестве Q наиболее вероят-

ной матрицы-проектора:

Q(α
∗) : α∗ = argmax

α
w(α |λ∗).

Шаг 7. Определение элементов наиболее вероятной

матрицы-проекции:

Y
(α∗)
(m×r) = U(m×s)Q

(α∗)
(s×r).

STOP

Пример. В качестве иллюстрации предлагаемого
алгоритма рассмотрим матрицу данных U(100×3),
элементами которой служат случайные числа из
интервала [0, 1]. В пространстве R3 эта матрица
отображается в множество U трехмерных точек, ха-
рактеризуемых векторами-строками u(i), i = 1, 100.
Это множество изображено на рис. 1. Расстояния
между точками — евклидовы, и индикатор матрицы
данных ρU = 0,677.

Применяя рассмотренный выше алгоритм с па-
раметром δ = 1,0, генерируем множество Y дву-
мерных точек с ρY = ρU , показанное на рис. 2.
Множество Y локализовано в квадрате со сторо-
ной 1,7.

6 Заключение

Предложены процедуры детерминированного
и рандомизированного проектирования, ориенти-

рованные на редукцию размерности матрицы дан-
ных. В случае детерминированного проектирова-
ния развивается параллельная процедура сжатия
матрицы данных, минимизирующая кросс-энтро-
пию Кульбака–Лейблера с учетом ограничения на
информационную емкость. Предложен алгоритм
условной минимизации, использующий метод про-
екций градиента.

Для рандомизированного проектирования рас-
смотрена задача редукции матрицы данных по
одному измерению и с заданными элементами
матриц-проекторов, в частности со случайными
(0, 1)-элементами. Задача сводится к поиску
распределения вероятностей, максимизирующего
информационную энтропию Ферми при ограниче-
нии на среднее расстояние между точками много-
образия, которые отображаются матрицами данных
и оптимальной проекции. Предложен алгоритм для
решения этой задачи.
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ОПТИМИЗАЦИЯ СТРУКТУРЫ СЕТЕЙ ГЛУБОКОГО ОБУЧЕНИЯ∗
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Аннотация: Исследуется проблема выбора оптимальной структуры модели. Моделью служит суперпози-
ция обобщенных линейных моделей, элементами которой являются линейная регрессия, логистическая
регрессия, метод главных компонент, автоэнкодер и нейросеть. Под структурой модели понимаются
значения структурных параметров модели, задающих вид итоговой суперпозиции. Исследуется свойства
алгоритма выбора структуры модели. Исследуется зависимость точности, сложности и устойчивости
модели от способа задания структуры. Создан алгоритм выбора оптимальной структуры нейронной сети.
Проведен вычислительный эксперимент с использованием реальных и синтетических данных. В ре-
зультате эксперимента существенно снижена структурная сложность моделей с сохранением точности
аппроксимации.
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1 Введение

Решается задача аппроксимации выборки ней-
ронными сетями. Нейронная сеть служит уни-
версальной моделью [1, 2], так как приближа-
ет произвольную непрерывную функцию многих
переменных с любой точностью. Нейрон, или од-
нослойная нейронная сеть, представляет собой су-
перпозицию двух функций — функции активации
и линейной комбинации признаков объекта. Но
однослойные сети применимы только для линейно
разделимых выборок. Для аппроксимации выборок
общего вида требуется универсальная модель, опти-
мизация структуры которой и исследуется в данной
работе.

Теорема 1 (Колмогоров, 1961) в [3] утверждает, что
функция от n аргументов представима в виде ком-
бинации n(2n+ 1) функций одного аргумента. Ка-
кими именно должны быть функции σi и gij, не
указывается. Теорема об универсальной аппрокси-
мации 2 (Цыбенко, 1989) в [3] утверждает, что искус-
ственная нейронная сеть прямой связи, в которой
связи не образуют циклов, с одним скрытым сло-
ем аппроксимирует любую непрерывную функцию
многих переменных с любой точностью. Однако за-

труднительно выбрать такую структуру нейронной
сети, чтобы размеры скрытого слоя не были велики.
В теореме 3 (Ханин, 2017) оценивается оптималь-
ная размерность скрытых слоев и обосновывается
возможность замены нейронной сети с функция-
ми активации ReLU [3] с входным слоем размер-
ности n и одним скрытым слоем размерности k на
эквивалентную с глубиной k + 2 и размерностями
скрытых слоев n + 2. Эти три теоремы и опре-
деляют исследуемую структуру суперпозиций сети
глубокого обучения.

Исследуется зависимость ошибки от суперпо-
зиции автокодировщиков [4] и многослойной ней-
ронной сети. Ошибка состоит из двух слагаемых:
ошибки восстановления элементов выборки после
кодирования и восстановления зависимых пере-
менных. Слагаемые используют одни и те же при-
знаки объектов, которые являются независимыми
переменными, но разные зависимые переменные.
Для автокодировщика зависимые переменные —
это сами признаки объекта, для нейронной сети,
следующей за ним, зависимая переменная — от-
вет y на объекте. Точка разделения — это место
в суперпозиции, где автокодировщик, имеющий
оптимальные параметры, передает преобразован-

∗Работа выполнена при поддержке РФФИ (проекты 19-07-1155, 19-07-0885) и правительства РФ (соглашение 05.Y09.21.0018).
Настоящая статья содержит результаты проекта «Статистические методы машинного обучения», выполняемого в рамках реализации
Программы Центра компетенций Национальной технологической инициативы «Центр хранения и анализа больших данных»,
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ный вектор признаков в нейросеть. Необходи-
мо найти оптимальное расположение разделения
автокодировщика и сети, которое минимизирует
ошибку аппроксимации выборки. Под структурой
такой модели понимаются величины, задающие
вид итоговой суперпозиции, т. е. число слоев ав-
токодировщика и нейросети, а также число ней-
ронов в слоях. Процедура минимизации ошибки
аппроксимации выборки следующая: сначала мак-
симизируется точность реконструкции кодировщи-
ков, затем оптимизируются параметры нейросети.
Вместе с точностью оптимизируется сложность мо-
дели. Под сложностью понимается структурная
сложность модели — число параметров модели.

В данном исследовании для выбора оптималь-
ной структуры используется генетический алго-
ритм. Задается множество случайных начальных
значений структурных параметров. Затем вычисля-
ется значение функции ошибки аппроксимации,
которое характеризует качество модели в наборе.
Согласно этой функции выбираются модели, ко-
торые обмениваются структурными параметрами,
образуя новую структуру. Многократное повторе-
ние этой операции позволяет получить оптималь-
ную структуру модели.

Алгоритмы прореживания OBD (optimal brain
damage) [5] и OBS (optimal brain surgeon) [6] ис-
пользуют производные второго порядка функции
ошибки по параметрам для выбора удаляемых па-
раметров. В [7] авторы предлагают новый метод
прореживания для глубоких нейронных сетей. Па-
раметры каждого слоя независимо прореживаются
на основе производных второго порядка функции
послойной ошибки по соответствующим парамет-
рам. В [8] используются производные первого по-
рядка для снижения сложности сверточных ней-
ронных сетей. Использование [5] позволило в [9]
уменьшить число структурных параметров рекур-
рентной нейронной сети на 60% и снизить ошибку
на валидационной выборке на 30% по сравнению
с исходной моделью. Автоматизированные мето-
ды поиска нейросетевой архитектуры [10] являют-
ся частью парадигмы автоматического машинного
обучения [11]. Система поиска получает на вход
набор данных и тип решаемой задачи. Результат —
оптимизированная архитектура нейронной сети.

2 Постановка задачи выбора
модели

Задана выборка (xi, yi), xi ∈ Rn, yi ∈ R1, i =
= 1, . . . , m, где x — описание объекта, вектор из n
элементов признаков; y — зависимая переменная.

Моделью называется отображение f : (x,w) 7→ y.
Требуется построить аппроксимирующую модель
f(x) вида:

f = σk ◦wTkσk−1
1×1

◦Wk−1σk−2 ◦ · · ·

· · · ◦W2σ1
n2×1

◦ W1
n1×n

x
n×1

. (1)

Эта модель рассматривается как суперпозиция ли-
нейной модели, глубокой нейросети и автоэнкоде-
ра. Рассмотрим различные модели как частные слу-
чаи (1). Линейная, или логистическая, регрессия
и один нейрон имеют вид f(x,w) = σ(wTx), где
σ — функция активации, непрерывная монотон-
ная дифференцируемая функция (2); w — вектор
параметров; x— объект, вектор с присоединенным
элементом единица, соответствующим аддитивно-
му параметру w0. При использовании линейной
функции активации получаем линейную регрессию
f(x,w) = wTx.

Такую функцию активации обозначим σ = id.
При использовании сигмоидной функции актива-
ции получаем модель логистической регрессии:

f(x,w) = σ(wTx) =
1

1 + exp(−wTx)
. (2)

Двухслойная нейронная сеть, состоящая из ли-
нейной комбинации нейронов, однослойных ней-
ронных сетей:

f(x,w) =

= σ(2)





n2∑

i=1

w
(2)
i σ(1)





n∑

j=1

w
(1)
ij xj + w

(1)
i0



+ w
(2)
0



 =

= σ ◦wTσ ◦Wx.

Метод главных компонент. Модель допускает вра-
щения признакового пространства, т. е. объек-
ты преобразуются только с помощью поворотов,
h = Wx, где W — матрица поворота. Она орто-
гональна: WWT = In. Полученное пространство
образов h называется скрытым. Происходит пре-
образование без потерь.

При удалении нескольких строк оптималь-
ной [12] матрицы W, например их число u < n,
полученный вектор h имеет размер u × 1. Полу-
чается проекция h вектора x. Согласно теореме
С. Р. Рао [12], первые u главных компонент восста-
навливают h оптимальным способом, r(x) =WTh.

Автокодировщик h— это монотонное нелиней-
ное отображение входного вектора свободных пе-
ременных x ∈ Rn в скрытое представление h ∈ Ru

вида:
h(x) = σ(W

u×n
x+ b).
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В случае σ = id и ортогональной матрицы W ав-
токодировщик тождествен методу главных компо-
нент. Скрытое представление h реконструирует
вектор x линейно:

r(x) =W′

n×u
h+w

′

0.

3 Задача выбора оптимальной
структуры модели

Решается задача выбора оптимальной структуры
модели

f = σk ◦ •k ⊗wTk σk−1
1×1

◦ •k−1 ⊗Wk−1σk−2 ◦ · · ·

· · · ◦ •2 ⊗W2σ1
n2×1

◦ •1 ⊗ W1
n1×n

x
n×1

, (3)

где •— матрица, задающая структуру модели; ⊗ —
адамарово произведение, определяемое как поэле-
ментное умножение. Если элемент γ ∈ {0, 1} мат-
рицы • равен нулю, то соответствующий элемент
матрицы параметров W обнуляется и не участ-
вует в работе модели. Множество индексов, со-
ответствующих ненулевым элементам матрицы •,
обозначается A. Требуется найти такое подмно-
жество индексов A∗, которое доставляет минимум
функции

A∗ = arg min
A⊆I

S(fA|w∗, DC) (4)

на разбиении выборки D, определенной множе-
ством индексов C. Здесь I = C ⊔ L — все индексы
всех матриц •. Таким образом, требуется снизить
число признаков и повысить устойчивость моде-
ли. При этом параметры w∗ модели доставляют
минимум ошибки

w∗ = argmin
w

S(w|DL, fA) (5)

на разбиении выборки, определенной множе-
ством L. Процедура разбиения описана в вычисли-
тельном эксперименте.

Генетический алгоритм. Для решения задачи опти-
мизации структуры (4) используется генетический
алгоритм. Структура нейронной сети (3) включа-
ет в себя k слоев, l-й слой содержит Nl нейронов,
∑k

l=1Nl = L. Каждому слою соответствует матрица
•l ∈ {0, 1}Nl. Это означает, что параметры, ко-
торые умножаются поэлементно на ноль, не будут
учитываться. Составляется вектор

γ = [γ1, γ2, . . . , γL] = vec[•1,•2, . . . ,•k],

соответствующий (3). Процедура оптимизации
структуры:

1. Задается множество начальных значений G =
= {γ1, γ2, . . . , γR}, где случайным образом за-
даются элементы бинарного вектора γ.

2. Для каждого γι ∈∈ G вычисляется значение
функции ошибки S (7) (см. разд. 4).

3. Для каждого γι оценивается вероятность вы-
бора его как структуры для скрещивания с по-
мощью функции

Pι =
1/Sι

∑

ι=1
1/Sι

.

Выбирается пара структур γp, γq с максималь-
ной вероятностью.

4. Выбирается случайный индекс точки разделе-
ния ν ∈ {1, . . . , L − 1}.

5. Структуры разделяются на две части, происхо-
дит обмен элементами, следующими за ν:

[γp,1, . . . , γp,ν , γq,ν+1, . . . , γq,L]→ γ′
p,

[γq,1, . . . , γq,ν , γp,ν+1, . . . , γp,L]→ γ′
q.

6. Выбираются случайные номера η1, . . . , ηQ ∈
∈ {1, . . . , L}.

7. У векторов γ′
p, γ

′
q инвертируются позиции с но-

мерами η1, . . . , ηQ.

8. Пункты 4–8 повторяются R/2 раз. Мно-
жество G содержит на каждой итерации R
структур, которым соответствует наименьшее
ошибка.

Здесь R и Q — фиксированные параметры алгорит-
ма. В эксперименте производится настройка • по
частям, т. е. алгоритм запускается отдельно для каж-
дого слоя. Результатом работы становится вектор,
нулевые элементы которого соответствуют нейро-
нам, исключаемым из структуры.

4 Функция ошибки и критерии
качества модели

Для оптимизации структуры предлагается ис-
пользовать композитную функцию ошибки (7).
Она состоит из двух слагаемых. Первое слагаемое
соответствует точности восстановления зависимой
переменной. Второе слагаемое — это точность ре-
конструкции независимой переменной автокоди-
ровщиком. Задача (5) представляет собой задачу
минимизации функции S. Она включает слага-
емые (7) и (9) для оптимизации параметров моде-
ли (1):
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f = σk ◦ •kw
T

k σk−1
1×1

◦ •k−1Wk−1σk−2 ◦ · · ·

· · · ◦•2W2σ1
n2×1

◦ •1W1
n1×n

x
n×1

︸ ︷︷ ︸

Ex

. (6)

︸ ︷︷ ︸

S

Первое слагаемое Ex — это функция ошибки рекон-
струкции объекта стеком автокодировщиков. Вто-
рое слагаемое S — это функция ошибки нейросети.
При выборе моделей используются три вида крите-
риев качества: точность, устойчивость и сложность.

Точность. В задаче восстановления регрессии
функция ошибки имеет вид:

S =
∑

i∈I

(
yi − f(xi)

)2
. (7)

При включении в модель (1) метода главных ком-
понент или автокодировщика метки объектов не
используются. Функция ошибки штрафует невязки
восстановленного объекта:

Ex =
∑

i∈I

‖xi − r(xi)‖22 , (8)

где r(x) — линейная реконструкция объекта x.
Функция (8) с аддитивной регуляризацией:

Ex =

m∑

i=1

‖r(xi,WAE)− xi‖2 + λ2 ‖W‖2Frobenius , (9)

гдеm — число элементов в обучающей выборке. Па-
раметры автокодировщика WAE = {W′

,W,b
′

,b}
оптимизированы таким образом (8), чтобы прибли-
зить реконструкцию r(x) к исходному вектору x.

Процедура оптимизации параметров композит-
ной функции (6):

(1) оптимизируются параметры модели соглас-
но (9);

(2) заданные параметры фиксируются;

(3) оптимизируются параметры согласно (7).

Сложность — это число параметров модели,
∑k

l=1 ‖•k‖1 → min .
Устойчивость — это минимум дисперсии функ-

ции ошибки (7): D(S) → min . При вычисле-
нии устойчивости выборка считается фиксирован-
ной и изменение устойчвости считается зависящим
только от структуры и параметров модели.

5 Вычислительный эксперимент

Исследуется процедура оптимизации структуры
нейросети с сохранением качества аппроксимации.
Структура оптимизируется с помощью генетиче-
ского алгоритма. Цель вычислительного экспери-
мента состоит в определении оптимальной позиции
разделения автокодировщиков и нейронной сети,
а также исследовании зависимости точности, слож-
ности и устойчивости модели от способа задания
структуры. Исходный код находится на Github [3].

Наборы данных. Качество предложенного под-
хода к построению модели оценивается на не-
скольких реальных наборах данных и одном син-
тетическом наборе. Выборки взяты из открытого
репозитория данных для машинного обучения [13].
Описание всех выборок представлено в таблице.
Синтетический набор данных состоит из признаков
с различными свойствами ортогональности и кор-
релированности друг с другом и с целевой пере-
менной. Процедура генерации синтетических дан-
ных описана в работе [14]. Возможны следующие
конфигурации синтетических данных: неполный
и скоррелированный; адекватный и случайный;
адекватный и избыточный; адекватный и скорре-
лированный.

Каждый набор данных разбивается на три части.
Обучающая выборка — 60% от исходного набора.
На этой выборке модель тренируется и фиксиру-
ются значения параметров. Валидационная выбор-
ка — 20% от исходного набора. На этой выбор-
ке применяется генетический алгоритм, который
ищет оптимальную структуру. Тестовая выборка —
20% от исходного набора. Она никак не участвует

Результат применения генетического алгоритма для прореживания сети

Выборка D m n
Ошибка сети

c прореживанием
Ошибка сети

без прореживания

Сложность
без

прореживания

Сложность
после

прореживания
Credit Card 30000 35 0,3204 ± 0,0032 0,2681 ± 0,0034 68 25
Protein 45730 9 4,4968 ± 0,0238 4,4968 ± 0,0238 16 1
Airbnb 10498 16 l35,0773 ± 0,5909 33,9163 ± 0,5978 32 12
Wine quality 4898 11 0,5818 ± 0,0147 0,5941 ± 0,0149 20 4
Synthetic, 10−3 2000 30 0,3005 ± 0,0081 0,303 ± 0,0079 60 12
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в оптимизации структуры модели. Эта выборка
используется только для контроля качества —
сравнение модели исходной и оптимизированной
структуры, а также сравнение с другими алгорит-
мами прореживания сетей. Решается задача вос-
становления регрессии, т. е. зависимой переменной
служит y ∈ R. В процессе работы были рассмотрены
два подхода к решению задачи и, соответственно,
две структуры нейронной сети.

Первый подход. Автокодировщик преобразует
входные векторы x, которые затем подаются на
вход полносвязной нейронной сети.

Второй подход. Оптимизируются параметры
автокодировщика, его параметры фиксируются
и предпоследний слой соединяется с полносвязной
нейросетью, оптимизируются параметры модели.
Предпоследний слой содержит меньшее число па-
раметров по сравнению с размерностью входного
пространства признаков. Число парамеров опреде-
ляет число нейронов в этом слое, т. е. полносвязная
сеть получает на вход скрытое представление ис-
ходной независимой переменной.

Параметры в обеих сетях инициализированы
нормальным распределением с нулевым средним
и смещением

√

(1/2)(Nin +Nout), где Nin — чис-
ло входных признаков; Nout — число признаков
на выходе слоя. Такая инициализация параметров
была предложена в [15]. Она выбрана эксперимен-
тальным путем как показывающая наилучший ре-
зультат точности аппроксимации. Каждая из сетей
обучалась в течение 500 итераций обновления пара-

метров, и размер пакета обучения равен 128. В каче-
стве функции активации в слоях автокодировщика
используется Relu(x) = max(0, x), для полносвяз-
ной сети тоже Relu, но в последнем слое id.

Для вычисления ошибки (7) используются вы-
ходные значения полносвязной сети. Варьирует-
ся число промежуточных слоев автокодировщика
и полносвязной сети от 1 до 5. Рассматривается де-
картово произведение двух множеств: [1, 2, 3, 4, 5]×
× [1, 2, 3, 4, 5]. Число нейронов в каждом скрытом
слое одинаково для любой сети и равно десяти. Для
каждой конфигурации считается ошибка (7). Каче-
ство оценивается на синтетическом наборе данных.
Полученный результат представлен на рис. 1. Раз-
мер пузыря пропорционален полученной ошибке.
Каждая конфигурация сети обучалась на наборе,
полученном с помощью бутстреп-метода из дан-
ных, взятых для обучения. Число итераций проце-
дуры бутстреп-метода равно 10. Ошибка считалась
на отложенном наборе данных для тестирования.
Видно, что при увеличении числа слоев полносвяз-
ной сети ошибка в основном падает. Минималь-
ная ошибка достигается при конфигурации: четыре
слоя автокодировщика и два слоя полносвязной
сети для первого подхода; один слой автокодиров-
щика и четыре слоя полносвязной сети для второ-
го подхода. Данную конфигурацию возьмем для
дальнейшего исследования параметров модели, ис-
пользуя, соответственно, второй подход.

На рис. 2 представлена дисперсия и значение
ошибки (7) в зависимости от числа слоев в автоко-

Рис. 1 Ошибка (7) в зависимости от конфигурации модели: (а) первый подход; (б) второй подход
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Рис. 2 Ошибка и ее дисперсия в зависимости от структуры модели: (а) первый подход; (б) второй подход. Порядковый
номер графика и точки на графике соответствуют разному числу слоев соответствующей модели

дировщике и полносвязной сети. Дисперсия была
получена с помощью десяти итераций бутстрепиро-
вания обучающей выборки для каждой конфигура-
ции. С увеличением числа слоев в автокодировщи-
ке при использовании первого подхода снижаются
ошибка и дисперсия ошибки.

С помощью описанных двух подходов получа-
ется оптимальная архитектура соединения автоко-
дировщика и полносвязной сети. Далее применя-
ется описанный ранее генетический алгоритм для
прореживания сети и уменьшения ее сложности.
Алгоритм применяется на нейронах каждого слоя
сети. В таблице приведены результаты примене-
ния генетического алгоритма для исследуемых на-
боров данных, качество алгоритма оценивается по
тестовой выборке. В качестве ошибки выступает
MAE = (1/m)

∑m
i=1 |yi − f(xi)|, а в качестве слож-

ности алгоритма выступает число ненулевых ней-
ронов. Под нулевым нейроном понимается нейрон,
все параметры которого равны нулю.

6 Заключение
В представленной работе исследованы два под-

хода к построению модели, состоящей из автоко-
дировщика и нейронной сети и имеющей компо-
зитную функцию ошибки. Представлены подходы
к поиску оптимальной точки разделения автокоди-
ровщика и нейронной сети. Исследовано приме-
нение генетического алгоритма для оптимизации
структуры и снижения сложности. Работа пред-
ложенного алгоритма исследовалась на пяти раз-
личных наборах данных. Как показано в таблице,
предложенный алгоритм выбора структуры суще-
ственно снижает сложность модели без потери ка-
чества аппроксимации.
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ПОВЫШЕНИЕ СБОЕУСТОЙЧИВОСТИ

САМОСИНХРОННЫХ СХЕМ∗

И. А. Соколов1, Ю. А. Степченков2, Ю. Г. Дьяченко3, Ю. В. Рождественский4

Аннотация: Анализируется проблема устойчивости самосинхронных (СС) схем, изготовленных по техно-
логии комплементарный металл–диэлектрик–полупроводник (КМДП), к кратковременным логическим
сбоям (ЛС), генерируемым внешними воздействиями: ядерными частицами, космическими лучами,
электромагнитными наводками. Практические СС-схемы реализуются в виде конвейера с запрос-ответ-
ным взаимодействием между его ступенями и двухфазной дисциплиной работы с чередованием рабочей
фазы и спейсера. Комбинационная часть ступени конвейера использует парафазное со спейсером кодиро-
вание информационных сигналов. Индикаторная подсхема ступени конвейера подтверждает окончание
переключения всех элементов ступени, возбужденных в текущей фазе работы, и формирует сигналы
управления запрос-ответным взаимодействием ступеней конвейера. Рассмотрены физические причи-
ны появления ЛС и проанализированы типы сбоев, возможных в КМДП-СС-схемах с проектными
нормами 65 нм и ниже. Сравниваются характеристики сбоеустойчивости разных вариантов СС-регист-
ров хранения. Предлагаются схемотехнические и топологические методы повышения сбоеустойчивости
СС-конвейера. Даются оценки сбоеустойчивости СС-конвейера в зависимости от места появления ЛС.

Ключевые слова: самосинхронная схема; сбоеустойчивость; конвейер; рабочая фаза; спейсер
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1 Введение

Широкое использование цифровых микросхем
в условиях неблагоприятной радиационной обста-
новки и переход к субмикронным технологиям их
изготовления сделали актуальной задачу повыше-
ния устойчивости цифровых микросхем к ЛС. Логи-
ческий сбой — это изменение уровня сигнала в узле
схемы из-за кратковременной причины — пролета
через тело полупроводника микросхемы одинокой
ядерной частицы (ЯЧ), мощного электромагнитно-
го импульса, сильной помехи по шинам питания
или по сигнальным линиям и т. д.

В комбинационных схемах, находящихся в ста-
тическом состоянии, ЛС прекращается сам собой
по окончании действия физической причины его
появления. Но в конвейерных синхронных схемах
даже кратковременный ЛС может успеть записаться
в выходной регистр и испортить результат обработ-
ки данных. Повышение быстродействия цифровых
схем усугубляет эту проблему.

Элементы с памятью (триггеры, ячейки памяти)
более чувствительны к ЛС, поскольку ЛС в них мо-
жет инвертировать хранимый бит данных, который
самостоятельно не восстановится после исчезнове-
ния причины сбоя.

Самосинхронные схемы [1] обладают высокой
устойчивостью к ЛС [2] за счет избыточного ко-
дирования информационных сигналов и запрос-
ответной дисциплины взаимодействия функцио-
нальных СС-блоков. Однако индикаторная часть
СС-схемы традиционно реализуется на элемен-
тах с памятью — гистерезисном триггере (Г-триг-
гере [1]). Кроме того, практические СС-схемы
имеют конвейерную реализацию, аналогично син-
хронным аналогам, с регистром в каждой ступени
конвейера. В результате уровень сбоеустойчивости
СС-схем зависит и от устойчивости к ЛС Г-триггера
и разряда регистра хранения данных. Поэтому зада-
ча повышения устойчивости СС-конвейера к крат-
ковременным одиночным ЛС является актуальной.

Данная статья анализирует естественную сбое-
устойчивость СС-конвейера в КМДП-базисе с про-
ектными нормами не более 65 нм и предлагает схе-
мотехнические методы ее повышения.

2 Типы логических сбоев
в самосинхронных схемах

Физической причиной ЛС в КМДП-схемах слу-
жит индуцирование избыточных носителей заряда

∗Исследование выполнено при финансовой поддержке Минобрнауки (проект 075-15-2020-799).
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2Федеральный исследовательский центр «Информатика и управление» Российской академии наук, YStepchenkov@ipiran.ru
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Таблица 1 Возможные изменения ПФС сигнала
из-за ЛС

№ Спейсер «00» Спейсер «11»
п/п До ЛС После ЛС До ЛС После ЛС

1 00 01 11 01
2 00 10 11 10
3 00 11 11 00
4 01 11 01 00
5 10 11 10 00
6 01 00 01 11
7 10 00 10 11

(электронно-дырочных пар) в теле полупроводника
и сигнальных трассах из-за внешнего воздействия
или сильных помех. Под действием электрического
поля электроны и дырки в полупроводнике разлета-
ются в противоположных направлениях, порождая
ток ионизации (ТИ) в узле схемы. В первом при-
ближении импульс ТИ описывается формулой [3]:

Iôé(t) =
Qk

τÓÐ − τÎ

(

e−t/τÓÐ − e−t/τÎ
)

,

где Q — интегральный заряд, образовавшийся
в объеме полупроводника; τÎ и τÓÐ — постоян-
ные времени нарастания и спада импульса ТИ; k —
коэффициент, характеризующий часть общего за-
ряда Q, попавшего в данный узел схемы. Инте-
гральный заряд Q оценивается по формуле:

Q =
qρLÔÒθLET

Eeh
,

где q — заряд электрона; ρ — плотность полупро-
водника; LÔÒ — длина трека ЯЧ в полупроводнике;
θ — угол падения частицы; LET— потери энергии
частицы; Eeh — энергия образования электронно-
дырочной пары.

В наихудшем случае ТИ приводит к кратковре-
менной инверсии логического уровня на выходе
сбойного элемента на время рассасывания заря-
да Q, но следующая часть СС-схемы может воспри-
нять ЛС и зафиксировать в регистре.

Сильные помехи по сигнальным линиям и ши-
нам питания и земли за счет паразитных емкостных
связей наводят положительные или отрицатель-
ные импульсы напряжения на соседние трассы.
При определенных условиях (амплитуде помехи,
соотношении паразитных емкостей трасс-«агрес-
соров» и трассы-«жертвы») перепад напряжения
может инвертировать логический уровень на трас-
се-«жертве».

В комбинационных СС-схемах информацион-
ные сигналы представлены в парафазном коде со
спейсером [1]. Парафазный сигнал (ПФС) форми-
руется парой дуальных логических ячеек. В рабо-
те [2] было показано, что в СС-схемах, изготовлен-
ных по объемной КМДП-технологии с проектными
нормами 65 нм и ниже, при надлежащем размеще-
нии в топологии дуальных ячеек и трасс ПФС ЛС
может привести к изменению текущего состояния
ПФС с нулевым («00») или единичным («11») спей-
сером в соответствии с табл. 1.

Однако свойства СС-схем и индикация состоя-
ния, инверсного спейсеру (антиспейсера, АС), как
второго спейсера [2] маскируют часть ЛС.

3 Сбоеустойчивость
самосинхронных схем

Вероятность распространения ЛС в СС-схеме
зависит от ряда факторов: типа ЛС; текущей фазы
(рабочая фаза или спейсер); времени появления ЛС
до момента срабатывания индикаторных выходов
схемы; маскирования сбойного ПФС остальными
сигналами СС-схемы; длительности ЛС; места по-
явления ЛС.

На практике СС-схемы реализуются в виде кон-
вейера, пример которого показан на рис. 1. Здесь
Ст1, Ст2 и Ст3 — ступени конвейера; Г — Г-триггер,
формирующий фазовый сигнал управления регист-
ром.

Рис. 1 Схема СС-конвейера
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Вероятность распространения кратковременно-
го одиночного ЛС в СС-конвейере в первом при-
ближении рассчитывается по формуле:

Pìó = Pòæ [(P×ÈPÚÎ1 + P4 7PÚÎ2)Púò1 + Pé1] +

+ Póæ [(P×ÈPÚÎ3 + P1 3PÚÎ4)Púò2 + Pé2] , (1)

где Pòæ и Póæ — вероятности пребывания СС-схе-
мы в рабочей фазе и в спейсере в момент появле-
ния ЛС; P×È — вероятность того, что данный ЛС
появился в выходном регистре предыдущей ступе-
ни; Púò1, . . . , Púò4 — вероятности того, что данный
ЛС не будет замаскирован логикой ступени; P1 3
и P4 7 — вероятности принадлежности ЛС к ти-
пам 1–3 или 4–7 из табл. 1 соответственно; Púò1
и Púò2 — вероятности записи ЛС в выходной ре-
гистр ступени; Pé1 и Pé2 — вероятности того, что
данный ЛС появился в индикаторной части сту-
пени.

Формула (1) дает оценку сверху. Она учитывает
вклад трех частей ступени СС-конвейера: комби-
национной части (КЧ), индикаторной части (ИЧ)
и выходного регистра (ВР), — но не учитывает вре-
мени появления ЛС в рабочем цикле СС-схемы
и соотношений длительностей ЛС, рабочей и спей-
серной фаз разных ступеней конвейера.

Сбоеустойчивость СС-конвейера зависит от
сбоеустойчивости всех его частей: КЧ, ИЧ и ВР.
Рассмотрим каждую из них, оценивая их устой-
чивость с помощью вероятностного подхода [2].
Критическими считаются ЛС, приводящие к ис-
кажению обрабатываемых данных или остановке
конвейера.

3.1 Комбинационная часть ступени
самосинхронного конвейера

Анализ влияния одиночного кратковременного
ЛС, возникшего в КЧ ступени СС-конвейера, на
работоспособность конвейера показал, что благо-
даря двухфазной дисциплине работы, парафазному
со спейсером кодированию информационных сиг-
налов и индикации окончания переключения всех
элементов схемы, возбужденных на данной фазе,
КЧ конвейера устойчива к 85,5% ЛС [2]. Схемотех-
нические и топологические методы, предложенные
в работе [2], повышают устойчивость КЧ СС-кон-
вейера к одиночным ЛС, приведенным в табл. 1,
до уровня 98,9% при условии индикации АС как
второго спейсера.

3.2 Регистр ступени самосинхронного
конвейера

В СС-конвейерах с ПФС разряд регистра сту-
пени традиционно реализуется на двух Г-триггерах

и индикаторном элементе [4], обеспечивая хране-
ние рабочего состояния и спейсера ПФС при мини-
мальных аппаратных затратах. Но такая реализация
обладает низкой сбоеустойчивостью.

Возможные варианты разряда СС-регистра хра-
нения представлены на рис. 2. Все они имеют
парафазные вход (R, S) и выход (Q, QB) с нулевым
спейсером, сигнал разрешения записи (E), регули-
рующий фазовые переходы регистра, и индикатор-
ный выход (I). Рисунок 3 иллюстрирует реализацию
Г-триггера GI2AT (из разряда регистра на рис. 2, ж)
с нулевым спейсером [5], устойчивого к АС на входе.

Таблица 2 содержит оценки устойчивости разря-
дов СС-регистра хранения, приведенных на рис. 2,
к ЛС из табл. 1 и показатели сложности их реа-
лизации в КМДП-транзисторах. Сравнение харак-
теристик вариантов разряда СС-регистра хранения
показывает, что максимально защищенным от ЛС
оказывается разряд вида рис. 2, а. Наилучшим отно-
шением показателя сбоеустойчивости к сложности
реализации обладает разряд вида рис. 2, ж.

Таким образом, классический Г-триггер не ре-
комендуется использовать для реализации разряда
регистра СС-конвейера, предназначенного для экс-
плуатации в условиях активных неблагоприятных
внешних воздействий.

3.3 Индикаторная часть ступени
самосинхронного конвейера

Индикаторная часть — наиболее чувствитель-
ная часть СС-конвейера. Критическая ситуация
возможна при преждевременном переключении
Г-триггера, формирующего сигнал управления ре-
гистром ступени. В результате регистр может рань-
ше времени перейти в спейсер (рабочее состояние)
и тем самым помешать правильному переключению
следующей ступени конвейера.

Однако использование сбоеустойчивой DICE-
подобной реализации Г-триггеров [2] обеспечива-
ет их абсолютную устойчивость к ЛС, указанным
в табл. 1, и предотвращает появление критической
ситуации в конвейере. В результате ЛС может при-
вести лишь к временной приостановке конвейера:
по окончании ЛС конвейер продолжит нормальную
работу.

3.4 Общая сбоеустойчивость
самосинхронного конвейера

В реальных СС-схемах КЧ ступени конвейера
обычно имеет площадь топологической реализа-
ции в несколько раз больше, чем регистр ступе-
ни. Пусть, например, это соотношение равно двум.
Площадь ИЧ также меньше площади КЧ примерно
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Рис. 3 Схема Г-триггера, защищенного от АС на входе

Таблица 2 Вероятность внесения ошибки в обрабатываемые данные
из-за ЛС в ступени конвейера

№ Тип разряда Устойчивость к ЛС, % Число
п/п регистра В КЧ В регистре Общая транзисторов

1 Рис. 2, а 98,76 93,62 97,78 44
2 Рис. 2, б 97,66 96,27 98,04 54
3 Рис. 2, в 89,84 89,99 92,42 62
4 Рис. 2, г 86,36 58,59 82,83 30
5 Рис. 2, д 97,92 94,53 97,59 48
6 Рис. 2, е 98,18 92,43 97,20 70
7 Рис. 2, ж 97,88 91,41 96,76 32

в 2 раза. Тогда при равномерном распределении
сбоев по площади СБИС вероятность их появления
в КЧ в 2 раза больше вероятности их появления
в регистре и ИЧ. С учетом отсутствия критических
ситуаций при ЛС в ИЧ вероятность распростра-
нения ЛС по СС-конвейеру для разных вариантов
реализации разряда регистра будет соответствовать
результатам, приведенным в табл. 2 в графе «общая
устойчивость».

4 Заключение

Индикация антиспейсера ПФС как второго
спейсера и использование DICE-подобного Г-триг-
гера с «самолечением» АС обеспечивают суще-
ственное повышение сбоеустойчивости комбина-
ционной и индикаторной частей СС-конвейера.

Классический вариант разряда регистра СС-
конвейера на обычных Г-триггерах имеет сравни-
тельно низкую сбоеустойчивость — на уровне 83%.

Наилучшую сбоеустойчивость по отношению
к кратковременным одиночным ЛС демонстрирует
вариант СС-конвейера, регистр в котором реали-
зуется на однотактном RS-триггере с разрешени-

ем записи. Он устойчив к 98% ЛС в ступени кон-
вейера.
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ОБ ОДНОМ ПОДХОДЕ К ФОРМИРОВАНИЮ

В УСЛОВИЯХ ВЫСОКОЙ НЕОПРЕДЕЛЕННОСТИ

МАРКЕРОВ КОНФИДЕНЦИАЛЬНОСТИ В СИСТЕМАХ

ИНТЕНСИВНОГО ИСПОЛЬЗОВАНИЯ ДАННЫХ∗

В. И. Будзко1, В. В. Ядринцев2, И. В. Соченков3, В. И. Королёв4, В. Г. Беленков5

Аннотация: Основные задачи, результаты решения которых отражены в статье, связаны с формирова-
нием маркеров конфиденциальности (МК) при их применении в системах интенсивного использования
данных (СИИД) в условиях, когда состав и структура охраняемых сведений не может быть заранее
определена в связи с отсутствием данных или с высокой динамикой их изменения либо их определение
нецелесообразно в связи с большим (или неограниченным) количеством сущностей, сведения о которых
подлежат охране. В данной работе предложен подход к формированию в указанных условиях МК тек-
стовых материалов. Сформулирована логика процесса семантической обработки текста, позволяющего
в условиях высокой неопределенности состава и структуры охраняемых сведений формировать МК при их
применении для обеспечения информационной безопасности в СИИД. Полученные экспериментальные
результаты позволяют перейти к практической реализации рассмотренного подхода в СИИД.

Ключевые слова: маркер конфиденциальности; информационная безопасность; интенсивное использо-
вание данных; кластер; семантика; технические средства обеспечения безопасности; интеллектуальные
задачи безопасности; текстовая классификация; обнаружение текстовых заимствований
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1 Введение

Рассмотрение проблематики формирования
МК текстовых материалов при их применении для
обеспечения информационной безопасности (да-
лее — формирование МК) в СИИД (Data Intensive
Domains — DID) продолжает прикладные иссле-
дования, результаты которых отражены авторами
в работах [1–7].

Рассматриваемый в работе возможный подход
к формированию МК основан на использовании
методов анализа содержания текстов и не зависит
от конфиденциальности материала. Также выпол-
нено экспериментальное исследование, в рамках
которого промоделирована применимость методов
анализа текстов к решению задач предотвращения
утечек информации ограниченного доступа.

При рассмотрении подхода используются сле-
дующие основные определения и понятия:

Системы интенсивного использования данных —
автоматизированные информационные системы,

обеспечивающие анализ и управление данными,
обработку информации и решение функциональ-
ных исследовательских и прикладных задач в раз-
личных областях с DID.

Артефакт — обособленный каким-либо обра-
зом контент или фрагмент контента, рассматри-
ваемый как единое целое совместно с его атри-
бутикой: учетными и иными сопровождающими
данными.

Сущность — именование конкретной области
деятельности, либо принадлежащего ей объекта,
либо показателя/характеристики/вида сведений,
упоминание или конкретная информация о кото-
рых подлежат защите.

Маркер конфиденциальности — метка како-
го-либо рода (например, слово), в явном ви-
де определяющая необходимость защиты и уро-
вень конфиденциальности сведений фрагмента или
конкретного артефакта в целом.

Частный маркер конфиденциальности — метка
какого-либо рода (например, слово, текст, агрегат

∗Работа выполнена при частичной финансовой поддержке РФФИ (проект 18-29-03215), экспериментальные исследования
выполнены при поддержке Программы РУДН «5-100».
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текстов и/или данных), в явном виде определяющая
необходимость защиты и уровень конфиденциаль-
ности сведений, относящихся к конкретному упо-
минанию сущности в контенте артефакта.

Маркер конфиденциальности относятся к ре-
зультату обработки запроса в целом или к его раз-
делам — объектам доступа для пользователя, вы-
давшего запрос (далее — объекты доступа). Они
отражают наличие в результате или в его разделах
следующих сведений, которые относятся или могут
относиться к охраняемым сведениям в этих обла-
стях деятельности:

– информация о конкретных областях деятель-
ности;

– информация о конкретном объекте;

– информация о показателях/характеристиках
конкретного объекта или конкретной области
деятельности.

Маркер конфиденциальности также отражает
уровни доступности сведений, содержащихся в ре-
зультате обработки запроса или в его разделах, от-
носящихся:

– к конкретным областям деятельности или
к конкретным объектам;

– в целом к результату обработки запроса или
к его разделу.

Далее в статье будет представлен процесс семан-
тической обработки текста, позволяющий в усло-
виях высокой неопределенности состава и струк-
туры охраняемых сведений формировать МК при
их применении для обеспечения информационной
безопасности в СИИД. Для решения задач вы-
явления конфиденциального содержимого пред-
лагается использовать методы поиска тематически
похожих документов на основе автоматически фор-
мируемых наборов МК, а также методов поиска
семантически сходных фрагментов текстов. Оба
предложенных подхода экспериментально прове-
рены в ходе настоящего исследования.

2 Формирование маркеров
и определение уровня
конфиденциальности
материала на основе анализа
его текста

Последовательность действий по формирова-
нию маркеров и определению уровня конфиден-
циальности материала на основе анализа его текста

приведена в [6]. Она включает следующие основ-
ные шаги:

(1) приведение артефакта к единому формату
представления (например, txt);

(2) определение в артефакте или его фрагменте
позиций именований сущностей;

(3) приведение артефакта или его фрагмента
к единому именованию сущностей;

(4) замена личных местоимений на именования
сущностей;

(5) проверка принадлежности и формирование
перечня сущностей, упоминания или конкрет-
ные сведения о которых подлежат защите;

(6) определение отнесения фрагментов текстов
к именованиям/упоминаниям конкретных по-
казателей/характеристик/видов сведений;

(7) определение уровней конфиденциальности
сведений об объектах и областях деятельности;

(8) определение уровня конфиденциальности ар-
тефакта/его фрагмента;

(9) формирование МК артефакта/его фрагмента.

Указанный процесс не позволяет определить
МК текста в условиях, когда состав и структура
охраняемых сведений:

– не может быть заранее определена в связи с от-
сутствием данных;

– их определение нецелесообразно в связи с вы-
сокой динамикой их изменения либо в свя-
зи с большим (или неограниченным) количе-
ством сущностей, сведения о которых подлежат
охране.

В указанных условиях для формирования мар-
керов конфиденциальности текстовых материалов
должен быть использован иной подход, например
основанный на смысловом сопоставлении конфи-
денциальных материалов с текстами, передаваемы-
ми в сообщениях. Рассмотрим далее эти подходы
более подробно.

3 Формирование маркеров
конфиденциальности текстов
на основе определения
их близости к одному
из кластеров
конфиденциальных материалов

Суть предлагаемого подхода состоит в прямом
(не пошаговом) формировании МК текста в целом
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без разрешения в явном виде неопределенности
состава и структуры сведений, охраняемых в кон-
кретной области (областях) деятельности.

Для этого заблаговременно в каждой рассматри-
ваемой области деятельности:

– по каждой коллекции, содержащей охраня-
емые сведения одного уровня конфиденциаль-
ности, осуществляется формирование класте-
ров. С каждым кластером связывается набор
ключевых слов и словосочетаний (НКСС)
и МК, соответствующий уровню конфиденци-
альности;

– при определении МК текста осуществляется
проверка его близости или принадлежности
к одному из кластеров (близости к его НКСС);
тексту присваивается МК, определенный для
кластера, к которому принадлежит / наиболее
близок этот текст; при отсутствии однознач-
ности в определении принадлежности текста
к одному из кластеров тексту присваивается
МК, отвечающий НКСС с наивысшим уров-
нем конфиденциальности.

Подход хорошо согласуется с условиями обра-
ботки сведений, не относящихся к высшим уров-
ням конфиденциальности (например, с обработкой
сведений, не составляющих государственную тай-
ну).

В работе [8] описан способ обучения класси-
фикатора, предназначенного для определения ка-
тегории документа в задаче предотвращения утечек
информации (англ. DLP — Data Leak Prevention);
DLP-система должна быть способна определить
принадлежность документа к классу конфиденци-
альных документов (или других, в зависимости от
области применения системы). В патенте на изоб-
ретение [9] описаны система и способ определения
текста, содержащего конфиденциальные данные.
В основе способа лежит поиск ключевых слов и вы-
числение их плотности. Способ предназначен для
выявления шаблонных конфиденциальных доку-
ментов.

Также отметим, что DLP-системам важно уметь
предотвращать утечку дубликатов документов. Для
выявления таких документов предлагается исполь-
зовать методы поиска текстовых заимствований [10,
11], дополненные методами машинного обучения
для тематической классификации текстов.

Основная идея применения методов машин-
ного обучения и анализа текстовой информации
заключается в следующем. Предполагается, что
организация имеет определенное множество кон-
фиденциальных документов. Это множество может
быть динамически пополняемым, при этом DLP-

система дополнительно индексирует вновь реги-
стрируемые конфиденциальные документы.

На этапе фильтрации система сопоставляет
с помощью эффективных методов анализа текстов
те материалы, которые передаются сотрудниками
организации по каналам связи, контролируемых
DLP-системой. При выявлении конфиденциаль-
ной по тематике и содержанию информации в ис-
ходящем сообщении регистрируется соответству-
ющее нарушение политики конфиденциальности
и создается оповещение. Само сообщение в таком
случае может быть заблокировано (не передано).

Для определения близости или принадлежности

текста к одному или нескольким кластерам целе-
сообразно использовать подход машинного обуче-
ния, описанный в разд. 4. В разд. 5 будут приведены
результаты экспериментов по применению методов
выявления текстовых заимствований (в том чис-
ле перефразированных) для предотвращения уте-
чек конфиденциальных документов. В модельных
экспериментах будет предполагаться, что конфи-
денциальная информация передается фрагментами
(не обязательно в форме целых документов без мо-
дификаций).

4 Методы обработки
естественного языка
для формирования маркеров
конфиденциальности

В данном разделе рассматриваются методы об-
работки естественного языка для формирования
МК, применимые для выявления конфиденци-
альной информации по тематике. Информация,
использованная в проведенных модельных экспе-
риментах, не относится к конфиденциальной. Со-
ответственно, маркеры или признаки документов,
выделяемых для коллекций, индицируют неконфи-
денциальные охраняемые сведения. Но отметим,
что рассматриваемые методы применимы и к тек-
стовым документам, содержащим конфиденциаль-
ную информацию.

Случайным образом были выбраны по 10 тыс.
случайных текстов для следующих 4 «жанров»
(классов): патентные документы; авторефераты;
российские журналы; российские средства массо-
вой информации. Для проведения экспериментов
применены известные подходы на основе следу-
ющих открытых библиотек языка программирова-
ния Python: NumPy, Pandas, sklearn, NLTK и др.
Использованы следующие подходы к формирова-
нию обучающей матрицы:
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Таблица 1 Результаты классификации

Метод Наиболее важные признаки (в порядке убывания) NB LR

Count Vectors
исследования, г, фиг, м, н, л, работы, развития, диссертации, е, т,

р, деятельности, п, изобретения, д, наук, устройство, анализ, способ,

проблемы, научно, конференции, основные, результаты

0,861 0,975

WordLevel TF-IDF

фиг, новости, news, компании, компания, адрес, исследования, диссер-

тации, изобретения, способ, устройство, изобретение, р, н, м, л, е, г,

отличающийся, словам, масс, т, рис, v, диссертационного, наук, ит, году,

корпуса, д

0,908 0,976

N-Gram Vectors

адрес новости, адрес новости news, новости news, изобретение отно-

сится, п л, п отличающийся, читайте также, меньшей мере, ключевые

слова, технический результат, диссертационного совета, изобретения

является

0,926 0,963

CharLevel Vectors
ti, on, s, at, мпа, es, en, in, n, ion, io, e, al, tio, re, исс, фиг, зоб, er, пан, y, nt,

ati, st, l, p, te, иг, ed, an, s, ic, мс, al

0,809 0,948

– подсчет слов (Count Vectors), число признаков
не ограничено;

– TF-IDF (максимальное число признаков —
5 000) на уровнях:

• Слов — WordLevel TF-IDF;

• N-грамм (от 2 до 3) — N-Gram Vectors;

• символьных N-грамм (от 2 до 3) — CharLevel
Vectors.

Для оценки моделей использована мера f1 с мак-
роусреднением (скользящая средняя при K = 5).
В табл. 1 приведены результаты классификации:
в первом столбце приведен метод формирования
матрицы признаков, во втором — наиболее важные
признаки (выделенные с помощью метода главных
компонент) в порядке убывания, в третьем и четвер-
том столбцах — оценки для следующих обучаемых
моделей соответственно: Na��ve Bayes (NB) и логи-
стическая регрессия (LR).

Таким образом, для первичного выявления по-
пыток нарушения конфиденциальности примени-
мы методы текстовой классификации, которые
обеспечивают высокую полноту и точность на
уровне выше 97% (такой результат показал подход
WordLevel TF-IDF с обучаемой моделью LR).

Завершая данный раздел, отметим следующее:

– методы текстовой классификации успешно ре-
шают задачу определения близости или принад-

лежности текста;

– при помощи анализа главных компонент мож-
но получить неявные маркеры (слова, слово-
сочетания, последовательность символов и др.
в зависимости от метода), которые, в том числе,
могут быть маркерами конфиденциальных дан-

ных.

5 Смысловой поиск
заимствований
для предотвращения утечки
конфиденциальной
информации

Рассмотренный в данном разделе эксперимент
на практике соответствует ситуации, когда сущ-
ность какого-либо изобретения передается сотруд-
ником организации не непосредственным копи-
рованием материалов (выявление этого случая не
представляет сложности), а излагается в свобод-
ной форме путем переписывания или изложения
собственными словами.

В качестве набора, содержащего «конфиден-
циальную» информацию, используется коллекция
«Российские журналы» (далее — тестируемая кол-
лекция) объемом 1,85 млн документов; в качестве
«исходного» набора документов (содержимое кото-
рых раскрывается в неизменном или перефразиро-
ванном виде) — коллекция патентных документов
Федерального института промышленной собствен-
ности (далее — исходная коллекция) объемом около
800 тыс. документов.

Анализ выполнен в режиме сплошной фильтра-
ции тестируемой коллекции, т. е. для каждого доку-
мента из нее проводился поиск по предварительно
проиндексированной исходной коллекции. Далее
описывается метод измерения сходства предложе-
ний, который лежит в основе алгоритма смыслово-
го сопоставления текстов. Предложения se и st из
документов de и dt соответственно представляются
в виде множества пар слов N(se, st), где первый
элемент взят из предложения se, а второй — из st.
Сопоставление двух предложений основано на па-
рах слов из N(se, st). Оценка сходства вычисляется
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с учетом следующих показателей: I1 (IDF-мера), I2
(показатель на основе TF-IDF) и I3 (сопоставление
синтаксических структур предложений):

• I1 (se, st) =
∑

(we,wt)∈N(se,st)

IDF (we) .

◦ Здесь IDF (we) = log|D| (|D|/m(we, D)), где
D — набор документов; m(we, D)— количе-
ство документов, содержащих слово we;

• I2 (se, st) =
∑

(we,wt)∈N(se,st)

f (we, wt) IDF(we)TF (wt, dt) .

◦ Здесь TF(wt, dt) = log|dt| (k(wt, dt)), где
|dt| — число слов в документе dt; k(wt, dt)—
число встречаемых слов wt в dt; f(we, wt)
служит штрафом за несоответствие we и wt;

• I3 (se, st) =

=
∑

(wh,σ,wd)∈(Syn(se)∩Syn(st))

IDF(wh)
/ ∑

(wh,σ,wd)∈Syn(se)

IDF(wh) .

◦ Каждое предложение представляется в виде
набора Syn(se) триплетов (wh, σ, wd), где wh

и wd — нормализованные главное и зависи-
мое слова соответственно; σ — тип синтак-
сического отношения (например, именная
группа).

Общее сходство предложений определяется как
линейная комбинация вышеприведенных мер:

Sim (se, st) = WIdf · I1 (se, st) +

+WTfIdf · I2 (se, st) +WSynt · I3 (se, st) ,

гдеWIdf,WTfIdf иWSynt— относительный вклад
каждой меры. Полное описание метода индекса-
ции и смыслового сопоставления текстов приведе-
но в работах [10, 11]. Там же приведены метрики
качества реализованного метода.

В табл. 2 представлен результат в виде куму-
лятивной статистики поиска заимствований. Во
втором столбце отражено распределение количе-

Таблица 2 Распределение документов по уровню
заимствований

Заимствования в документе из документа
> 0,1 17 279 18 990
> 0,2 4 385 5 863
> 0,3 2 066 2 647
> 0,4 1 109 1 011
> 0,5 612 512
> 0,6 301 279
> 0,7 122 147
> 0,8 54 99
> 0,9 27 81

ства документов по общему уровню заимствований
в документе (т. е. по общей доле заимствованного
текста), а в третьем столбце — по уровню заимство-
ваний из документа (т. е. по доле текста, которая
заимствована из одного документа).

Анализ данных, приведенных в табл. 2, показы-
вает, что:

– 27 документов имеют общий уровень заимство-
ваний более 90%; свыше 600 документов —
более 50%.

– 81 раз встречаются документы, из которых за-
имствовано более 90%; свыше 500 раз — более
50%.

Отметим, что задача анализа характера заим-
ствований с точки зрения академической этики
или с юридической точки зрения не ставилась.
Отметим лишь, что у большинства пар докумен-
тов (заимствующий документ и документ-источ-
ник) с большой долей заимствования наблюдаются
пересечения авторов. Это говорит о том, что один
и тот же текст одного автора (или научной группы)
использовался как для патентного документа, так
и для публикации статьи, возможно с некоторыми
изменениями.

6 Заключение
В статье рассмотрен возможный подход к фор-

мированию МК при их использовании в СИИД
в условиях, когда состав и структура охраняемых
сведений не может быть заранее определена в связи
с отсутствием данных или высокой динамикой их
изменения, либо их определение нецелесообразно
в связи большим (или неограниченным) количе-
ством сущностей, сведения о которых подлежат
охране. В основе подхода к формированию МК
лежит:

– предварительное формирование кластеров,
к каждому из которых относятся документы, со-
держащие охраняемые сведения, и НКСС этих
кластеров;

– определение близости или принадлежности
конкретного текста к одному из таких класте-
ров;

– реализация на регулярной основе процедуры
актуализации состава и структуры кластеров
и их НКСС.

Предлагаемый подход не зависит от конфиден-
циальности обрабатываемых материалов и позво-
ляет осуществить формирование МК в указанных
условиях. Инструменты, использованные для по-
лучения результатов, описанных в разд. 4 и 5, при-
менимы, например, для решения следующих задач:
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– классификация документов для определения
потенциальных документов, подлежащих даль-
нейшему анализу;

– выявление важных характеристик текстовых
документов;

– поиск возможной утечки информации (при
условии наличия заранее подготовленной кол-
лекции конфиденциальных данных);

– поиск похожих или дублирующих документов
для использования в автоматизированных сис-
темах документооборота.
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Abstract: The main tasks, the results of the solution of which are reflected in the article, are associated with
the formation of confidentiality markers when they are used in data-intensive systems under conditions when the
composition and structure of the protected information cannot be determined in advance due to the lack of data
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or the high dynamics of their change, or their definition is not advisable due to the large number of entities whose
information is subject to protection. In this paper, an approach is proposed for the formation of confidentiality
markers for text materials in the indicated conditions. The article presents the semantic text analysis, which forms
confidentiality markers when used to ensure information security in data-intensive systems under high uncertainty
in the composition and structure of protected information. The obtained experimental results show that practical
implementation of the considered approach in data-intensive systems is promising.
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МЕТОД ВИЗУАЛЬНОГО ПРЕДСТАВЛЕНИЯ КОНФЛИКТОВ

В ГИБРИДНЫХ ИНТЕЛЛЕКТУАЛЬНЫХ МНОГОАГЕНТНЫХ

СИСТЕМАХ

С. Б. Румовская1, И. А. Кириков2

Аннотация: Малые коллективы экспертов, включающие специалистов различных направлений, эффек-
тивно решают сложные проблемы благодаря их анализу с различных точек зрения и получению более
качественного интегрированного решения. Конфликт в малых коллективах экспертов может как за-
вести в тупик процесс принятия решения, так и породить позитивные изменения: развитие группы,
диагностику отношений, сплачивание группы. Конфликт порождает дискуссии, позволяющие получить
более продуманные и согласованные решения. Подобные коллективы эффективно решают проблемы,
и моделирование их работы, в частности возможной конфликтной ситуации и процесса управления ею,
позволяет вырабатывать метод решения, релевантный сложной задаче. Визуализация конфликтной ситу-
ации делает возникшие противоречия контрастными, видимыми. В работе коллектив агентов-экспертов
представляется в виде неориентированного взвешенного графа и рассматриваются методы визуализации
(укладки) графов. Для визуализации проблемно- и процессно-ориентированных конфликтов в рамках
гибридных интеллектуальных многоагентных систем (ГиИМАС) предложен метод, разработанный на
базе пружинной модели укладки графов.

Ключевые слова: коллектив экспертов; конфликт агентов; визуализация конфликта
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1 Введение

Малые коллективы экспертов, включающие
специалистов различных направлений, эффектив-
но решают проблемы благодаря их всестороннему
анализу, получая интегрированное компромиссное
качественное решение [1]. Как следствие, иссле-
дование методов коллективного решения проблем
и их моделирование — важное направление на-
учных исследований в области системного анали-
за, имеющее большое практическое значение для
медицины, транспорта и логистики, экономики
и т. д. В [2] разработана и описана модель са-
моорганизации в коллективе агентов (экспертов)
гибридными интеллектуальными многоагентными
системами, алгоритм функционирования которых
динамически перестраивается, вырабатывая реле-
вантный проблеме метод решения.

С другой стороны, при решении проблем малы-
ми коллективами снижается скорость принятия ре-
шений из-за процессов распределения задач и ин-
теграции частных решений, а также возникновения
конфликтов, которые могут носить как деструктив-
ный, так и конструктивный характер.

Конструктивные конфликты позволяют полу-
чить более продуманные и согласованные реше-
ния [3], обеспечивают уникальность и автоном-
ность каждого из взаимодействующих субъектов,
а также развитие отношений между ними, предо-
ставляют информацию о возможностях противо-
действующих субъектов, высвобождают накапли-
вающееся внутреннее напряжение, сохраняя связи,
актуализируют разные позиции и мнения по поводу
возникающих проблем, способствуя поиску опти-
мальных способов их решения, усиливают группо-
вую идентичность и сплоченность. В связи с этим
для повышения релевантности и качества прини-
маемых решений гибридного и синергетического
искусственного интеллекта, моделирующего рабо-
ту малого коллектива экспертов, в [4] предложена
модель ГиИМАС с проблемно- и процессно-ориен-
тированными конфликтами, а в [5] описан метод
идентификации конфликтов между агентами в рам-
ках предложенной в [4] модели.

Управление конфликтами в ГиИМАС позво-
лит по аналогии с реальными малыми коллектива-
ми экспертов подавлять деструктивные проявления
конфликта и стимулировать конструктивные [3].

1Калининградский филиал Федерального исследовательского центра «Информатика и управление» Российской академии наук,
sophiyabr@gmail.com

2Калининградский филиал Федерального исследовательского центра «Информатика и управление» Российской академии наук,
baltbipiran@mail.ru
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В [3] рассмотрены методы моделирования и ви-
зуального представления конфликта в коллективе
экспертов при решении проблем, по результатам
которого было решено использовать опыт моде-
лирования конфликтов логико-структурным мето-
дом [6, 7] с помощью графов.

Цель настоящей работы — разработка метода
визуализации конфликтов на базе предложенной
модели [4] и метода их идентификации [5], который
сделает возникшие противоречия между агентами
ГиИМАС контрастными, видимыми для пользо-
вателя системы. При визуализации конфликтов
в ГиИМАС будем рассматривать ее как неориен-
тированный взвешенный полный граф без петель,
множество вершин которого взаимно однозначно
соответствует множеству агентов ГиИМАС, реб-
ра представляют отношения между ними, а вес
ребер — напряженность возникающего конфлик-
та [5].

2 Методы и модели визуализации
графов

К наиболее известным методам рисования (ви-
зуализации, укладки) графов относятся:

– основанные на физических аналогиях (П. Эйд-
эс [8], Т. Камада и С. Каваи [9], T. Фрухтерман
и Э. Рейнгольд [10]) — обладают наибольшим
потенциалом;

– поуровневый подход (К. Сигуяма с соавтора-
ми [11]) и восходящее или нисходящее пред-
ставление [12] для ориентированных графов;

– рисование деревьев (Э. Рейнгольд и Дж. Тил-
форд [13]);

– планарные укладки графов без пересечения ре-
бер (В. Т. Татт [14]);

– ортогональные изображения графов для сни-
жения числа пересечений ребер (Ди Батиста
с соавторами [15]) — ребра изображаются пря-
мыми, параллельными осям координат;

– произвольное представление графов [12];
– прямолинейное (ребра представляются отрез-

ками), сеточное и полигональное (для отобра-
жения ребер используются ломаные), главная
цель которых — снижение числа пересечений
ребер [12].

Для укладки неориентированных взвешенных
полных графов без петель хорошо зарекомендова-
ли себя [12] алгоритмы, основанные на физических
аналогиях [8–10], в которых строится специальная
модель — вершины и ребра графа соответствуют
«реальным» физическим взаимодействующим объ-
ектам, вводится функция энергии. Лучшая укладка

графа соответствует минимуму энергии системы.
Выделяют силовой (force-directed) алгоритм ри-
сования графов и пружинный (spring), который
эквивалентен методу многомерного шкалирования
(MDS, multidimensional scaling) [16].

Силовая и пружинная модели при определен-
ном наборе параметров дают совпадение мини-
мизируемых функций энергии и, соответственно,
похожие укладки (совпадают с точностью до пово-
ротов и масштабирования). Поэтому иногда их
не различают, называя общим термином «мето-
ды, основанные на физических аналогиях» (force-
directed techniques). Тем не менее силовая модель
более «гибкая» за счет большего числа настраива-
емых параметров: возможность регулировать ве-
са объектов позволяет учитывать дополнительные
атрибуты вершин и ребер. Также силовую модель
проще интегрировать и модифицировать для учета
пересечения ребер, размера доступного простран-
ства для рисования и т. д. Однако пружинная модель
проще и обладает большей производительностью.

Для дальнейшей работы выбираем пружинную
модель [17], так как для достижения поставленной
цели нет необходимости в учете множества допол-
нительных параметров, связанных со свойствами
вершин и ребер, помимо весов последних. Реб-
ра графа заменяют пружинами, при растяжении
и сжатии которых возникают силы упругости, дей-
ствующие по закону Гука и стремящиеся вернуть
пружине ее первоначальную длину. Энергия систе-
мы пружин прямо пропорциональна расстоянию
между вершинами |pi − pj |:

E :
∑

(i,j)∈n

|pi − pj|2 ,

где pi = (xi, yi) ∈ R2 и pj = (xj , yj) ∈ R2 — образы
i-й и j-й вершин в R2, их позиции (координаты),
i, j ∈ [1, n] (ребра графа отображаются на прямые,
соединяющие соответствующие вершины).

Для неориентированных взвешенных графов,
число вершин и ребер которых не превышает 200
(малые коллективы, моделируемые ГиИМАС, со-
держат не более 20 экспертов, преимущественно
менее 10), наиболее часто применяется пружин-
ная модель Т. Камада и С. Каваи [9], на базе ко-
торой описан предлагаемый метод визуализации
конфликтов (МВК).

3 Метод визуализации
конфликтов между агентами

В [4] было введено понятие процесса управле-
ния конфликтами:

cnfm = 〈CNF, cnfcl, cmkb, actcnfm,ACTagcr〉 .
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Здесь CNF — матрица, описывающая конфликт
между каждой парой агентов кортежем, предста-
вленным выражением:

cnfij cnft = 〈idi, idj , cn¦n, cnft,ACTagcr i,ACTagcr j〉 ,

где idi и idj — идентификаторы агентов-субъ-
ектов конфликта, cn¦n ∈ [0, 1] — напряжен-
ность конфликта, cnft — символьная перемен-
ная «тип конфликта», определенная на множестве
CNFT = {«проблемно-ориентированный», «про-
цессно-ориентированный»},ACTagcr i,ACTagcr j ⊆
⊆ ACTagcr — множества допустимых действий
агентов agi и agj по разрешению противоречий;
cnfcl — классификатор конфликтов агентов, иден-
тифицирующий их характер и оценивающий на-
пряженность, т. е. формирующий для каждой па-
ры агентов значение элемента матрицы CNF [5];
cmkb — база знаний об эффективности методов
управления конфликтами в зависимости от харак-
теристик проблемы и конфликтов между агентами;
actcnfm — функция агента-фасилитатора «управле-
ние конфликтом»; ACTagcr — множество допусти-
мых действий агентов по разрешению противоре-
чий.

Матрица CNF вместе с пороговым минималь-
ным значением напряженности визуализируемого
конфликта η (задается пользователем, по умолча-
нию η = 0) — входные данные МВК.

Первый шаг МВК — вычисление промежуточ-
ных матрицCP,CPR иD.

Элементы cpij = šp3(cnfij prob) матрицы CP
описывают величину напряженности проблемно-
ориентированного конфликта между агентами.

Элементы cprij = šp3(cnfij prob) матрицыCPR
описывают величину напряженности процессно-
ориентированного конфликта между агентами.

Элементы матрицы D расстояний графа кон-
фликтов рассчитываются в соответствии с выраже-
нием:

dij=







0 , если i = j ;

0,00001 , если cprij = cpij = 0 ;
(
0,5
(
cp2ij + cpr2ij

))0,5
в противном случае.

Второй шаг МВК — запуск алгоритма Камада–
Каваи [9]:

(1) вершины графа, представляющие агентов
ГиИМАС, помещаются в случайные коорди-
наты pi;

(2) выбирается вершина m, на которую действует
максимальная сила;

(3) остальные вершины фиксируются, энергия
системы минимизируется двумерным мето-
дом Ньютона–Рафсона, вычисляется смеще-
ние для вершины m;

(4) шаги 2 и 3 повторяются до достижения одного
из признаков останова: либо заданного числа
итераций, либо порога силы, действующей на
вершины, ниже которого алгоритм не запус-
кается.

Алгоритм Камада–Каваи на выходе даст опти-
мальную укладку графа, описывающего ГиИМАС
(соответствует состоянию с минимальной суммар-
ной энергией системы). Энергия всей системы
рассчитывается как

E =

n−1∑

i=1

n∑

j=i+1

0,5kij (|pi − pj | − lij)
2

.

Здесь n — число вершин; kij = (dij)
−2 — сила

пружины между вершинами; pi и pj — положе-
ние на плоскости вершин i и j соответственно;
lij = L0dij(maxi<j dij)

−1 — идеальная длина пру-
жины, где L0 — длина стороны квадратной области
дисплея.

Третий шаг МВК — получение результирующей
визуализации (см. рисунок) конфликтующих аген-
тов. Корректируем укладку графа:

– с учетом матриц CP и CPR: если превалирует
проблемно-ориентированный конфликт меж-
ду агентами (cpij ≥ cprij), то ребро между
двумя вершинами (агентами) прорисовывается
сплошной линией, а если процессно-ориенти-
рованный (cpij < cprij) — штриховой. Толщина
и цвет (от светло-серого до черного на рисунке)
линии указывают на величину среднего квадра-
тического напряженностей конфликтов между
агентами;

Визуализация конфликта (на примере коллектива аген-
тов, решающего задачу диагностики рака поджелудочной
железы): Х — хирург; ОНЛ — онколог по нехирургиче-
скому лечению; ЛПР-Т — лицо, принимающее решение
(терапевт); сУЗИ — специалист по ультразвуковому ис-
следованию; вЛаД — врач лабораторной диагностики;
сЛД — специалист по лучевой диагностике
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– к вершинам добавляем подписи — идентифи-
каторы агентов;

– если η > 0, то для агентов с напряженностью
конфликта ниже η ребра на результирующем
графе не будут отображены.

При наведении указателя мыши на ребро отоб-
ражаются напряженности конфликтов между соот-
ветствующей парой агентов. При каждой фиксации
изменений напряженности конфликтов в матрице
CNF будет запускаться МВК. Для каждой сессии
работы системы весь визуальный ряд конфликта
между агентами сохраняется, обеспечивая возмож-
ность более детального изучения пользователем.
Таким образом, пользователь может отслеживать
развитие конфликта с самого начала работы систе-
мы и до момента получения решения. Визуали-
зация дает быстро воспринимаемое знание о том,
между какими агентами возникают конфликты при
решении проблемы, какого они типа, как меня-
ется их напряженность в процессе работы систе-
мы. С помощью данных знаний можно предотвра-
тить и/или быстрее разрешить развитие конфликта
в естественных малых коллективах экспертов, ре-
шающих подобную проблему.

4 Заключение
В работе представлены результаты обзора мето-

дов укладки графов, на основе анализа которого
для разработки метода визуализации конфликтов
в коллективе агентов выбран метод рисования гра-
фа, основанный на физических аналогиях, а имен-
но: эффективная пружинная модель укладки гра-
фов Т. Камада – С. Каваи, зарекомендовавшая себя
для неориентированных взвешенных графов малой
и средней размерности. Результирующая визуа-
лизация конфликта агентов предоставляет пользо-
вателю быстрое понимание того, между какими
членами коллектива и на каких этапах возникает
конфликт, какого он типа и напряженности, а также
на каком этапе он минимизируется/нивелируется.
Разработанный подход к визуализации повышает
прозрачность работы ГиИМАС для пользователя, не
зависит от численности коллектива агентов и легко
реализуем.
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Conflict visual representation method in hybrid intelligent multiagent systems

CONFLICT VISUAL REPRESENTATION METHOD

IN HYBRID INTELLIGENT MULTIAGENT SYSTEMS

S. B. Rumovskaya and I. A. Kirikov

Kaliningrad Branch of the Federal Research Center “Computer Science and Control” of the Russian Academy of
Sciences, 5 Gostinaya Str., Kaliningrad 236000, Russian Federation

Abstract: Small collectives of experts, including specialists from different fields, effectively solve complex problems
by analyzing them from different points of view and obtaining a better-integrated solution. A conflict in small
collectives of experts can both lead to a deadlock in the decision-making process and generate positive changes:
development of the group, diagnostics of relations, and consolidation of the group. A conflict breeds debate, the
depth of which allows for more thoughtful and coordinated solutions. Such collectives of experts solve problems
effectively. Thus, modeling of their work and possible conflict situation with managing it allows developing
a decision-support method that is relevant to solving a complex problem. Visualization of a conflict situation
makes appeared contradictions contrast and observable. In the research, the authors represent a collective of
agents-experts in the form of an undirected weighted graph. The methods of graph visualization are considered. To
visualize problem- and process-oriented conflicts within hybrid intelligent multiagent systems, the authors propose
a method based on the spring model of graph drawing.

Keywords: collective of experts; conflict; visualization of conflict
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ОЦЕНКА СТОИМОСТИ ОПЦИОНОВ НА ОСНОВЕ МОДЕЛЕЙ

ARIMA–GARCH С ОШИБКАМИ, РАСПРЕДЕЛЕННЫМИ

ПО ЗАКОНУ SU ДЖОНСОНА

А. Р. Данилишин1, Д. Ю. Голембиовский2

Аннотация: В продолжение статьи «Риск-нейтральная динамика для модели ARIMA–GARCH с ошибка-
ми, распределенными по закону SU Джонсона» в данной работе приводятся результаты экспериментов
для моделей ARIMA–GARCH (autoregressive integrated moving average – generalized autoregressive condition-
al heteroskedasticity) с нормальными (N), экспоненциальными бета второго типа (EGB2) и SU Джонсона
(JSU) распределениями ошибок. Стоимость европейских опционов оценивается методом Монте-Карло
на основе результатов, полученных в указанной статье при помощи расширенного принципа Гирса-
нова. Параметры моделей ARIMA–GARCH-N, ARIMA–GARCH-EGB2 и ARIMA–GARCH-JSU были
найдены методом квазимаксимального правдоподобия. Эффективность полученных риск-нейтральных
моделей исследовалась на примере биржевых европейских опционов PUT и CALL на базовые активы
DAX (Deutscher Aktienindex) и Light Sweet Crude Oil.

Ключевые слова: ARIMA; GARCH; риск-нейтральная мера; расширенный принцип Гирсанова; распре-
деление SU Джонсона; ценообразование опционов
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1 Введение

Данная работа является продолжением
статьи [1]. В указанной статье была введена мо-
дель ARIMA (p, d, q)–GARCH (P, Q)-JSU (ξ, λ, γ, δ)
для доходности базового актива в следующем виде
(для распределения JSU “Yt = St/St−1 − 1, для N-
и EGB2-распределений Yt = ln(St/St−1)) [2–5]:

–dYt = mt +
√

ht εt , εt| ∼ JSU(ξ, λ, γ, δ) ;

mt = E
[
–dYt|Ft−1

]
= φ0 + · · ·+ φp–

dYt−p +

+ θ1
√

ht−1 εt−1 + · · ·+ θq

√
ht−q εt−q ;

ht = Var
[
–dYt|Ft−1

]
= α0 + · · ·+ αP ht−P +

+ β1ht−1ε
2
t−1 + · · ·+ βQht−Qε2t−Q







(1)

с ограничениями на математическое ожидание
и дисперсию ошибки

E[εt] = ξ − λe1/(2δ
2)sinh

(
γ

δ

)

= 0 ;

Var [εt] =
λ2

2

(

e1/δ2 − 1
)

×

×
(

e1/δ2cosh

(
2γ

δ

)

+ 1

)

= 1 .

Далее к разностному (стационарному) ряду (1)
применялся расширенный принцип Гирсанова [6,
7], а в случае распределения JSU — его найден-
ная модификация. Для распределения JSU полу-
ченные коэффициенты модели, обеспечивающие
риск-нейтральную динамику процесса даются сле-
дующими соотношениями:

Yt = r + δt
1 + r

1 +mt
εt ;

εt|Ft−1
∼ JSU

(

“ξ, “λ, γ, δ
)

;

“ξ = “λe1/(2δ
2)sinh

(
γ

δ

)

;

“λ =
√
2
((

e1/δ2 − 1
)

×

×
(

e1/δ2cosh

(
2γ

δ

)

+ 1

))−1/2

.







(2)

Риск-нейтральные коэффициенты для моде-
лей ARIMA–GARCH-EGB2 и ARIMA–GARCH-N
представлены соотношениями [7]:

Yt = r − ln B(α+ δtδ, β − δtδ)

B(α, β)
+

+ δtδω(α, β) + δtεt ; (3)

1Московский государственный университет имени М. В. Ломоносова, факультет вычислительной математики и кибернетики,
danilishin-artem@mail.ru

2Московский государственный университет имени М. В. Ломоносова, факультет вычислительной математики и кибернетики;
Московский финансово-промышленный университет «Синергия», golemb@cs.msu.su
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εt|Ft−1
∼ EGB2

(
α, β, δ, µ

)
;

δ =
1

√

l(α, β)
; µ = − ω(α, β)

√

l(α, β)
;

Yt = r − 1
2

δ2t + δtεt ; εt|Ft−1
∼ N(0, 1) .







(4)

В данной статье приводятся результаты чис-
ленных экспериментов, подтверждающие коррект-
ность теоретических результатов первой работы
и эффективность полученных риск-нейтральных
моделей ARIMA–GARCH-N, ARIMA–GARCH-
EGB2 и ARIMA–GARCH-JSU.

Работа построена следующим образом. В разд. 2
приводятся формулы для оценки справедливой сто-
имости опционов CALL и PUT методом Монте-
Карло. В разд. 3 описываются два набора данных
для проведения численных экспериментов: цены
закрытия торгов по опционам на индекс немецких
акций DAX и на нефть Light Sweet Crude Oil, а так-
же соответствующие ряды цен базовых активов.
В разд. 4 даются формулы оценки параметров моде-
лей ARIMA–GARCH методом квазимаксимально-
го правдоподобия [8]. В разд. 5 приводятся тесты,
определяющие спецификации моделей и результа-
ты оценок параметров моделей. Раздел 6 содержит
результаты оценки справедливой стоимости опци-
онов, полученные при использовании различных
моделей динамики базовых активов. В заключении
формулируются выводы исследования.

2 Оценка справедливой
стоимости опциона методом
Монте-Карло

Оценка справедливой стоимости опционов про-
водится по методу Монте-Карло [9]. Европейские
опционы CALL и PUT с ценой исполнения X и сто-
имостью базового актива ST в день экспирации T
характеризуются функциями выплат bc(ST , X) =
= max(ST − X, 0) и bp(ST , X) = max(X − ST , 0).
Стоимость опционов определяется как среднее зна-
чение соответствующей функции выплаты отно-
сительно риск-нейтральной меры Q, приведенное
к текущему моменту времени [10]:

pcall
pput
=

EQ[bc/p(ST , X)]

(1 + r)T
=

EP[bc/p(ST , X)dQ/dP]

(1 + r)T
, (5)

где dQ/dP — производная Радона–Никодима риск-
нейтральной меры (в рамках данной работы это ме-
ра, полученная на основе расширенного принципа
Гирсанова либо его модификации) относительно
физической меры P [11, 12]. Метод Монте-Карло
позволяет по реализациям построенного процесса

ARIMA–GARCH оценить среднее значение отно-
сительно риск-нейтральной меры Q:

1

M

M∑

m=1

bc/p (ST , X)
dQ

dP
(m)

P−−−−→
M→∞

P−−−−→
M→∞

EP

[

bc/p (ST , X)
dQ

dP

]

. (6)

3 Описание данных
Данные для проведения численных экспери-

ментов состоят из двух однотипных наборов цен
закрытия торгов по опционам на 3 июня 2019 г. По
дате экспирации опционы были поделены на самые
ближние и дальние с учетом ликвидности.

Первый набор данных представлен европейски-
ми опционами на фондовый индекс DAX. Индекс
отражает суммарный доход по капиталу, поэтому
при его расчете учитываются полученные диви-
дендные доходы по акциям, которые, как пред-
полагается, реинвестируются в акцию, по которой
был получен дивиденд. Рассматриваются 19 опци-
онов CALL и 19 опционов PUT, величина страйка
варьируется от 9 400 до 13 000 с шагом 200. Ба-
зовым активом выступает фьючерс с датой экспи-
рации, соответствующей дате экспирации самого
опциона. Дата экспирации ближних опционов —
22 июня 2019 г., а дальних — 22 декабря 2023 г.
Валюта опционов — евро. Данные взяты с сайта
www.eurexchange.com.

Во второй набор данных вошли 10 европей-
ских опционов CALL и PUT на фьючерс, базо-
вым активом которого выступает нефть (Light Sweet
Crude Oil). Величина страйка варьируется от 51,0
до 55,5 с шагом 0,5. Дата экспирации ближних
опционов — 20 июня 2019 г., дальних — 22 июня
2020 г. Валюта — доллар США. Источник данных:
www.cmegroup.com.

В представленных данных фигурируют два ви-
да валют; соответственно, при расчете справед-
ливой стоимости опционов использовались две
безрисковые процентные ставки. В качестве та-
ковых были взяты соответствующие ставки LIBOR.
На дату расчета (03 июня 2019 г.) ставка USD LIBOR
равнялась 2,36075%, а ставка EUR LIBOR состав-
ляла 0,46614%. Источник данных: www.global-
rates.com.

4 Калибровка моделей
ARIMA–GARCH

Пусть ln(Ln(v)) — логарифм функции правдо-
подобия модели ARIMA–GARCH для доходности
базового актива с вектором параметров v ∈ —.
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В случае модели ARIMA (p, d, q)–GARCH (P, Q)-
JSU (ξ, λ, γ, δ) (1) имеется вектор параметров

v = (γ, δ, φ0, φ1, . . . , φp, θ1, . . . , θq, α0, α1, . . . , αP ,

β1, . . . , βQ) .

Число параметров равно n = p+ 1+ q + P +Q+ 2.
Оптимальные параметры определяются исходя из
максимума функции правдоподобия [8]:

�vn = argmax
v∈—

ln(Ln(v)) =

= argmax
v∈—

T∑

t=0

(

ln(δ)− ln
(√

2ht

A

)

−

− 1
2
ln



1 +

(

εt
√

2ht/A
− B

)2


 −

− 1
2

(

γ + δsinh−1

(

εt
√

2ht/A
− B

))2


 ,

δ, α0 > 0, α1, . . . , αP , β1, . . . , βQ ≥ 0 , (7)

где

A =
(

e1/δ2 − 1
)(

e1/δ2cosh

(
2γ

δ

)

+ 1

)

;

B = e1/(2δ
2)sinh

(
γ

δ

)

;

P∑

i=1

αi +

Q
∑

j=1

βj < 1 .

Для случая EGB2-распределения число па-
раметров v = (α, β, φ0, . . . , φp, θ1, . . . , θq, α0, α1, . . .
. . . , αP , β1, . . . , βQ) такое же, как в предыдущем слу-
чае. Оптимизационная задача имеет следующий
вид:

�vn = argmax
v∈—

ln(Ln(v)) =

= argmax
v∈—

T∑

t=0

(

ln
(√

l(α, β)
)

− ln(B(α, β)) +

+ αω(α, β) +
αεt

√

l(α, β)
√

ht

− ln
(√

ht

)

−

− (α+ β) ln

(

1 + exp

(

εt

√

l(α, β)
√

ht

+ ω(α, β)

)))

,

α, β, α0 > 0 , α1, . . . , αP , β1, . . . , βQ ≥ 0 , (8)

где •(c)— гамма-функция;

ω(α, β) =
d ln •(c)

dc

∣
∣
∣
∣
c=α

− d ln •(c)

dc

∣
∣
∣
∣
c=β

;

l(α, β) =
d2 ln •(c)

dc2

∣
∣
∣
∣
c=α

+
d2 ln •(c)

dc2

∣
∣
∣
∣
c=β

;

P∑

i=1

αi +

Q
∑

j=1

βj < 1 .

Таблица 1 Результаты оценивания моделей
ARIMA(0,0,1)–GARCH(1,1) дляY

N/EGB2
t = ln(St/St−2)

и “Y JSUt = St/St−2 − 1 фондового индекса DAX

Распре-
деление
ошибок

N EGB2 JSU

Ln(�v) 1652,609 1658,26 1658,657
φ0

Std. error
t-value

−0,000100
(0,000798)
−0,12480

−0,00006
(0,000786)
−0,076381

−0,000074
(0,000792)
−0,093104

θ1
Std. error
t-value

0,950806
(0,013106)
72,54849

0,948445
(0,015226)
62,292279

0,949900
(0,013229)
71,806222

α0
Std. error
t-value

0,000003
(0,000005)

0,55453

0,000003
(0,000004)
0,687438

0,000003
(0,000004)
0,718274

α1
Std. error
t-value

0,071761
(0,031491)

2,27881

0,067895
(0,027377)
2,480017

0,067271
(0,030275)
2,222013

β1
Std. error
t-value

0,894232
(0,050380)
17,74964

0,902903
(0,037822)
23,872549

0,900226
(0,041630)
21,624622

AIC −6,5773 −6,5919 −6,5934
BIC −6,5352 −6,5369 −6,5385
ξ — −0,224916 −0,543876
κ — 2,897165 2,298773

Таблица 2 Результаты оценивания моделей
ARIMA(2,0,0)–GARCH(1,1) дляY

N/EGB2
t = ln(St/St−2)

и “Y JSUt = St/St−2 − 1 (Light Sweet Crude Oil)

Распре-
деление
ошибок

N EGB2 JSU

Ln(�v) 1261,086 1267,017 1268,022
φ1

Std. error
t-value

0,667116
(0,043985)

15,1668

0,657088
(0,043122)

15,2379

0,659745
(0,043152)

15,2888
φ2

Std. error
t-value

−0,313186
(0,043636)
−7,1773

−0,323465
(0,042236)
−7,6585

−0,322464
(0,042439)
−7,5983

α0
Std. error
t-value

0,000015
(0,000002)
8,341500

0,000013
(0,000001)

16,4056

0,000013
(0,000001)

16,1163
α1

Std. error
t-value

0,049707
(0,007002)

7,0988

0,042324
(0,005701)

7,424

0,041834
(0,005506)

7,5984
β1

Std. error
t-value

0,913128
(0,013747)
66,424300

0,92728
(0,011196)

82,8231

0,928020
(0,011169)

83,0925
AIC −4,9944 1267,752 −5,0140
BIC −4,9524 −4,9542 −4,9553
ξ −0,70877 −0,27232
κ 4,405384 2,663401
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Для случая нормального распределения исполь-
зовались функции библиотеки rugarch среды R [8].

5 Калибровка параметров
моделей ARIMA–GARCH

В табл. 1 и 2 представлены результаты оценки
параметров моделей ARIMA–GARCH. Для обоих
временн‚ых рядов был проведен Q-тест Льюнга–
Бокса для разного числа лагов (нулевая гипотеза
заключается в отсутствии автокорреляций для пер-
вых k лагов), который показал, что автокорреля-
ционные связи для рядов ln(St/St−1) и St/St−1 − 1
отсутствуют с вероятностью 99% (значение стати-
стики составило 30,123 для индекса DAX и 24,576
для Light Sweet Crude Oil, в то время как кри-
тическое значение для k = 30 лагов и уровня
значимости 99% равно 50,892). В результате были
рассмотрены ряды ln(St/St−2) и St/St−2 − 1 и на
основе их коррелограмм ACF и PACF (рис. 1 и 2)

был сделан вывод о спецификации ARIMA части
моделей ARIMA–GARCH.

Для коррелограмм индекса DAX характерна
модель ARIMA( (0, 0, 1) (ненулевое значение авто-
корреляции первого лага и затухающая динамика
значений частных автокорреляций). Коррелограм-
мы цен на нефть определяют модель ARIMA( 2, 0, 0)
(ненулевые значения частных автокорреляций двух
первых лагов и затухающее поведение автокорре-
ляций).

Коэффициенты всех трех моделей имеют оди-
наковый знак и порядок. Все полученные коэффи-
циенты моделей статистически значимы на уровне
значимости 99% (следует из t-критерия). Можно
также заметить, что коэффициенты, соответству-
ющие моделям с распределениями ошибок EGB2
и JSU, почти идентичны.

Предсказательная сила моделей оценивалась
с помощью информационных критериев Акаике
(AIC) и Байеса (BIC), статистики которых рассчи-
тываются по следующим формулам:

Рис. 1 Графики ACF (а) и PACF (б) для Yt = ln(St/St−2) (DAX)

Рис. 2 Графики ACF (а) и PACF (б) для Yt = ln(St/St−2) (Light Sweet Crude Oil)
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AIC = 2k − 2 ln (Ln(�v)) ;

BIC = k ln(N)− 2 ln (Ln(�v)) ,

где N — объем выборки; k — число параметров;
Ln(�v) — значение функции правдоподобия для
найденных оптимальных параметров �v. Таблицы 1
и 2 показывают, что асимметричные распределения
EGB2 и JSU лучше моделируют ряд, чем нормаль-
ное распределение.

6 Ценообразование опционов

В рамках данной работы справедливая стои-
мость опционов оценивалась с помощью мето-
да Монте-Карло в соответствии с формулами (5)
и (6) по риск-нейтральным траекториям моделей
ARIMA–GARCH (2)–(4), где число реализаций до-
ходности базового актива M = 10 000. Эффектив-

ность каждой модели ARIMA–GARCH оценива-
лась по абсолютной ошибке (AE):

áï(Moneyness) =

=
∣
∣pm
call/pm

put (Moneyness)− pcall/pput (Moneyness)
∣
∣,

где pm
call/pm

put — рыночные котировки опционов;
Moneyness = X/s0.

Абсолютные ошибки оценивания опционов ил-
люстрируются на рис. 3–6. Для опционов на индекс
DAX наиболее близкие значения к рыночным коти-
ровкам дает модель с распределением ошибок JSU,
модель с нормальным распределением хуже всего
находит стоимость опционов DAX. При этом стоит
также отметить, что для опционов с датой экспира-
ции 22 декабря 2023 г. расхождения между моделями
становятся существенней, показывая неэффектив-
ность использования моделей с нормальным рас-
пределением ошибок на длинных временн‚ых гори-
зонтах.

Рис. 3 Абсолютные ошибки цен опционов CALL (а) и PUT (б) на индекс DAX со сроком 22 июня 2019 г.: 1 —
ARIMA–GARCH-N; 2 — ARIMA–GARCH-EGB2; 3— ARIMA–GARCH-JSU

Рис. 4 Абсолютные ошибки цен опционов CALL (а) и PUT (б) на индекс DAX со сроком 22 декабря 2023 г.: 1 —
ARIMA–GARCH-N; 2 — ARIMA–GARCH-EGB2; 3— ARIMA–GARCH-JSU
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Рис. 5 Абсолютные ошибки цен опционов CALL (а) и PUT (б) Light Sweet Crude Oil (20 июня 2019 г.): 1 —
ARIMA–GARCH-N; 2 — ARIMA–GARCH-EGB2; 3— ARIMA–GARCH-JSU

Рис. 6 Абсолютные ошибки цен опционов CALL (а) и PUT (б) Light Sweet Crude Oil (22 июня 2020 г.): 1 —
ARIMA–GARCH-N; 2 — ARIMA–GARCH-EGB2; 3— ARIMA–GARCH-JSU

Результаты оценки справедливой стоимости оп-
ционов на индекс DAX аналогичны результатам
работы [7], в которой среди рассматриваемых оп-
ционов присутствовали опционы на индекс S&P 500
и делался вывод о том, что модели ARIMA–GARCH
с ошибками, распределенными по закону EGB2,
дают лучшие оценки стоимости опционов в день-
гах (для опционов CALL Moneyness < 1, для PUT
Moneyness > 1) по сравнению с моделями, где
ошибки распределены нормально.

Опционы на базовый актив Light Sweet Crude
Oil также характеризуются существенным преиму-
ществом модели JSU. Однако теперь уже модель
с распределением EGB2 показывает результаты ху-
же, чем модель с нормальным распределением.

7 Заключение
В данной статье были рассмотрены три аль-

тернативные модели временн‚ых рядов с условным

средним ARIMA и условной дисперсией GARCH
структуры. Оценка справедливой стоимости оп-
ционов проводилась по методу Монте-Карло (5),
(6) на основе риск-нейтральной динамики моделей
в соответствии с формулами (2)–(4). Калибровка
моделей осуществлялась методом квазимаксималь-
ного правдоподобия в соответствии с соотношени-
ями (7) и (8). Определение порядка моделей было
выполнено на основе Q-теста Льюнга–Бокса и гра-
фиков коррелограмм ACF и PACF.

Результаты эмпирических исследований пока-
зывают, что на небольших временн‚ых промежутках
модели обеспечивают близкие значения справед-
ливой стоимости опционов. Для опционов с даль-
ней датой экспирации (больше года) модели пока-
зывают существенно разные результаты. Модель,
построенная для распределения JSU, дает оценки
стоимости, максимально близкие к ценам закрытия
биржевых торгов для всех рассматриваемых опци-
онных контрактов.
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ПРИМЕНЕНИЕ МНОГОМАСШТАБНОГО ПОДХОДА

И МЕТОДОВ АНАЛИЗА ДАННЫХ ДЛЯ МОДЕЛИРОВАНИЯ

ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ В СЛОИСТЫХ СТРУКТУРАХ∗

К. К. Абгарян1, И. С. Колбин2

Аннотация: Моделирование тепловых свойств слоистых структур в настоящее время стало востребо-
ванным направлением научных исследований. Это связано с постоянно растущей скоростью работы
микроэлектронных элементов на основе слоистых структур, выделяющих при работе все большее коли-
чество энергии в виде тепла, которое требуется отводить, чтобы избежать перегрева и потери функци-
ональных свойств устройств. В работе представлен интеграционный подход, позволяющий объединить
методы многомасштабного моделирования и анализа данных. Применение данного подхода дает воз-
можность получить новое качество при решении задачи построения модели теплопереноса в двухслойной
структуре GaAs/AlAs. Показана эффективность применения методов машинного обучения для анали-
за зависимости эффективного коэффициента теплопроводности слоистых материалов от структурных
особенностей и внешних факторов. Развитие предложенного подхода сможет обеспечить формиро-
вание информации для обоснованного подбора материалов слоистых структур для микроэлектронных
устройств.

Ключевые слова: многомасштабное моделирование; интеграционный подход; слоистые структуры;
предсказательное моделирование; кинетическое уравнение Больцмана; коэффициент теплопроводности;
методы анализа данных
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1 Введение

В настоящее время стремительное развитие ма-
шинного обучения в качестве мощного метода
интеграции данных с множественной точностью
и выявления корреляций между взаимосвязанны-
ми явлениями дает возможность за ограниченное
время находить решение сложных задач в раз-
ных предметных областях. Технологии машинного
обучения получили существенный импульс в раз-
витии за последнее десятилетие. В настоящее время
ведутся активные исследования в области приме-
нения алгоритмов машинного обучения в задачах
материаловедения [1], например при исследовании
критических явлений или внутренних корреляций
квантовой системы методом искусственных ней-
ронных сетей, а также при определении параметров
потенциалов межатомного взаимодействия и моде-
лировании динамики решеток с использованием
машинно-обученных (полу)эмпирических потен-
циалов [2]. Однако классические методы машин-
ного обучения часто игнорируют фундаментальные
законы физики, что приводит к некорректным за-
дачам или нефизичным решениям.

Сегодня можно говорить о том, что многомас-
штабное моделирование — это успешная стратегия
интеграции мультимасштабных, многофизических
данных, которая позволяет раскрыть механизмы,
объясняющие появление функциональных зависи-
мостей при изучении физических явлений и про-
цессов [1]. Применение технологии математи-
ческого многомасштабного моделирования [3, 4],
согласно которой расчеты на каждом уровне прово-
дятся с использованием соответствующих матема-
тических моделей и вычислительных алгоритмов,
позволяет:

– объяснить многие явления и свойства объек-
тов, включая исследование структурных осо-
бенностей физических явлений и процессов на
нескольких масштабах;

– получать качественно новые результаты в об-
ласти прогнозирования свойств новых объек-
тов;

– решать задачи оптимизации состава и струк-
туры многомасштабных объектов, выстраивать
взаимосвязи между структурой и свойствами,
что дает возможность синтезировать компози-

∗Работа выполнена при частичной финансовой поддержке РФФИ (проекты 19-29-03051 мк и 19-08-01191 A).
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2Вычислительный центр им. А. А. Дородницына Федерального исследовательского центра «Информатика и управление» Рос-
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ционные структуры, обладающие заданным на-
бором свойств.

При этом необходимо учитывать, что одно мно-
гомасштабное моделирование часто не дает воз-
можности эффективно комбинировать большие на-
боры данных из разных источников и с разных
масштабных уровней. Авторы последних науч-
ных публикаций, включая [1], показывают, как
машинное обучение и многомасштабное модели-
рование могут дополнять друг друга, создавая на-
дежные прогностические модели. Они базируются
на подходах, основанных на теоретическом физи-
ко-математическом моделировании с применени-
ем математического аппарата обыкновенных диф-
ференциальных уравнений, уравнений в частных
производных, а также на подходах, основанных на
методах анализа данных. Для достижения поста-
вленных целей используется опыт, накопленный
в прикладной математике, информатике, вычисли-
тельной биологии, биохимии, биофизике, медици-
не и в других областях.

Таким образом, как отмечается в [1], междис-
циплинарный подход предполагает, что интеграция
машинного обучения и многомасштабного моде-
лирования может дать новое представление о ме-
ханизмах создания новых материалов, процессах
разработки новых лекарств, о причинах заболева-
ний, помочь в определении новых целей и страте-
гий лечения, а также в принятии решений на благо
здоровья человека.

Использование интеграции методов машинного
обучения и технологий многомасштабного модели-
рования (интеграционный подход) стало на сегодня
одним из наиболее перспективных и быстроразви-
вающихся трендов в области материаловедения.

Необходимо отметить, что при физико-мате-
матическом моделировании структурных свойств
материалов необходимо получить максимально
точные характеристики, используя при этом
минимальный объем эмпирических данных. По-
добными свойствами обладают квантово-механи-
ческие расчеты из первых принципов [5]. Одна-
ко они отличаются существенной вычислительной
сложностью, в связи с чем рассматриваемые сис-
темы, как правило, ограничены размером в сотни,
иногда тысячи атомов. В данной работе проде-
монстрировано, что подходы машинного обучения
дают возможность проводить целенаправленные
расчеты с точностью, приближенной к первоприн-
ципным расчетам для систем из миллионов атомов
на существующем в настоящий момент оборудова-
нии за приемлемое время [6].

В данной работе для решения задачи о тепло-
переносе в слоистых структурах была разработана

многомасштабная модель и на ее основе многомас-
штабная композиция, в которой были задействова-
ны методы машинного обучения. Показано, что
такой интеграционный подход позволяет суще-
ственно ускорить вычислительно затратные расче-
ты по получению функциональных зависимостей
между внешними параметрами среды, а также внут-
ренними параметрами слоистых структур и значе-
нием эффективного коэффициента теплопровод-
ности.

2 Модель теплопереноса
в слоистых структурах

Моделирование тепловых свойств слоистых
структур в настоящее время стало востребованным
направлением научных исследований, что связано
с постоянно растущей скоростью работы микро-
электронных элементов на основе слоистых струк-
тур, выделяющих все большее количество энер-
гии в виде тепла, которое требуется отводить,
чтобы избежать перегрева и потери функциональ-
ных свойств устройств [7].

Цель настоящей работы заключается в приме-
нении интеграционного подхода к задаче модели-
рования зависимости эффективного коэффициен-
та теплопроводности слоистых структур, а именно
сверхрешеток, от варьируемых параметров матери-
ала и внешней среды. Для этого применялось пря-
мое многомасштабное физико-математическое мо-
делирование, проводилась генерация выборки на
основе модели модального подавления [8] с даль-
нейшим обучением нейронных сетей на ней. На
выходе алгоритма были получены компактные ней-
росетевые модели, которые сравнивались между со-
бой по точности работы на тестовом наборе данных
для определения лучшей сети.

Основными переносчиками тепла в полупро-
водниках и диэлектриках служат квазичастицы-фо-
ноны, описывающие колебания кристаллической
ячейки. Стоит отметить, что применение классиче-
ских подходов к решению задач теплопроводности
на основе закона Фурье для рассматриваемых сло-
истых структур дает неудовлетворительные резуль-
таты, так как при подобном подходе игнорируются
квантово-механические эффекты в материалах, что
дает сильное рассогласование с экспериментальны-
ми данными [7]. Для построения моделей теплопе-
реноса в слоистых структурах свою эффективность
показали методы на основе решения кинетического
уравнения Больцмана для фононов.

В отсутствие температурного градиента и иных
термодинамических сил система находится в тепло-
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вом равновесии и распределение фононов подчи-
нено закону Бозе–Эйнштейна:

f0(ω, T ) =
1

e~ω/(kT ) − 1
.

При наличии теплового градиента распределе-
ние фононов может быть описано с помощью ки-
нетического уравнения Больцмана:

df

dt
=

df

dt
(di¨usion) +

df

dt
(scattering) = 0 ,

где
df

dt
(di¨usion) = −∇Tv

df

dT
.

Кинетическое уравнение Больцмана относится
к сложным интегродифференциальным уравнени-
ям. Для достаточно небольшого температурного
градиента распределение фононов может быть вы-
ражено в приближении времени релаксации:

f − f0

τ0
= −∇Tv

df0
dT

.

При этом одна из проблем при построении вы-
числительных алгоритмов связана с учетом рассе-
яния фононов. Однако во многих случаях при
решении данного уравнения достаточно учитывать
лишь приближения времени релаксации, что суще-
ственно упрощает задачу [9]. В такой постановке
необходимо решить вопрос, связанный с расчетом
данных по параметрам релаксации. Ранее они вы-
числялись полуэмпирически с учетом согласования
модельных расчетов с результатами экспериментов.

Несмотря на определенные успехи данный под-
ход весьма трудоемок. В связи с этим его в основ-
ном применяли для моделирования структур одно-
компонентных материалов (как правило, кремния
и германия) [10, 11].

Значительный прорыв в данном вопросе про-
изошел при комбинировании методов с использо-
ванием кинетического уравнения с первопринцип-
ными расчетами [8, 9, 12]. При этом требуемые
характеристики фононов могут быть получены
не из аппроксимации экспериментальных дан-
ных, а из первопринципных квантово-механиче-
ских расчетов, что значительно повышает точность
вычислений, открывает возможности эффектив-
ного предсказания свойств моделируемых ма-
териалов, минимизируя различные допущения.
Данные, которые получают, — это координаты
базисных атомов кристаллической ячейки, меж-
атомные силовые константы для моделирования
двухфононных взаимодействий, межатомные сило-
вые константы для моделирования трехфононных

взаимодействий, диэлектрический тензор и эффек-
тивные заряды Борна для неаналитического попра-
вочного члена.

Более точное моделирование можно получить
с использованием методов молекулярной динами-
ки, однако это сопряжено с высокой вычислитель-
ной сложностью и нетривиальной задачей подбора
оптимального потенциала [13, 14] и значений его
параметров под конкретный материал.

Рассмотрим вычисление эффективного коэф-
фициента теплопроводности бинарной гетеро-
структуры на примере сверхрешетки GaAs/AlAs.
Для этого применим подход, описанный в рабо-
те [8]. Расчет ведется в приближении виртуального
кристалла [15, 16], коэффициент релаксации имеет
вид:

1

τ0λ
=

1

τ3ph+λ

+
1

τ3ph−λ

+
1

τa
λ

+
1

τb
λ

.

Здесь λ — обобщенный индекс (фононная мода),
который объединяет информацию по поляризации
фононов p и по волновому вектору q [16]; τ3ph+λ

описывает процессы адсорбции: один фонон из
двух падающих [15, 16]; τ3ph−λ описывает процессы
эмиссии, в ходе которых один падающий фонон
разделяется на два [15, 16], τa

λ — сплавной член,
зависит от послойного распределения компонен-
тов [17]; τb

λ — барьерный член [17].
Рассматривается послойное распределение ма-

териала. Для моделирования распределения ма-
териалов при росте сверхрешетки использовалась
модель Мураки [18]:

⌣

X(i) =







1 , i < 1 ;

1− φ
(
1− Ri

)
, 1 ≤ i ≤ nML ;

1− φ (1− RnML)Ri−nML , i ≥ nML .

Здесь R — варьируемый параметр модели; nML —
число монослоев первого материала в периоде
сверхрешетки.

Схема расчета параметров релаксации представ-
лена на рис. 1.

Для расчета эффективного коэффициента теп-
лопроводности использовалась модель модального
подавления [18]:

κ(L) =
∑

λ

SλCλ‖vλ‖˜λ cos
2 (θλ) .

Здесь

Sλ =
1

1 + 2Kλ
; ˜λ = ‖vλ‖τ0λ ; Kλ =

˜λ (cos(θλ))

L
;

Cλ =
kB

NŸ

~ωλ

kBT
f0(f0 + 1), f0 = f0(ωλ, T );

θλ — угол между групповой скоростью vλ фононной
моды λ и осью теплопереноса.
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Рис. 1 Схема расчета параметров релаксации сверхрешетки

3 Формирование обучающей
выборки

Обучающая выборка сформирована по результа-
там расчетов эффективного коэффициента тепло-
проводности в пакете Alma BTE с варьированием
следующих параметров:

R — параметр модели Мураки, отвечающий за по-
слойное распределение материалов в периоде
сверхрешетки, варьировался от 0 до 0,9;

x — число монослоев первого материала (GaAs),
варьировалось от 1 до 20;

y — число монослоев второго материала (AlAs),
варьировалось от 1 до 20;

T — температура окружающей среды, варьирова-
лась от 100 до 500 K;

L — толщина сверхрешетки, варьировалась от 1 нм
до 100 мкм.

4 Многомасштабная композиция
для моделирования
теплопроводности
в слоистых структурах

В данной работе при построении многомас-
штабной композиции для моделирования тепло-
проводности в слоистых структурах используются
подходы, разработанные ранее и представленные
в [3, 4].

Покажем, как с помощью данной техноло-
гии при решении задачи о применении интегра-
ционных подходов к моделированию теплопро-
водности в слоистых структурах из конкретных
базовых моделей-композиций (БК) составляются

многомасштабные композиции (МК) — вычисли-
тельные аналоги многомасштабных моделей, пе-
редающие информационную сущность многомас-
штабных вычислительных процессов [3, 4]. При
описании многомасштабной композиции и ба-

зовых моделей-композиций, например MC
Ai

ai

1,1 :{

V
Ai

ai

0 , X
Ai

ai

0 ,MA
Ai

ai

0

}

, представляющих собой од-

нопараметрическое семейство множеств разного
структурного типа, объединенных в общем вычис-

лительном процессе, где V
Ai

ai

0 — множество вход-

ных данных; X
Ai

ai

0 — множество выходных данных;

MA
Ai

ai

0 — множество, состоящее из моделей и алго-
ритмов, используем упрощенную форму записи:

MC
Ai

ai

1,1 :

{

V
Ai

ai

0 , X
Ai

ai

0 ,MA
Ai

ai

0

}

=MC
Ai

ai

1,1 .

Рассмотрим расчет теплопроводности бинарной
гетероструктуры GaAs/AlAs для разных периодов
сверхрешетки. При построении многомасштабной
композиции

MK
(Ai

ai
Aj

aj
/Ak

ak
Aj

aj
)

0,1,2 =MK
(GaAs/AlAs)
0,1,2

выделим три масштабных уровня (0, 1, 2) и исполь-
зуем следующие обозначения.

Базовая модель-композиция —MC
Ai

ai

0 (i — но-
мер элемента в таблице Менделеева), поставим ей
в соответствие:

El310 — экземпляр для описания характеристик
химического элемента Ga (i = 31);

El330 — экземпляр для описания характеристик
химического элемента As (i = 33);

El130 — экземпляр для описания характеристик
химического элемента Al (i = 13);
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MCGaAs1,1 — экземпляр соответствующей БК для
расчета кристаллохимической структуры GaAs;

MCAlAs1,1 — экземпляр БК для расчета кристалло-
химической структуры AlAs;

MCGaAs1,2 — экземпляр БК для квантово-механи-
ческого расчета GaAs;

MCAlAs1,2 — экземпляр БК для квантово-механиче-
ского расчета AlAs;

MC
GaAs/AlAs
2,3 — экземпляр БК для решения урав-

нения Больцмана;

K
GaAs/AlAs
2,4 — экземпляр композиции (формиру-
ется за счет объединения БК с одного мас-
штабного уровня, в данном случае — 2-го) для
определения регрессионной функции.

Общее представление о распределении БК по
масштабным уровням, задействованным в вычис-
лительном процессе, показано в таблице.

Покажем, как организован вычислительный
процесс.

На нулевом масштабном уровне с помощью БК
MC10 «АТОМ » задаются основные данные по хими-
ческим элементам, входящим в состав соединений,
участвующих в вычислительном процессе (атом-
ный номер химического элемента, масса атома,
заряд ядра, радиус атома, электронная конфигу-
рация, структура решетки и др.). В данном случае
формируются экземпляры БКMC0 «АТОМ GA310 »,
MC0 «АТОМ As330 » иMC0 «АТОМ Al130 ».

К первому масштабному уровню отнесены БК
MC11 «КРИСТАЛЛОХИМИЧЕСКАЯ ФОРМУЛА»
и MC21 «КВАНТОВО-МЕХАНИЧЕСКАЯ ЯЧЕЙ-
КА». C их помощью данные, полученные с нуле-
вого масштабного уровня из MC0«АТОМ Ga310 »,
MC0«АТОМ As330 » и MC0«АТОМ Al130 », переда-
ются на квантово-механический уровень, перво-
начально в MC11 «КРИСТАЛЛОХИМИЧЕСКАЯ

ФОРМУЛА», где, используя знания о химиче-
ском составе и кристаллографической структуре,
определяется кристаллохимическая структура со-
единения (метрические параметры кристалличе-
ской решетки, координаты базисных атомов и др.).
Данная БК программно реализована в двух расчет-
ных модулях (модель «Плотная упаковка» и про-
граммный комплекс Materials Studio (https://www.
3dsbiovia.com/products/collaborative-science/biovia-
materials-studio)).

Далее полученные в ходе вычислительного про-
цесса данные передаются в БК MC21 «КВАНТО-
ВО-МЕХАНИЧЕСКАЯ ЯЧЕЙКА». Данная БК
программно реализована в двух расчетных моду-
лях (программный комплекс VASP (https://www.
vasp.at) и пакет программ с открытым кодом Quan-
tum Espresso (https://www.quantum-espresso.org)).
Здесь на базе квантово-механической теории по
каждому слою бинарной гетероструктуры уточня-
ются параметры кристаллической решетки, рассчи-
тывается электронная плотность [7], полная энер-
гия для заданной конфигурации базисных атомов,
значения диэлектрических тензоров, эффективные
заряды Борна, силовые константы 2-го и 3-го по-
рядка рассчитываются как производные соответст-
вующих порядков от энергии.

На втором масштабном уровне, используя дан-
ные, полученные на предыдущем уровне, применя-
ется модель «виртуального кристалла», в которой
двухслойная структура рассматривается как сплав,
однако при этом дополнительно учитывается по-
слойное распределение материалов (модель Мура-
ки) [17]. Для расчета теплопроводности использует-
ся уравнение Больцмана с добавлением барьерного
члена для учета приближения времени релаксации.
Базовая модель-композиция MC32 «УРАВНЕНИЕ
БОЛЬЦМАНА» программно реализована в расчет-
ном модуле, в основе которого лежит комплекс
AlmaBTE (https://almabte.bitbucket.io).

Базовые модели-композиции, входящие в составMK
(Ai

ai
Aj

aj
/Ak

ak
Aj

aj
)

0,1,2

№
масштаб-

ного
уровня

Обозначение и название БК
Название масштабного

уровня

0 MC
Ai

ai
0 =MC0 «АТОМ Ai

0»
Уровень

химических элементов

1
MC

Ai
ai

Aj
aj

1,1 =MC11 «КРИСТАЛЛОХИМИЧЕСКАЯ ФОРМУЛА»

MC
Ai

ai
Aj

aj

1,2 =MC21 «КВАНТОВО-МЕХАНИЧЕСКАЯ ЯЧЕЙКА»

Квантово-механический
уровень

2
MC

GaAs/AlAs
2,3 =MC

Ai
ai

Aj
aj

/Ak
sk

Aj
aj

2,3 =MC32 «УРАВНЕНИЕ БОЛЬЦМАНА»

K
GaAs/AlAs
2,4 =K

Ai
ai

Aj
aj

/Ak
ak

Aj
aj

2,4 = K4
2 «АППРОКСИМАЦИОННАЯ МОДЕЛЬ»

Наноуровень
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Рис. 2 Схематическое представление многомасштабной композицииMK
(Ai

ai
Aj

aj
/Ak

ak
Aj

aj
)

0,1,2 для моделирования теп-
лопереноса в слоистой структуре GaAs/AlAs

В результате расчетов получаем значения эф-
фективного коэффициента теплопроводности для
двухслойной структуры в зависимости от периода
(числа слоев GaAs и AlAs, т. е. распределения ве-
щества) бинарной структуры, от ширины образца,
от температуры внешней среды. Формируем набор
расчетных данных, варьируя внешнюю температуру
(например, от 100 до 500 K), меняем размеры пери-
ода, распределение веществ в наногетероструктуре
GaAs/AlAs, общую ширину сверхрешетки. Расчеты
проводятся во вложенных циклах, таким образом
собирается выборка.

Полученные наборы данных передаются
в экземпляр композиции K

GaAs/AlAs
24 , которая фор-

мируется за счет объединения БК с одного мас-
штабного уровня, в данном случае 2-го, и слу-
жит для определения регрессионной функции,
описывающей функциональную зависимость из-
менения эффективного коэффициента теплопро-
водности бинарной структуры от варьируемых
параметров. Определяется область допустимых
значений, которые может принимать искомая
функция. Используются программные модули,
в основе которых лежат пакеты TensorFlow (https://
www.tensor§ow.org/) и PyTorch (https://pytorch.org).
На рис. 2 представлена архитектурная схема рас-
четных модулей многомасштабной композиции

MK
(Ai

ai
Aj

aj
/Ak

ak
Aj

aj
)

0,1,2 и основные потоки данных.

5 Результаты вычислений,
выводы

Были построены нейросетевые модели для рас-
чета эффективного коэффициента теплопровод-
ности для слоистых структур — сверхрешеток
GaAs/AlAs с разными периодами слоев. Данные
для обучения были сгенерированы в программном
пакете AlmaBTE 1.3.2, параметры материалов по-
лучены из открытой базы данных проекта. Вы-
борка формировалась для различных комбинаций
содержания GaAs и AlAs, толщин пленок, пери-
одов сверхрешетки. Полученный массив данных
был разделен на 3 части: 60% для обучения ней-
росетей, 20% для валидации (во избежание пере-
обучения) и 20% как тестовая выборка для оцен-
ки результирующей точности обученных моделей.
Оптимизация нейросетей велась с использовани-
ем алгоритма RMSprop с шагом 0,0001 в среде
Tensorflow 2.3.

В качестве модели для расчета использовались
многослойные нейронные сети прямого распро-
странения. В работе были рассмотрены сети с раз-
личным числом скрытых слоев, также проведены
сравнения для варьирующего числа нейронов и рас-
пространенных активационных функций. Полу-
ченные в результате обучения сети сравнивались по
среднеквадратичной ошибке. Относительная сред-
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неквадратичная ошибка при этом составила поряд-
ка 3%–5%, что позволяет говорить о достаточно
хорошей точности выбранного подхода.

Разработанные подходы могут быть использо-
ваны при решении обратных задач для предска-
зательного моделирования структурных характери-
стик слоистых материалов с заданными значениями
эффективного коэффициента теплопроводности.
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О ЦИФРОВОЙ ГРАМОТНОСТИ И СРЕДАХ ЕЕ ФОРМИРОВАНИЯ∗

В. Б. Бетелин1, А. Г. Кушниренко2, А. Л. Семенов3, С. Ф. Сопрунов4

Аннотация: Цифровая грамотность становится ключевой характеристикой личности человека XXI в. Ее
можно и нужно формировать с раннего возраста. Цифровые среды могут быть средами достижения
предметных, метапредметных и личностных образовательных результатов. В работе анализируется оте-
чественный и международный опыт в данном направлении начиная с 1960-х гг., приводится система
принципов, обеспечивших эффективность для образовательных целей цифровых сред и систем, разра-
ботанных под руководством и при участии авторов. Эти среды и системы эффективно используются
сегодня в РФ в формировании у детей раннего возраста цифровой грамотности и основы для computational

thinking — системного мышления XXI в. В статье приводится обзор результатов, полученных в данном
направлении. Специальное внимание уделяется проблеме визуализации и представления в реальном
мире алгоритмических процессов и задающих их программ.
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1 Формирование идеи цифровой
грамотности и конструирование
сред ее достижения

Успешные попытки обучения школьников про-
граммированию начались в СССР в начале 1960-х гг.
Это обучение велось в специально набранных стар-
ших классах, которые позже назвали «математи-
ческими», декларировалось как профессиональная
подготовка и сочеталось с углубленной подготов-
кой по математике. Вели занятия не школьные
учителя, а внешние специалисты [1]. О переносе
подобной методики в начальную школу не могло
быть и речи.

Другие подходы к освоению детьми цифрового
мира, о развитии которых пойдет речь в настоящей
статье, возникли в конце 1960-х гг. Тогда Симор
Паперт, математик, программист, психолог (уче-
ник Ж. Пиаже) и педагог, работал в Массачусетском
технологическом институте над проблемами искус-
ственного интеллекта. Вместе с Марвином Мин-
ским он написал книгу «Персептроны» о машин-
ном обучении, когда для этой технологии еще не
было материальной базы. В 1967 г. коллеги Папер-
та (при его участии) из большой корпорации BBN

(живущей, в основном, оборонными заказами) со-
здали для развития детей язык программирования
Лого (на базе языка Лисп). Паперт включил в язык
команды управления рисующим на полу роботом,
«экранный аватар», который потом прославился
как Черепашка Лого. Это задало подход к препо-
даванию программирования детям как элемента их
общего развития. В мемориальной статье [2] гово-
рится: «Добавленная 〈Папертом〉 к Лого черепаш-
ка, управляемая компьютером на экране и на полу,
обеспечила визуализацию и овеществление процес-
сов программирования и осмысленность их резуль-
татов. Тем самым Лого превратился в уникальную
среду для освоения алгоритмического мышления,
которой пользуются миллионы детей в десятках
стран мира».

С середины 1970-х гг. А. П. Ершов с коллегами
в ВЦ СО АН начал обучение школьников, в том чис-
ле — младших классов, программированию в мик-
ромирах «Дежурик» и «Маляр» [3]. К 1981 г. его
представления о роли программирования (сегодня
бы сказали — цифровой грамотности) оформились
в виде лозунга «Программирование — вторая гра-
мотность», ставшего названием его исторического
доклада в Лозанне [4, 5].
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О цифровой грамотности и средах ее формирования

С. Паперт был убежден, что использование ком-
пьютеров совершит переворот в образовании. Его
книга Mindstorms (1980 г.) оказала огромное вли-
яние на образовательное сообщество всего мира,
не исключая и СССР (приблизительный русский
перевод издан в 1988 г.) [6]. В нашу страну по при-
глашению А. Л. Семенова Паперт приехал в конце
1980-х гг.; с ним авторов настоящей публикации
связала многолетняя дружба.

За истекшие годы в мире были разработаны
сотни реализаций Черепашки. В России распро-
странение Лого началось с работы Ю. А. Пер-
вина в Новосибирске. Большую популярность
получили системы программирования LogoWriter
и ЛогоМиры — российские адаптации англоязыч-
ных продуктов компании Logo Computer Systems
Inc., разработанные под руководством А. Семено-
ва и С. Сопрунова в Институте новых технологий
(ИНТ). ЛогоМиры продолжают активно использо-
ваться и сегодня [7, 8]. Одной из самых распро-
страненных сред для раннего изучения програм-
мирования стал Scratch, разработанный учениками
и коллегами Паперта [9].

Черепашка Паперта «живет» в своем «микроми-
ре», где ученик управляет ей и ее учит. В 1970–
1980-х гг. в нескольких образовательных центрах
мира началось использование разнообразных «мик-
ромиров» учения. В частности, в Стенфорде Ричард
Паттис изобрел исполнителя Karel The Robot и на-
звал его в честь Карела Чапека [10]. Роботы, «жи-
вущие» в клетчатой среде, c 1980 г. использовались
в курсе программирования на мехмате МГУ [11]
(первая версия — «Путник»).

Новый этап в развитии цифровой грамотности
в нашей стране начался историческим Постано-
влением ЦК КПСС и Совета Министров СССР
от 28 марта 1985 г. № 271 «О мерах по обеспече-
нию компьютерной грамотности учащихся средних
учебных заведений и широкого внедрения элект-
ронно-вычислительной техники в учебный про-
цесс» [12], позволившим нашей стране опередить
весь мир в тотальной цифровизации школы. В под-
готовке Постановления А. П. Ершов сыграл ключе-
вую роль. Во всех старших классах СССР началось
изучение обязательного предмета «Основы инфор-
матики и электронно-вычислительной техники».
Система программирования «КуМир», основанная
на микромире «Робот в лабиринте» и др., была ре-
ализована усилиями МГУ и Академии наук СССР
(ВНТК «Школа-1», руководитель Е. П. Велихов,
зам. руководителя А. Л. Семенов) и стала цент-
ром основополагающего учебника информатики
для старших классов СССР [13], затем использо-
валась в учебниках для учащихся 5–11 классов Рос-
сии [14–16]. В начале 2010-х гг. по инициативе чле-

нов Научно-методического совета ФИПИ по ин-
форматике (А. Л. Семенов, А. Ю. Уваров, С. Г. Анд-
реев, В. А. Галкин, Г. И. Савин, председатель НМС
В. Б. Бетелин) в варианты государственной итого-
вой аттестации по информатике стали включаться
задачи, использующие исполнителя «Робот», до-
ступные школьникам с минимальной подготовкой
по программированию. Реализация в НИИСИ
РАН свободно распространяемой версии проекта
«КуМир» [17] сделала возможным решение подоб-
ных задач на любых школьных и домашних ком-
пьютерах.

2 Естественный возраст
формирования цифровой
грамотности

Развитие информационных технологий, цифро-
визация быта, образования, науки и экономики
привели к общемировой тенденции дальнейшего
понижения возраста знакомства детей с информа-
тикой и программированием вплоть до дошкольно-
го возраста [18]. Именно об этом говорили С. Па-
перт и А. П. Ершов более 40 лет назад.

В России эта тенденция проявляется как ран-
нее знакомство детей с обрамляющими програм-
мирование информатикой и математикой. Цент-
ральное место при этом занимают не числовые,
а символические и комбинаторные аспекты объек-
тов и процессов окружающего мира. В частности,
в действующем федеральном государственном
образовательном стандарте начального общего
образования [19] описываются «предметные ре-
зультаты освоения основной образовательной
программы начального общего образования по ма-
тематике и информатике: овладение основами ло-
гического и алгоритмического мышления. . . уметь
действовать в соответствии с алгоритмом и стро-
ить простейшие алгоритмы, исследовать, распозна-
вать и изображать геометрические фигуры, работать
с таблицами, схемами, графиками и диаграммами,
цепочками, совокупностями».

Общий взгляд на проблемы реализации
в школьной программе computational thinking —
основ информатики, алгоритмики и программиро-
вания — изложен в статье А. Л. Семенова [20]. Под
его руководством за последние 30 лет для начальной
школы были подготовлены программы и учебно-
методические комплексы для курсов «Информати-
ка» и «Информатика и математика». Очередная
версия учебника «Информатика. 1–4 классы» из-
дана в 2019 г. [21]. В начальной школе России, как
правило, один учитель ведет б‚ольшую часть пред-
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метов, он может для изучения математики, инфор-
матики и технологии использовать общий ресурс
учебного времени, для освоения компьютера ис-
пользовать уроки русского языка и искусства и т. п.
Возможны различные варианты работы, в том числе
«бескомпьютерный». При интеграции программи-
рования в визуальных средах типа обсуждаемых ни-
же ПервоЛого и ПиктоМира, модуль информатики
занимает, в среднем, около 2 ч в неделю, что дает
вариант целостного освоения языковой, числовой
и цифровой грамотности в начальной школе.

Осознание программирования уже не как «вто-
рой» грамотности, а как важнейшего элемента
комплексной грамотности XXI в. приводит к идее
микромира, работа с которым не предполагает
«текстовой» грамотности. А. Л. Семенов в 1990-е гг.
предложил создать версию Лого, не использующую
словесной и числовой грамотности, как они обыч-
но понимаются, а помогающую ребенку осваивать
различные грамотности одновременно и парал-
лельно. Эта идея была реализована коллективом
С. Ф. Сопрунова в проекте ПервоЛого (LogoFirst,
IconLogo), высоко оцененном С. Папертом [22].
В ПервоЛого все команды задаются пиктограмма-
ми (icons). Например, поворот Черепашки вправо
на 50◦, который в Лого представляется как: напра-
во 50, в ПервоЛого задается поворотом штурвала,
одна из ручек которого помечена красным. Число
в центре штурвала возникает автоматически при
повороте или может задаваться учеником, и тогда
штурвал повернется в соответствии с числом (см.
рисунок).

Когда ребенок использует эту команду для
управления Черепашкой, он одновременно осва-
ивает плоскую геометрию и начинает сопоставлять
числа с геометрическими величинами. Использо-
вание ПервоЛого в школах России показало пра-
вильность исходной идеи параллельного освоения

Команда «направо 50» в ПервоЛого

различных видов грамотности: словесной, число-
вой, алгоритмической, пространственно-геомет-
рической.

В последнее десятилетие идея визуальной,
бестекстовой среды освоения алгоритмического
мышления была реализована группой учебной ин-
форматики А. Г. Кушниренко – А. Г. Леонова под
научным руководством академика В. Б. Бетелина
в системе ПиктоМир как развитие в направлении
младших возрастов идеи КуМира [23].

Еще одним шагом стало создание «овеществлен-
ных» сред программирования, где и Черепашка
может перемещаться по полу, и программа может
составляться из «кубиков» тоже на полу (или на
столе), рисоваться на бумаге и т. д. Той же группой
А. Г. Кушниренко – А. Г. Леонова был разработан
и прошел апробацию в детских садах учебно-мето-
дический комплекс «Алгоритмика для дошколят»,
в основе которого лежит управление реальным ро-
ботом-машинкой Ползуном. Программу ребенок
составляет на столе из кубиков с нарисованными
на гранях пиктограммами команд и конструкций
языка. Собранная из таких кубиков программа фо-
тографируется, фотография распознается компью-
тером и переводится в звуковые команды, которые
слышит и выполняет Ползун [24].

О разнообразии подобных исполнителей можно
судить, например, по примерам реального исполь-
зования программируемых роботов в российских
детских садах на портале ÍÁÁÍ.ÒÕ [25]. Один из
самых популярных детских роботов Bee-Bot [26]
программируется на корпусе робота-«пчелки». Ро-
боты Ozobot [27] следуют нарисованной линии, при
этом на самой линии могут цветом кодироваться
действия.

В работе [24], подготовленной с участием ря-
да авторов настоящей статьи, подчеркивается еще
одно важное свойство роботоподобных овеще-
ствленных исполнителей — их использование по-
зволяет построить четкую, наглядную, доступную
шестилеткам-семилеткам систему научных поня-
тий (больших идей, см. далее) программирования.

3 Задачи цифровой грамотности

Основная цель общего образования сегодня —
формирование навыков XXI в. и общая ориента-
ция в мире, позволяющая осознавать потребность
в конкретных знаниях (включая умения, навыки)
и получать эти знания (при необходимости форми-
руя у себя умения и навыки). Б‚ольшая часть «навы-

ков XXI в.» оказывается более древней и присущей
образованному человеку системой, чем остальная
часть результатов образования века XX. К таким
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навыкам относится само умение учиться, понимать
другого человека, ставить цели и анализировать не-
удачи и т. п. Ориентация в мире меняется быстрее,
и особенно быстро — сейчас. К ней относятся так
называемые большие идеи разного высокого уров-
ня общности, например общее понятие энергии,
наследственности, возможности математического
описания физических процессов и т. п. Концепция
большой идеи (Big Idea) возникла в естественно-на-
учном образовании как оппозиция к «гор‚е фактов».
Большая идея — это часть представления человека
о мире, без которой представление в целом, по-
ведение в мире становятся другими. Все более
необходимыми для ориентации становятся боль-
шие идеи цифровой грамотности. Способность ис-
пользовать ориентацию, вместе с формирующейся
в информатике способностью решать совершенно
новые задачи, составляют основу пре-адаптивности
(А. Г. Асмолов).

И навыки XXI в., и ориентация в мире должны
формироваться в конкретной интересной и важной
для ученика деятельности — созидании, коммуни-
кации и т. п. Конкретные среды, освоение конкрет-
ных умений и навыков, приобретение необходимых
знаний важны в первую очередь не сами по себе,
а как элементы пути формирования более общих
результатов. «Образование — это то, что остается,
когда мы уже забыли все, чему нас учили», как, воз-
можно, сказал Джордж Галифакс (XVII в.) и, судя
по цитатам, многократно повторяли крупнейшие
физики XX в. (например, Макс фон Лауэ).

Особенно этот подход актуален сегодня, когда
учится, общается, действует и живет не сам по
себе человек (взрослый или ребенок), а человек рас-

ширенный, способный в мире что-то делать, обра-
щаясь, кроме ресурсов собственного организма,
к цифровым ресурсам (источникам, инструментам,
средам и сервисам) и через них присваивающий
культуру человечества [28].

На взгляд авторов, основой для computational

thinking, как и для цифровой компетенции (даже если
различать эти понятия), должны быть осознание себя
(как и других) как человека расширенного и эффектив-
ная деятельность в качестве такового. И в процессе
образования следует адресоваться к такому расши-

ренному человеку, к его расширенному сознанию.

Современный контекст информатики — про-
граммирования в широком, «ершовском» смысле —
позволяет:

(1) формировать многие из ключевых навыков
XXI века, в том числе относящихся к кол-
лективной работе;

(2) интегрировать для расширенной личности циф-
ровую грамотность, прежде всего — ее большие

идеи, в общую грамотность и систему ориента-
ции в мире;

(3) делать это на конкретном материале разно-
образных, интересных, посильно трудных за-
дач с высоким уровнем индивидуальной но-
визны для ученика.

При этом конкретные среды, в которых идет до-
стижение указанных целей (1) и (2), могут быть
различными. Условие (3) может достигаться по-
разному, в комбинации различных факторов:

– интеллектуальный вызов — понятная новая за-
дача с неочевидным, неожиданным решением;

– эмоциональная сторона — эстетическая при-
влекательность картин, разворачивающихся на
экране, вовлеченность в игровые ситуации,
отождествление с персонажами;

– связь со взрослой жизнью — сходство твоего
программирования с профессиональным, про-
фессиональная ориентация, польза в будущем,
а иногда и оплачиваемая работа сейчас.

4 Роль среды. Язык
программирования

Представленная перспектива стояла перед ав-
торами и тогда, когда под руководством Андрея
Петровича Ершова проектировались уже упомяну-
тые в связи с Постановлением ЦК и СМ процессы.
Одним из принципиальных решений было макси-
мальное упрощение синтаксиса языка программи-
рования, приближение его по экономности средств
к обычному математическому языку, б‚ольшая, чем
в математическом языке, логичность. Реализацией
языка занималась группа В. Б. Бетелина и А. Г. Куш-
ниренко. Рабочая гипотеза тогда состояла в том,
что именно такой минимальный, базовый, логич-
но построенный Школьный алгоритмический язык
и должен стать важнейшим компонентом цифровой
грамотности.

В последующие десятилетия ядро языка остава-
лось стабильным, развивалась система программи-
рования на его основе, включающая структурный
редактор, средства пошагового исполнения и от-
ладки. Сегодня эта система обеспечивает учаще-
гося максимальным комфортом в разработке и от-
ладке программ. Жизнь показала плодотворность
такого подхода. Обладая сформированной алгорит-
мической грамотностью, можно осваивать новые
конструкции и языки других систем программи-
рования. Но при этом, как и для других видов
грамотности, решается задача охвата грамотностью
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всех детей, что и подразумевается в лозунге Ер-
шова. На завершающем этапе общего образова-
ния — в старшей школе, которая строится как про-
фильная, — дальнейшее формирование цифровой
компетенции идет различными путями. Для уча-
щихся c уже сформированной цифровой грамот-
ностью, освоивших большие идеи информатики,
этого достаточно для дальнейшего образования
и ориентации в мире. При подготовке будущих
математиков основой служит Школьный алгорит-
мический язык и его реализация в КуМире, где мо-
гут строиться алгоритмы работы с математически-
ми объектами, при необходимости с добавлением
новых структур данных и исполнителей. Одновре-
менно формируется культура работы c цифровыми
инструментами в математике, в том числе с систе-
мами компьютерной алгебры (пример — Wolfram
Mathematica [29]). В ИТ-профилях идет освоение
какого-нибудь «производственного» языка, напри-
мер одного из языков С, C Sharp, С++, Python
и т. п.

Остается вопрос: можно ли при формировании
начальной цифровой грамотности после вводного
дошкольного нетекстового этапа освоения програм-
мирования использовать не минимальный алгорит-
мический язык, а какой-то иной конкретный язык
программирования? Это возможно, но при этом
следует учитывать следующие факторы, в порядке
важности:

(1) простота освоения — грамотность для всех;

(2) наличие исполнителей, сразу используемых
для мотивирующего решения задач, выпол-
нения проектов;

(3) освоение конструкций популярных сегодня
языков профессионального программирова-
ния.

Первые два фактора реализованы в проекте
Лого — «языка без порога и потолка». Возмож-
ны и другие среды, специально созданные для
школы, в которых можно делать что-то интерес-
ное для школьника, ценное вне программирова-
ния. И осваивая какой-то язык, используемый вне
школы, можно сформировать базовые представле-
ния цифровой грамотности, получить опыт работы
с ними, возможно, жертвуя факторами (1) и (2).

Ситуация с исполнителями заслуживает отдель-
ного рассмотрения. Безусловно, Робот, как и Чере-
пашка, не относятся к большим идеям, ценным вне
контекста первоначального обучения программи-
рованию. Однако внутри этого контекста они за-
нимают особое положение. То, что Робота изобре-
ли, видимо, независимо в противоположных точках
глобуса, служит этому подтверждением.

5 Большие идеи цифровой
грамотности в ее системе целей

Анализ и попытки применения самого понятия
большой идеи показывают возможность и необхо-
димость классификации больших идей по широте
их применимости. Некоторые из больших идей ин-
форматики значимы и вне контекста цифровой гра-
мотности, другие универсальны в цифровой сфере,
третьи, все еще оставаясь большими идеями, при-
ложимы в более специальных контекстах.

Видимо, наиболее актуальной проблемой в па-
радигме больших идей образования становится вы-
деление больших идей для сферы искусственного ин-
теллекта и подбор учебных ситуаций, задач, проектов,
где эти идеи будут осваиваться.

6 Выводы
Опыт раннего использования программирова-

ния для формирования цифровой грамотности в на-
шей стране и за рубежом показывает критическую
важность применения визуальных и материальных
(в том числе бестекстовых) сред для развития такой
грамотности как важного элемента общего разви-
тия современного ребенка.
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educational outcomes. The work analyzes domestic and international experience in this direction, beginning in
1960s, offers a general view of the “big ideas” mastered in digital environments and provides a system of principles
that ensure the effectiveness for educational purposes of digital environments and systems developed under the
guidance with the participation of the authors, they are effectively used in the Russian Federation in the formation
of digital literacy in young children, the basis for computational thinking — systemic thinking of the XXI century.
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ЭВОЛЮЦИЯ КЛАССИФИКАЦИЙ

В НАДКОРПУСНЫХ БАЗАХ ДАННЫХ∗

А. А. Гончаров1, И. М. Зацман2, М. Г. Кружков3

Аннотация: Рассматривается задача фиксации изменений, вносимых в описания значений немецких мо-
дальных глаголов в процессе аннотирования параллельных немецко-русских текстов с использованием
надкорпусной базы данных (НБД). На примере этой задачи проанализирована специфика использова-
ния динамической классификационной системы (ДКС) в информационных системах. Специфика ДКС
состоит в том, что смысловое содержание ее рубрик может меняться в процессе аннотирования, а это не-
редко влечет за собой потребность в реклассификации ранее сформированных аннотаций с измененными
впоследствии рубриками. Основная цель статьи состоит в поиске ответов на два вопроса: (1) от каких
факторов зависит необходимость редактирования и реклассификации аннотаций, сформированных до
изменения рубрик; (2) с помощью каких операций можно вносить изменения в дефиниции рубрик ДКС.
В статье определены семь типов возможных изменений дефиниций и описаны соответствующие им
операции, применяемые к рубрикам ДКС в процессе аннотирования. Операции распределены на три
группы в зависимости от того, требуют ли они программной или экспертной реклассификации ранее
сформированных аннотаций.

Ключевые слова: динамическая классификация; фасетная классификация; реклассификация; надкор-
пусная база данных
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1 Введение

Современные компьютерные технологии и ин-
формационные ресурсы служат основой разви-
тия многих направлений лингвистической науки,
в частности корпусной лингвистики [1–4]. Одним
из таких ресурсов стали НБД (см. [5], где впер-
вые было использовано это понятие), создаваемые
в ИПИ ФИЦ ИУ РАН.

Надкорпусные базы данных можно определить
как «“надстроенный” над корпусом [текстов] ин-
формационный ресурс, позволяющий последова-
тельно фиксировать. . . употребления исследуемых
языковых единиц (ЯЕ), снабжая их описаниями,
структурированными в соответствии с задачами ис-
следования» [6]. Процесс описания употребле-
ний ЯЕ называется лингвистическим аннотиро-
ванием [7], а результатом аннотирования одного
употребления ЯЕ становится аннотация, спектр
используемых видов которых описан в [8]. Анно-
тация содержит информацию о том, к каким руб-
рикам фасетной классификации [9, 10] относится
некоторое употребление ЯЕ. Структурированность

аннотаций позволяет использовать их для получе-
ния разнообразных статистических данных [11, 12].

Одна из НБД была разработана для исследо-
вания немецких модальных глаголов (НМГ),
которые характеризуются развитой полисемией —
имеют три и более значений, согласно [13]. Соот-
ветствующая база данных далее обозначается как
НБД НМГ. Она обеспечивает аннотирование упо-
треблений НМГ, их переводов на русский язык
и переводных соответствий в целом. Материалом
исследования стали тексты параллельного немец-
кого подкорпуса Национального корпуса русского
языка (https://ruscorpora.ru/new/index.html) для на-
правления перевода «немецкий–русский» общим
объемом более 2,6 млн словоупотреблений.

В процессе аннотирования (1) отбираются пары
фрагментов параллельных текстов, где в оригина-
ле употреблен модальный глагол; (2) отобранные
фрагменты оригинала и его перевода копируют-
ся в аннотацию (табл. 1, первый и третий столбцы)
и снабжаются рубриками фасетной классификации
для оригинала, перевода и переводного соответ-
ствия (табл. 1, второй, четвертый и пятый столбцы);

∗Работа выполнена в Институте проблем информатики ФИЦ ИУ РАН при поддержке РФФИ (проекты 18-07-00192 и 20-012-
00166).

1Институт проблем информатики Федерального исследовательского центра «Информатика и управление» Российской академии
наук, a.gonch48@gmail.com

2Институт проблем информатики Федерального исследовательского центра «Информатика и управление» Российской академии
наук, izatsman@yandex.ru

3Институт проблем информатики Федерального исследовательского центра «Информатика и управление» Российской академии
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Таблица 1 Пример аннотации, сформированной в НБД НМГ

Контекст НМГ
в оригинале

Коды рубрик
оригинала

Перевод
на русский язык

Коды рубрик
перевода

Коды рубрик
переводного
соответствия

Soll ich Gef�uhle, einen
Glauben heucheln, die
ich nicht habe?
[H. B�oll. Ansichten
eines Clowns (1963)]

sollen
〈sollen-10〉
〈Praes〉 〈1sg〉
〈+Inf I〉
〈Inversion〉
〈Interrog〉

— Хотите, чтобы я притворялся
верующим, изображая чувства,
которых у меня нет?
[Г. Белль. Глазами клоуна (пер.
Л. Б. Черная, 1964)]

〈хотеть〉
〈Praes〉
〈Вы〉
〈+Subord + «чтобы»〉
〈Interrog〉

SubjCh

Примечания.
Расшифровка кодов рубрик оригинала:

– sollen — в данном контексте исследуемым модальным глаголом немецкого языка является «sollen»;
– 〈sollen-10〉 — глагол «sollen» употреблен в десятом значении согласно порядку описания значений в словарной статье в [13];
– 〈Praes〉 — глагол употреблен в форме настоящего времени изъявительного наклонения;
– 〈1sg〉 — глагол употреблен в форме первого лица единственного числа;
– 〈+Inf I〉 — глаголу подчинен инфинитив настоящего времени (см. слово «heucheln» в оригинале, выделенное курсивом);
– 〈Inversion〉 — инверсия подлежащего и сказуемого, т. е. сказуемое — в данном случае модальный глагол — занимает

начальную позицию в предложении;
– 〈Interrog〉 — глагол употреблен в вопросительном предложении.

Расшифровка кодов рубрик перевода:

– 〈хотеть〉 — носителем модального значения, передающего значение немецкого модального глагола в переводе на русский
язык, служит глагол «хотеть» (в аннотации символом « » отмечаются носители модального значения в русском языке);

– 〈Praes〉 — глагол употреблен в форме настоящего времени изъявительного наклонения;
– 〈Вы〉 — глагол употреблен в форме второго лица множественного числа для вежливого обращения к одному лицу;
– 〈+Subord + «чтобы»〉— глаголу подчинено придаточное предложение, присоединенное с помощью союза «чтобы» («чтобы

я притворялся верующим. . .»);
– 〈Interrog〉 — глагол употреблен в вопросительном предложении.

Расшифровка кодов рубрик переводного соответствия:

– SubjCh — при переводе подлежащее при модальном глаголе было изменено (в оригинале — «должен ли я», в переводе —
«хотите [ли Вы]»).

(3) затем сформированная аннотация записывается
в НБД НМГ (подробнее о методологии аннотиро-
вания в НБД см. [6]).

Примерами фасетов, которые используются для
аннотирования немецкоязычного оригинала, слу-
жат:

(1) грамматическое время, например: 〈Praes〉 —
настоящее время изъявительного наклонения;
〈Praet〉 — простое прошедшее время изъяви-
тельного наклонения и т. д.;

(2) форма лица и числа, например: 〈1sg〉 — 1-е
лицо ед. числа; 〈1pl〉 — 1-е лицо множ. числа;
〈2sg〉 — 2-е лицо ед. числа и т. д.;

(3) значение НМГ: в качестве отправной точ-
ки в этот фасет были внесены все описания
значений рассматриваемых модальных глаго-
лов в соответствии с немецко-русским сло-
варем [13], например: 〈sollen-01〉 — первое

значение глагола «sollen»; 〈m�ussen-01〉 — пер-
вое значение глагола «m�ussen»; 〈m�ussen-02〉 —
второе значение глагола «m�ussen» и т. д.

Классификационная система, используемая
в процессе аннотирования, отражает состояние
знания лингвистов на определенные моменты вре-
мени. В процессе работы их знания могут меняться,
что иногда влечет и перераспределение классифи-
цируемых объектов по классам. Все это необходимо
отражать в самой классификационной системе.

Цель настоящей статьи заключается в описа-
нии (1) специфики динамических классификаций;
(2) типов возможных изменений рубрик этих клас-
сификаций на примере фасета «Значения немецких
модальных глаголов» («Значения НМГ»); (3) свя-
занных с такими изменениями потребностей в ре-
дактировании ранее сформированных аннотаций
и их реклассификации1. Средства отражения дина-
мики этих изменений в НБД обсуждаются в мини-

1О классификации и, соответственно, реклассификации аннотаций представляется возможным говорить потому, что сово-
купности рубрик, присваиваемых аннотациям, представляют собой классификационные коды (подобные кодам Универсальной
десятичной классификации), отражающие содержание оригинала, перевода и переводного соответствия этих аннотаций. Так,
классификационный код аннотации из табл. 1 будет включать коды рубрик из столбцов 2, 4 и 5 этой таблицы. Следовательно, при
изменении дефиниции одной из рубрик соответствующим образом изменятся содержание аннотации и, возможно, ее код.
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мальной степени, так как их планируется детально
рассмотреть в отдельной статье.

2 Эволюция классификационных
систем и реклассификация

Классификационные системы делятся на две
категории — статические и динамические — в зави-
симости от потенциальной возможности измене-
ния рубрик на рассматриваемом интервале време-
ни. Рассмотрим различия между ними на примере
лингвистического аннотирования ЯЕ, выполня-
емого в течение заданного интервала времени.

Статическая классификационная система (СКС)
остается неизменной на протяжении всего заданно-
го интервала времени и должна содержать полный
перечень необходимых рубрик до начала анноти-
рования. Если же при аннотировании возника-
ет потребность включить в СКС новые рубрики
и/или изменить существующие, то это можно сде-
лать только по окончании заданного интервала вре-
мени. Поэтому до его окончания неполнота СКС
может привести к появлению незавершенных ан-
нотаций или аннотаций с нерелевантными рубри-
ками, которые не позволяют адекватно представить
аннотируемый материал.

Чтобы избежать появления незавершенных
и нерелевантных аннотаций, можно использовать
динамическую классификационную систему, которая
допускает внесение изменений в существующие
рубрики и добавление новых рубрик в течение ин-
тервала времени аннотирования. Использование
ДКС обусловлено динамикой знания лингвистов
в процессе проведения ими исследований в области
корпусной семантики. Поскольку НБД ориенти-
рованы именно на отражение динамики, то кон-
цепция, лежащая в основе проектирования НБД,
в общем случае предполагает использование фасет-
ных динамических классификаций, которые можно
редактировать в процессе лингвистического анно-
тирования [8, 10].

Эксперимент по аннотированию значений НМГ
показал, что знание лингвистов об этих значениях
действительно достаточно часто меняется в про-
цессе работы с НБД [14]. Хотя большинство ис-
пользуемых при аннотировании фасетов класси-
фикации стабильны и не изменяются в процессе
работы (грамматическое время, лицо, число и т. д.),
фасет, обеспечивающий аннотирование семантики
употребления и значений НМГ, таковым не являет-
ся. Рубрики именно этого фасета находятся в цен-
тре внимания проводимых с использованием НБД
исследований, так как «уточнение номенклатуры
значений немецких модальных глаголов и условий

их реализации» обозначено в качестве одной из це-
лей создания НБД НМГ [15, с. 173] (подробнее об
аннотировании НМГ см. [15, с. 175–181]).

Лингвисты в ходе аннотирования текстов парал-
лельного немецкого подкорпуса нередко сталкива-
ются в этих текстах с примерами использования
модальных глаголов, которые не соотносятся ни
с одним из ранее описанных значений этих гла-
голов. Поэтому в интересах завершенности анно-
тирования они вырабатывают новые или уточняют
существующие дефиниции значений прямо в про-
цессе семантического анализа таких примеров, ис-
пользуя ДКС. Иными словами, знание лингвистов
об исследуемых ЯЕ эволюционирует в процессе ан-
нотирования, что влечет за собой изменение де-
финиций рубрик ДКС. Результатом ее применения
становятся не только более точные и завершенные
аннотации, но и обновленная ДКС, отражающая
обнаруженное в ходе аннотирования и эксплици-
рованное новое лингвистическое знание.

Существенная особенность использования ДКС
заключается в том, что изменения дефиниций руб-
рик могут потребовать редактирования соответ-
ствующих полей тех аннотаций, которые включали
рубрики ДКС с предыдущими версиями их дефи-
ниций, что неизбежно замедлит процесс аннотиро-
вания. Такое редактирование по сути представляет
собой реклассификацию ранее сформированных ан-
нотаций, так как меняются их классификационные
коды.

Реклассификация может быть определена как
процесс перехода от одной классификационной сис-

темы к другой системе или к новой версии той же

системы. Проблема реклассификации была впер-
вые осознана, видимо, в информационно-библио-
течной науке. Она активно обсуждалась уже в пер-
вой половине XX в., тогда как «в том или ином
виде реклассификация существовала с появления
каталогизации и самой классификации» [16, с. 249].
Причинами перехода на новую классификацию или
новую версию старой классификации могут быть
«недостаточная приемлемость используемой клас-
сификационной системы и появление более при-
емлемой классификационной системы» [17, с. 83].

Сегодня проблема реклассификации вышла
далеко за рамки информационно-библиотечной
науки. Наглядным примером ДКС может служить
Международная патентная классификация (МПК).
Чтобы избежать реклассификации изобретений из-
за ускорения роста и динамики технического зна-
ния, начиная с 2006 г. при простановке рубрики
МПК в описаниях изобретений одновременно ука-
зывается дата (год и месяц), когда она была согла-
сована экспертами и утверждена Международным
бюро Всемирной организации интеллектуальной
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собственности (МБ ВОИС) [18]. Однако в линг-
вистическом аннотировании применение такого
подхода вряд ли возможно, так как в лингвистике
и лексикографии нет международного директивно-
го органа, аналогичного МБ ВОИС.

В 2008 г. К. Ньоли опубликовал статью «Ten
Long-Term Research Questions in Knowledge Organi-
zation», где были сформулированы 10 актуальных
вопросов, относящихся к проблематике органи-
зации знания, поиск ответов на которые, с его
точки зрения, важен в долгосрочной перспективе.
Седьмой из поставленных Ньоли вопросов — «Как
справиться с проблемой изменения знания при ор-
ганизации знания?» («How can KO deal with changes
in knowledge?») [19, с. 142–143]. Поскольку одним
из средств организации знания служат классифика-
ционные системы, вопрос, заданный Ньоли, пред-
полагает и поиск ответа на вопрос: «Как справиться
с проблемой изменения знания при его отражении
с использованием классификационных рубрик?»

Проблема роста и изменения знания, влеку-
щая за собой пересмотр классификационных
систем и предполагающая разработку методов ре-
классификации, актуальна для широкого спектра
отраслей знания, в которых создаются и исполь-
зуются классификационные системы и онтологии
для индексирования и рубрицирования объектов
исследования и/или их описаний. В информатике
с этой проблемой сталкиваются, например, при со-
здании баз данных и баз знаний с динамическими
классификационными системами или онтология-
ми [20]. Эти системы и онтологии устаревают со
временем, и поэтому они, как правило, регуляр-
но обновляются, чтобы отразить рост и динамику
научного знания. Подобное обновление нередко

влечет необходимость реклассификации тех объ-
ектов исследования и/или их описаний, которым
индексы или рубрики были присвоены ранее.

Как было отмечено выше, необходимость в об-
новлении используемой классификационной сис-
темы проявилась и при развитии НБД НМГ. При
этом ряд операций по изменению дефиниций ру-
брик ДКС НБД, а следовательно, по обновле-
нию фасетной классификации может требовать
реклассификации ранее сформированных аннота-
ций, в которых использовались рубрики, изменен-
ные впоследствии. Рассмотрим типы возможных
изменений рубрик ДКС НБД, которая, как отмече-
но выше, является фасетной классификацией.

3 Типы изменений рубрик

Каждая рубрика ДКС НБД имеет: (1) уни-
кальный идентификатор; (2) код; (3) дефиницию.
В табл. 2 приводится фрагмент списка рубрик фа-
сета «Значения НМГ», соответствующих первым
пяти значениям глагола «sollen» согласно слова-
рю [13]. Столбец 1 содержит уникальные неизме-
няемые идентификаторы рубрик. Столбец 2 со-
держит коды рубрик: для фасета «Значения НМГ»
они отражают порядок, в котором описания зна-
чений слова приводятся в рамках словарной статьи
в [13]. Эти коды могут меняться при изменении
порядка описания значений. Столбец 3 содер-
жит дефиниции рубрик. Так, исходные версии
дефиниций рубрик фасета «Значения НМГ» были
сформулированы на основании описаний значе-
ний модальных глаголов в [13] и внесены в НБД до
начала аннотирования в сокращенной (по сравне-
нию с [13]) и структурированной форме. Структура

Таблица 2 Фрагмент списка рубрик фасета «Значения НМГ» в НБД (на 23.04.2020)

Id
рубрики

Код
рубрики

Дефиниция рубрики

482 sollen-01 Обязанность что-л. делать по чьему-л. указанию, по закону, по правилам и т. п.: должен.
Моральный запрет (под отрицанием): нельзя

483 sollen-02 Совет или требование, исходящее от других лиц, а также пожелание самого говорящего
(в придаточных дополнительных, также в формах conj; часто в неполных синтаксических
конструкциях, как правило, с опущенным глаголом перемещения)

484 sollen-03 Желательность по мнению говорящего (в формах praet conj и pqp conj): следовало (бы),
нужно было (бы), должно было (бы). Совет, рекомендация (только в формах praet conj).
Нежелательность (под отрицанием): не следовало (бы), нельзя

485 sollen-04 Передача чужого мнения, приводимого со слов других лиц (в формах praes): говорят,
полагают

486 sollen-05 Отнесенность действия к будущему, снятие категоричности (в формах praes ind; также
в вопросительных предложениях). Косвенный императив. Неуверенное согласие. Запрос
информации для выполнения последующего действия (в вопросительных предложениях
без вопросительного слова). Угроза и возмущение

ИНФОРМАТИКА И ЕЁ ПРИМЕНЕНИЯ том 14 выпуск 4 2020 111



А. А. Гончаров, И. М. Зацман, М. Г. Кружков

дефиниции рубрики фасета «Значения НМГ» та-
кова: 〈стилистические пометы〉, 〈описание значе-
ния НМГ〉, 〈комментарий к употреблению НМГ〉,
〈варианты перевода на русский язык〉. Другие зоны,
присутствующие в описании значения в словаре, —
зона примеров, зона фразеологии и т. д. — в НБД на
данный момент не отражаются.

Так, дефиниция рубрики 482 из табл. 2 состоит
из двух блоков, и ее структура может быть экспли-
цирована следующим образом.

Блок 1:

1.1 Стилистические пометы: — (здесь отсутству-
ют).

1.2 Описание значения НМГ: Обязанность что-л.

делать по чьему-л. указанию, по закону, по пра-

вилам и т. п.

1.3 Комментарий к употреблению НМГ: — (здесь
отсутствует).

1.4 Варианты перевода на русский язык: должен.

Блок 2:

2.1 Стилистические пометы: — (здесь отсутству-
ют).

2.2 Описание значения НМГ: Моральный запрет.

2.3 Комментарий к употреблению НМГ: под от-

рицанием.

2.4 Варианты перевода на русский язык: нельзя.

В результате наблюдения за процессом лингви-
стического аннотирования было выделено 7 типов
изменений рубрик фасетной классификации. Что-
бы отражать эти изменения в НБД, была преду-
смотрена возможность применения соответству-
ющих 7 операций к рубрикам, входящим в фасет
«Значения НМГ». Для их описания введем следу-
ющие обозначения:

– X, Y, Z, . . . — рубрики фасета «Значения НМГ»;

– defX, defY, defZ, . . . — дефиниции рубрик фа-
сета «Значения НМГ» (def — сокр. от англ.
definition);

– SdefX, SdefY , SdefZ, . . . — смысловое содержа-
ние дефиниций или семантика рубрик фасета
«Значения НМГ» (S — сокр. от англ. semantics).

Операции, применяемые к рубрикам фасета
«Значения НМГ»:

(1) CREATE — создание новой рубрики X;

(2) REORDER — изменение кода рубрики X;

(3) REVISE — изменение defX без сужения SdefX,
при условии что изменение defX не связано
с изменением дефиниций других рубрик;

(4) MERGE — слияние defX и defY, при котором
defY включается в defX, после чего рубрика Y
удаляется;

(5) DELETE — удаление рубрики X;

(6) SPLIT — разделение defX на две части — defX1
и defX2, в результате которого defX1 становит-
ся новой дефиницией рубрики X и создается
новая рубрика Y, дефиницией которой стано-
вится defX2;

(7) REDISTR (сокр. от англ. redistribute) — из-
менение defX и defY, при котором происхо-
дит перераспределение смыслового содержа-
ния между SdefX и SdefY .

В рамках НБД НМГ операции 4, 6 и 7 могут быть
применены максимум к двум рубрикам. Если требу-
ется объединить более двух дефиниций, разделить
одну дефиницию более чем на две или перераспре-
делить смысловое содержание более двух дефини-
ций, то это можно сделать путем последовательного
выполнения нескольких операций (соответственно
MERGE, SPLIT или REDISTR).

Отражение в НБД динамики изменения рубрик
фасетной классификации преследует как минимум
две цели.

Первая из них — обеспечить возможность опре-
деления объема работ по редактированию и реклас-
сификации аннотаций при изменении ДКС.

Вторая — обеспечить лингвисту возможность
увидеть, соответствует ли конкретная аннотация
последней версии ДКС или нет. В этом случае при
работе с НБД (например, при получении статисти-
ки) пользователь сможет исключить из рассмотре-
ния те примеры, которые еще не были приведены
в соответствие с последней версией ДКС методом
реклассификации1. На данный момент функции
отражения истории изменений реализованы в НБД
только для фасета «Значения НМГ» как наиболее
динамичного.

Перечисленные выше 7 операций рассмотрим
с точки зрения того, требуется ли после их выпол-
нения реклассификация аннотаций, сформирован-
ных с использованием рубрик более ранней версии
ДКС. На этом основании операции могут быть по-
делены на три группы:

1Следует отметить, что в работе [17] при описании примеров библиотек, в которых проводилась реклассификация, особо
отмечены те случаи, когда библиотека не прекращала функционировать во время работ по реклассификации и ее фонды были
в полном объеме доступны для посетителей. По этой причине представляется важным обеспечение возможности полноценного
использования НБД вне зависимости от того, подлежат ли некоторые аннотации редактированию и реклассификации.
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Таблица 3 Пример выполнения операции REVISE

Id
рубрики

Код
рубрики

Дефиниция рубрики
Время
записи

485 sollen-04
Передача чужого мнения, приводимого со слов других лиц (в формах praes):
говорят, полагают.

13/04/2020
18:02:32

485 sollen-04 Передача мнения других лиц (в формах praes): говорят, полагают и т. п.
29/05/2020

13:37:21

(1) реклассификация не осуществляется
(CREATE, REORDER, REVISE)

В результате выполнения операции CRE-
ATE(X) в НБД не появляется таких аннотаций,
которые требовали бы реклассификации.

При выполнении операций REORDER(X) или
REVISE(X) реклассификация также не осу-
ществляется, а в аннотациях, в которых X
была проставлена ранее, начинает отобра-
жаться результат выполнения соответственно
REORDER(X) — меняется код рубрики — или
REVISE(X) — меняется дефиниция рубрики
(см. пример выполнения операции REVISE
в табл. 3; несовпадающие фрагменты дефини-
ций выделены полужирным курсивом);

(2) реклассификация осуществляется программ-
но (MERGE)

При выполнении MERGE(X, Y) defY включа-
ется в defX, после чего Y удаляется. Лин-
гвист, который вносит данное изменение
в НБД, может самостоятельно определить по-
глощающую рубрику X и поглощаемую ру-
брику Y. В результате выполнения операции
MERGE(X, Y) во всех аннотациях, где ранее
была проставлена Y, автоматически проста-
вляется идентификатор и код обновленной ру-
брики X;

(3) реклассификация осуществляется лингвиста-
ми экспертно (DELETE, SPLIT, REDISTR)

При выполнении DELETE(X) аннотации, ко-
торые ранее были отнесены к X, автоматически
помечаются рубрикой «TBR-D» (от англ. To Be

Reclassified because of Deletion), указывающей,
что требуется их реклассификация лингвиста-
ми, а сама X удаляется.

При выполнении SPLIT(X) аннотации, кото-
рые ранее были отнесены к рубрике X, авто-
матически помечаются рубрикой «TBR-S» (от
англ. To Be Reclassified because of Split), ука-
зывающей, что требуется их реклассификация
лингвистами, а также создается новая рубри-
ка Y.

Операция REDISTR необходима потому, что
нередко приходится иметь дело со случаями,

когда одновременно меняются defX и defY,
причем эти изменения оказываются взаимо-
связанными. Дело в том, что описания раз-
ных значений НМГ в рамках одной и той же
словарной статьи не автономны: они должны
позволять разделить все употребления НМГ
на непересекающиеся семантические классы,
определения которых указаны в столбце 3
табл. 1, т. е. каждой дефиниции соответствует
один класс. Все аннотации, которые подле-
жат реклассификации лингвистами после вы-
полнения этой операции, автоматически по-
мечаются рубрикой «TBR-R» (от англ. To Be

Reclassified because of Redistribution).

4 Заключение

На примере задачи фиксации изменений, вно-
симых в описания значений НМГ, определены семь
операций, необходимых для использования ДКС
в НБД. Этот набор операций выявлен в результа-
те эксперимента, в рамках которого с 2018 г. по
настоящее время регистрировались все изменения,
вносимые в дефиниции рубрик фасета «значения
НМГ». Если вернуться к упомянутому в статье
вопросу К. Ньоли: «Как справиться с проблемой
изменения знания при организации знания?» —
то можно сказать, что предлагаемый набор опера-
ций представляется одним из возможных методов
решения этой проблемы. Из-за ускорения роста
и динамики знания, которое необходимо учитывать
в задачах классификации, расширяется сфера при-
менения ДКС в информационных системах. Поэто-
му важной задачей становится разработка методов
и операций изменения ДКС как инструментов ор-
ганизации знания, учитывающих его быстрый рост
и динамику. В продолжение исследования опе-
раций изменения ДКС планируется рассмотреть
следующие вопросы: (1) отражение истории изме-
нений дефиниций рубрик ДКС в НБД; (2) опре-
деление объема аннотаций, которые должны быть
реклассифицированы после внесения изменений
в дефиниции ранее использованных рубрик.
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EVOLUTION OF CLASSIFICATIONS

IN SUPRACORPORA DATABASES
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Academy of Sciences, 44-2 Vavilov Str., Moscow 119333, Russian Federation

Abstract: The paper examines the task of recording changes to descriptions of meanings of German modal verbs
in the process of annotating parallel German-Russian texts within a supracorpora database. This task was used as
a case study to analyze the specifics of using dynamic classification systems (DCS) in information systems. The
distinctive feature of a DCS is that semantic content of its concepts may change in the process of annotation
which often entails the need to reclassify previously annotated data according to the changes made. This paper
aims to answer the following questions: (i) What factors may have an impact on the need to edit and/or reclassify
the annotations created prior to the concept changes? and (ii) What kind of operations may be used to represent
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the changes to concepts in the DCS? The paper describes seven types of possible changes and enumerates the
corresponding operations applied to the DCS concepts in the process of annotation. The operations are grouped
in three categories depending on how they affect the need to reclassify the previously created annotations.
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