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О ПОДХОДАХ К ПОСТРОЕНИЮ ПРЕДЕЛЬНЫХ РЕЖИМОВ

ДЛЯ НЕКОТОРЫХ МОДЕЛЕЙ МАССОВОГО ОБСЛУЖИВАНИЯ∗

Я. А. Сатин1, А. И. Зейфман2, Г. Н. Шилова3

Аннотация: Рассматриваются нестационарные модели массового обслуживания, число требований в ко-
торых описывается конечными марковскими цепями с периодическими интенсивностями. Для многих
классов таких моделей в предыдущих статьях разработаны методы получения верхних оценок скорости
сходимости к предельному режиму, используя которые можно находить сами предельные характеристики
системы, исследовать их устойчивость по отношению к малым возмущениям интенсивностей поступ-
ления и обслуживания требований, а также получать информацию о том, насколько в каждый момент
времени текущие характеристики системы отличаются от предельных. В настоящей работе изучается дру-
гая ситуация, а именно: предполагается, что явные оценки скорости сходимости к предельному режиму
получить не удается. Рассмотрены способы построения предельных режимов таких систем и методики
получения информации о скорости сходимости к ним. В качестве примера рассмотрена простая модель
нестационарной системы с достаточно медленной скоростью сходимости к предельному режиму.

Ключевые слова: система массового обслуживания; конечные марковские цепи; периодические интен-
сивности; предельные характеристики; скорость сходимости
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1 Введение

Рассматривается класс нестационарных моде-
лей массового обслуживания, описываемых ко-
нечными неоднородными марковскими цепями
с 1-периодическими интенсивностями. Одной из
важнейших задач при этом становится постро-
ение основных предельных характеристик систе-
мы. Проще всего проводить такое построение, ес-
ли удается получить оценки скорости сходимости
к предельному режиму. Общие подходы для получе-
ния таких оценок, классы соответствующих моде-
лей, а также возможные приложения для изучения
устойчивости и построения усечений таких моделей
рассмотрены в работах [1–7]. Однако иногда такие
оценки получить в явном виде не удается (см., на-
пример, [8]). В этой ситуации обычно или строится
решение при конкретных значениях t с заданными
начальными условиями (см., например, [9, 10]) —
но в таком случае не будет информации о предель-
ном режиме системы; или, наоборот, изучаются
предельные характеристики без обсуждения скоро-
сти сходимости к ним (см., например, [11]) — в этом
случае неизвестно, насколько допустима замена те-
кущих характеристик системы предельными. В на-

стоящей статье обсуждаются возможные подходы
к нахождению предельных характеристик системы
в такой ситуации.

Число требований X(t) в таких системах опи-
сывается конечной марковской цепью с простран-
ством состояний {0, 1, . . . , N} и непрерывным вре-
менем t ≥ 0.

Обозначим через

pij(s, t) = Pr {X(t) = j |X(s) = i} ,
i, j ≥ 0 , 0 ≤ s ≤ t ,

переходные вероятности процесса X = X(t), а че-
рез pi(t) = Pr {X(t) = i} — его вероятности состо-
яний.

Будем обозначать через ‖ • ‖ l1-норму вектора
и матрицы, т. е. ‖x‖ = ∑ |xi|, ‖B‖ = maxj

∑
i |bij |

при B = (bij)
N
i,j=0, а через Ÿ — множество всех

стохастических векторов, т. е. множество векторов
с неотрицательными координатами и единичной
l1-нормой.

Через E(t, k) = E {X(t) |X(0) = k } будем да-
лее обозначать математическое ожидание процесса
(среднее число требований) в момент t при усло-
вии, что в нулевой момент времени он находится
в состоянии k.

∗Исследования в разд. 3 и 4 выполнены Я. Сатиным и А. Зейфманом при поддержке Российского научного фонда (проект
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Напомним, что марковская цепьX(t) называет-
ся слабо эргодичной, если ‖p∗(t)− p∗∗(t)‖ → 0 при
t → ∞ для любых начальных условий p∗(s),p∗∗(s)
и любом s ≥ 0. Марковская цепь X(t) имеет пре-
дельное среднее φ(t), если E(t, k) − φ(t) → 0 при
t→ ∞ и любом k.

2 Слабая эргодичность
конечномерных процессов
с периодической матрицей
интенсивностей

Определение 1. Состояние i для однородной мар-
ковской цепи X(t) называется достижимым, если
для любого j существует t, при котором выполня-
ется: pji(t) > 0.

Пусть A(t) = (aij(t))
N
i,j=1 — транспонированная

матрица интенсивностей рассматриваемой цепи,
далее будем предполагать, что все aij(t) 1-перио-
дичны и интегрируемы на [0, 1]. Введем «усреднен-
ную» матрицу

A0 =

1∫

0

A(t) dt .

Теорема 1. Пусть однородная цепь с матрицей ин-

тенсивностей A0 имеет достижимое состояние i∗.

Тогда марковская цепь X(t) с 1-периодической мат-

рицей интенсивностей A(t) слабо эргодична, имеет

1-периодические предельный режим π(t) и предель-

ное среднее φ(t), а также двойное среднее E, причем

найдется α > 0 такое, что при всех натуральных n
справедливы следующие неравенства:

(1) при всех t ≥ n

‖p(t)− pi∗(t)‖ ≤ (1− α)
n ‖p(0)− pi∗(0)‖ (1)

для любого p(0);

(2) при всех t ≥ n

|E {X(t) |X(0) = k }−φ(t)| ≤ 2N (1− α)n (2)

для любого k.

Д о к а з а те л ь с т в о этого утверждения проводит-
ся с помощью интегрирования дифференциальных
неравенств, как это показано в [12] (см. рассужде-
ния леммы 1, теоремы 19 для стационарного случая
и теорем 35 и 36 в случае периодических интенсив-
ностей.

Замечание 1. Условие существования достижимого
состояния у однородной цепи с матрицей интен-
сивностей A0 является и необходимым для слабой
эргодичности X(t).

Замечание 2. В случае непрерывности интенсивно-
стей и наличия достижимого при всех t состояния
у рассматриваемой неоднородной цепи можно га-
рантировать справедливость оценок теоремы уже
при n = 1 (см. разд. 4).

Следует отметить, что оценки (1) и (2) обычно
очень грубые, как показано далее в примере. Они
только гарантируют существование предельных ха-
рактеристик, но не дают реальной возможности их
построения, поэтому и приходится использовать
другие методы.

3 Построение периодического
решения

Опишем способы получения предельного пе-
риодического решения произвольной марковский
цепиX(t), у которой есть хотя бы одно достижимое
состояние и интенсивности 1-периодические.

Итак, рассмотрим прямую систему Колмогоро-
ва, описывающую вектор вероятностей состояний
процесса X(t):

dp

dt
= A(t)p(t) . (3)

Пусть для определенности достижимым для
усредненной цепи является нулевое состояние, т. е.
i∗ = 0. Тогда при некотором n по теореме 1 найдет-
ся число ω ∈ (0, 1) такое, что верно неравенство
‖p(n) − pi∗(n)‖ ≤ ω. Для удобства и простоты вы-
числений будем считать, что n = 1, это условие на
практике не будет обременительным.

После подстановки

p0(t) = 1−
∑

i≥1

pi(t)

переходим к системе:

dz

dt
= B(t)z(t) + f(t) . (4)

Данная система имеет решение:

z(t) = U(t, 0)z(0) +

t∫

0

U(t, s)f(s) ds , (5)

где U(t, s) — матрица Коши для соответствующей
однородной системы

dx

dt
= B(t)x(t) .

Обозначим через pi(t) = (pi0, pi1, pi2, . . . , pin)
T

и zi(t) = (zi1, zi2, . . . , zin)
T = (pi1, pi2, . . . , pin)

T ре-
шения систем (3) и (4) соответственно, с началь-
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ным условием p(0) = ei (все координаты нулевые,
кроме i-й, которая равна единице).

Возьмем начальное условие e0. Для него p(0) =
= (1, 0, 0, . . . , 0)T и z(0) = (0, 0, . . . , 0)T. После под-
становки в (5) получаем:

z0(t) =

t∫

0

U(t, s)f(s) ds.

Для начального условия e1 имеем p(0) =
= (0, 1, 0, . . .)T и z1(0) = (1, 0, . . .)T, получаем:

z1(t) = U(t, 0)z1(0) +

t∫

0

U(t, s)f(s) ds =

= U(t, 0)z1(0) + z0(t).

Аналогично для всех i ≤ N имеем

U(t, 0)zi(0) = zi(t)− z0(t) ,

откуда получаем столбцы матрицы U(t, 0) и ее саму
в следующей форме:

U(t, 0) =




z11 − z01 z21 − z01 z31 − z01 · · ·
z12 − z02 z22 − z02 z32 − z02 · · ·

...
...

...
...

z1N − z0N z2N − z0N z3N − z0N · · ·
· · · zN1 − z01
· · · zN2 − z02
...

...
· · · zNN − z0N




или

U(t, 0) =




p11 − p01 p21 − p01 p31 − p01 · · ·
p12 − p02 p22 − p02 p32 − p02 · · ·

...
...

...
...

p1N − p0N p2N − p0N p3N − p0N · · ·
· · · pN1 − p01
· · · pN2 − p02
...

...
· · · pNN − p0N


 .

Из сделанного предположения ‖pi(1) − p0(1)‖ ≤
≤ ω < 1 вытекает, что ‖U(1, 0)‖ ≤ ω < 1. А то-
гда матрица I − U(1, 0) обратима и из (5) можно
в принципе точно выразить начальное состояние,
соответствующее периодическому решению ζ(t):

ζ(0) = (I − U(1, 0))
−1

1∫

0

U(1, s)f(s) ds . (6)

Однако реальное применение этой формулы за-
труднительно. Рассмотрим более простой способ
приближенного вычисления ζ(0).

Для разности двух произвольных решений по-
лучаем при любых t ≥ s

ζ(t)− z(t) = U(t, s)(ζ(s) − z(s)).

Обозначив �z(t) = ζ(t)− z(t), получаем

�z(t) = U(t, s)�z(s) .

С учетом 1-периодичности получаем для любого
натурального n равенство:

U(n+ 1, n) = U(1, 0) .

Тогда ‖�z(n)‖ ≤ ωn‖�z(0)‖, а значит,

lim
n→∞

‖�z(n)‖ = 0 .

Следовательно,

�z(n+ 2)− �z(n+ 1) = U(n+ 2, n+ 1)�z(n+ 1)−
−U(n+1, n)�z(n) = U(n+1, n) (�z(n+ 1)− �z(n)) .

Отсюда

‖�z(n+ 2)− �z(n+ 1)‖ ≤ ω‖�z(n+ 1)− �z(n)‖

и для любого натурального m:

‖�z(n)− �z(m)‖ ≤ ‖�z(n)− �z(n+ 1)‖+
+ ‖�z(n+1)− �z(n+2)‖+ · · ·+ ‖�z(m− 1)− �z(m)‖ ≤

≤ (1 + ω + ω2 + · · · )‖�z(n)− �z(n+ 1)‖ ≤

≤ 1

1− ω
‖�z(n)− �z(n+ 1)‖.

Устремив m к бесконечности, получаем

‖�z(n)‖ ≤ 1

1− ω
‖�z(n)− �z(n+ 1)‖.

С учетом

‖�z(n+1)−�z(n)‖ = ‖z(n+1)−ζ(n+1)+ζ(n)+z(n)‖ =
= ‖z(n+ 1)− z(n)‖

имеем:

‖z(n)− ζ(0)‖ ≤ 1

1− ω
‖z(n)− z(n+ 1)‖ ≤

≤ ω

1− ω
‖z(n− 1)− z(n)‖.

Таким образом, зная z(n − 1) и z(n), можно
оценить точность вычисления ζ(0).

ИНФОРМАТИКА И ЕЁ ПРИМЕНЕНИЯ том 14 выпуск 2 2020 5
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С учетом неравенства

‖p(t)− π(s)‖ = |p0(t)− π0(s)|+ ‖z(t)− ζ(s)‖ ≤
≤ 2‖z(t)− ζ(s)‖

получаем следующее утверждение.

Теорема 2. Любая марковская цепь X(t) с 1-пе-

риодической матрицей интенсивностей A(t) и хотя

бы одним достижимым состоянием слабо эргодична,

имеет 1-периодический предельный режим π(t) и для

нее гарантировано выполнение неравенства:

‖p(n)− π(0)‖ ≤ 2ω

1− ω
‖p(n− 1)− p(n)‖,

где π(t)— периодическое решение и p(t)— произволь-

ное решение системы (3).
Таким образом, можно указать несколько спо-

собов нахождения предельного периодического ре-
шения.

1. Зная матрицу Коши V (1, 0) системы (3), мож-
но получить начальное условие периодического
решения из системы

V (1, 0)π(0) = π(0) ;

‖π(0)‖ = 1 .

2. Зная матрицу КошиU(1, 0) системы (4), можно
получить начальное условие с помощью фор-
мулы (6).

3. Решать систему (3) на отрезке [0, n] до тех пор,
пока (2ω/(1− ω))‖p(n− 1)−p(n)‖не будет по-
лучено достаточно точно. В качестве вектора,
приближенно задающего периодическое реше-
ние, можно тогда взять p(n). Здесь p(t) —
произвольное решение.

4. Из неравенства (1) можно аналогично предыду-
щему пункту получить следующее правило. Ре-
шать систему (3) на отрезке [0, n] до тех пор, по-
ка ((1− α)/α)‖p(n−1)−p(n)‖не станет меньше
значения требуемой точности. В качестве век-
тора, приближенно задающего периодическое
решения, берем p(n). Здесь p(t) — решение,
которое в начальный момент находится в до-
стижимом состоянии.

5. С помощью оценки скорости сходимости найти
целое t∗, после которого векторы решений ста-
нут практически неразличимы. Решить сис-
тему (3) с произвольным начальным условием
на отрезке [0, t∗]. В качестве вектора, при-
ближенно задающего периодическое решение,
взять p(t∗).

4 Пример
Пусть требования поступают на сервер только

при наличии подключения к интернету с интенсив-
ностью λ(t). Если есть подключение к интернету,
требование обслуживается с интенсивностью µ(t).
В случае обрыва соединения с интернетом требо-
вание не обслуживается. При возобновлении со-
единения обслуживание требования начинается за-
ново. Интенсивность обрыва η(t). Интенсивность
восстановления соединения ν(t). Сервер обслужи-
вает только одно требование. Требования обслужи-
ваются по очереди. Очередь считаем конечной.

Граф процесса представлен на рис. 1.
Состояния 2k соответствуют ситуации нахожде-

ния в системе k требований и наличия соединения
с интернетом. Состояния 2k + 1 соответствуют
ситуации нахождения в системе k требований и от-
сутствия соединения с интернетом.

Выпишем матрицу A(t) для данного процесса:



−(λ+ η) ν µ 0 0 · · ·
η −ν 0 0 0 · · ·
λ 0 −(λ+ µ+ η) ν µ · · ·
0 0 η −ν 0 · · ·
0 0 λ 0 −(λ+ µ+ η) · · ·
0 0 0 0 η · · ·
0 0 0 0 λ · · ·
...

...
...

...
...

...




.

Рассмотрим вначале для наглядности простей-
шую ситуацию, считая N = 5.

Пусть интенсивности λ(t) = 2 + cos(2πt); µ(t) =
= 3+sin(2πt); η(t) = 1+cos(2πt); ν(t) = 2+sin(2πt).

Рис. 1 Граф процесса
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О подходах к построению предельных режимов для некоторых моделей массового обслуживания

Рис. 2 Математическое ожидание E(t, k) при t ∈ [0, 40]
с начальными условиями X(0) = 0 (1) и 29 (2)

Рис. 3 Аппроксимация предельного математического
ожидания E(t, 0) при t ∈ [40, 41]

Вычислим матрицы Коши за период для сис-
тем (3) и (4).

V (1, 0) =




0,290760 0,297274 0,251463 0,214199
0,221605 0,317077 0,155889 0,115851
0,202991 0,178127 0,210925 0,212677
0,105084 0,077259 0,141829 0,251418
0,130241 0,098805 0,161605 0,147329
0,049318 0,031459 0,078289 0,058525

0,212764 0,151714
0,116136 0,072951
0,206426 0,181198
0,116579 0,089175
0,204803 0,241294
0,143292 0,263669



,

откуда α ≥ 0,1781.
Далее,

U(1, 0) =




0,09547 −0,02486 −0,02783
−0,06572 0,00793 0,03675
−0,10575 0,00969 0,14633
−0,10547 0,00343 0,01149
−0,14865 −0,02179 −0,01591

−0,03144 −0,01786
0,03136 0,02897
0,01709 0,00921
0,07456 0,09397
0,11105 0,21435



,

откуда ‖U(1, 0)‖ = ω ≤ 0,51176.
Отметим, что при этом получается

1− α

α
>
2ω

1− ω
,

так что в этой ситуации третий способ приводит
к цели быстрее, чем четвертый.

С другой стороны, первый и второй способы
позволяют только найти начальное условие, соот-
ветствующее периодическому решению, но не дают
возможности оценить скорость сходимости к нему.

Отметим, что для получения оценки

‖p∗(t)− p∗∗(t)‖ ≤ ε = 10−3

достаточно, в соответствии с пятым способом, взять
t∗ ≥ 12.

Отметим еще, что вектор, дающий начальное
условие для предельного периодического режима,
имеет вид:

ζ(0) = (0,250499, 0,183664, 0,199890, 0,126187,

0,153903, 0,085858)
T
.

Рассмотрим теперь ситуацию с большей размер-
ностью. Пусть N = 49, а интенсивности λ(t) = 2 +
+ cos(2πt); µ(t) = 4 + sin(2πt); η(t) = 1 + cos(2πt);
ν(t) = 12 + 6 sin(2πt).

Тогда, находя матрицы Коши систем (3) и (4)
за первый единичный период, получаем оценки:
α < 10−5, а ω ≤ 1, 5570, так что в этой ситуации
выбрать n = 1, как это делалось в начале п. 3, не
удается.

При нахождении же матриц Коши V (10, 0)
и U(10, 0) удается получить приемлемые оценки:
α ≥ 0,1439, и ω ≤ 0,7578, что позволяет, пользуясь
третьим способом, при t ≥ 40 получить погреш-
ность для среднего меньше 0,02.

Графики соответствующих средних (сходимость
с двумя разными начальными условиями и предель-
ное среднее) приведены на рис. 2 и 3.
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ЧИСЛЕННЫЕ СХЕМЫ ФИЛЬТРАЦИИ МАРКОВСКИХ

СКАЧКООБРАЗНЫХ ПРОЦЕССОВ ПО ДИСКРЕТИЗОВАННЫМ

НАБЛЮДЕНИЯМ III: СЛУЧАЙ МУЛЬТИПЛИКАТИВНЫХ ШУМОВ∗

А. В. Борисов1

Аннотация: Статья завершает цикл исследований, начатых в работах «Численные схемы фильтрации
марковских скачкообразных процессов по дискретизованным наблюдениям I: характеристики точности»
и «Численные схемы фильтрации марковских скачкообразных процессов по дискретизованным наблю-
дениям II: случай аддитивных шумов». На основании представленных ранее теоретических результатов
разработан алгоритм численной реализации задачи фильтрации состояний однородных марковских
скачкообразных процессов (МСП) по косвенным непрерывным зашумленным наблюдениям, дискрети-
зованным по времени. Класс систем наблюдения ограничен системами с мультипликативными винеров-
скими шумами: аддитивная полезная составляющая в наблюдениях отсутствует, а интенсивность шумов
является функцией оцениваемого состояния. Для вычисления интегралов, присутствующих в оценках,
использовался составной вариант численной схемы «средних» прямоугольников порядка точности 3
для вычисления одномерных интегралов, а также формула среднего порядка 4 для интегрирования по
треугольнику. В итоге были получены численные схемы порядка точности 1 и 2.

Ключевые слова: марковский скачкообразный процесс; оптимальная фильтрация; мультипликатив-
ные шумы в наблюдениях; стохастическое дифференциальное уравнение; аналитическая и численная
аппроксимация

DOI: 10.14357/19922264200202

1 Введение

Работа завершает цикл статей [1, 2]. Она по-
священа созданию и сравнительному анализу ал-
горитмов численного решения задач оптимальной
фильтрации состояний однородных МСП по дис-
кретизованным косвенным наблюдениям с муль-
типликативными винеровскими шумами. Наличие
шумов такого рода означает, что их интенсивность
является случайной и зависит от оцениваемого со-
стояния. Теоретические основы решения такой
задачи заложены в [3, 4]. Так как оценка опти-
мальной фильтрации имеет почти наверное неотри-
цательные компоненты и удовлетворяет условию
нормировки, то представленные в данном цикле
алгоритмы численного решения задачи фильтра-
ции сохраняют для своих реализаций указанные
свойства и названы за это устойчивыми. Точность
оценок зависит от шага дискретизации наблюде-
ний и порядка s аналитической аппроксимации —
числа возможных скачков оцениваемого состояния
на интервале дискретизации, учитываемого в алго-
ритме.

Статья организована следующим образом. Раз-
дел 2 содержит постановку задачи оптимальной

фильтрации по дискретизованным наблюдениям,
а также сведения из [1, 2], необходимые для ее чис-
ленного решения.

В разд. 3 для систем с мультипликативными шу-
мами разработаны численные схемы фильтрации,
соответствующие аналитическим аппроксимациям
порядка s = 1 и 2. Для численного интегрирова-
ния при вычислении аппроксимации порядка s = 1
выбрана составная схема «средних» прямоугольни-
ков, а для s = 2— та же схема прямоугольников для
вычисления одномерных интегралов, и составной
вариант метода средних — для вычисления двумер-
ных интегралов по треугольникам. Полученные
в результате численные аппроксимации имеют по-
рядки 1 и 2.

Заключительные замечания представлены
в разд. 4.

2 Оценка фильтрации
и ее аппроксимации

На триплете с фильтрацией (ŸX × ŸW ,FX ×
×FW ,PX × PW , {FX

t ×FW
t }t>0) рассматривается

система наблюдения

∗Работа выполнена при частичной поддержке РФФИ (проект 19-07-00187 А).
1Институт проблем информатики Федерального исследовательского центра «Информатика и управление» Российской академии

наук, aborisov@frccsc.ru
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Численные схемы фильтрации марковских скачкообразных процессов по шумов

Xt = X0 +

t∫

0

˜⊤Xsds+ µt ;

Yr =

rh∫

(r−1)h

fXsds+

rh∫

(r−1)h

N∑

n=1

Xn
s g
1/2
n dWs,

r ∈ N,





(1)

где Xt , col
(
X1t , . . . , X

N
t

)
∈ S

N — ненаблюда-
емое состояние системы — однородный МСП с ко-
нечным множеством состояний SN , {e1, . . . , eN}
(SN — множество единичных векторов евклидо-
ва пространства RN ), матрицей интенсивностей
переходов ˜ и начальным распределением π; µt ,
, col

(
µ1t , . . . , µ

N
t

)
∈ RN — FX

t -согласованный

мартингал; {Yr}r∈N : Yr , col
(
Y 1r , . . . , Y

M
r

)
∈

∈ RM — последовательность дискретизованных на-
блюдений, доступных в известные равноотстоящие
моменты времени {rh}r∈N; Wt , col(W 1

t , . . .
. . . ,WM

t ) ∈ RM является FW
t -согласованным стан-

дартным винеровским процессом; f — (M × N)-
мерная матрица; {gn}n=1,N — симметричные поло-
жительно определенные матрицы; процессыX иW
независимы.

Задача оптимальной фильтрации состояния X по

дискретизованным наблюдениямY заключается в на-
хождении условного математического ожидания

X̂r , E {Xtr
|Or} ,

где Or , σ{Yℓ : 1 6 ℓ 6 r} — σ-алгебра, порож-
денная наблюдениями, полученными до момента
времени rh включительно; O0 , {∅, Ÿ}.

Пусть NX
r (ω) — число скачков процесса X,

произошедших на отрезке [(r − 1)h, rh], τr ,

,
∫ t

0
Xs ds — случайный вектор времени пребы-

вания X в различных состояниях на [(r − 1)h, rh],
а ρn,j,m(·)— распределение вектора τrX

j
tr
I{m}(N

X
r )

при условии Xtr−1 = ek. Это означает, что для
любого G ∈ B(RM ) верно равенство

E
{
IG (τr)X

j
tr
I{m}(N

X
r )|Xtr−1 = en

}
=

∫

G

ρn,j,m(du).

Аналитическая аппроксимация Xr порядка s
определяется рекурсивной схемой

Xr = (1ξ
⊤
r Xr−1)

−1ξ⊤r Xr−1, r > 1, X0 = π, (2)

где 1 = row (1, . . . , 1) — вектор-строка подходя-
щей размерности; ξq , ‖ξij(Yq)‖i,j=1,N , q ∈ N —
(N × N)-мерные случайные матрицы — функции
наблюдений Yq:

ξij(y) ,

s∑

m=0

∫

D

N
(
y, fu,

N∑

p=1

upgp

)
ρi,j,m(du). (3)

В (4) N (y,m,K) , (2π)−M/2det−1/2K ×
× exp

{
−(1/2)‖y −m)‖2K−1

}
— это M-мерная

плотность гауссовского распределения с матема-
тическим ожиданием m и невырожденной ковари-
ационной матрицейK; D , {u ∈ RM

+ : 1u = h}.
Из построения оценки Xr (2) следует, что она

обладает свойством устойчивости.
Интегралы ξij(y) приближенно вычисляются

в виде сумм:

ξij(y) ≈ ψij(y) ,

L∑

ℓ=1

N
(
y, fwℓ,

N∑

p=1

wp
ℓ gp

)
̺ij

ℓ ;

ψ(y) , ‖ψij(y)‖i,j=1,N ,

определяемых набором пар {(wℓ, ̺
ij
ℓ )}ℓ=1,L. Здесь

̺ij
ℓ > 0, ℓ = 1, L, — веса;

∑L
ℓ=1 ̺

ij
ℓ 6 1;

wℓ , col
(
w1ℓ , . . . , w

N
ℓ

)
∈ D — точки; ψq ,

, ‖ψij(Yq)‖ij=1,N .

По построению ψij
q являются положительны-

ми случайными величинами, поэтому численная ап-

проксимация X̃r оценки Xr

X̃r , (1ψ⊤
r X̃r−1)

−1ψ⊤
r X̃r−1, r > 1, X̃0 = π,

также обладает свойством устойчивости.
Если для схемы численного интегрирования вы-

полнено условие

max
k=1,N

N∑

j=1

∫

RM

|ψkj(y)− ξkj(y)|dy < δ ,

то глобальный показатель точности приближения
оптимальной оценки X̂r ее численной аппрокси-
мацией X̃r ограничен сверху

sup
π∈š
E
{
‖X̂r − X̃r‖1

}
6

6 4

[
1−

(
1− (λh)

s+1

(s+ 1)!

)r
]
+ 2rδ, (4)

где š , {π ∈ RN
+ : 1π = 1} — вероятностный

симплекс; λ , maxk |λkk |.
Для фиксированного момента времени T

с уменьшением шага дискретизации h → 0 нера-
венство (4) принимает асимптотический вид:

sup
π∈š
E
{
‖X̃T/h − X̂T/h‖1

}
6

6 2T

(
2λ
(λh)s

(s+ 1)!
+
δ

h

)
. (5)

Поэтому для эффективного выбора схемы числен-
ного интегрирования, чтобы не понизить порядок
точности, обеспечиваемый аналитической аппрок-
симацией s-го порядка, необходимо подбирать δ
так, чтобы λδ/(λh)s+1 → C > 0 при h→ 0.
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3 Приближенное решение задачи
фильтрации по наблюдениям
с мультипликативными шумами

Для построения численных схем фильтрации
состояний однородных МСП по наблюдениям
с мультипликативными шумами и исследования их
точности без ограничения общности рассмотрим
случай «чисто мультипликативных шумов». Это
означает, что в (1) f = 0, т. е. аддитивный полезный
сигнал полностью отсутствует, а информация об
оцениваемом состоянии скрыта в интенсивности
шумов в наблюдениях. Будем также считать, что
все условные интенсивности шумов мультиплика-
тивных наблюдений {gn}n=1,N различны.

Ниже исследуются аппроксимации порядка s =
= 1 и 2. Для них с помощью обобщенной формулы
полной вероятности легко получить вид интегра-
лов (3), используемых в дальнейшем изложении:

∫

D

N
(
y, fu,

N∑

p=1

upgp

)
ρk,j,0(du) =

= δkje
λkkhN (y, 0, hgk) ; (6)

∫

D

N
(
y, fu,

N∑

p=1

upgp

)
ρk,j,1(du) =

= (1− δkj)λkje
λjjh

h∫

0

Qkj(y, u)du ;

Qkj(y, u) ,

, e(λkk−λjj)uN (y, 0, ugk + (h− u)gj) ;

∫

D

N
(
y, fu,

N∑

p=1

upgp

)
ρk,j,2(du) =

=
∑

i:i6=k,
i6=j

λkiλije
λjjh

h∫

0

h−u∫

0

Rkij(y, u, v)dvdu,

Rkij(y, u, v) , e(λkk−λii)u+(λii−λjj )v ×
×N (y, 0, ugk + vgi + (h− u− v)gj) .





(7)

За исключением (6), остальные интегралы не
имеют явного аналитического представления, и для
них будут рассмотрены различные варианты чис-
ленной реализации.

3.1 Порядок s = 1, схема «средних»
прямоугольников

Рассмотрим аналитическую аппроксимациюXr

порядка s = 1. В этом случае

ξkj(y) = δkje
λjjhN (y, 0, hgj) +

+ (1− δkj)λkje
λjjh

h∫

0

Qkj(y, u) du ,

а для ее приближения попробуем использовать схе-
му «средних» прямоугольников без дополнительно-
го дробления отрезка [0, h]:

ψkj(y) = δkje
λjjhN (y, 0, hgj) +

+ (1− δkj)λkjhQ
kj

(
y,
h

2

)
.

При этом ошибка численного интегрирования [5]
определяется формулой:

γkj(y) = (1− δkj)
λkjh

3eλjjh

24

∂2

∂u2
Qkj(y, u)

∣∣∣
u=z
=

= (1− δkj)
λkjh

3eλjjh

24
Qkj(y, z)

[
ζ20 (y, z)− ζ1(y, z)

]
,

где z = z(y) ∈ [0, h]— некоторый параметр, завися-
щий от y;

ζ0(y, z) , λkk − λjj −

− d

dz
|zgk + (h− z)gj|

/
(2 |zgk + (h− z)gj|) +

+
1

2
y⊤[zgk + (h− z)gj]

−1 (gk − gj)×

× [zgk + (h− z)gj]
−1
y ;

ζ1(y, z) ,

,

(
|zgk + (h− z)gj |

d2

dz2
|zgk + (h− z)gj| −

−
(
d

dz
|zgk + (h− z)gj |

)2)/(
2|zgk +

+ (h− z)gj|2
)
+ y⊤ [zgk + (h− z)gj]

−1 ×
× (gk − gj) [zgk + (h− z)gj]

−1 ×
× (gk − gj) [zgk + (h− z)gj]

−1
y .

Непосредственно интегрировать абсолютную вели-
чину γkj проблематично, так как

∫
RM |γkj(y)| dy =

=
∫

RM |γkj(y, zkj(y))| dy, а зависимость zkj(y) в об-
щем случае неизвестна. Поэтому предварительно
оценим |γkj | сверху.

Свойства системы (1) гарантируют, что суще-
ствуют такие симметричные матрицы g и G, что
0 < g 6 gn 6 G для всех n = 1, N . Поэтому выпол-
няется неравенство

Qkj(y, u) 6 K1N (y, 0, hg),
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где

K1 = exp


 max

k,j=1,N :k 6=j
u∈[0,h]

(λkk − λjj)u


 |G|

|g| .

Из свойства определителей [6] следует, что

|zgk + (h− z)gj| = |z(gk − gj) + hgj| =

=

N∑

n=0

znhN−nGkjn, (8)

гдеGkjn — сумма всех определителей матриц, полу-
ченных из матрицыu(gk−gj)путем заменыn столб-
цов соответствующими столбцами матрицы hgj .
Отсюда следует, что

d

dz
|zgk + (h− z)gj| =

N∑

n=1

nzn−1hN−nGkjn, (9)

поэтому верно неравенство:

∣∣∣∣
d

dz
|zgk + (h− z)gj|

/
(2 |zgk + (h− z)gj|)

∣∣∣∣ =

= h−1

∣∣∣∣∣∣∣

∑N

n=1
n (u/h)n−1Gkjn

∑N

m=0
(u/h)

m
Gkjm

∣∣∣∣∣∣∣
6
K2
h
,

где

K2 = max
k,j=1,N :

k 6=j

∑N

n=1
n |Gkjn|

2 min
w∈[0,1]

∣∣∣∣
∑N

m=0
Gkjmw

m

∣∣∣∣
.

Таким образом, для функции |ζ0(y, u)| верна следу-
ющая оценка сверху:

|ζ0(y, u)| 6 K3 +
K2
h
+
K4

h2
‖y‖2I,

где K3 = maxk,j=1,N :
k 6=j

|λkk − λjj |, K4 =

= ‖g−1Gg−1‖22 — квадрат спектральной нормы мат-
рицы. Из этого следует оценка сверху для квадрата
ζ0(y, u):

ζ20 (y, u) = K
2
3 +

K22
h2
+
K24
h4

‖y‖4I +

+ 2
K2K3
h
+ 2

K3K4

h2
‖y‖2I + 2

K2K4

h3
‖y‖2I.

Используя формулы (8) и (9), можно получить
оценку сверху для абсолютного значения первого
слагаемого в ζ1(y, u):

∣∣∣∣∣

(
|zgk + (h− z)gj|

d2

dz2
|zgk + (h− z)gj| −

−
(
d

dz
|zgk + (h− z) gj |

)2)(
2|zgk +

+ (h− z)gj |2
)−1

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣




N∑

n=0

zshN−nGkjn ×

×
N∑

m=2

m(m− 1)zm−2hN−mGkjm −

−
(

N∑

ℓ=1

ℓzℓ−1hN−ℓGkjℓ

)2
×

×


2
(

N∑

s=0

zshN−sGkjs

)2


−1
∣∣∣∣∣∣∣
=
1

h2
×

×

∣∣∣∣∣∣∣




N∑

n=0

(
z

h

)s

Gkjn

N∑

m=2

m(m− 1)
(
z

h

)m−2

Gkjm −

−
(

N∑

ℓ=1

ℓ

(
z

h

)ℓ−1

Gkjℓ

)2
×

×


2
(

N∑

s=0

(z/h)
s
Gkjs

)2


−1
∣∣∣∣∣∣∣
6
K5

h2
,

где

K5 = max
k,j=1,N :k 6=j



(

N∑

n=0

|Gkjn|
N∑

m=2

m(m− 1)|Gkjm|+

+

(
N∑

ℓ=1

ℓ|Gkjℓ|
)2

/(

2 min
w∈[0,1]

(
N∑

s=0

wsGkjs)
2

)
 .

Абсолютное значение второго слагаемого в ζ1(y, u)
также оценивается сверху:

y⊤ [zgk + (h− z)gj]
−1
(gk − gj)×

× [zgk + (h− z)gj]
−1
(gk − gj) [zgk +

+ (h− z)gj]
−1
y 6

K6

h3
‖y‖2I ,

где K6 = 4‖g−1Gg−1Gg−1‖22.
Обозначим

K0 , max
k,j=1,N :

k 6=j

λkje
λjjh

24

и оценим сверху
∫

RM |γkj(y)| dy, используя связь
моментов 2-го и 4-го порядка гауссовского распре-
деления:
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Рис. 1 Общий вид функции Q(y, u) в случае аддитивных
шумов в наблюдениях

Рис. 2 Общий вид функции Q(y, u) в случае мульти-
пликативных шумов в наблюдениях

∫

RM

|γkj(y)|dy 6

6 h3K0K1

[
K23 +

2K2K3
h

+
K22 +K5

h2

]
+h3K0K1×

×
∫

RM

[
2K3K4

h2
+
2K2K4 +K6

h3

]
‖y‖2IN (y, 0, hG)dy+

+ h3K0K1
K24
h4

∫

RM

‖y‖4IN (y, 0, hG)dy =

= K7h+K8h
2 +K9h

3

для некоторых положительных констант K7, K8
и K9. Это значит, что

∫

RM

|γkj(y)|dy = O(h)

и согласно (5)

sup
π∈š
E
{
‖X̃T/h − X̂T/h‖1

}
= O(h0)

и точности несоставного метода «средних» прямо-
угольников недостаточно для построения числен-
ного алгоритма фильтрации любой степени. Какая-
либо замена этой схемы на другую несоставную
(например, на схему Симпсона, квадратуры Гаусса
и пр.) к улучшению не приведет. Причиной этому
является связь между порядком производной и сте-
пенью h в оценке ошибки интеграла по остатку
ряда Тейлора. Дело в том, что функция Qkj(y, u)
при малых значениях параметраhи некоторых фик-
сированных значениях y быстро меняется по аргу-
менту u. Примечательно, что в случае наблюдений
с аддитивными шумами [2] аналогичная функция

Qkj(y, u) = e
(λkk−λjj)uN

(
y, ufk + (h− u)f j , hg

)

такими отрицательными свойствами не обладает.
В последней формуле fk и f j означают k-й и j-й
столбцы матрицы f .

Для иллюстрации данного факта рассмотрим
два примера наблюдений одинакового масштаба:

1. Наблюдения c аддитивными шумами:

N = 2; M = 1; f = [1 10]; λ11 = λ22 = −1 .
g1 = g2 = 1 .

2. Наблюдения c мультипликативными шумами:

N = 2; M = 1; f = [0 0]; λ11 = λ22 = −1;
g1 = 1; g2 = 100.

Общие трехмерные графики функций Q(y, u)
и Q(y, u) представлены на рис. 1 и 3, а отдель-
ные их сечения — на рис. 3 и 4 соответственно.
На рис. 4 видно, что в окрестности y = 0 функция
Q(y, u) меняется быстро и любая простая (несо-
ставная) схема не обеспечит необходимой точности
интегрирования.

Используем для приближенного вычисления
ξkj составную схему «средних» прямоугольников,
разбив отрезок интегрирования [0, h] с шагом h2.
В этом случае

γkj(y) = (1− δkj)
λkjh

5eλjjh

24

∂2

∂u2
Qkj(y, u)

∣∣∣
u=z

.

Повторяя все выводы этого подраздела для со-
ставной схемы «средних» прямоугольников, мож-
но проверить, что она обеспечивает порядок точ-
ности 3: ∫

RM

|γkj(y)| dy = O(h3)
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Рис. 3 Сечения Q(y, u) для некоторых фиксирован-
ных y в случае аддитивных шумов в наблюдениях: 1 —
y = −0,083; 2 —−0,0485; 3 — −0,014; 4 — −0,0205; 6 —
y = 0,055

Рис. 4 СеченияQ(y, u)для некоторых фиксированныхy
в случае мультипликативных шумов в наблюдениях: 1 —
y = −0,9; 2 —−0,6; 3 —−0,3; 4 —−0,15; 5 — y = 0

и согласно (5) глобальный показатель точности
имеет порядок 1:

sup
π∈š
E
{
‖X̃T/h − X̂T/h‖1

}
6 CTh.

Окончательно схема вычисления ψkj при s = 1
примет вид:

ψkj(y) = δkje
λjjhN (y, 0, hgj) +

+ (1 − δkj)λkjh
2

[1/h]−1∑

i=1

Qkj

(
y, h2

(
i− 1
2

))
.

3.2 Порядок s = 2, схема средних

В случае s = 2 элементы ξjk вычисляются по
формуле:

ξkj(y) = δkje
λjjhN (y, 0, hgj) +

+ (1− δkj)λkje
λjjh

h∫

0

Qkj(y, u) du+

+
∑

i:i6=k,
i6=j

λkiλije
λjjh

h∫

0

h−u∫

0

Rkij(y, u, v) dvdu. (10)

Согласно (5) для сохранения второго порядка точ-
ности аналитической аппроксимацией необходи-
мо, чтобы локальная ошибка численного интегри-
рования на каждом шаге была не более O(h3).
Составная схема «средних» прямоугольников,
предложенная в предыдущем подразделе, обеспе-
чивает эту точность для вычисления одномерного
интеграла — второго слагаемого в (10).

Выберем подходящую схему вычисления двой-
ных интегралов по треугольнику, входящих в третье
слагаемое (10). Прежде всего, определим величи-
ну ошибки приближения интеграла в (7) простым
методом средних:

λkiλije
λjjh

h∫

0

∫ h−u

0

Rkij(y, u, v) dvdu =

=
h2

2
λkiλije

λjjhRkij

(
y,
h

3
,
h

3

)
+

+ λkiλije
λjjh

h∫

0

h−u∫

0

χkij
2 (y, u, v) dvdu,

где функция χkij
2 (y, u, v) имеет вид:

χkij
2 (y, u, v) ,

1

2

((
z − h

3

)
∂

∂z
+

+

(
w − h

3

)
∂

∂w

)2
Rkij(y, z, w)

∣∣∣
(z(y,u),w(y,v))

.

Согласно [5], для некоторой положительной кон-
станты C1 верно неравенство:

λkiλije
λjjh

h∫

0

h−u∫

0

χkij
2 (y, u, v) dvdu 6

6 h4C1 max
ℓ=0,1,2;
(z,w)∈D

∣∣∣∣
∂2

∂zℓ∂w2−ℓ
χkij
2 (y, z, w)

∣∣∣∣ .

В предыдущем разделе также оценивалась вторая
производная, однако от другой функции — Qkj .
Она содержала h2 в знаменателе. Сравнивая Qkj
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и Rkij , можно заключить, что вторая производная
отRkij также будет содержать h2 в знаменателе, т. е.

λkiλije
λjjh

h∫

0

h−u∫

0

χkij
2 (y, u, v) dvdu 6 h2C2

для некоторой положительной константы C2. Так
как требуемый порядок точности — третий, послед-
нее равенство позволяет сделать вывод о том, что
простой метод средних в данном случае нужной
точности не обеспечивает.

Используем для вычисления двойного интег-
рала составной метод средних, разбив область
интегрирования, прямоугольный треугольник с ка-
тетами длины h, на подобные треугольники с кате-
тами h2. В этом случае

λkiλije
λjjh

h∫

0

h−u∫

0

χkij
2 (y, u, v) dvdu 6 h4C3

для некоторой положительной константыC3. Тогда
согласно (5)

sup
π∈š
E
{
‖X̃T/h − X̂T/h‖1

}
6 CTh2,

т. е. для реализации аналитической аппроксимации
порядка s = 2 правомерно использование состав-
ных схем средних при вычислении одномерных
и двойных интегралов.

Окончательно схема вычисления ψkj при s = 2
примет вид:

ψkj(y) = δkje
λjjhN (y, 0, hgj) +

+ (1− δkj)λkjh
2

[1/h]−1∑

i=1

Qkj

(
y, h2

(
i− 1
2

))
+

+
h4

2

∑

i:i6=k,
i6=j

λkiλije
λjjh ×

×
[1/h]−1∑

n=1

[1/h]−1−n∑

m=1

Rkij

(
y, h2

(
n− 2
3

)
, h2

(
m− 2

3

))
.

4 Заключение

Данный цикл работ посвящен разработке ал-
горитмов численного решения задач фильтрации
МСП по косвенным наблюдениям в присутствии
винеровских шумов. Перед обработкой непрерыв-
ные наблюдения дискретизуются по времени. Та-
ким образом, полученные результаты могут при-
меняться для практических задач оценивания как

по исходным непрерывным наблюдениям, так и по
заранее дискретизованным данным. Формула (5)
при этом представляется ключевой. Она описывает
влияние «входных» характеристик на итоговую точ-
ность численного алгоритма фильтрации. К «вход-
ным» относятся: характеристика темпа изменения
состояний МСП (величина λ), шаг дискретизации
по времени h, порядок реализуемой аналитиче-
ской аппроксимации s и точность используемых
схем численного интегрирования δ. Основыва-
ясь на этих данных, (5) позволяет оценить величи-

ну supπ∈šE
{
‖X̃T/h − X̂T/h‖1

}
— потерю точности

при переходе от оптимальной оценки к некоторой
ее численной аппроксимации. Данная формула
позволяет решать ряд практических задач систем-
ного анализа. Во-первых, по фиксированным λ
и h можно выбирать схему численной реализации
оценки с учетом требуемой точности и ресурсо-
емкости различных методов численного интегри-
рования. Во-вторых, при проектировании реаль-
ных систем наблюдения можно подбирать макси-
мальный шаг дискретизации h, обеспечивающий
для выбранной схемы численной реализации тре-
буемую точность.

Важно отметить еще одну особенность полу-
ченных результатов. В отличие от классической
L2-метрики, используемой для характеризации
ошибок численного решения стохастических диф-
ференциальных уравненией [7], в предложенном
цикле для этого используется L1-метрика. Дело
в том, что решением задачи оптимальной фильтра-
ции является условное распределение состояния
МСП по имеющимся наблюдениям. Прибли-
женные решения, предлагаемые в данной работе,
обладают свойством устойчивости, т. е. также мо-
гут рассматриваться как некоторые распределения.
Очевидно, что L1-метрика оказывается более есте-
ственной характеристикой, описывающей расстоя-
ние между распределениями.

В данных статьях оценено расстояние между
оптимальной оценкой фильтрации по дискретизо-
ванным наблюдениям и ее численной аппроксима-
цией, выбранной из предложенного класса. Од-
нако итоговая точность предложенных численных
аппроксимаций, т. е. расстояние между ними и ис-
тинным текущим состоянием оцениваемого МСП,
пока не охарактеризовано. Решение данной задачи
представляется одним из направлений дальнейших
исследований.
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УПРАВЛЕНИЕ ВЫХОДОМ СТОХАСТИЧЕСКОЙ

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЙ СИСТЕМЫ

ПО КВАДРАТИЧНОМУ КРИТЕРИЮ.

V. СЛУЧАЙ НЕПОЛНОЙ ИНФОРМАЦИИ О СОСТОЯНИИ∗

А. В. Босов1

Аннотация: Рассматривается обобщение задачи оптимального управления для диффузионного процесса
Ито и линейного управляемого выхода с квадратичным критерием качества на случай косвенных на-
блюдений за состоянием. Имеющееся решение задачи с полной информацией используется для синтеза
управления по косвенным наблюдениям на основании принципа разделения. Возможность разделения
задач управления и фильтрации состояния обосновывается свойствами используемого квадратичного
критерия. Вместо решения возникающей вспомогательной задачи оптимальной фильтрации, описыва-
емого общими уравнениями нелинейной фильтрации на основе обновляющих процессов, предлагается
использовать оценку условно-оптимального фильтра (УОФ) В. С. Пугачева. Таким образом, субопти-
мальное решение рассматриваемой задачи управления получается как результат традиционного подхода
к синтезу управления в задаче с неполной информацией, состоящего в формальной замене в решении
соответствующей задачи с полной информацией переменной состояния на ее оценку. Окончательно пред-
лагается вариант численной реализации предложенного субоптимального управления на основе метода
имитационного компьютерного моделирования, использующий общий пучок моделируемых траекторий
как для расчета параметров УОФ, так и для вычисления параметров в исходной задаче управления.

Ключевые слова: стохастическое дифференциальное уравнение; стохастическая дифференциальная
система; оптимальное управление; стохастическая фильтрация; условно-оптимальная фильтрация; ими-
тационное компьютерное моделирование
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1 Введение

Задача управления линейным выходом стоха-
стической дифференциальной системы по квадра-
тичному критерию качества, постановка и опти-
мальное решение, анализ свойств оптимального
решения и основанные на нем варианты числен-
ной реализации, а также выполненные модельные
расчеты представлены в работах [1–4]. В поста-
новке (здесь и далее для простоты рассматриваются
скалярные величины) используется состояние yt

стохастической дифференциальной системы, опи-
сываемое нелинейным стохастическим дифферен-
циальным уравнением Ито:

dyt = At(yt) dt+›t(yt) dvt , y0 = Y , (1)

где vt — стандартный винеровский процесс; Y —
случайная величина с конечным вторым момен-
том; функции At и ›t удовлетворяют условиям
Ито, обеспечивающим существование единствен-
ного решения [5].

С состоянием yt линейно связан выход zt:

dzt = atyt dt+ btzt dt+ ctut dt+σt dwt , z0 = Z , (2)

где wt — не зависящий от vt, Y и Z стандартный
винеровский процесс; Z — случайная величина
с конечным вторым моментом; ut — допустимое
управление. Функции at, bt, ct и σt предполага-
ются ограниченными, процесс управления — до-
пустимым неупреждающим [5], что обеспечивает
существование решения уравнения (2) для любого
допустимого управления.

Используется квадратичный целевой функцио-
нал следующего вида:

J
(
UT
0

)
= E





T∫

0

(
St(styt − gtzt − htut)

2 +Gtz
2
t +

+Htu
2
t

)
dt+ ST (sT yT − gT zT )

2 +GT z
2
T



 ,

UT
0 = {ut, 0 ≤ t ≤ T } , (3)

∗Работа выполнена при частичной поддержке РФФИ (проект 19-07-00187-A).
1Институт проблем информатики Федерального исследовательского центра «Информатика и управление» Российской академии
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где St, Gt и Ht — неотрицательные ограниченные
функции.

Задача была сформулирована в предположении
наличия полной информации о состоянии yt и вы-
ходе zt (соответствующая σ-алгебра, порожденная
величинами yτ , zτ , 0 ≤ τ ≤ t, обозначается Fy,z

t ),
поэтому допустимое управление искалось в классе
Fy,z

t -измеримых неупреждающих функций и ока-
залось управлением с обратной связью:

u∗t = u
∗
t (yt, zt) = −1

2

(
Sth

2
t +Ht

)−1 ×

× (ct(2αtzt + βt(yt)) + 2St(styt − gtzt)ht) . (4)

Это решение обеспечено представлением функции
Беллмана в виде

Vt(y, z) = αtz
2 + βt(y)z + γt(y)

и решением уравнений динамического програм-
мирования, приведшим к линейными уравнени-
ями в частных производных второго порядка па-
раболического типа относительно коэффициентов
βt(y) и γt(y) и уравнению Риккати для коэффи-
циента αt. Подходы к численной реализации по-
лученного оптимального решения обеспечили, во-
первых, традиционные сеточные методы решения
уравнений параболического типа, во-вторых, аль-
тернативное описание этих коэффициентов, ба-
зирующееся на уравнении А. Н. Колмогорова [6]
или эквивалентной ему интегральной формуле
Фейнмана–Каца [7], обосновавшие применение
в расчетах имитационного компьютерного моде-
лирования [4].

Цель данной работы, подводящей окончатель-
ный теоретический итог исследованию задачи, рас-
смотреть случай неполной информации о состоя-
нии, т. е. предположить, что полная информация
о состоянии yt из (1) недоступна, и интерпрети-
ровать уравнение (2) как уравнение наблюдений.
Формально такая постановка требует определения
допустимых управлений в классе Fz

t -измеримых
неупреждающих функций (Fz

t — σ-алгебра, порож-
денная zτ , 0 ≤ τ ≤ t; также далее используется
обозначение E{·|Fz

t } — оператор условного ма-
тематического ожидания относительно Fz

t ). Но,
даже несмотря на отсутствие управления в урав-
нении состояния (1), линейность наблюдений (2)
и квадратичный критерий (3), получить оптималь-
ное решение не удастся. Обсуждение этого по-
ложения и вариант субоптимального управления,
опирающегося на принцип разделения, обосновы-
ваемый в данной задаче свойствами квадратичного
функционала качества, приводятся во втором раз-
деле статьи.

Соображения по принципу разделения и форму-
лировка отдельно задачи фильтрации для системы
наблюдения (1), (2) с точки зрения практической
реализуемости приводят к выбору в качестве ме-
тода оценивания УОФ В. С. Пугачева [8]. При
этом структура оценки УОФ такова, что позволяет
еще предложить вариант численной реализации на
основе метода имитационного компьютерного мо-
делирования, включающий в том числе расчет па-
раметров оптимального управления методом, пред-
ставленным и апробированным в [4]. Этот алгоритм
приведен в разд. 4. Итоги исследования подведены
в заключении.

2 Управление на основе
принципа разделения

Понятие «принципа разделения» интерпрети-
руется в смысле классического результата о раз-
делении задач управления и фильтрации в линей-
но-гауссовской стохастической системе [9]. Этот
результат базируется на двух положениях. Во-пер-
вых, это дифференциальная форма оценки фильт-
ра Калмана, условного математического ожидания
состояния в линейно-гауссовской системе наблю-
дения, имеющая тот же вид, что и уравне-
ние состояния, т. е. то же самое линейное урав-
нение, отличающееся лишь ковариацией шума,
роль которого выполняет обновляющий процесс,
являющийся винеровским. Во-вторых, это воз-
можность представления квадратичного критерия
двумя слагаемыми, отвечающими за качество
управления и качество оценивания состояния.

Оба эти положения имеют свою интерпретацию
в рассматриваемой задаче, но вначале следует обсу-
дить важный дополнительный аспект разделения,
а именно: отсутствие в задаче управления дуально-
го эффекта [10], т. е. влияния закона управления на
качество оценивания состояния. С этой целью ви-
доизменим исходную постановку следующим обра-
зом. Выполним замену переменных в (2), избавля-
ясь от слагаемых btzt dt и ctut dt, приводя уравнение
выхода к некоторой канонической форме (традици-
онной форме записи наблюдений за состоянием).
Для этого введем новую переменную

“zt = Btzt −
t∫

0

Bscsus ds ,

где обозначено

Bt = exp



−

t∫

0

bs ds



 .
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С учетом того, что

dBt = −btBt dt ,

дифференциал введенной переменной принимает
вид:

d“zt = Bt (dzt − btzt dt− ctut dt) = “ayt dt+ “σt dwt ,

где обозначено

“at = atBt ; “σt = σtBt .

Заметим, что проведенное преобразование
обеспечивает совпадение σ-алгебр Fz

t и F “zt для лю-
бого допустимого управления ut. Действительно,
Fz

t = F “zt , поскольку выполненная замена — линей-
ное, невырожденное (Bt > 0) преобразование zt,
а ut по условию Fz

t -измеримо. При этом получен-
ное уравнение для “zt показывает, что “zt не зависит
от ut, т. е., используя “zt в качестве наблюдения,
можно строить оценку состояния, не зависящую
от конкретного закона управления. Таким обра-
зом, вместо задачи оценивания состояния по на-
блюдениям zt, зависящим от реализуемого закона
управления, можно рассматривать эквивалентную
задачу оценивания yt по наблюдениям “zt, не зави-
сящим от ut.

Проведенная замена не означает разделение за-
дач управления и фильтрации в рассматриваемой
постановке, но обосновывает отсутствие в ней ду-
ального эффекта, так что, не ограничивая общ-
ности, задачу фильтрации можно решать, исполь-
зуя вместо уравнения выхода (2) уравнение

d“zt = “ayt dt+ “σt dwt , “z0 = Z . (5)

Оптимальную оценку состояния системы (1)
по наблюдениям (5), т. е. условное математическое
ожидание E{yt|F “zt }, обозначим через �yt. Наложен-
ные выше на систему (1), (2) ограничения пред-
ставляют, по-видимому, наиболее жесткий вари-
ант условий, обеспечивающих существование этой
оценки. Соотношения для нее основаны на прин-
ципиальных результатах, полученных для общей
задачи нелинейной фильтрации на основе обновля-
ющих процессов [11]. Применительно к рассматри-
ваемой задаче оптимальную оценку дает следующее
соотношение:

d�yt = Ât dt+
›̂t

“σt
d�vt , �y0 = E{Y } , (6)

где

Ât = E
{
At(yt)|F “zt

}
;

›̂t = “atE
{
yt(yt − �yt)|F “zt

}
;

d�vt =
1

“σt
(d“zt − “at�yt dt) .

Кроме того, обновляющий процесс �vt является
стандартным винеровским относительно F “zt .

Если исходить из того, что (6) используется в ка-
честве уравнения состояния, то наблюдения (5)
можно задать следующим уравнением:

d“zt = “a�yt dt+ “σt d�vt , “z0 = Z . (7)

Это уравнение действительно описывает линейные
наблюдения для состояния �yt, при том что эти на-
блюдения совпадают с (5). Таким образом, полу-
ченную пару уравнений (6), (7) можно использо-
вать в качестве эквивалентного описания системы
наблюдения.

На этом возможности разделения, обеспечива-
емые средствами оптимальной фильтрации, в рас-
сматриваемой постановке исчерпываются: хотя
и удалось сохранить структуру наблюдений, уравне-
ние оценки оказалось принципиально иным. Урав-
нение (6) никоим образом не повторяет форму (1),
так что готовое решение задачи управления по пол-
ной информации применить не получится. Кроме
того, решение уравнения для оптимального фильт-
ра само по себе является существенной задачей.
Это, строго говоря, не уравнение Ито, так как
его параметры Ât и ›̂t зависят от всей траекто-
рии “zτ , 0 ≤ τ ≤ t, и вычисление их — отдельная
задача, требующая привлечения сложных допол-
нительных уравнений. Таким образом, все, на что
позволяет опираться это уравнение, выражается це-
лесообразностью использовать в рассматриваемой
задаче управления оценку фильтрации и предпола-
гать, что результат будет тем успешнее, чем ближе
эта оценка к эталонной, определяемой (6).

Поддерживает этот вывод и рассмотрение вто-
рого базового положения принципа разделения —
разделение квадратичного критерия. Учитывая
обозначения

�yt = E
{
yt|F “zt

}
= E {yt|Fz

t }

и формулу полного математического ожидания, ис-
пользуемый функционал (3) можно представить
в виде:

J
(
UT
0

)
= E




T∫

0

(
St (st�yt − gtzt − htut)

2
+Gtz

2
t +

+Htu
2
t

)
dt+ ST (sT �yT − gT zT )

2 +GT z
2
T


+

+ E





T∫

0

Sts
2
t (yt − �yt)

2dt+ ST s
2
T (yt − �yT )

2



 .
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В этом представлении квадратичного критерия вы-
делено второе слагаемое, составляющее плату за
ошибку оценивания. С учетом сказанного выше
в отношении независимости оценки фильтрации �yt

от закона управления это слагаемое можно убрать из
целевого функционала и, таким образом, обосно-
вать использование в оптимизационной постанов-
ке целевой функции вида:

J
(
UT
0

)
= E





T∫

0

(
St(st�yt − gtzt − htut)

2 +Gtz
2
t +

+Htu
2
t

)
dt+ ST (sT �yT − gT zT )

2 +GT z
2
T



 .

Сказанное дает основание в качестве результа-
та неформального применения принципа разделе-
ния в рассматриваемой задаче предложить субопти-
мальный вариант управления uS

t вида

uS
t = u

∗
t (�yt, zt) , (8)

где u∗t определено соотношением (4) — решени-
ем исходной задачи оптимизации (1)–(3); �yt —
оценка состояния yt по преобразованным наблю-
дениям (5), не зависящая от закона управления ut.
Верхний индекс S можно интерпретировать как
подчеркивание субоптимальности управления (8)
или как первую букву от английского separation
(разделение). Нетрудно видеть, что это управле-
ние было бы оптимальным для задачи с полной
информацией с состоянием yt вида

dyt = At(yt) dt+
›t(yt)

σt
dvt,

выходом (2) и целевым функционалом (3). Такое
уравнение состояния можно интерпретировать как
нулевое приближение решения задачи оптималь-
ной фильтрации.

Итак, получен вариант (8) субоптимального
управления в исходной задаче, выполняющий фор-
мально принцип разделения и обладающий по-
тенциалом практической реализуемости при усло-
вии приемлемого качества собственно управления.
В отношении этого варианта управления придется
сделать еще одно упрощение. Поскольку шан-
сов реализовать расчет условного математическо-
го ожидания E{yt|F “zt } практически нет, то вместо
оптимального фильтра (6) в расчетах придется ис-
пользовать другую оценку фильтрации. Качество
управления при этом, видимо, упадет, но можно
предполагать, что потери будут тем меньше, чем
лучше, т. е. ближе к оптимальной оценке (6), будет
используемый фильтр.

3 Управление на основе
условно-оптимального фильтра

Итак, имеется необходимость отказаться от ис-
пользования оптимальной оценки — условного ма-
тематического ожидания E{yt|F “zt } — в пользу дру-
гого решения задачи фильтрации, не являющегося
оптимальным, но обладающего хорошим качеством
в решении задачи оценивания состояния yt по на-
блюдениям “zτ , 0 ≤ τ ≤ t. Такую оценку будем
обозначать через “yt и определять ее методом услов-
но-оптимальной фильтрации В. С. Пугачева [8].

Условно-оптимальная оценка “yt состояния сис-
темы (1) по наблюдениям (2) ищется в виде:

d“yt = “αtξt (“yt, “zt) dt+ “βtζt (“yt, “zt) d“zt + “γt dt ,

“y0 = E{Y } , (9)

где “αt, “βt и “γt — ограниченные функции времени,
выполняющие роль параметров; функции ξt(y, z)
и ζt(y, z)— заданные структурные функции, выби-
раемые из эмпирических соображений.

Для обеспечения условий существования реше-
ния дифференциального уравнения (9) будем на-
кладывать на структурные функции те же ограни-
чения, что и на функции сноса и диффузии в (1)
с учетом ограничений, наложенных на параметры
уравнения (2), т. е.

|ξt(y, z)|+ |ζt(y, z)| ≤ C(1 + |y|+ |z|)
для всех 0 ≤ t ≤ T ;

|ξt(y1, z1)− ξt(y1, z1)|+ |ζt(y1, z1)− ζt(y2, z2)| ≤
≤ C (|y1 − y2|+ |z1 − z2|)

для всех 0 ≤ t ≤ T и y1, y2, z1, z2 ∈ R
1 .

В рассматриваемой задаче в качестве эмпириче-
ских соображений, обосновывающих выбор струк-
туры УОФ, предлагается использовать записанные
выше уравнения оптимальной оценки (6), точнее
их структуру, а именно: представление правой час-
ти (6) в виде (Ât − (›̂t/“σ

2
t )“at�yt) dt + (›̂t/“σ

2
t ) d“zt

обосновывает предложение использовать в каче-
стве структурных функций

ξt(y, z) = ξt(y) = At(y)−
›t(y)

“σ2t
“aty ;

ζt(y, z) = ζt(y) =
›t(y)

“σ2t
,

т. е. оценку фильтрации в виде:
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d“yt = “αt

(
At(“yt)−

›t(“yt)

“σ2t
“at“yt

)
dt+“βt

›t(“yt)

“σ2t
d“zt+

+ “γt dt , “y0 = E{Y } . (10)

Здесь, как и для варианта управления (8), величины
At(“yt) и ›t(“yt) можно интерпретировать как нуле-

вые приближения для Ât и ›̂t, которые уточняются
согласно методу условно-оптимальной фильтрации
коэффициентами “αt, “βt и “γt, обеспечивающими
оценке фильтра (10) несмещенность и гарантиро-
ванное качество, лучшее на некотором классе до-
пустимых фильтров [8].

Соотношения для коэффициентов УОФ при-
ведены в [8] и представляют собой комбинации
моментных характеристик состояния yt, наблюде-
ний “zt и структурных функций ξt и ζt, т. е. не зависят
от реализуемого закона управления ut. Приемле-
мый вариант для расчета этих коэффициентов на
основе имитационного компьютерного моделиро-
вания приведен в следующем разделе.

4 Численная реализация
управления uSt

Подведем итог рассуждениям предыдущего раз-
дела, перечислив шаги, выполняемые для реализа-
ции варианта управления uS

t для решения исходной
задачи оптимизации, включающей уравнение (1)
ненаблюдаемого состояния, уравнение (2) выхода,
формирующего косвенные наблюдения, и крите-
рия (3), минимизируемого на классеFz

t -измеримых
неупреждающих управлений.

Шаг 1. Рассматривается вспомогательная зада-
ча условно-оптимальной фильтрации для системы
наблюдения и фильтра вида

dyt = At(yt) dt+›t(yt) dvt , y0 = Y ;

d“zt = “atyt dt+ “σt dwt , z0 = Z ;

d“yt = “αtξt(“yt) dt+ “βtζt(“yt) d“zt + “γt dt ,

“y0 = E{Y } ,





(11)

где

ξ(“yt) = At(“yt)−
›t(“yt)

“σ2t
“ay“yt ; ζt(“yt) =

›t(“yt)

“σ2t
.

Решение (11) — коэффициенты “αt, “βt и “γt

УОФ — определяются следующей системой урав-
нений (это частный случай решения задачи УОФ
для системы наблюдения общего вида [8]):

“γt = E {At} − “αtE{ξt} − “βt“atE{yt} ;

“βt =
“atE {(yt − “yt)ytζt}

“σ2t E{ζ2t }
;

“αt = E

{
(yt − “yt)

(
∂ξt
∂t
+
1

2

∂2ξt

∂(“yt)
2

(
“βtζt“σt)

2
)
+

+ (yt − “yt)
∂ξt
∂“yt
E{At}+ “βt“atζtyt

)
−

− ∂ξt
∂“yt

(
“βtζt“σt

)2
+ ξt

(
At − “βt“atζtyt

)}
×

×
(
E{ξtξt − (yt − “yt)

∂ξt
∂“yt

ξt}
)−1

,





(12)

где обозначено:

At = At (yt) ; At = At − E{At};
ξt = ξt (“yt) ; ξt = ξt − E {ξt} ;
ζt = ζt(“yt); ζtyt = ζtyt − E {ζtyt} .

В качестве численной реализации оценки “yt

предлагается использовать метод имитационного
компьютерного моделирования, а именно: разби-
вая ось времени на интервалы равной малой дли-
ны –t, для вычисления коэффициентов “αt, “βt и “γt

в правой части (12) использовать вычисленные на
предыдущем шаге “αt−–t и “βt−–t, а моменты E{·}
заменять на их оценки статистическим средним,
для чего моделировать пучок траекторий процессов
yt, “zt и “yt Заметим, что аналогичный метод, осно-
ванный на формуле Фейнмана–Каца, использован
в [4] для расчета коэффициентов αt, βt(y) и γt(y)
в задаче оптимального управления по полной ин-
формации и хорошо себя показал. Кроме того, для
обоих расчетов (параметров управления и коэффи-
циентов УОФ) можно воспользоваться одним и тем
же ресурсом — смоделированным пучком траекто-
рий.

Шаг 2. Рассматривается вспомогательная зада-
ча управления с тем же целевым функционалом (3),
линейным выходом (2) и состоянием (1), но в пред-
положении наблюдаемости состояния. Решение —
коэффициенты αt и βt(y), формирующие закон
управления u∗t = u

∗
t (yt, zt) согласно (4), — находит-

ся любым из двух численных методов, предложен-
ных в [2, 4].

Шаг 3. Формируется расширенная (эквива-
лентная) постановка для исходной задачи, включа-
ющая уравнение состояния (1), линейный выход (2)
и псевдонаблюдения

“zt = Btzt −
t∫

0

Bscsu
S
s ds .
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Предложенный вариант управления uS
t вычисля-

ется по формуле (8), где используются параметры
управления αt и βt(y), вычисленные на шаге 2,
и оценка УОФ “yt по наблюдениям “zt с коэффици-
ентами “αt, “βt и “γt вычисленными на шаге 1.

5 Заключение
В статье подведен итог исследованию задачи

оптимизации линейного выхода нелинейной диф-
ференциальной системы по квадратичному крите-
рию, выполненному в [1–4]. Оптимальные ал-
горитмы, полученные для рассматриваемой задачи
оптимизации в случае полной информации, т. е. при
наличии возможности наблюдать и выход системы,
и ее состояние, проанализированы в связи с поста-
новкой задачи при неполной информации, а имен-
но: в случае, когда выход выполняет функцию кос-
венных наблюдений за неизвестным состоянием
системы. Возможности получить и в такой по-
становке оптимальные решения не выявлены, по-
этому предложен вариант субоптимального реше-
ния, опирающийся на концепцию разделения задач
управления и фильтрации и на метод условно-оп-
тимальной фильтрации состояний стохастических
дифференциальных систем наблюдения В. С. Пуга-
чева.
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STOCHASTIC DIFFERENTIAL SYSTEM OUTPUT CONTROL

BY THE QUADRATIC CRITERION.

V. CASE OF INCOMPLETE STATE INFORMATION

A. V. Bosov

Institute of Informatics Problems, Federal Research Center “Computer Science and Control” of the Russian
Academy of Sciences, 44-2 Vavilov Str., Moscow 119333, Russian Federation

Abstract: A generalization of the optimal control problem for the Ito diffusion process and a linear controlled
output with a quadratic quality criterion for the case of indirect observation of the state is considered. The available
solution of the problem with full information is used to synthesize control from indirect observations based on
the principle of separation. The ability to separate control and state filtering tasks is justified by the properties
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of the quadratic criterion used. Instead of solving the arising auxiliary problem of optimal filtering described by
the general equations of nonlinear filtering based on innovation processes, it is proposed to use the estimate of
the conditionally optimal filter of V. S. Pugachev. Thus, the suboptimal solution of the control problem under
consideration is obtained as a result of the traditional approach to control synthesis in the problem with incomplete
information, consisting in a formal replacement in solving the corresponding problem with complete information
of the state variable by its estimate. Finally, a case of numerical implementation of the obtained suboptimal control
is proposed. It is based on the method of computer simulation, using a common beam of simulated paths both for
calculating the parameters of a conditionally optimal filter and for calculating the parameters in the original control
problem.

Keywords: stochastic differential equation; stochastic differential system; optimal control; stochastic filtering;
conditionally-optimal filtering; computer simulations
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АСИМПТОТИКА ОЦЕНКИ СРЕДНЕКВАДРАТИЧНОГО РИСКА

В ЗАДАЧЕ ОБРАЩЕНИЯ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ РАДОНА

ПО ПРОЕКЦИЯМ, РЕГИСТРИРУЕМЫМ НА СЛУЧАЙНОЙ СЕТКЕ∗

О. В. Шестаков1

Аннотация: При реконструкции томографических изображений необходимо использовать методы регуля-
ризации, так как задача обращения преобразования Радона, лежащего в основе математических моделей
большинства томографических экспериментов, относится к некорректно поставленным. Методы ре-
гуляризации, основанные на аппарате вейвлет-анализа, приобрели популярность благодаря адаптации
к локальным особенностям изображений и вычислительной эффективности. Анализ погрешностей
в томографических изображениях представляет собой важную практическую задачу, поскольку дает
возможность оценить качество как самих методов, так и используемого оборудования. Иногда нет воз-
можности регистрировать проекционные данные на равномерной сетке отсчетов. Если точки отсчетов по
каждой координате образуют вариационный ряд, построенный по выборке из равномерного распределе-
ния, то использование обычных процедур пороговой обработки оказывается адекватным. В данной работе
проведен анализ оценки среднеквадратичного риска при обращении преобразования Радона и показано,
что если функция изображения равномерно регулярна по Липшицу, то данная оценка является сильно
состоятельной и асимптотически нормальной.

Ключевые слова: пороговая обработка; преобразование Радона; случайная сетка; оценка среднеквадра-
тичного риска

DOI: 10.14357/19922264200204

1 Введение

Вычислительная томография используется в ме-
дицинской диагностике, астрономии, сейсмоло-
гии, электронной микроскопии, диагностике плаз-
мы и во многих других областях. Большинство задач
вычислительной томографии основано на обраще-
нии преобразования Радона. Если в проекционных
данных содержится шум, то необходимо приме-
нять методы регуляризации, так как задача обраще-
ния преобразования Радона некорректно постав-
лена.

Большой популярностью пользуются методы
подавления шума, основанные на вейвлет-разло-
жении и пороговой обработке. Для решения задач
вычислительной томографии эти методы рассмат-
ривались в работах [1–3], в которых оценивается
порядок среднеквадратичного риска и описывают-
ся алгоритмы вычисления оптимальных парамет-
ров пороговой обработки.

Также изучены свойства оценки среднеквадра-
тичного риска, позволяющей судить о качестве ре-
конструкции на основе только наблюдаемых дан-

ных. Показано, что при определенных условиях она
является сильно состоятельной и асимптотически
нормальной [4, 5].

В некоторых ситуациях невозможно (или слож-
но) регистрировать проекционные данные на рав-
номерной сетке отсчетов [6]. В работе [7] показано,
что если точки отсчетов образуют вариационный
ряд, построенный по выборке из равномерного
распределения на отрезке регистрации данных, то
при использовании обычной пороговой обработ-
ки вейвлет-коэффициентов порядок среднеквадра-
тичного риска остается с точностью до логарифми-
ческого множителя равным оптимальному порядку
в классе функций, регулярных по Липшицу.

В данной работе рассматривается статистиче-
ская оценка среднеквадратичного риска пороговой
обработки коэффициентов при обращении пре-
образования Радона и показывается, что статисти-
ческие свойства этой оценки также не меняются
при переходе от фиксированной равномерной сет-
ки отсчетов к случайной. Оценка сохраняет асим-
птотическую регулярность, т. е. остается сильно со-
стоятельной и асимптотически нормальной.

∗Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект 18-07-00252).
1Московский государственный университет им. М. В. Ломоносова, кафедра математической статистики факультета вычисли-

тельной математики и кибернетики; Институт проблем информатики Федерального исследовательского центра «Информатика
и управление» Российской академии наук, oshestakov@cs.msu.ru
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2 Обращение преобразования
Радона

Математическая модель задачи реконструкции
томографических изображений основана на так на-
зываемом преобразовании Радона. Обозначим че-
рез Lip(γ) класс функций, равномерно регулярных
по Липшицу с показателем γ > 0. Пусть изоб-
ражение описывается функцией f(x, y) ∈ Lip(γ)
с компактным носителем (без ограничения общ-
ности будем считать, что это круг единичного ради-
уса с центром в начале координат). Преобразовани-
ем Радона функции f называется преобразование
вида:

Rf(s, θ) =

∫

Ls,θ

f(x, y) dl ,

где

Ls,θ = {(x, y) : x cos θ + y sin θ − s = 0} .

Одним из возможных методов обращения пре-
образования Rf является метод вейвлет–вейглет-
разложения [2].

Пусть заданы φ(x) и ψ(x) — отцовская и мате-
ринская вейвлет-функции. Определим

ψ
[1]
j,k1,k2

(x, y) = 2jφ(2jx− k1)ψ(2
jy − k2);

ψ
[2]
j,k1,k2

(x, y) = 2jψ(2jx− k1)φ(2
jy − k2);

ψ
[3]
j,k1,k2

(x, y) = 2jψ(2jx− k1)ψ(2
jy − k2).





(1)

Семейство {ψ[λ]j,k1,k2
} образует ортонормированный

базис в L2(R2). Индекс j в (1) называется масшта-
бом, а индексы k1 и k2 — сдвигами. В данной работе
предполагается, что используются вейвлеты Мей-
ера [8], имеющие M непрерывных производных
(M > γ).

Вейвлет-разложение функции f имеет вид:

f =
∑

λ,j,k1,k2

〈
f, ψ

[λ]
j,k1,k2

〉
ψ
[λ]
j,k1,k2

. (2)

В силу условий на f и вейвлет-функции коэффици-
енты разложения в (2) удовлетворяют неравенству:

∣∣∣
〈
f, ψ

[λ]
j,k1,k2

〉∣∣∣ 6 A

2j(γ+1)
,

где A — некоторая положительная константа [8].
Определим функции ξ[λ]j,k1,k2

(s, θ):

ξ
[λ]
j,k1,k2

(s, θ) =
2−j/2

4π
I−1

[
Rψ

[λ]
j,k1,k2

]
(s, θ),

где Iα — потенциал Рисса, определяемый в про-
странстве Фурье по формуле Îαg(ω) = |w|−αĝ(ω).

Эти функции называются «вейглетами» [2]. Для
них справедливо соотношение:

〈
f, ψ

[λ]
j,k1,k2

〉
= 2j/2

〈
Rf, ξ

[λ]
j,k1,k2

〉
.

Последовательность {ξ[λ]j,k1,k2
} образует устойчивый

базис [3], и вейвлет–вейглет-разложение f имеет
вид:

f =
∑

λ,j,k1,k2

2j/2
〈
Rf, ξ

[λ]
j,k1,k2

〉
ψ
[λ]
j,k1,k2

. (3)

В разложении (3) используются только проекцион-
ные данные, и оно служит основой метода рекон-
струкции.

3 Модель данных и метод
подавления шума

В практических задачах проекционные данные
описываются дискретными отсчетами некоторой
функции. Предположим, что отсчеты регистриру-
ются в случайных точках и содержат аддитивный
белый гауссов шум, т. е. рассмотрим следующую
модель данных:

Yi,j = Rf (si, θi) + ei,j i = 1, . . . , N , j = 1, . . . , N ,

где N = 2J для некоторого J > 0; s1, . . . , sN —
независимая выборка из равномерного распределе-
ния на [−1, 1]; θ1, . . . , θN — независимая выборка
из равномерного распределения на [0, π] (выбор-
ки из si и θi также независимы); ei,j независимы
между собой и от xi и yi и имеют нормальное рас-
пределение с нулевым средним и дисперсией σ2.
Пусть 0 6 s(1) < · · · < s(N) 6 1 — вариацион-
ный ряд, построенный по выборке si, i = 1, . . . , N ,
а 0 6 θ(1) < · · · < θ(N) 6 1 — вариационный ряд,
построенный по выборке θi, i = 1, . . . , N . Тогда,
перенумеровав Yi,j и ei,j, получаем модель:

Yi,j = Rf(s(i), θ(i)) + ei,j ,

i = 1, . . . , N , j = 1, . . . , N . (4)

Наряду с (4) рассмотрим выборку с равными рас-
стояниями между отсчетами:

Zi,j = Rf

(
−1 + 2i

N
,
jπ

N

)
+ ei,j,

i = 1, . . . , N , j = 1, . . . , N . (5)
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Применяя к (5) дискретный аналог вейглет- пре-
образования [9], можно перейти к моделям дис-
кретных коэффициентов:

W
[λ]
j,k1,k2

= µ
[λ]
j,k1,k2

+ e
[λ]
j,k1,k2

, (6)

где
µ
[λ]
j,k1,k2

= 2J
〈
Rf, ξ

[λ]
j,k1,k2

〉
;

e
[λ]
j,k1,k2

имеют нормальное распределение с нулевым

средним и дисперсией σ2λ, но уже не являются не-
зависимыми. Значение σ2λ зависит от выбранного
вейвлет-базиса и λ, но не зависит от k1, k2 и j.

Популярным методом подавления шума служит
пороговая обработка эмпирических коэффициен-
тов. К коэффициентам в (6) применяется функция
жесткой пороговой обработки ρH(x, T ) = y1(|x| >
> T ) или мягкой пороговой обработки ρS(x, T ) =
= sgn (x) (|x| − T )+ с порогом T . Смысл пороговой
обработки заключается в удалении достаточно ма-
леньких коэффициентов, которые считаются шу-
мом.

Если применить дискретный аналог вейглет-
преобразования к (4), то получится набор эмпи-
рических коэффициентов:

V
[λ]
j,k1,k2

= ν
[λ]
j,k1,k2

+ e
[λ]
j,k1,k2

.

В общем случае V [λ]j,k1,k2
не равны W

[λ]
j,k1,k2

, а ν[λ]j,k1,k2

не равны µ
[λ]
j,k1,k2

. Однако к V
[λ]
j,k1,k2

можно при-
менить ту же процедуру, что и к коэффициентам
W
[λ]
j,k1,k2

, и получить оценки V̂
[λ]
j,k1,k2

. В следующем
разделе обсуждаются свойства полученных оценок.

Среднеквадратичный риск пороговой обработ-
ки для выборки со случайными точками отсчетов
определим как

Rν(f) =

J−1∑

j=0

2j−1∑

k1=0

2j−1∑

k2=0

3∑

λ=1

2jE
(
V̂
[λ]
j,k1,k2

− µ
[λ]
j,k1,k2

)2
.

Также определим среднеквадратичный риск для вы-
борки с равными расстояниями между отсчетами:

Rµ(f) =

J−1∑

j=0

2j−1∑

k1=0

2j−1∑

k2=0

3∑

λ=1

2jE
(
Ŵ
[λ]
j,k1,k2

− µ
[λ]
j,k1,k2

)2
.

Используя результаты работы [2], можно убе-
диться, что справедливо следующее утверждение
о порядке Rµ(f).

Теорема 1. При выборе асимптотически оптимально-

го порога для жесткой и мягкой пороговой обработки

справедливо соотношение

Rµ(f) 6 C26J/(2γ+3)J (2γ+6)/(2γ+3),

где C — некоторая положительная константа.

Асимптотически оптимальный порог в теореме 1
при J → ∞ удовлетворяет соотношению:

Tγ ≃ σ

√
6γ + 3

2γ + 3
ln 22J .

Также, повторяя рассуждения работы [7], можно
показать, что аналогичное утверждение справедли-
во для Rν(f). Таким образом, замена равноот-
стоящих точек отсчета на случайные не оказывает
влияния на оценку порядка среднеквадратичного
риска.

4 Свойства оценки
среднеквадратичного риска

На практике вычислить значение среднеквадра-
тичного риска нельзя, поскольку оно зависит от
ненаблюдаемых «чистых» коэффициентов. Одна-
ко можно построить его оценку, используя только
наблюдаемые данные. Эта оценка определяется
выражением:

R̂ν(f) =

J−1∑

j=0

2j−1∑

k1=0

2j−1∑

k2=0

3∑

λ=1

2jF
[
V
[λ]
j,k1,k2

]
, (7)

где

F [V
[λ]
j,k1,k2

] =

([
V
[λ]
j,k1,k2

]2
− σ2

)
1
(∣∣∣V [λ]j,k1,k2

∣∣∣ 6 T
)
+

+ σ21
(∣∣∣V [λ]j,k1,k2

∣∣∣ > T
)

в случае жесткой пороговой обработки и

F [V
[λ]
j,k1,k2

] =

([
V
[λ]
j,k1,k2

]2
− σ2

)
1
(∣∣∣V [λ]j,k1,k2

∣∣∣ 6 T
)
+

+ (σ2 + T 2)1
(∣∣∣V [λ]j,k1,k2

∣∣∣ > T
)

в случае мягкой пороговой обработки [8].
Выражение (7) дает возможность получить пред-

ставление о погрешности, с которой оценивается
функция f . Докажем утверждение о ее асимптоти-
ческой нормальности.

Теорема 2. Пусть f ∈ Lip(γ) с γ > 1/2 и вейвлет-

функция удовлетворяет перечисленным выше услови-

ям. Пусть T = Tγ . Тогда при жесткой или мягкой

пороговой обработке

P

(
R̂ν(f)−Rν(f)

DJ
< x

)
→ �(x) при J → ∞.
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Здесь�(x)— функция распределения стандартного
нормального закона; DJ = CR2

2J , где константа
CR зависит от используемого вейвлет-базиса. Ме-
тод вычисления этой константы описан в [4].
Д о к а з а т е л ь с т в о. Докажем теорему для случая
жесткой пороговой обработки. В случае мягкой
пороговой обработки доказательство аналогично.

Наряду с R̂ν(f) рассмотрим

R̂µ(f) =

J−1∑

j=0

2j−1∑

k1=0

2j−1∑

k2=0

3∑

λ=1

2jF
[
W
[λ]
j,k1,k2

]

и запишем разность R̂ν(f)−Rν(f) в виде:

R̂ν(f)−Rν(f) = R̂µ(f)−Rµ(f) + R̃ ,

где

R̃ = R̂ν(f)− R̂µ(f)− (Rν(f)−Rµ(f)).

В [4] показано, что

P

(
R̂µ(f)−Rµ(f)

DJ
< x

)
→ �(x) при J → ∞ .

Следовательно, для доказательства теоремы доста-
точно показать, что

R̃

22J
P−→ 0 при J → ∞ .

В силу теоремы 1 и аналогичного утверждения для
Rν(f, T )

Rν(f)−Rµ(f)

22J
→ 0 при J → ∞ .

Далее пусть

j0 ≈
2J

2γ + 3
+

1

2γ + 3
log2 J .

Представим R̂ν(f, Tγ)− R̂µ(f, Tγ) в виде:

R̂ν(f, Tγ)− R̂µ(f, Tγ) = S1 + S2,

где

S1 =

J0−1∑

j=0

2j−1∑

k1=0

2j−1∑

k2=0

3∑

λ=1

2j
(
F [V

[λ]
j,k1,k2

]− F [W
[λ]
j,k1,k2

]
)
;

S2 =

J−1∑

j=j0

2j−1∑

k1=0

2j−1∑

k2=0

3∑

λ=1

2j
(
F [V

[λ]
j,k1,k2

]− F [W
[λ]
j,k1,k2

]
)
.

Поскольку как в случае жесткой, так и в случае
мягкой пороговой обработки

∣∣∣F
[
V
[λ]
j,k1,k2

]∣∣∣ 6 T 2γ + σ
2
λ;∣∣∣F

[
W
[λ]
j,k1,k2

]∣∣∣ 6 T 2γ + σ
2
λ

п. в.,



 (8)

то
S1

22J
P−→ 0 при J → ∞ .

Далее

S2 =
J−1∑

j=j0

2j−1∑

k1=0

2j−1∑

k2=0

3∑

λ=1

2j
(
F
[
V
[λ]
j,k1,k2

]
−

− F
[
W
[λ]
j,k1,k2

])
=

=

J−1∑

j=j0

2j−1∑

k1=0

2j−1∑

k2=0

3∑

λ=1

2j
([
V
[λ]
j,k1,k2

]2
−
[
W
[λ]
j,k1,k2

]2)
+

+

J−1∑

j=j0

2j−1∑

k1=0

2j−1∑

k2=0

3∑

λ=1

2j
([
W
[λ]
j,k1,k2

]2
− 2σ2

)
×

× 1
(∣∣∣V [λ]j,k1,k2

∣∣∣ 6 Tγ ,
∣∣∣W [λ]

j,k1,k2

∣∣∣ > Tγ

)
+

+
J−1∑

j=j0

2j−1∑

k1=0

2j−1∑

k2=0

3∑

λ=1

2j
(
2σ2 −

[
V
[λ]
j,k1,k2

]2)
×

× 1
(∣∣∣V [λ]j,k1,k2

∣∣∣ > Tγ ,
∣∣∣W [λ]

j,k1,k2

∣∣∣ 6 Tγ

)
+

+

J−1∑

j=j0

2j−1∑

k1=0

2j−1∑

k2=0

3∑

λ=1

2j
([
W
[λ]
j,k1,k2

]2
−
[
V
[λ]
j,k1,k2

]2)
×

× 1
(∣∣∣V [λ]j,k1,k2

∣∣∣ > Tγ ,
∣∣∣W [λ]

j,k1,k2

∣∣∣ > Tγ

)
. (9)

Рассмотрим сумму:

J−1∑

j=j0

2j−1∑

k1=0

2j−1∑

k2=0

3∑

λ=1

2j
([
V
[λ]
j,k1,k2

]2 − [W [λ]
j,k1,k2

]2)
=

=

J−1∑

j=j0

2j−1∑

k1=0

2j−1∑

k2=0

3∑

λ=1

2j
([
ν
[λ]
j,k1,k2

]2 − [µ[λ]j,k1,k2

]2)
+

+2

J−1∑

j=j0

2j−1∑

k1=0

2j−1∑

k2=0

3∑

λ=1

2je
[λ]
j,k1,k2

(
ν
[λ]
j,k1,k2

− µ
[λ]
j,k1,k2

)
.

Учитывая результаты работ [7,10], можно показать,
что условное распределение этой суммы при фикси-
рованных si и θi нормально с математическим ожи-

данием
∑J−1

j=j0

∑2j−1
k1=0

∑2j−1
k2=0

∑3
λ=1 2

j

([
ν
[λ]
j,k1,k2

]2
−

−
[
µ
[λ]
j,k1,k2

]2)
и дисперсией, не превосходящей
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CRσ
2

J−1∑
j=j0

2j−1∑
k1=0

2j−1∑
k2=0

3∑
λ=1

22j
(
ν
[λ]
j,k1,k2

− µ
[λ]
j,k1,k2

)2
, где

константа CR зависит от выбранного базиса.
Так как f ∈ Lip(γ), то, повторяя рассуждения

работы [10], можно показать, что

1

22J
Esθ

∣∣∣∣∣
J−1∑

j=j0

2j−1∑

k1=0

2j−1∑

k2=0

3∑

λ=1

2j
([
ν
[λ]
j,k1,k2

]2
−

−
[
µ
[λ]
j,k1,k2

]2)
∣∣∣∣∣→ 0 ;

1

22J
Esθ

J−1∑

j=j0

2j−1∑

k1=0

2j−1∑

k2=0

3∑

λ=1

22j
(
ν
[λ]
j,k1,k2

− µ
[λ]
j,k1,k2

)2
→ 0

при J → ∞. Следовательно, применяя неравенство
Маркова, получаем, что

1

22J

J−1∑

j=j0

2j−1∑

k1=0

2j−1∑

k2=0

3∑

λ=1

2j
([
ν
[λ]
j,k1,k2

]2
−

−
[
µ
[λ]
j,k1,k2

]2) P−→ 0 ;

1

22J

J−1∑

j=j0

2j−1∑

k1=0

2j−1∑

k2=0

3∑

λ=1

22j
(
ν
[λ]
j,k1,k2

− µ
[λ]
j,k1,k2

)2 P−→ 0

при J → ∞. Таким образом,

1

22J

J−1∑

j=j0

2j−1∑

k1=0

2j−1∑

k2=0

3∑

λ=1

2j
([
V
[λ]
j,k1,k2

]2
−

−
[
W
[λ]
j,k1,k2

]2) P−→ 0 при J → ∞.

В оставшихся суммах в (9) содержатся индикато-
ры, в которых либо |V [λ]j,k1,k2

| > Tγ, либо |W [λ]
j,k1,k2

| >
> Tγ . Повторяя рассуждения из работы [10], можно
показать, что эти суммы при делении на 22J также
сходятся к нулю по вероятности. Теорема доказана.

Помимо асимптотической нормальности оцен-
ка (7) также обладает свойством сильной состоя-
тельности.

Теорема 3. Пусть выполнены условия теоремы 2. То-

гда при жесткой или мягкой пороговой обработке для

любого α > 2

R̂ν(f)−Rν(f)

2αJ
→ 0 п. в. при J → ∞ .

Поскольку выполнено (8), при фиксирован-
ных xi, к (7) применимо неравенство Боска [11].
Следовательно, доказательство этого утверждения
практически полностью повторяет доказательство
соответствующего свойства оценки риска в рабо-
те [5].
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the equipment used. Sometimes, it is not possible to register projection data on a uniform grid of samples. If
sample points for each coordinate form a variation series based on a sample from a uniform distribution, then
the use of the usual threshold processing procedure is adequate. In this paper, the author analyzes the estimate
of the mean-square risk in the Radon transform inversion problem and demonstrates that if the image function is
uniformly Lipschitz-regular, then this estimate is strongly consistent and asymptotically normal.

Keywords: threshold processing; Radon transform; random grid; mean-square risk estimate

DOI: 10.14357/19922264200204

Acknowledgments

This research is supported by the Russian Foundation for Basic Research (project No. 18-07-00252).

References
1. Kolaczyk, E. D. 1994. Wavelet methods for the inversion

of certain homogeneous linear operators in the presence of
noisy data. Stanford, CA: Stanford University. PhD Diss.
152 p.

2. Donoho, D. 1995. Nonlinear solution of linear in-
verse problems by wavelet-vaguelette decomposition. Appl.

Comput. Harmon. A. 2:101–126.
3. Lee, N. 1997. Wavelet-vaguelette decompositions and ho-

mogenous equations. West Lafayette, IN: Purdue Univer-
sity. PhD Diss. 103 p.

4. Shestakov, O. V. 2016. Veroyatnostno-statisticheskie metody

analiza i obrabotki signalov na osnove veyvlet-algoritmov

[Probabilistic-statistical methods of signal analysis and
processing based on wavelet algorithms]. Moscow:
ARGAMAK-MEDIA. 200 p.

5. Shestakov, O. V. 2016. Usilennyy zakon bol’shikh chis-
el dlya otsenki riska v zadache rekonstruktsii tomogra-
ficheskikh izobrazheniy iz proektsiy s korrelirovannym
shumom [The strong law of large numbers for the risk esti-
mate in the problem of tomographic image reconstruction
from projections with a correlated noise]. Informatika i ee

Primeneniya — Inform. Appl. 10(3):41– 45.

6. Cai, T., and L. Brown. 1998. Wavelet shrinkage for noneq-
uispaced samples. Ann. Stat. 26(5):1783–1799.

7. Cai, T., and L. Brown. 1999. Wavelet estimation for sam-
ples with random uniform design. Stat. Probabil. Lett.

42:313–321.

8. Mallat, S. 1999. A wavelet tour of signal processing. New
York, NY: Academic Press. 857 p.

9. Eroshenko, A. A., and O. V. Shestakov. 2014. Asimp-
toticheskie svoystva otsenki riska v zadache vosstanov-
leniya izobrazheniya s korrelirovannym shumom pri
obrashchenii preobrazovaniya Radona [Asymptotic prop-
erties of risk estimate in the problem of reconstruct-
ing images with correlated noise by inverting the Radon
transform]. Informatika i ee Primeneniya — Inform. Appl.

8(4):32–40.

10. Shestakov, O. V. 2019. Svoystva veyvlet-otsenok signalov
registriruemykh v sluchaynye momenty vremeni [Prop-
erties of wavelet estimates of signals recorded at random
time points]. Informatika i ee Primeneniya — Inform. Appl.

13(2):16–21.

11. Johnstone, I. M., and B. W. Silverman. 1997. Wavelet
threshold estimates for data with correlated noise. J. Roy.

Stat. Soc. B 59:319–351.

Received April 7, 2020

INFORMATIKA I EE PRIMENENIYA — INFORMATICS AND APPLICATIONS 2020 volume 14 issue 2 31



O. V. Shestakov

Contributor

Shestakov Oleg V. (b. 1976) — Doctor of Science in physics and mathematics, professor, Department of
Mathematical Statistics, Faculty of Computational Mathematics and Cybernetics, M. V. Lomonosov Moscow
State University, 1-52 Leninskiye Gory, GSP-1, Moscow 119991, Russian Federation; senior scientist, Institute
of Informatics Problems, Federal Research Center “Computer Science and Control” of the Russian Academy of
Sciences, 44-2 Vavilov Str., Moscow 119333, Russian Federation; oshestakov@cs.msu.su

32 INFORMATIKA I EE PRIMENENIYA — INFORMATICS AND APPLICATIONS 2020 volume 14 issue 2



éîæïòíáôéëá é å¿ ðòéíåîåîéñ, 2020. ô. 14. ÷ÙÐ. 2. ó. 33�39

МЕТОДЫ НАХОЖДЕНИЯ ПРИЧИН СБОЕВ

В ИНФОРМАЦИОННЫХ ТЕХНОЛОГИЯХ

С ПОМОЩЬЮ МЕТАДАННЫХ∗

Н. А. Грушо1, А. А. Грушо2, М. И. Забежайло3, Е. Е. Тимонина4

Аннотация: Статья посвящена вопросам удаленного выявления и локализации сбоя в информационных
системах. Определены информационные ресурсы для решения перечисленных выше задач и исследованы
модели использования этих информационных ресурсов. В данной статье метаданные описываются
естественными для моделей бизнес-процессов и информационных технологий (ИТ) ориентированными
ациклическими графами (DAG — directed acyclic graph). Рассматриваемая задача состоит в следующем.
При сбое или ошибке необходимо быстро выйти на содержащий причину сбоя блок, который уже не
настолько дорог, чтобы его беречь, и он был бы заменяем. Если блок содержит очень дорогие компоненты,
например сервер, то его замена может быть экономически недоступна организации. Если говорить
о программных приложениях, то они могут быть легко реинсталлированы, и цена такой замены невелика.
Следовательно, причину надо искать в направлении сверху вниз по уровням иерархической декомпозиции
(ИД) DAG информационной технологии. Проведено исследование по анализу и выявлению сбойных
данных в ИТ при условии правильности работы всех блоков информационной системы.

Ключевые слова: модели информационных технологий; метаданные; ориентированные ациклические
графы; причины сбоев и ошибок в информационных технологиях

DOI: 10.14357/19922264200205

1 Введение

В задачи, решаемые системными администра-
торами, входит выявление ошибок и сбоев ИТ
в распределенных информационно-вычислитель-
ных системах (РИВС). Сложность этих задач при-
вела к тому, что наблюдается дефицит высоко-
квалифицированных системных администраторов.
В связи с расширением числа информационных
систем поддержки цифровой экономики высоко-
квалифицированные системные администраторы
все чаще переходят на удаленную работу по обслу-
живанию информационных систем малого и сред-
него бизнеса. При этом необходимо удаленно ре-
шать следующие задачи:

– как узнать о сбое;

– какую информацию необходимо получить о де-
талях сбоя;

– как определить причину сбоя;

– как дистанционно осуществить восстановле-
ние ИТ;

– как обеспечить безопасность дистанционной
работы системного администратора.

В работе не рассматриваются задачи безопасной
связи и сбор информации мониторинга в контро-
лируемых информационных системах [1]. В статье
рассмотрены вопросы удаленного выявления и ло-
кализации сбоя в информационных системах.
Определены информационные ресурсы для реше-
ния перечисленных выше задач и исследованы мо-
дели использования этих информационных ресур-
сов.

В работах [2–4] определены метаданные для
управления соединениями в РИВС. Метаданные
представляют информацию о необходимых и до-
пустимых взаимодействиях хостов, на которых
реализуется ИТ. Метаданные отражают логику биз-
нес-процессов и позволяют дистанционно контро-
лировать ИТ, связанные с их выполнением. В [5]
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показано, что метаданные можно также использо-
вать для поиска сбоев и ошибок. Поскольку в рабо-
те не рассматриваются сетевые вопросы, то поиск
причин сбоев и ошибок в SDN (software-defined
networking) можно найти в работе [6].

В отличие от предыдущих работ в данной статье
метаданные описываются естественным для моде-
лей бизнес-процессов и ИТ способом — в виде
DAG.

Причина A свойства P в данных определяет-
ся как детерминированное появление свойства P
в данных при появлении в них причины A [7].
В этом определении свойство P называется след-
ствием причины A. Исследования формализо-
ванных описаний причин, следствий и связанных
с этими понятиями исследований можно найти
в работах В. К. Финна (см., например, [8]).

Следует отметить, что причина свойства P не
всегда является единственной. Например, пред-
положим, что некоторая система выполняет свои
функции последовательно на устройствах A, B и C.
Сбой работы системы выявляется на устройстве C
(свойство P ) и может быть связан с выходом из
строя устройства A или устройства B. Каждое из
этих событий порождает в системе свойство P . То-
гда сбои A и B являются причинами свойства P .
Но отсюда не следует, что в случае появления свой-
стваP на устройстве C причина однозначно опреде-
лена. Вместе с тем уточнение того, какая из причин
повлияла на сбой в системе, в этом примере име-
ет практическое значение. Если можно заменить
любое из устройств A или B, то экономически це-
лесообразно сначала узнать, какое из них вышло из
строя.

2 Модели графов для описания
информационных технологий

В работе рассмотрены ИТ [9], представимые
в виде DAG. Прописными латинскими буквами
A,B, . . . будем обозначать данные (объекты), служа-
щие входными или выходными данными преобра-
зований информации в ИТ, на рисунках данные
будем представлять окружностями. Преобразова-
ния будем называть блоками, обозначать строчны-
ми латинскими буквами и на рисунках обозначать
прямоугольниками.

Каждый блок соответствует преобразованию
информации и решает одну или несколько задач,
необходимых для реализации ИТ. Дуги DAG со-
ответствуют передаче данных блокам от предыду-
щих блоков, т. е. дуга выходит из выходных данных
выполненного преобразования и направляется во
входные данные для следующего преобразования.

В ИТ могут быть ориентированные циклы пре-
образований. Очевидно, что входные и выходные
данные каждого цикла отличаются. Следовательно,
в графе ИТ ориентированные циклы отсутствуют.
Если выходные данные преобразования полностью
определяют входные данные одного или несколько
следующих преобразований, то из выходных дан-
ных такого преобразования выходят несколько дуг,
при этом часть выходных данных в следующем бло-
ке может не использоваться.

При рассмотрении ИД ИТ может возникнуть
необходимость рассматривать преобразования на
уровне операционной системы (ОС) и аппаратной
платформы. Тогда преобразование верхнего бло-
ка можно представить в виде суперпозиции час-
ти преобразования этого блока, блока, связанного
с преобразованием информации на уровне ОС и ап-
паратной платформы, и оставшейся части преобра-
зования верхнего блока. Повтор преобразований
допустим, если они имеют разные входные данные.

Простейший DAG, описывающий произволь-
ную ИТ, имеет вид, представленный на рис. 1, где
A — входные данные ИТ; B — выходные данные
ИТ; f — преобразование, реализующее ИТ.

Рис. 1 Простейший DAG

Если выходные данные A какого-то преобра-
зования или выходные данные B другого какого-
то преобразования используются для преобразова-
ния f , то входные данные для преобразования f
представляют собой вектор (A,B) (рис. 2).

Рис. 2 Векторные входные данные

Далее потребуется ИД DAG. Иерархическая де-
композиция определяется итерационно с помощью
двух операций.

1. Операция деления блока. Пусть преобразование
данных f в текущем DAG имеет вид, показан-
ный на рис. 1. Предположим, что f может
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быть представлено в виде суперпозиции двух
преобразований:

B = f(A) = f2(f1(A)); f1(A) = C .

Тогда фрагмент DAG на рис. 1 может быть гра-
фически представлен в виде, отраженном на
рис. 3. Такое преобразование сохраняет аци-
кличность исходного графа.

Рис. 3 Операция деления блока

2. Операция детализации блоков. Пусть преобра-
зование f зависит от исходных данных (A,B)
и может быть представлено в виде C = f(A,B).
Предположим, что существуют функции f1 и f2
такие, что f(A,B) = f2(f1(A), B). Тогда резуль-
тат этой детализации имеет вид, показанный на
рис. 4.

Рис. 4 Операция детализации блока

Очевидно, что операция детализации блоков не
порождает ориентированных циклов в порожда-
емом графе.

Применяя операции деления и детализации,
можно из общего представления ИТ (см. рис. 1)
получить DAG, в котором блоки соответствуют ис-
пользуемым в ИТ приложениям. Выделим этот этап
ИД в связи с тем, что создатели приложений, как
правило, готовят для них хорошие средства тести-
рования и описания входных и выходных данных.

3 Использование иерархической
декомпозиции
ориентированных
ациклических графов
для анализа сбоев и ошибок

Рассмотрим этот вопрос на уровне DAG блоков
приложений, реализующихся в ИТ. Задача состоит

в следующем. При сбое или ошибке необходимо
быстро выйти на содержащий причину сбоя блок,
который уже не настолько дорог, чтобы его беречь,
и он был бы заменяем. Если блок содержит очень
дорогие компоненты, например сервер, то его заме-
на может быть экономически недоступна организа-
ции. Если говорить о программных приложениях,
то они могут быть легко реинсталлированы, и цена
такой замены невелика. Следовательно, причину
надо искать в направлении сверху вниз по уровням
иерархической декомпозиции DAG ИТ. При этом
если выявлены блоки, ставшие причиной выхода
из строя ИТ, и их удается заменить или «отремон-
тировать», то апостериорная вероятность выхода из
строя таких же блоков в дальнейшем увеличивается.
Тогда необходимо готовиться к тому, что эти бло-
ки, возможно, будут выходить из строя и в других
системах.

Если все приложения (включая ОС и про-
граммно-аппаратные платформы) работают ис-
правно, то причину сбоя следует искать в данных.
Этот вопрос рассмотрен в следующем разделе.

4 Поиск причин сбоя в данных

Сбои могут возникать даже при правильной ра-
боте всех приложений и технических систем. Эти
сбои связаны с неправильными входными данны-
ми. В ИТ, представленной на рис. 1, сбой данныхB
при правильно работающем преобразовании f свя-
зан с неправильными исходными данными A.

Более детальный анализ причины сбоя в этой
ситуации потребует введения новых обозначений
и доказательства ряда утверждений.

Пусть A, B и f — параметры блока на рис. 1.
Обозначим через D(f) множество возможных ис-
ходных данных, которые могут быть поданы на вход
преобразования f . Если на данных A ∈ D(f) пре-
образование f не может быть вычислено, то f(A) =
= 0. Если сбой произошел на предыдущих блоках
ИТ, то формально положим 0 ∈ D(f) и f(0) = 0.
Таким образом, значение 0 — это очевидно иденти-
фицируемый сбой.

Пусть J(f) — это множество выходных данных
преобразования f при входных данных, принадле-
жащих D(f), 0 ∈ J(f). Предположим, что опре-
делена функция ϕ(B), принимающая значение 1,
когда B можно признать допустимым результатом
преобразования f , и значение 0 в противном случае.
Тогда J(f) разбивается на два непересекающихся
подмножества J+(f) и J−(f), J+(f) ∩ J−(f) = ∅,
соответственно допустимых и недопустимых зна-
чений. Недопустимое значение означают сбой или
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ошибку в ИТ по результатам выполнения преобра-
зования f .

Разбиение J(f) = J+(f) ∪ J−(f) индуциру-
ет разбиение множества D(f) = D+(f) ∪ D−(f),
где D−(f) — множество тех исходных данных A,
которые преобразуются в J−(f). Пусть при вы-
полнении ИТ встретился фрагмент DAG, изобра-
женный на рис. 3, когда последовательно вы-
полняются преобразования f1 и f2, а выходные
данные преобразования f1 служат выходными дан-
ными преобразования f2. Тогда из недопустимости
выходных данных B следует, что входные данные
преобразования f2 принадлежат D−(f2). Но то-
гда выходные данные преобразования f1 должны
удовлетворять условию J−(f1) ⊆ D−(f2). Иначе
данные B — допустимы. Это означает, что не-
допустимость данных B (результата блока f2) при
правильности работы блоков f1 и f2 требует, чтобы
данные A ∈ D−(f1).

Предположим, что в ИТ выделен фрагмент,
изображенный на рис. 2. При правильности ра-
боты f и предыдущих блоков (обозначим их f1
и f2), если данные C ∈ J−(f), то вектор дан-
ных (A,B) ∈ D−(f). При этом важно, что дан-
ные A и B могут быть допустимыми для пре-
образований f1 и f2, т. е. помимо недопустимости
данных A или B ошибку может инициировать со-
четание (A,B). Прообраз данных (A,B) находится
в произведении D(f1)×D(f2) = D((f1, f2)). Отсю-
да (A,B) ∈ D−((f1, f2)). Справедливо следующее
утверждение.

Утверждение 1. Если все блоки работают правильно,

но результат данного блока является ошибочным, то

такой результат возможен, когда исходные данные

этого блока представимы в виде вектора, несовмес-

тимого с допустимыми данными ИТ.

Продолжая последовательность приведенных
выше рассуждений (возможно, с увеличением раз-
мерности данных и преобразований), получим сле-
дующее утверждение.

Утверждение 2. В случае недопустимости выходных

данных ИТ их причинами могут быть либо сбои

и ошибки в блоках, либо недопустимость исходных

данных ИТ.

Смысл этого утверждения состоит в том, что
недопустимость выходных данных при правильной
работе блоков не может возникнуть из-за недопус-
тимости данных промежуточных блоков, а является
следствием недопустимости входных данных ИТ.

Следствие. Для поиска причин ошибок и сбоев не-
обходимо иметь хорошие тесты для блоков и две
бинарные функции:

(1) ϕ для определения допустимости выходных
данных ИТ;

(2) ψ для проверки допустимости входных дан-
ных.

Проведенный анализ позволяет определить ис-
точник ошибок в данных.

5 Примеры быстрого поиска
сбоев блоков и выявление
ошибок в данных

Поиск причин скрытых ошибок и сбоев —
важная функция системного администратора ин-
формационной системы. Для сложных ИТ или
для большого количества ИТ метаданные в ви-
де DAG позволяют выделить сбойные фрагменты
информационной системы или отдельные блоки,
которые необходимо проверить на наличие сбо-
ев. Однако определение множеств D+(f), D−(f),
J+(f) и J−(f) — труднореализуемая задача. По-
мимо определения этих множеств необходимо
строить эффективно вычислимые функции при-
надлежности к этим множествам (например,ϕ иψ).
Поэтому можно воспользоваться методом контей-
нерной виртуализации [10].

Пусть выделен хотя бы один сервер, на котором
можно быстро устанавливать виртуальные контей-
неры, эмулирующие проверяемые блоки (приложе-
ния и ОС).

Предположим, что входные и выходные данные
приложений запоминаются (например, в соседних
блоках). Тогда можно использовать известный ме-
тод контроля программ для проверки работы блока.
Для этого на эмуляторе запускается преобразование
контролируемого блока и сравниваются результаты
этого преобразования с полученными ранее резуль-
татами. Если они совпадают, то можно считать, что
блок работает правильно. Если результаты не со-
впадают, то причина этого может быть или в сбое
преобразования, или в сбое ОС, или в сбое аппарат-
ной платформы. Для каждого из этих компонентов
должны быть построены свои тесты. При этом
целесообразно построить отдельный DAG для пре-
образований в блоке, позволяющий рассматривать
отдельные процессы ИТ.

Хранение контейнеров возможно в базе данных
ресурсов системного администратора, что позво-
лит ему быстро на основании метаданных выявлять
сбои и заменять сбойный блок временно работа-
ющим виртуальным эмулятором (с замыканием на
него соответствующих сетевых соединений).

Метаданные можно также использовать для
контроля сетевых соединений [5]. Аналогичный
подход был разработан в [11] для контроля крити-
ческих систем.
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6 Заключение

В работе рассмотрена задача поиска и локализа-
ции причин сбоев и ошибок в ИТ, представимых ИД
DAG. Введенные модели используют нетрадицион-
ное определение DAG в том смысле, что дуги графа
характеризуют связи между входными и выходны-
ми данными различных преобразований в ИТ.

Построена ИД таких DAG, позволяющая ре-
шать задачу поиска наименьшей глубины абстрак-
ции для экономически осуществимой замены про-
граммного обеспечения или элементов аппаратной
платформы информационной системы.

Проведено исследование по анализу и выявле-
нию сбойных данных в ИТ при условии правиль-
ности работы всех блоков информационной систе-
мы.
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Abstract: The work is devoted to remote detection and localization of failures in information systems. Information
resources for these tasks have been identified and models for the use of these information resources have been
investigated. This article describes metadata by firected acyclic graphs (DAG) which are used for business processes
and information technology descriptions. The task in question is as follows. In case of a failure or an error,
it is necessary to find quickly the block containing the cause of failure, which is not so expensive that it could
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not be replaced, and it would be replaced. If a unit contains very expensive components, such as a server, replacing
it may not be cost-effective for an organization. In terms of software applications, they can be easily reinstalled and
the cost of such a replacement is low. Therefore, the cause should be sought in the top-down direction along the
levels of hierarchical decomposition of DAG of information technology. A study has been carried out on analysis
and detection of failed data in information technology, provided that all blocks of an information system operate
correctly.
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СОВМЕСТНАЯ ОЦЕНКА ПРЕДСКАЗУЕМОСТИ ДАННЫХ

И КАЧЕСТВА ПРЕДИКТОРОВ∗

С. Л. Френкель1, В. Н. Захаров2

Аннотация: Предлагается и анализируется новый подход к выбору предикторов, необходимых для пред-
сказания будущих значений в последовательностях данных в конкретный временной период. Цель —
недорогие реализуемые техники, обеспечивающие выбор приемлемого предиктора для текущего сеанса
предсказания или же принятия решения о невозможности выполнить надежный прогноз, если обна-
ружится, что данный участок последовательности не обладает свойством предсказуемости. Для этого
предсказуемость последовательности определяется как максимальная по множеству доступных предикто-
ров условная вероятность правильного предсказания при данном наборе наблюденных значений. Выбор
(отсеивание) предикторов выполняется как по величине оценки данной вероятности, так и по степени
отличия конкретного предиктора от предиктора, оптимального для предсказаний следующего исхода
последовательности испытаний Бернулли.
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1 Введение

В настоящее время значительное число практи-
ческих задач в области экономического и финансо-
вого управления, медицины, управления вычисли-
тельными и коммуникационными сетями решается
с использованием различных математических мето-
дов прогнозирования.

Примером служит задача онлайн-прогнозиро-
вания, выполняемого на основе больших наборов
ранее накопленных данных, используемых в алго-
ритмах машинного обучения (МО, англ. ML — Ma-
chine Learning), с помощью готовых программных
инструментов предсказания (далее — предикторов),
например для предсказания объемов рассматрива-
емого трафика в определенные моменты в будущем
или возможных вредоносных атак [1]. Целью может
быть прогноз для администратора сети, чтобы тот
успел начать действовать еще до того, как возникнет
проблема.

Часто онлайн-работа предикторов требует на-
стройки их параметров, что влияет на суммарные
вычислительные затраты всей схемы управления
сетью. Разработчик подсистемы прогнозирования
системы управления трафиком и безопасности дол-
жен предусмотреть возможность оценки ожидаемо-
го качества и возможных затрат на прогнозирование
в каждый требуемый момент, когда работает под-
система прогнозирования, чтобы избежать лишних
затрат. Для этого необходим инструмент оценки

эффективности прогнозирования на данном вре-
менном интервале. Качество прогноза в некото-
рый момент времени зависит от того, насколько
правильно используемый предиктором алгоритм
на основе данных в прошлом отражает ситуацию
в будущем. Поэтому важными становятся задачи
разработки моделей предсказуемости данных, в ко-
торых «предсказуемость» (predictability) выступает
как одна из характеристик набора данных, и задачи
оценки прогностической способности предиктора
для набора данных с теми или иными характеристи-
ками, поддающимися измерению (оценке) в требу-
емый период времени. В настоящее время можно
выделить два основных подхода к решению этих
задач: вероятностно-статистический и логико-се-
мантический.

Предметом исследований предсказания поведе-
ния систем с помощью семантических моделей вы-
ступают в значительной степени языки описания
предметной области, для которой будут построены
модели предсказания, и теории, на основе которых
выполняются предсказания [2].

Будем рассматривать вероятностно-статистиче-
ские подходы как наиболее распространенные в со-
временных инструментальных средствах прогнози-
рования. В рамках этого подхода наборы данных
(например, записи трафика в тех или иных терми-
нах) моделируются как случайные последователь-
ности или процессы.

∗Работа выполнена при частичной финансовой поддержке РФФИ (проекты 18-07-00669, 18-29-03100 и 18-07-01434).
1Федеральный исследовательский центр «Информатика и управление» Российской академии наук, fsergei51@gmail.com
2Федеральный исследовательский центр «Информатика и управление» Российской академии наук, vzakharov@ipiran.ru
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Совместная оценка предсказуемости данных и качества предикторов

Итак, рассматривается решение следующей
проблемы:

– имеется множество последовательно рассмат-
риваемых данных;

– имеется доступный набор предикторов, реа-
лизующих различные алгоритмы предсказания
для этой последовательности.

Как осуществить выбор предиктора для пред-
сказания следующего значения элемента последо-
вательности, используя только результаты предска-
заний на предыдущих элементах, и какие свойства
индивидуальных последовательностей могут позво-
лить решить эту задачу?

Прежде всего укажем, что данная проблема свя-
зана с известными результатами относительно раз-
решимости задач предсказания. В самом общем ви-
де они формулируются в так называемой теореме об
отсутствии «бесплатного обеда» (The No Free Lunch
Theorem [3]) в задачах МО, которая гласит, что не
существует единственного алгоритма, который мог
бы быть лучшим для решения любых проблем МО,
и необходимо пробовать разные алгоритмы, при-
нимая во внимание размер и структуру набора дан-
ных, чтобы определить, какой из них окажется луч-
шим для решения конкретной проблемы. Известно
также о невозможности построения единственного
предиктора с нулевой средней ошибкой предсказа-
ния для семейств дискретных последовательностей
с неизвестным вероятностным распределением ге-
нерирующего их источника [4].

Подчеркнем, что рассматривается ситуация, ко-
гда разработчик системы, в которую должна входить
подсистема прогноза, не является экспертом в МО
настолько, чтобы разрабатывать новые алгоритмы,
а намерен использовать лишь доступные готовые
предикторы и выбор возможен лишь по наборам
данных, формирующимся в результате работы этих
предикторов.

В свое время в работах [5, 6] были сформули-
рованы и предложены подходы к решению зада-
чи оценки двоичных последовательностей относи-
тельно некоторого множества предикторов, однако
получены в основном результаты асимптотическо-
го характера и их использование в практических
случаях затруднительно. В последние годы по-
явилось много работ по статистическим оценкам
работы предикторов из известных облачных ресур-
сов (MS AWS Azure Machine Learning, Google Cloud
Machine Learning и т. д.), однако оценки получены
относительно так называемой средней доли оши-
бок предсказаний, что, как будет показано в разд. 3,
требует существенного уточнения.

В данной работе предлагается использовать
эвристические методы априорного выбора предик-

торов и/или подмножества двоичных наборов дан-
ных для данного предиктора, позволяющих улуч-
шить качество прогноза. Данные рассматриваются
как двоичные последовательности, поскольку мно-
гие практические задачи прогнозирования (пред-
сказания финансовых индексов, вредоносных атак
на сетевые ресурсы и т. д.) требуют предсказания не
самих абсолютных значений, а знаков (направле-
ния) их изменения, когда задача может быть све-
дена к предсказанию двоичных последовательно-
стей [7].

В качестве эвристической меры эффективности
использования данного предиктора для предсказа-
ния двоичной последовательности в следующий по-
сле последнего наблюдения момент времени пред-
лагается некоторая мера «близости» характеристик
качества предсказания рассматриваемой последо-
вательности данным предиктором, к характери-
стикам качества предсказания последовательности
независимых испытаний (испытаний Бернулли)
некоторым тестовым предиктором, который обес-
печивает минимальные потери предсказания, при
функции потерь (loss function [8]) Хэмминга. В даль-
нейшем будем называть такой тестовый предиктор
«предиктором Бернулли» (ПБ). Данный критерий
качества обобщенно учитывает как структуру мно-
жества ошибок предсказаний оцениваемым пре-
диктором, так и статистическую оценку условной
вероятности правильного предсказания элемента
последовательности в момент t по ранее наблюден-
ным ее значениям, и чем ближе эти характеристики
к характеристикам ПБ для данной последователь-
ности, тем менее пригодным считается предиктор.
Заметим, что в разговоре о близости не предпола-
галось, чтобы она формально отвечала требовани-
ям метрики расстояния, неравенству треугольника
прежде всего. При этом выполняется указанное
выше требование обеспечить реализацию предла-
гаемого эвристического подхода без существенных
дополнительных затрат на его программную импле-
ментацию.

2 Задача оценки предсказуемости
данных

Определим задачу прогнозирования последова-
тельности. Наблюдатель последовательно наблю-
дает значения x1, x2, . . . , xt известных типов, на-
пример вещественные значения (тогда речь идет
о временн‚ых рядах) или символьные в некотором
алфавитеA. В момент времени t−1, получив значе-
ния x1, . . . , xt−1, наблюдатель прогнозирует следу-
ющее значениеxt, т. е. предсказывает, чтоxt примет
значение bt. Проблема состоит в том, какое прави-
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ло должен использовать наблюдатель для принятия
решения о значении xt.

В рамках широко используемой теории приня-
тия решений [8] для решения этой задачи пред-
полагается наличие некоторой числовой функции
потерь l : {bt, xt} → R, где R — некоторое измери-
мое множество, на котором задается мера качества
прогноза. Эта функция может быть, например,
расстоянием Хэмминга (для двоичных последова-
тельностей) или квадратом ошибки (для числовых).
Функция потерь l(p, x) при значениях p = bt, x =
= xt — это величина потери, которая связана с ре-
зультатом прогноза (принятием решения о значе-
нии bt), если истинным оказалось значение xt, т. е.
потеря, убыток, штраф от неправильного прогноза.

Соответственно, в самом общем виде задача
предсказания состоит в построении алгоритма на-
значения (выбора) значения bt, обеспечивающего
минимум потерь (максимум качества прогноза) от-
носительно принятой функции потерь.

Предсказуемость последовательности данных

служит характеристикой эффективности решения
задачи предсказания (прогнозирования) значения
данных в будущем, или появления событий в бу-
дущем, по ранее наблюденным данным или собы-
тиям.

Концепция предсказуемости (называемая, в том
числе и в русскоязычной литературе, predictability)
широко изучалась в многочисленных работах по
теории случайных процессов [9]. Однако предла-
гаемый подход к оценке предсказуемости основы-
вается на работах [4–6, 10], относящихся к задачам
построения так называемых «универсальных» алго-
ритмов предсказания «индивидуальных» последо-
вательностей, т. е. таких методов и таких случай-
ных последовательностей, для которых невозможно
сделать какие-либо предположения о том, к каким
классам вероятностных распределений они при-
надлежат [11].

В рамках данного подхода сформулированное
в работах [10, 11] понимание предсказуемости
двоичной последовательности предиктором, реа-
лизующим алгоритм A, позволяет оценивать пред-
сказуемость степенью отличия вероятности пред-
сказания этим предиктором следующего значения
от 1/2, т. е. от вероятности правильного предсказа-
ния, которое реализует предиктор, эквивалентный
подбрасыванию честной монеты.

Решению описанной во введении общей задачи
в большей степени отвечает подход, сформулиро-
ванный в [5]. Дадим его краткое изложение (в более
подходящих для рассматриваемой задачи терми-
нах).

Пусть x1, x2, . . . , xn, xt ∈ {0, 1}, — двоичная по-
следовательность независимых испытаний длины n

(последовательность Бернулли) с параметром (ве-
роятностью единицы) θ = Pr {xt = 1}. Предиктор
f = (f1, f2, . . .)— это последовательность функций,
принадлежащих некоторому семейству. В момент t
используется функция предсказания ft : {0, 1}t →
→ {0, 1}, т. е. она вычисляет по наблюденной
двоичной последовательности x1, x2, . . . , xt дли-
ны t следующее значение: x′t+1 = ft(x1, x2, . . . , xt).
Отметим, что x′t+1 означает именно оценку истин-
ного значения xt+1 и может не совпадать с ним.
Обозначим число неправильных предсказаний
после применения предиктора f для всей ука-
занной последовательности длины n как ne(f) =
=
∑

t=1,n 1{x′t 6= xt}, где 1{·} — функция-инди-
катор, равная единице при выполнении условия
в скобках и нулю в противном случае.

Задача состоит в минимизации

πθ(f) = lim
n→∞

sup
Eθne(f)

n
,

где Eθ — математическое ожидание случайной ве-
личины ne(f) для последовательности Бернулли
x1, x2, . . . , xn с параметром θ. Предсказуемость по-
следовательности определяется как значение

πθ = inff (πθ(f)) = inff

(
lim

n→∞
sup
Eθne(f)

n

)
. (1)

Точная нижняя грань inff берется по всем возмож-
ным предикторам f .

Рассмотрим возможность практического вы-
числения (1) для последовательности Бернулли.
Известно [5], что inff для последовательности Бер-
нулли с параметром θ достигается на предикторе,
реализующем следующую функцию предсказания:

x′t+1 =





1, если θ >
1

2
;

0 , если θ ≤ 1
2
.

Однако, если θ точно не известно, то неясно, ка-
кой предиктор следует использовать. Интуитивно
предиктор

x∗t+1 = f
∗
t (x1, x2, . . . , xt) =

=





0, если θ′(t) <
1

2
;

1, если θ′(t) >
1

2
;

0 или 1 в зависимости от результата

подбрасывания «честной» монеты,

если θ =
1

2
,
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где θ′(t) = t−1
∑

r=1,t(xr) — текущая статистиче-
ская оценка θ, представляется в некотором смысле
лучшим, если значение θ неизвестно. В дальней-
шем будем называть такой предиктор «предиктором
Бернулли».

В [5] было доказано, что

(а) для каждого предиктора f и для любого θ 6=
6= 1/2 либо

Eθne(f) ≥ nπθ + c0(θ)− o(1),

либо

Eθne(f) ≥ nπθ + c0(θ)− o(1),

где θ = 1− θ, c0(θ) = [2(1− 2πθ)]
−1;

(б) предиктор f∗ удовлетворяет обоим условиям:

Eθne(f
∗) ≤ nπθ + c0(θ) ;

Eθne(f
∗) ≤ nπθ + c0(θ).

Тем самым было доказано, что предиктор f∗

оказывается в определенном смысле лучшим,
если значение θ неизвестно.

Однако, учитывая, что в используемых на прак-
тике предикторах основным показателем качества
служит доля правильных предсказаний (success
rate — SR), оцениваемая по достаточно большой вы-
борке (аналогично рассмотренной выше n-после-
довательности), перейдем к неравенствам именно
для этого показателя, связанного с долей непра-
вильных предсказаний, как 1 − ne(f)/n и перепи-
шем указанные в (б) неравенства как

EθSR (f
∗) ≥ 1− πθ − c0(θ)

n
;

EθSR (f
∗) ≥ 1− πθ − c0(θ)

n
.





(2)

Итак, для последовательности независимых ис-
пытаний Бернулли известен оптимальный пре-
диктор и можно оценить ошибки предсказания
с учетом только статистически оценочного знания
параметра Бернулли. Нетрудно показать, что опи-
санный ПБ обеспечивает оптимальное предсказа-
ние также по критерию минимизации потерь при
использовании расстояния Хэмминга в качестве
функции потерь, а именно: присваивает функции
значения:

l(xt, x
′
t) =

{
0 при xt = x

′
t ;

1 в противном случае,

т. е. «потерял все», если предсказал неправильно,
и ничего не потерял, если правильно (совершен-
но разумный принцип при оценивании, например,

прогнозирования DDoS (distributed denial of service)
атак в сети). Этот предиктор, разумеется, довольно
примитивный, но при этом все-таки обеспечивает
б‚ольшую вероятность правильного прогноза, чем
простое угадывание (подбрасывание «честной» мо-
неты).

Однако, как указывалось, предсказуемость в по-
нимании (1) зависит только от свойств последова-
тельности, а не от предикторов. Поэтому ставится
задача: на основании (1) сформулировать количе-
ственное определение прогнозируемости случай-
ной последовательности x в момент t относительно
заданного множества предикторов f , т. е. как наи-
меньшее значение доли ошибочных предсказаний,
которые могут обеспечить предикторы из данного
набора доступных предикторов при их независи-
мом использовании на достаточно длинных отрез-
ках последовательности.

Очевидно, что любой предиктор, обеспечива-
ющий лучшую долю предсказаний, чем БП, не
должен повторять структуру множества ошибочных
решений БП. Учитывая это обстоятельство, будем
оценивать предсказуемость таких индивидуальных
последовательностей для конкретных предикторов,
сравнивая их с ПБ.

3 Вычисление количественной
меры предсказуемости
случайной последовательности

Из сопоставления формул (1) и (2) нетрудно
видеть, что доля правильных предсказаний SR (·)
представляет собой статистическую оценку услов-
ной вероятности:

π(x, t) = Prob (bt = xt|xt−k, . . . , xt−1) ,

где xt— истинное значение члена последователь-
ности; k — длина наблюденной последователь-
ности; bt = fp(xt−m, . . . , xt−1) — предсказанное
предиктором fp значение случайной последова-
тельности в момент t, m ≤ k — число членов
последовательности, предшествующих t, которое
используется в данном предикторе p для получения
прогноза.

Соответственно, в определении предсказу-
емости согласно (1) можно от минимизации ма-
тематического ожидания доли неправильных пред-
сказаний по данному распределению вероятностей
нулей и единиц последовательности длиной n пе-
рейти к максимизации вероятности (доли, в прак-
тическом аспекте) правильных предсказаний, по-
нимая под количественной мерой предсказуемости
статистическую оценку величины π(x, t).
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Заметим, что отличием длины наблюдаемой по-
следовательности k и числа элементов последова-
тельностиm, используемой предиктором, учитыва-
ется то, что выбор некоторой обучающей выборки,
по которой в конечном итоге вычисляется про-
гнозируемое значение, путем ли автоматической
установки параметров используемой модели пре-
диктора (например, нейронной сетью некоторого
типа) или вручную пользователем программы, ко-
торая реализует алгоритм, является неотъемлемым
компонентом алгоритма предсказания.

4 Вычисление π(x, t)

Приведем порядок вычисления π(x, t) как эм-
пирической функции распределения. Пусть
xt−M , . . . , xt (рис. 1) — участок двоичной после-
довательности x(t), рассматриваемый в пределах
временного окна WM размером M в предположе-
нии, что используемый предиктор fp выполняет
предсказание по m прошлым наблюденным значе-
ниям последовательности.

Первое предсказание предиктором fp в данном
окне выполняется для члена последовательности
в момент (t−M +m), зная значения членов после-
довательности в моменты (t−M), (t−M+1), . . . , (t−
−M +m − 1). Следующее предсказание делается
для момента (t−M +m+1) по данным, начиная со
следующего за (t−M)момента (t−M+1) до момен-
та (t−M +m), вычисляя fp(xt−M+1, . . . , xt−M+m),
и так далее до последнего в данном окне момента t,
в котором вычисляют fp(xt−m, xt−m+1, . . . , xt−1).

Тогда, рассматривая поток предсказаний как по-
следовательность Бернулли с единичными исхода-
ми (общим числом N1) для правильных предска-
заний и нулевыми для неправильных, в качестве
оценки SR (WM , p, t) данной условной вероятности
можно взять долю правильных предсказаний на
временн‚ом окне WM :

SR (WM , p, t) =
N1
M
=

=M−1
∑

i=1,M−m+1

1 (fp (xt−M+i−1, . . . , xt−M+i+m−2) =

= xt−M+i+m−1) ,

где xt−M+i−1, . . . , xt−M+i+m−2 — значения членов
последовательности в m моментов времени, пред-
шествующих моменту (t − M + i + m − 1), i =
= 1, . . . ,M −m+ 1, которые предиктор использует
в качестве входных (в соответствии с его алгорит-
мом).

Очевидно, что величина SR (·), часто назы-
ваемая в документации по использованию про-
граммных реализаций алгоритмов предсказаний
«коэффициентом успешных предсказаний», слу-
жит естественной мерой успешных предсказаний
к моменту t.

Вероятность единицы p1 (параметр Бернулли,
аналогичный θ в предыдущем разделе) точно не
известна, а известна ее статистическая оценка,
позволяющая судить о ее величине в пределах
доверительного интервала. Однако (2) и [6] пока-
зывают, что ширина этих интервалов имеет асимп-
тотическую оценку, в зависимости от предполо-
жений о моделях предикторов, между O (1/

√
M)

и O (1/M), т. е. не шире, чем доверительные
интервалы стандартных статистических оценок,
что допускает практическое использование оценок
SR (·).

5 Использование оценок
прогнозирования для выбора
предиктора или отказа
от выполнения прогноза
в данный момент

Предположим, что предсказываемая последова-
тельность — это последовательность независимых
испытаний с неизвестным параметром распреде-
ления Бернулли. Пусть к некоторому моменту t
выполненоM предсказаний с предиктором fp и вы-
числено SR (·). Определим, разумно ли использо-
вать этот предиктор для дальнейших предсказаний
или надо выбрать другой предиктор из доступного
списка предикторов. Для оценки качества пре-
диктора используем оценку SR (·) и ее сравнение
с оптимальным ПБ. Поясним смысл предлагаемого
сравнения на примере нескольких хорошо извест-
ных предикторов XGD (eXtreme Gradient Boosting),
SGD (stochastic gradient descent) и SVR (Support

Рис. 1 Интервал прогнозирования, (t − M + m) — момент первого предсказания предиктором с m входными
(наблюденными) значениями последовательности
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Vector Regression) из библиотек Python (из-за огра-
ниченности размера статьи их описание не приво-
дится. Читатель без труда найдет многочисленные
описания в Сети, например, в [12]).

Пусть использован один из таких предикто-
ров, например XGD, и вычислена оценка SR (·).
Очевидно, что логика использования SR (·) как ха-
рактеристики предсказуемости состоит в том, что
некоторые явные или скрытые характеристики по-
следовательности, значимые для алгоритма работы
данного предиктора, не изменятся в следующий мо-
мент и можно считать, что ожидаемая доля успеш-
ных предсказаний будет примерно такой же, как
ранее вычисленная величина SR (·).

Опишем кратко, что это за характеристики по-
следовательности, для XGBoost.

В основе XGBoost лежит алгоритм градиентного
бустинга деревьев решений, который строит мо-
дель предсказания в форме ансамбля предска-
зывающих моделей, обычно деревьев решений.
Обучение ансамбля проводится последовательно на
входных данных предсказываемой последователь-
ности, в которой выделяются паттерны определен-
ной длины (например, «0110»), за которыми долж-
ны следовать предсказываемые «0» или «1».

Пусть рассматривается упоминавшаяся после-
довательность в окнеWM (т. е. (t−M, t)) просто как
последовательность Бернулли и используется для
предсказания также оптимальный предсказатель
Бернулли. Поэтому можно говорить об отличии
некоторого предиктора двоичной последователь-
ности fp от такого простого предиктора (ПБ) как
по оцененной величине SR (·), так и по структуре
ошибок, т. е. по соотношению ошибок «0 вместо 1»
(«0→ 1») и «1 вместо0» («1→ 0»). Очевидно, что ес-
ли сколько-нибудь существенного отличия нет, то
можно говорить о неэффективности предиктора fp,
поскольку аналогичное решение дает существенно
более простой ПБ.

Критерий перехода к другому предиктору для
прогнозирования в момент времени (t − M + 1)
формулируется следующим образом (считая, что
величина M достаточно велика, чтобы обеспечить
необходимый узкий доверительный интервал оце-
нок вероятностей нулей, единиц и SR (·)).

Предположим, что на интервале длиной M , на
котором предиктор fp делает M предсказаний зна-
чений xt−M+i из предыдущих значений, частота
единиц равна p1, частота правильных прогнозов
нулевых значений относительно всех нулевых зна-
чений — pV=1 (WM , fp = 0), где (V = 1) — знак
правильного предсказания предиктором fp внутри
окна.

Тогда прогноз этого предиктора fp принимается
и для следующего интервала, если при p1 > 1/2

p1 < SR (WM , p, t) ;

pV=1 (WM , fp = 0) >
1− p1
τ

,





(3)

а при p1 < 1/2

(1− p1) < SR (WM , p, t) ;

pV=1 (WM , fp = 0) >
p1
τ
,





(4)

где τ = 2–5 выбирается в зависимости от полу-
чаемых pV=1 и, очевидно, отражает уменьшение
дисбаланса между ошибками «1 → 0» и «0 → 1»,
присущими ПБ.

Если эти условия не выполнены, то выбира-
ется следующий предиктор из списка доступных.
Действительно, p1 — это доля единиц в данном
окне, а (1 − p1) — доля нулей. Оптимальным
ПБ в данном окне все биты последовательности
предсказываются как единицы, если единицы бо-
лее частые (p1 > 1/2), или как нули, если нули
более частые в данном окне. Поэтому первое усло-
вие означает, что предиктор fp обеспечивает более
высокую вероятность правильного предсказания до
последнего наблюденного момента, чем ПБ, а вто-
рая — что определенная часть предсказанных нулей
(или единиц) является результатом работы алгорит-
ма предсказания предиктора fp, а не механического
обращения нулей в единицы (или единиц в нули),
как это делает ПБ.

Был выполнен ряд экспериментов для двоичных
последовательностей, соответствующих знакам из-
менения значений временн‚ых рядов («1» — возрас-
тание, «−1» — убывание), полученных как из раз-
личных литературных источников, посвященных
исследованию изменения объема трафика в сетях,
так и из измерений с помощью инструмента IBM
QRadar NETflow числа так называемых «потоков
событий» для трафика в сети, реализующей гео-
графически распределенный гибридный высоко-
производительный вычислительный кластер РАН
в разное время суток [13] (рис. 2).

Для проверки предсказаний предиктором, ре-
ализующим технику XGB, а также доступны-
ми предикторами SGD и SVR (например класс
sklearn.svm.SVR в Python) были получены масси-
вы данных в окне размером M = 100 мин.

Исследовалась следующая полученная знаковая
последовательность длиной 100, соответствующая
знакам приращения трафика (алфавит Z = {−1, 1}
используется вместо двоичного B = {0, 1} ввиду
формата используемых программ):
1 1 1 1 −1 1 1 −1 1 −1 1 1 1 −1 1 1 1 −1 −1 −1 1 −1 1 1
1 −1 1 1 1 1 1 1 1 1 −1 1 1 1 1 1 −1 −1 −1 1 −1 −1 −1
1−1 −1 −1 1 −1 −1 1 1 −1 1 1 1 1 −1 −1 1 −1 1 1 −1 1

ИНФОРМАТИКА И ЕЁ ПРИМЕНЕНИЯ том 14 выпуск 2 2020 45



С. Л. Френкель, В. Н. Захаров

Рис. 2 Примеры записей Flow (от IBM QRadar NETflow). Ось абсцисс — время суток; ось ординат — число
зафиксированных потоков событий

−1 −1 1 −1 1 1 1 1 1 −1 1 1 −1 1 −1 −1 1 1 1 −1 1 −1
−1 1 −1 −1 1 1 −1 1 1
Эта наблюдаемая последовательность содержит
61 единицу и 39 нулей, т. е. p1 = 0,61. Для указанных
данных в результате работы предиктора XGB был
получен следующий массив предсказанных значе-
ний:
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 −1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 −1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 −1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1

В этом массиве 97 единиц и 3 нуля. Правильно пред-
сказанных единиц — 59, правильно предсказанных
нулей — 1, неправильно предсказанных единиц —
2, неправильно предсказанных нулей — 38. Всего
правильных предсказаний 60, неправильных — 40;
SR (WM , p, t) = 0,6; pV=1(WM , fp = 0) = 1/39 =
= 0,02: 0,6 < p1 и 0,02 ≪ 0,39/τ для τ = 2–5, т. е.
оба условия (3) не выполняются. Предиктор откло-
няется, так как он дает результаты хуже, чем ПБ.

Далее была проведена проверка предиктора
SGD, он дал следующий массив предсказанных
значений:
1 1 1 1 1 1 1 1 1 −1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 −1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 −1 1 1 1 1 1 −1 1 1 1 1 1 1 1 −1 1 1 1 1 1
1 1 −1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 −1−1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

В этом массиве 92 единицы и 8 нулей. Правиль-
но предсказанных единиц — 59, правильно пред-
сказанных нулей — 6, неправильно предсказанных
единиц — 2, неправильно предсказанных нулей —
33. Всего правильных предсказаний 65, неправиль-
ных — 35. На данном отрезке последовательности
значение SR (·) = 0,65 > p1 и pV=1(WM , fp = 0) =
= 6/39 = 0,15 > 0,39/3, т. е. оба условия (3) вы-
полняются, предиктор получил результаты, отли-
чающиеся от ПБ. Поэтому в данном случае можно
говорить о высокой предсказуемости последова-
тельности для следующего момента времени для
предиктора SGD, этот предиктор предпочтитель-
нее предиктора XGB для предсказания следующего
значения.

Был доступен также предиктор SVR, он дал сле-
дующий массив предсказанных значений для той
же наблюдаемой последовательности:
1 1 1 −1 −1 −1 1 z −1 1 1 1 1 1 1 1 −1 −1 −1 −1 −1 1
−1 1 1 1 −1 1 1 −1 1 1 1 1 1 −1 1 1 1 1 1 1 1 z 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 −1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 −1 1 −1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 −1 1 1 1

В этом массиве 81 единица и 17 нулей, z = 2 (знак z
здесь соответствует ситуации, когда программа,
реализующая предиктор, прерывает вычисление
из-за того, что на имеющихся значениях не уда-
ется построить разделяющую плоскость классифи-
катора). Правильно предсказанных единиц — 48,
правильно предсказанных нулей — 4, неправильно
предсказанных единиц — 13 (в том числе в двух
случаях имеем прерывание z), неправильно пред-
сказанных нулей — 35 (в том числе два z). Всего
правильных предсказаний 52, неправильных — 48
(в том числе два z). На данном отрезке после-
довательности значение SR (·) = 0,52 < p1 = 0,61
и pV=1(WM , fp = 0) = 4/39 = 0,1 > 0,39/4.

Предиктор обеспечивает весьма малое значение
SR(·), и условие (3) заведомо не выполняется, хотя
структура ошибок благоприятна с точки зрения уда-
ленности от ПБ — в семнадцати случаях предиктор
предсказывал нулевые значения (13 раз ошибочно
и 4 раза правильно).

Таким образом, и этот предиктор отклоняет-
ся, а лучшим предиктором, обеспечивающим усло-
вия (3), признается XGB.

Исследовалась еще одна знаковая последова-
тельность длиной 100:
1 1 −1 1 1 1 1 −1 −1 −1 1 −1 −1 −1 1 −1 1 −1 1 −1 1
−1 1 −1 −1 1 1 1 1 1 1 −1 1 1 −1 1 −1 1 −1 1 −1 −1
−1 1 −1 1 1 −1 1 −1 1 −1 −1 −1 1 1 1 −1 1 −1 1 −1
−1 −1 −1 1 −1 -1 −1 −1 −1 1 −1 −1 1 −1 1 1 −1 −1
−1−1 1 −1 −1−1−1 1 1 −1−1 1 −1 −1 1 1 1 1 −1 1

Эта наблюдаемая последовательность содержит
47 единиц и 53 нуля, т. е. p1 = 0,47, 1 − p1 =
= 0,53 > 1/2, т. е. в данном случае оптимальный ПБ
предсказывает все значения как нулевые. В экс-
перименте опять были доступны предикторы XGB,
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SGD и SVR. Для указанных данных в результате
работы предиктора XGB был получен следующий
массив предсказанных значений:
1 1 1 1 1 1 1 −1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 −1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 −1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 −1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1

В этом массиве 96 единиц и 4 нуля. Правильно пред-
сказанных единиц — 45, правильно предсказанных
нулей — 2, неправильно предсказанных единиц —
2, неправильно предсказанных нулей — 53. Всего
правильных предсказаний 47, неправильных — 53;
SR (WM , p, t) = 0,47; pV=1(WM , fp = 0) = 2/53 =
= 0,04: 0,47 < 1 − p1 = 0,53 и 0,04 ≪ 0,39/τ для
τ = 2–5. Число правильных предсказаний SR (·) =
= 0,47 оказывается ниже частоты нулевых значе-
ний, и, следовательно, этот предиктор может быть
отвергнут вне зависимости от структуры множества
ошибок (4). Предиктор не годится, он дает резуль-
таты хуже, чем ПБ.

Далее была произведена проверка предиктора
SGD, он дал следующий массив предсказанных
значений:
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 −1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 −1 1
1 1 1 1 1 1 −1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 −1 1 1 1 −1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1

В этом массиве 95 единиц и 5 нулей. Правиль-
но предсказанных единиц — 44, правильно пред-
сказанных нулей — 2, неправильно предсказанных
единиц — 3, неправильно предсказанных нулей —
51. Всего правильных предсказаний 46, неправиль-
ных — 54; SR (WM , p, t) = 0,46; pV=1(WM , fp = 0) =
= 2/53 = 0,04: 0,46 < 1− p1 = 0,53 и 0,04≪ 0,39/τ
для τ = 2–5. Этот предиктор может быть отверг-
нут вне зависимости от структуры множества оши-
бок (4). Предиктор не годится, он дает результаты
хуже, чем ПБ.

Была также проведена проверка для предиктора
SVR, для которого ситуация усугубилась большим
числом прерываний (z):
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 z 1 1 1 1 1 1 −1 1 −1−1 1 1 −1 1 1 −1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 z z 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 z 1 1 1 1 1 z 1 z z z 1 −1 −1 1 z z z −1 −1 −1 −1 1
−1 1 −1 −1−1−1 −1 z 1 −1 −1−1 z 1 −1−1
В этом массиве 65 единиц и 22 нуля, а также z =
= 13. Правильно предсказанных единиц — 31, пра-
вильно предсказанных нулей — 13, неправильно
предсказанных единиц — 16 (в том числе из 13 зна-
чений z), неправильно предсказанных нулей — 40
(в том числе из 13 значений z). Всего правильных
предсказаний 44, неправильных — 43 (и еще 13 зна-
чений z). На данном отрезке последовательности
значение SR (·) = 0,44 < p1 = 0,53, поэтому этот

предиктор может быть отвергнут вне зависимости
от структуры множества ошибок (4).

Таким образом, с точки зрения предлагаемо-
го понимания предсказуемости данная последова-
тельность является непредсказуемой относительно
набора предикторов {XGB, SGD, SVR}. Заметим,
что в данном случае и оценка параметра Бернул-
ли, и вычисленные величины SR (·) близки к 1/2,
что, согласно [5], соответствует области неопре-
деленности предсказания. В этом случае соответ-
ствующая программа оценки предсказуемости ин-
формирует, например, администратора сети, что
предсказания в данный момент не будет и ему сле-
дует использовать какие-либо другие средства для
принятия решения.

6 Обсуждение и заключение
В статье предложен и рассмотрен новый подход

к выбору предикторов в конкретный временной пе-
риод, необходимых для предсказания будущих зна-
чений в последовательностях данных, связанных
с функционированием различных ИТ-систем. Со-
гласно сформулированным во введении требовани-
ям к реализации метода, рассмотрены недорогие ре-
ализуемые техники выбора предиктора и принятия
решения о невозможности выполнить надежный
прогноз, если обнаруживается, что данный участок
последовательности не обладает свойством пред-
сказуемости. Для этого предсказуемость данной
последовательности определяется как максималь-
ная по множеству доступных предикторов условная
вероятность правильного предсказания на данном
множестве предикторов [14] при данном наборе
наблюденных значений. Выбор (отсеивание) пре-
дикторов выполняется как по величине данной ве-
роятности, так и по степени отличия конкретного
предиктора от простейшего ПБ.

Существенно, что пользователь, не будучи экс-
пертом в области создания предикторов, не разра-
батывает новых предикторов, в частности не вычис-
ляет тех или иных статистических характеристик
наблюденных данных, более сложных, чем простая
оценка частот событий, а использует только до-
ступные ему предикторы и только ту информацию,
которую он может извлечь из результатов работы
доступного предиктора, а именно: результаты пред-
сказаний на накопленных к моменту очередного
предсказания данных и истинные значения пред-
сказываемых данных (т. е. обучающую выборку).
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Аннотация: Рассмотрена задача моделирования распределения размеров пылевых частиц лунного рего-
лита. В качестве теоретической модели использованы конечные смеси логнормальных законов. Они
позволяют учесть стохастический характер интенсивностей процессов дробления/спекания при форми-
ровании ансамблей пылевых частиц в результате различных воздействий (бомбардировка метеоритами,
излучение). Разработан метод статистической аппроксимации неизвестных распределений на основе
симуляции выборок, который демонстрирует высокое согласие с реальными данными, содержащимися
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1 Введение

В статье рассмотрена задача моделирования
распределений размеров пылевых частиц лунно-
го реголита, возникающих в результате различ-
ных воздействий, например при бомбардировках
поверхности Луны метеоритами. При таких воз-
действиях развиваются как взрывные процессы
разлета частиц с их дроблением, так и спекание
частиц в экзотермических плазмохимических реак-
циях синтеза [1].

Изучение закономерностей, определяющих раз-
меры частиц, образующих лунные и другие плане-
тарные реголиты, имеет очень большое значение
при планировании автоматических и пилотиру-
емых миссий для изучения космических тел (Луны,
астероидов, планет и их спутников). В условиях
малой гравитации и отсутствия плотной атмосфе-
ры пылевые структуры приобретают качества, не
типичные для земных условий, представляя собой
облака заряженных частиц, обладающих высоки-
ми абразивными свойствами. Они осаждаются на
элементах аппаратуры (например, солнечных ба-
тареях) и скафандрах, что быстро выводит их из
строя.

Таким образом, решение рассматриваемой за-
дачи может оказаться весьма полезным при подго-

товке новых космических миссий для повышения
уровня безопасности и общей успешности подоб-
ных проектов.

Изначально в исследованиях на эту тему рас-
сматривались процессы чистого дробления частиц.
В работе [2] указано много случаев, в которых лога-
рифмы размеров частиц (золотин в золотоносных
россыпях, частиц горных пород при их дроблении
и т. п.) имеют примерно нормальное распределение.
На эту работу обратил внимание А. Н. Колмогоров,
который предложил математическую модель про-
цесса дробления частиц, аналитически объясня-
ющую возникновение логнормального распреде-
ления размеров частиц при дроблении, а также
содержания минералов в отдельных пробах [3].
Данная модель базируется на изучении изменения
во времени числа частиц, размер которых не пре-
восходит заданный порог.

Результат Колмогорова справедлив при доволь-
но сильных предположениях, в частности для ло-
гнормальности распределения частиц при дробле-
нии необходимо, чтобы скорость дробления была
постоянной, т. е. не зависела от размеров самих
частиц. Однако необходимо учитывать тот факт,
что с уменьшением размеров частицы интенсив-
ность ее соударений с другими частицами мо-
жет изменяться, например уменьшаться в силу

∗Работа выполнена при поддержке Российского научного фонда (проект 18-11-00155). Для обработки данных использовался
гибридный высокопроизводительный вычислительный комплекс ЦКП «Информатика» ФИЦ ИУ РАН: http://ckp.frccsc.ru.

1Федеральный исследовательский центр «Информатика и управление» Российской академии наук; факультет вычислительной
математики и кибернетики Московского государственного университета имени М. В. Ломоносова, agorshenin@frccsc.ru

2Факультет вычислительной математики и кибернетики Московского государственного университета имени М. В. Ломоносова;
Федеральный исследовательский центр «Информатика и управление» Российской академии наук, vkorolev@cs.msu.ru
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того, что вероятность столкновения в опреде-
ленном смысле пропорциональна размерам час-
тицы.

Известны эмпирические свидетельства того, что
в некоторых случаях и логнормальная модель для
распределения размера частиц при дроблении не
адекватна. Так, в книге [4] отмечено, что логарифм
функции плотности распределения для логарифма
размера частицы в естественных запасах песка боль-
ше похож на гиперболу, чем на параболу. Это озна-
чает, что распределение размера не логнормально,
а скорее имеет экспоненциально уменьшающиеся
хвосты.

Последнее обстоятельство побудило некоторых
исследователей обратить внимание на модели ти-
па лог-несимметричного распределения Лапласа,
так называемого двойного (двустороннего) Парето-
логнормального распределения, а также лог-гаус-
совского//обратного гауссовского распределения.
В частности, в работах [5, 6] рассмотрены модели
формирования распределения размера дробящих-
ся частиц, в основе которых лежит предположение
о том, что частица при перемещении из одного
места в другое может разделиться на несколько
меньших частиц вследствие соударения или дру-
гого воздействия, что обусловливает случайность
масс частиц после разделения. Не все частицы од-
новременно добираются до места назначения. Не-
которые могут поменять направление и застрять
надолго, тогда как другие могут, не задев других,
пройти весь путь намного быстрее. Очевидно, со-
стояние частицы зависит от того, на каком рас-
стоянии от конечного пункта она находится. Это
учитывается в упомянутых моделях Рида–Йорген-
сена и Соренсена за счет случайности времени,
в течение которого наблюдается частица. По су-
ти, в работах [5, 6] в модель Колмогорова введена
рандомизация.

Данные модели демонстрируют хорошее согла-
сие с экспериментальными данными, отражающи-
ми размеры частиц в природных залежах. Одна-
ко они не учитывают отмеченное Колмогоровым
обстоятельство: интенсивность процесса дробле-
ния остается постоянной. В работе [7] рас-
смотрена более общая модель, в которой данная
интенсивность может быть переменной и даже
случайной. Показано, что случайность интенсив-
ности процесса дробления может привести к тому,
что распределение размеров частиц будет иметь вид
произвольной смеси логнормальных распределе-
ний.

В докладе [8] была отмечена возможность рас-
пространения выводов работы [7] на процессы
дробления/спекания. Эти результаты используют-
ся в данной статье в качестве теоретической базы

для создания метода статистической обработки всех
образцов лунного реголита, доставленных миссия-
ми «Аполлон-11, 12, 14–17» и «Луна 24». Данные
317 проб взяты из каталога NASA [9], в котором
размеры частиц представлены в так называемой
φ-шкале [10], а для характеризации эмпирическо-
го распределения размеров частиц использованы
величины долей частиц того или иного размера
в образце, полученные при просеивании. Для всех
представленных данных будет продемонстрирова-
но высокое соответствие модели типа смеси конеч-
ных логнормальных законов с представленными
в каталоге NASA распределениями размеров ансамб-
лей пылевых частиц, возникающих в лунном рего-
лите.

2 Конечные логнормальные
смеси как аппроксимации
для эмпирических
распределений размеров частиц
лунного реголита

В соответствии с результатами работ [7, 8] в ка-
честве модели распределения логарифма размера
частиц следует рассматривать асимптотическую ап-
проксимацию вида, вообще говоря, произвольной
смеси логнормальных законов.

На практике разумно использовать дискретную
аппроксимацию для смешивающего закона, т. е.
изначально предполагать, что распределение лога-
рифмов размеров частиц является конечной смесью
нормальных законов, что позволяет искать оценки
параметров смеси (веса нормальных компонент, их
математические ожидания и дисперсии) с помощью
хорошо известных статистических процедур, тра-
диционно используемых для этих целей, например
с использованием ЕМ (expectation-maximization)
алгоритма или его модификаций. Подобные мо-
дели допускают удобную интерпретацию, связан-
ную с описанием типичных видов частиц (породы
или конкреций) и/или типов плазмохимических
реакций, влияющих на формирование реголита.

Итак, в качестве модели распределения разме-
ров частиц в φ-шкале (т. е., фактически, логариф-
мов исходных размеров) будем использовать конеч-
ную смесь нормальных законов вида (k ∈ N, ai ∈ R,
σi > 0, pi > 0, i = 1, . . . , k, p1 + · · ·+ pk = 1):

P(Z < x) =
k∑

i=1

pi�

(
log x− ai

σi

)
. (1)
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3 Метод на основе
статистической
симуляции выборок

В каталогах NASA [9] данные представлены в таб-
личной форме в виде пар «размер частицы – доля
(в процентах) частиц такого размера в просеива-
емых образцах». Доступны сведения только о не-
скольких (как правило, не более десяти) точках
роста (выбранных, вообще говоря, бессистемно)
эмпирической функции распределения, но не о ее
поведении между ними. В работе [9] описано при-
менение интерполяции Стайнемана [11] для их со-
единения, благодаря которому с использованием
макросов пакета Excel возможно построение соот-
ветствующих гистограмм.

В данной статье в аналогичных целях применя-
ются кусочные кубические полиномы Эрмита (см.,
например, [12]) — они позволили получить наи-
более близкие кривые по сравнению с представ-
ленными в каталоге NASA. Для симуляции выборок
была апробирована и кусочно-линейная интерпо-
ляция. Итоговые результаты в этом случае полу-
чаются похожими, но менее наглядными, поэтому
для сравнения в данной статье не приводятся.

Предложенная аппроксимация полиномами
Эрмита позволила получить непрерывную эмпи-
рическую функцию распределения (ECDF, empiri-
cal cumulative distribution function), а значит, стало
возможным использовать метод обратных функций
для генерации тестовых выборок. Объем выборки
для оценивания параметров составлял 10 000 на-
блюдений; кроме того, для проверки соответствия
приближающей смеси и исходной эмпирической
функции распределения генерировалась еще одна
независимая выборка объемом 2500 наблюдения
(для проверки гипотез с помощью критерия со-
гласия Колмогорова). Данная процедура в целом
близка к такому статистическому подходу, как бут-

стреп. Ее описание в виде псевдокода приведено
в алгоритме 1.

Полученные тестовые выборки используются
для получения оценок максимального правдоподо-
бия параметров аппроксимирующего смешанного
распределения (1) c помощью EM-алгоритма для
нормальных законов [13]. Примеры применения
данной бутстреп-процедуры к реальным пробам
лунного реголита представлены на рис. 1 и 2.

На графиках слева представлены исходные дан-
ные из таблиц каталога NASA (1), полученные
в процессе просеивания, их интерполяция с по-
мощью полиномов Эрмита (2) и аппроксимиру-
ющая смесь (3). Дополнительная вставка на рис. 1
демонстрирует увеличенную область [5, 10]. Вид-
но, что обе кривые практически всюду совпадают.
Такая ситуация повторяется для абсолютного боль-
шинства анализируемых проб. Отметим, что для
числа компонент k в формуле (1) проверялись раз-
ные значения. Эмпирически было установлено,
что необходимый баланс между качеством аппрок-
симации и вычислительной сложностью достига-
ется при значении k = 4, которое и использовано
в данной статье при обработке всех 317 выборок.

На графиках справа на рис. 1 и 2 приведены ги-
стограммы для имитационных выборок и просеян-
ных данных, построенных по ECDF, для конкрет-
ной пробы, а также их приближение плотностью
смешанного распределения. Необходимо отметить,
что точность аппроксимации определялась именно
по сравнению с эмпирической функцией распре-
деления, а данные графики служат лишь для более
подробной иллюстрации работы метода.

Очевидно, что как функции распределения, так
и гистограммы приближаются визуально очень хо-
рошо, даже с учетом различных особенностей в них.
Ясно, что форма распределений в каждом из случа-
ев далека от стандартного гауссовского вида.

На рис. 3 приведены результаты проверки
с помощью критерия однородности Колмогоро-

Алгоритм 1 Имитационное моделирование выборок для аппроксимации и статистического теста

function [SAMPLE, TESTSAMPLE]←GENERATINGSAMPLES (ECDF)
// SampleSize — объем выборки для оценивания параметров

// TestSampleSize — объем выборки для критерия Колмогорова

// Случайные векторы для метода обратных функций

r←RAND(SampleSize);
rTest←RAND(TestSampleSize);

// Имитационное моделирование

for i = 1:SampleSize do

Sample(i)← FSOLVE (ECDF, r(i)); // Метод обратных функций

if i6TestSampleSize then

TestSample(i)← FSOLVE (ECDF, rTest(i));
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Рис. 1 Пробы лунного грунта 12042,24 (миссия «Апполон-12») (а) и 14156,22 (миссия «Апполон-14») (б):1 — исходные
данные из таблиц каталога NASA; 2 — интерполяция с помощью полиномов Эрмита; 3 — аппроксимирующая смесь;
4 — гистограммы для имитационных выборок; 5 — гистограммы для просеянных данных по ECDF; 6 — приближение
плотностью смешанного распределения

ва и дополнительно симулированных выборок.
Для большей наглядности на графиках обозначе-
ны стандартные критические уровни 0,01 и 0,05.
Первый из них превышен P -значениями для 84,5%
выборок (268 из 317), а второй — для 70,7% наборов
(224 из 317), т. е. для абсолютного большинства проб
с помощью бутстреп-метода получены достаточно
хорошие результаты аппроксимации.

Отметим, что описанная процедура обработки
данных была реализована на языке программи-
рования MATLAB. Для расчетов использовались
ресурсы гибридного высокопроизводительно-
го вычислительного кластера архитектуры
Intel x86_64: сервер Huawei XH 622 V3 (два про-
цессора Intel Xeon E5-2683V4 с тактовой часто-
той 2,1 ГГц (16 ядер), 512 ГБ оперативной памяти
и 2 видеокарты NVIDIA Tesla K80. Это позволило
повысить скорость вычислений в среднем в 3,8 ра-
за по сравнению со стандартными настольными
решениями.

4 Кластеризация параметров
аппроксимирующих смесей

В данном разделе приводятся результаты анали-
за параметров сразу всех аппроксимирующих ко-
нечных нормальных смесей. Кроме того, исполь-
зуется тривиальное обратное преобразование для
перехода от φ-шкалы для размеров к метрической
(в микрометрах). На рис. 4 иллюстрируется взаимо-
зависимость математического ожидания и среднего
квадратического отклонения для φ-шкалы и стан-
дартных единиц измерения. Верхние графики на
рис. 4, а и 4, б демонстрируют вид этой зависимости,
при этом размер и интенсивность цвета точек со-
ответствуют их весам (см. формулу (1) и цветовую
шкалу вверху). Эти рисунки существенно уточняют
предложенную в статье [14] линейную аппроксима-
цию для данной зависимости, которая, как видно
из рис. 4, оказывается чрезмерным загрублением.
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Рис. 2 Пробы лунного грунта 72141,15 (а) и 74221,82 (б) (миссия «Апполон-17»): 1 — исходные данные из таблиц
каталога NASA; 2 — интерполяция с помощью полиномов Эрмита; 3 — аппроксимирующая смесь; 4 — гистограммы
для имитационных выборок; 5 — гистограммы для просеянных данных по ECDF; 6 — приближение плотностью
смешанного распределения

Рис. 3 Ошибки аппроксимации (критерий Колмогорова): 1 — P -значения; 2 и 3 — критические уровни α = 0,05
и 0,01 соответственно

Два нижних графика на каждом из рис. 4, а

и 4, б демонстрируют разбиение параметрическо-
го пространства на 5 групп методами k-медоид (см.
рис. 4, а) и нечеткой кластеризации c-средних (см.
рис. 4, б) (в этом случае в качестве окончательного
решения выбирается кластер, для которого дости-

гается максимальное значение величины вероят-
ности членства для данного элемента среди всех
возможных. Очевидно, что решения обоих методов
в каждом из случаев оказываются достаточно близ-
кими. Представленные на рис. 4 данные позволяют
выделить некоторые типичные кластеры, которые
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Рис. 4 Кластеризация параметров аппроксимирующих смесей: (а) φ-шкала; (б) метрическая шкала (мкм); 1–5 —
кластеры; 6 — медоиды кластеров; 7 — центры кластеров по методу c-средних
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могут быть использованы, например, для соотнесе-
ния с химическим составом проб или иными харак-
теристиками реголита. На рис. 4 нумерация клас-
теров произведена в произвольном порядке и не
связана с какими-либо их характеристиками, на-
пример весом.

5 Заключение
В работе рассмотрена методология аппрокси-

мации распределений размеров частиц лунного
реголита с помощью логнормальных смешанных
моделей. Продемонстрировано высокое согласие
получаемых таким образом вероятностных распре-
делений и данных просеивания образцов лунного
реголита. Дальнейшие исследования будут ори-
ентированы на отказ от необходимости интерпо-
ляции точек — исходных данных в каталоге NASA.
При этом их приближение также возможно функ-
циями, имеющими вид конечной смеси логнор-
мальных законов, однако подобная процедура не
требует статистической симуляции выборок. Это
может повысить точность аппроксимации, а также
уменьшить затрачиваемое на расчеты время.
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APPROXIMATION OF PARTICLE SIZE DISTRIBUTIONS

OF LUNAR REGOLITH BASED ON THE RESAMPLING
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Abstract: The paper considers the problem of modeling the size distribution of dust particles of lunar regolith based
on approximating with finite lognormal mixtures. These models make it possible to take into account the stochastic
nature of the intensities of splitting/baking processes during the formation of ensembles of dust particles as a result
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Approximation of particle size distributions of lunar regolith based on the resampling

of various influences (bombardment by meteorites, radiation). A method for statistical approximation of unknown
distributions based on simulation of samples was developed. It is demonstrated that the model distributions fit very
well to the real observations of lunar regolith gathered by missions “Apollo 11, 12, 14–17” and “Luna-24” that had
been presented in the NASA’s grain size catalog (317 samples).
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ВВЕДЕНИЕ ОТНОШЕНИЯ ПОРЯДКА НА МНОЖЕСТВЕ

ПАРАМЕТРОВ АППРОКСИМИРУЮЩИХ МОДЕЛЕЙ∗

А. В. Грабовой1, О. Ю. Бахтеев2, В. В. Стрижов3

Аннотация: Исследуется проблема введения отношения порядка на множестве параметров сложных ап-
проксимирующих моделей. В качестве параметрических моделей исследуются линейные и нейросетевые
модели. Порядок на множестве параметров задается при помощи ковариационной матрицы градиентов
функции ошибки по параметрам модели. Предлагается использовать заданный порядок для фиксации
параметров модели во время решения оптимизационной задачи. Предполагается, что после небольшого
числа итераций алгоритма оптимизации некоторые параметры модели можно зафиксировать без зна-
чимой потери качества модели. Это позволит существенно понизить размерность задачи оптимизации.
В вычислительном эксперименте сравниваются модели, в которых параметры фиксируются в соот-
ветствии с предложенным порядком, с моделями, в которых параметры фиксируются произвольным
образом.

Ключевые слова: аппроксимация выборки; линейная модель; нейросеть; выбор модели; функция ошибки
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1 Введение

Оптимизация глубоких нейронных сетей отно-
сится к задачам высокой сложности и требует боль-
ших вычислительных мощностей [1]. При этом
алгоритм оптимизации сходится по большинству
параметров сети уже после небольшого числа ите-
раций [2]. Своевременное определение начала схо-
димости параметров позволит существенно сни-
зить вычислительные затраты на обучение моделей
с большим числом параметров.

Примером задания порядка на множестве пара-
метров служит l1-регуляризация [3] и регуляриза-
ция ElasticNet [4] для линейных моделей. Порядок,
заданный на множестве значений коэффициентов
регуляризации, индуцирует порядок на множестве
признаковых описаний и указывает на важность
признаков. В случае нейросетей для регуляризации
параметров используется метод исключения пара-
метров [5, 6]. Данный метод также задает порядок
на множестве параметров модели.

В [7] вводится понятие релевантности парамет-
ров нейросетевой модели. Оно задает естественный
порядок на множестве параметров модели от наи-
менее релевантных до наиболее релевантных. В [8]
предложен метод определения релевантности пара-
метров аппроксимирующих моделей при помощи
метода Белсли. Релевантность параметров в ра-

боте [8] определяется на основе ковариационной
матрицы параметров модели.

В данной работе предлагается метод введе-
ния отношения порядка на множестве парамет-
ров сложных параметрических моделей, таких как
нейросеть. Рассматривается порядок, заданный
при помощи ковариационной матрицы градиентов
функции ошибки по параметрам модели [9]. В ра-
боте [2] предложен итерационный метод для поис-
ка ковариационной матрицы градиентов. Данный
итерационный метод интегрируется в градиентный
метод оптимизации Adam [10].

Множество параметров упорядочивается по воз-
растанию дисперсии: от параметра с минимальной
дисперсией до параметра с максимальной диспер-
сией градиента функции ошибки по соответству-
ющему параметру модели. Предполагается, что
малая дисперсия градиента указывает на то, что
соответствующий параметр можно зафиксировать.

Для задания порядка на множестве параметров
при помощи ковариационной матрицы вводится
предположение о том, что фиксация параметров
происходит в момент, когда все параметры моде-
ли находятся в некоторой окрестности локального
минимума функции ошибки. Данное условие на-
кладывается для корректного использования итера-
ционного метода поиска ковариационной матрицы
градиентов.

∗Работа выполнена при поддержке РФФИ (проекты 19-07-01155 и 19-07-00875) и НТИ (проект 13/1251/2018).
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Российской академии наук; Московский физико-технический институт, strijov@phystech.edu
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Введение отношения порядка на множестве параметров аппроксимирующих моделей

Заданный порядок на множестве параметров
модели используется для фиксации тех параметров
модели, которые оказываются предстоящими с точ-
ки зрения заданного порядка. Сначала фиксиру-
ются те параметры, которые имеют минимальную
дисперсию градиента в окрестности локального ми-
нимума функции ошибки.

Для анализа свойств предложенного метода за-
дания порядка на множестве параметров прово-
дится вычислительный эксперимент. В качестве
моделей рассматриваются модели различной струк-
турной сложности: линейные модели, нейросете-
вые модели. Предложенный метод задания порядка
сравнивается с методом, в котором порядок задан
произвольным образом.

2 Постановка задачи

Задана выборка:

D = {(xi, yi)}m
i=1 , xi ∈ X = R

n, yi ∈ Y ,

где n — размерность признакового пространства;
m — число объектов в выборке. Пространство от-
ветов

Y =

{
R в случае задачи регрессии ;

{1, · · · ,K} в случае задачи классификации,

где K — число классов.
Задано семейство моделей, параметрических

функций с наперед заданной структурой:

F = {f (w) : X → Y |w ∈ Rp} ;
h (w,x) =W1σ (W2σ (· · ·σ (Wrx) · · · )) ;
fcl (w,x) = arg max

j∈{1,··· ,K}
softmax (h (w,x))j ;

freg (w,x) = h (w,x) ,





(1)

где p — размерность пространства параметров; r —
число слоев нейросети; w = vec [W1,W2, . . . ,Wr];
σ — функция активации. В случае задачи регрессии
структура модели имеет вид freg, а в случае класси-
фикации имеет вид fcl. Задана функция потерь:

L (w,D) = 1
m

m∑

i=1

l (xi, yi,w) ;

lreg (x, y,w) = (y − f (w,x))
2
;

lcl (x, y,w) =

= −
K∑

j=1

(
[y = j] ln softmax

j
(h (w,x))

)
,





(2)

где lreg — это функция ошибки на одном элементе
для задачи регрессии; lcl — для задачи классифика-

ции. Оптимальный вектор параметров �w получим
минимизацией функции потерь:

�w = arg min
w∈Rp

L (w,D) .

2.1 Задание отношение порядка
на множестве параметров

Для поиска оптимальных параметров модели
используется градиентный метод оптимизации:

wt = wt−1 +–w (gS,t,wt−1,wt−2, . . .) ;

gS,t =
∂L (wt,XS ,YS)

∂w
,



 (3)

где t — номер итерации; gS,t — значение градиен-
та на подвыборке размера S; –w — приращение
вектора параметров.

Порядок на множестве параметров модели зада-
ется при помощи ковариационной матрицыC гра-
диентов функции ошибки L по параметрам моде-
лиw. Для вычисления ковариационной матрицыC
используется итерационная формула [2], которая
вычисляется на каждой итерации (3) градиентного
метода оптимизации параметров:

Ct = (1− κt)Ct−1 + κt (g1,t − gS,t) (g1,t − gS,t)
T
,

где t — номер итерации; gS,t — значение градиента
на подвыборке размера S; g1,t — значение гради-
ента на первом элементе подвыборки; κt = 1/t —
параметр сглаживания; C0 инициализируются из
равномерного распределения.

Пусть известно t0— число итераций, после кото-
рого все параметры находятся в некоторой локаль-
ной окрестности минимума, тогда, как показано
в работе [2], матрица Ct0 аппроксимирует истин-
ную ковариационную матрицуC. Ковариационная
матрица Ct0 используется для упорядочения пара-
метров моделиwt0 .

Пусть I — упорядоченный вектор индексов
[1, 2, . . . , p]. Обозначим Iwt0

вектор индексов, поря-
док которого задан при помощи ковариационной
матрицыCt0 .

Например, если ковариационная матрица Ct0

имеет вид:


0,3 0 0
0 0,2 0
0 0 0,25


 ,

то вектор индексов Iwt0
= [3, 1, 2].
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2.2 Фиксация параметров

Для фиксации параметровwt0 при помощи век-
тора индексов Iwt0

используется бинарный вектор
α(k):

αi(k) =

{
1, если Iwt0

[j] ≤ k;

0 иначе,
(4)

где k — число фиксирующих параметров.
Учитывая (4), уравнение (3) приводится к виду:

wt = wt−1 +α (k) ·–w (gS,t,wt−1,wt−2, . . .) . (5)

После умножения на бинарный вектор α часть па-
раметров не оптимизируется, что приводит к фик-
сации параметров.

3 Вычислительный эксперимент

Для анализа результатов, полученных предло-
женным алгоритмом, проводится вычислительный
эксперимент. В качестве данных используются син-
тетические и реальные данные, которые описаны
в таблице. Выборки MNIST [11] и Boston Hous-
ing [12] рассматриваются в качестве реальных дан-
ных, для которых решается задача классификации
и регрессии соответственно. Синтетические вы-
борки задаются следующим образом:

Dreg =
{
(xi, yi) |xi ∼ N (0, In) ,
yi ∼ N

(
wTxi, In

)
, w ∼ N (0, In)

}
;

Dcl =
{
(xi, yi) |xi ∼ N (0, In) ,
yi ∼ Be

(
wTxi

)
, w ∼ N (0, In)

}
.

В качестве аппроксимирующих моделей рас-
сматриваются линейные и нейросетевые моде-
ли (1). В качестве функции ошибки для задачи
регрессии рассматривается MSELoss, а для задачи
классификации — CrossEntropyLoss (2).

Предварительно для каждой модели и выборки
определяется число t0 — номер итерации, после
которой все параметры модели находятся в неко-
торой окрестности локального минимума. Пара-
метр t0 устанавливается экспериментальным путем

для каждой модели и выборки отдельно из условия,
что качество модели меняется незначительно при
числе итераций t > t0.

После t0 шагов алгоритма оптимизации часть
параметров модели фиксируется в соответствии
с формулами (4) и (5). Результат работы полу-
чается усреднением по 25 независимым запускам
оптимизации модели. Значение функции ошиб-
ки L усредняется по разным запускам алгоритма
оптимизации. В ходе эксперимента проводится
анализ вектора α, который также усредняется по
разным запускам алгоритма оптимизации. Усред-
ненное значение бинарного вектораαобозначим �α.

Выборка Synthetic 1. Эксперимент проводился на
синтетически построенных данных. В качестве
модели использовалась двухслойная нейросеть —
перцептрон. На рис. 1, а показаны графики за-
висимости функции потерь L от числа фиксиру-
емых параметров. В случае фиксации параметров
предложенным методом функция потерь L растет
медленней, чем в случае фиксации параметров про-
извольным образом.

На рис. 2 показана зависимость векторов �α(k)
от числа фиксируемых параметров. Каждый стол-
бец соответствует одному вектору �α(k). На рис. 2, а

и 2, в видно, что �α(k) имеет большое число компо-
нент вектора, близких к 1. Так как �α(k) является
усреднением вектора с компонентами 0 или 1, то
предложенный порядок задает некоторый устойчи-
вый порядок на множестве параметров модели. На
рис. 2, б и 2, г видно, что в случае произвольной
фиксации параметров компоненты вектора �α(k)
имеют одинаковые значения; следовательно, ника-
кого порядка на множестве параметров нет.

Выборка Boston Housing. Эксперимент проводил-
ся на реальных данных. На рис. 1, б показаны
графики зависимости функции потерь L от числа
фиксируемых параметров. В случае фиксации пара-
метров предложенным методом функция потерь L
растет так же, как и в случае фиксации параметров
произвольным образом. Данный результат следует
из того, что нейросеть оказалась избыточно слож-

Описание выборок, используемых в эксперименте

Выборка D Тип
Число

признаков n
Модель

Число
параметров p

Boston Housing Регрессия 13 Нейросеть 301
MNIST Классификация 784 Нейросеть 7960
Synthetic 3 Регрессия 200 Линейная 200
Synthetic 2 Классификация 200 Линейная 200
Synthetic 1 Регрессия 200 Нейросеть 4041
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Рис. 1 Зависимость качества модели от числа зафиксированных параметров: (а) Synthetic 1; (б) Boston Housing;
(в) Synthetic 3; (г) MNIST; левый столбец — на обучающей выборке; правый столбец — на тестовой выборке; 1 —
предложенный метод; 2 — произвольная фиксация
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Рис. 2 Визуализация векторов �α(k) в зависимости от числа фиксируемых параметров (выборка Synthetic 1): (а) все
параметры модели упорядочены предложенным методом; (б) все параметры модели упорядочены произвольным
образом; (в) часть параметров модели упорядочена предложенным методом; (г) часть параметров модели упорядочена
произвольным образом

Рис. 3 Визуализация векторов �α(k) в зависимости от числа фиксируемых параметров (выборка Boston Housing): (а) все
параметры модели упорядочены предложенным методом; (б) все параметры модели упорядочены произвольным
образом; (в) часть параметров модели упорядочена предложенным методом; (г) часть параметров модели упорядочена
произвольным образом

ной моделью с большим числом параметров. После
фиксации значимого числа параметров у модели
оставалась большое число параметров для дообуче-
ния.

На рис. 3 показана зависимость векторов �α(k)
от числа фиксируемых параметров. На рис. 3, а

и 3, в видно, что �α(k) меняется незначительно от
запуска к запуску алгоритма. Следовательно, пред-
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Рис. 4 Визуализация векторов �α(k) в зависимости от числа фиксируемых параметров (выборка Synthetic 3): (а) все
параметры модели упорядочены предложенным методом; (б) все параметры модели упорядочена произвольным
образом; (в) часть параметров модели упорядочена предложенным методом; (г) часть параметров модели упорядочена
произвольным образом

ложенный порядок задает устойчивый к разным за-
пускам порядок на множестве параметров модели.
На рис. 3, б и 3, г видно, что в случае произволь-
ной фиксации параметров вектор �α(k) является
произвольным и никакого порядка на множестве
параметров нет.

Выборка Synthetic 3. Эксперимент проводился на
синтетически построенных данных. В качестве мо-
дели использовалась линейная модель регрессии.
На рис. 1, в показаны графики зависимости функ-
ции потерь L от числа фиксируемых параметров.
В случае фиксации параметров предложенным ме-
тодом функция потерь L растет значительно мед-
ленней в сравнении со случаем фиксации парамет-
ров произвольным образом. Дисперсия функции
ошибки также значительно меньше в случае фик-
сации параметров предложенным методом.

На рис. 4 показано, что вектор �α(k) не меняется
от запуска к запуску. Так как данная модель линей-
ная, то порядок на параметрах модели индуцирует
некоторый порядок на множестве признаков.

Выборка MNIST. В эксперименте рассматривался
двухслойный перцептрон для классификации изоб-
ражений. В качестве входных данных рассматри-
вались изображения размера 28 × 28, на которых
изображены цифры.

На рис. 1, г показано, что графики функции
ошибки похожи в случае фиксации параметров
предложенным методом и в случае произвольной
фиксации. Данный результат есть следствие того
факта, что нейросеть является заведомо переуслож-
ненной моделью. После фиксации большого числа
параметров у нейросети все еще остается значимое
число параметров модели для дообучения.

На рис. 5 показано, что в случае модели со значи-
мым числом оптимизационных параметров предло-
женный метод упорядочения параметров устойчив
от запуска к запуску.

4 Заключение

В данной работе рассмотрена проблема зада-
ния порядка на множестве параметров сложных
аппроксимирующих моделей. Исследован метод
задания порядка на основе анализа стохастических
свойств градиента функции ошибки L по пара-
метрам модели. Для задания порядка использо-
валась ковариационная матрица градиентов пара-
метров Cη0 , которая рассчитывалась итеративно,
в течение t0 итераций градиентного метода парал-
лельно оптимизации. Число итераций t0 выбира-
лось заранее экспериментально.

Предложенный метод был проанализирован
в вычислительном эксперименте. Было показано,
что порядок, заданный при помощи ковариацион-
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Рис. 5 Визуализация векторов �α(k) в зависимости от числа фиксируемых параметров (выборка MNIST): (а) все
параметры модели упорядочены предложенным методом; (б) все параметры модели упорядочены произвольным
образом; (в) часть параметров модели упорядочена предложенным методом; (г) часть параметров модели упорядочена
произвольным образом

ной матрицы Cη0 , является адекватным, так как
фиксация параметров в заданном порядке позволя-
ет зафиксировать значимое число параметров без
заметной потери качества.

Отдельно стоит заметить, что параметры упо-
рядочиваются в процессе оптимизации параметров
модели. Как было показано в эксперименте, дан-
ный порядок устойчив и не меняется от запуска
к запуску метода оптимизации.
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СТАЦИОНАРНЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ СИСТЕМЫ M/G/2/∞
С ОДНИМ ЧАСТНЫМ СЛУЧАЕМ ДИСЦИПЛИНЫ

ИНВЕРСИОННОГО ПОРЯДКА ОБСЛУЖИВАНИЯ

С ОБОБЩЕННЫМ ВЕРОЯТНОСТНЫМ ПРИОРИТЕТОМ∗

Л. А. Мейханаджян1, Р. В. Разумчик2

Аннотация: Рассматривается система массового обслуживания (СМО) M/G/2/∞ с идентичными прибо-
рами. Предполагается, что в любой момент времени известна остаточная длина каждой заявки в системе.
В системе реализован частный случай дисциплины инверсионного порядка обслуживания с обобщен-
ным вероятностным приоритетом, заключающийся в следующем. В момент поступления новой заявки
в систему все заявки на приборах приобретают новую случайную длину. При этом, если есть хотя бы
один свободный прибор, новая заявка занимает его; иначе она становится на первое место в очере-
ди. Длины заявок представляют собой независимые одинаково распределенные случайные величины
с произвольным абсолютно непрерывным распределением. В предположении, что стационарный режим
существует, найдены основные стационарные характеристики функционирования, включая совместное
стационарное распределение общего числа заявок в системе и остаточных длин заявок на приборах.

Ключевые слова: многолинейная система; инверсионный порядок обслуживания; вероятностный прио-
ритет
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1 Введение

В работе [1] были изучены стационарные ха-
рактеристики СМО M/G/1/∞ с одним из част-
ных случаев дисциплины инверсионного порядка
обслуживания с обобщенным вероятностным при-
оритетом [2], названной там дисциплиной ресам-
плинга. Она заключается в следующем. Предпо-
лагается, что в момент поступления новой заявки
становится известно ее остаточное время обслужи-
вания. В дальнейшем удобно называть случайную
величину остаточного времени обслуживания оста-
точной длиной, подразумевая, что длина измеря-
ется в единицах времени. Каждая поступающая
в непустую систему заявка назначает новую оста-
точную длину заявке на приборе и становится на
первое место в очереди. Когда остаточная длина
заявки на приборе становится равной нулю, заявка
навсегда покидает систему и на обслуживание вы-
бирается первая заявка из очереди. Также в [1–5]
было показано, что описанная выше СМО оказы-
вается полезной в задачах оценки среднего времени

пребывания в однолинейных системах с неточной
априорной информацией о временах обслужива-
ния.

Представляет несомненный интерес изучение
обобщения полученных в [1] результатов на случай
многолинейных систем3. В этой работе исследуется
одно такое обобщение: находятся основные ста-
ционарные характеристики в системе M/G/2/∞
с дисциплиной ресамплинга и идентичными при-
борами.

2 Описание системы

Рассмотрим систему с двумя идентичными при-
борами и очередью неограниченной емкости, на
вход которой поступает пуассоновский поток за-
явок интенсивности λ.

Определим дисциплину обслуживания следу-
ющим образом. В момент прихода очередной за-
явки в систему становится известно ее остаточное
время обслуживания (далее — остаточная длина,

∗Работа выполнена при поддержке РФФИ (проект 18-37-00283).
1Финансовый университет при Правительстве РФ, lamejkhanadzhyan@fa.ru
2Институт проблем информатики Федерального исследовательского центра «Информатика и управление» Российской академии

наук, rrazumchik@ipiran.ru
3Отметим, что вопросы анализа многолинейных СМО M/G/n/∞ остаются по большей части открытыми и связаны с серьез-

ными трудностями. Одно из немногих исключений — СМО M/G/2/∞, для которой известен ряд аналитических результатов (см.,
например, [6–8]).
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или просто длина) и прерывается обслуживание
заявок на всех приборах. Каждой заявке, обслужи-
вание которой было прервано, независимо от всей
предыстории функционирования системы назна-
чается новая остаточная длина. Затем их обслужи-
вание возобновляется. Новая заявка становится на
свободный прибор, если такой имеется; в против-
ном случае она занимает первое место в очереди.
Когда остаточная длина заявки на приборе ста-
новится равной нулю, она покидает систему и на
обслуживание выбирается заявка с первого места
в очереди. Остаточные длины заявок представ-
ляют собой независимые одинаково распределен-
ные случайные величины с произвольной функци-
ей распределения B(x). Для упрощения выкладок
будем предполагать существование у распределе-
ния B(x) непрерывной плотности b(x) = B′(x).
Также всюду в дальнейшем будем предполагать, что
выполняются условия существования стационар-
ного распределения.

3 Вспомогательные функции

Пусть в некоторый момент в систему поступила
новая заявка и сразу после ее поступления в системе
оказалось n ≥ 3 заявок с длинами1 y1, . . . , yn. Обо-
значим через fn(s;x1, x2, y4, . . . , yn|y1, . . . , yn) пре-
образование Лапласа–Стилтьеса (ПЛС) времени до
момента, когда в системе впервые останется (n− 1)
заявка и плотность вероятности того, что в тот же
момент длины оставшихся в системе заявок бу-
дут равны x1, x2, y4, . . . , yn. Из описания систе-
мы и свойств дисциплины обслуживания следует,
что функции fn симметричны на паре переменных
(x1, x2), не зависят от y4, y5, . . . , yn и совпадают при
n ≥ 3. Воспользовавшись формулой полной веро-
ятности, получаем уравнение для расчета условной
плотности f = fn, n ≥ 3:

f (s;x1, x2|y1, y2, y3) =
= 1(y1≤y2)e

−(λ+s)y1δ (y2 − (y1 + x2)) δ(y3 − x1) +

+ 1(y1>y2)e
−(λ+s)y2δ (y1 − (y2 + x1)) δ(y3 − x2) +

+
λ

λ+ s

(
1− e−(λ+s)min(y1,y2)

)
×

×
∞∫

0

∞∫

0

f (s;u1, u2) f (s;x1, x2|u1, u2, y3) du1du2, (1)

где

f(s;x1, x2) =

∞∫

0

∞∫

0

∞∫

0

f(s;x1, x2|u1, u2, u3)×

× b(u1)b(u2)b(u3) du1du2du3;

δ— дельта-функция Дирака; 1(A)— индикатор мно-
жества A. Решая (1), получаем, что для f(s;x1, x2)
справедлива формула

f (s;x1, x2) = b (x1) g (s;x2) + b (x2) g (s;x1) ,

в которой неизвестная функция g есть решение ин-
тегрального уравнения:

g(s;x) = y(s;x) + γ(s)

∞∫

0

K(s;u, x)g(u) du , (2)

где

y(s;x) =

∞∫

0

e−(λ+s)ub(u)b(u+ x) du ;

K(s;u, x) = θ(u− x)e−(λ+s)(u−x)b(u− x) +

+ e−(λ+s)ub(u+ x);

θ — функция Хевисайда2;

γ(s) =

=


 2λ
λ+ s

∞∫

0

u∫

0

b(u)b(v)
(
1− e−(λ+s)v

)
dvdu


×

×


1− 2λ

λ+ s

∞∫

0

u∫

0

(
1− e−(λ+s)v

)
(b(u)g(s; v)+

+ b(v)g(s;u)) dvdu



−1

.

Отметим, что значение γ(s) зависит от неизвест-
ной функции g, и уравнение (2), по-видимому, не
обладает хорошими особенностями, кроме одной:
свободный член и ядро являются неотрицатель-
ными функциями. В некоторых частных случаях3

решение (2) может быть выписано в явном виде.
В общем же случае его приходится искать числен-
но. Хорошие результаты дает итерационный метод,
причем в качестве начальной итерации необходимо
брать нулевое приближение. Тогда итерации бу-
дут возрастающими, что позволит контролировать
сходимость к точному решению. При s = 0 для

1Предполагается, что на первом приборе заявка длины y1, на втором — y2, в очереди на первом месте заявка длины y3, на
втором — y4 и т. д.

2Это означает, что θ(x) = 1 при x ≥ 0 и θ(x) = 0 иначе.
3Например, при s = 0 в случае B(x) = 1− e−µx решение (2) есть g(0; x) = (1/2)µe−µx .
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контроля точности можно пользоваться условием
нормировки, из которого следует, что

∞∫

0

g(0;x) dx =
1

2
.

Пусть теперь в некоторый момент в систему
поступила новая заявка и сразу после ее поступле-
ния в системе оказалось две заявки с остаточными
длинами y1 и y2. Обозначим через f2(s;x|y1, y2)
ПЛС времени до момента, когда в системе впервые
останется одна заявка, и плотность вероятности
того, что в тот же момент ее остаточная длина
будет равна x. Выписывая для f2(s;x|y1, y2) урав-
нение, аналогичное (1), и решая его, получаем, что
f2(s;x) = 2g(s;x).

4 Стационарные вероятности
состояний

Рассмотрим процесс (ξ1(t), . . . , ξν(t)(t)). Здесь
ν(t) = n, когда в момент t в системе находится n за-
явок. Координаты ξ1(t) и ξ2(t) — это остаточные
времена обслуживания заявок на приборах, ξ3(t)—
длина первой заявки в очереди, а ξν(t)(t)— послед-
ней. В том случае, когда в системе отсутствуют
заявки, координаты ξi(t) не определяются. Нако-
нец, при ν(t) = 1 координата ξ1(t) хранит остаточ-
ное время обслуживания находящейся на приборе
единственной заявки. Процесс (ξ1(t), . . . , ξν(t)(t))
является марковским и описывает характеристики
очереди в момент t.

Обозначим через

P0 = lim
t→∞

P0(t),

Pn (x1, . . . , xn) = lim
t→∞

Pn (t;x1, . . . , xn) , n ≥ 1 ,

стационарное распределение процесса (ξ1(t), . . .
. . . , ξν(t)(t)), где P0(t) = P (ν(t) = 0), Pn(t;x1, . . .
. . . , xn) = P (ν(t) = n, ξ1(t) < x1, . . . , ξn(t) < xn).
Для плотностей введенных вероятностей (в пред-
положении, что они существуют) можно выписать
интегродифференциальные уравнения, на основе
которых теоретически можно производить вычис-
ления. Однако на практике они не реализуемы
уже при совсем небольших значениях n, поскольку
размерность уравнений растет пропорционально n.
Поэтому далее речь пойдет только о маргиналь-
ных стационарных вероятностяхP1(x),Pn(x1, x2) =
= Pn(x1, x2,∞, . . . ,∞), n ≥ 2, для которых предпо-
лагается существование плотностей:

p1(x) = P
′
1(x) ; pn(x1, x2) =

∂2Pn(x1, x2)

∂x1 ∂x2
, n ≥ 2 .

Принятая дисциплина обслуживания обладает
известным свойством, которое в данном случае
позволяет рекуррентно вычислять стационарные
плотности (подробнее см. [9]) и которое заключа-
ется в следующем. Пусть n > 1 — произвольное
целое число. Выделим для процесса ν(t) те интер-
валы времени, когда число заявок в системе будет
больше n, т. е. ν(t) > n. Тогда, в силу дисциплины
обслуживания, с того момента, как в системе впер-
вые появится (n + 1)-я заявка, и до того момента,
как в системе снова будетn заявок, последние (n−1)
компонент процесса (ξ1(t), . . . , ξν(t)(t)) не меняют-
ся. Следовательно, если для процесса выкинуть все
те интервалы времени, когда ν(t) > n, и оставшие-
ся куски склеить, то вероятностные характеристики
получившегося после склейки процесса будут оди-
наковыми для всех n и плотности p1(x), pk(x1, x2),
2 ≤ k ≤ n, будут совпадать с точностью до постоян-
ного множителя, не зависящего от k.

Положим

P1 =

∞∫

0

p1(u) du ; Pn =

∞∫

0

∞∫

0

pn(u, v) dudv, n ≥ 2.

С учетом описанного выше свойства дисциплины
обслуживания, уравнения Колмогорова–Чепмена
для стационарных плотностей будут иметь вид:

−p′1(x) = −λp1(x) + λb(x)P0 + λf2(0;x)P1; (3)

!fr∂pn(x1, x2)∂x1 −
∂pn(x1, x2)

∂x2
= −λpn(x1, x2) +

+ λb(x1)b(x2)Pn−1 + λfn+1(0;x1, x2)Pn, n ≥ 2, (4)

с начальными условиями

lim
x→∞

p1(x) = 0 ;

lim
x1→∞

pn(x1, x2) = 0 ;

lim
x2→∞

pn(x1, x2) = 0, n ≥ 2 .

Систему (3)–(4) можно решить следующим
образом. Заметим, что (4) есть уравнение в частных
производных первого порядка. Воспользовавшись
методом характеристик, находим выражение для
плотности pn(x1, x2):

pn(x1, x2) =

= eλx1

∞∫

x1

e−λu (λb(u)b (x2 − x1 + u)Pn−1 +

+ λf (0;u, x2 − x1 + u)Pn) du , n ≥ 2 , (5)
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где

f (0;x1, x2) = b (x1) g (0;x2) + b (x2) g (0;x1) ;

функция g есть решение уравнения (2) при s =
= 0. Для нахождения неизвестных в (5) вероятно-
стейPn−1 иPn проинтегрируем (5) по всем значени-
ям x1 и x2. С помощью обычных преобразований,
вводя для сокращения записи обозначения

�β(λ) = λ

∞∫

0

e−λu(1 −B(u))2 du ;

�β(λ) = 2λ

∞∫

0

∞∫

0

e−λz(1−B(z))g(0; z + x) dxdz ,

получим соотношение

Pn = �β(λ)Pn−1 + �β(λ)Pn ,

из которого следует, что

Pn =

(
�β(λ)

1− �β(λ)

)n−1

P1, n ≥ 1.

Поступая аналогичным образом с решением урав-
нения (3), которое имеет вид:

p1(x) = e
λx

∞∫

x

e−λu(λb(u)P0 + 2λg(0;u)P1) du,

находим

P1 = P0
1− β(λ)

1− “β(λ)
,

где β(λ)— ПЛС B(x);

“β(λ) = 2λ

∞∫

0

∞∫

0

e−λzg(0; z + x) dxdz .

Оставшаяся неизвестной вероятность P0, как
обычно, находится из условия нормировки∑∞

i=0 Pi = 1, т. е.

P0 =

(
1 +
1− β(λ)

1− “β(λ)
1− �β(λ)

1− �β(λ) − �β(λ)

)−1

. (6)

Таким образом, стационарное распределение об-
щего числа заявок в системе образует начиная с P1
геометрическую прогрессию, что позволяет легко
находить моменты числа заявок в системе. В част-
ности, среднее число N заявок в системе в стацио-
нарном режиме равно1 N = (1 − P0)

2/P1.
В заключение раздела отметим, что из (6) и того,

что P0 > 0, следует необходимое условие существо-
вания стационарного распределения.

5 Стационарное распределение
времени пребывания

Время пребывания в системе заявки представ-
ляет собой сумму двух независимых частей: вре-
мени ожидания начала обслуживания и собственно
времени нахождения заявки на приборе. Обозна-
чим соответствующие ПЛС через χ(s), ψ(s) и ω(s).
Поскольку с вероятностьюP0+P1 поступающая за-
явка попадает сразу на прибор, а с дополнительной
вероятностью — в очередь, то ПЛС χ(s) времени
пребывания заявки в системе имеет вид:

χ(s) = (P0 + P1)ψ(s) + (1− P0 − P1)ψ(s)ω(s). (7)

Из результатов разд. 3 немедленно следует, что

ω(s) =

∞∫

0

f2(s;u) du .

Нахождение же ПЛС ψ(s) времени пребывания за-
явки на приборе (с учетом всех возможных преры-
ваний, т. е. ее истинного времени обслуживания)
ничем не отличается от нахождения этого ПЛС
в случае однолинейной системы. Поэтому, соглас-
но [1, формула (13)], имеем:

ψ(s) =
β(λ+ s)(λ+ s)

s+ λβ(λ + s)
.

Остановимся на нахождении стационарного
распределения периода занятости системы (ПЗ).
Будем считать, что он начинается в момент по-
ступления заявки в пустую систему и заканчивает-
ся в тот момент, когда система впервые оказалась
свободной от заявок. Обозначим ПЛС ПЗ, откры-
ваемого заявкой длины x, через ϑ(s;x). Воспользо-
вавшись формулой полной вероятности, получим
интегральное уравнение для ϑ(s;x), решение кото-
рого имеет вид:

ϑ(s;x) = e−(s+λ)x +
(
1− e−(λ+s)x

)
×

×


 2λ
λ+ s

∞∫

0

e−(s+λ)ug(s;u) dv


×

×


1− 2λ

λ+ s

∞∫

0

(
1− e−(λ+s)u

)
g(s;u) du



−1

.

1Примечательно, что такая же формула для N через вероятности состояний системы имеет место и в случае одноканальной
системы [1, Remark 3].
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Безусловное ПЛС ϑ(s) ПЗ получается усреднени-
ем ϑ(s;x) по длине заявки, т. е.

ϑ(s) =

∞∫

0

ϑ(s;u)b(u) du .

К сожалению, найденные выражения для стаци-
онарных распределений времени пребывания и ПЗ,
по-видимому, не могут привести к явным выраже-
ниям для моментов и позволяют их находить лишь
численно, причем при расчетах основная слож-
ность связана с решением уравнения (2).

6 Заключение

В [1] доказано, что для аналогичной, но одно-
канальной системы справедлива формула Литтла.
Предложенный в этой работе метод анализа, по-
видимому, не позволяет установить ее справедли-
вость для двухканальной системы. Однако чис-
ленные эксперименты показывают, что формула
Литтла имеет место и в этом случае. Тогда для рас-
чета стационарного среднего времениv пребывания
заявки в системе нет необходимости дифференци-
ровать (7) и можно пользоваться формулой

v =
N

λ
=
(1− P0)

2

λP1
.

Всюду выше предполагалось существование ста-
ционарного распределения, но критерий не был
найден; получено лишь необходимое условие. Ре-
зультаты, полученные для одноканальной системы
в [1], подсказывают, что для двухканальной системы
необходимое и достаточное условие существования
стационарного режима, по-видимому, не должно
зависеть от моментов длины заявки какого-либо
порядка, т. е. для любого распределения длины за-
явки при достаточно малой интенсивности λ су-
ществует стационарное распределение. Как пока-
зывают численные эксперименты, средняя длина
ПЗ рассматриваемой системы равна1 3/2v. Отсюда
получаем (при условии справедливости формулы
Литтла), что P0 > 0 является не только необходи-
мым, но и достаточным условием существования
стационарного распределения.

Отметим наконец, что полученные формулы не
позволяют производить расчеты в случае, когда
длины заявок принимают только конечное число
значений. Этот случай требует специального иссле-
дования.
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Abstract: Consideration is given to the M/G/2/∞ queue with identical servers, LIFO (last in, first out) service
discipline and one special case of the generalized probabilistic priority policy called resampling. The latter implies
that a customer arriving to the nonidle system assigns independently new remaining service time to each customer
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ОПТИМИЗАЦИЯ ЕМКОСТИ ОСНОВНОГО НАКОПИТЕЛЯ

В СИСТЕМЕ МАССОВОГО ОБСЛУЖИВАНИЯ ТИПА G/M/1/K

С ДОПОЛНИТЕЛЬНЫМ НАКОПИТЕЛЕМ∗

Я. М. Агаларов1

Аннотация: Для системы массового обслуживания (СМО) типа G/M/1/K c дополнительным накопи-
телем сформулирована задача оптимизации емкости основного накопителя при стоимостной целевой
функции, учитывающей затраты системы, связанные с потерей заявок, хранением заявок в накопителях,
техническим обслуживанием накопителей и прибора, простоем прибора. Заявка, поступившая в систему,
принимается в основной накопитель, если есть свободное место, иначе согласно заданному вероятност-
ному распределению либо покидает систему (теряется), либо поступает в дополнительный накопитель,
если там есть свободное место. Если оба накопителя переполнены, заявка покидает систему (теряется).
Если в основном накопителе освобождается место, то одна из заявок из очереди в дополнительном
накопителе (если он не пуст) сразу поступает в очередь в основной накопитель. Доказана унимодальность
целевой функции и предложена процедура гарантированного поиска оптимальной емкости основного
накопителя.
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1 Введение

В качестве математических моделей многих про-
изводственных, информационных и транспортных
систем, в которых генерируются случайные потоки
заявок на обслуживание, как правило, используют
СМО с ограниченными накопителями [1]. Одним
из параметров, от значения которого существенным
образом может зависеть экономическая эффектив-
ность такой системы, служит объем накопителя.
При этом кроме стоимости самого накопителя объ-
ем накопителя влияет на эффективность системы
через зависящие от него другие характеристики, та-
кие как потери заявок, задержки заявок в накопи-
теле, время простоя обслуживающего устройства,
загруженность обслуживающего устройства, ин-
тенсивность повторных поступлений заявок и т. д.

Вопросам оптимизации СМО с ограниченны-
ми накопителями посвящено большое число работ,
в которых можно найти множество различных по-
становок оптимизационных задач. Приведем крат-
кий обзор некоторых работ [2–9], опубликованных
в последние годы и наиболее близких к рассматри-
ваемой в данной статье тематике оптимизации ем-
кости накопителя при стоимостной целевой функ-
ции.

В [2] рассматриваетсяM/M/1 с управляемой на-
грузкой, в которой можно отклонять заявки по мере

прибытия и корректировать скорость обслужива-
ния в каждый момент принятия решения. Цель
состоит в минимизации предельных (долгосроч-
ных) средних затрат, которые включают затраты
на эксплуатацию мест хранения, затраты за еди-
ницу времени обслуживания заявки при заданной
скорости обслуживания, штраф за отклонение за-
дания. Разработан алгоритм вычисления оптималь-
ной политики, который позволяет на каждом шаге
вычислять достигнутую точность.

В [3] решается задача выбора оптимальной ем-
кости буферной памяти узла сети массового об-
служивания в условиях интенсивного трафика, где
в качества модели узла используется СМО типа
M/M/1 и в качестве целевой функции — функци-
онал затрат, учитывающий три типа затрат: «сто-
имость перегрузки», зависящую от числа клиентов
в системе, «стоимость контроля», связанную с ди-
намически контролируемой скоростью обслужива-
ния, и «стоимость штрафа» за отклонение клиентов.
Предложено приближенное решение, полученное
для аппроксимирующей диффузионной модели как
решение одномерной броуновской задачи управле-
ния (Brownian control problem, BCP).

В работе [4] ставится задача оптимального
управления очередью системы типа GI/GI/1 с не-
терпеливыми заявками (заявка после поступле-
ния в очередь через экспоненциально распреде-

∗Работа выполнена при частичной финансовой поддержке РФФИ (проекты 18-07-00692, 19-07-00739 и 20-07-00804).
1Институт проблем информатики Федерального исследовательского центра «Информатика и управление» Российской академии

наук, agglar@yandex.ru
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ленный интервал времени, если она за это вре-
мя не обслужилась, покидает систему) в условиях
интенсивного трафика и в качестве оптимальной
политики ограничения длины очереди в смысле
минимизации затрат предлагается использовать ре-
шение диффузионной аппроксимирующей задачи.
Система при поступлении заявки в очередь получа-
ет платеж, при отклонении заявки и уходе необслу-
женной заявки из очереди платит соответствующие
штрафы.

В работе [5] рассмотрена проблема управления
доступом заявок в систему M/M/N/M , когда су-
ществуют затраты, связанные с отказом от клиен-
тов, простоем прибора и отказывающимися заявка-
ми. Сформулирован соответствующий марковский
процесс принятия решений (MDP, Markov decision
process), и показано, что оптимальная политика —
пороговая. Предлагается итерационный алгоритм,
который при определенных условиях обеспечивает
точное оптимальное решение, когда он останавли-
вается; в противном случае алгоритм останавли-
вается, когда достигается предусмотренная заранее
точность приближения. Решена также соответству-
ющая аппроксимирующая задача управления диф-
фузией (DCP, diffusion control problem) и проведен
численный анализ минимальных затрат системы
для MDP и DCP.

В работе [6] рассматривается последователь-
ность СМО типа M/M/1 с возможностью огра-
ничения длины очереди и корректировки скорости
обслуживания с целью минимизации предельных
средних затрат при интенсивном трафике. Функ-
ция затрат включает штраф за каждую отвергнутую
заявку, затраты, связанные с корректировкой ско-
рости обслуживания, и штраф за каждую отказы-
вающуюся заявку. Для построения оптимального
управления для СМО в условиях интенсивного тра-
фика (выбора оптимальной емкости буфера и опти-
мальной скорости обслуживания) предлагается ис-
пользовать оптимальную стратегию для предельной
задачи управления диффузией (задача броуновско-
го управления, или BCP — Brownian control prob-
lems).

В работе [7] рассмотрена задача выбора опти-
мальной емкости накопителя системы G/M/1/K
с учетом штрафов из-за задержки заявок в очереди,
потерь заявок и простоя прибора, доказана унимо-
дальность целевой функции.

Задача выбора оптимальной емкости накопите-
ля системы M/M/s/K при целевой функции, учи-
тывающей штрафы за пребывание заявки в очере-
ди дольше заданного времени (дедлайна) и потери
заявки исследована в работе [9]. Доказано, что
функция дохода — унимодальна.

В [8] рассмотрена СМО типа G/G/1/K, в ко-
торой прибывающие заявки, когда число заявок
в буфере превышает значение K, отклоняются
и с фиксированной вероятностью p покидают сис-
тему. В противном случае они поступают на орбиту
и повторяют попытку позже через экспоненциаль-
но распределенный интервал времени с параметром
µ > 0 для всех заявок. Повторные заявки рас-
сматриваются системой как первичные. В работе
ставится задача оптимизации емкости накопителя
независимо от емкости орбиты для стоимостной
целевой функции, учитывающей потери и задерж-
ки заявок. Получен асимптотически оптимальный
размер буфера для диффузионной модели СМО для
случаев µ→ 0 и µ→ ∞.

Задача, которая рассматривается ниже, близ-
ка к задаче из работы [8] с точки зрения модели
и структуры затрат для случая µ→ ∞.

2 Описание задачи

Рассматривается одноканальная СМО с двумя
накопителями (основной и дополнительный) огра-
ниченной емкости и заданной функцией распреде-
ления интервалов времени между поступлениями
заявокA(t) и экспоненциальной функцией распре-
деления времени обслуживания заявок с заданным
параметром γ > 0 (рис. 1). Поступившая извне за-
явка принимается в основной накопитель системы
(занимает любое свободное место в этом накопи-
теле), если в момент ее поступления число занятых
в нем мест меньше его емкости K > 0. Если заявка

Рис. 1 Схема системы: I — источник потока первичных заявок; π1 — вероятность переполнения основного нако-
пителя; π2 — вероятность переполнения дополнительного накопителя; α — вероятность повтора обслуживания; β —
вероятность поступления в дополнительный накопитель заявки, не допущенной в основной
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допущена в накопитель, она занимает любое сво-
бодное место в нем и, если прибор свободен, немед-
ленно начинает обслуживаться прибором, в про-
тивном случае становится к нему в очередь. На
время обслуживания заявки место в накопителе со-
храняется за ней. Заявка после завершения обслу-
живания с фиксированной вероятностью (1 − α) >
> 0 покидает систему (успешно обслуживается),
освободив одновременно прибор и накопитель, а с
вероятностью α ≥ 0 освобождает прибор, но про-
должает занимать место в накопителе и повторно
становится в очередь к прибору. Освободившийся
прибор сразу приступает к обслуживанию очеред-
ной заявки, если очередь не пуста, иначе проста-
ивает до момента поступления в основной нако-
питель новой заявки. Заявка, заставшая основной
накопитель системы полностью занятым, с вероят-
ностью (1−β) ≥ 0 теряется, а с вероятностью β ≥ 0
поступает на дополнительный накопитель ограни-
ченной емкости M ≥ 0, если там есть свободное
место, иначе теряется. В момент освобождения
места в основном накопителе одна из заявок пере-
мещается в него из дополнительного накопителя,
освободив там место. Время перемещения в рас-
сматриваемой модели считается равным нулю.

Система получает доход, включающий в себя
следующие составляющие:

d0 — плата, получаемая системой, если посту-
пившая заявка успешно обслужена системой
(0 ≤ d0 <∞);

d1 — величина штрафа, который платит система,
если поступившая заявка потеряна (0 ≤ d1 <
<∞);

d21 — затраты системы в единицу времени на
хранение заявки в основном накопителе (0 ≤
≤ d21 <∞);

d22 — затраты системы в единицу времени на
хранение в дополнительном накопителе (0 ≤
≤ d22 <∞);

d3 — величина штрафа за единицу времени про-
стоя прибора (0 ≤ d3 <∞);

d4 — затраты системы в единицу времени на об-
служивание заявки прибором (0 ≤ d4 <∞);

d5 и d6 — затраты системы в единицу време-
ни на техническое обслуживание одного мес-
та в основном и дополнительном накопителе
соответственно (0 ≤ d5 <∞, 0 ≤ d6 <∞).

Обозначим черезD(K)предельный (стационар-
ный) доход, получаемый системой в единицу време-
ни, и рассмотрим его как функцию переменной K
при фиксированных значениях остальных парамет-
ров системы.

Ставится задача оптимизации объема основного
накопителя при фиксированных остальных пара-
метрах системы в смысле максимизации функции
дохода D(K) по K > 0. В следующих разделах при-
водятся результаты исследования данной задачи.

3 Решение задачи

Получим явное аналитическое выражение для
функции D(K). Введем обозначения:

v =
∫∞

0 v dA(v) > 0 — среднее время между мо-
ментами поступления заявок извне;

W1(K) — среднее время пребывания заявки
в основном накопителе;

W2(K)— среднее время пребывания заявки в до-
полнительном накопителе;

T (K)— среднее время простоя прибора.

Как следует из описания модели, среднее число
попыток обслуживания для каждой заявки равно
(1 − α)−1 и функция распределения суммарного
времени обслуживания одной заявки имеет вид:

B(t) = 1− exp(−µt), µ = γ(1− α), t ≥ 0 .

Как известно, процесс обслуживания заявок в дан-
ной системе описывается цепью Mаркова [1], где
переходы цепи определяются моментами поступ-
ления заявок, а состояние цепи — суммарное число
заявок, находящихся в двух накопителях в момент
поступления. Для вероятностей переходов pij вло-
женной цепи Маркова справедливы формулы:

pij(K) =

=





ri+1−j , 0 ≤ i ≤ K − 1 , 1 ≤ j ≤ i+ 1 ;

βri+1−j + (1− β)ri−j ,

K ≤ i ≤ K +M − 1 , 1 ≤ j ≤ i+ 1 ;

rK+M−j , i = K +M , 1 ≤ j ≤ K +M ;

1−
i∑

m=0

rm , i ≤ K − 1 , j = 0 ;

1− β
i∑

m=0

rm − (1− β)
i−1∑

m=0

rm ,

K ≤ i ≤ K +M − 1 , j = 0 ;

1−
K+M−1∑

m=0

rm , i = K +M , j = 0 ;

0 в остальных случаях,

(1)

где

rm =

∞∫

0

(µt)m

m!
e−µt dB(t) при m ≥ 0 .
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Для данной цепи система уравнений равновесия
в матричном виде задается равенством:

π(K) = πT(K)P (K) , (2)

где π(K) = (π0(K), . . . , πK+M (K)) — столбец ста-
ционарных вероятностей состояний системы; πT —
строка стационарных вероятностей состояний сис-
темы; P (K) = (pi,j(K)) — треугольная матрица
переходных вероятностей с элементами pi,j(K) ви-
да (1). Из (2) следует, что стационарные вероятности
состояний вычисляются по формуле:

πj(K) =
RH

j∑h2

i=0
RH

i

, 0 ≤ j ≤ K +M ,

где

Rj(K) =

=





Rj+1(K)(1− r1)−RK+M (K)rK+M−1−j

r0
−

−

∑K−1

i=j+2
Ri(K)ri−j

r0
−

−

∑K+M−1

i=K
Ri(K)[βri−j + (1− β)ri−j−1 ]

r0
,

0 ≤ j ≤ K − 2 ;

RK(K)[1−βr1−(1− β)r0]−RK+M(K)rM
r0

−

−

∑K+M−1

i=K+1
Ri(K)[βri+1−K+(1− β)ri−K ]

r0
,

j = K − 1 ;
1 , j = K +M , β > 0 ;
1− r0
βr0

, j = K +M − 1 , β > 0 ;

Rj+1(K)[1− βr1 − (1 − β)r0]

βr0
−

− RK+M (K)rK+M−1−j

βr0
−

−

∑K+M−1

i=j+2
Ri(K)[βri−j + (1− β)ri−j−1 ]

βr0
,

K ≤ j ≤ K +M − 2 , β > 0 ;
0 , K + 1 ≤ j ≤ K +M , β = 0 ;

1 , j = K , β = 0 .

Заметим, что

πj+1(K + 1) = [1− π0(K + 1)]πj(K) ,

0 ≤ j ≤ K +M . (3)

Обозначим через qj(K) средний доход, получа-
емый системой в состоянии j. Тогда

D(K) =
1

v

K+M∑

j=0

πj(K)qj(K) . (4)

Справедливо следующее утверждение.

Утверждение 1. D(K) — унимодальная функция по

переменной K > 0. При этом

(1) если infK>0G(K) < supK>0D(K) и d21 > 0, то

cуществует K∗ < ∞, иначе, если D(1) < G(1),
то K∗ =∞;

(2) если D(1) ≥ G(1), то K∗ = 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Верны равенства:

qj(K) =

∞∑

m=0

∞∫

0

rm(v)qj(K,m, v) dv ,

j = 0, . . . ,K +M , (5)

где qj(K,m, v)— средний доход, получаемый систе-
мой в состоянии j при условии, что время пребыва-
ния в этом состоянии равно v и за время завершится
полное обслуживание ровно m заявок (в дальней-
шем условие Bm,v).

Ниже, чтобы получить явные выражения для
qj(K,m, v), найдем соответствующие выражения
для следующих величин:

– Wi,1(m, v) — среднее суммарного времени за-
нятия мест в основном накопителе;

– Wi,2(m, v) — среднее суммарного времени за-
нятия мест в дополнительном накопителе;

– Wi,ÐÒ(m, v) — среднее время простоя прибора
при условии Bm,v и при условии, что число за-
явок в системе в момент поступления с учетом
поступившей равно i.

Как известно [7], в СМО G/M/1 среднее время
ожидания l-й по очереди заявки при условии Bm,v

равно lv/(m+1). После несложных преобразований
для заданного i получим равенства:

Wi,1(m, v) =





Kv , 0 ≤ m ≤ i−K , i ≥ K ;

iv − mv

2
− (i−K)(i−K + 1)v

2(m+ 1)
,

i ≥ m > i−K , i ≥ K ;

i(i+ 1)v

2(m+ 1)
− (i−K)(i−K + 1)v

2(m+ 1)
,

i ≥ K , m > i ;

iv − mv

2
, i < K , 0 ≤ m < i ;

i(i+ 1)v

2(m+ 1)
, i < K , m ≥ i ,

(6)
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Wi,2(m, v) =





(i−K)v − mv

2
,

0 ≤ m ≤ i−K , i ≥ K ;
(i−K)(i−K + 1)v

2(m+ 1)
,

m > i−K , i ≥ K ;

0 , i ≤ K ,

(7)

Wi,ÐÒ(m, v) =





(m− i+ 1)v

m+ 1
, m ≥ i ;

0 , 0 ≤ m < i .
(8)

Отсюда находим

qj(K,m, v) =

=





d0 − “qj+1(K,m, v) , j ≤ K − 1 ;
β[d0 − “qj+1(K,m, v)]−
− (1− β)[d1 + “qj(K,m, v)] ,

K ≤ j ≤ K +M − 1 ;
−“qK+M−1(K,m, v)− d1 , j = K +M ,

(9)

где

“qi(K,m, v) = d21Wi,1(m, v) + d22Wi,2(m, v) +

+ d3Wi,ÐÒ(m, v) + d4v + d5Kv + d6Mv ,

1 ≤ i ≤ K +M .

По формуле (5), воспользовавшись (1), (6)–(9),
получим:

qj(K) =





d0 + “qj+1(K) , 0 ≤ j ≤ K − 1 ;
β[d0+“qj+1(K)]−(1−β)[d1−“qj(K)] ,

K ≤ j ≤ K +M − 1 ;
“qK+M (K) , j = K +M ,

(10)

где

“qi(K) =
d21
µ

[
1

2

i+1∑

m=2

(m− 1)mrm −

− i
i+1∑

m=1

mrm − 1
2
i(i+ 1)

∞∑

m=i+2

rm

]
+

+ θ(i−K)
d22 − d21

µ

[
1

2

i−K+1∑

m=2

(m− 1)mrm −

− (i−K)

i−K+1∑

m=1

mrm −

− (i−K)(i−K + 1)

2

∞∑

m=i−K+2

rm

]
−

− d3
µ

∞∑

m=i+1

(m− i)rm − d4v − d5Kv − d6Mv ; (11)

θ(i−K) — функция Хевисайда переменной (i − K),
1 ≤ i ≤ K +M − 1; “qK+M (K) = “qK+M−1(K)− d1.

Из (10) и (11) для величин–j(K) = qj(K + 1)−
−qj−1(K), 1 ≤ j ≤ K+M−1, и “–i(K) = “qi(K+1)−
− “qi−1(K), 2 ≤ i ≤ K +M , следуют равенства:

–j(K) =





“–j+1(K) , 1 ≤ j ≤ K ;

β “–j+1(K) + (1− β) “–j(K − 1) ,
K ≤ j ≤ K +M − 1 ;

“–K+M , j = K +M .

“–i(K) =
d3
µ

∞∑

m=i+2

rm − d21
µ

i+1∑

m=1

mrm −

− d21(i+ 1)

µ

∞∑

m=i+2

rm − d5v ,

K > 0 , i = 1, . . . ,K +M . (12)

Из (2) и (3) следует:

r0π0(K + 1) =

= [1− π0(K + 1)]

{
K−1∑

j=0

πj(K)

∞∑

m=j+2

rm +

+

K+M−1∑

j=K

πj(K)


β

∞∑

m=j+2

rm + (1 − β)

∞∑

m=j+1

rm


+

+ πK+M (K)

∞∑

m=K+M+1

rm

}
. (13)

Введем обозначения ā(K) и H(K):

ā(K) = v − 1
µ

{
K−1∑

j=0

πj(K)

∞∑

m=j+2

(m− j − 1)rm +

+

K+M−1∑

j=K

πj(K)


β

∞∑

m=j+2

(m− j − 1)rm +

+ (1− β)

∞∑

m=j+1

(m− j)rm


+

+ πK+M (K)

∞∑

m=K+M+1

(m−K −M)rm

}
.

H(K) =

K−1∑

j=0

πj(K)

∞∑

m=j+2

rm +

+

K+M−1∑

j=K

πj(K)


β

∞∑

m=j+2

rm + (1− β)

∞∑

m=j+1

rm


+

+ πK+M (K)

∞∑

m=K+M+1

rm, .
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Оптимизация емкости основного накопителя в СМО типа G/M/1/K с дополнительным накопителем

Рассмотрим функцию:

G(K) =
d3r0
µ

− d5r0v

H(K)
− d21r0

ā(K)

H(K)
+ q0(K) . (14)

Использовав (3), (10)–(13), из (4) после неслож-
ных преобразований получим равенство:

D(K)−D(K+1) = π0(K+1)[D(K)−G(K)] . (15)

Отметим, что G(K) — убывающая функция от
переменнойK > 0. Действительно, так какā(K)—
среднее время занятости прибора в произвольно
взятом состоянии системы (следует из определе-
ния ā(K) и формулы для Wi,ÐÒ(m, v)) (7) и π0(K)
убывает по K > 0 (доказательство аналогично до-
казательству этого свойства π0(K) в работе [7]),
то ā(K) возрастает, а H(K) = r0π0(K + 1)/(1 −
−π0(K+1)) убывает поK > 0и, как следует из (14),
G(K) убывает по K > 0.

Далее, так как функция D(K) удовлетворяет
условиям теоремы из [10] (т. е. дляD(K)имеет место
равенство (15), 0 < π0(K) < 1, G(K)— убывающая
функция по K > 0), то непосредственно получа-
ем доказательство унимодальности функцииD(K).
Доказательство условий 1 и 2 утверждения 1 следует
из свойств функций D(K) и G(K), а именно: если
D(K) < G(K), то D(K) < D(K + 1) возрастает по
K > 0, иначеD(K) > D(K +1) (см. доказательство
теоремы в [10]).

Как следствие утверждения 1 получим простое
правило вычисления оптимальной емкости основ-
ного накопителя: если D(1) ≥ D(2), то оптималь-
ная емкость основного накопителя K∗ = 1, иначе
минимальное значениеK∗, удовлетворяющее усло-
вию D(K∗) ≥ D(K∗ + 1), является оптимальным.

4 Пример

Здесь приводятся результаты вычислительных
экспериментов, проведенных для СМО M/Hn/1
с функцией распределения времени обслуживания
A(t) =

∑n
i=1 fi(1 − e1−δit) при n = 2; f1 = 0,3; f2 =

= 0,7; δ1 = 2; δ2 = 1; γ = 1; d0 = 20; d1 = 10;
d21 = d22 = 0,5; d3 = d4 = 0,01; d5 = 0,1; d6 = 0.

Кривые 1, 2, 3 и 4 на рис. 2 иллюстрируют
соответствующие зависимости предельного дохо-
да системы для четырех значений β: 1,0; 0,7; 0,5
и 0,1. Соответствующие оптимальные значения
для K и D(K) равны: 1, 4, 6, 7 и 11,95, 12,82, 13,16,
13,2.

На рис. 3 показаны графики, иллюстрирующие
зависимость предельного максимального дохода
системы от значения параметра M , для трех зна-
чений параметра β (соответствующие кривые 1, 2

и 3): 1,0, 0,5 и 0,1.

5 Заключение

В рассмотренной модели емкость дополнитель-
ного накопителя считается ограниченной, и со-
гласно утверждению 1 функция D(K) унимо-
дальна для любого конечного значения M ≥ 0.
Так как сумма (4) сходится при M → ∞ (ряд
(1/v)

∑K
j=0 πj(K)qj(K)+(1/v)

∑∞
j=K+1 πj(K)qj(K)

сходится) при условиях, что d6 = 0 и что сред-
няя длина очереди в дополнительном накопителе
ограничена, то есть основание считать, что функ-
цияD(K) унимодальна при выполнении этих усло-
вий и в случае M = ∞. Вычислительные экспери-
менты показывают, что при d6 = 0 оптимальная
емкость основного накопителя начиная с неко-
торого M остается постоянной (соответствующее
максимальное значение дохода по K слабо зависит

Рис. 2 Зависимость дохода системы от емкости основ-
ного накопителя

Рис. 3 Зависимость максимального дохода от емкости
дополнительного накопителя
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от M , когда M ≫ 0) (см. рис. 3) и правило вычис-
ления оптимального значения K, предложенное
в конце разд. 3, может найти применение и в случае
M =∞.

Результаты данной работы могут также найти
применение при исследовании более сложных мо-
делей систем с повторными заявками (например,
в качестве предельной модели для систем с нену-
левым временем τ перехода из дополнительного
накопителя в основной при τ → 0).
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Abstract: The problem of optimizing the capacity of the main storage device of a queuing system of the type
G/M/1/K with an additional storage device with the cost objective function is formulated taking into account the
costs of the system associated with the loss of requests, storage of requests, maintenance of storage devices, and
device downtime. A request arriving to the system is accepted into the main storage device if there is a free space;
otherwise, according to the given probability distribution, it goes to the additional device if there is a free space.
A request leaves the system (is lost) if both storage devices are full. If space is freed up in the main storage device,
then one of the requests from the queue in the additional device immediately enters the queue in the main device.
The unimodality of the objective function is proved and the procedure for finding the optimal capacity of the main
storage device is proposed.
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СТАТИСТИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА ДВОИЧНЫХ НЕАВТОНОМНЫХ

РЕГИСТРОВ СДВИГА С ВНУТРЕННИМ СУММИРОВАНИЕМ∗

С. Ю. Мельников1, К. Е. Самуйлов2

Аннотация: Проводится сравнение статистических и алгебраических свойств двоичных неавтономных
регистров сдвига и регистров сдвига с внутренним суммированием, при шаге которых вектор состояния
суммируется со своим сдвигом на один шаг. Доказан изоморфизм графов переходов этих автоматов.
Показано, что при бернуллиевском случайном входе стационарное распределение на состояниях реги-
стра с внутренним суммированием равномерное. Получен вид вероятностной функции этих регистров.
Показано, что при определенных ограничениях на функцию выходов регистры с внутренним сумми-
рованием не чезарово-наследственные. Предъявлены входные последовательности, которые обладают
свойством устойчивости относительных частот произвольных мультиграмм, в то время как выходные
последовательности таким свойством не обладают.

Ключевые слова: автомат со случайным входом; регистр сдвига; граф де Брейна; вероятностная функция
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1 Введение

При конструировании генераторов случайных
последовательностей широко используются как ли-
нейные, так и нелинейные регистры сдвига с теми
или иными элементами усложнения или обратной
связи [1]. Это во многом обусловлено совокуп-
ностью «хороших» комбинаторных и структурных
свойств графов де Брейна, описывающих преобра-
зования информации в таких регистрах.

Пусть f(x1, x2, . . . , xn) — булева функция от n
двоичных переменных, n = 1, 2, . . . Будем рассмат-
ривать два автомата Мура, множество состояний
каждого из которых есть Vn = {0, 1}n, входной
и выходной алфавиты — множества {0, 1}, выходом
служит значение функции f от текущего состояния.

Автомат (регистр сдвига), который обозначим
Af , под действием входного символа a0 ∈ {0, 1}
из состояния (a1, a2, . . . , an) переходит в состояние
(a0, a1, . . . , an−1).

Регистром сдвига с внутренним суммированием
назовем автомат, который под действием входного
символа a0 ∈ {0, 1} из состояния (a1, a2, . . . , an) пе-
реходит в состояние (a0⊕a1, a1⊕a2, . . . , an−1⊕an),
где ⊕ — суммирование по модулю 2. Такой автомат
будем обозначать A⊕

f .
Алгебраические и статистические свойства

обычных регистров хорошо изучены. Теоретико-
автоматные свойства регистров, аналогичных A⊕

f ,
в автономном случае рассматривались в [2], а во-

просы их аппаратной реализации — в [3]. В на-
стоящей работе доказывается изоморфизм графов
переходов и проводится сравнение статистических
свойств автоматов Af и A⊕

f .

2 Связь графов переходов
автоматов Af и A⊕

f

Графом переходов автомата Af , как нетруд-
но видеть, служит ориентированный граф с мно-
жеством вершин Vn, с дугами, выходящими из
вершин (a1, a2, . . . , an) и заходящими в вершины
(a0, a1, a2, . . . , an−1), ai ∈ {0, 1}. Это хорошо из-
вестный граф де Брейна, который будем обозна-
чать Gn.

Граф переходов регистра сдвига с внутрен-
ним суммированием с накопителем размера n =
= 1, 2, . . . — это ориентированный граф с множе-
ством вершин Vn, содержащий дуги, выходящие
из вершин (a1, a2, . . . , an), и заходящие в вершины
(a0 ⊕ a1, a1 ⊕ a2, . . . , an−1 ⊕ an), ai ∈ {0, 1}. Такой
граф будем обозначать •n. Графы G3 и •3 представ-
лены на рисунке.

Изоморфизм графов Gn и •n может быть задан
с помощью комбинаторных формул обращения [4].

Утверждение 1. Пусть (a1, a2, . . . , an), ai ∈ {0, 1}, —

вершина графа Gn, (b1, b2, . . . , bn), bi ∈ {0, 1},— вер-

∗Публикация подготовлена при поддержке Программы РУДН «5-100» (К. Е. Самуйлов, постановка задачи) и при финансовой
поддержке РФФИ (проекты 18-00-01555, 18-00-01685 и 19-07-00933).
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Графы G3 (а) и •3 (б)

шина графа •n. Отображение ϕn : Vn → Vn, опреде-

ляемое формулой ϕn(a1, a2, . . . , an) = (b1, b2, . . . , bn),
где

bt =
n∑

j=t

(
n− t
n− j

)
aj mod 2 , t = 1, . . . , n ,

является изоморфизмом графов Gn и •n.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Отображение ϕn — это ли-
нейное преобразование пространстваVn с треуголь-
ной матрицей, составленной из биномиальных ко-
эффициентов:

A =




(
n− 1
n− 1

) (
n− 1
n− 2

)
· · ·
(
n− 1
0

)

0

(
n− 2
n− 2

)
· · ·
(
n− 2
0

)

· · · · · · · · · · · ·

0 0 · · ·
(
0
0

)




(mod 2) .

ПосколькуDet (A) = 1, отображениеϕn биективно.
Осталось показать, что данное отображение

соседние вершины графа Gn переводит в со-
седние вершины графа •n. Пусть вершины
(a1, a2, . . . , an) и (a0, a1, . . . , an−1) соединены ду-
гой в графе Gn. Покажем, что их образы
ϕn(a1, a2, . . . , an) и ϕn(a0, a1, . . . , an−1) также со-
единены дугой в графе •n.

Рассмотрим k-ю и (k + 1)-ю координаты пер-
вого вектора и (k + 1)-ю координату второго, k =
= 1, 2, . . . , n− 1:

[ϕn (a1, a2, . . . , an)]k =

n∑

i=k

(
n− k
n− i

)
ai ;

[ϕn (a1, a2, . . . , an)]k+1 =

n∑

i=k+1

(
n− k − 1
n− i

)
ai ;

[ϕn (a0, a1, . . . , an−1)]k+1 =

n∑

i=k+1

(
n− k − 1
n− i

)
ai−1 ,

Покажем, что для k = 1, 2, . . . , n−1 выполняется
соотношение:

[ϕn (a1, a2, . . . , an)]k + [ϕn (a1, a2, . . . , an)]k+1 =

= [ϕn (a0, a1, . . . , an−1)]k+1 (mod 2) .

В самом деле:

[ϕn (a1, a2, . . . , an)]k + [ϕn (a1, a2, . . . , an)]k+1 =

=

n∑

i=k

(
n− k
n− i

)
ai (mod 2) +

+

n∑

i=k+1

(
n− k − 1
n− i

)
ai (mod 2) =
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=

n∑

i=k

((
n− k
n− i

)
+

(
n− k − 1
n− i

))
ai (mod 2) =

=
n∑

i=k

(
n− k − 1
n− i− 1

)
ai (mod 2) =

=

n∑

j=k+1

(
n− k − 1
n− j

)
aj−1 (mod 2) =

= [ϕn (a0, a1, . . . , an−1)]k+1 .

Здесь использовалось соотношение:

(
a
b

)
+

(
a− 1
b

)
=

(
a− 1
b− 1

)
(mod 2) ,

вытекающее из известного комбинаторного тожде-
ства (

a
b

)
=

(
a− 1
b

)
+

(
a− 1
b− 1

)
.

Пример. n = 4. Изоморфизм G4 ∼= •4 описывается
следующим образом:

A =




1 3 3 1
0 1 2 1
0 0 1 1
0 0 0 1


(mod 2); ϕ4 =




a1 ⊕ a2 ⊕ a3 ⊕ a4
a2 ⊕ a4
a3 ⊕ a4
a4


.

Утверждение 2. Справедливо равенство ϕ−1
n = ϕn,

n = 1, 2, . . .

Д о к а з а т е л ь с т в о . В [5, п. 2.2] показано, что
матрица, обратная к

A =

((
n− 1− i
n− 1− j

))n−1

i,j=0

,

имеет вид:

A−1 =

(
(−1)i+j

(
n− 1− i
n− 1− j

))n−1

i,j=0

.

По модулю два эти матрицы равны.
В [6] доказано, что у графаGn существуют ровно

два автоморфизма, тождественный и соответству-
ющий инверсии координат вершин.

Утверждение 3. Пусть φ и η — преобразования линей-

ного пространства Vn вида:

φ (x1, x2, . . . , xn) = (x1, x2, . . . , xn) ;

η (x1, x2, . . . , xn) = (x1, x2, . . . , xn−1, xn) .

Тогда

φ : Gn → Gn — автоморфизм графа Gn;

η : •n → •n— автоморфизм графа •n,

диаграмма

Gn

ϕn∼= •n

↓ φ ↓ η

Gn

ϕn∼= •n

коммутативна.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Очевидно, что инверсия ко-
ординат вершин задает автоморфизм графа де Брей-
на. Для доказательства коммутативности диаграм-
мы и того, что отображение η : •n → •n есть
автоморфизм графа •n, равенство φϕn = ϕnη про-
веряется непостредственно.

3 Вероятностная функция
двоичных регистров сдвига
с внутренним суммированием

Вероятностная функция [7] конечного силь-
носвязного автомата определяется как действи-
тельная функция, заданная на множестве стоха-
стических векторов, соответствующих возможным
полиномиальным распределениям на входном ал-
фавите. Значение функции есть предел относитель-
ной частоты встречаемости знака в выходной по-
следовательности автомата в предположении, что
на его вход поступает последовательность неза-
висимых одинаково распределенных по заданной
полиномиальной схеме случайных величин. В дво-
ичном случае входная последовательность бернул-
лиевская с параметром p, 0 < p < 1. В качестве
знака выходной последовательности рассматрива-
ется единица. Для вывода формулы вероятност-
ной функции автомата A⊕

f получим стационарное
распределение на состояниях автомата. Опреде-
лим случайное блуждание на графе •n следующим
образом. Начальная вершина выбирается в соот-
ветствии с некоторой полиномиальной схемой на
множестве Vn. Шаг блуждания проходит по одной
из исходящих из нее дуг. Предположим, что пере-
ходы из вершины в вершину независимы и вероят-
ность шага блуждания из вершины (a1, a2, . . . , an)
в вершину (1 ⊕ a1, a1 ⊕ a2, . . . , an−1 ⊕ an) равна p,
а в вершину (a1, a1 ⊕ a2, . . . , an−1 ⊕ an) равна 1− p,
0 < p < 1.

Утверждение 4. Стационарное распределение описан-

ного случайного блуждания имеет вид:

P (a1, a2, . . . , an) =
1

2n
.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Покажем, что матрица пе-
реходных вероятностей марковской цепи, опи-
сывающей рассматриваемое случайное блужда-
ние, дважды стохастическая. Ориентированный
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граф •n — регулярный степени 2, т. е. из каждой
вершины выходят две дуги и в каждую вершину
заходят две дуги, что вытекает из доказанного вы-
ше изоморфизма •n и Gn. Рассмотрим вершину
(a1, a2, . . . , an). В нее можно попасть из двух разных
вершин, которые обозначим (b1, b2, . . . , bn) (по ду-
ге, которая помечена символом b0) и (c1, c2, . . . , cn)
(по дуге, которая помечена символом c0). Тогда
справедливо соотношение:

(b1, b2, . . . , bn)⊕ (b0, b1, . . . , bn−1) =
= (c1, c2, . . . , cn)⊕ (c0, c1, . . . , cn−1) .

Поскольку (b1, b2, . . . , bn) 6= (c1, c2, . . . , cn), то из
этого соотношения нетрудно вывести, что b0 6= c0.
Это означает, что одна из дуг, заходящих в вершину
(a1, a2, . . . , an), помечена символом 1, а другая —
символом 0. Следовательно, в матрице переходных
вероятностей в столбце, соответствующем вершине
(a1, a2, . . . , an), расположено ровно два ненулевых
элемента: pи1−p. Поэтому данная матрица — дваж-
ды стохастическая, что означает равномерность ста-
ционарного распределения.

Утверждение 5. Вероятностная функция регистра

сдвига с внутренним суммированием с выходной функ-

цией f имеет вид:

PA⊕

f
(p) =

‖f‖
2n

,

где ‖f‖ — вес функции f :

‖f‖ =
∑

(x1,x2,...,xn)∈Vn

f (x1, x2, . . . , xn) .

4 Чезарово-наследственность
регистра сдвига с внутренним
суммированием

В [8] дано следующее определение: слово на-
зывается чезаровским для бесконечной последова-
тельности, если определен предел относительной
частоты его встречаемости в растущих начальных
отрезках этой последовательности. Последователь-
ность над некоторым алфавитом называется чеза-
ровской, если произвольное слово над этим алфа-
витом является для нее чезаровским. Конечный
автомат называют чезарово-наследственным, если
из любого начального состояния чезаровские по-
следовательности во входном алфавите он перера-
батывает в чезаровские последовательности в вы-
ходном алфавите. В [8] показано, что при любой
функции f автомат Af чезарово-наследственный.

Утверждение 6. Если для булевой функции

f(x1, x2, . . . , xn) выполнено условие

f(0, 0, . . . , 0) 6= f(0, 0, . . . , 0, 1),

то A⊕
f не чезарово-наследственный автомат.

Д о к а з а т е л ь с т в о . В графе автомата Af , как
нетрудно видеть, существует ровно один цикл, дви-
жение по которому происходит при подаче на вход
последовательности, состоящей только из нулей,
это петля в нулевой вершине. Для автомата A⊕

f

таких циклов существует несколько. В самом деле,
поскольку при нулевом символе на входе автома-
та состояние (a1, a2, . . . , an) переходит в состояние
(a1, a1 ⊕ a2, . . . , an−1 ⊕ an), условие наличия цикла
длины (петли) выглядит так: a2 = a1 ⊕ a2, a3 =
= a2 ⊕ a3, . . . , an = an−1 ⊕ an. Отсюда получаем
равенства: ai = 0, i = 1, 2, . . . , n − 1, an = 0, 1.
Поэтому в графе автомата A⊕

f имеются две петли,
движение по которым происходит при подаче на
вход: петля в вершине (0, 0, . . . , 0) и петля в верши-
не (0, 0, . . . , 0, 1) (см. рисунок).

Пусть теперь выполнено условие утверждения.
Из него следует, что при движении по одной из ука-
занных выше петель выходная последовательность
автомата A⊕

f состоит из единиц, а при движении
по другой эта последовательность состоит из нулей.
Поскольку диаметр графа •n равен n, из состояния
(0, 0, . . . , 0) в состояние (0, 0, . . . , 0, 1) и наоборот
можно перейти за не более чем n шагов. Через ξ01
и ξ10 обозначим входные последовательности, ко-
торые обеспечивают эти переходы. Рассмотрим
теперь бесконечную входную последовательность

χ = ξ0 0
k1 ξ01 0

k2 ξ10 0
k3 ξ01 0

k4 ξ10 . . . ,

где ξ0 — входная последовательность, переводящая
автомат A⊕

f из заданного состояния в состояние

(0, , 0, . . . , 0); 0ki — последовательность, состоящая
из ki нулей, ki — целые числа, i = 1, 2, . . .Выходной
последовательностью, очевидно, будет

γ = ζ0 0
k1 ζ01 1

k2 ζ10 0
k3 ζ01 1

k4 ζ10 . . . ,

где ζ0, ζ01 и ζ10 — некоторые двоичные последова-
тельности, длина каждой из которых не превосхо-
дит n; 1kj — последовательность, состоящая из kj

единиц.
Нетрудно убедиться в том, что при ki = 2

2i

последовательность ξ чезаровская, а для последо-
вательности γ не существует предела отноститель-
ной частоты встречаемости единицы в растущих
начальных отрезках. Поэтому она не чезаровская
и автомат A⊕

f не чезарово-наследственный.
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5 Заключение
Регистры сдвига различных типов широко при-

меняются в качестве узлов генераторов случайных
последовательностей. В работе исследованы ал-
гебраические и статистические свойства семейства
двоичных регистров сдвига с внутренним сумми-
рованием. Доказан изоморфизм графов перехо-
дов регистров сдвига с внутренним суммированием
и обычных регистров. Доказано, что, в отличие от
обычного регистра сдвига, при случайном бернул-
лиевском входе вероятностное распределение на
состояниях регистра с внутренним суммировани-
ем равномерное. Показано, что рассматриваемые
регистры не обладают свойством чезарово-наслед-
ственности, которым обладают обычные регистры
сдвига.
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internal XOR are compared, during which the state vector is summed with its one-step shift. The isomorphism
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ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНЫЙ АНАЛИЗ СЕРИЙ ДАННЫХ

НА ОСНОВЕ МНОГОМЕРНЫХ РЕФЕРЕНСНЫХ РЕГИОНОВ

М. П. Кривенко1

Аннотация: Рассматриваются последовательные процедуры анализа серий данных. Развивается под-
ход, при котором набор многомерных характеристик некоторого объекта, изменяющийся во времени,
представляется как единый вектор наблюденных значений. За счет увеличения размерности данных
удается получить единую картину описания объектов, учесть объективно существующую зависимость
отдельных наблюдений, смоделировать изменения во времени. В основу решения задач классификации
положено использование многомерных референсных областей. Предлагаются три варианта процедур
обработки данных, исследуются их свойства, вырабатываются рекомендации по их применению на прак-
тике. Для демонстрации возможностей этих процедур рассматривается задача ранней диагностики рака
с использованием биомаркера PSA (prostate-specific antigen — простат-специфический антиген). Указаны
особенности применения последовательных методов анализа серий данных, сформированы рекоменда-
ции по их эффективному использованию, выявлены преимущества консолидирующего подхода в анализе
данных.

Ключевые слова: серии данных; консолидирующий подход; последовательные процедуры; анализ PSA
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1 Введение

В [1] рассматривался метод представления ре-
зультатов наблюдений отдельных серий данных
в виде единой совокупности данных. Подобная
консолидация фрагментированных по времени и по
характеристикам наблюдений подключает преиму-
щества обработки многомерных данных, а также
позволяет избежать потери общей эффективности
статистического вывода из-за декомпозиции общей
задачи анализа данных при лонгитюдном подходе.
Проведенные эксперименты продемонстрировали
продуктивность предлагаемого подхода, получен-
ные при этом результаты создали предпосылки для
постановки и решения задачи упреждения резуль-
татов обследований.

Основная цель исследования серий данных —
описать изменения во времени и охарактеризовать
влияющие на них факторы. Желание прогнози-
ровать при этом процессы, порождающие серии
наблюдений, естественно приводит к постановкам
задач последовательного анализа данных. Соот-
ветствующая экономия статистического материала
приобретает особую жизненную остроту в области
медицинской диагностики.

Тема последовательного анализа была иници-
ирована А. Вальдом [2] в ответ на возникшую по-
требность создания более эффективных процедур

выборочного контроля. Был введен в рассмотре-
ние и проанализирован последовательный крите-
рий отношения вероятностей (sequential probability
ratio test — SPRT) для двух простых гипотезH0 : f =
= f0 против H1 : f = f1, использующий последо-
вательность независимых наблюдений X1, X2, . . . ,
имеющих общую плотность распределения f . Кри-
терий прекращает обработку данных на шаге, когда
появится первое наблюденное значение xn, при
котором rn ≤ B или rn ≥ A, где 0 < B < 1 <
< A, rn =

∏n
i=1 [f1(Xi)/f0(Xi)]. По определению

n = ∞, если B < rn < A для всех n. Критерий
SPRT принимает гипотезу H0, если rn ≤ B, и H1,
если rn ≥ A. Была обоснована оптимальность этого
критерия в смысле ожидаемого размера использу-
емой выборки, даны приближенные формулы для
нахождения границ A и B при заданных ошибках
1-го и 2-го рода.

Практически сразу же после появления фун-
даментальных работ по поводу SPRT было при-
знано, что последовательное тестирование гипотез
оказывается полезным инструментом в биомеди-
цинских исследованиях. Впоследствии был пред-
ложен производный от SPRT и его вариантов под-
ход — «повторный критерий значимости» (repeated
significance test — RST). Основная мотивация при
создании RST состояла в том, чтобы в ходе испыта-
ний многократно применять процедуру, эффектив-

1Институт проблем информатики Федерального исследовательского центра «Информатика и управление» Российской академии
наук, mkrivenko@ipiran.ru
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ную для отдельного эксперимента. Однако общий
уровень значимости α∗, достижимый на некото-
рой стадии обработки данных, мог оказаться суще-
ственно больше, чем α для отдельного эксперимен-
та. Поэтому изменения SPRT в виде RST включали
в себя поиск подходящих скорректированных об-
ластей принятия решений таким образом, чтобы
фактический уровень значимости не превышал α.
В виде конкретных результатов речь шла об отдель-
ных распределениях с фиксированными значени-
ями параметров. Историческая справка о зарож-
дении последовательных процедур и их развитии
дана, например, в отдельных статьях энциклопе-
дии [3], обширная библиография и представление
о современном состоянии в области последова-
тельного анализа данных могут быть почерпнуты
из [4, 5].

Объединить потребности обработки серий мно-
гомерных данных и сформировавшиеся на данный
момент возможности последовательного анализа
преимущественно одномерных данных предлага-
ется в данной статье за счет использования много-
мерных референсных регионов (MRR — multivariate
reference region) [6].

Напомним, если плотность распределения ре-
ференсных значений есть f(y), то MMR есть
областьAt =

{
y ∈ Rd|f(y) ≥ t

}
для некоторого по-

рогового значения t. Для нормального распределе-
ния это обычный эллипсоид равной вероятности.
Если задается вероятность (1− α0) попадания вAt,
то пороговое значение t есть решение уравнения

∫

At

f(u) du = 1− α0,

получить которое аналитически в случае произ-
вольной плотности распределения вряд ли возмож-
но. Здесь присутствуют две проблемы: вычисление
многомерного интеграла и зависимость области ин-
тегрирования от неизвестного значения. Для реше-
ния их предлагается привлечь метод моделирова-
ния.

Сгенерируем выборку из f(y), которую обо-

значим как Yf =
{
y

f
1 , . . . ,y

f
m

}
. Для оцен-

ки
∫

At
f(u) du используем отношение:

|{yf
i |yf

i ∈ At}|
m

=
|{yf

i |f(yf
i ) ≥ t}|
m

=

= 1− |{yf
i |f(yf

i ) < t}|
m

= 1− Fm(t) ,

где Fm(t)— эмпирическая функция распределения
случайной величины f(y), т. е. случайной величи-
ны, представляющей собой результат преобразова-

ния с помощью функции f(·) случайной величины,
имеющей плотность распределения f(u).

Таким образом, искомая оценка t∗ должна
удовлетворять уравнениюFm(t

∗) = α0 и может быть
получена как непараметрическая оценка квантиля
порядка α0 из распределения Fm(·). Заметим, что
для такой оценки можно указать доверительный
интервал.

Для построения MRR необходимо знать рас-
пределение данных. При описании области точек
высокой плотности можно обратиться к параметри-
ческой модели смеси нормальных распределений,
имеющей плотность распределения

f(u) =
k∑

j=1

pjϕ (u,µj,›j) .

Если �f(u) — оценка смеси, то t∗ строится следу-
ющим образом: генерация выборки {yf

1 , . . . ,y
f
m}

из �f , подсчет значений �f(yf
i ), непараметрическая

оценка квантиля порядка α0.
Использование MRR высокой плотности для

диагностирования сводится к реализации так на-
зываемого слабого критерия значимости. Для на-
блюденного элемента серии x нулевая гипотеза H0
заключается в том, что x ∈ At; статистика критерия
есть �f(x) и решение о принадлежности критиче-
ской области At принимается при больших значе-
ниях �f(x). Но из-за наличия зависимостей в сериях
получающийся для ее элементов набор значений
не является, вообще говоря, последовательностью
испытаний Бернулли. Поэтому применение SPRT
должно осуществляться с осторожностью.

2 Процедуры последовательного
анализа

Рассмотрим задачу выбора на основании по-
ступающих данных одного из двух решений (диа-
гнозов). Одно из них соответствует нормальному
состоянию объекта исследования (нулевая гипоте-
за H0 и диагноз «здоров»), другое — отклонению от
нормы (конкурирующая гипотезаH1). Основой для
построения статистического вывода служит слабый
критерий значимости. Для задач медицинской диа-
гностики в этом случае речь идет об использовании
референсных значений в виде MRR.

В основе построения MRR лежит модель смеси
нормальных многомерных распределений, которая
может эффективно использоваться как средство ап-
проксимации реальных данных и при этом быть
доступной с точки зрения теоретического анали-
за. Выбор структурного параметра модели (число
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элементов смеси) предлагается искать, комбини-
руя применение информационных критериев или
простого перебора для формирования начальных
приближений с последующим уточнением полу-
чающихся решений [7]. Принимая во внимание,
что статистический вывод строится на основе сла-
бого критерия значимости, качество полученных
результатов можно охарактеризовать через оценку
по обучающей выборке значения α0.

Рассмотрим возможные процедуры последова-
тельного анализа отдельных серий.

Обычная обработка (процедура R). В медицин-
ской диагностике распространено простое правило
использования референсных значений: ожидать та-
кое первое наблюдение, которое с этими значения-
ми не согласуется. Таким образом, последователь-
ное тестирование завершается отклонением H0,
если в пределах серии встретилось событиеxn /∈ At,
или ее принятием в противном случае. Недостаток
данной процедуры заключается в том, что она при-
водит к б‚ольшим ошибкам 1-го рода, чем в случае
одного наблюдения. Если это существенно, то
можно занизить уровень значимости при постро-
ении At. Кроме того, при реализации процедуры R
целесообразно учесть рекомендации [1]: обрабаты-
вать данные в совокупности, т. е. перейти от после-
довательности отдельных наблюденийx1, x2, . . . , xs

к фрагментированным данным �x1, �x2, . . . , �x�s, где
�xi = (x(i−1)g+1, x(i−1)g+2, . . . , x(i−1)g+g) для i =
= 1, . . . , �s − 1 и �x�s может оказаться с неполным
набором компонент.

Обработка по Вальду (процедура W). Проверки
принадлежности элементов серии области MRR
приводят к последовательности успехов или не-
успехов. Если принять предположение, что при
этом формируется последовательность испытаний
Бернулли b1, . . . , bl с вероятностью появления успе-
ха p то можно обратиться к последовательному
анализу Вальда и построить процедуру, обеспечи-
вающую гарантированные ошибки при обработке
серий.

В этом случае необходимо проверить нулевую
гипотезу H0 : p = p0 против конкурирующей гипо-
тезы Hδ : p = p0+ δ, где p0, p0+ δ ∈ (0, 1), с вероят-
ностями αW и βW ошибок 1-го и 2-го рода соответ-
ственно, αW , βW < 0,5. Если через rm обозначить
число успехов (успеху соответствует значение 1) вm
испытаниях, т. е. rm =

∑m
i=1 bi, m = 1, . . . ,mmax,

то в соответствии с общими принципами [2] и по-
правкой на ограниченность длины серии (зна-
чение mmax для каждой серии свое) процедура
SPRT основывается на отношении правдоподобия
и в случае δ < 0 включает следующие шаги.

1. Положить m = 1.

2. Если

rm ≥ 1
cδ
ln

βW

1− αW
− 1
cδ
ln
1− (p0 + δ)
1− p0

m,

то принять гипотезу H0; если

rm ≤ 1
cδ
ln
1− βW

αW
− 1
cδ
ln
1− (p0 + δ)
1− p0

m,

то принять гипотезу Hδ; если принята одна из
гипотез, то завершить обработку.

3. Если m = mmax, то принять гипотезу H0 и за-
вершить обработку; в противном случае уве-
личить m на единицу и перейти к шагу 2, т. е.
продолжить обработку серии.

Для cδ верно представление

cδ =
ln((p0 + δ)(1 − p0))

p0(1− (p0 + δ))
.

Изменение постановки задачи привело к необхо-
димости задания значений дополнительных пара-
метров p0, δ, αW и βW .

Обработка с консолидацией (процедура C). Две
описанные выше процедуры основываются на
единственном для всех элементов серии MRR. Но
в рассматриваемой ситуации, когда регион стро-
ится с помощью обучающей выборки (оценива-
ние параметров смеси нормальных распределений
и уровня высокой плотности), в принципе, ни-
что не мешает на каждом шаге последовательной
обработки элементов серий опираться на различ-
ные MRR. Таким образом, обработка включает ша-
ги: допустить, что для серии длины s выполняет-
ся H0, далее для i = 1, . . . , s осуществить проверку
и, если(x1, . . . , xi) /∈ At(α0, i), то отклонитьH0 и за-
вершить обработку. Здесь область At(α0, i) постро-
ена для заданногоα0 и объединенной совокупности
данных из i элементов серии.

3 Эксперименты
Исследовалась возможность сокращения объ-

ема данных при обработке серий измерений уровня
PSA при раннем диагностировании рака предста-
тельной железы. Для экспериментов использовался
набор данных [8]. Результаты его предварительного
анализа [1] показали, что целесообразно рассматри-
вать только один маркер — общий PSA (tPSA — total
PSA). Для каждого измерения уровня PSA фикси-
ровался промежуток времени до установки оконча-
тельного диагноза. Всего имелось 683 наблюдения,
каждое из которых включало идентификатор паци-
ента, окончательный диагноз (отсутствие или нали-
чие рака предстательной железы, далее —D = 0/1),
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промежуток времени до установки окончательного
диагноза, уровни tPSA, возраст пациента. Данные
распадались на серии наблюдений для отдельных
пациентов: общее число серий — 70 для D = 0 и 71
для D = 1; длина серий колебалась от 2 до 9 для
D = 0 и от 1 до 7 для D = 1.

Формирование предварительного диагноза бы-
ло сведено к задаче обучаемой классификации
данных. Для описания данных из класса, соот-
ветствующего D = 0, принималась вероятностная
модель смеси анализаторов главных компонент [7],
включая выбор значений параметров числа эле-
ментов смеси. Задача выбора эффективной размер-
ности для отдельных элементов смеси не решалась:
на начальном этапе исследования возможностей
консолидирующих методов анализа серий из-за не-
больших размерностей вектора признаков в этом не
было особой необходимости.

Применение информационных критериев ока-
залось малоэффективным, так как уже при g >
> 3 оценивание итоговой ошибки 1-го рода с по-
мощью обучающей выборки приводило к большим
ошибкам. Поэтому выбор числа элементов сме-
си k осуществлялся перебором от б‚ольших значе-
ний к меньшим до удовлетворительных величин
разброса оценок ошибки 1-го рода. Проделывалось
это для ряда необходимых значений α0 и g. Приме-
ром получившихся результатов приα0 = 5% служит
набор значений: для g = 1 число элементов смеси
k∗ = 8, для g = 2— k∗ = 5, для g = 3— k∗ = 6 и т. д.

При реализации процедуры W необходимо
определиться с дополнительными параметрами.
Можно предложить следующее: принятые в ме-
дицинской диагностике рекомендации приводят
к p0 = 95%; эксперименты с построением различ-
ных классификаторов серий измерений PSA по-
казали, что для диагноза «1» достижимы вероят-
ности принятия правильного решения (выход за
границы MRR) порядка 60%, т. е. 1 − (p0 + δ) ≈
≈ 0,6 и δ ≈ −55%, и, наконец, не противоречат
сложившимся традициям статистического анализа
значения αW = βW = 0,1.

Применение описанных процедур практически
сразу же выявило несоответствие уровней значи-
мости, задаваемых при построении MRR, и ито-
говых характеристик решающих последовательных
правил: с ростом длины серии ошибка 1-го рода
увеличивается, что связано с самой природой про-
цедур, для чего надо обратить внимание на точные
значения в столбцах табл. 1, озаглавленных как αR.
При этом реальные значения этой характеристики
(столбцы α∗

R), в принципе, значимо не отличаясь
от теоретических, стабильно ниже, чем теоретиче-
ские (в столбцахα∗

E приведены критические уровни

Таблица 1 Теоретические и эмпирические вероятности
отклонения нулевых гипотез для процедуры R (вероят-
ности αR, α∗

R и α∗

E заданы в %)

l
α0 = 5% α0 = 10%

αR α∗

R α∗

E αR α∗

R α∗

E

1 5 5 99 10 10 73
2 10 6 6 19 14 4
3 14 10 15 27 18 3
4 18 10 4 34 21 1
5 23 11 6 41 21 0

значимости при сравнении теоретической и эмпи-
рической частот). Причина здесь, скорее всего,
в предсказанной зависимости элементов серий [9,
разд. 2.5], как теперь оказывается, и в случаеD = 0.
Заметим, что при переходе от α0 = 5% к α0 = 10%
значимость отличий возрастает.

В результате пришлось расширить диапазон зна-
чений α0, для которых оценивались ошибки клас-
сификации, так, чтобы имелась возможность срав-
нивать эффективность различных процедур. Далее
при изложении результатов оставлены значения
α0 = 2%, 4%, 6%, 8%, 10%.

Результаты сравнительного анализа процедур
(см. рисунок) позволяют сделать следующие вы-
воды:

– группирование результатов измерений дает
ощутимые преимущества;

– управление рассмотренными последователь-
ными процедурами может осуществляться че-
рез установление априорных требований к ис-
пользуемым MRR;

– с точки зрения соотношения ошибок клас-
сификации более перспективной оказывается
процедура C.

Соотношение ошибок 1-го и 2-го рода для последова-
тельных процедур (1 — R; 2 — W; 3 — C) при обработке
отдельных (g = 1, пунктирные кривые) и группирован-
ных наблюдений (g = 3, штриховые кривые)
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Таблица 2 Доля ожидаемого
объема выборки для последова-
тельных процедур

Процедура g e

R
1
3

56
88

W
1
3

52
87

C
1
3

56
62

Есть еще одно важное для практики свойство
процедур обработки данных — возможность со-
кратить объем данных, необходимых для принятия
решений. Для имеющихся данных, когда каждая
серия по результатам измерений tPSA и дополни-
тельных исследований завершалась установлением
окончательного диагноза, было интересно изме-
рить долю ожидаемого объема выборки по отно-
шению к длине серии — величину e. Она харак-
теризует прогностические свойства применяемой
процедуры статистического вывода: чем e меньше,
тем выше упреждение при установлении диагноза
D = 1. Значения этой характеристики в диапазо-
не значений α∗ ∈ (1%, 30%) оказались практически
одинаковыми; для исследуемых тестов и вариантов
их применения они приведены в табл. 2.

Полученные результаты говорят о том, что:

– с точки зрения минимизации ожидаемого объ-
ема выборки предпочтение надо отдать вариан-
там процедур с наименьшим значением длины
обрабатываемой группы;

– в любом случае использования последователь-
ных процедур удается заблаговременно преду-
предить о возможном значимом отклонении от
нормы.

4 Заключение

Последовательные методы анализа данных ре-
шают применительно к задачам медицинской диа-
гностики важнейшую задачу скорейшего получе-
ния предварительных выводов с гарантированными
свойствами. Эффект от подобных действий мож-
но пояснить, переписав фрагмент табл. 2 в других
единицах измерения: например, для процедуры R
при g = 1 значение e = 56 эквивалентно периоду
времени в 4,1 года, а при g = 3 значение e = 88
соответствует 1,8 года.

Построение соответствующих процедур осуще-
ствляется на основе реальных данных, объем кото-
рых, к сожалению, обычно невелик. Как следствие,
правила формирования выводов относительно со-
стояния пациента принимают форму рекоменда-
ций (вариантов, сценариев) типа: «если врача
удовлетворяют значения ошибок диагностирова-
ния и время упреждения при формировании пред-
положения об окончательном диагнозе, то решение
на основе данных о пациенте таково» (для под-
тверждения распространенности подобного подхо-
да см., например, [10]).

Дальнейшее развитие методов анализа серий
данных в рамках консолидирующего подхода мо-
жет пойти по пути построения соответствующего
SPRT, ближе всего к которому лежит предложенная
в данной работе процедура C.
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to take into account the objectively existing dependence of individual observations, and to simulate changes over
time. The basis for solving classification problems is the use of multivariate reference regions. Three options
for data processing procedures are proposed, their properties are investigated, and recommendations for practical
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МНОГОФАКТОРНЫЕ МОДЕЛИ ПОЛНОСВЯЗНОЙ ЛИНЕЙНОЙ

РЕГРЕССИИ БЕЗ ОГРАНИЧЕНИЙ НА СООТНОШЕНИЯ

ДИСПЕРСИЙ ОШИБОК ПЕРЕМЕННЫХ

М. П. Базилевский1

Аннотация: Статья посвящена проблеме построения регрессионных моделей с ошибками в объясняющих
переменных. В настоящее время такие модели широкого практического применения почти не нахо-
дят, потому что они не пригодны для прогнозирования и интерпретации, их сложно оценивать, и при
этом неизвестны дисперсии ошибок переменных. Для устранения перечисленных недостатков ранее
автором были разработаны и исследованы двухфакторные модели полносвязной линейной регрессии.
Такие модели легко оцениваются, их можно использовать для прогнозирования, и они лишены эффекта
мультиколлинеарности. В данной работе впервые рассмотрены многофакторные модели полносвязной
линейной регрессии. Доказано, что в случае снятия ограничений с соотношения дисперсий ошибок
переменных существуют единственные оценки полносвязной регрессии, при которых аппроксимаци-
онные качества ее вторичного уравнения и классической модели множественной линейной регрессии,
оцененной с помощью метода наименьших квадратов, совпадают.

Ключевые слова: EIV-модель; полносвязная регрессия; регрессия Деминга; метод наименьших квадратов
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1 Введение

Одним из методов исследования влияния од-
ной или нескольких объясняющих переменных на
объясняемую переменную служит регрессионный
анализ [1, 2], применение которого приводит к по-
строению математических моделей статистическо-
го типа — регрессионных моделей. Зачастую такие
модели оцениваются с помощью метода наимень-
ших квадратов (МНК) в предположении, что объяс-
няющие переменные не содержат случайных оши-
бок. Однако на практике даже при использовании
современных технических средств значения таких
переменных часто оказываются не вполне правиль-
но измеренными. Поэтому возникает необходи-
мость в построении моделей с ошибками в объяс-
няющих переменных.

Регрессионные модели с ошибками в объясня-
ющих переменных, известные в настоящее время
в зарубежных источниках как «Errors-In-Variables
models» (EIV-модели) и «measurement error models»,
имея внушительный математический аппарат для
своего оценивания [3–5], к сожалению, практиче-
ского применения почти не находят. Исключение
составляет регрессия Деминга [6], которая служит
прекрасным инструментом в клинических лабора-
ториях для численного сопоставления новых и су-
ществующих измерительных методов [7–9].

К недостаткам EIV-моделей относится то, что
они не пригодны для прогнозирования, возника-
ют проблемы с их интерпретацией, априори нужно
знать дисперсии ошибок переменных, а также они
сложны в оценивании.

Для устранения перечисленных недостатков
в работах [10, 11] была предложена и исследова-
на двухфакторная модель полносвязной линейной
регрессии. Если классическая множественная ре-
грессия строится по принципу «объясняющие пе-
ременные влияют на объясняемую», то принцип
полносвязной регрессии — «все переменные вли-
яют друг на друга». Установлено, что двухфак-
торная полносвязная регрессия достаточно просто
оценивается, лишена эффекта мультиколлинеарно-
сти, имеет гораздо более разнообразную интерпре-
тацию, чем множественная регрессия, и пригодна
для прогнозирования.

Целью данной работы ставится обобщение пол-
носвязной регрессии на случай многих перемен-
ных.

Стоит отметить, что работа выполнена в рамках
логико-алгебраического подхода к обработке ста-
тистических данных, при котором предполагается,
что никаких априорных сведений об их вероятност-
ной природе нет, поэтому не изучаются традицион-
ные свойства оценок параметров: несмещенность,
состоятельность и эффективность.

1Иркутский государственный университет путей сообщения, кафедра математики, mik2178@yandex.ru
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2 Многофакторная модель
полносвязной линейной
регрессии

Пусть xij , i = 1, n, j = 1,m, — наблюдаемые
значения m объясняющих (входных) переменных
x1, x2, . . . , xm. Предположим, что существуют их
«истинные» значения x∗i1, xi2, . . . , x

∗
im, i = 1, n, ко-

торые отличаются от наблюдаемых на случайные
отклонения:

xij = x
∗
ij + ε

(xj)
i , i = 1, n, j = 1,m . (1)

Предположим, что между «истинными» пере-
меннымиx∗1, x

∗
2, . . . , x

∗
m имеют место функциональ-

ные зависимости

x∗j = aj + bjx
∗
m , j = 1,m− 1 , (2)

где aj и bj, j = 1,m− 1, — неизвестные параметры.
Уравнения (2) означают, что все «истинные» пе-

ременные связаны между собой через связующую
переменную x∗m. Тогда совокупность уравнений (1)
и (2) будем называть многофакторной (m-фактор-
ной) моделью полносвязной линейной регрессии
без выходной переменной. Для ее оценивания бу-
дем использовать метод наименьших полных квад-
ратов (МНПК), состоящий в минимизации функ-
ционала

S = λ1

n∑

i=1

(xi1 − a1 − b1x
∗
im)

2
+

+ λ2

n∑

i=1

(xi2 − a2 − b2x
∗
im)

2
+ · · ·

· · ·+ λm−1

n∑

i=1

(xi,m−1 − am−1 − bm−1x
∗
im)

2
+

+

n∑

i=1

(xm − x∗im)
2 → min , (3)

где λ1, λ2, . . . , λm−1 — соотношения дисперсий
ошибок переменных:

λ1 =
σ2ε(xm)

σ2ε(x1)
; λ2 =

σ2ε(xm)

σ2ε(x2)
; . . . ; λm−1 =

σ2ε(xm)

σ2
ε(xm−1)

.

Если соотношения дисперсий ошибок
λ1, λ2, . . . , λm−1 известны, то, вычислив частные
производные функции (3) по переменным x∗im,
i = 1, n, и приравняв их к нулю, получим:

x∗im =
−
∑m−1

j=1
λjajbj +

∑m−1

j=1
λjbjxij + xim

1 +
∑m−1

j=1
λjb

2
j

,

i = 1, n . (4)

Выразив из уравнений ∂S/∂aj = 0, j = 1,m− 1,
коэффициенты aj и подставив их в формулы (4),
получим равенство:

x∗m = xm . (5)

Тогда, применяя равенство (5), запишем уравнения
∂S/∂aj = 0, j = 1,m− 1, в видеL

aj = xj − bjxm , j = 1,m− 1 . (6)

Используя формулы (4) и (6), представим урав-
нения ∂S/∂bj = 0, j = 1,m− 1, в виде нелинейной
системы:

bp


Dxm

+

m−1∑

j=1

λ2jb
2
jDxj

+

+ 2
m−2∑

j1=1

m−1∑

j2=j1+1

λj1λj2bj1bj2Kxj1xj2
+

+ 2
m−1∑

j=1

λjbjKxjxm


 =

=


1 +

m−1∑

j=1

λjb
2
j






m−1∑

j=1

λjbjKxjxp
+Kxmxp


 ,

p = 1,m− 1 . (7)

Дополним набор входных переменных
x1, x2, . . . , xm выходной переменной y и свяжем
«истинные» значения, например переменной xm,
со значениями переменной y моделью парной ли-
нейной регрессии:

yi = c0 + c1x
∗
im + εi , i = 1, n , (8)

где c0 и c1 — неизвестные параметры, которые на-
ходятся с помощью обычного МНК. Уравнение (8)
будем называть вторичным уравнением полносвяз-
ной регрессии.

Тогда совокупность уравнений (1), (2) и (8) пред-
ставляет собой многофакторную модель полносвяз-
ной линейной регрессии с выходной переменной y.

Если известны соотношения дисперсий ошибок
λ1, λ2, . . . , λm−1, то оценки полносвязной регрес-
сии (1), (2) и (8) находятся в два этапа.

1. С помощью МНПК оценивается полносвяз-
ная регрессия без выходной переменной. Для
этого численно решается система (7) и нахо-
дятся оценки b∗1, b

∗
2, . . . , b

∗
m−1, затем по форму-

лам (6) — коэффициенты a∗1, a
∗
2, . . . , a

∗
m−1 и, на-

конец, по формулам (4) — «истинные» значения
переменной x∗m.
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2. С помощью МНК оценивается модель парной
линейной регрессии (8) по формулам:

c∗1 =
yx∗m − yx∗m

(x∗m)
2 −

(
x∗m
)2 , c∗0 = y − c∗1x

∗
m .

Тогда оцененная модель (1), (2) и (8) имеет вид:

y∗ = c∗0 + c
∗
1x

∗
m ;

x∗j = a
∗
j + b

∗
jx

∗
m , j = 1,m− 1 ;

x∗m = A0 +

m∑

j=1

Ajxj , (9)

где

A0 =
−
∑m−1

j=1
λja

∗
jb

∗
j

1 +
∑m−1

j=1
λj(b

∗
j )
2
;

Aj =
λjb

∗
j

1 +
∑m−1

j=1
λj(b

∗
j )
2
, j = 1,m− 1 ;

Am =
1

1 +
∑m−1

j=1
λj(b

∗
j )
2
.

Взаимосвязи между переменными для много-
факторной модели полносвязной линейной регрес-
сии представлены на рисунке.

Таким образом, в результате оценивания пол-
носвязной регрессии формируются «истинные»
(скрытые, латентные) переменные x∗1, x

∗
2, . . . , x

∗
m,

каждая пара которых связана линейной функцио-
нальной зависимостью. При этом каждая из ла-
тентных переменных x∗1, x

∗
2, . . . , x

∗
m одинаково кор-

релирует с переменной y, а также представляет
собой линейную комбинацию наблюдаемых пере-
менных x1, x2, . . . , xm, поэтому значения перемен-
ных x∗1, x

∗
2, . . . , x

∗
m легко идентифицируются.

Спецификация многофакторной полносвязной регрес-
сии

Стоит отметить, что на основании предпосыл-
ки (2) использовать полносвязные модели стоит
в случае сильной корреляции между переменны-
ми x1, x2, . . . , xm. В этом случае, согласно (1),
латентные переменные x∗1, x

∗
2, . . . , x

∗
m практически

не будут отличаться от переменных x1, x2, . . . , xm.
Следовательно, оценки полносвязной регрессии
b∗1, b

∗
2, . . . , b

∗
m−1 будут близки к оценкам угловых

коэффициентов соответствующих моделей парной
регрессии, знаки которых всегда совпадают со
знаками соответствующих коэффициентов корре-
ляции. А это означает, что при сильной кор-
реляции переменных x1, x2, . . . , xm знаки оценок
b∗1, b

∗
2, . . . , b

∗
m−1 также будут совпадать со знаками

коэффициентов корреляции. То же самое справед-
ливо для оценки c∗1 при сильной корреляции пере-
менной y с каждой из переменных x1, x2, . . . , xm.

3 Связь между моделями
множественной
и полносвязной
линейной регрессии

В дальнейшем будем полагать, что параметры
λ1, λ2, . . . , λm−1 — это не соотношения дисперсий
ошибок переменных, а просто некоторые заданные
числа. В соответствии с этим не будем ограничивать
их условиями положительности.

Используя (9), перепишем вторичную регрес-
сию (8) в виде:

yi = θ0 +

m∑

j=1

θjxij + εi , i = 1, n , (10)

где θ0 = c0 +A0c1; θj = Ajc1, j = 1,m.
Уравнение (10) есть классическая модель мно-

жественной линейной регрессии. На ее основа-
нии можно сделать очевидный вывод: для любых
λ1, λ2, . . . , λm−1 сумма квадратов остатков вторич-
ной регрессии (8) не может быть меньше сум-
мы квадратов остатков оцененной с помощью
МНК множественной регрессии y от x1, x2, . . . , xm.
Возникает вопрос: существуют ли параметры
λ1, λ2, . . . , λm−1, при которых оценки вторичного
уравнения (10) полносвязной регрессии совпада-
ют с МНК-оценками модели множественной ли-
нейной регрессии. Ответ на него дает следующая
теорема.

Теорема. Пусть α∗
0, α

∗
1, . . . , α

∗
m — МНК-оценки моде-

ли множественной линейной регрессии

yi = α0 +

m∑

j=1

αjxij + εi, i = 1, n .
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Тогда всегда существуют единственные значения па-

раметровλ1, λ2, . . . , λm−1 полносвязной регрессии (1),
(2) и (8), при которых оценки вторичного уравне-

ния (10) равны соответствующим МНК-оценками

множественной модели, т. е. θj = α
∗
j , j = 0,m.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Приравняем соответству-
ющие оценки вторичной регрессии (10) к оценкам
множественной регрессии θj = α∗

j , j = 0,m. В ре-
зультате получим систему:

c0 +
−
∑m−1

j=1
λjajbj

1 +
∑m−1

j=1
λjb

2
j

c1 = α
∗
0 ;

c1
λpbp

1 +
∑m−1

j=1
λjb

2
j

= α∗
p , p = 1,m− 1 ;

c1
1

1 +
∑m−1

j=1
λjb

2
j

= α∗
m .





(11)

Поделив все уравнения системы (11), кроме пер-
вого, на последнее, получим:

λpbp = qp , p = 1,m− 1 , (12)

где qp = α∗
p/α

∗
m, p = 1,m− 1.

С учетом (12), система (7) примет вид:

bpB =


1 +

m−1∑

j=1

qjbj


Ap , p = 1,m− 1 , (13)

где

B = Dxm
+

m−1∑

j=1

q2jDxj
+

+ 2
m−2∑

j1=1

m−1∑

j2=j1+1

qj1qj2Kxj1xj2
+ 2

m−1∑

j=1

qjKxjxm
;

Ap =

m−1∑

j=1

qjKxjxp
+Kxmxp

, p = 1,m− 1 .

Выражение (13) представляет собой систему ли-
нейных алгебраических уравнений относительно
переменных b1, b2, . . . , bm−1:




A1q1 −B A1q2 · · · A1qm−1

A2q1 A2q2 −B · · · A2qm−1

...
...

...
...

Am−1q1 Am−1q2 · · · Am−1qm−1 −B


×

×




b1
b2
...

bm−1


 = −




A1
A2
...

Am−1


 . (14)

Определитель– основной матрицы системы (14):

– = (−1)m−1Bm−1


1 +

m−1∑

j=1

Aj

B
qj


 . (15)

Определитель (15) обращается в нуль либо при
Bm−1 = 0, либо при 1 −∑m−1

j=1 (Aj/B)qj = 0. Не-
трудно показать, что Bm−1 6= 0. Так, величина
дисперсии связующей переменной x∗m составляет
B/(1 +

∑m−1
j=1 qjbj)

2. Из этого следует, что для лю-
бых qj справедливо неравенство B > 0, а значит,
и неравенство Bm−1 > 0.

Докажем от противного, что

1−
m−1∑

j=1

Aj

B
qj 6= 0 .

Пусть

1−
m−1∑

j=1

Aj

B
qj = 0 . (16)

Из системы (13) следует, что

Ap

B
=

bp

1 +
∑m−1

j=1
qjbj

, p = 1,m− 1 . (17)

Подставляя (17) в (16), получим равенство

1

1 +
∑m−1

j=1
qjbj

= 0 ,

которое никогда не выполняется. Следовательно,

1−
m−1∑

j=1

Aj

B
qj 6= 0 .

Таким образом, определитель (15) никогда не
обращается в нуль, поэтому система (14) всегда со-
вместна и имеет единственное решение. Теорема
доказана.

Решение линейной системы (14) дает оценки
b∗1, b

∗
2, . . . , b

∗
m−1, с помощью которых, как следует

из (12), определяются параметры λ1, λ2, . . . , λm−1

по формулам λp = qp/b
∗
p, p = 1,m− 1. Зная эти па-

раметры, нетрудно вычислить оставшиеся оценки
полносвязной регрессии в соответствии с описан-
ной выше последовательностью.

Предложенный в рамках данной работы метод
построения полносвязных регрессий предназначен
для следующего.
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1. Для множества наблюдаемых переменных
x1, x2, . . . , xm можно легко получить множе-
ство соответствующих латентных переменных
x∗1, x

∗
2, . . . , x

∗
m, квадрат коэффициента корреля-

ции для каждой из которых с переменной y
равен коэффициенту детерминации множе-
ственной модели y от x1, x2, . . . , xm. Иными
словами, m переменных можно эквивалентно
заменить одной, т. е. провести снижение раз-
мерности данных.

2. При сильной корреляции между переменными
x1, x2, . . . , xm возникает эффект мультиколли-
неарности, который делает невозможным ин-
терпретацию коэффициентов множественной
регрессии. Однако, как было отмечено выше,
знаки оценок b∗1, b

∗
2, . . . , b

∗
m−1, c

∗
1 полносвязной

регрессии в этом случае будут совпадать со зна-
ками соответствующих коэффициентов корре-
ляции, поэтому такие оценки можно интерпре-
тировать по принципу: если переменная x∗m
изменится на 1 единицу, то переменная x∗1 из-
менится на b∗1, переменная x∗2 на b∗2 и т. д.

Литература
1. Носков С. И. Технология моделирования объектов

с нестабильным функционированием и неопреде-
ленностью в данных. — Иркутск: Облинформпечать,
1996. 321 с.

2. Носков С. И., Базилевский М. П. Построение регресси-
онных моделей с использованием аппарата линейно-

булевого программирования. — Иркутск: ИрГУПС,
2018. 176 с.

3. Кендалл М., Стьюарт А. Статистические выводы
и связи / Пер. с англ. — М.: Наука, 1973. 899 с.
(Kendall M. G., Stuart A. The advanced theory of statis-
tics: Inference and relationship. — 2nd ed. — Hafner
Publishing Co., 1967. Vol. 2. 690 p.)

4. Golub G. H., Van Loan C. F. An analysis of the total least
squares problem // SIAM J. Numer. Anal., 1980. Vol. 17.
P. 883–893.

5. Демиденко Е. З. Линейная и нелинейная регрессия. —
М.: Финансы и статистика, 1981. 304 с.

6. Deming W. E. Statistical adjustment of data. — Wiley,
1943. 273 p.

7. Jensen A. L., Kjelgaard-Hansen M. Method comparison in
the clinical laboratory // Vet. Clin. Path., 2006. Vol. 35.
Iss. 3. P. 276–286.

8. Dhanoa M. S., Sanderson R., L‚opez S., France J. Bivariate
relationships incorporating method comparison: A re-
view of linear regression methods // CAB Reviews, 2016.
Vol. 11. Art. No. 28. 15 p.

9. Wu C., Yu J. Z. Evaluation of linear regression techniques
for atmospheric applications: The importance of appro-
priate weighting // Atmos. Meas. Tech., 2018. Vol. 11.
P. 1233–1250.

10. Базилевский М. П. Синтез модели парной линейной
регрессии и простейшей EIV-модели // Моделирова-
ние, оптимизация и информационные технологии,
2019. Т. 7. № 1. С. 170–182.

11. Базилевский М. П. Исследование двухфакторной мо-
дели полносвязной линейной регрессии // Модели-
рование, оптимизация и информационные техноло-
гии, 2019. Т. 7. № 2. С. 80–96.

Поступила в редакцию 07.09.19

MULTIFACTOR FULLY CONNECTED LINEAR REGRESSION

MODELS WITHOUT CONSTRAINTS TO THE RATIOS

OF VARIABLES ERRORS VARIANCES
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Abstract: The article is devoted to the problem of constructing errors-in-variables regression models. Currently,
such models are not widely used because they are not suitable for forecasting and interpretation, they are difficult
to estimate, and the variables errors variances are unknown. To eliminate these shortcomings, the author developed
and investigated two-factor fully connected linear regression models. Such models are easily estimated, they can
be used for forecasting, and they lack the effect of multicollinearity. In this paper, for the first time, multifactor
fully connected linear regression models are considered. It is proved that in the case of removing the restrictions,
on the ratio of variables errors variances, there are the one estimates of a fully connected regression, in which
the approximation qualities of its secondary equation and the classical multiple linear regression model, estimated
using the ordinary least squares, coincide.
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РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ БЕЗУСЛОВНОГО ЭКСТРЕМУМА

ДЛЯ ДРОБНО-ЛИНЕЙНОГО ИНТЕГРАЛЬНОГО ФУНКЦИОНАЛА,

ЗАВИСЯЩЕГО ОТ ПАРАМЕТРА

П. В. Шнурков1, К. А. Адамова2

Аннотация: Работа посвящена исследованию задачи безусловного экстремума дробно-линейного инте-
грального функционала, заданного на множестве вероятностных распределений. В отличие от результа-
тов, полученных ранее, в рассматриваемой задаче подынтегральные функции интегральных выражений,
находящихся в числителе и знаменателе, зависят от некоторого векторного вещественного параметра
оптимизации. Таким образом, задача оптимизации исследуется на декартовом произведении множества
вероятностных распределений и множества допустимых значений векторного вещественного параметра.
Доказаны три утверждения об экстремуме дробно-линейного интегрального функционала. Установлено,
что во всех вариантах решение исходной задачи полностью определяется экстремальными свойствами
основной функции дробно-линейного интегрального функционала, которая представляет собой отноше-
ние подынтегральных функций числителя и знаменателя. Описаны возможные применения полученных
результатов в задачах оптимального управления стохастическими системами.

Ключевые слова: дробно-линейный интегральный функционал; задача безусловного экстремума дробно-
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1 Введение

Настоящая работа продолжает цикл исследова-
ний проблемы безусловного экстремума для дроб-
но-линейного интегрального функционала, нача-
тый в работах [1, 2].

Данная проблема имеет не только общетеорети-
ческое значение, но и служит основой для реше-
ния задач оптимального управления различными
классами случайных процессов (регенерирующи-
ми, марковскими, полумарковскими). В свою оче-
редь, задачи оптимального управления в указанных
классах процессов возникают при анализе мно-
гочисленных прикладных моделей в математиче-
ской теории эффективности и надежности, теории
управления запасами и других областях прикладной
теории вероятностей.

Сделаем некоторые замечания библиографиче-
ского характера, относящиеся к общей пробле-
ме безусловного экстремума для дробно-линейного
интегрального функционала.

Обычно дробно-линейным программировани-
ем называется раздел теории оптимизации, в кото-
ром целевой функционал рассматриваемой экстре-
мальной задачи представляет собой отношение двух
линейных функционалов, а имеющиеся ограниче-

ния носят линейный характер. В данной области
оптимизации имеется обширная научная литера-
тура, основная часть которой посвящена иссле-
дованию соответствующих задач в конечномерных
пространствах.

Современная теория указанного научного на-
правления изложена в фундаментальной моногра-
фии [3]. В этой книге не только приводятся тео-
ретические результаты решения соответствующих
экстремальных задач, но и описываются числен-
ные методы нахождения таких решений. Кроме
того, в ней приведена подробная библиография на-
учных исследований в области дробно-линейного
программирования. Отметим также некоторые
значительные работы последних лет, в которых
исследовались теоретические и вычислительные
проблемы, связанные с данным научным направ-
лением [4–6].

Специальный раздел дробно-линейного про-
граммирования составляют экстремальные зада-
чи, в которых целевой функционал представляет
собой отношение двух интегралов. Подынтеграль-
ные функции в этих интегралах предполагают-
ся известными, а интегрирование проводится по
вероятностной мере, принадлежащей некоторо-
му множеству вероятностных мер, определенных

1Национальный исследовательский университет «Высшая школа экономики», pshnurkov@hse.ru
2Научно-производственный центр автоматики и приборостроения им. академика Н. А. Пилюгина, ksenya an@mail.ru
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на заданном измеримом пространстве. Решени-
ем задачи служит вероятностная мера, доставля-
ющая глобальный экстремум такому функциона-
лу. Функционалы указанного вида можно назвать
интегральными дробно-линейными функционала-
ми. Экстремальные задачи для интегральных дроб-
но-линейных целевых функционалов, заданных на
множестве вероятностных распределений в конеч-
номерном пространстве, рассматривались в рабо-
тах [7, 8]. Результаты исследований по теории
безусловного экстремума для таких функционалов
в наиболее завершенной форме изложены в гл. 10
коллективной монографии [8]. Основное содер-
жание этих результатов заключается в том, что
безусловный экстремум функционалов такого вида
достигается на вырожденных вероятностных рас-
пределениях, имеющих одну точку роста. Однако
этот результат был получен в работе [8] при сильных
ограничительных условиях, главное из которых —
предположение о существовании экстремума це-
левого функционала, т. е. существовании решения
исходной задачи.

В работах [1, 2] было предложено новое ре-
шение задачи безусловного экстремума для дроб-
но-линейного интегрального функционала, кото-
рое существенно обобщает и усиливает результаты
работы [8]. Принципиальное отличие результатов
указанных работ от предшествующих заключается
в том, что в основном утверждении указывают-
ся условия, при выполнении которых экстремум
дробно-линейного интегрального функционала су-
ществует и достигается на вырожденном распреде-
лении, сосредоточенном в одной точке. При этом
точка, в которой сосредоточена вся вероятностная
мера, — это точка глобального экстремума функ-
ции, для которой известно явное аналитическое
представление.

Таким образом, исследование экстремальных
свойств данной функции позволяет одновременно
доказать существование решения исходной экстре-
мальной задачи и найти само это решение, опреде-
ляемое точкой глобального экстремума.

В работах [1, 2] предполагалось, что подынте-
гральные функции числителя и знаменателя дроб-
но-линейного интегрального функционала не за-
висят от вероятностной меры, характеризующей
управление. Данное обстоятельство оправдано тем,
что во многих задачах прикладного содержания
целевой показатель представляет собой стационар-
ный стоимостный функционал, структура которо-
го установлена и обладает указанными особенно-
стями. Однако в ряде задач целевой показатель,
представляемый в форме дробно-линейного инте-
грального функционала, устроен таким образом,
что подынтегральные функции его числителя и зна-

менателя зависят от некоторого набора детермини-
рованных параметров управления. В этом случае
экстремальная задача меняет свой характер и нуж-
дается в специальном исследовании. Такому иссле-
дованию и посвящена данная работа.

2 Постановка основной
экстремальной задачи

Обозначим через (U,B) некоторое измеримое
пространство, где U — множество произвольной
природы;B—σ-алгебра подмножеств множестваU ,
включающая в себя все одноточечные множества.

В дальнейшем пространство (U,B) будет слу-
жить множеством допустимых значений стохасти-
ческих параметров оптимизации или управлений
в рассматриваемой экстремальной задаче.

Пусть •— некоторое множество вероятностных
мер, заданных на σ-алгебре B, элементы которого
будем обозначать ā ∈ •. Некоторые требования
к множеству • и его элементам, связанные с по-
становкой основной экстремальной задачи, будут
сформулированы в дальнейшем.

Классическая теория измеримых пространств
и мер, задаваемых на этих пространствах, изложена
в известной работе П. Халмоша [9].

Определение 1. Назовем вероятностную меру ā∗,
заданную на B, вырожденной, если существует точ-
ка u∗ ∈ U такая, что ā∗({u∗}) = 1, ā∗(B∗) = 0, где
u∗ = {u∗} — множество, состоящее из одной точки,
B∗ — произвольное множество из системы B, не
содержащее точку u∗. Точку u∗ будем называть точ-
кой сосредоточения меры ā∗ и обозначать меру со
своей точкой сосредоточения символамиā∗ = ā∗

u∗ .
Обозначим через •∗ множество всех возможных

вырожденных вероятностных мер, заданных на из-
меримом пространстве (U,B). Множество •∗ нахо-
дится во взаимно однозначном соответствии с мно-
жеством всех точек сосредоточения вырожденных
вероятностных мер, т. е. с самим множеством U .

Теперь введем S ⊆ Rr — множество значе-
ний векторного параметра α = (α1, α2, . . . , αr) ∈
∈ S. В дальнейшем параметр α будет служить
дополнительным детерминированным параметром
оптимизации (управления) в рассматриваемой экс-
тремальной задаче.

Зададим некоторые измеримые числовые функ-
ции:

A(α, u) : S × U → R ; B(α, u) : S × U → R ,

где u ∈ U , α ∈ S.
Введем интегральные преобразования, задава-

емые функциями A(α, u) и B(α, u):
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I1,α(ā) =

∫

U

A(α, u) dā(u) ;

I2,α(ā) =

∫

U

B(α, u) dā(u) .





(1)

В своей наиболее общей форме интегральные
выражения в соотношениях (1) представляют собой
интегралы Лебега по вероятностной мере ā ∈ •.
Согласно общей вероятностной модели, подроб-
но изложенной в работе [10, гл. II], эти интегралы
имеют смысл математических ожиданий некоторых
случайных величин A(α, u) и B(α, u), зависящих от
элементарного исхода u ∈ U случайного экспе-
римента на вероятностном пространстве (U,B,ā).
Если множествоU — конечномерное вещественное
пространство, то вероятностная мераāможет быть
задана функцией распределения одномерной или
многомерной случайной величины. Тогда интегра-
лы в соотношениях (1) можно понимать как ин-
тегралы Лебега–Стилтьеса по вероятностному рас-
пределению ā. Заметим, что теория интегралов
данного вида в краткой форме изложена в упомя-
нутых работах [9, 10], а в более развернутом виде
представлена в книге [11].

Интегральные преобразования (1) также опре-
деляют функционалы, заданные на множестве ве-
роятностных мер •:

I1,α(ā) : •→ R , I2,α(ā) : •→ R ,

которые зависят от параметра α ∈ S.
Теперь введем понятие дробно-линейного инте-

грального функционала, зависящего от параметра.

Определение 2. Отображение Iα : •→ R, определя-
емое соотношением:

Iα(ā) =
I1,α(ā)

I2,α(ā)
=

∫

U

A(α, u) dā(u)
∫

U

B(α, u) dā(u)

, (2)

будем называть дробно-линейным интегральным
функционалом, зависящим от параметра α.

Рассмотрим следующую экстремальную задачу:

Iα(ā)→ extr , ā ∈ •, α ∈ S , (3)

для дробно-линейного интегрального функциона-
ла, зависящего от числового параметра α.

Уточним, что данная экстремальная задача рас-
сматривается на множестве пар (α,ā), которые
и представляют собой двумерный параметр опти-
мизации.

Определение 3. Будем называть функцию C(α, u) =
= A(α, u)/B(α, u), u ∈ U , α ∈ S, основной функ-
цией дробно-линейного интегрального функцио-
нала (2).

Задача безусловного экстремума для дробно-ли-
нейного интегрального функционала вида (2), не
зависящего от параметра, была исследована в ра-
ботах [1, 2]. Отличие рассматриваемой задачи от
предшествующей заключается в том, что в целевом
функционале (2) присутствует зависимость подын-
тегральных функций числителя и знаменателя от
некоторого дополнительного неслучайного пара-
метра оптимизации (управления) α ∈ S.

3 Решение поставленной
экстремальной задачи

Введем некоторые предварительные условия для
основных объектов, входящих в описание экстре-
мальной задачи (3). Эти условия призваны обеспе-
чить корректность поставленной задачи.

1. Интегральные выражения (1) существуют для
всех ā ∈ •, α ∈ S.

2.
∫

U B(α, u) dā(u) 6= 0,ā ∈ •, α ∈ S.

3. •∗ ⊂ •.

Замечание 1. Если функция B(α, u) обладает свой-
ством строгого знакопостоянства, т. е. B(α, u) > 0,
u ∈ U , α ∈ S, или B(α, u) < 0, u ∈ U , α ∈ S,
то условие 2 из указанной системы предваритель-
ных условий выполняется автоматически. В то
же время условие строгой положительности функ-
ции B(α, u) является естественным для многих за-
дач оптимального управления регенерирующими
и полумарковскими случайными процессами (см.
соответствующие пояснения в работе [2]). В связи
с этим в формулировках всех последующих основ-
ных утверждений об экстремуме дробно-линейного
интегрального функционала будет предполагаться,
что выполнены условия 1, 3 и условие строгого
знакопостоянства функции B(α, u).

Теорема 1. Предположим, что в экстремальной за-

даче (3) основные объекты удовлетворяют предвари-

тельным условиям 1 и 3, а функция B(α, u) строго

знакопостоянна (строго положительна или строго

отрицательна) для всех u ∈ U , α ∈ S. Предположим

также, что основная функция C(α, u) достигает

глобального экстремума на всем множестве (α, u) ∈
∈ S × U в точке (α∗, u∗).

Тогда решение экстремальной задачи (3) суще-

ствует и достигается на паре (α∗,ā∗
u∗), где ā∗

u∗ —

вырожденная вероятностная мера, сосредоточенная

в точке u∗, и при этом выполняются соотношения:

max
(α,ā)∈S×•

Iα(ā) = max
α∈S

max
ā∗∈•∗

Iα(ā
∗) =

= max
(α,u)∈S×U

A(α, u)

B(α, u)
=
A(α∗, u∗)

B(α∗, u∗)
,
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если (α∗, u∗) — точка глобального максимума функ-

ции C(α, u);

min
(α,ā)∈S×•

Iα(ā) = min
α∈S

min
ā∗∈•∗

Iα(ā
∗) =

= min
(α,u)∈S×U

A(α, u)

B(α, u)
=
A(α∗, u∗)

B(α∗, u∗)
,

если (α∗, u∗) — точка глобального минимума функ-

ции C(α, u).

Полное доказательство теоремы 1 приведено
в приложении к настоящей работе [12], а также
в публикации [13].

Теперь исследуем решение экстремальной зада-
чи (3) для вариантов, в которых основная функция
дробно-линейного интегрального функционала (2)
не достигает глобального экстремума.

Теорема 2. Предположим, что в экстремальной зада-

че (3) основные объекты удовлетворяют условиям 1
и3, а функцияB(α, u) строго знакопостоянна (строго

положительна или строго отрицательна). Предпо-

ложим также, что основная функция C(α, u) огра-

ничена (сверху или снизу), но при этом не достигает

глобального экстремума (максимума или минимума)

на множестве S × U .
Тогда справедливы следующие утверждения.

1. Если основная функция C(α, u) ограничена свер-

ху и не достигает глобального максимума, то

для любого заданного ε > 0 существует пара

α(+)(ε) ∈ S и u(+)(ε) ∈ U такая, что выполня-

ется двойное неравенство:

sup
(α,ā)∈S×•

Iα(ā)− ε < Iα(+)(ε)

(
ā∗

u(+)(ε)

)
=

=
A(α(+)(ε), u(+)(ε))

B(α(+)(ε), u(+)(ε))
< sup
(α,ā)∈S×•

Iα(ā) , (4)

гдеā∗
u(+)(ε)

∈ •∗ — вырожденная вероятностная

мера, сосредоточенная в точке u(+)(ε).

2. Если основная функция C(α, u) ограничена снизу

и не достигает глобального минимума, то для лю-

бого заданного ε > 0 существует пара α(−)(ε) ∈
∈ S и u(−)(ε) ∈ U такая, что выполняется двой-

ное неравенство:

inf
(α,ā)∈S×•

Iα(ā) < Iα(−)(ε)

(
ā∗

u(−)(ε)

)
=

=
A(α(−)(ε), u(−)(ε))

B(α(−)(ε), u(−)(ε))
< inf
(α,ā)∈S×•

Iα(ā) + ε, (5)

гдеā∗
u(−)(ε)

∈ •∗ — вырожденная вероятностная

мера, сосредоточенная в точке u(−)(ε).

Заметим, что утверждения 1 и 2, т. е. соотноше-
ния (4) и (5), могут выполняться как по отдельности
для верхней или нижней грани множества значений
функционала, так и совместно.

Доказательство теоремы 2 приведено в прило-
жении к настоящей работе [12], а также в публика-
ции [13].

Сущность утверждения теоремы 2 заключается
в том, что если основная функция дробно-линей-
ного интегрального функционала ограничена, но
не достигает экстремума, то для любого заданно-
го ε > 0 существует так называемая ε-оптимальная
детерминированная стратегия управления, задава-
емая значениями α(+)(ε) ∈ S и u(+)(ε) ∈ U для
задачи на максимум или значениями α(−)(ε) ∈ S
и u(−)(ε) ∈ U для задачи на минимум.

Перейдем к формулировке еще одного утверж-
дения, связанного с экстремальной проблемой
для дробно-линейного интегрального функциона-
ла, зависящего от параметра.

Теорема 3. Предположим, что в экстремальной зада-

че (3) основные объекты удовлетворяют условиям 1
и 3, а функция B(α, u) знакопостоянна (строго поло-

жительна или строго отрицательна). Предположим

также, что основная функция C(α, u) не ограни-

чена (сверху или снизу). Тогда соответствующий

дробно-линейный интегральный функционал также

не ограничен сверху или снизу и справедливы следу-

ющие утверждения:

1. Существует последовательность (α
(+)
n ,ā

∗(+)
n ),

α
(+)
n ∈ S, ā

∗(+)
n ∈ •∗, n = 1, 2, . . ., такая что

I
(
α(+)n ,ā∗(+)

n

)
→ ∞ , n→ ∞ , (6)

если основная функция не ограничена сверху.

2. Существует последовательность (α
(−)
n ,ā

∗(−)
n ),

α
(−)
n ∈ S, ā

∗(−)
n ∈ •∗, n = 1, 2, . . ., такая что

I
(
α(−)n ,ā∗(−)

n

)
→ −∞ , n→ ∞ , (7)

если основная функция не ограничена снизу.

Утверждения 1 и 2, т. е. соотношения (6) и (7), могут
выполняться как по отдельности, так и совместно.

Доказательство теоремы 3 приведено в прило-
жении к настоящей работе [12], а также в публика-
ции [13].

Из теоремы 3 непосредственно следует, что если
основная функция дробно-линейного интеграль-
ного функционала не ограничена сверху или снизу,
то и сам этот функционал не ограничен и решения
соответствующей экстремальной задачи на макси-
мум или минимум не существует.
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4 Заключение
В работе получено исчерпывающее решение за-

дачи безусловного экстремума для дробно-линей-
ного интегрального функционала, зависящего от
дополнительного детерминированного параметра
оптимизации. Установлено, что решение постав-
ленной экстремальной задачи полностью опреде-
ляется свойствами основной функции данного
функционала, которая предполагается известной.
Полученные результаты обобщают соответству-
ющие утверждения о решении экстремальной за-
дачи для дробно-линейного интегрального функ-
ционала, у которого основная функция не зависит
от дополнительного параметра оптимизации [1, 2].
Данные результаты можно применять для решения
различных прикладных задач, в которых параметр
управления имеет смешанный характер и состоит из
детерминированной и стохастической компонент.
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Abstract: The paper is devoted to the study of the unconditional extremal problem for a fractional linear integral
functional defined on a set of probability distributions. In contrast to results proved earlier, the integrands of the
integral expressions in the numerator and the denominator in the problem under consideration depend on a real
optimization parameter vector. Thus, the optimization problem is studied on the Cartesian product of a set of
probability distributions and a set of admissible values of a real parameter vector. Three statements on the extremum
of a fractional linear integral functional are proved. It is established that, in all the variants, the solution of the
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original problem is completely determined by the extremal properties of the test function of the linear-fractional
integral functional; this function is the ratio of the integrands of the numerator and the denominator. Possible
applications of the results obtained to problems of optimal control of stochastic systems are described.
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ИНТЕГРАЦИОННАЯ ПЛАТФОРМА ДЛЯ МНОГОМАСШТАБНОГО

МОДЕЛИРОВАНИЯ НЕЙРОМОРФНЫХ СИСТЕМ∗

К. К. Абгарян1, Е. С. Гаврилов2

Аннотация: Актуальные сегодня многоуровневые элементы резистивной памяти позволяют увеличить
плотность интеграции энергонезависимой памяти, а также спроектировать и создать системы с механиз-
мом параллельных вычислений. В основе таких устройств лежат мемристорные элементы, необходимые
для разработки основ аналоговых нейроморфных сетей, которые используются для решения задач интел-
лектуального анализа данных. Однако использование мемристоров в составе нейроморфных устройств
сталкивается с рядом проблем, таких как разброс значений параметров переключения (напряжение, окно
памяти) от ячейки к ячейке, асимметричность и нелинейные эффекты и др. Такие проблемы диктуют
необходимость создания оригинальных имитационных моделей и новых программных инструментов,
которые позволят оценить влияние возмущающих факторов на предсказательную точность и процесс
обучения сети. В данной работе для решения задачи многомасштабного моделирования нейроморфных
систем применяется оригинальная информационная технология построения многомасштабных моделей.
Для ее практической реализации построена интеграционная платформа, которая позволяет оценить вли-
яние возмущающих факторов на предсказательную точность и процесс обучения нейроморфной сети,
а в дальнейшем сможет обеспечить формирование информации для обоснованного выбора материалов,
конфигурации и топологии ячеек памяти компьютеров нового поколения.

Ключевые слова: многомасштабное моделирование; многоуровневые элементы памяти; нейроморфные
сети; предсказательное моделирование; мемристор; интеграционная платформа; программный комплекс
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1 Введение

В настоящее время искусственные нейронные
сети стали мощным инструментом интеллектуаль-
ного анализа данных, построения аппроксима-
ционных моделей сложных систем и процессов,
распознавания образов, классификации и класте-
ризации. Актуальные сегодня многоуровневые эле-
менты резистивной памяти позволяют увеличить
плотность интеграции энергонезависимой памяти,
а также спроектировать и создать системы с меха-
низмом параллельных вычислений, которые необ-
ходимы для разработки основ аналоговых нейро-
морфных сетей. Ожидается, что на основе таких
ячеек/матриц резистивной памяти будет создана
элементная база компьютеров следующего поко-
ления, работающих на новых физических прин-
ципах.

Вместе с тем для решения задач интеллектуаль-
ного анализа данных использование мемристорных
элементов в составе нейроморфных устройств стал-
кивается с рядом проблем. Среди них — разброс
значений параметров переключения (напряжение,

окно памяти) от ячейки к ячейке, асимметричность
и нелинейные эффекты, сложность применения
градиентных алгоритмов обучения в связи с дис-
кретным характером синаптических весов.

Такие проблемы диктуют необходимость созда-
ния оригинальных имитационных моделей и но-
вых программных инструментов, которые позволят
оценить влияние возмущающих факторов на пред-
сказательную точность и процесс обучения сети.
Кроме того, такие модели обеспечат формирова-
ние информации для обоснованного выбора мате-
риалов, конфигурации и топологии ячеек памяти,
селекторов и электродов, выработки оптимальных
схемных и алгоритмических решений.

Сложность создания моделей данного класса
связана, в первую очередь, с необходимостью уче-
та широкого спектра пространственно-временн‚ых
масштабов. В случаях, когда необходимо в рам-
ках одной модели провести исследование много-
масштабного физического процесса или явления,
возникает проблема взаимосогласованности име-
ющихся моделей, что требует разработки теорети-
ческих основ их объединения.

∗Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект 19-29-03051 мк).
1Вычислительный центр им. А. А. Дородницына Федерального исследовательского центра «Информатика и управление» Рос-

сийской академии наук; Московский авиационный институт (национальный исследовательский университет), kristal83@mail.ru
2Вычислительный центр им. А. А. Дородницына Федерального исследовательского центра «Информатика и управление» Россий-

ской академии наук; Московский авиационный институт (национальный исследовательский университет), eugavrilov@gmail.com
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Интеграционная платформа для многомасштабного моделирования нейроморфных систем

Распределение БК по масштабным уровням

№
масштаб-

ного
уровня

Обозначение и название БК
Название

масштабного
уровня

0 MC
1
0 «АТОМ Ai

0»
Уровень
химических
элементов

1
MC

1
1«КРИСТАЛЛОХИМИЧЕСКАЯ ФОРМУЛА»

MC
2
1 «КВАНТОВО-МЕХАНИЧЕСКАЯ ЯЧЕЙКА»

Квантово-
механический
уровень

2
MC

1
2 «АТОМНЫЙ КЛАСТЕР – СТАТИКА»

MC
2
2 «АТОМНЫЙ КЛАСТЕР – ДИНАМИКА»

Нано-
уровень

3

MC
1
3 «Модель генерации/рекомбинации ионов кислорода

и кислородных вакансий (GR-model)»
MC

2
3 «Модель дрейфа-диффузии ионов кислорода (DD-model)»

MC
3
3 «Модель силового поля (E-model)»

MC
4
3 «Модель переноса электронов (электрического тока) (J-model)»

MC
5
3 «Модель теплопереноса (HT-model)»

Уровень
элемента
резистивной
памяти
(мемристора)

4
MC

1
4 «Фитинг моделей. ВАХ»

MC
2
4 «Cхемотехническое представление»

Уровень
формирования
нейроморфной
сети

5 MC
1
5 «Нейросетевое моделирование». Обучение по прецедентам

Логический
уровень

В настоящей работе для решения задачи много-
масштабного моделирования нейроморфных сис-
тем применяется оригинальная информационная
технология построения многомасштабных моде-
лей, основанная на теоретико-множественном
представлении физико-математических моделей
и использовании информационных структур, объ-
единяющих данные и методы их обработки [1, 2].
Для ее практической реализации была разработана
интеграционная платформа для многомасштабно-
го моделирования, объединяющая информацион-
ные потоки на разных масштабных уровнях: на
уровне элементов резистивной памяти, на уровне
нейроморфной сети, на уровне имитации обуче-
ния нейроморфной сети по прецедентам (логиче-
ский уровень). Для более детального и последо-
вательного построения схемы многомасштабного
моделирования можно выделить шесть характер-
ных масштабных уровней: уровень элементов таб-
лицы Менделеева; квантово-механический уровень
и наноуровень (их объединение ранее условно на-
зывали уровнем атомарной структуры); уровень
элемента памяти (мемристора); уровень нейро-
морфной сети; логический уровень (см. таблицу).

В данной работе представлена оригинальная
интеграционная платформа для многомасштабно-
го моделирования нейроморфных систем, разме-
щенная на гибридном кластере ЦКП ФИЦ ИУ
РАН, которая позволяет проводить эффективное

параллельное решение задач разных масштабов
с учетом постоянного обмена данными. Далее
приведено описание используемых теоретических
моделей и сценариев работы комплекса, направ-
ленных на решение существенных проблем, ко-
торые возникают при проектировании элемен-
тов мемристора на основе магнитных туннельных
переходов (МТП) при последовательной миниа-
тюризации этих устройств. Это придает задаче
междисциплинарный характер и обусловливает ак-
туальность применения информационной техноло-
гии многомасштабного моделирования в контексте
поставленной задачи

2 Принципы формирования
информационной поддержки
многомасштабного
моделирования физических
явлений и процессов

В данной работе при построении многомас-
штабной модели для имитации работы нейроморф-
ных систем используются подходы, разработанные
ранее и представленные в [1, 2]. В их основе лежит
идея о том, что спецификация информационных
объектов предметной области может быть сфор-
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мулирована в терминах конечно-множественных
представлений [3] которые, в частности, могут быть
реализованы посредством доменных моделей [4,
5] — конечных наборов (множеств) данных с под-
держкой операций по их обработке. В статье [2]
даны понятия и определения, применяемые при
описании информационной технологии многомас-
штабного моделирования. Вводится понятие «ба-
зовая модель-композиция» (БК), для ее описания
применяется теоретико-множественный аппарат.
Используется обозначение базовой модели-компо-
зиции: MCj

i , где i — номер масштабного уровня;
j — номер данной БК на этом масштабном уров-
не [1, 2].

Как было показано в работах [1, 2], БК слу-
жат информационными аналогами базовых фи-
зико-математических моделей, которые применя-
ются в вычислительном процессе для решения
конкретных задач на своем масштабном уровне. Их
можно представить в виде таблиц данных разно-
го структурного типа (входных/выходных данных,
моделей и алгоритмов и др.). Экземпляры БК (таб-
лицы с конкретными данными) представляются
объектами классов — наследников БК в объектно-
ориентированном языке программирования. Они
хранятся в виде документов в документно-ориен-
тированной базе данных [6]. Многомасштабная
композиция представляет собой коллекцию, со-
стоящую из сгруппированных документов с иерар-
хической структурой, отражающей последователь-
ность передачи данных в общем вычислительном
процессе.

Покажем, как при решении задачи о приме-
нении методов многомасштабного моделирования
для имитации работы нейроморфной сети с по-
мощью данной технологии из конкретных БК
составляются многомасштабные композиции
(МК) — информационные аналоги многомасштаб-
ных моделей, передающие содержание многомас-
штабных вычислительных процессов.

3 Интеграционная платформа
для моделирования работы
нейроморфной сети

Интеграционная платформа для многомас-
штабного моделирования нейроморфной сети объ-
единяет информационные потоки на разных мас-
штабных уровнях — на квантово-механическом
и наноуровнях, на уровне элементов резистивной
памяти, на уровне нейроморфной сети, на уровне
имитации обучения нейроморфной сети по преце-
дентам. Для более детального описания модели-

руемого вычислительного уровня введем дополни-
тельные уровни.

Общее представление о распределении БК по
масштабным уровням, задействованным в вычис-
лительном процессе, показано в таблице.

Покажем, как организуется вычислительным
процесс, имитирующий работу нейроморфной се-
ти, в основе которой лежит мемристивный элемент
на базе оксида гафния.

На нулевом масштабном уровне с БК MC10
«АТОМ Ai

0» (i — номер элемента в таблице Менде-
леева) задаются основные данные по конкретным
химическим элементам, входящим в состав соеди-
нений, участвующих в вычислительном процессе
(атомный номер химического элемента, масса ато-
ма, заряд ядра, радиус атома, электронная конфи-
гурация, структура решетки и др.). В данном случае
формируются экземпляры БКMC720 «АТОМ Hf720 »
иMC160 «АТОМ O160 ».

К первому масштабному уровню отнесены БК
MC11 «КРИСТАЛЛОХИМИЧЕСКАЯ ФОРМУЛА»
и MC21 «КВАНТОВО-МЕХАНИЧЕСКАЯ ЯЧЕЙ-
КА». C их помощью данные, полученные с нулево-
го масштабного уровня из MC720 «АТОМ Hf720 »
и MC160 «АТОМ O160 », передаются на кванто-
во-механический уровень первоначально в MC11
«КРИСТАЛЛОХИМИЧЕСКАЯ ФОРМУЛА», где,
используя знания о химическом составе и кри-
сталлографической структуре, с помощью простых
физико-математических моделей (ионно-атомных
радиусов и др.) определяется кристаллохимическая
структура соединения (метрические параметры
кристаллической решетки, координаты базисных
атомов и др.). Данная БК программно реализована
в двух расчетных модулях (модель «Плотная упа-
ковка» и программный комплекс Materials Studio
(https://www.3dsbiovia.com/products/collaborative-
science/biovia-materials-studio)).

Далее полученные в ходе вычислительного про-
цесса данные передаются в БК MC21 «КВАНТО-
ВО-МЕХАНИЧЕСКАЯ ЯЧЕЙКА». Данная БК
программно реализована в двух расчетных моду-
лях (программный комплекс VASP (https://www.
vasp.at) и пакет программ с открытым кодом Quan-
tum Espresso (https://www.quantum-espresso.org)).
Здесь на базе теории функционала электронной
плотности решается задача по определению ито-
говых значений параметров кристаллической ре-
шетки, рассчитывается электронная плотность [7],
полная энергия для заданной конфигурации базис-
ных атомов. Далее проводятся расчеты констант
упругости, поляризация, фононное рассеяние, рас-
считываются энергетические барьеры, энергия ак-
тивации и др.
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На втором масштабном уровне, используя дан-
ные, полученные на предыдущем уровне, про-
водится выбор потенциалов межатомного взаи-
модействия с учетом типа связи моделируемого
соединения (в данном случае — оксида гафния).
Например, используется модель погруженного ато-
ма (embedded atom model, EAM) [8] либо потенциал
межатомного взаимодействия MEAM [9]. При по-
мощи БКMC12 «АТОМНЫЙ КЛАСТЕР – СТАТИ-
КА» проводится идентификация параметров по-
тенциала межатомного взаимодействия. Далее
потенциал с идентифицированными параметрами
используется в ходе молекулярно-динамического
моделирования в рамках БК MC22 «АТОМНЫЙ
КЛАСТЕР – ДИНАМИКА».

Ранее полученные данные о координатах пози-
ций атомов кислорода, рассчитанные данные об
энергии активации, энергии рекомбинации, энер-
гетических барьерах миграции и другие поступают
на третий масштабный уровень. Туда же поступают
дополнительные данные, такие как значения по-
тенциалов на электродах, коэффициенты, учиты-
вающие вклад поляризации света в энергетические
барьеры, и др. (см. рисунок)

На третьем масштабном уровне сформирована
математическая модель образования/разрушения
проводящих каналов (филаментов) в мемристор-
ных элементах на основе оксидных пленок. Ей
соответствует «Композитный модуль расчета
мемристора». Необходимо отметить, что в ми-
ре весьма активно ведутся работы по исследова-
нию возможностей проектирования и оптимиза-
ции ячеек памяти на основе оксидов металлов.
Так, в статье [10] представлен электротермиче-
ский симулятор, позволяющий исследовать физику
и потенциал ячеек резистивной памяти на осно-
ве SiOx с произвольным доступом (RRAM, resis-
tive random-access memory). В данной же работе
в контексте многомасштабного подхода использу-
ется модельное представление, включающее в се-
бя 5 взаимосвязанных подмоделей, каждой из кото-
рых поставлены в соответствие БК:MC13 «Модель
генерации/рекомбинации ионов кислорода и кис-
лородных вакансий (GR-model)»; MC23 «Модель
дрейфа-диффузии ионов кислорода (DD-model)»;
MC33 «Модель силового поля (E-model)»; MC43
«Модель переноса электронов (электрического то-
ка) (J-model)»; MC53 «Модель теплопереноса (HT-
model)». Из 5 БК формируется композиция для
расчета свойств мемристора K3,1;3,2;3,3;3,4;3,53 . Здесь
нижний индекс i = 3, так как все БК, об-
разующие композицию, — с третьего уровня;
верхние индексы (3,1;3,2;3,3;3,4;3,5) через точку
с запятой обозначают, какие именно БК исполь-
зуются.

На четвертом масштабном уровне многомас-
штабной модели для имитации работы нейроморф-
ной сети представлена БК MC14 «Фитинг моде-
лей. ВАХ» и БК MC24 «Схемотехническая». На
входMC14 подаются сведения (графики) по вольт-
амперным характеристикам (ВАХ) моделируемого
соединения с нижнего масштабного уровня либо
сведения о модели и начальном наборе ее пара-
метров. На выходе получаем уточненные значения
параметров модели. Далее полученные данные пе-
редаются в БК MC24 «Схемотехническая», туда же
поступают данные по параметрам электронной схе-
мы.

На пятом масштабном уровне проводится моде-
лирование работы аналоговой нейроморфной се-
ти MC15 «Нейросетевое моделирование». Дан-
ные, рассчитанные на нижних масштабных уровнях
(электронная схема, уточненные ВАХ, уточненные
названия параметров модели и др.), а также пара-
метры нейроморфной сети и наборы паттернов рас-
познавания подаются на входMC15 «Нейросетевое
моделирование». С помощью данной модели про-
водится имитация обучения нейроморфной сети.
Более подробно работа модели этого масштабного
уровня описана в работе [11].

На рисунке представлена архитектурная схема
расчетных модулей и основных потоков данных.
В общем случае модуль представлен программным
компонентом, состоящим:

– из программы, непосредственно выполняющей
расчет в пакетном режиме;

– микросервиса [12], обеспечивающего связь
с расчетной программой и предоставляющего
программный интерфейс (API, application pro-
gramming interface) для интеграции в общий
сценарий расчета [13];

– интерфейса пользователя для ввода параметров
и мониторинга расчета;

– локальной базы данных расчетного модуля для
хранения внутренних данных и промежуточных
результатов.

На следующем этапе с помощью созданной
интеграционной платформы планируется проведе-
ние серии вычислительных экспериментов. Бу-
дут рассмотрены различные модели многоуровне-
вых устройств памяти с мемристивными системами
на основе оксидов металлов и широкозонных по-
лупроводников, таких как MgO, VO2, TiO2, SiO2,
ZrO2, HfO2, TaOx и др.

В связи с тем, что разработанная интеграцион-
ная платформа позволяет оценить влияние возму-
щающих факторов на предсказательную точность
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и процесс обучения нейроморфной сети, накопле-
ние большого числа данных вычислительных экс-
периментов в дальнейшем может обеспечить фор-
мирование информации для обоснованного выбора
материалов, конфигурации и топологии ячеек па-
мяти компьютеров нового поколения.
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OF NEUROMORPHIC SYSTEMS
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Abstract: The current multilevel resistive memory elements allow increasing the integration density of nonvolatile
memory as well as designing and creating systems with a parallel computing mechanism. Such devices are based
on memristor elements necessary for developing the foundations of analog neuromorphic networks that are used
to solve data mining problems. However, the use of memristors as a part of neuromorphic devices encounters
a number of problems such as the scatter of the switching parameters (voltage and memory window) from cell to
cell, asymmetry and nonlinear effects, and others. Such problems dictate the need to create original simulation
models and new software tools that will allow one to evaluate the influence of disturbing factors on the predictive
accuracy and network learning process. In this paper, to solve the problem of multiscale modeling of neuromorphic
systems, the authors use the original information technology for constructing multiscale models. For its practical
implementation, an integration platform has been built that allows one to evaluate the influence of disturbing
factors on the predictive accuracy and learning process of a neuromorphic network and in the future, it will be
able to provide information for a reasonable choice of materials, configuration, and topology of memory cells of
new-generation computers.

INFORMATIKA I EE PRIMENENIYA — INFORMATICS AND APPLICATIONS 2020 volume 14 issue 2 109



K. K. Abgaryan and E. S. Gavrilov

Keywords: multi-scale modeling; multilevel memory elements; neuromorphic networks; predictive modeling;
memristor; integration platform; software package

DOI: 10.14357/19922264200215

Acknowledgments

The work was supported by the Russian Foundation for Basic Research (project 19-29-03051 mk).

References
1. Abgaryan, K. K. 2017. Mnogomasshtabnoe modelirovanie

v zadachakh strukturnogo materialovedeniya [Multiscale
modeling in material science problems]. Moscow: MAKS
Press. 284 p.

2. Abgaryan, K. K. 2018. Informatsionnaya tekhnologiya
postroyeniya mnogomasshtabnykh modeley v zadachakh
vychislitel’nogo materialovedeniya [Information technol-
ogy is the construction of multi-scale models in problems
of computational materials science]. Sistemy Vysokoy Dos-

tupnosti [High Availability Systems] 14(2):9–15.
3. Brodskiy, Yu. I. 2013. Model’nyy sintez i model’no-

oriyentirovannoe programmirovanie [Model synthesis and
model oriented programming]. Moscow: CC RAS. 142 p.

4. Evans, E. 2003. Domain-driven design: Tackling complex-

ity in the heart of software. Addison-Wesley Professional.
560 p.

5. Abgaryan, K. K., E. S. Gavrilov, and A. M. Marasanov.
2017. Informatsionnaya podderzhka zadach mnogomas-
shtabnogo modelirovaniya kompozitsionnykh materialov
[Multiscale modeling for composite materials computer
simulation support]. Int. J. Open Information Technologies

12:24–29.
6. Fowler, M., and P. J. Sadalage. 2012. NoSQL distilled:

A brief guide to the emerging world of polyglot persistence.
Addison-Wesley Professional. 190 p.

7. Kohn, W., and L. J. Sham. 1965. Self-consistent equations
including exchange and correlation effects. Phys. Rev. A

140:1133–1138.

8. Gao, D., H. Deng, H. Heinisch, and R. Kurtz. 2011.
A new Fe–He interatomic potential based on ab initio

calculations in α-Fe. J. Nucl. Mater. 418(1):115–120.

9. Lee, B.-J., M. I. Baskes, H. Kim, and Ya. K. Cho.
2001. Second nearest-neighbor modified embedded atom
method potentials for bcc transition metals. Phys. Rev. B

64:184102. doi: 10.1103/PhysRevB.64.184102.

10. Sadi, T., A. Mehonic, L. Montesi, M. Buckwell, A. Keny-
on, and A. Asenov. 2018. Investigation of resistance
switching in SiOx RRAM cells using a 3D multi-scale
kinetic Monte Carlo simulator. J. Phys. Condens. Matter

30(8):084005. doi: 10.1088/1361-648X/aaa7C1.

11. Morozov, A. Yu., D. L. Reviznikov, and K. K. Abgaryan.
2019. Voprosy realizatsii neyrosetevykh algoritmov na
memristornykh krossbarakh [Implementation of neural
network algorithms using memristor crossbars]. Izvestiya

Vysshikh Uchebnykh Zavedeniy. Materialy Elektronnoy

Tekhniki [Proceedings of Higher Educational Institu-
tions. High Materials of Electronics Engineering] 22(4).

12. Newman, S. 2015. Building microservices. Sebastopol, CA:
O’Reilly Media. 282 p.

13. Abgaryan, K. K., and E. S. Gavrilov. 2019. Informatsi-
onnaya podderzhka integratsionnoy platformy mnogo-
masshtabnogo modelirovaniya [Informational support of
the multiscale modeling integration platform]. Sistemy

i Sredstva Informatiki — Systems and Means of Informatics

29(1):53–62.

Received April 15, 2020

Contributors

Abgaryan Karine K. (b. 1963) — Doctor of Science in physics and mathematics, principal scientist, Dorodnicyn
Computing Center, Federal Research Center “Computer Science and Control” of the Russian Academy of
Sciences, 40 Vavilov Str., Moscow 119333, Russian Federation; Head of Department, Moscow Aviation Institute
(National Research University), 4 Volokolamskoe Shosse, Moscow 125080, Russian Federation; kristal83@mail.ru

Gavrilov Evgeny S. (b. 1982) — scientist, Dorodnicyn Computing Center, Federal Research Center “Computer
Science and Control” of the Russian Academy of Sciences, 40 Vavilov Str., Moscow 119333, Russian Federation;
senior lecturer, Moscow Aviation Institute (National Research University), 4 Volokolamskoe Shosse, Moscow
125080, Russian Federation; eugavrilov@gmail.com

110 INFORMATIKA I EE PRIMENENIYA — INFORMATICS AND APPLICATIONS 2020 volume 14 issue 2



éîæïòíáôéëá é å¿ ðòéíåîåîéñ, 2020. ô. 14. ÷ÙÐ. 2. ó. 111�118

ВЫБОР МОДЕЛЕЙ ОПТИМАЛЬНОЙ СЛОЖНОСТИ МЕТОДАМИ

МОНТЕ-КАРЛО (НА ПРИМЕРЕ МОДЕЛЕЙ ПРОИЗВОДСТВЕННЫХ

ФУНКЦИЙ РЕГИОНОВ РОССИЙСКОЙ ФЕДЕРАЦИИ)∗

И. Л. Кирилюк1, О. В. Сенько2
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1 Введение

Во многих областях исследований, например
в общественных науках, предметная область не
описывается надежно верифицированными и стро-
го обоснованными моделями. В этой ситуации
приобретает актуальность сравнение альтернатив-
ных вариантов регрессионных моделей, проверка
оправданности усложнения таких моделей, напри-
мер посредством включения в них новых перемен-
ных. До сих пор в разных областях науки при-
меняются простейшие методы сравнения моделей
посредством сравнения коэффициентов детерми-
нации, получаемых при применении этих моделей
к единому набору данных. Однако такой подход
имеет тот недостаток, что коэффициент детерми-
нации может только расти при добавлении в модель
новых переменных.

Дальнейшее развитие математической стати-
стики привело к появлению новых способов срав-
нения с использованием скорректированных ко-
эффициентов детерминации, критерия Акаике,
байесовского критерия Шварца и др. В литературе
подобные подходы в ряде публикаций объединены
под названием выбор моделей (англ. Model selec-

tion) [1]. Однако перечисленные критерии имеют
свои ограничения, включая невозможность прямых
оценок статистической достоверности превосход-
ства усложненных моделей.

Одно из направлений Model selection — при-
менение методов непараметрической статистики.
В отличие от вышеперечисленных критериев они
не предполагают конкретную форму распределе-
ния ошибок модели, но при этом часто требуют
долгих вычислений. Здесь применяются переста-
новочные тесты [2–4] и метод бутстрепа [5]. Эти
методы основаны на генерации множества псевдо-
выборок, полученных из распределений эмпириче-
ских данных. Методом генерации служит взятие
последовательности эмпирических данных в про-
извольном порядке. Для перестановочных тестов
в результате получается перемешивание, для бут-
стрепа же данные берутся «с возвращением» (т. е.
какие-то значения могут дублироваться). Исполь-
зуемым альтернативным вариантом метода Монте-
Карло служит генерация псевдовыборок с нормаль-
ным распределением.

Одной из трудностей, имеющих место при по-
иске моделей, корректно описывающих данные,
является проблема ложных регрессий [6]. Этот
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эффект имеет место, когда расчет показывает до-
стоверность регрессионной зависимости (напри-
мер, высокие значения коэффициентов детерми-
нации), хотя на самом деле такой закономерной
зависимости нет. Явление ложной регрессии харак-
терно для стохастически нестационарных процес-
сов, например для случайных блужданий. В таких
случаях для верификации зависимостей исполь-
зовать стандартную статистику (например, t-ста-
тистику) неправомерно, в частности из-за несо-
блюдения требования независимости отдельных
наблюдений. Поэтому важную роль в проверке
достоверности регрессионной зависимости игра-
ет проверка временн‚ых рядов на стационарность.
Известным способом такой проверки служит тест
Дики–Фуллера. Представляемое исследование на-
правлено на разработку методов верификации,
применимых для регрессионных моделей, вклю-
чающих нестационарные переменные, т. е. пере-
менные, значения которых являются элементами
нестационарного временн‚ого ряда. При модели-
ровании учитывается также возможность отличия
распределения ошибок от нормального.

Интересным объектом для исследования мето-
дами Model selection представляются широко при-
менимые в экономике производственные функ-
ции, связывающие объем выпускаемой продукции
с факторами производства (классическими фак-
торами выступают труд и капитал). Простейшая
спецификация — функция Кобба–Дугласа — по-
средством логарифмирования сводится к модели
линейной регрессии, для которой получено осо-
бенно много результатов, в том числе с примене-
нием непараметрических методов. За время иссле-
дований накопилось множество обобщений этой
функции и альтернативных спецификаций. Произ-
водственные функции применяются как на микро-
уровне экономики, так и на мезо- и макроуровне.
В данной работе они исследуются на мезоуров-
не — на уровне российских регионов. Их анализ
позволяет лучше понять особенности конкретных
регионов, прогнозировать их развитие и управлять
ими.

2 Описание исследуемых моделей
и данных

Ранее в [7] исследовались различные вариан-
ты производственных функциий, построенных по
временн‚ым рядам, характеризующим развитие Рос-
сийской Федерации в целом. Выводы о качестве
моделей делались на основе вычисления обычных
и скорректированных коэффициентов детермина-

ции. В данной работе они исследуются для отдель-
ных регионов Российской Федерации (по данным
за 1996–2014 гг.). Поскольку удобно исследовать
временн‚ые ряды фиксированной длины, в расче-
тах не использовались данные для Чеченской рес-
публики, Крыма, Севастополя (они доступны за
меньшее число лет). Регионы, входящие в состав
других субъектов Российской Федерации, а не под-
чиняющиеся ей напрямую, также в расчетах не
участвовали.

В предыдущей работе [8] для производствен-
ных функций регионов проводилась оценка при-
менимости классической модели функции Кобба–
Дугласа и определялась роль трендов по времени
в обеспечении достоверности зависимости с ис-
пользованием псвевдовыборок в виде гауссова бе-
лого шума и случайных блужданий. В данной работе
методы Монте-Карло используются для сравнения
альтернативных вариантов моделей, анализа досто-
верности отдельных переменных с привлечением
непараметрических методов (перестановочных тес-
тов и бутстрепов).

В литературе ведется дискуссия о целесообраз-
ности использования в производственных функци-
ях в качестве фактора производства инвестиций вме-
сто капитала [9, 10]. Это связано, в частности, с тем,
что для инвестиций проще оценивать объективные
количественные значения. Кроме того, расчеты
показали, что использование инвестиций при ап-
проксимации исследуемых данных функцией Коб-
ба–Дугласа приводит к более высоким значениям
коэффициента детерминации, чем при использова-
нии капитала. Поэтому (в отличие от [7,8]) в данной
работе в качестве исходной модели используется
инвестиционная производственная функция.

Также, в отличие от [7, 8], в переменную труд

производственной функции введена в качестве со-
множителя к числу занятых в экономике заработ-
ная плата, что существенно увеличило значимость
труда в исследуемых вариантах производственных
функций. В литературе инвестиционные произ-
водственные функции с трудом, выражаемым че-
рез зарплату, были представлены ранее, например
в [10].

Основная используемая в статье модель («ин-
вестиционный» аналог функции Кобба–Дугласа)
выражается формулой:

Y = AIαLβ , (1)

где Y — валовой региональный продукт; I — ин-
вестиции в основной капитал; L — среднегодовая
численность занятых в экономике, помноженная
на среднемесячную номинальную начисленную за-
работную плату работающих в экономике; A, α
и β — вычисляемые параметры.
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Выбор моделей оптимальной сложности методами Монте-Карло (на примере моделей производственных функций

Иногда на (1) накладывается условие α+ β = 1,
но здесь это условие не используется.

Данные взяты из [11] и аналогичных сборников
за 2003, 2005 и 2012 гг. Некоторые данные за оди-
наковые годы в разных сборниках слегка разли-
чаются, что, видимо, обусловлено внесением по-
правок статистическими органами, в таких случаях
использовались данные из более поздних сборни-
ков. Было использовано приведение Y , L и I к по-
стоянным ценам с помощью индексов потреби-
тельских цен (в [7] использовался индекс-дефлятор
валового внутреннего продукта, а в [8] — индекс
физического объема валового регионального про-
дукта).

Посредством логарифмирования переменных
из (1) получаем линейное соотношение

lnY = lnA+ α ln I + β lnL , (2)

которое теперь можно исследовать методами ли-
нейного регрессионного анализа.

Однако имеет смысл проверять альтернативные
гипотезы, например о том, что производственная
функция достоверно зависит только от инвестиций
или только от труда:

lnY = lnA+ α ln I ; (3)

lnY = lnA+ β lnL . (4)

3 Расчеты по альтернативным
моделям производственных
функций

Исследуемый в статье набор данных в терминах
эконометрики является частным случаем панель-
ных данных (т. е. данных, описывающих совокуп-
ность однотипных объектов, каждый из которых
характеризуется некоторым числом временн‚ых ря-
дов показателей). Для них разработаны особые
методы исследования, в частности методы выяс-
нения того, есть ли у объектов закономерные ин-
дивидуальные признаки (модель с фиксированны-
ми эффектами) или они характеризуются единым
набором признаков со случайными отклонениями
(модель со случайными эффектами). Этот подход
ранее использовался для оценки производственных
функций регионов Российской Федерации [12] (на
основе иного набора данных) и показал, что они
описываются моделью с фиксированными эф-
фектами. Проведенные авторами расчеты также
подтвердили справедливость этой модели. Это де-
лает более обоснованными исследования произ-
водственных функций регионов независимо друг
от друга.

Классические методы оценки достоверности,
применяемые в регрессионном анализе (вычисле-
ниеR2, p-значения для модели в целом с использо-
ванием F-статистики и для коэффициентов при
отдельных переменных с использованием t-ста-
тистики Стьюдента), показывают высокую досто-
верность получаемых зависимостей, однако из ли-
тературы известно, что применение стандартных
методов верификации к регрессионным моделям
приводит к возникновению ложных регрессий —
формально весьма достоверных, но фактически
бессмысленных.

Важная причина возникновения ложных ре-
грессий кроется в несправедливости для временн‚ых
рядов предположения о взаимной независимости
отдельных наблюдений. Избежать подобного пред-
положения позволяют методы верификации, осно-
ванные на искусственной генерации псевдовы-
борок в соответствии с предполагаемой нулевой
гипотезой. В этом случае генерация данных,
в частности, будет производиться с использова-
нием предположения о соответствии исследуемо-
го временн‚ого ряда процессу случайного блуж-
дания.

Для оценки достоверности (1)–(4) и сравнения
моделей были рассмотрены следующие модели ге-
нерации данных методами Монте-Карло.

1. Для совокупности используемых показателей
генерировалось по 5000 псевдовыборок по фор-
муле

Xt = et , (5)

где et — гауссов белый шум. Известно, что он ха-
рактеризуется средним значением и дисперси-
ей, но значение коэффициентов детерминации
для его реализаций конечной длины от них не
зависит и определяется числом наблюдений во
временн‚ых рядах (поэтому среднее и дисперсия
могут устанавливаться произвольно, в данном
случае они выбирались в соответствии с эмпи-
рическими данными для регионов).

2. Генерировалось по 5000 псевдовыборок по фор-
муле

Xt = Xt−1 + et , (6)

где et — гауссов белый шум с нулевым сред-
ним и дисперсией, соответствующей дисперсии
эмпирических рядов данных. Процесс (6) на-
зывается случайным блужданием и относится
к нестационарным процессам.

3. Генерировалось по 5000 псевдовыборок, для по-
лучения которых внутри используемых эмпи-
рических временн‚ых рядов данных происходи-
ло перемешивание случайным образом порядка
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их значений во времени (этот подход называет-
ся перестановочными тестами).

4. Генерировалось по 5000 псевдовыборок,
где внутри используемых эмпирических
временн‚ых рядов данных происходило пере-
мешивание случайным образом порядка их
значений во времени, но при этом (в отличие от
предыдущего случая) некоторые значения мог-
ли повторяться за счет других данных (выборка
с возвращением, может интерпретироваться
как бутстреп).

5. Генерировалось по 5000 псевдовыборок, где
внутри используемых эмпирических времен-
н‚ых рядов данных происходило перемешива-
ние случайным образом порядка приращений
во времени, при этом некоторые значения мог-
ли повторяться за счет других данных. Допол-
нительно проводилось исключение влияния
прироста значений величин реальных данных
за весь период наблюдений.

Перестановочного теста для приращений не
проводилось, поскольку его использование остав-
ляет инвариантным суммарное приращение вели-
чин за период наблюдений, что вносит искажения
в результаты.

Использовалась следующая методология вери-
фикации: величины параметра R2, характеризу-
ющего точность регрессионной модели на искус-
ственно сгенерированных выборках, сравнивались
с величинами на истинной выборке. Для полу-
ченных каждым из пяти способов псевдовыборок
вычислялись коэффициенты детерминации, полу-
чающиеся при аппроксимации данных исследу-
емыми моделями (2)–(4). Затем 5000 полученных
коэффициентов детерминации ранжировались по
величине и реальное значение R2 сравнивалось
с 250-м по величине значением от максимально-
го среди полученных для псевдовыборок (которое
далее будем называть 95%-ным квантилем эмпири-
ческого распределения, или просто 95%-ным кван-
тилем). Это способ оценки достоверности полу-
ченного результата на уровне 95% (в данном случае
того, что значениеR2 получено не случайно, а выра-
жает некоторую закономерность, если реальное R2

больше 250-го по величине псевдовыборочного).
Можно считать, что для конкретных регионов,

для которых значение R2 превышает соответству-
ющее значение 95%-ного квантиля, выявлена за-
кономерность, достоверная на уровне ниже 0,05.
Однако авторам доступна информация о 79 ре-
гионах, и это дает дополнительную возможность
проверить, не является ли выявленная законо-
мерность на самом деле случайной (такая проб-

Рис. 1 Ранговое распределение R2, рассчитанных по
формуле (2), в сравнении с 95%-ными квантилями R2

для симуляций, расчитанных по формулам (5) и (6): 1 —
реальные значения R2; 2 и 3 — 95%-ные квантили эм-
пирического распределения R2 для псевдовыборок, ге-
нерируемых процессами (5) и (6) соответственно

лема становится особо актуальной при множе-
ственном тестировании). Если, например, лишь
для одного региона из 79 для какой-либо мо-
дели превзойден 95%-ный квантиль, то досто-
верность выявленной закономерности значительно
меньше, чем когда он превзойден для всех регио-
нов.

Классические оценки по F-критерию соответ-
ствия модели (2) реальным данным показывают
высокие значения коэффициента детерминации
(рис. 1). Они варьируют в диапазоне от 0,994 для
Дагестана до 0,783 для Мурманской области. Со-
ответствующие p-значения варьируют в диапазо-
не (1,55 · 10−18; 4,96 · 10−6). При этом 95%-ный
квантиль для сгенерированных согласно форму-
ле (5) псевдовыборок равен примерно 0,313, а для
псевдовыборок, сгенерированных согласно форму-
ле (6), — 0,813. Только для двух регионов из 79
имеет место соотношение R2 < 0,813.

Описываемая моделью зависимость в данных,
таким образом, не может быть полностью объяс-
нена не только чистой случайностью, но и ложной
регрессией, обусловленной нестационарностью ви-
да (6) рассматриваемых процессов, из чего можно
сделать вывод о достоверности закономерности,
выражаемой соотношениями (1)–(2) на уровне
меньше 0,05. Результат, полученный с исполь-
зованием (5) соответствует обычному p-значению
дляR2, вычисляемому в стандартных пакетах в рам-
ках параметрической статистики, а использова-
ние (6) позволяет получить более надежные резуль-
таты в оценке наличия закономерностей с учетом
возможной нестационарности исследуемых про-
цессов. В качестве альтернативы (5) в вычислениях
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использовались бутстрепы, но они дали близкие
к полученным для псевдовыборок, сгенерирован-
ных по моделям (5) и (6), результаты: соответ-
ственно R2 ≈ 0,313 (как и перестановочный тест)
и R2 ≈ 0,87 — и не привели к качественно но-
вым выводам о достоверности исследуемых моде-
лей.

Тест Дики–Фуллера в целом формально пока-
зывает нестационарность временн‚ых рядов и остат-
ков модели (2) по 19 значениям во времени, но
для получения достоверных результатов не хвата-
ет данных (ряды должны были бы быть хотя бы
в несколько раз длиннее), и потому используется
сравнение реальных результатов со сгенерирован-
ными по формуле (6) в качестве альтернативы этому
тесту, пригодной для малых выборок.

Возникает вопрос, не описываются ли данные
с настолько приемлемой точностью более прос-
тыми соотношениями, например формулами (3)
или (4), что усложнение модели до (2) может ока-
заться нецелесообразным. Дальнейший анализ вы-
являет подходы к ответу на этот вопрос.

Достоверность отличия от нуля отдельных ко-
эффициентов — lnA, α, β — в формуле (2) по
классическому t-критерию Стьюдента следующая:
условие p < 0,05 выполняется для lnA у 41 региона,
для α — у 37 регионов и для β — у 60 регио-
нов.

Зависимость, определяемая формулой (3), ха-
рактеризуется для используемых в статье дан-
ных коэффициентами детерминации в диапазоне
(0,346; 0,986). При этом 95%-ные квантили эм-
пирического распределения R2 для псевдовыбо-
рок, генерируемых по формулам (5) и (6), рав-
ны соответственно 0,209 и 0,707. Для четырех
регионов из 79 имеет место соотношение R2 <
< 0,707.

Зависимость (4) характеризуетсяR2 в диапазоне
(0,62; 0,99), 95%-ные квантили R2 для (5) и (6) те
же, что для (3). Лишь для одного региона имеет
место соотношение R2 < 0,707. Итак, модели (3)
и (4) сами по себе с весьма высокой достоверностью
описывают данные, хотя достоверность на уровне
меньше 0,05 отличия от нуля коэффициентов фор-
мулы (2) по t-критерию для значительного числа
регионов не имеет места. Это связано с наличием
мультиколлинеарности, корреляции между L и I.
Существенный вклад в мультиколлинеарность вно-
сит наличие общего тренда по времени, значение
которого (для несколько другого набора показате-
лей и с применением другого подхода) обсуждалось
в [5]. В следующем разделе описаны способы оцен-
ки целесообразности для описания исследуемого
набора данных усложнения моделей (3) и (4) до
модели (2).

4 Использование метода
генерации псевдовыборок
для оценки целесообразности
усложнения модели

Объединенная модель (2) статистически досто-
верна, как и более простые модели (3) и (4). Но
существует ли при этом комбинированный, синер-
гетический эффект, можно ли доказать, что объ-
единенная модель действительно лучше? Подходы
к ответу на этот вопрос будут приведены в данном
разделе.

Опишем алгоритм, применявшийся для оценки
целесообразности использования для описания ди-
намики Y обоих факторов производства — I и L.
Поскольку обычныйR2 может только увеличивать-
ся при введении в модель новой переменной, даже
при использовании в качестве всех данных случай-
но сгенерированных псевдовыборок расчет по мо-
дели с дополнительной имитируемой случайным
процессом переменной даст некоторый прирост
в значении R2. Прирост будет и при добавлении
такой переменной к реальным данным. Рассчитав
эти приросты для достаточно большого числа псев-
довыборок и определяя квантили распределения
приростов, можно оценить, насколько достоверно
усложненный вариант модели в действительности
лучше описывает ситуацию по сравнению с исход-
ной моделью, насколько вероятно, что увеличение
значенияR2 (будем обозначать его–R2) не являет-
ся артефактом.

Было проведено сравнение «длинной» моде-
ли (2) с «короткими» моделями (3) и (4). Набор
из 5000 имитируемых длинных моделей рассчиты-
вался на основе реальных данных короткой модели
и случайных псевдовыборок, описываемых форму-
лами (5) и (6) и имитирующих реальные данные
той из переменных длинной модели (2), которая
отсутствует в сравниваемой короткой модели. Для
полученного набора вычислялись значения коэф-
фициентов детерминации. Затем значения R2 «ко-
роткой модели» (3) или (4), посчитанные для ре-
альных данных, вычитались из соответствующих
значений R2 «длинной модели» (2) и определялись
95%-ные квантили полученных наборов –R2. Они
сравнивались с реальными значениями –R2 (т. е.
с такими разностями, где и в короткой, и в длинной
моделях все данные реальны).

Расчеты по сравнению моделей (2) и (3) пока-
зали, что для 61 региона реальные значения –R2

больше 95%-ных квантилей симуляций (5) и для
44 регионов больше 95%-ных квантилей симуля-
ций (6).
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Рис. 2 Ранговое распределение разностей δ = (–R2ÒÅÁÌ − –R2250) реальных значений –R2, рассчитанных по
формулам (2) и (3) (а) и (2) и (4) (б), и разностей 95%-ных квантилей эмпирических распределений –R2 для
симуляций, рассчитанных по формулам (5) (левый столбец) и (6) (правый столбец) для случаев зависимостей от
одной и двух переменных

Сравнение моделей (2) и (4) показало, что зна-
чения –R2 для 38 регионов больше 95%-ных кван-
тилей симуляций (5) и для 13 регионов больше
95%-ных квантилей симуляций (6).

Как видно из результатов расчетов, представ-
ленных на рис. 2, сравнение с симуляциями, осно-
ванными на модели (6), не позволяет сделать вывод
со значимостью на уровне p < 0,05 об информатив-
ности переменной I (инвестиции) для 34 из 78 ре-
гионов. Симуляции по модели (6) не позволяют
сделать вывод со значимостью на уровне p < 0,05 об
информативности переменной L (труд) уже для 65
из 78 регионов.

В описанных выше расчетах информация о каж-
дом из регионов использовалась независимо от ин-
формации о других регионах. Вместе с тем для
каждого отдельного региона вывод основывается
на анализе весьма короткого временн‚ого ряда. Со-
вместное использование информации обо всех ре-
гионах может дать более достоверные результаты
об информативности переменных I и L в целом
безотносительно к каждому конкретному региону.
Поэтому были проведены дополнительные расче-

ты. Были вычислены суммы–R2 по всем регионам
для пар моделей (2), (3) и (2), (4). Такие же сум-
мы были вычислены в каждом случае для 5000 на-
боров из 79 псевдовыборок, где переменная, не
вошедшая в короткую модель, генерировалась по
формулам (5) и (6). Полученные суммы для реаль-
ных данных сравнивались с 95%-ными квантилями
эмпирического распределения разностей коэффи-
циентов детерминации псевдовыборок. Для обеих
пар моделей была показана высокая достоверность
исследуемых разностей–R2. Для случая с короткой
моделью (3) получены интервалы сумм –R2 псев-
довыборок по формуле (5) — (0,28; 1,24) и по фор-
муле (6) — (0,99; 3,23) при реальном значении 6,02.
Для случая с короткой моделью (4) получены интер-
валы сумм –R2 псевдовыборок по формуле (5) —
(0,15; 0,70) и по формуле (6)— (0,42; 1,37), при ре-
альном значении 1,57. Таким образом, в обоих
случаях имеет место высокая достоверность, оце-
ниваемая по крайней мере на уровне p < 0,0002.

Все использованные в статье расчеты проводи-
лись с помощью программ, написанных на язы-
ке R.
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5 Заключение

Использованные в статье методы оценки целе-
сообразности усложнения моделей имеют преиму-
щества перед классической методологией оценки
достоверности регрессии по F- и t-статистикам
и могут быть использованы для широкого класса
моделей. Преимущество заключается, в частности,
в том, что легко учитывается эффект нестацио-
нарности, а также существуют непараметрические
варианты методов. В исследованном случае пе-
рестановочные тесты, бутстрепы и симуляции
с использованием нормального распределения дали
близкие результаты, но такая ситуация не являет-
ся общей, непараметрические методы имеют более
широкую сферу применимости. Представляет ин-
терес интеграция методов исследования нестацио-
нарных процессов непараметрическими методами
с существующими подходами к исследованию па-
нельных данных, что предполагается возможным
предметом дальнейших исследований.
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Abstract: The article describes an approach to comparing alternative variants of linear regression models on time
series and determining the appropriateness of complicating them (by adding new variables) using several variants
of Monte-Carlo methods. The proposed research methods using pseudosampling generation allow taking into
account both the effects associated with possible differences of distributions in empirical data from the Gauss
distribution and the effects associated with possible nonstationarity of the time series under study. For this purpose,
pseudosampling generation is used — time series, which are Gaussian white noise, random walk generation, as well
as the permutation test and the bootstrap method. Reliability of the obtained results is estimated using resampling.
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Applicability of the considered methods is demonstrated by the example of models of investment production
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РЕДУЦИРОВАНИЕ СПЕКТРА МОДЕЛЕЙ ПЕРЕВОДА

В НАДКОРПУСНЫХ БАЗАХ ДАННЫХ

В. А. Нуриев1, И. М. Зацман2

Аннотация: Описывается подход к редуцированию спектра моделей перевода, которые регистрируются
и хранятся в надкорпусных базах данных (НБД). Этот подход ориентирован на применение в професси-
ональном («человеческом») и машинном переводе. В настоящее время информационные ресурсы НБД
обеспечивают решение широкого круга задач, представляющих интерес для информатики, компьютерной
лингвистики и языкознания. В данной статье акцент ставится на возможностях использования НБД в ин-
тересах переводной деятельности — для редуцирования спектра моделей перевода. Как правило, в каждом
конкретном случае переводчик оказывается в ситуации многовариантного выбора: ввиду синонимиче-
ского потенциала, которым обладают естественные языки, вместо единственно возможного решения при
переводе имеется некоторое множество относительно взаимозаменяемых по смыслу эквивалентов, т. е.
«веер альтернатив». Выбирая один вариант из целого ряда потенциально возможных, переводчик, чтобы
максимально сузить диапазон поиска, руководствуется некоторыми релевантными характеристиками
переводимого текста. Цель статьи — описать подход к применению НБД, позволяющий сузить диапазон
поиска релевантной модели перевода.
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1 Введение

В последние несколько десятилетий существен-
но возрос научный и практический интерес к та-
ким информационным ресурсам, как электронные
текстовые корпусы и лингвистические базы дан-
ных. Эти ресурсы обеспечивают получение нового
фундаментального знания, позволяют верифици-
ровать, корректировать и дополнять научные зна-
ния, полученные в докорпусную эпоху [1–3]. Они
открывают широкие возможности для исследовате-
лей-лингвистов, работа которых связана с больши-
ми массивами текстов на естественном языке (см.,
например, [4]). Также представители некоторых
профессий — переводчики, писатели, преподава-
тели (русского языка и литературы, иностранных
языков, культуры речи и т. д.) — получают новые ин-
струменты, с помощью которых рабочий процесс
можно значительно компьютеризировать и опти-
мизировать (см., например, [5–7]).

Разновидностью таких информационных ресур-
сов являются НБД (о НДБ см. [8]), функциониру-
ющие на основе текстов параллельных корпусов,
входящих в состав Национального корпуса русско-
го языка (НКРЯ). Надкорпусные базы данных раз-

рабатываются с 2012 г. в Институте проблем инфор-
матики Федерального исследовательского центра
«Информатика и управление» Российской акаде-
мии наук и представляют собой уникальный ин-
струмент, который имеет ярко выраженную науч-
но-исследовательскую направленность, поскольку
используется для извлечения нового лингвистиче-
ского знания из параллельных текстов. Также он
может широко применяться как в профессиональ-
ной переводческой практике, так и для формирова-
ния лингвистических онтологий, ориентированных
на повышение качества машинного перевода, в том
числе при отсутствии или недостаточном объеме
доступных параллельных текстов [9].

В данной статье рассматриваются возможности
применения НБД в интересах переводной деятель-
ности, и основная цель статьи, таким образом, —
представление подхода к редуцированию спектра
моделей перевода, которые регистрируются и хра-
нятся в НБД. Демонстрация этих возможностей
проводится на примере НБД коннекторов3 (см.
разд. 3). Однако прежде, чем перейти к описанию
указанного подхода, следует дать общее представле-
ние о том, как происходит процесс перевода и как
НБД регистрирует модели перевода.

1Институт проблем информатики Федерального исследовательского центра «Информатика и управление» Российской академии
наук, nurieff.v@gmail.com

2Институт проблем информатики Федерального исследовательского центра «Информатика и управление» Российской академии
наук, izatsman@yandex.ru

3Об НБД коннекторов см. [10–13].
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2 Модели перевода

Результат переводной деятельности — это ре-
ализация в конечном тексте конкретной перевод-
ной модели (устойчивого межъязыкового соответ-
ствия) или окказионального варианта. Изучая пе-
ревод, исследователь стремится реконструировать
переводческое действие, т. е. зафиксировать изме-
нения, которые претерпевает исходный текст (ИТ),
оформляясь на переводящем языке (ПЯ).

В некоторых работах по теории и практике
перевода отмечается: «Основная особенность. . .
перевода состоит в жестко детерминированных
отношениях между системами языка-источника
и принимающего языка, которые в большинстве
случаев предписывают вполне однозначное реше-
ние той или иной конкретной переводческой зада-
чи» [14, с. 47]. В отдельных случаях, возможно, это
так, однако обычно при переводе однозначность
переводческого решения (в выборе конкретного ва-
рианта или модели) не настолько очевидна. Вряд ли
было бы корректно «говорить о возможности лишь
одного единственно правильного варианта перево-
да (как некорректно. . . говорить об одной един-
ственно возможной интерпретации. . . в обычных
условиях общения)» [15, с. 22]. В силу синонимиче-
ского потенциала, которым обладают естественные
языки, вместо единственно возможного решения
при переводе, как правило, имеется некоторое мно-
жество относительно взаимозаменяемых по смыслу
эквивалентов, т. е. «веер альтернатив».

Переводчик интерпретирует ИТ и, руководству-
ясь своей интерпретацией, занимается отбором
в ПЯ соответствующих средств выражения. Если
ИТ — это определенным образом упорядоченная
информационно нагруженная последовательность
знаков, то «интерпретационная сторона знака — это
вся совокупность ситуационных факторов понима-
ния (предметных, коммуникативных, социокуль-
турных), которые обусловливают необходимость
употребления знака в момент речи» [15, с. 25].
Другими словами, ИТ представляет собой коди-
рованное средствами естественного языка смысло-
вое содержание, объем которого может изменяться
в процессе перевода. С точки зрения информа-
тики процессы профессионального (выполняемо-
го человеком-специалистом) перевода суть инфор-
мационные трансформации объектов ментальной
и социоинформационной сред, а процессы машин-
ного перевода — информационные трансформа-

ции объектов социоинформационной и цифровой
сред1. Рисунок иллюстрирует средовую принад-
лежность информационных трансформаций в про-
фессиональном и машинном переводе на примере
перевода книги.

С точки зрения теории перевода переводящий
субъект обрабатывает конкретный языковой знак,
перебирая возможные его смысловые значения,
актуализированные в заданном языковом окруже-
нии — контексте, а затем выбирает соответствую-
щие средства, доступные на ПЯ.

Выбор происходит из объектов, представля-
ющих собой переводные соответствия — модели

перевода, которые уже систематизированы и гене-
рализованы по разным основаниям, а также зафик-
сированы в контрастивных грамматиках, двуязыч-
ных словарях, учебниках по переводу и т. д. Для
использования в машинном переводе этим моде-
лям присваиваются формальные признаки, харак-
теризующие сферу применения, что обеспечивает
НБД, регистрирующая модели перевода. Регистра-
ция/интеграция информации о моделях перевода
и их признаках в НБД осуществляется на основе
анализа параллельных текстов (ИТ и его перево-
да, выполненного человеком-специалистом). Эта
информация, в свою очередь, может быть использо-
вана для повышения качества машинного перевода
путем редуцирования всего спектра моделей на эта-
пе спецификации, т. е. выбора одного конкретного
межъязыкового соответствия из этого спектра.

В наборе зафиксированных моделей перевода
может не оказаться нужного варианта, и тогда перед
переводчиком встает задача выявления смысловых
компонентов (= концептов), необходимых для ин-
терпретации обрабатываемой языковой единицы,
чтобы впоследствии путем обобщения отнести ее
к той или иной семантической общности и обнару-
жить ее возможные переводные соответствия2.

Спектр моделей перевода для разных языковых
единиц наряду с двуязычными словарями и контра-
стивными грамматиками может регистрироваться
и аннотироваться (т. е. описываться в соответствии
с определенным набором рубрик) также в элек-
тронных базах данных, в том числе в НБД. Одной
из таких баз данных служит НБД коннекторов3, ко-
торая упоминалась выше. Она предоставляет ряд
возможностей в отношении динамической (on-the-
fly) генерализации примеров и моделей перевода
по разным основаниям (логико-семантические от-

1Понятие информационной трансформации во многом совпадает с трактовкой, предложенной П. Розенблумом (см. [16, 17]).
2Таким образом, в процессе перевода используются две категории моделей перевода: (1) «внешние», которые описаны в словарях,

справочниках, грамматиках и т. д.; (2) «индивидуализированные», которые созданы переводящим субъектом и не являются частью
существующего множества «внешних» моделей перевода.

3Коннектор — языковая единица, функция которой состоит в выражении логико-семантических отношений между двумя
соединенными с ее помощью текстовыми фрагментами (см. подробнее [18–20]).
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Информационные трансформации в профессиональном и машинном переводе: префикс И (И-концепт, И-слово,
И-знак) относится к системе исходного языка; префикс П (П-концепт, П-слово, П-знак) — к системе ПЯ; фигурные
скобки указывают направление процессов профессионального и машинного перевода

ношения, устанавливаемые коннектором; структу-
ра коннектора; его позиция, статус и т. д.) [21].
В НБД предусмотрено формирование и визуализа-
ция спектра моделей перевода каждого коннектора
(см. пример в [22, табл. 2]).

Для параллельных текстов пользователь НБД
имеет возможность интерактивно осуществить
обратный переход от генерализованных моделей
перевода к примерам их использования в текстах,
т. е. полностью обратить процесс генерализации.
Чтобы обеспечить обратимость, в НБД каждый
пример перевода связан с соответствующей дина-
мически сформированной моделью перевода, ко-
торая имеет гипертекстовую ссылку на список всех
примеров ее реализации. Иными словами, наряду
с динамической генерализацией моделей перевода
НБД обеспечивает и их спецификацию с помощью
гипертекстовых ссылок [21].

3 Спектр моделей перевода

Подход к редуцированию спектра переводов,
представляемый здесь, носит пошаговый харак-

тер и включает в себя несколько основных эта-
пов. Реализуемость подхода демонстрируется на
примере аннотаций НБД коннекторов и текс-
тов французско-русского параллельного подкор-
пуса1, входящего в состав НКРЯ. По состо-
янию на 31.03.2020 объем этих текстов в НБД
составлял 649 245 французских словоупотреблений
и 509 033 русских, а всего 1 158 278 словоупотребле-
ний (= токенов).

На первом этапе был отобран один из наиболее
частотных однокомпонентных французских кон-
некторов — c’est-à-dire (204 аннотации). На основе
аннотаций НБД для него был сформирован экс-
периментальный массив моделей перевода в виде
кортежей 〈c’est-à-dire; вариант перевода〉.

Например, для наиболее продуктивной моде-
ли перевода кортеж принимает следующий вид:
〈c’est-à-dire; то есть〉 (см. варианты перевода
в табл. 1). Для этого массива генерализо-
ванная модель перевода имеет вид 〈c’est-à-dire;
{вариант перевода}〉, где вариант перевода обозна-
чает весь спектр таких вариантов во втором столбце
табл. 1.

1Аннотации коннекторов в НБД формируются посредством обработки параллельных текстов, включающих ИТ и их переводы.
Для эксперимента, описываемого в данной статье, привлекались профессиональные переводы.
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Таблица 1 Варианты перевода французского
коннектора c’est-à-dire

№ Вариант перевода
Число

аннотаций
1 то есть 157
2 zero (нулевой эквивалент) 29
3 иными словами 8
4 иначе говоря 2
5 — (тире) 5
6 а 1
7 итого 1
8 : (двоеточие) 1

Всего аннотаций: 204

Затем было определено число аннотаций с раз-
личными сочетаниями рубрик, использованных
для аннотирования текстовых фрагментов, где
употреблен коннектор c’est-à-dire (табл. 2)1. Эта
таблица показывает, какие рубрики характеризуют
модель перевода в НБД, а также насколько продук-
тивна эта модель при том или ином их сочетании.

Экспериментальные данные включают сле-
дующие рубрики: порядок следования свя-
зываемых коннектором текстовых фрагментов
(p CNT q); встраивающий/встроенный коннек-
тор (SubCNT/SuperCNT); маркирует часть пред-
ложения без предикации / с предикацией; ди-
стантное/контактное расположение составляющих
в неоднословных коннекторах (контакт/дистант);
позиция (начальная/неначальная/конечная); ло-
гико-семантические отношения, устанавливаемые

коннектором (переформулирование и т. д.); мар-
кирует сверхфразовое единство, самостоятельное
повествовательное предложение, сложное предло-
жение и т. д. Релевантность приведенных рубрик
определялась в ходе предыдущих корпусно-ориен-
тированных контрастивных исследований, инстру-
ментом в которых служила НБД коннекторов. Ре-
зультаты некоторых исследований см. в [19–25].

Приведенные в табл. 2 рубрики, характеризу-
ющие коннектор и его контекст, были проанали-
зированы на предмет их релевантности для выбо-
ра переводного варианта2. Следовало определить,
позволяет ли имеющийся в НБД (исходно задан-
ный исследователями-лингвистами3) набор рубрик
сузить область переводческого поиска, т. е. редуци-
ровать спектр моделей перевода.

Планировалось ответить экспериментально на
следующий вопрос: «Насколько исходно заданная
в НБД система классификационных рубрик дает
возможность редуцировать спектр конкретных мо-
делей перевода?» Для получения ответа на этот во-
прос был проведен семантический анализ распре-
деления аннотаций как по рубрикам, так и по их
сочетаниям.

В табл. 1 показано, что французский коннектор
имеет более чем одно переводное соответствие на
русском языке: для c’est-à-dire в НБД на 31.03.2020
зарегистрировано 8 вариантов перевода, включая 2
с пунктуационными знаками. Чтобы переводчик
мог существенно редуцировать этот спектр пере-
водных вариантов, указанных в табл. 2 рубрик не-
достаточно. По-видимому, в интересах переводной

Таблица 2 Число аннотаций с моделями перевода для c’est-à-dire (первые два столбца) при сочетании
рубрик (третий столбец)

Оригинал
Вариант
перевода

Сочетание рубрик
Число

аннотаций

c’est-à-dire то есть
p CNT q + SubCNT + SuperCNT + без предикации +
+ контакт + начальная + переформулирование

10

zero
p CNT q + SubCNT + SuperCNT + без предикации +
+ контакт + начальная + переформулирование

1

то есть
p CNT q + SubCNT + SuperCNT + контакт + начальная +
+ переформулирование + сложное предложение

1

то есть
p CNT q + SubCNT + без предикации + контакт + начальная +
+ переформулирование

33

zero
p CNT q + SubCNT + вставка + контакт + начальная +
+ переформулирование

1

— Другие сочетания рубрик 158
Итого: 204

1Исследуемые сочетания рубрик встретились в 46 из 204 аннотаций с коннектором c’est-à-dire.
2Анализ проводился одним из соавторов данной статьи В. А. Нуриевым — профессиональным переводчиком, имеющим опубли-

кованные переводы с французского и английского языков.
3Набор рубрик исходно формировался лингвистами, исходя из определенных задач, напрямую не связанных с переводческой

деятельностью.
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деятельности число рубрик необходимо увеличить.
Этот промежуточный вывод позволили сделать не-
сколько следующих наблюдений:

– 83% случаев употребления c’est-à-dire (170 ан-
нотаций из 204) в НБД приходится на сборник
научных статей Ж. Женетта «Фигуры»;

– 86% случаев перевода c’est-à-dire нулевым экви-
валентом (25 аннотаций из 29) также прихо-
дится на эту работу, что, по-видимому, мо-
тивировано необходимостью синонимического
варьирования в подборе эквивалентов;

– этой же необходимостью мотивировано упо-
требление при переводе c’est-à-dire в «Фигурах»
Ж. Женетта других переводных соответствий
типа иными словами (5 вхождений); иначе говоря

(2 вхождения), тире (1 вхождение);

– нулевой эквивалент часто требует значитель-
ной синтаксической переработки высказыва-
ния и влечет за собой изменение его общего
смысла;

– реализация модели перевода 〈c’est-à-dire; то

есть〉 больше характерна для научного стиля —
87% случаев употребления то есть зафиксиро-
вано в переводе «Фигур» Ж. Женетта;

– при переводе текстов художественных жанров
наблюдается тенденция к большему синони-
мическому варьированию, здесь реализуются
такие модели перевода c’est-à-dire, как тире
(4 вхождения), иными словами (3 вхождения),
а (1 вхождение), итого (1 вхождение), двоето-
чие (1 вхождение);

– нулевой эквивалент для текстов художествен-
ных жанров менее характерен (14% всех случа-
ев, причем в разных переводах).

На основе этих наблюдений можно предположить,
что в НБД необходимо ввести дополнительную руб-
рику «художественный/нехудожественный текст»,
которая позволит редуцировать спектр моделей пе-
ревода.

4 Заключение

В статье предложен подход к применению НБД
для редуцирования спектра моделей перевода, на
основе которого планируется вычислить их услов-
ные частотности с разными сочетаниями рубрик,
проставленными в процессе аннотирования. Пред-
лагаемый подход иллюстрируется на примере ана-
лиза моделей перевода французского коннектора

c’est-à-dire. Планируется выполнить проверку ре-
ализуемости этого подхода на примере несколь-
ких французских коннекторов, включая comme, чье
употребление1 характеризуется большей равномер-
ностью — случаи его употребления относительно
равномерно распределяются по целому ряду разно-
жанровых текстов, принадлежащих разным авто-
рам (О. де Бальзак, Ф. Бегбедер, Ж. Верн, Р. Госин-
ни, Ж. Женетт, Ж. Кокто, П. Модиано и др.). Кроме
того, для comme зафиксировано большее много-
образие вариантов перевода (31 вариант на 206 ан-
нотаций в НБД по состоянию на 31.03.2020) и этот
коннектор, в отличие от c’est-à-dire, устанавли-
вающего только один тип логико-семантических
отношений (переформулирования), может сигна-
лизировать о четырех разных типах отношений
(пропозициональной причины; аддитивные про-
позициональные отношения; отношение аналогии;
сравнительные отношения).
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Abstract: The paper describes an approach aimed at reducing the spectrum of translation models that are registered
in supracorpora databases (SDB). This approach may be applied to both professional (made by the human) and
machine translation. As of today, one can use the information resources of the SDB to research the problems
of interest to computing, computer linguistics and linguistic theory. Here, the focus is on examining if and how
the SDB can be used in translation practice — for reducing the spectrum of translation models. Very often
while translating, a translator finds himself/herself in a multiple-choice situation: due to the synonymic potential,
characteristic of natural languages, in translation instead of the only possible solution, there is a set of relatively
interchangeable equivalents, i. e., “fan of alternatives.” Choosing from a (sometimes wide) range of variants,
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goal of the paper is to describe the approach that would allow one to use the SDB for narrowing the choice set of
relevant translation models.
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Рустем Бадриевич Сейфуль-Мулюков

1928–2020

Редакция журнала «Информатика и её применения» с глубоким прискорбием сообщают, что 17 марта
2020 г. на 93-м году жизни скончался заведующий редакцией журнала, главный научный сотрудник Фе-
дерального исследовательского центра «Информатика и управление» Российской академии наук Рустем
Бадриевич Сейфуль-Мулюков.

Всю свою жизнь Рустем Бадриевич посвятил служению науке. Закончив в 1956 г. аспирантуру
Московского ордена Трудового Красного знамени Нефтяного института им. академика И. М. Губкина, он
прошел путь от заведующего отделом Института геологии зарубежных стран Министерства геологии СССР
до заместителя директора ВИНИТИ АН СССР, доктора геолого-минералогических наук, профессора.

С марта 2002 г. Рустем Бадриевич успешно применял свои знания и организационный талант в ИПИ
РАН (в дальнейшем — ФИЦ ИУ РАН), в котором руководил лабораторией и отделом, занимающимися
вопросами технологий информационной технической деятельности. Р. Б. Сейфуль-Мулюков, являясь
автором значительного количества научных трудов и монографий по геологии, информационным техно-
логиям и теоретической информатике, осуществлял организацию издания монографий ИПИ РАН и ФИЦ
ИУ РАН, библиографий научных сотрудников Центра.

Р. Б. Сейфуль-Мулюков являлся заведующим редакцией журналов «Информатика и её применения»
и «Системы и средства информатики», членом редколлегии журнала «Системы и средства информатики».
Он вложил огромный вклад в становление и развитие этих журналов, организацию их регистрации,
функционирования, редактуры и издания. Включение этих журналов в ряд отечественных и зарубежных
информационных баз и систем цитирования во многом является его личной заслугой.

На всех занимаемых должностях Рустем Бадриевич отличался высоким профессионализмом, предан-
ностью делу и вниманием к коллегам.

Рустема Бадриевича отличали доброта, отзывчивость, неиссякаемый оптимизм, простота и сердеч-
ность.

Коллеги Рустема Бадриевича запомнят его как многогранного в своих увлечениях человека, живописца,
эрудита и энциклопедиста, интересующегося историей, литературой и искусством.

Выражаем глубокое соболезнование семье, родственникам, друзьям и коллегам по работе в связи
с тяжелой невосполнимой утратой. Светлый образ Рустема Бадриевича навсегда сохранится в нашей
памяти.
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