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АСИМПТОТИЧЕСКАЯ РЕГУЛЯРНОСТЬ ВЕЙВЛЕТ-МЕТОДОВ

ОБРАЩЕНИЯ ЛИНЕЙНЫХ ОДНОРОДНЫХ ОПЕРАТОРОВ

ПО НАБЛЮДЕНИЯМ, РЕГИСТРИРУЕМЫМ В СЛУЧАЙНЫЕ

МОМЕНТЫ ВРЕМЕНИ∗

О. В. Шестаков1

Аннотация: При решении обратных статистических задач часто приходится обращать некоторый линей-
ный однородный оператор, и обычно бывает необходимо использовать методы регуляризации, поскольку
наблюдаемые данные, как правило, зашумлены. Популярными методами подавления шума являются
процедуры пороговой обработки коэффициентов разложения наблюдаемой функции по специальному
базису. Преимущества данных методов заключаются в их вычислительной эффективности и возможности
адаптации как к виду оператора, так и к локальным особенностям оцениваемой функции. Анализ по-
грешностей этих методов представляет собой важную практическую задачу, поскольку позволяет оценить
качество как самих методов, так и используемого оборудования. Иногда природа данных такова, что
регистрация наблюдений проводится в случайные моменты времени. Если точки отсчетов образуют
вариационный ряд, построенный по выборке из равномерного распределения на отрезке регистрации
данных, то использование обычных процедур пороговой обработки оказывается адекватным. В данной
работе проводится анализ оценки среднеквадратичного риска при обращении линейных однородных опе-
раторов и показывается, что при определенных условиях данная оценка является сильно состоятельной
и асимптотически нормальной.

Ключевые слова: пороговая обработка; линейный однородный оператор; случайные отсчеты; оценка
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1 Введение

Во многих прикладных задачах используются
математические модели, в которых предполагает-
ся, что данные наблюдаются не напрямую, а по-
сле некоторого линейного преобразования, и если
в наблюдаемых данных содержится шум, то не-
обходимо применять методы регуляризации. Не-
линейные методы подавления шума с помощью
вейвлет-разложения и процедур пороговой обра-
ботки приобрели значительную популярность. Эти
методы хорошо изучены, и предложены способы
нахождения оптимальных параметров для различ-
ных классов функций, описывающих наблюдаемые
данные [1–4]. Также изучены статистические свой-
ства оценки среднеквадратичного риска. Показано,
что при определенных условиях она оказывается
сильно состоятельной и асимптотически нормаль-
ной [5–7].

В некоторых ситуациях нет возможности (или
она сильно затруднена) регистрировать наблюде-

ния через равные промежутки времени [8]. Ино-
гда природа поступающих данных такова, что ре-
гистрация отсчетов производится в случайные мо-
менты времени. В работе [9] показано, что если
точки отсчетов образуют вариационный ряд, по-
строенный по выборке из равномерного рас-
пределения на отрезке регистрации данных, то
при использовании обычной пороговой обработ-
ки вейвлет-коэффициентов порядок среднеквадра-
тичного риска остается с точностью до логарифми-
ческого множителя равным оптимальному порядку
в классе функций, регулярных по Липшицу.

В данной работе рассматривается статистиче-
ская оценка среднеквадратичного риска пороговой
обработки коэффициентов при обращении линей-
ных однородных операторов и показывается, что
статистические свойства этой оценки также не ме-
няются при переходе от фиксированной равномер-
ной сетки отсчетов к случайной. Оценка остается
сильно состоятельной и асимптотически нормаль-
ной, т. е. сохраняет асимптотическую регулярность.

∗Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фонда (проект 18-11-00155).
1Московский государственный университет им. М. В. Ломоносова, кафедра математической статистики факультета вычисли-

тельной математики и кибернетики; Институт проблем информатики Федерального исследовательского центра «Информатика
и управление» Российской академии наук, oshestakov@cs.msu.ru
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2 Обращение линейных
однородных операторов

Линейным однородным оператором называется
такое линейное преобразование K искомой функ-
ции f , что

K [f(a(x− x0))] = a
−β(Kf) [a(x− x0)]

для любого x0 и любого a > 0. Параметр β на-
зывается показателем однородности. Примерами
линейных однородных операторов служат оператор
интегрирования, преобразование Гильберта и пре-
образование Абеля. Математические модели с та-
кими операторами используются при решении за-
дач вычислительной томографии, физики плазмы,
оптики и др.

Рассмотрим методы обращения оператора K,
основанные на свойствах вейвлет-разложений [1–
3]. Преимущество этих методов заключается в адап-
тации не только к свойствам оператора K, но
и к свойствам самой искомой функции f .

Вейвлет-разложение функции f ∈ L2(R) имеет
вид:

f =
∑

j,k∈Z

〈f, ψj,k〉ψj,k, (1)

где ψj.k(x) = 2
j/2ψ(2jx−k), а ψ(x)— некоторая ма-

теринская вейвлет-функция (семейство {ψj,k}j,k∈Z

образует ортонормированный базис в L2(R)). Ин-
декс j в (1) называется масштабом, а индекс k —
сдвигом. В дальнейшем будут рассматриваться
функции f на отрезке [0, 1], равномерно регуляр-
ные по Липшицу с некоторым показателем γ > β
и константой Липшица L > 0. Для таких функ-
ций известно [10], что если вейвлет-функцияM раз
непрерывно дифференцируема (M > γ), имеет M
нулевых моментов и достаточно быстро убывает
на бесконечности, т. е. существует такая константа
CA > 0, что

∞∫

−∞

(1 + |t|γ) |ψ(t)| dt 6 CA,

то найдется такая константа A > 0, что

|〈f, ψj,k〉| 6
A

2j(γ+1/2)
. (2)

Поскольку оператор K линеен и однороден,
существуют такие функции ξj,k, что 〈Kf, ξj,k〉 =
= 〈f, ψj,k〉 [1]. Функции ξj,k называются вейглета-
ми. По своим свойствам они похожи на вейвлеты
и также представляют собой сдвиги и растяжения
некоторой материнской функции ξ.

Далее пусть ξj,k = λj,kuj,k, где λj,k =
= ‖(K∗)−1ψj,k‖. Можно показать, что λj,k =
= 2βjλ0,0. При этом функция f представляется
в виде ряда

f =
∑

j,k∈Z

λj,k〈Kf, uj,k〉ψj,k. (3)

Как видно, в (3) коэффициенты разложения выра-
жаются через Kf , а не через f . Эта формула лежит
в основе метода обращенияK, который называется
вейвлет-вейглет-разложением.

Аналогично по базису вейвлет-фукций можно
разложить Kf :

Kf =
∑

j,k∈Z

〈Kf,ψj,k〉ψj,k.

Функции ψj,k не обязаны совпадать с функциями
в разложении (1), но для удобства будем обозначать
их так же. Если функции Kf и ψ удовлетворяют
перечисленным выше условиям, то найдется такая
константа CK > 0, что

|〈Kf,ψj,k〉| 6
CK

2j(γ+1/2)
. (4)

Далее через Lip(γ) будем обозначать класс ре-
гулярных по Липшицу функций, коэффициенты
разложения которых удовлетворяют (2) или (4) в за-
висимости от используемого метода обращения.

Пусть теперь λj,k =
∥∥K−1ψj,k

∥∥, тогда λj,k =
= 2βjλ0,0, а функция f представляется в виде ря-
да [3]:

f =
∑

j,k∈Z

λj,k〈Kf,ψj,k〉uj,k, (5)

где uj,k = K
−1ψj,k/λj,k. Функции uj,k не совпадают

с функциями в разложении (3), однако по аналогии
также называются вейглетами. Формула (5) лежит
в основе еще одного метода обращения, который
называется вейглет-вейвлет-разложением.

Последовательности {uj,k} в обоих разложениях
не образуют ортонормированную систему, однако
если выполнены некоторые условия гладкости, то
они образуют устойчивые базисы [2, 5].

3 Пороговая обработка
коэффициентов

Пусть функция Kf(x) задана на отрезке [0, 1].
Предположим, что отсчеты Kf(x) регистрируются
в случайные моменты времени и содержат адди-
тивный шум, т. е. рассмотрим следующую модель
данных:

Yi = Kf(xi) + zi, i = 1, . . . , N
(
N = 2J

)
,
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где xi независимы и равномерно распределены на
[0, 1], а zi — не зависящие от xi и между собой
«шумовые» коэффициенты, относительно которых
предполагается, что они имеют нормальное распре-
деление с нулевым средним и дисперсией σ2.

Пусть 0 6 x(1) < · · · < x(N) 6 1 — вариацион-
ный ряд, построенный по выборке xi, i = 1, . . . , N .
Тогда, перенумеровав Yi и zi, получаем модель

Yi = Kf
(
x(i)
)
+ εi, i = 1, . . . , N , (6)

где εi имеют такую же структуру, как zi. Наблю-
дения состоят из пар (x(1), Y1), . . . , (x(N), YN ), в ко-
торых расстояния между отсчетами в общем случае
не равны. При этом Ex(i) = i/(N + 1). Наряду
с (6) рассмотрим выборку с равными расстояниями
между отсчетами

(
1

N + 1
, Z1

)
, . . . ,

(
N

N + 1
, ZN

)
. (7)

где

Zi = Kf

(
i

N + 1

)
+ εi, i = 1, . . . , N .

Применяя к выборке (7) дискретное вейглет-
или вейвлет-преобразование [6, 7], можно перейти
к моделям дискретных коэффициентов.

Для метода вейвлет-вейглет-разложения имеем

ZW
j,k = µ

W
j,k + wj,k, (8)

где µW
j,k ≈ 2J/2〈Kf, uj,k〉, а шумовые коэффици-

енты wj,k имеют нормальное распределение с ну-
левым средним и не являются независимыми.
Дисперсии σ21 коэффициентов wj,k зависят от ви-
да оператора и выбранного вейвлет-базиса, но не
зависят от j и k [4].

Модель вейглет-вейвлет-коэффициентов имеет
вид:

ZV
j,k = µ

V
j,k + vj,k, (9)

где µV
j,k ≈ 2J/2〈Kf,ψj,k〉, а шумовые коэффициен-

ты vj,k независимы и имеют нормальное распреде-
ление с нулевым средним и дисперсией σ22 = σ

2.
Популярным методом подавления шума явля-

ется пороговая обработка эмпирических коэффи-
циентов. К коэффициентам в моделях (8) или (9)
применяется функция жесткой пороговой обработ-
ки ρH(x, T ) = y1(|x| > T ) или мягкой пороговой
обработки ρS(x, T ) = sgn(x) (|x| − T )+ с порогом T .
Смысл пороговой обработки заключается в удале-
нии достаточно маленьких коэффициентов, кото-
рые считаются шумом.

Далее для сокращения записи будем обозначать
через Wj,k «зашумленные» коэффициенты моде-
лей (8) и (9), а через µj,k — «чистые» коэффици-

енты этих моделей. Через Ŵj,k будем обозначать

оценки µj,k, полученные с помощью пороговой
обработки. Также дисперсии шумовых коэффици-
ентов σ21 и σ22 будем обозначать одним символом σ2

(хотя эти дисперсии, вообще говоря, различны).
Если применить дискретное вейглет- или вейв-

лет-преобразование к выборке (6), то получится
набор эмпирических коэффициентов

Vj,k = νj,k + ξj,k, j = 0, . . . , J − 1, k = 0, . . . , 2j − 1,

где ξj,k равны wj,k или vj,k в зависимости от то-
го, используется модель (8) или (9). Здесь νj,k —
коэффициенты дискретного преобразования «чис-
той» выборки Kf

(
x(1)

)
, . . . ,Kf

(
x(N)

)
. В общем

случае Vj,k не равны Wj,k и νj,k не равны µj,k. Од-
нако к Vj,k можно применить ту же процедуру, что

и к коэффициентам Wj,k, и получить оценки V̂j,k.
В следующих разделах обсуждаются свойства таких
оценок.

4 Среднеквадратичный риск
пороговой обработки

Среднеквадратичный риск пороговой обработ-
ки для выборки со случайными точками отсчетов
определим как

Rν(f, T ) =
J−1∑

j=0

2j−1∑

k=0

λ2j,kE(V̂j,k − µj,k)
2.

Также определим среднеквадратичный риск для вы-
борки с равными расстояниями между отсчетами:

Rµ(f, T ) =

J−1∑

j=0

2j−1∑

k=0

λ2j,kE(Ŵj,k − µj,k)
2.

Выбор величины порога — одна из основных
задач при пороговой обработке. Для класса Lip(γ)
близким к оптимальному является порог

Tγ = σ

√
4γ

2γ + 1
(1 + 2β) ln 2J .

Используя результаты работ [1, 4], можно убе-
диться, что справедливо следующее утверждение
о порядке Rµ(f, Tγ).

Теорема 1. ПустьKf ∈ Lip(γ) на отрезке [0, 1] с γ >
> β и вейвлет-функция удовлетворяет перечислен-

ным выше условиям. Тогда при выборе порога Tγ

справедливо

Rµ(f, Tγ) 6 C · 2J(2β+1)/(2γ+1)J (2γ+2β+2)/(2γ+1),

где C — некоторая положительная константа.
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Также, повторяя рассуждения работы [9], мож-
но показать, что при γ > max(β, 1/2) аналогич-
ное утверждение справедливо для Rν(f, Tγ). Таким
образом, замена равноотстоящих точек отсчетов на
случайные не ухудшает оценку порядка среднеквад-
ратичного риска.

5 Свойства статистической
оценки среднеквадратичного
риска

В практических ситуациях вычислить значение
среднеквадратичного риска нельзя, поскольку оно
зависит от ненаблюдаемых «чистых» коэффициен-
тов. Однако можно построить его оценку, используя
только наблюдаемые данные. Эта оценка опреде-
ляется выражением [10]:

R̂ν(f, T ) =

J−1∑

j=0

2j−1∑

k=0

λ2j,kF [Vj,k, T ] , (10)

где

F [Vj,k, T ] =

=






(
V 2j,k − σ2

)
1(|Vj,k| 6 T ) + σ21(|Vj,k| > T )

в случае жесткой пороговой обработки;(
V 2j,k − σ2

)
1(|Vj,k| 6 T ) +

+
(
σ2 + T 2

)
1(|Vj,k| > T )

в случае мягкой пороговой обработки.

Оценка (10) дает возможность получить пред-
ставление о погрешности, с которой оценивается
функция f . Докажем утверждение о ее асимптоти-
ческой нормальности.

Теорема 2. ПустьKf ∈ Lip(γ) на отрезке [0, 1] с γ >
> 1/2+β и вейвлет-функция удовлетворяет перечис-

ленным выше условиям. Тогда при жесткой и мягкой

пороговых обработках

P

(
R̂ν (f, Tγ)−Rν (f, Tγ)

DJ
< x

)
→ �(x)

при J → ∞,

где�(x)— функция распределения стандартного нор-

мального закона. При использовании метода вейглет-

вейвлет-разложения

DJ = σ
2λ20,0

√
2(24β+1 − 1)−12J(1/2+2β) ,

а при использовании метода вейвлет-вейглет-разло-

жения

DJ = Cβ2
J(1/2+2β) ,

где константа Cβ имеет более сложную структу-

ру [6] и зависит от используемого базиса и вида опе-

ратора K.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Докажем теорему для случая
жесткой пороговой обработки. В случае мягкой
пороговой обработки доказательство аналогично.

Наряду с R̂ν(f, Tγ) рассмотрим

R̂µ(f, Tγ) =

J−1∑

j=0

2j−1∑

k=0

λ2j,kF [Wj,k, Tγ ]

и запишем разность R̂ν(f, Tγ)−Rν(f, Tγ) в виде

R̂ν (f, Tγ)−Rν (f, Tγ) = R̂µ (f, Tγ)−Rµ (f, Tγ) + R̃,

где

R̃ = R̂ν (f, Tγ)−R̂µ (f, Tγ)−(Rν(f, Tγ)−Rµ (f, Tγ)) .

В [6, 11] показано, что при γ > 1/2 + β

P

(
R̂µ(f, Tγ)−Rµ (f, Tγ)

DJ
< x

)
→ �(x)

при J → ∞ .

Следовательно, для доказательства теоремы доста-
точно показать, что

R̃

2J(1/2+2β)
P−→ 0 при J → ∞ .

Если γ > max(β, 1/2), то в силу теоремы 1 и анало-
гичного утверждения для Rν(f, T )

Rν(f, Tγ)−Rµ(f, Tγ)

2J(1/2+2β)
→ 0 при J → ∞ .

Далее пусть

j0 ≈
J

2γ + 1
+

1

2γ + 1
log2 J .

Представим R̂ν(f, Tγ)− R̂µ(f, Tγ) в виде

R̂ν(f, Tγ)− R̂µ(f, Tγ) = S1 + S2,

где

S1 =

j0−1∑

j=0

2j−1∑

k=0

λ2j,k (F [Vj,k, Tγ ]− F [Wj,k, Tγ ]) ;

S2 =

J−1∑

j=j0

2j−1∑

k=0

λ2j,k (F [Vj,k, Tγ ]− F [Wj,k, Tγ ]) .
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Поскольку как в случае жесткой, так и в случае
мягкой пороговой обработки

|F [Vj,k, Tγ ]| ≤ T 2γ + σ
2,

|F [Wj,k, Tγ ]| ≤ T 2γ + σ
2 п.в.,

}
(11)

то для γ > max(β, 1/2)

S1

2J(1/2+2β)
P−→ 0 при J → ∞.

Далее

S2 =

J−1∑

j=j0

2j−1∑

k=0

λ2j,k (F [Vj,k, Tγ ]− F [Wj,k, Tγ ]) =

=

J−1∑

j=j0

2j−1∑

k=0

λ2j,k(V
2
j,k −W 2

j,k) +

+
J−1∑

j=j0

2j−1∑

k=0

λ2j,k(W
2
j,k − 2σ2)×

× 1(|Vj,k| 6 Tγ , |Wj,k| > Tγ) +

+

J−1∑

j=j0

2j−1∑

k=0

λ2j,k(2σ
2−V 2j,k)1(|Vj,k| > Tγ , |Wj,k| 6 Tγ)+

+
J−1∑

j=j0

2j−1∑

k=0

λ2j,k(W
2
j,k − V 2j,k)×

× 1(|Vj,k| > Tγ , |Wj,k| > Tγ). (12)

Рассмотрим сумму

J−1∑

j=j0

2j−1∑

k=0

λ2j,k(V
2
j,k −W 2

j,k) =

=

J−1∑

j=j0

2j−1∑

k=0

λ2j,k(ν
2
j,k − µ2j,k) +

+ 2

J−1∑

j=j0

2j−1∑

k=0

ξj,kλ
2
j,k(νj,k − µj,k).

Учитывая устойчивость вейглет-базиса и резуль-
таты работ [9, 12], можно показать, что услов-
ное распределение этой суммы при фиксирован-
ных xi нормально с математическим ожиданием∑J−1

j=j0

∑2J−1
k=0 λ2j,k(ν

2
j,k − µ2j,k) и дисперсией, не пре-

восходящейCλσ
2
∑J−1

j=j0

∑2J−1
k=0 λ4j,k(νj,k−µj,k)

2, где
константа Cλ зависит от выбранного базиса и вида
оператора K.

Так как Kf ∈ Lip(γ), то, повторяя рассуждения
работы [12], можно показать, что

Ex

∣∣∣∣∣∣

J−1∑

j=j0

2j−1∑

k=0

λ2j,k
(
ν2j,k − µ2j,k

)
∣∣∣∣∣∣
6

6 C1 · 2J(1+2β−min(2,γ))+C2 · 2J(1+(2β−2γ)/(2γ+1)),

где C1 и C2 — некоторые положительные кон-
станты.

Также, используя оценку из работы [9], получа-
ем, что

Ex

J−1∑

j=j0

2j−1∑

k=0

λ4j,k (νj,k − µj,k)
2 6

6 C3 · 2J(1+4β−min(1,γ)), (13)

гдеC3 — некоторая положительная константа. Сле-
довательно, если γ > max(β, 1/2), то, применяя
неравенство Маркова, получаем, что

1

2J(1/2+2β)

J−1∑

j=j0

2j−1∑

k=0

λ2j,k
(
ν2j,k − µ2j,k

) P−→ 0 ,

1

2J(1+4β)

J−1∑

j=j0

2j−1∑

k=0

λ4j,k(νj,k − µj,k)
2 P−→ 0

при J → ∞. Таким образом,

∑J−1

j=j0

∑2J−1

k=0
λ2j,k

(
V 2j,k −W 2

j,k

)

2J(1/2+2β)
P−→ 0 при J → ∞ .

В оставшихся суммах в (12) содержатся инди-
каторы, в которых либо |Vj,k| > Tγ, либо |Wj,k| >
> Tγ, причем в силу (2) и (4) для всех слагаемых
|µjk| ≤ C4J

−1/2 с некоторой константой C4 > 0.
Повторяя рассуждения из работы [13] с использо-
ванием (13), можно показать, что эти суммы при
делении на 2J(1/2+2β) также сходятся к нулю по
вероятности. Теорема доказана.

Помимо асимптотической нормальности оцен-
ка (10) также обладает свойством сильной состоя-
тельности.

Теорема 3. Пусть выполнены условия теоремы 2. То-

гда при жесткой и мягкой пороговых обработках для

любого α > 1/2

R̂ν(f, Tγ)−Rν(f, Tγ)

2(α+2β)J
→ 0 п.в. при J → ∞.

Поскольку выполнено (11) и при фиксирован-
ных xi слагаемые в (10) условно независимы (или
слабо зависимы), доказательство этой теоремы ана-
логично доказательству соответствующего утверж-
дения из работы [14].
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Abstract: When solving inverse statistical problems, it is often necessary to invert some linear homogeneous operator
and it is usually necessary to use regularization methods, since the observed data are noisy. Popular methods for
noise suppression are the procedures of thresholding the expansion coefficients of the observed function. The
advantages of these methods are their computational efficiency and the ability to adapt to both the type of operator
and the local features of the estimated function. An analysis of the errors of these methods is an important practical
task, since it allows one to evaluate the quality of both the methods themselves and the equipment used. Sometimes,
the nature of the data is such that observations are recorded at random times. If the observation points form
a variational series constructed from a sample of a uniform distribution on the data recording interval, then the
use of conventional threshold processing procedures is adequate. The present author analyzes the estimate of the
mean square risk in the problem of inversion of linear homogeneous operators and demonstrates that under certain
conditions, this estimate is strongly consistent and asymptotically normal.
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АНАЛИЗ КОНФИГУРАЦИЙ LSTM-СЕТЕЙ ДЛЯ ПОСТРОЕНИЯ

СРЕДНЕСРОЧНЫХ ВЕКТОРНЫХ ПРОГНОЗОВ∗

А. К. Горшенин1, В. Ю. Кузьмин2

Аннотация: Проанализированы 36 конфигураций архитектур LSTM-сетей (Long Short-Term Memory,
долгая краткосрочная память) для построения прогнозов длительностью до 70 шагов по данным, размер
которых составляет 300–500 элементов. Для вероятностной аппроксимации наблюдений применена
модель на основе конечных смесей нормальных распределений, поэтому в качестве исходных данных
для прогнозирования использованы математическое ожидание, дисперсия, коэффициенты асимметрии
и эксцесса этих смесей. Определены оптимальные конфигурации нейронных сетей и продемонстриро-
вана практическая возможность построения качественных среднесрочных прогнозов при ограниченном
времени обучения. Полученные результаты важны для развития вероятностно-статистического подхода
к описанию эволюции турбулентных процессов в магнитоактивной высокотемпературной плазме.

Ключевые слова: LSTM; прогнозирование; глубокое обучение; высокопроизводительные вычисления;
CUDA
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1 Введение

Традиционно при анализе турбулентного состо-
яния плазмы исследователи пытаются установить
связь между скоростями роста неустойчивых ре-
жимов, условиями их возбуждения и спектрами
флуктуаций, полученными с помощью гирокине-
тического моделирования или в реальных экспери-
ментах. При этом основное внимание уделяется
стационарным режимам, необходимым для рабо-
ты в устойчивом состоянии будущего управляемо-
го термоядерного реактора, а нелинейной стадией
развития турбулентности, ее насыщения, образо-
вания вихрей и их хаотизации обычно пренебрега-
ют. Поэтому исследования, представленные в ста-
тье [1], ориентированы на развитие статистического
подхода к описанию эволюции турбулентных про-
цессов в магнитоактивной высокотемпературной
плазме.

В качестве экспериментальных данных были ис-
пользованы ансамбли диагностик, которые учиты-
вают флуктуации плотности плазмы даже в цент-
ральных областях плазменного столба (подробно
физические эксперименты описаны в статье [2]).

Для решения указанной задачи был использован
математический аппарат на основе конечных нор-
мальных смесей, методов их скользящего разделе-

ния [3, 4] и оценивания параметров с помощью ал-
горитмов EM-типа (expectation-maximization) [5–
10]. С учетом эволюции во времени характеристик
предложенных моделей естественным выглядит во-
прос о возможности их прогнозирования.

Методы машинного обучения и нейронные
сети в исследованиях турбулентной плазмы исполь-
зуются, возможно, не слишком часто, однако по-
зволяют добиваться достаточно заметных резуль-
татов как в вопросах моделирования наблюдаемых
явлений [11–14], так и в задачах анализа и про-
гнозирования нестабильностей и разрушительных
для стеллараторов и токамаков эффектов [15, 16].
Ранее авторами были предложены несколько ар-
хитектур нейронных сетей [17, 18], в том числе
и рекуррентных, для эффективного краткосрочно-
го прогнозирования (т. е. от одного до трех наблю-
дений вперед), а также разработаны инструменты
совместного (векторного) предсказания значений
с помощью сетей прямого распространения [19]
математического ожидания, дисперсии, коэффи-
циентов асимметрии и эксцесса конечных нормаль-
ных смесей в задачах обработки указанных экспе-
риментальных данных.

В данной статье рассматриваются вопросы сред-
несрочного прогнозирования, т. е. предсказания

∗Работа выполнена при частичной поддержке РФФИ (проекты 19-07-00352 и 18-29-03100) и Стипендии Президента Российской
Федерации молодым ученым и аспирантам (СП-538.2018.5). Для ускорения обучения был использован гибридный высокопроизво-
дительный вычислительный комплекс ЦКП «Информатика» ФИЦ ИУ РАН: http://ckp.frccsc.ru.

1Институт проблем информатики Федерального исследовательского центра «Информатика и управление» Российской академии
наук; факультет вычислительной математики и кибернетики Московского государственного университета имени М. В. Ломоносова,
agorshenin@frccsc.ru

2ООО «Вай2Гео», shadesilent@yandex.ru
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значений на 10–70 шагов по входных векторам, раз-
мер которых составляет 300–500 элементов, с по-
мощью LSTM-сетей [20] и их обучения и валидации
на современном высокопроизводительном вычис-
лительном оборудовании.

2 Конфигурации LSTM-сетей
для среднесрочных прогнозов

В этом разделе рассмотрим набор базовых ар-
хитектур и выбранные настройки гиперпараметров
нейронных сетей для построения среднесрочных
прогнозов моментов конечных смешанных вероят-
ностных распределений. Как показано в статье [19],
векторное прогнозирование (т. е. совместное пред-
сказание значений сразу для всех четырех рассмат-
риваемых моментов) ведет к уменьшению времени
обучения по сравнению с последовательной обра-
боткой отдельных рядов, при этом общая точность
прогнозов для каждого ряда только увеличивается.

Для построения среднесрочных векторных про-
гнозов были использованы LSTM-архитектуры —
разновидность рекуррентных нейронных сетей,
успешно зарекомендовавшая себя при решении
задач обработки и прогнозирования различных
временн‚ых рядов. Выбраны три базовые конфигу-
рации архитектур.

I. Входной слой — скрытый слой из 100 нейро-
нов — выходной слой.

II. Входной слой — два скрытых слоя из 150
и 100 нейронов — выходной слой.

III. Входной слой — три скрытых слоя из 200, 150
и 100 нейронов — выходной слой.

Выбор такого количества нейронов связан с тем,
что по результатам предварительного анализа раз-
личных возможных конфигураций было установле-
но, что постепенное уменьшение числа нейронов
в скрытых слоях приводит к повышению скорости
обучения при сравнимой точности результатов.

На вход каждой нейронной сети подается 4N на-
блюдений, где N — ширина окна, на основе кото-
рого делается предсказание, на выходе — 4M на-
блюдений, где M — выбранная длина прогноза.
В данной работе рассмотрены следующие наборы
значений:

N = {300, 400, 500}; M = {10, 30, 50, 70}.

Обучение проводится на протяжении 500 эпох,
при этом возможна досрочная остановка при отсут-
ствии значимого убывания функции потерь в те-

чение 35 эпох подряд. В качестве метода опти-
мизации выбран Adam, так как аналогично слу-
чаю построения краткосрочных прогнозов [18, 19]
использование других функций (NAdam, AdaDelta,
SGD, AdaMax [21]) не приводит к улучшению резуль-
татов. Использована функция активации рацио-
нальная сигмоида, определяемая выражениемx(1+
+ |x|)−1. Эффект переобучения при таком выборе
гиперпараметров для тестовых данных не наблюда-
ется, применение дропаут-слоев [22] в описанных
конфигурациях приводит к ухудшению результатов,
поэтому от их использования в итоговых вариантах
было решено отказаться.

3 Алгоритм среднесрочного
прогнозирования
нестационарных данных
и программные реализации

В данном разделе опишем алгоритм среднесроч-
ного прогнозирования нестационарных данных,
которыми и выступают анализируемые моменты
смесей. Ниже он представлен в виде псевдокода.

Для сравнения скорости построения прогнозов
данный алгоритм тестировался на двух различных
вычислительных системах. Первая из них — персо-
нальный компьютер (ПК) с процессором i7-8750H
и видеокартой NVIDIA GeForce RTX 2070; вто-
рая — гибридный высокопроизводительный вы-
числительный кластер (ГВВК) с двумя процессо-
рами Power9 с тактовой частотой 2,0 ГГц (20 ядер)
и 4 видеокартами NVIDIA Volta V100 (общий объ-
ем памяти 16 ГБ). Обучение нейронных сетей реа-
лизовано на языке программирования Python (вер-
сия 3.6 с использованием библиотек Keras-GPU 2.1
и Tensorflow-GPU 1.2). Для инициализации
системы использована технология контейнериза-
ции [23], что позволило существенно сократить
время развертывания, накладные расходы на по-
лучение и установку совместимых версий пакетов
и абстрагировать приложение от хоста. В теку-
щей версии время развертывания приложения на
ГВВК составило около 3–5 с. Было установле-
но, что использование ГВВК повышает скорость
обучения в 12–27 раз для всех рассмотренных ар-
хитектур. Например, характерная продолжитель-
ность одной эпохи обучения для архитектуры I при
предсказании на 30 шагов вперед по известной вы-
борке в 300 элементов на ГВВК составила 0,93 с,
а на ПК — 24,5 с. Поэтому все рассмотренные
в следующем разделе конфигурации тестировались
именно на ресурсах ГВВК.
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data = [exp, var, kurt, skew]; // Четыре момента смесей

Цикл i = 1 : length(data)
NORMALIZEARRAY(data[i]); // Нормализация каждого момента

// Формирование списка окон с последовательным сдвигом на 1 шаг

windows = [];
Цикл i = 1 : length(data) −windowLength
window = data[i, i+ windowLength];
windows.push(window);

[train, test] = DIVIDETRAINTESTDATA(windows, 0.7);
nn = SEQUENTIAL(); // Создание объекта нейронной сети

Цикл idx = 1 : layerNumber
NN.ADDLAYER(LSTM); // LSTM-слои

NN.ADDLAYER(Flatten); // Слой выравнивания

NN.ADDLAYER(Linear[4 ∗ predictionLength]);
// Обучение модели с использованием Adam и RMSE

NN.COMPILE(optimizer = adam, loss = rmse,metrics = [accuracy, rmse,mae]);
NN.FIT(train, validation = test, callbacks = [EarlyStopping,ReduceLROnPlateau], shuªe = False)

4 Выбор оптимальных
конфигураций нейросетей
для векторных прогнозов
различной длины

Для анализа результатов прогнозирования ис-
пользованы классические метрики — среднеквад-
ратичная ошибка (RMSE, Root Mean Square Error)
и средняя абсолютная ошибка (MAE, Mean Abso-
lute Error). Исходные данные преобразуются та-
ким образом, чтобы обрабатываемые наблюдения
принадлежали отрезку [0, 1]. Соотношение между
обучающими и тестовыми наборами составляет 70%
к 30%.

В таблице приведены данные по ошибкам и ско-
рости обсчета данных на ГВВК для 36 различных
конфигураций нейронных сетей. Наибольший при-
рост точности получается в результате перехода от
архитектуры типа I с одним скрытым слоем к архи-
тектуре типа II с двумя скрытым слоями. В среднем
архитектура II дает на 18% меньшую ошибку RMSE
и на 20% меньшую ошибку MAE. Однако подобное
увеличение точности ведет к повышению длитель-
ности обучения в среднем на 42%.

Важную роль играет соотношение между разме-
ром прогноза и известным окном. Эмпирически
(см. также таблицу) установлено, что если данное
отношение меньше 0,1, то эффект от использо-
вания архитектуры типа II менее заметен. Так,
переход от одного скрытого слоя к двум скрытым
слоям при предсказании 70 наблюдений по 300
предшествующим значениям (упомянутое соотно-

шение составляет около 0,23) ведет к уменьшению
RMSE на 37% и MAE на 44%, а аналогичный переход
при предсказании 10 наблюдений по окну в 500
(т. е. 0,02) — всего лишь к уменьшению на 7,2%
и 6% соответственно. В среднем для всех архи-
тектур время обучения увеличивается на 44%, RMSE
уменьшается на 23%, MAE— на 28%.

Добавление еще одного скрытого слоя (т. е. пе-
реход к архитектуре типа III) увеличивает время
обучения, при этом точность остается сопостави-
мой с точностью архитектуры II. В среднем исполь-
зование третьего слоя уменьшает RMSE на 3% и MAE
на 2%, при этом время обучения возрастает на 14%.
Также стоит отметить, что при этом в ряде случа-
ев (см., например, предсказание на 30 шагов для
окна в 400 элементов, предсказание на 50 шагов
для окна в 500 элементов) ошибки могут несколько
возрасти — обучение моделей с большим числом
скрытых слоев требует менее строгого ограничения
по числу эпох. Дальнейшее наращивание числа
слоев — даже при условии изменения критериев
останова обучения — не дает значимого прироста
точности.

Была рассмотрена модификация архитекту-
ры II, в которой во втором скрытом слое вмес-
то 100 нейронов использованы 150. На тестовых
данных было установлено, что при увеличении вре-
мени обучения на 5%–10% увеличение точности
составляет (в терминах рассматриваемых метрик)
около 1%. Поэтому использование такой конфигу-
рации не представляется оптимальным.

На рисунке представлены примеры графиков
рассчитанных моментов и сделанных прогнозов
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Сравнение точности прогнозирования в метриках RMSE и MAE, а также времени обучения для различных
конфигураций

Размер окна Длительность прогноза Конфигурация архитектуры RMSE MAE Время обучения, с

300

I 0,029 0,020 231,61
10 II 0,025 0,017 391,87

III 0,025 0,017 445,22
I 0,033 0,023 275,05

30 II 0,028 0,019 401,55
III 0,026 0,018 456,62
I 0,034 0,023 291,20

50 II 0,029 0,02 415,51
III 0,026 0,019 473,71
I 0,044 0,034 290,25

70 II 0,028 0,019 420,83
III 0,025 0,017 486,46

400

I 0,028 0,018 628,06
10 II 0,023 0,015 529,25

III 0,023 0,015 534,85
I 0,030 0,020 350,74

30 II 0,025 0,017 519,58
III 0,026 0,02 509,92
I 0,031 0,022 356,43

50 II 0,024 0,016 528,15
III 0,022 0,014 615,32
I 0,028 0,024 361,19

70 II 0,024 0,018 534,51
III 0,025 0,017 629,95

500

I 0,026 0,017 457,90
10 II 0,024 0,016 667,49

III 0,022 0,014 804,82
I 0,029 0,02 463,36

30 II 0,023 0,016 683,53
III 0,022 0,015 824,50
I 0,026 0,018 481,52

50 II 0,022 0,014 696,62
III 0,023 0,016 842,29
I 0,027 0,019 495,84

70 II 0,024 0,017 714,66
III 0,024 0,017 840,07

на 1 и 50 шагов для окна в 500 наблюдений для
архитектуры II.

При рассмотрении наблюдения с номером n
строится среднесрочный прогноз по окну, состав-
ленному из наблюдений с номерами от n − 500 − l
до n− l, где l соответствует длине прогноза (в дан-
ном случае — 1 или 50). Спрогнозированные ря-
ды хорошо приближают исходные (даже с учетом
их явной нестационарности), при этом существен-
ные изменения локальных трендов, выбросы, ведут
к естественному увеличению ошибки (например,
см. наблюдения 820–900 для коэффициента экс-
цесса). Этот эффект может быть частично скомпен-
сирован менее строгими ограничениями на обуче-
ние модели. Аналогично среднесрочный прогноз
не всегда способен предсказать точную величину
изменения поведения ряда, наиболее сильно это

проявляется на наблюдениях 400–420, 430–460 для
дисперсии. При этом предсказания среднесроч-
ных трендов (рост или падение ряда на протяжении
десятков наблюдений) достаточно точны, напри-
мер номер наблюдения с максимальной величиной
у краткосрочного/среднесрочного прогноза и ис-
ходных данных на наблюдениях 620–640 для коэф-
фициента асимметрии совпадает.

5 Заключение

В работе рассмотрено несколько типов архи-
тектур LSTM-сетей, которые при различных кон-
фигурациях позволяют с достаточной точностью
(в терминах метрик RMSE и MAE) и за умеренное
время строить среднесрочные прогнозы существен-
но нестационарных рядов. При этом удается доста-
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Сравнение значений исходных данных (1), прогноза на 1 шаг (2) и на 50 шагов (3) для четырех моментов

точно успешно учитывать среднесрочные тренды,
присутствующие в данных. Установлено, что точ-
ность прогнозирования выбросов и быстрой сме-
ны направлений локальных трендов может быть
повышена за счет увеличения числа эпох обуче-
ния, например до 5000, однако это ведет к суще-
ственному замедлению построения нейросетевых
моделей и практически не требуется для точного
прогнозирования большинства участков анализи-
руемых рядов. Таким образом, создана методоло-
гия обработки подобных данных, сформулирова-
ны практические рекомендации по развертыванию
реализующих ее программных решений на высоко-
производительном вычислительном оборудовании.
Полученные результаты важны для развития ве-
роятностно-статистического подхода к описанию
эволюции турбулентных процессов в магнитоак-
тивной высокотемпературной плазме.
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ЧИСЛЕННЫЕ СХЕМЫ ФИЛЬТРАЦИИ МАРКОВСКИХ

СКАЧКООБРАЗНЫХ ПРОЦЕССОВ ПО ДИСКРЕТИЗОВАННЫМ

НАБЛЮДЕНИЯМ II: СЛУЧАЙ АДДИТИВНЫХ ШУМОВ∗

А. В. Борисов1

Аннотация: Статья продолжает цикл исследований, начатых в работе «Численные схемы фильтрации мар-
ковских скачкообразных процессов по дискретизованным наблюдениям I: характеристики точности». На
основании полученных оценок точности приближенного решения задачи фильтрации состояний од-
нородных марковских скачкообразных процессов (МСП) по косвенным непрерывным зашумленным
наблюдениям предложены различные алгоритмы ее численной реализации и проведен их сравнительный
анализ. При этом класс систем наблюдения ограничен системами с аддитивными винеровскими шумами:
интенсивность шумов в наблюдениях является неслучайной постоянной. Для построения аппроксима-
ций использовались численные схемы «левых» и «средних» прямоугольников порядка точности 2 и 3
соответственно, а также квадратуры Гаусса порядка 5. В итоге были получены численные схемы порядка
точности 1/2, 1 и 2.

Ключевые слова: марковский скачкообразный процесс; оптимальная фильтрация; аддитивные шумы
в наблюдениях; стохастическое дифференциальное уравнение; аналитическая и численная аппроксима-
ция

DOI: 10.14357/19922264200103

1 Введение

Данная статья продолжает исследования, нача-
тые в [1, 2]. Они посвящены численной реализации
решения задачи фильтрации состояний однород-
ных марковских скачкообразных процессов по непре-
рывным косвенным наблюдениям в присутствии
винеровских шумов [3, 4]. Оценка оптимальной
фильтрации является решением системы нелиней-
ных стохастических дифференциальных уравнений

(СДУ) типа Кушнера–Стратоновича, не имеющим
аналитического представления. Искомая оценка
оптимальной фильтрации является условным рас-
пределением состояния МСП, имеющим неотри-
цательные компоненты и удовлетворяющим усло-
вию нормировки. Традиционные методы решения
систем СДУ, например метод Эйлера–Маруямы [5],
не гарантируют сохранение этих свойств для сво-
их реализаций и поэтому бесполезны для реше-
ния систем Кушнера–Стратоновича. Те численные
методы, которые обеспечивают своим оценкам вы-
полнение свойств неотрицательности компонентов
и нормировки, названы в [1, 2] устойчивыми. Для
их построения предлагается аппроксимировать ис-
ходную задачу фильтрации по непрерывным на-
блюдениям задачей оптимальной фильтрации по
дискретизованным наблюдениям. В [1] эта задача

решена: соответствующая рекуррентная формула
представляет собой вариант абстрактной формулы
Байеса. Она содержит бесконечные суммы, в ко-
торых слагаемые — интегралы. Предложена замена
бесконечного ряда его конечным отрезком длины s,
соответствующая учету в оценке возможности того,
что состояние на временн‚ом интервале дискрети-
зации наблюдений совершит не более s переходов;
полученное таким образом приближение названо
в работе аналитической аппроксимацией порядка s.
В [1] доказано утверждение, определяющее поте-
рю точности при переходе от оптимальной оценки
к ее аналитической аппроксимации в зависимости
от параметров системы наблюдения и выбранного
порядка s.

Аналитические аппроксимации также не могут
быть вычислены точно, так как содержат интегра-
лы, не имеющие явного аналитического представ-
ления. В [2] предложено заменить их конечными
интегральными суммами. Полученные аппрокси-
мации названы численными. Они уже могут быть
реализованы средствами вычислительной техники.
Доказано утверждение, определяющее потерю точ-
ности при переходе от аналитической аппрокси-
мации к ее численной реализации в зависимости
от точности используемой схемы интегрирования.
Результаты [1, 2] также позволяют оценить общую

∗Работа выполнена при частичной поддержке РФФИ (проект 19-07-00187 А).
1Институт проблем информатики Федерального исследовательского центра «Информатика и управление» Российской академии
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потерю точности при переходе от оценки опти-
мальной фильтрации по дискретизованным наблю-
дениям к ее численной аппроксимации, заданной
схемой численного интегрирования.

Цель данной статьи — разработка и сравнитель-
ный анализ различных численных аппроксимаций
оценок оптимальной фильтрации для класса сис-
тем с аддитивными шумами в наблюдениях. Это
значит, что интенсивность шумов является неслу-
чайной. Несмотря на то что теоретическое решение
данной задачи в непрерывном времени известно
давно и определяется классическим фильтром Во-
нэма [3], создание алгоритмического обеспечения
для его эффективной устойчивой численной реали-
зации до сих пор является актуальной задачей [6–8].

Статья организована следующим образом. Раз-
дел 2 содержит постановку задачи оптимальной
фильтрации по дискретизованным наблюдениям
и сведения из [1, 2], необходимые для ее числен-
ного решения. В разд. 3 рассматривается подкласс
систем наблюдения, включающий в себя лишь сис-
темы с аддитивными шумами в наблюдениях. Для
них выбраны аналитические аппроксимации по-
рядка s = 1 и 2, для реализации которых исполь-
зованы схемы численного интегрирования «левых»
и «средних» прямоугольников (для s = 1), а также
комбинация квадратур Гаусса (для s = 2). Получен-
ные в результате численные аппроксимации имеют
порядок 1/2, 1 и 2. Заключительные замечания
представлены в разд. 4.

2 Постановка задачи фильтрации
и необходимые сведения
об аналитических и численных
аппроксимациях

На триплете с фильтрацией (ŸX × ŸW ,FX ×
× FW ,PX × PW , {FX

t × FW
t }t>0) рассматривается

система наблюдения

Xt = X0 +

t∫

0

˜⊤Xs ds+ µt ;

Yr =

rh∫

(r−1)h

fXs ds+

rh∫

(r−1)h

N∑

n=1

Xn
s g
1/2
n dWs, r ∈ N,

где

– Xt , col (X1t , . . . , X
N
t ) ∈ SN — ненаблюда-

емое состояние системы — однородный МСП
с конечным множеством состояний SN ,
, {e1, . . . , eN} (SN — множество единичных

векторов евклидова пространства RN ), матри-
цей интенсивностей переходов ˜ и начальным
распределением π;

– µt , col (µ1t , . . . , µ
N
t ) ∈ RN — FX

t -согласован-
ный мартингал;

– {Yr}r∈N : Yr , col (Y 1r , . . . , Y
M
r ) ∈ RM — по-

следовательность дискретизованных наблюде-
ний, доступных в известные равноотстоящие
моменты времени {rh}r∈N;

– Wt , col (W 1
t , . . . ,W

M
t ) ∈ RM — FW

t -согласо-
ванный стандартный винеровский процесс;

– f — (M ×N)-мерная матрица;

– {gn}n=1,N — симметрические положительно
определенные матрицы.

Задача оптимальной фильтрации состояния X
по дискретизованным наблюдениям Y заключается
в нахождении условного математического ожида-

ния (УМО)
X̂r , E {Xtr |Or} ,

где Or , σ{Yℓ : 1 6 ℓ 6 r} — σ-алгебра, порож-
денная наблюдениями, полученными до момента
времени rh включительно; O0 , {∅, Ÿ}.

ПустьNX
r (ω)— число скачков процессаX, про-

изошедших на отрезке [(r−1)h, rh]; τr ,
∫ t

0 Xs ds—
случайный вектор времени пребывания процессаX
в различных состояниях на отрезке [(r − 1)h, rh],
а ρn,j,m(·)— распределение вектора τrX

j
tr
I{m}(N

X
r )

при условии Xtr−1 = ek. Это означает, что для
любого G ∈ B(RM ) верно равенство

E
{
IG(τr)X

j
tr
I{m}

(
NX

r

)
|Xtr−1 = ek

}
=

∫

G

ρk,j,m(du).

Аналитическая аппроксимация Xr порядка s
определяется рекурсивной схемой

Xr = (1ξ
⊤
r Xr−1)

−1ξ⊤r Xr−1, r > 1, X0 = π, (1)

где 1 = row(1, . . . , 1) — вектор-строка подходящей
размерности, а ξq , ‖ξij(Yq)‖i,j=1,N — (N × N)-
мерные случайные матрицы — функции наблюде-
ний Yq:

ξij(y) ,

s∑

m=0

∫

D

N
(
y, fu,

N∑

p=1

upgp

)
ρi,j,m(du). (2)

В последней формуле N (y,m,K) ,

, (2π)−M/2det−1/2K exp
{
−(1/2)‖y−m)‖2K−1

}
—

M-мерная плотность гауссовского распределения
с математическим ожиданием m и невырожденной
ковариационной матрицейK.

Из построения оценки Xr (1) следует, что она
обладает свойством устойчивости.
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Обычно значения интегралов ξij(y) приближен-
но вычисляются в виде интегральных сумм:

ξij(y) ≈ ψij(y) ,
L∑

ℓ=1

N
(
y, fwℓ,

N∑

p=1

wp
ℓ gp

)
̺ij

ℓ ;

ψ(y) , ‖ψij(y)‖i,j=1,N ,

определяемых набором пар {(wℓ, ̺
ij
ℓ )}ℓ=1,L. Здесь

̺ij
ℓ > 0, ℓ = 1, L, — веса,

∑L
ℓ=1 ̺

ij
ℓ 6 1,

а wℓ , col (w1ℓ , . . . , w
N
ℓ ) ∈ D — точки и ψq ,

, ‖ψij(Yq)‖ij=1,N .

По построению ψij
q являются положительны-

ми случайными величинами, поэтому численная ап-

проксимация X̃r оценки Xr, вычисляемая рекур-
сивно

X̃r , (1ψ⊤
r X̃r−1)

−1ψ⊤
r X̃r−1, r > 1 , X̃0 = π , (3)

также обладает свойством устойчивости.
Если для схемы численного интегрирования вы-

полнено условие
∫

RM

|ψkj(y)− ξkj(y)|dy < δ ,

то глобальный показатель точности ограничен
сверху

sup
π∈š
E
{
‖X̂r − X̃r‖1

}
6

6 4

[
1−

(
1− (λh)

s+1

(s+ 1)!

)r
]
+ 2rδ , (4)

где λ , maxk |λkk|. Для фиксированного момен-
та времени T с уменьшением шага дискретизации
h→ 0 неравенство (4) принимает асимптотический
вид:

sup
π∈š
E
{
‖X̃T/h − X̂T/h‖1

}
6

6 2T

(
2λ
(λh)s

(s+ 1)!
+
δ

h

)
. (5)

Для эффективного выбора схемы численного ин-
тегрирования необходимо подбирать δ так, чтобы
λδ/(λh)s+1 → C > 0 при h→ 0.

3 Приближенное решение задачи
фильтрации по наблюдениям
с аддитивными шумами

Ниже исследуются аппроксимации порядка s =
= 1 и 2. Для них с помощью обобщенной формулы

полной вероятности легко получить вид интегра-
лов (2), используемых в дальнейшем изложении:

∫

D

N
(
Yr, fu,

N∑

p=1

upgp

)
ρk,j,0(du) =

= δkje
λkkhN

(
Yr, hf

k, hgk

)
; (6)

∫

D

N
(
Yr, fu,

N∑

p=1

upgp

)
ρk,j,1(du) =

= (1− δkj)λkje
λjjh

h∫

0

e(λkk−λjj)u ×

×N
(
Yr, uf

k + (h− u)f j, ugk + (h− u)gj

)
du; (7)

∫

D

N
(
Yr, fu,

N∑

p=1

upgp

)
ρk,j,2(du) =

=
∑

i:i6=k,
i6=j

λkiλije
λjjh

h∫

0

h−uk∫

0

e(λkk−λii)u
k+(λii−λjj)u

i ×

×N
(
Yr, u

kfk + uif i + (h− uk − ui)f j ,

ukgk + u
igi + (h− uk − ui)gj

)
duiduk, (8)

где f j — j-й столбец матрицы f . За исключением (6)
остальные интегралы не имеют явного аналитиче-
ского представления, и для них будут рассмотрены
различные варианты численной реализации.

3.1 Порядок s = 1, схема «левых»
прямоугольников

Для системы наблюдения с чисто аддитивными
шумами (gn ≡ g) исследуем точность аппроксима-
ции первого порядка (s = 1) при использовании
численного интегрирования методом «левых» пря-
моугольников. В этом случае

ξkj(y) = δkje
λjjhN (y, hf j , hg) +

+ (1− δkj)λkje
λjjh

h∫

0

e(λkk−λjj )u ×

×N
(
y, ufk + (h− u)f j, hg

)
du ; (9)

ψkj(y) =

= eλjjhN (y, hf j, hg) [δkj + (1− δkj)λkjh] . (10)

Ошибка численного интегрирования [9] определя-
ется следующим образом:
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γkj(y) = (1− δkj)
λkjh

2

2
eλjjh d

du

[
e(λkk−λjj)u ×

×N
(
y, ufk + (h− u)f j , hg

) ]∣∣∣
u=z
=

= (1− δkj)
λkjh

2

2
eλjjhe(λkk−λjj)z ×

×N
(
y, zfk + (h− z)f j, hg

)
ζ0(y, z),

где z = z(y) ∈ [0, h]— некоторый параметр, завися-
щий от y, и

ζ0(y, z) , λkk − λjj + 〈f j , fk − f j〉g−1 −

− z

h
‖fk − f j‖2g−1 +

1

h
〈y, fk − f j〉g−1 . (11)

Непосредственно интегрировать абсолютную
величину γkj проблематично, так как

∫

RM

|γkj(y)| dy =
∫

RM

|γkj(y, zkj(y))| dy ,

а зависимость zkj(y) в общем случае неизвестна.
Поэтому предварительно оценим |γkj | сверху. Пре-
жде всего, можно непосредственно проверить ис-
тинность следующего неравенства:

‖y − zkjfk − (h− zkj)f j‖2(hg)−1 >

> ‖y‖2(2hg)−1 − ‖zkjfk + (h− zkj)f j‖2(hg)−1 . (12)

Отсюда следует, что

h2
λkj

2
eλjjh+(λkk−λjj)zN (y, zkjfk+(h−zkj)f j , hg) =

= h2
λkj

2
eλjjh+(λkk−λjj)z(2π)−M/2|hg|−1/2 ×

× exp
(
−1
2
‖y − zkjfk − (h− zkj)f j‖2(hg)−1

)
6

6 h2
λkj

2
eλjjh+(λkk−λjj)z(2π)−M/2|hg|−1/2 ×

× exp
(
−1
2
‖y‖2(2hg)−1

)
×

× exp
(
1

2
‖zkjfk + (h− zkj)f j‖2(hg)−1

)
6

6 h2CN (y, 0, 2hg), (13)

где

C , max
k,j:
k 6=j

λkje
(h/2)maxk ‖fk‖2

g−1 .

Тогда для интеграла от абсолютной величины ошиб-
ки верна следующая оценка сверху:

∫

RM

|γkj(y)| dy 6 Ch2
∫

RM

N (y, 0, 2hg)|ζ0(y, z)| dy 6

6 Ch2
∫

RM

∣∣∣∣λkk − λjj + 〈f j , fk − f j〉g−1 −

− z

h
‖fk − f j‖2g−1

∣∣∣∣N (y, 0, 2hg) dy +

+ Ch2
∫

RM

∣∣∣∣
1

h
〈y, fk − f j〉g−1

∣∣∣∣N (y, 0, 2hg) dy =

= Ch2
∫

RM

∣∣∣∣λkk − λjj + 〈f j , fk − f j〉g−1 −

− z

h
‖fk − f j‖2g−1

∣∣∣∣N (y, 0, 2hg) dy +

+
√
2Ch3/2

∫

RM

∣∣∣∣
1

h

〈
y, g−1/2

(
fk − f j

)〉

I

∣∣∣∣×

×N (y, 0, I)dy = K1h2 +K2h3/2 (14)

для некоторых неотрицательных константK1 иK2.
Окончательно получаем, что

∫

RM

|γkj(y)| dy = O
(
h3/2

)
,

и в этом случае согласно (5)

sup
π∈š
E
{
‖X̃T/h − X̂T/h‖1

}
6 CTh1/2

для некоторой константы C > 0 и достаточно ма-
лого шага h. Данный результат вполне согласует-
ся с известным фактом, согласно которому поря-
док глобальной точности аппроксимации методом
Эйлера–Маруямы решения СДУ, описывающего
фильтр Вонэма, равен 1/2. Однако, в отличие от
последнего, алгоритм (3), (10) обеспечивает своим
реализациям устойчивость.

3.2 Порядок s = 1, схема «средних»
прямоугольников

Несмотря на широкое применение метода «ле-
вых» прямоугольников, его выбор при фиксирован-
ном порядке аналитической аппроксимации s = 1
не является оптимальным: выбранная схема чис-
ленного интегрирования снижает общий порядок
точности до 1/2.

Вновь рассмотрим аналитическую аппроксима-
цию (9) порядка s = 1 и для ее приближения вмес-
то (10) используем схему «средних» прямоуголь-
ников:
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ψkj(y) = δkje
λjjhN (y, hf j , hg) +

+(1−δkj)λkjhe
(λjj+λkk)h/2N

(
y,
h

2

(
f j + fk

)
, hg

)
.

При этом ошибка численного интегрирования
определяется формулой:

γkj(y) = (1− δkj)
λkjh

3

24
eλjjh ×

× d2

du2

[
e(λkk−λjj)uN (y, ufk + (h− u)f j, hg)

] ∣∣∣
u=z
=

= (1− δkj)
λkjh

2

2
eλjjhe(λkk−λjj)z ×

×N
(
y, zfk + (h− z)f j, hg

) [
ζ20 (y, z)− ζ1

]
,

где вновь z = z(y) ∈ [0, h] — некоторый параметр,
зависящий от y, а

ζ1 ,
∂

∂z
ζ0(y, z) =

1

h
‖f j − fk‖2g−1 . (15)

Используя неравенства (12) и (13) и действуя анало-
гично выводу (14), можно показать, что для схемы
«средних» прямоугольников верна оценка

∫

RM

|γkj(y)| dy = O(h2),

и в этом случае согласно (5)

sup
π∈š
E
{
‖X̃T/h − X̂T/h‖1

}
6 CTh

для некоторой константы C > 0 и достаточно ма-
лого шага h. Таким образом, заменой одной схемы
численного интегрирования другой, без увеличе-
ния вычислительных затрат, возможно повысить
общий порядок точности до первого.

Необходимо отметить, что дальнейшая фикса-
ция порядка s = 1 и использование более точных
методов численного интегрирования не приведет
к значительному уточнению оценок, так как в сум-
марной погрешности основную роль будет играть
ошибка аналитической аппроксимации, а не чис-
ленного интегрирования. Для увеличения общей
точности следует увеличить порядок аналитической
аппроксимации до второго.

3.3 Порядок s = 2, квадратуры Гаусса

Формулы (6)–(8) для s = 2 позволяют получить
вид функций ξkj :

ξkj(y) = δkje
λjjhN (y, hf j , hg) +

+ (1− δkj)λkje
λjjh

h∫

0

e(λkk−λjj )u ×

×N
(
y, ufk + (h− u)f j , hg

)
du+

+
∑

i:i6=k,
i6=j

λkiλije
λjjh

h∫

0

h−u∫

0

e(λkk−λii)u+(λii−λjj )v ×

×N
(
y, ufk + vf i + (h− u− v)f j , hg

)
dvdu . (16)

В случае наблюдений с аддитивными шумами для
эффективного использования повышения порядка
аналитической аппроксимации s удается подобрать
схемы вычисления интегралов без дополнительно-
го дробления шага h. Для вычисления одномерного
интеграла в (16) будем использовать двухточеч-
ную квадратуру Гаусса, для повторного интеграла —
трехточечную:

h∫

0

e(λkk−λjj)uN (y, ufk + (h− u)f j, hg) du =

=
h

2

[
e(λkk−λjj)(

√
3−1)h/(2

√
3) ×

×N
(
y, 2hf j +

h

2
√
3

(
fk − f j

)
, hg

)
+

+ e(λkk−λjj)(
√
3+1)h/(2

√
3) ×

×N
(
y, 2hfk +

h

2
√
3

(
f j − fk

)
, hg

)]
+ e1(y);

h∫

0

h−u∫

0

e(λkk−λii)u+(λii−λjj)v ×

×N
(
y, ufk + vf i + (h− u− v)f j , hg

)
dvdu =

=
h2

6

[
e(λkk−λii)h/6+(λii−λjj)h/6 ×

×N
(
y,
h

6
fk +

h

6
f i +

2h

3
f j , hg

)
+

+ e(λkk−λii)2h/3+(λii−λjj)h/6 ×

×N
(
y,
h

6
fk +

2h

3
f i +

h

6
f j , hg

)
+

+ e(λkk−λii)h/6+(λii−λjj)2h/3 ×

×N
(
y,
2h

3
fk +

h

6
f i +

h

6
f j, hg

)]
+ e2(y),

гдеe1(y)иe2(y)— ошибки интегрирования. Соглас-
но [9], абсолютные значения ошибок ограничены
следующим образом:
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|e1(y)| 6 h5K3 max
u∈[0,h]

∣∣∣∣
∂4

∂u4

[
e(λkk−λjj)u ×

×N (y, ufk + (h− u)f j , hg)
]∣∣∣∣ ; (17)

|e2(y)| 6

6 h5K4 max
(u,v)∈D,
k=1,2,3

∣∣∣∣
∂3

∂uk∂v3−k

[
e(λkk−λii)u+(λii−λjj)v ×

×N
(
y, ufk + vf i + (h− u− v)f j , hg

) ]∣∣∣∣ ,

где K3 и K4 — некоторые положительные кон-
станты.

Производная в (17) имеет вид:

∂4

∂u4

[
e(λkk−λjj)uN (y, ufk + (h− u)f j, hg)

]
=

= e(λkk−λjj)uN
(
y, ufk + (h− u)f j, hg

)
×

×
(
ζ40 (y, z) + 6ζ

2
0 (y, z)ζ1 + 3ζ

2
1

)
,

где ζ0 и ζ1 определены формулами (11) и (15). Строя
оценки сверху интеграла от абсолютного значе-
ния e1(y) подобно (14), можно получить неравен-
ство ∫

RM

|e1(y)| dy 6 K5h
3,

и аналогичная оценка для |e2(y)| имеет вид:
∫

RM

|e2(y)| dy 6 K6h
3

для некоторых неотрицательных константK5 иK6.
В этом случае согласно (5)

sup
π∈š
E
{
‖X̃T/h − X̂T/h‖1

}
6 CTh2

для некоторой константыC > 0 и достаточно мало-
го шага h. Таким образом, путем незначительного
увеличения вычислительных затрат возможно по-
высить общий порядок точности аппроксимации
до второго.

4 Заключение

На основании результатов [1, 2] в статье раз-
работан ряд численных алгоритмов решения зада-

чи фильтрации состояний однородных МСП
по дискретизованным косвенным наблюдениям
в присутствии аддитивных винеровских шумов. Эти
алгоритмы имеют одинаковую структуру: оценки
считаются рекуррентно в виде дроби, в которой
числитель и знаменатель являются суммами неко-
торых интегралов. Отличие алгоритмов заключает-
ся лишь в числе слагаемых в этих суммах (s = 1, 2)
и схеме, реализующей численное интегрирование.
Примечательно, что в случае аддитивных шумов
в наблюдениях интегралы таковы, что для их чис-
ленного интегрирования с выбранной точностью
не требуется дополнительного дробления интер-
вала отрезка интегрирования. В итоге получены
аппроксимации с точностью порядка 1/2, 1 и 2.
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УПРАВЛЕНИЕ ВЫХОДОМ СТОХАСТИЧЕСКОЙ

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЙ СИСТЕМЫ ПО КВАДРАТИЧНОМУ

КРИТЕРИЮ. IV. АЛЬТЕРНАТИВНОЕ ЧИСЛЕННОЕ РЕШЕНИЕ∗

А. В. Босов1, А. И. Стефанович2

Аннотация: В исследовании задачи оптимального управления для диффузионного процесса Ито и ли-
нейного управляемого выхода с квадратичным критерием качества подводится промежуточный итог: для
приближенного вычисления оптимального решения предлагается альтернативный классическому чис-
ленному интегрированию метод на основе компьютерного моделирования. Метод позволяет применять
статистическое оценивание для определения коэффициентов βt(y) и γt(y) полученной ранее функции
Беллмана Vt(y, z) = αtz

2 + βt(y)z + γt(y), определяющей оптимальное решение в исходной задаче
оптимального стохастического управления. Реализуется метод на основании свойств линейных уравне-
ний в частных производных параболического типа, описывающих βt(y) и γt(y), — их эквивалентного
описания в форме стохастических дифференциальных уравнений и теоретико-вероятностного представ-
ления решения, известного как уравнение А. Н. Колмогорова, или эквивалентной интегральной форме,
известной как формула Фейнмана–Каца. Стохастические уравнения, соотношения для оптимального
управления и ряд вспомогательных параметров объединяются в одну дифференциальную систему, для ко-
торой формулируется алгоритм имитационного моделирования решения, обеспечивающий необходимые
выборки для статистического оценивания коэффициентов βt(y) и γt(y). Поставленный ранее числен-
ный эксперимент дополняется расчетами, выполненными представленным альтернативным методом,
и сравнительным анализом результатов.

Ключевые слова: стохастическое дифференциальное уравнение; оптимальное управление; функция
Беллмана; линейные уравнения параболического типа; уравнение А. Н. Колмогорова; формула Фейнма-
на–Каца; имитационное компьютерное моделирование; метод Монте-Карло
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1 Введение

В работах [1–3] представлено детальное ис-
следование задачи управления линейным выхо-
дом стохастической дифференциальной системы
по квадратичному критерию качества: решены
уравнения динамического программирования и по-
лучено оптимальное управление, применены тра-
диционные сеточные методы для приближенного
вычисления коэффициентов найденной функции
Беллмана, предложено альтернативное описание
этих коэффициентов, базирующееся на уравнении
А. Н. Колмогорова [4] или эквивалентной ему ин-
тегральной формуле Фейнмана–Каца [5]. Осно-
вание результатам обеспечило то обстоятельство,
что функцию Беллмана в рассматриваемой задаче
управления удалось привести к виду

Vt(y, z) = αtz
2 + βt(y)z + γt(y) , (1)

в котором коэффициенты βt(y) и γt(y) описы-
ваются линейными уравнениями в частных про-
изводных второго порядка параболического типа,
коэффициент αt описывается уравнением Рикка-
ти и легко вычисляется любым методом решения
обыкновенных дифференциальных уравнений.

Формула Фейнмана–Каца или теоретико-веро-
ятностное представление терминального условия
решения задачи Коши для уравнения А. Н. Кол-
могорова в данной работе используются как
основание для представления численного метода,
альтернативного классическим сеточным методам
решения параболических уравнений, а именно: до-
полнив имеющееся описание исходной стохастиче-
ской дифференциальной системы уравнениями для
оптимального управления, для коэффициента αt

и для нескольких вспомогательных переменных,
приближенное вычисление коэффициентов βt(y)
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иγt(y)удается реализовать в форме статистического
оценивания параметров случайных функций — ре-
шений общей дифференциальной системы. Таким
образом, приближенное решение обеспечивается
методом Монте-Карло, примененным к смодели-
рованным решениям стохастических дифференци-
альных уравнений.

Структура статьи такова. Привлекаемые исход-
ные положения из [1–3] кратко приведены в разд. 2,
описание общей дифференциальной системы да-
но в разд. 3, процедура имитационного модели-
рования детально расписана в разд. 4. Анализу
качества предложенной численной процедуры по-
священ разд. 5, где продолжено исследование того
же численного эксперимента, что был представлен
в [2], а именно: проделанные в [2] расчеты допол-
нены аналогичными расчетами, в которых вмес-
то сеточных методов для расчета βt(y) использует-
ся имитационное моделирование. Сравнительный
анализ результатов представлен как в форме срав-
нения поверхностей βt(y), вычисленных разными
способами, так и динамикой целевого функциона-
ла в исходной задаче управления.

2 Краткие сведения о задаче
управления выходом

Рассматривается задача оптимизации квадра-
тичного целевого функционала

J
(
UT
0

)
=

= E






T∫

0

(
St (styt − gtzt − htut)

2
+Gtz

2
t +

+Htu
2
t

)
dt+ ST (sT yT − gT zT )

2
+GT z

2
T




 ,

UT
0 = {ut, 0 ≤ t ≤ T } , (2)

определяемого состоянием yt стохастической диф-
ференциальной системы

dyt = At(yt) dt+›t(yt) dvt , y0 = Y , (3)

и выходом zt, связанным с yt линейно:

dzt = atyt dt+ btzt dt+ ctut dt+ σt dwt , z0 = Z ,

где vt и wt — независимые стандартные винеров-
ские процессы; Y и Z — случайные величины с ко-
нечным вторым моментом; ut — управление. Огра-
ничения на параметры модели, обеспечивающие
корректность постановки задачи и существование

решения, а также решение уравнений динамиче-
ского программирования приведены в [1]. В част-
ности, показано, что оптимальное управление

u∗t = −1
2

(
Sth

2
t +Ht

)−1
(ct (2αtzt + βt(yt)) +

+ 2St (styt − gtzt)ht) , (4)

доставляющее минимум функционалу J(UT
0 ), обес-

печивается представлением функции Беллмана
в виде (1), в частности имеет место равенство:

min
UT
0

J
(
UT
0

)
= J

(
(U∗)T0

)
= E {V0(Y, Z)} =

= E
{
α0Z

2 + β0(Y )Z + γ0(Y )
}
. (5)

Коэффициент αt описывается уравнением Рик-
кати (приведено ниже), коэффициентыβt(y)иγt(y)
задаются следующими дифференциальными урав-
нениями в частных производных:

∂βt(y)

∂t
+At(y)

∂βt(y)

∂y
+
1

2
›2t (y)

∂2βt(y)

∂2y
+Mty +

+Ntβt(y) = 0 , βT (y) = −2ST sT gT y ;

∂γt(y)

∂t
+At(y)

∂γt(y)

∂y
+
1

2
›2t (y)

∂2γt(y)

∂y2
+Lt(y) = 0 ,

γT (y) = ST s
2
T y
2 , (6)

где

Mt = 2
(
αt

(
at +

(
Sth

2
t +Ht

)−1
ctSthtst

)
−

−
(
St −

(
Sth

2
t +Ht

)−1
S2t h

2
t

)
stgt

)
;

Nt = bt −
(
Sth

2
t +Ht

)−1
ctSthtgt −

−
(
Sth

2
t +Ht

)−1
c2tαt ;

Lt(y) = βt(y)
(
at +

(
Sth

2
t +Ht

)−1
ctSthtst

)
y +

+
(
St −

(
Sth

2
t +Ht

)−1
S2t h

2
t

)
s2ty

2 −

− 1
4

(
Sth

2
t +Ht

)−1
c2tβ

2
t (y) .

Исследование уравнений (4) и (5), выполненное
в [3], позволило записать систему стохастических
дифференциальных уравнений А. Н. Колмогорова,
решение которой связано теоретико-вероятност-
ным соотношением с искомыми коэффициентами
βt(y) и γt(y). Соответствующее свойство в окон-
чательном виде представлено следующими соотно-
шениями:
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βt(y) = E



−2ST sT gT exp





T∫

t

Nτ dτ



 yT +

+

T∫

t

exp






τ∫

t

Ns ds




Mτyτ dτ |Fy
t




 ; (7)

γt(y) = E




ST s
2
T y
2
T +

T∫

t

Lτ (yτ ) dτ |Fy
t




 , (8)

где Fy
t — σ-алгебра, порожденная значениями yτ

до момента t включительно. Равенство (7) пред-
ставляет собой частный случай формулы Фейнма-
на–Каца [5].

3 Общая дифференциальная
система

Соотношения (7)–(8) в полной мере выражают
теоретико-вероятностную связь между решениями
линейных уравнений в частных производных вто-
рого порядка параболического типа, т. е. уравнений
для искомых коэффициентов βt(y), γt(y) и стоха-
стическим дифференциальным уравнением (3) для
состояния оптимизируемой динамической систе-
мы. Но форма их записи не слишком удобна для
численной реализации, поэтому искомое решение
ниже представлено в эквивалентной дифференци-
альной форме:

dyt = At(yt) dt+›t(yt) dvt , y0 = Y ; (9)

∂αt

∂t
+ 2αt

(
bt −

(
Sth

2
t +Ht

)−1
ctSthtgt

)
+

+
(
St −

(
Sth

2
t +Ht

)−1
S2t h

2
t

)
g2t +Gt −

−
(
Sth

2
t +Ht

)−1
c2tα

2
t = 0 , αT = ST g

2
t +GT ; (10)

dy
(1)
t =MtI

−1
t yt dt , y

(1)
0 = 0 ;

dy
(2)
t = Lt(yt) dt , y

(2)
0 = 0 ;

dit = Nt dt , i0 = 0 , It = exp{−it} .





(11)

Здесь уравнение (9) такое же, как и уравнение (3), но
формально оно должно пониматься в смысле друго-
го вероятностного пространства, так как описывает
не состояние исходной стохастической системы,
а некоторый инструментальный процесс, постро-
енный для уравнения А. Н. Колмогорова. То об-
стоятельство, что использованы одинаковые обо-
значения yt, объясняется желанием подчеркнуть
стохастическую эквивалентность (9) и (3) и не вво-
дить без необходимости дополнительные обозна-
чения. Уравнение (10) — уравнение Риккати для

коэффициента αt. Соотношениями (11) задаются
вспомогательные переменные, используемые для
более компактной записи результата.

Предложенная дифференциальная система (9)–
(11) позволяет записать следующие выражения для
коэффициентов βt(y) и γt(y):

βt(y) = ItE
{
− 2ST sT gT I

−1
T yT (t, y) +

+ y
(1)
T (t, y)− y

(1)
t (t, y)

}
;

γt(y) = E
{
ST s

2
T y
2
T (t, y) + y

(2)
T (t, y)−

− y
(2)
t (t, y)

}
,





(12)

где через yT (t, y) обозначена терминальная точка
решения уравнения (9) при условии yt = y, че-
рез y(1)t (t, y) и y

(2)
t (t, y) обозначены решения (11),

удовлетворяющие тому же условию yt = y, в том
числе и терминальные значения y(1)T (t, y)и y(2)T (t, y).

Заметим, что совокупность выписанных урав-
нений очевидным образом декомпозируется на три
самостоятельные части. Во-первых, это обыкно-
венные дифференциальные уравнения для αt и it,
которые решаются первыми любым численным ме-
тодом. Вторая часть — это стохастическое диффе-
ренциальное уравнение (6), решение которого тре-
бует соответствующего подхода. Третья часть — это
уравнения для вспомогательных переменных, ко-
торые представляют собой среднеквадратические
интегралы от решения (9).

4 Приближенное решение
методом имитационного
моделирования

Представление уравнений для искомых коэф-
фициентов с помощью системы (9)–(11) преследу-
ет очевидную цель — использовать для ее решения
метод Монте-Карло. Для этого под решением урав-
нения (9) будем понимать смоделированный пучок
{(yt)l}L

l=1, содержащий L траекторий процесса yt.
Тогда вместо точных расчетов по формулам (10)
можно получить приближенные решения, исполь-
зуя статистические оценки E{X} = (1/L)∑L

l=1Xl,
построенные по выборке {Xl}L

l=1, порождаемой
пучком {(yt)l}L

l=1, вместо математических ожида-
ний E{X}.

Для формального описания алгоритма введем
обозначения:

– разбиение (для простоты равномерное) во
временн‚ой области 0 ≤ t ≤ T : {tn}N

n=0, t0 =
= 0 < t1 < · · · < tN−1 < tN = T , δ = tn −
− tn−1 = T/N ≪ 1;
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– разбиение (равномерное и одинаковое для
всех t) в области значений yt: {ym}M

m=0, −∞ <
< y0 < y1 < · · · < yM−1 < yM < +∞, ε = ym −
− ym−1 = yM/M ≪ 1;

– оператор «ближайшей точки» ym∗ = near (y),
где ym∗ — та точка разбиения {ym}M

m=0, для
которой m∗ = argmin

0≤m≤M
|y − ym|.

При росте N будет уменьшаться δ. При росте M
дополнительно потребуем, чтобы расширялся ин-
тервал [y0, yM ]и уменьшалось ε так, чтобы приM →
→ +∞ выполнялось y0 → −∞, yM → +∞, ε → 0.
Ближайшая точка в рассматриваемом скалярном
случае, естественно, определяется элементарно —
сравнением двух расстояний от заданной точки до
границ интервала разбиения, в который она попала.
Однако сохраним этот оператор как заготовку для
обобщения на многомерный случай, что добавит
содержательности этому определению. Вопросы
сходимости выходят за рамки данного исследова-
ния, точнее в рассмотрении этих вопросов не ви-
дится какого-либо принципиального содержания,
поскольку относятся они не столько к предлага-
емому алгоритму, сколько к используемым в нем
классическим методам. Итак, алгоритм.

Шаг 1. Используя разбиение {tn}N
n=0 решить

численно обыкновенные дифференциальные
уравнения (10) и (11) для αt и it. Упрощая
обозначения, для полученных приближенных
решений будем использовать те же, что и для
точных: αtn и itn , n = 0, . . . , N . Аналогично
поступим далее с обозначениями для прибли-
женных решений стохастических уравнений.

Шаг 2. Используя разбиения {tn}N
n=0 и {ym}M

m=0,
смоделировать приближенно пучок L тра-
екторий {(ytn)l, (y

(1)
tn
)l, (y

(2)
tn
)l}L

l=1 процессов

yt, y
(1)
t , y

(2)
t для всех t ∈ {tn}N

n=0, так чтобы
(ytn)l ∈ {ym}M

m=0, т. е. значения всех смоде-
лированных приближенно траекторий yt про-
ходили через узлы выбранного разбиения. Для
этого выполнить следующие шаги.

Шаг 2.1. Записать приближенные уравнения
для yt, y

(1)
t , y

(2)
t , заменив в точных уравне-

ниях (9), (11) коэффициенты αt и it их при-
ближенными значениями, полученными на
шаге 1.

Шаг 2.2. Записать разностный аналог стоха-
стической дифференциальной системы (9),
используя любую (предпочтительно явную)
схему численного интегрирования [6], на-
пример Эйлера, Мильштейна, Тейлора,
Рунге–Кутты.

Шаг 2.3. Используя на шаге n, т. е. для t = tn,
решение {(ytn−1)l, (y

(1)
tn−1
)l, (y

(2)
tn−1
)l}L

l=1, по-
лученное на шаге n − 1 и удовлетво-
ряющее привязке к разбиению {ym}M

m=0,
смоделировать (согласно выбранной схе-
ме численного решения стохастического
уравнения) промежуточное решение для
{(ytn)l, (y

(1)
tn
)l, (y

(2)
tn
)l}L

l=1 и заменить точку
(ytn)l промежуточного решения на «бли-
жайшую точку»: near((ytn)l). Отличие для
t = 0 состоит в том, что вместо разностной
схемы моделируется выборка для случайной
величины Y , задающей начальное условие
в (3). Шаги 2.1–2.3 повторяются вплоть до
t = T или n = N .

Шаг 3. Вычислить приближенные значения
{βtn(ym), γtn(ym)}n=0,...,N

m=0,...,M , для чего выполнить
следующие шаги.

Шаг 3.1. Для каждого t = tn и каждо-
го y = ym из имеющегося пучка тра-
екторий выбрать те, что отвечают усло-
вию yt = y, и сформировать выборки
{(yT (t, y))l, (y

(1)
T (t, y))l, (y

(2)
T (t, y))l}

Ln,m

l=1 не-
которой длины Ln,m.

Шаг 3.2. Вычислить приближенные решения,
используя в соответствующих соотношени-
ях в (12) вместо математического ожида-
ния E{·} аппроксимацию E{·}, суммируя
в ней именно тот пучок, что выбран на
предыдущем шаге для t = tn и y = ym По-
вторять шаг 3.1 для следующих значений t, y.

Шаг 4. Дополнив имеющиеся смоделированные
данные выборкой для начального значенияz0 =
= Z (с использованием уже имеющейся выбор-
ки для Y и вычисленных на предыдущем ша-
ге β0(Yl) и γ0(Yl)), вычислить, используя (5),
оценку Монте-Карло для J((U∗)T0 ).

Шаг 5. Смоделировать приближенно пучок L тра-
екторий {(ztn)l, (u

∗
tn
)l}L

l=1 процессов zt, u∗t для
всех t ∈ {tn}N

n=0.

Выбор на шаге 1 метода приближенного инте-
грирования не имеет принципиального значения
для алгоритма в целом. Это может быть и явный
метод Эйлера, и метод Рунге–Кутты 4-го поряд-
ка, как и любой неявный метод численного ин-
тегрирования обыкновенного дифференциального
уравнения. От этого метода требуется быть устойчи-
вым в имеющейся постановке и обеспечивать схо-
димость приближенного решения к точному при
расширении разбиения {tn}N

n=0. Выбор на шаге 2.2
конкретного метода для решения уравнения Ито [6]
также не принципиален, естественно, при условии,
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что будет получено «хорошее» приближение иско-
мого сильного решения. Соответственно, условия
и свойства сходимости этого метода принимают-
ся такими, как есть. Следует обратить внимание,
что на шаге 2 привязка к разбиению выполняется
только для переменной, соответствующей yt, что,
как уже несколько раз подчеркивалось, вытекает
из вспомогательного характера y(1)t , y

(2)
t . Точность,

обеспечиваемая шагом 3, конечно, во многом бу-
дет определяться как качеством выбора разбиения
фазовой переменной, так и гладкостью всех элемен-
тов системы. Если система окажется «удачной», то
исходно смоделированного пучка траекторий ока-
жется достаточно для выполнения всех осреднений
на всем интервале управления. Если нет, то не-
хватку, возможно, компенсирует то обстоятельство,
что вероятность траекторий, проходящих через «не-
удачные» точки разбиения {ym}M

m=0, мала, а значит,
мал их вклад в целевую функцию (2). В любом слу-
чае следует исходить из того, что, наращивая объем
моделируемой информации, всегда можно добить-
ся любой точности оценивания, оправдывая это
действием закона больших чисел [7]. Наконец, от-
метим, что последние два шага выполняются в том
случае, когда требуется провести какой-либо ана-
лиз оптимального управления (определить дости-
жимое качество управления, сравнить с другими
управлениями, визуально охарактеризовать траек-
тории выхода и/или управления и т. п.).

5 Численный пример

Для применения предложенного алгоритма бы-
ли продолжены эксперименты с модельным приме-
ром, детально проанализированным в [2], а именно:
использована простая модель для показателя RTT
(Round-Trip Time) сетевого протокола TCP (Trans-
mission Control Protocol), предложенная в [8] и кон-
кретизированная следующим уравнением:

dyt = (1− 0,1yt) dt+ 0,5
√
yt dvt ,

y0 = Y ∼ N(15,9) . (13)

Здесь N(M,D) — нормальное распределение со
средним M и дисперсией D.

Равномерное разбиение временн‚ой области 0 ≤
≤ t ≤ T для T = 5 выполнено для разбиения в об-
ласти [−10, 40] значений yt — для ε = 0,01, M =
= 5000. Итоговый расчет в отношении βt(y) в [2]
проведен для неявной сеточной схемы и гранично-
го условия в задаче Дирихле: βt(y) = 0, y = −10; 40.
Соответствующее приближенное решение обозна-
чается β0t (y), порождаемое им управление — u0t .

Альтернативное численное решение β∗
t (y) (со-

ответствующее управление u∗t ), реализованное
представленным выше алгоритмом, использует
ту же сеточную структуру и выборку из L =
= N M · 1000 = 25 · 109 траекторий yt, аппроксими-
рующих (13) согласно явному методу Эйлера.

Результаты иллюстрируются, во-первых, рис. 1,
на котором представлена поверхность β0t (y),
и рис. 2, на котором изображена поверхность β∗

t (y),
а также табл. 1, в которой демонстрируются от-
клонения |β0t (y) − β∗

t (y)|, и табл. 2, в которой по-
казана динамика целевых функционалов J((U0)T0 )
и J((U∗)T0 ).

В отношении показанных на рис. 1 и 2 поверх-
ностей можно сделать вывод, что они аппрокси-
мируют одну и ту же функцию, причем первая ап-
проксимация обеспечивает некоторую визуальную
гладкость, вторая отличается некоторым «дрожа-
нием», характерным для оценок Монте-Карло.

В табл. 1 каждое отклонение дополнено в скоб-
ках относительным отклонением по отношению
к поверхности β∗

t (y). Как видно, совпадение
поверхностей с точностью 1%–4% имеет место
в большинстве точек внутри интервала [−10, 40].
Исключение составляют точки левой границы y =

Рис. 1 Поверхность β0t (y) Рис. 2 Поверхность β∗

t (y)
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Таблица 1 Отклонения |β0t (y)− β∗

t (y)|

t
y

−10,0 0,0 10,0 20,0 30,0 40,0

0 0,57 (6,2%) 0,00 (0,7%) 0,16 (1,5%) 0,17 (0,8%) 0,25 (0,8%) 1,41 (3,5%)
1 1,07 (11,7%) 0,00 (0,3%) 0,06 (0,5%) 0,13 (0,6%) 0,57 (1,8%) 1,33 (3,3%)
2 0,47 (5,1%) 0,01 (1,3%) 0,30 (2,8%) 0,39 (1,9%) 0,14 (0,4%) 0,56 (1,4%)
3 0,64 (7,0%) 0,04 (7,5%) 0,25 (2,4%) 0,75 (3,6%) 0,16 (0,5%) 0,98 (2,4%)
4 0,43 (4,6%) 0,07 (12,4%) 0,18 (1,6%) 0,27 (1,2%) 0,31 (1,0%) 2,51 (6,1%)
5 0,00 (0,0%) 0,00 (0,0%) 0,00 (0,0%) 0,00 (0,0%) 0,00 (0,0%) 0,00 (0,0%)

Таблица 2 Динамика целевых функционалов J((U0)T0 )

и J((U∗)T0 )

t J((U0)t0) J((U∗)t0) |J((U0)t0)− J((U∗)t0)|

1 134,17 132,10 2,08 (1,5%)
2 266,11 258,87 7,23 (2,7%)
3 394,32 381,55 12,77 (3,2%)
4 517,93 497,49 20,44 (3,9%)
5 742,21 704,48 37,73 (5,1%)

= −10,0, относительно которых можно предпола-
гать неудачу в выборе граничного условия. Так-
же несколько неудачных значений присутствуют
в точке y = 0,0, где сечение поверхности β0t (y) при-
нимает значения, близкие к нулю. Заметим, что,
хотя поверхность β0t (y) интерпретируется как не-
который эталон, на самом деле неизвестно, какое
именно решение ближе к βt(y). Косвенно оце-
нить это помогают результаты применения соот-
ветствующих управлений (U0)T0 = {u0t , 0 ≤ t ≤ 5}
и (U∗)T0 = {u∗t , 0 ≤ t ≤ 5}, иллюстрируемые в дина-
мике табл. 2.

Приведенные результаты не только подтвердили
высокую точность расчета, обеспечиваемую пред-
ложенным алгоритмом, но и показали превосход-
ство, обеспечиваемое управлением u∗t , что кос-
венно свидетельствует о более высокой точности
аппроксимации βt(y), обеспечиваемой представ-
ленным алгоритмом.

6 Заключение
В статье подведен промежуточный итог ис-

следованию задачи оптимизации линейного вы-
хода нелинейной дифференциальной системы по
квадратичному критерию, выполненному в [1–3].
В рассматриваемой задаче оптимизации имеется
оптимальное решение, полученное методом ди-
намического программирования, приближенное
решение на основе сеточных методов решения
дифференциальных уравнений и альтернативное
приближенное решение, базирующееся на теорети-
ко-вероятностной связи решений параболических

уравнений в частных производных и стохастиче-
ских дифференциальных систем. Завершающим
в полном объеме исследование вопросом могло бы
стать изучение рассматриваемой постановки для
случая неполной информации о состоянии систе-
мы yt, т. е. предположения, что состояние систе-
мы доступно посредством косвенных наблюдений,
обеспечиваемых выходом zt. Данный вопрос пред-
полагается рассмотреть в последующих публика-
циях.
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Abstract: In the study of the optimal control problem for the Ito diffusion process and the controlled linear output
with a quadratic quality criterion, an intermediate result is resumed: for approximate calculation of the optimal
solution, an alternative to classical numerical integration method based on computer simulation is proposed.
The method allows applying statistical estimation to determine the coefficients βt(y) and γt(y) of the previously
obtained Bellman function Vt(y, z) = αtz

2 + βt(y)z + γt(y), determining the optimal solution in the original
problem of optimal stochastic control. The method is implemented on the basis of the properties of linear parabolic
partial differential equations describing βt(y) and γt(y) — their equivalent description in the form of stochastic
differential equations and a theoretical-probability representation of the solution, known as A. N. Kolmogorov
equation, or an equivalent integral form known as the Feynman–Katz formula. Stochastic equations, relations for
optimal control and for auxiliary parameters are combined into one differential system, for which an algorithm
for simulating a solution is stated. The algorithm provides the necessary samples for statistical estimation of the
coefficients βt(y) and γt(y). The previously performed numerical experiment is supplemented by calculations
presented by an alternative method and a comparative analysis of the results.

Keywords: stochastic differential equation; optimal control; Bellman function; linear differential equations of
parabolic type; Kolmogorov equation; Feynman–Katz formula; computer simulations; Monte-Carlo method

DOI: 10.14357/19922264200104

Acknowledgments
This work was partially supported by the Russian Foundation for Basic Research (grant 19-07-00187-A).

References
1. Bosov, A. V., and A. I. Stefanovich. 2018. Upravle-

nie vykhodom stokhasticheskoy differentsial’noy sistemy
po kvadratichnomu kriteriyu. I. Optimal’noe reshenie
metodom dinamicheskogo programmirovaniya [Stochastic
differential system output control by the quadratic criterion.
I. Dynamic programming optimal solution]. Informatika

i ee Primeneniya — Inform. Appl. 12(3):99–106.
2. Bosov, A. V., and A. I. Stefanovich. 2019. Upravlenie

vykhodom stokhasticheskoy differentsial’noy sistemy po
kvadratichnomu kriteriyu. II. Chislennoe reshenie urav-
neniy dinamicheskogo programmirovaniya [Stochastic dif-
ferential system output control by the quadratic criterion.
II. Dynamic programming equations numerical solution].
Informatika i ee Primeneniya — Inform. Appl. 13(1):9–15.

3. Bosov, A. V., and A. I. Stefanovich. 2019. Upravlenie
vykhodom stokhasticheskoy differentsial’noy sistemy po
kvadratichnomu kriteriyu. III. Analiz svoystv optimal’nogo

upravleniya [Stochastic differential system output control
by the quadratic criterion. III. Optimal control proper-
ties analysis]. Informatika i ee Primeneniya — Inform. Appl.

13(3):41–49.

4. Gihman, I.I., and A. V. Skorohod. 2012. The theory

of stochastic processes. New York, NY: Springer-Verlag.
Vol. III. 388 p.

5. �ksendal, B. 2003. Stochastic differential equations. An intro-

duction with applications. New York, NY: Springer-Verlag.
379 p.

6. Kloden, P. E., and E. Platen. 1992. Numerical solu-

tion of stochastic differential equations. Berlin–Heidelberg:
Springer-Verlag. 636 p.

7. Shiryaev, A. N. 1996. Probability. New York, NY: Springer-
Verlag. 624 p.

8. Bohacek, S., and B. Rozovskii. 2004. A diffusion model of
roundtrip time. Comput. Stat. Data An. 45(1):25–50.

Received August 28, 2019

Contributors
Bosov Alexey V. (b. 1969) — Doctor of Science in technology, principal scientist, Institute of Informatics Problems,
Federal Research Center “Computer Science and Control” of the Russian Academy of Sciences, 44-2 Vavilov Str.,
Moscow 119333, Russian Federation; AVBosov@ipiran.ru
Stefanovich Alexey I. (b. 1983) — principal specialist, Institute of Informatics Problems, Federal Research Center
“Computer Science and Control” of the Russian Academy of Sciences, 44-2 Vavilov Str., Moscow 119333, Russian
Federation; AStefanovich@frccsc.ru

30 INFORMATIKA I EE PRIMENENIYA — INFORMATICS AND APPLICATIONS 2020 volume 14 issue 1



éîæïòíáôéëá é å¿ ðòéíåîåîéñ, 2020. ô. 14. ÷ÙÐ. 1. ó. 31�39

ВЫРАВНИВАНИЕ ДЕКАРТОВЫХ ПРОИЗВЕДЕНИЙ

УПОРЯДОЧЕННЫХ МНОЖЕСТВ∗

А. В. Гончаров1, В. В. Стрижов2

Аннотация: Работа посвящена исследованию метрических методов анализа объектов сложной структуры.
Предлагается обобщить метод динамического выравнивания двух временных рядов на случай объектов,
определенных на двух и более осях времени. В дискретном представлении такие объекты являются
матрицами. Метод динамического выравнивания временных рядов обобщается как метод динамического
выравнивания матриц. Предложена функция расстояния, устойчивая к монотонным нелинейным
деформациям декартова произведения двух и более временных шкал. Определен выравнивающий путь
между объектами. В дальнейшем объектом называется матрица, в которой строки и столбцы соответствуют
осям времени. Исследованы свойства предложенной функции расстояния. Для иллюстрации метода
решаются задачи метрической классификации объектов на модельных данных и данных из набора MNIST.

Ключевые слова: функция расстояния; динамическое выравнивание; расстояние между матрицами;
нелинейные деформации времени; пространственно-временные ряды
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1 Введение

Временн‚ые ряды представляют собой набор из-
мерений, упорядоченных по оси времени. Анализ
временн‚ых рядов производится при решении задач,
связанных с классификацией активности человека
по измерениям акселерометра телефона, поиском
паттернов в EEG-сигналах (электроэнцефалограм-
ма), кластеризации набора ECoG (электрокорти-
кограмма) данных и во многих других задачах [1].
Рассматриваются объекты, для которых время меж-
ду измерениями фиксированно. В данной работе
для построения адекватной функции расстояния
между объектами требуется учесть нелинейные де-
формации относительно оси времени: глобальные
и локальные сдвиги, растяжения и сжатия [2].

В [3] приводятся различные методы решения за-
дач анализа временн‚ых рядов: классификации, де-
тектирования паттернов, кластеризации и др. В [4]
описание временных рядов строится с помощью
анализа параметров моделей, в [5] используется их
признаковое описание, в [6] анализируется их фор-
ма. Комбинации этих подходов описаны в [3].

Метрические методы находят схожие объек-
ты в наборе. Используются функции расстоя-
ния над временн‚ыми рядами: расстояние Хаус-

дорфа [7], MODH [8], расстояние, основанное на
HMM (hiden Markov model) [9], евклидово рассто-
яние в исходном пространстве или в пространстве
сниженной размерности [6], LCSS (longest common
subsequence) [10]. Показано [11], что в случае ло-
кальных или глобальных деформаций времени при
решении задач, требующих анализа исходной фор-
мы временн‚ого ряда, метод динамического вырав-
нивания оси времени DTW (Dynamic Time Warping)
превосходит другие функции расстояния [12] по ка-
честву итогового решения задачи, так как при на-
личии смещений двух объектов относительно друг
друга требуется выравнивать их оптимальным обра-
зом для вычисления расстояния между ними.

В данной работе предлагается перейти от рас-
смотрения объекта s(t), временн‚ого ряда, к более
общему случаю s(t), в котором компоненты векто-
ра t — оси времени. Из-за существенного роста
вычислительной сложности при увеличении чис-
ла осей времени предлагается рассмотреть объек-
ты s(t1, t2), определенные на двух осях времени.
Оси времени считаются независимыми. В случае
единственной дискретной и ограниченной сверху
шкалы времени объект представим вектором фик-
сированной размерности. Аналогично объект на-
стоящего исследования представим матрицей.

∗Работа выполнена при частичной финансовой поддержке РФФИ (проекты 19-07-1155 и 19-07-00885). Настоящая статья
содержит результаты проекта «Статистические методы машинного обучения», выполняемого в рамках реализации Программы
Центра компетенций Национальной технологической инициативы «Центр хранения и анализа больших данных», поддерживаемого
Министерством науки и высшего образования Российской Федерации по договору МГУ им. М. В. Ломоносова с Фондом поддержки
проектов Национальной технологической инициативы от 11.12.2018 № 13/1251/2018.
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Вводятся ограничения на зависимости осей вре-
мени в декартовом произведении для таких объ-
ектов. Определена гипотеза порождения данных:
объекты одного класса эквивалентности получены
при помощи допустимых преобразований, а имен-
но: локальных деформаций (растяжений и сжатий)
каждой из осей времени по отдельности. В дис-
кретном случае преобразование представимо дуп-
лицированием строк и столбцов матриц. В число
допустимых преобразований попадают и глобаль-
ные деформации: сдвиги по осям времени, пред-
ставимые добавлением и удалением крайних строк
и столбцов исходных матриц. Для каждой из осей
времени выполняются свойства времени: монотон-
ность и непрерывность. Похожими на описанные
свойствами обладает, например, частотный спектр
сигнала, где одна ось определяет время, а другая —
частоту, величину, обратную времени.

Между двумя объектами, матрицами, в случае
допустимых преобразований требуется определить
инвариантную к преобразованиям осей времени
функцию расстояния, которая сможет выделить
классы эквивалентности множества преобразован-
ных объектов. Работа посвящена определению та-
кой функции расстояния, как обобщения мето-
да динамического выравнивания временных рядов
DTW для матриц.

Цель данной работы — построение метода,
основанного на динамическом выравнивании осей
времени для матриц. Метод динамического вырав-
нивания временн‚ых рядов [13] определен только
для объектов с одной осью времени, что делает
его неприменимым для описанного случая. Од-
нако концепции, используемые на каждой стадии
вычисления оптимального выравнивания, обобще-
ны на рассматриваемый случай. Работа исследует
свойства предложенного метода и сравнивает ре-
зультаты применения метода к задачам классифи-
кации изображений [14] с результатами функции
расстояния L2.

Для иллюстрации и анализа результатов реша-
ется задача метрической классификации объектов
(матриц низкой размерности). Используются набо-
ры данных: модельные данные, которые согласуют-
ся с выдвинутой гипотезой порождения данных для
временн‚ых рядов, подмножество набора MNIST
сниженной размерности и частотный спектр сиг-
нала.

2 Постановка задачи построения
функции расстояния

Рассмотрим задачу построения функции рас-
стояния между объектами. Функция расстояния

инвариантна к допустимым преобразованиям осей
времени: глобальным и локальным линейным и не-
линейным деформациям временн‚ой шкалы. Ниже
приведены две постановки задачи, с помощью ко-
торых определены свойства предложенной функ-
ции расстояния, оценено ее качество и проведено
сравнение нескольких функций расстояния: пред-
ложенной и L2.

Первая постановка задачи использует общее
свойство функций расстояния: объединение схо-
жих объектов и разделение непохожих объектов.
Вводится определение свойства инвариантности
функции расстояния к допустимым преобразова-
ниям осей времени. Вторая постановка задачи уточ-
няет первую и заключается в проведении метриче-
ской классификации методом ближайшего соседа.

Постановка задачи выбора функции расстояния

между двумя объектами. На двух временн‚ых осях
заданы объекты вида A(t1, t2) ∈ Rn×n. Функция
Gw(A) : Rn×n → R�n×�n задает допустимые преобра-
зования исходного объекта A: глобальные сдвиги,
локальные линейные и нелинейные деформации,
а именно: растяжения и сжатия оси времени, сдви-
ги значений по оси времени. Скалярный параметр
w ∈ R+ функции G фиксирует набор этих преобра-
зований.

Допустимым элементарным преобразованием
матрицы A назовем дуплицирование случайных
строк и столбцов исходной матрицы, добавление
или удаление крайних строк и столбцов. Допусти-
мым преобразованием примем некоторую последо-
вательность допустимых элементарных преобразо-
ваний матрицы A и обозначим как Gw(A).

Будем называть объект B ∈ R�n×�n полученным
из объекта A при помощи допустимых преобразо-
ванийG �w, если существует �w ∈ R+ : B = G �w(A).

Функцию расстояния между двумя объектами
ρ : Rn×n × R�n×�n → R+ оценим на выборке D =
= {Ai}m

i=1 объектов вида Ai ∈ Rn×n.

Для каждого объекта выборки Ai и объек-
та Bj его класса эквивалентности {Bj}i = {B ∈
∈ D|∃wi, wj : Gwi(Ai) = Gwj (Bj)} заданы допусти-
мые трансформации с параметрами wi и wj, такие
что Gwi(Ai) = Gwj (Bj). Для каждого объекта вы-
борки Ai и объекта Cj из других классов эквивалент-
ности {Ck}i = {C ∈ D|∄wi, wk : Gwi(Ai) = Gwk

(C)}
не существует таких wi, wk : Gwi(Ai) = Gwk

(Ck).

Решается задача поиска функции расстояния ρ,
значение которой на паре объектов одного клас-
са эквивалентности меньше, чем на любой паре
объектов из разных: для любых i, j, k ∈ {1, . . . ,m}
ρ(Ai,Bj) < ρ(A,Ck). Функцию расстояния, облада-
ющую таким свойством, назовем инвариантной на
классах эквивалентности.
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Критерием качества для функции расстояния ρ
на выборке D примем долю объектов, для которых
указанное неравенство выполняется:

Sρ(D) =
1

m

m∑

i=1

∏

{Bj}i

∏

{Ck}i

[ρ(Ai,Bj) < ρ(Ai,Ck)] .

Постановка задачи выбора функции расстояния ρ
сводится к задаче максимизации критерия качества.

Прикладное использование функции расстояния.

Задана выборка D = {(Ai, yi)}m
i=1, состоящая из пар

объект–ответ. Объектами служат объекты сложной
структуры: Ai ∈ Rn×n, а ответами выступают метки
класса — yi ∈ Y = {1, . . . , E}, где E ≪ m. Выборка
разделена на обучение Dl = {(Ai, yi)}m1

i=1 и контроль
Dt = {(Ai, yi)}m1+m2

m1
.

Модель классификации f принадлежит множе-
ству моделей метрической классификации 1NN,
которые классифицируемому объекту ставят в со-
ответствие метку класса ближайшего объекта из
обучающей выборки по заданной функции рассто-
яния ρ:

�y = f(B|ρ) = y argmin
i=1,...,m1

ρ (B,Ai) .

Критерий качества S модели f для задачи класси-
фикации — доля правильно проставленного класса
на контрольной выборке:

S(f |ρ) = 1

m2

m1+m2∑

i=m1

[f(Ai|ρ) = yi] .

Требуется выбрать функцию расстояния ρ для
модели классификации f : Rn×n → Y , макси-
мизируюшую критерий качества S на контрольной
выборке:

f = argmax
ρ∈{mDTW,L2}

(S(f |ρ)) .

3 Вычисление матричного
расстояния mDTW

Предлагается использовать функцию расстоя-
ния DTW, модифицированную для случая вырав-
нивания двойной шкалы времени.

Определение 1. Даны два объекта A,B ∈ Rn×n.
Тензор невязок Ÿn×n×n×n — такой тензор, что его
элемент Ÿ(i, j, k, l) равен квадрату разности между
элементами A(i, j) и B(k, l):

Ÿ(i, j, k, l) = (A(i, j)− B(k, l))2.

Определение 2. Путем π между двумя объектами
A,B ∈ Rn×n назовем множество индексов тензо-
раŸ:

π = {(i, j, k, l)}, i, j, k, l ∈ {1, . . . , n},

удовлетворяющее следующим условиям:

Частичный порядок. Для элементов пути π

с фиксированными значениями i, k задан порядок:
выравнивающий путь для фиксированных строк
двух матриц упорядочен — {(i, jr, k, lr))}R

r=1 ⊂ π

мощностью R. Аналогично для фиксированных
столбцов с индексами j, l.

Граничные условия. Пусть (i, j, k, l) ∈ π, тогда
(1, j, 1, l) ∈ π и (i, 1, k, 1) ∈ π. Путь π содержит эле-
менты тензораŸ: (1, 1, 1, 1) ∈ π и (n, n, n, n) ∈ π.

Непрерывность по направлению. Для упорядо-
ченного подмножества пути {(i, jr, k, lr)}R

r=1 ⊂ π

выполняется условие непрерывности:

jr − jr−1 ≤ 1 , lr − lr−1 ≤ 1 , r = 2, . . . , R .

На шаге пути π по фиксированному направлению
времени i, k встречаются только соседние элементы
матрицы (включая соседние по диагонали). Анало-
гично для фиксированных j, l.

Монотонность по направлению. Для упорядо-
ченного подмножества пути {(i, jr, k, lr)}R

r=1 ⊂ π

выполняется хотя бы одно из условий монотонно-
сти функции выравнивания времени:

jr − jr−1 ≥ 1 , lr − lr−1 ≥ 1 , r = 2, . . . , R .

Свойства пути между матрицами обобщают
свойства пути между двумя временными рядами.

Определение 3. СтоимостьCost (A,B,π)путиπ меж-
ду объектами A,B:

Cost (A,B,π) =
∑

(i,j,k,l)∈π

Ÿ(i, j, k, l).

Определение 4. Выравнивающий путь �π между объ-
ектами A,B — путь наименьшей стоимости среди
всех возможных путей между объектами:

�π = argmin
π

Cost (A,B,π) .

Функция расстояния ρ(A,B) = mDTW(A,B) меж-
ду объектами A и B рассчитывается как стоимость
выравнивающего пути �π:

mDTW(A,B) = Cost (A,B, �π) . (1)

Алгоритм вычисления значения расстояния (4).

Построение алгоритма вычисления значения функ-
ции расстояния между матрицами основан на
алгоритме расчета функции расстояния между
временн‚ыми рядами. В случае выравнивания одной
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Рис. 1 Матрица стоимости оптимального выравнивания,
по обеим осям отложены временные отсчеты

временн‚ой шкалы итоговая матрица расстояний D

(рис. 1) в каждом элементе D(i, j) содержит рас-
стояние между подрядом первого временн‚ого ряда
и подрядом второго временн‚ого ряда. Рассмот-
рим алгоритм динамического выравнивания двух
временн‚ых рядов s ∈ Rn и c ∈ Rm на рис. 2.

Элемент D(i, j) матрицы D соответствует стои-
мости выравнивающего пути между подпоследова-
тельностями исходных временн‚ых рядов: s(1 : i) =

= s(t), t = 1, . . . , i, и c(1 : j) = c(t), t = 1, . . . , j.
Алгоритм построения наилучшего выравнивания
времени подразумевает, что выравнивающий путь
между этими подпоследовательностями получен
одним из трех способов — если стоимость вы-
равнивающего пути между подпоследовательностя-
ми s(1 : i) и c(1 : j) минимальна для i, j из множе-
ства

i, j ∈ {{i− 1, j}, {i, j − 1}, {i− 1, j − 1}} ,
тогда выравнивающий путь между s(1 : i) и c(1 : j)
получен добавлением пары (i, j) к выбранному вы-
равнивающему пути с минимальной стоимостью из
трех.

Предложенный алгоритм переносит эти рас-
суждения на случай выравнивания двух матриц A

и B. Элемент D(i, j, k, l) четырехиндексного тензо-
ра расстояний D соответствует стоимости вырав-
нивающего пути между A(1 : i, 1 : j) = A(t1, t2),
t1 = 1, . . . , i, t2 = 1, . . . , j, и B(1 : k, 1 : l) = B(t1, t2),
t1 = 1, . . . , k, t2 = 1, . . . , l. Выравнивающий путь
между этими подматрицами получен одним из семи
способов — если стоимость выравнивающего пути
между подматрицами A(1 : i, 1 : j) и B(1 : k, 1 : l)
минимальна для i, j, k, l из множества

i, j, k, l ∈ {{i− 1, j, k, l}, {i, j − 1, k, l},
{i, j, k − 1, l}, {i, j, k, l− 1}, {i− 1, j, k − 1, l},
{i, j − 1, k, l− 1}, {i− 1, j − 1, k − 1, l − 1}} ,

то к выравнивающему пути между этими подмат-
рицами добавляется элемент пути (i, j, k, l) и по-

DTW(s,c):
D(1:n+1,1:m+1) = inf;
D(1,1) = 0;
for i = 2: n+ 1

for j = 2 : m+ 1
d = (s(i − 1)− c(j − 1))2;
D(i, j) = d+min([D(i − 1, j), D(i, j − 1), D(i − 1, j − 1)]);

return sqrt(D(n+ 1, m+ 1))

Рис. 2 Алгоритм вычисления DTW для временных рядов

Correction (i, j, k, l, π(i, j, k, l)) :

if i, j, k, l ∈ {(i − 1, j, k, l); (i, j, k − 1, l); (i − 1, j, k − 1, l)}:
π̂ = {(i, r, k, f) ∈ π(i, j, k, l)|r, f ∈ N}

elif i, j, k, l ∈ {(i, j − 1, k, l); (i, j, k, l − 1); (i, j − 1, k, l − 1)}:
π̂ = {(r, j, f, l) ∈ π(i, j, k, l)|r, f ∈ N}

elif i, j, k, l = i − 1, j − 1, k − 1, l − 1 :

π̂ = {(i, r, k, f) ∈ π(i, j, k, l)|r, f ∈ N}∪

∪{(r, j, f, l) ∈ π(i, j, k, l)|r, f ∈ N}

dπ = {element ∈ π̂ : произведены замены индексов i = i, j = j, k = k, l = l}
return dπ

Рис. 3 Алгоритм вычисления поправки dπ пути π
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mDTW(A, B) :
D(1 : n+ 1, 1 : n+ 1, 1 : n+ 1, 1 : n+ 1) = inf ;
D(1, 1, 1, 1) = 0;
π(1, 1, 1, 1) = ((1, 1), (1, 1))
for i, j, k, l ∈ N2:n+1 × N2:n+1 × N2:n+1 × N2:n+1 :

i, j, k, l = argmin( [ D(i-1, j, k, l), D(i, j-1, k, l), D(i, j, k-1, l), D(i, j, k, l-1),
D(i − 1, j, k − 1, l), D(i, j − 1, k, l − 1), D(i − 1, j − 1, k − 1, l − 1)]);

dπ = Correction (i, j, k, l, π(i, j, k, l))

π(i, j, k, l) = dπ ∪ {(i, j, k, l)}
cost = (A(i, j)− B(k, l))2 +

∑
(r,f,t,g)∈dπ

(A(r, f) − B(t, g))2;

D(i, j, k, l) = cost + D(i, j, k, l)
return sqrt(D(n+ 1, n+ 1, n+ 1, n+ 1))

Рис. 4 Алгоритм вычисления расстояния между матрицами

правка dπ пути π, алгоритм вычисления которой
приведен ниже.

Обозначим выравнивающий путь между A(1 : i,
1 : j) и B(1 : k, 1 : l) как π(i, j, k, l), тогда поправ-
ка dπ пути π(i, j, k, l) при фиксированных i, j, k, l
вычисляется приведенным на рис. 3 образом.

Алгоритм динамического выравнивания двух
матриц и вычисления расстояния mDTW между
ними с учетом приведенного выше алгоритма при-
мет вид, представленный на рис. 4.

Следует отметить, что алгоритм [15] имеет
высокую сложность вычисления — O(n4). Пред-
полагается ускорение метода с использованием
ограничения Sakoe-Chiba band, что сократит вы-
числительную сложность алгоритма до O(n2k2),
где k — параметр ограничения.

4 Вычислительный эксперимент

Вычислительный эксперимент проведен на мо-
дельных данных с допустимыми преобразованиями
и на реальных данных: объектах коллекции MNIST
с допустимыми преобразованиями и на спектро-
граммах зашумленных сигналов.

Решается задача метрической классификации
методом ближайшего соседа. В таблице приведены
значения критерия качества функции расстояния

Sρ(D) и критерия качества метрической класси-
фикации S(f |p) при использовании двух функций
расстояния: предложенной в работеmDTW и L2.

Модельные данные — это нулевые матрицы
со случайными ненулевыми строками, столбца-
ми, подпрямоугольниками с наложенным шумом.
К ним применены допустимые преобразования, со-
гласованные с гипотезой наличия локальных и гло-
бальных искажений. На рис. 5 показан пример
оптимального выравнивания двух объектов. Лини-
ями показаны элементы пути π.

Подготовлена подвыборка набора данных
MNIST. Она состоит из 100 объектов классов 0 и 1
сниженной размерности с допустимыми преобра-
зованиями. На рис. 6 показан пример оптимального
выравнивания объектов.

Аналогичный эксперимент проведен для реше-
ния задачи метрической классификации спектров
различных сигналов, пример которых приведен на
рис. 7. На рисунке показаны примеры Фурье-спект-
ров этих сигналов. Спектр получен путем примене-
ния быстрого преобразования Фурье к исходному
сигналу для различных окон с фиксированным раз-
мером и сдвигом. Исходные временн‚ые ряды обла-
дали свойством периодичности, период выбирался
случайным образом.

Тестирование проведено на разного рода дан-
ных: исходных модельных данных без наложения

Снижение расстояний при выполнении преобразований для различных наборов данных

Метод
Данные L2 MatrixDTW

S(f |p) Sρ(D) S(f |p) Sρ(D)

Модельные данные без преобразований 92% 78% 100% 85%
Модельные данные с преобразованиями 86% 65% 100% 82%
Модельные данные с преобразованиями и шумом 69% 61% 92% 78%
MNIST без преобразований 95% — 95% —
MNIST с преобразованиями 53% — 92% —
Спектр сигнала 83% — 96% —
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Рис. 5 Выравнивание модельных данных: (а) один класс без шума; (б) разные классы без шума; (в) один класс
с шумом; (г) разные классы с шумом

Рис. 6 Выравнивание данных MNIST: левый столбец — один класс; правый столбец — разные классы; (а)mDTW =
= 720,1; (б) 948,6; (в) 2017,0; (г)mDTW = 2071,4
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Выравнивание декартовых произведений упорядоченных множеств

Рис. 7 Данные спектров сигнала: (а) класс 1; (б) спектр класса 1; (в) класс 2; (г) спектр класса 2; (д) класс 3; (е) спектр
класса 3

допустимых преобразований, с ними, а также на
модельных данных с наложенным поверх объектов
случайным шумом.

В каждом из проведенных экспериментов была
продемонстрирована устойчивость предложенного
подхода к допустимым преобразованиям. Наилуч-
шее значение критерия качества задачи классифи-

кации было достигнуто при использовании пред-
ложенной функции расстояния.

5 Заключение

В работе предложено обобщение метода ди-
намического выравнивания временн‚ых рядов для
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случая объектов, определенных на двух осях вре-
мени. Существует теоретическое обобщение пред-
лагаемых методов на случай конечного множества
осей времени. Вычислительный эксперимент по-
зволил проанализировать свойства подхода: устой-
чивость к допустимым преобразованиям и разде-
ляющая способность функции расстояния как на
реальных, так и на модельных данных. Качество
решения задачи метрической классификации вы-
ше решения, основанного на евклидовом расстоя-
нии. Вычислительная сложность метода высокая,
что ограничивает его применимость на объектах
высокой размерности.
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НЕЙРОФИЗИОЛОГИЯ КАК ПРЕДМЕТНАЯ ОБЛАСТЬ

ДЛЯ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ С ИНТЕНСИВНЫМ

ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ ДАННЫХ∗

Д. О. Брюхов1, С. А. Ступников2, Д. Ю. Ковалёв3, И. А. Шанин4

Аннотация: Цель данного обзора — анализ нейрофизиологии как области с интенсивным использова-
нием данных. В настоящее время происходит заметный рост числа исследований в области изучения
человеческого мозга. Появляются крупные международные проекты, поддерживающие исследова-
ния, направленные на улучшение понимания работы человеческого мозга, а также на обнаружение
и поиск способов лечения основных заболеваний, связанных с человеческим мозгом. Объем данных,
генерируемых в типичной лаборатории, проводящей исследования в области нейрофизиологии, растет
в геометрической прогрессии. При этом данные представляются с использованием большого числа
разнообразных форматов. Это приводит к необходимости создания инфраструктур и баз данных, а также
веб-сайтов, предоставляющих единый доступ к данным и обеспечивающим обмен этими данными между
исследователями по всему миру. Для анализа собранных данных применяются методы и средства из
области нейроинформатики — науки на стыке нейрофизиологии и информатики. Для решения нейро-
физиологических задач применяются различные методы информатики, такие как статистический анализ
и машинное обучение, в частности нейронные сети.

Ключевые слова: нейрофизиология; нейроинформатика; интенсивное использование данных; анализ
данных
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1 Введение

Нейрофизиология — один из ярких примеров
научной области с интенсивным использованием
данных. Она представляет собой комбинацию раз-
личных областей знаний: анатомии, физиологии,
генетики, биохимии, психологии — и стала пере-
довой областью в исследовании и моделировании
работы человеческого мозга.

В настоящее время во всем мире растет инте-
рес к научному пониманию работы человеческо-
го мозга, выражающийся в количестве исследо-
ваний в области нейрофизиологии. Появляется
новое, более качественное оборудование, позволя-
ющее получать более точные данные различного ви-
да, в частности данные магнитно-резонансной то-
мографии (МРТ), электроэнцефалографии (ЭЭГ),
магнитоэнцефалографии (МЭГ) и др. Новое обо-
рудование позволяет за несколько дней собирать

больше данных, чем всего десять лет назад собира-
лось за целый год.

С увеличением объема данных встает пробле-
ма совместного использования этих данных для
решения разнообразных задач в области нейро-
физиологии. Стали появляться как региональ-
ные консорциумы и проекты, поддерживающие
исследователей для решения различных задач
в области нейрофизиологии (например, амери-
канская инициатива BRAIN (The Brain Research
through Advancing Innovative Neurotechnologies R©
Initiative), европейские проекты HBP (Human
Brain Project) и BNCI (Brain-Neural-Computer-
Interaction) из программы Horizon 2020), так
и консорциумы, объединяющие исследователей во
всем мире для решения конкретных задач, та-
кие как проект исследования коннектома челове-
ка HCP (Human Connectome Project), инициатива
по нейровизуализации болезни Альцгеймера ADNI
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(Alzheimer’s Disease Neuroimaging Initiative), ини-
циатива по развитию маркеров для болезни Пар-
кинсона PPMI (Parkinson’s Progression Markers Ini-
tiative).

С ростом объема данных растет и разнообразие
этих данных. К сожалению, в области нейрофизио-
логии в настоящее время нет единых стандартов для
представления данных. Это относится практически
ко всем видам данных, в частности к нейроизо-
бражениям и биомедицинским сигналам. Разно-
образие форматов данных вызвано большим чис-
лом видов медицинского оборудования, а также
средств визуализации и анализа получаемых дан-
ных.

С ростом объема и разнообразия данных про-
должает усиливаться стремление разместить их
в доступных репозиториях (базах данных, веб-сай-
тах). Такие репозитории могут содержать петабайты
нейрофизиологических данных и позволяют обме-
ниваться ими исследователям по всему миру. Не-
которые базы содержат данные для решения кон-
кретного класса задач, другие — широкий набор
различных данных. При добавлении новых дан-
ных в эти базы данные обычно проходят процесс
рецензирования.

Базы данных могут содержать данные как в ка-
ком-то определенном формате, так и поддержи-
вать несколько разных форматов, принятых в со-
обществе. Базы данных и веб-сайты предоставляют
единый интерфейс доступа к зарегистрированным
в них данным. Некоторые сайты предоставляют
также программные средства для визуализации со-
держащихся в них данных.

За последние годы созданы десятки програм-
мных средств для сбора, обработки, анализа и ви-
зуализации данных в области нейрофизиологии,
основанные на методах и средствах из области ин-
форматики и применяющих методы моделирова-
ния из области нейрофизиологии. Таким образом,
формируется нейроинформатика как междисцип-
линарная область сотрудничества исследователей-
нейрофизиологов с исследователями-информати-
ками.

В рамках статьи предоставлена информация
о текущем состоянии дел в области нейрофизиоло-
гии (при этом основное внимание уделяется моде-
лированию когнитивных функций на основе ней-
рофизиологических данных): основные мировые
стратегические инициативы и проекты (разд. 2),
крупные базы данных, содержащие данные иссле-
дований (разд. 3), основные форматы представле-
ния нейроизображений и биомедицинских сигна-
лов (разд. 4), программные средства для обработки
и анализа нейроизображений (разд. 5).

2 Крупные международные
консорциумы и проекты
в области нейрофизиологии

С увеличением объема данных и числа иссле-
дований в области нейрофизиологии встает задача
компьютерной поддержки этих исследований и со-
вместного использования полученных данных. По-
являются как региональные консорциумы и проек-
ты, поддерживающие исследователей для решения
различных задач в области нейрофизиологии, так
и консорциумы, объединяющие исследователей во
всем мире для решения конкретных задач или для
лечения различных заболеваний, связанных с моз-
гом.

Инициатива исследования мозга с помощью про-

двинутых инновационных технологий (BRAIN) [1]
была объявлена в США в 2013 г. и представляет со-
бой 10-летнюю программу, направленную на рево-
люцию в понимании работы человеческого мозга.

Начатый в 2013 г. проект Human Brain

Project [2] — это десятилетний проект поддерж-
ки исследований человеческого мозга, курируемый
Европейским Союзом (ЕС). Цель проекта — созда-
ние современной исследовательской инфраструк-
туры, которая позволит исследователям расширять
знания в понимании работы человеческого мозга.

Стартовавший в 2010 г. проект Human Connec-

tome Project [3] является попыткой картирования
нервных путей, лежащих в основе функциониро-
вания человеческого мозга. Цель проекта — сбор
и обмен данными о структурной и функциональ-
ной связанности человеческого мозга (коннектома)
в макромасштабе (в сантиметровом и миллиметро-
вом масштабе).

Проект BNCI Horizon 2020 [4] в рамках 7-й
рамочной программы ЕС направлен на поддерж-
ку и координацию усилий в области интерфейсов
мозг–компьютер (BCI, Brain–Computer Interface)
и нейроинтерфейсов мозг–компьютер (BNCI).
Основная цель этого проекта — разработка дорож-
ной карты для области BCI с особым упором на
промышленные приложения BCI и конечных поль-
зователей. Этот проект объединяет 12 европейских
университетов.

Потребность в использовании данных различ-
ных дисциплин для исследования процессов и спо-
собов лечения основных заболеваний была призна-
на несколько лет назад [5]. Также была осознана
необходимость сотрудничества между центрами
и дисциплинами для интеграции и совместного ис-
пользования разнообразных данных [6] путем орга-
низации междисциплинарных консорциумов.
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Примером такого консорциума может служить
инициатива по нейровизуализации болезни Альцгей-

мера (ADNI) [7], объединяющая исследователей
с данными исследований для улучшения профи-
лактики и лечения болезни Альцгеймера. Основ-
ные цели инициативы: выявление болезни на
ранней стадии и определение способа отслежи-
вания болезни с помощью биомаркеров, приме-
нение методов ранней диагностики (когда вме-
шательство может быть наиболее эффективным),
предоставление данных исследований для ученых
всего мира.

Другими примерами междисциплинарных кон-
сорциумов, использующих обработку нейроизоб-
ражений, являются инициативы, направленные на
лечения таких заболеваний, как болезнь Паркин-
сона (PPMI), психиатрические расстройства. Под-
держиваются базы данных для сбора нейровизу-
альных, генетических и феноменальных данных об
аутизме (National Database of Autism Research) и по-
вреждениях головного мозга (Federal Interacgency
Traumatic Brain Injury Research).

3 Инфраструктуры и базы данных
в области нейрофизиологии

С целью дальнейшего использования данных,
полученных исследователями со всего мира, со-
здаются и поддерживаются инфраструктуры досту-
па к данным и отдельные базы данных, объеди-
няющие данные от различных исследовательских
групп и предоставляющие единый интерфейс до-
ступа к этим данным. Инфраструктуры пред-
оставляют единую среду для доступа к различным
данным и использования различных программных
средств для обработки этих данных. Ниже рас-
смотрены основные современные инфраструктуры
и базы данных.

Проект 1000 функциональных коннектомов (1000
Functional Connectomes project) [8] предоставля-
ет доступ к фМРТ-изображениям со всего мира.
Проект содержит данные о более 1200 наборах
фМРТ-изображений состояния покоя, собранных
с 33 разных сайтов. Проект содержит как сырые,
так и предобработанные данные, представленные
в формате BIDS (brain imaging data structure).

OpenNEURO [9] — бесплатная и открытая плат-
форма для обмена данными МРТ, МЭГ и ЭЭГ.
Она является развитием проекта по созданию базы
данных OpenfMRI, законченного в 2010 г. Пер-
воначально база данных включала только наборы
данных, содержащих фМРТ-действия (task based

fMRI). В настоящее время она открыта для любых
видов МРТ-нейроизображений. Все изображения,
хранящиеся в базе данных, представлены в формате
BIDS.

База данных ConnectomeDB [10] была разработа-
на в рамках проекта HCP [3] и содержит данные
о структурной и функциональной связанности че-
ловеческого мозга (коннектома). База данных в на-
стоящее время включает в себя несколько видов
данных МРТ, ЭЭГ и МЭГ. Изображения, храня-
щиеся в ConnectomeDB, представлены в формате
NIFTI. Для обработки данных проекта был создан
Connectome Workbench — свободно предоставляемый
инструмент для визуализации и анализа данных,
полученных в рамках проекта HCP.

XNAT [11] — это открытая информационная
платформа для работы с нейроизображениями, раз-
работанная исследовательской группой по нейро-
информатике в Вашингтонском университете. Она
облегчает общие задачи управления, обеспечения
производительности и качества обработки нейро-
изображений и связанных данных. XNAT Central

является общедоступным хранилищем медицин-
ских изображений, основанным на открытой ин-
формационной платформе обработки изображений
XNAT. В отличие от большинства других хранилищ,
таких как ConnectomeDB и Open fMRI, XNAT Cen-
tral не модерируется для контроля содержимого и не
предназначен для поддержки решения каких-либо
конкретных научных задач и подходов. Все изобра-
жения, хранящиеся в XNAT Central, представлены
в формате DICOM.

NITRC [12] — это бесплатный веб-ресурс, ко-
торый предлагает информацию о постоянно рас-
ширяющемся наборе программного обеспечения
и данных для нейроинформатики. Он состоит из
трех компонентов: реестра ресурсов (NITRC-R),
репозитория изображений (NITRC-IR) и вычисли-
тельной среды (NITRC-CE). Вычислительная среда

NITRC-CE представляет собой виртуальную облач-
ную платформу, содержащую предустановленный
набор программных средств для работы с нейро-
изображениями. Репозиторий изображений NITRC

включает в себя изображения в форматах DICOM
и NIFTI.

База данных, разработанная в рамках проекта

BNCI Horizon 2020 [4], является общедоступной
коллекцией наборов данных в области BCI. Цель
создания базы данных — повышение научной про-
зрачности и эффективности. База данных способ-
ствует также валидации опубликованных методов
и способствует разработке новых алгоритмов. Дан-
ные могут храниться в различных форматах ЭЭГ-
данных.
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4 Форматы данных
в нейрофизиологии

В области нейрофизиологии в настоящее время
нет единых стандартов для хранения данных [13].
Это относится как к нейроизображениям, так
и к биомедицинским сигналам. Многообразие фор-
матов представления данных вызвано разнообрази-
ем как медицинского оборудования, так и средств
визуализации и анализа получаемых данных.

4.1 Форматы магнитно-резонансной
томографии

Данные нейрофизиологических изображений
должны содержать не только сами изображения,
но и дополнительную информацию (метаданные),
обеспечивающую интероперабельность и повтор-
ное использование этих данных. Изображения без
связанных с ними метаданных практически бес-
полезны. К метаданным относятся информация
об изображении (размер пикселя, ширина и высо-
та изображения, число изображений), информация
об оборудовании, информация об объекте наблю-
дения, информация о положении объекта наблю-
дения относительно оборудования.

Наиболее распространенные форматы пред-
ставления нейроизображений — DICOM (digital
imaging and communications in medicine) [14], ис-
пользуемый в большинстве медицинских сканеров,
и ANALYZE 7.5 [15], разработанный в клинике
Mayo в рамках создания пакета программ Analyze
для хранения, визуализации и обработки много-
мерных биомедицинских изображений. Среди дру-
гих форматов данных в нейрофизиологии можно
отметить NIFTI [16] и BIDS [17].

Форматы определяют, как изображения и ме-
таданные хранятся в файле. Названия конкрет-
ных метаданных в каждом формате свои, и их
число варьируется от сотни (ANALYZE, NIFTI)
до нескольких тысяч (DICOM). В ряде форматов
(ANALYZE, NIFTI, BIDS) определяется неизменя-
емый список используемых метаданных, и любой
файл должен содержать значения всех этих мета-
данных, даже если они неизвестны. Другие фор-
маты (DICOM) используют гибкий набор метадан-
ных, когда конкретные метаданные присутствуют
в файле только в том случае, если они определены.

Нейрофизиологические изображения пред-
ставляются в виде трехмерного массива вокселей,
описывающего положение вокселей в трехмерном
пространстве. Также может добавляться четвер-
тое измерение — время. Каждый формат опре-
деляет свой способ представления этого массива

в файле в виде одномерной последовательности
вокселей. Форматы отличаются способом задания
ориентации изображения относительно сканера:
неявная фиксированная ориентация (ANALYZE),
кватернионы (NIFTI) и направляющие косинусы
(DICOM, NIFTI). Для определения ориентации
объекта наблюдения относительно сканера исполь-
зуются в основном два подхода: нейрологический
(NIFTI) и радиологический (DICOM).

4.2 Форматы электроэнцефалографии

В области хранения биомедицинских сигна-
лов существует множество разнообразных форма-
тов [18]. Форматы определяют, как метаданные
(заголовки) и данные хранятся в файле. Заголовки
файлов (метаданные) обычно хранятся в бинарном
виде (EDF (European data format) [19], GDF (gen-
eral data format) [20]), но в некоторых форматах
они хранятся в текстовом виде или в виде XML
(OpenXDF [21]).

Некоторые биомедицинские данные могут со-
держать различные виды биомаркеров, для этого
форматы (EDF, GDF, OpenXDF) должны поддер-
живать частоту дискретизации и коэффициенты
масштабирования. Первоначально форматы под-
держивали хранение 8-битных данных, затем 16-
битных (EDF), а все последние форматы поддержи-
вают и типы данных более 16 бит (GDF, OpenXDF).
При хранении данных важно знать физическую
единицу записанного сигнала, т. е. представляют
ли значения выборки милливольт (мВ) или микро-
вольт (мкВ). Большинство форматов поддерживают
все физические единицы, представленные в стан-
дарте ISO11073:10101. Но некоторые старые фор-
маты (EDF, GDF 1.0) отводят на это только 8 байт,
чего недостаточно для хранения всех единиц.

Биомедицинские сигналы зачастую содержат
артефакты. Часть форматов (GDF, OpenXDF) по-
зволяют задавать диапазон изменения значения
единиц, что позволяет автоматически находить не-
корректные данные. Для анализа больших баз
данных и архивов важно иметь доступную ин-
формацию (поддерживаются в форматах OpenXDF,
GDF 2.1) о демографии пациентов, записывающем
оборудовании, исследователе и т. д.

5 Программные средства работы
с нейрофизиологическими
данными

Программные средства работы с нейроизобра-
жениями помогают исследователям в изучении
мозга человека. Они позволяют визуализировать
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данные в виде трехмерных изображений, приме-
нять различные методы анализа данных.

Средства визуализации позволяют визуализиро-
вать как 2D-, так и 3D- и 4D-нейроизображения (3D
Slicer [22], Mango [23]). Кроме визуализации они
также позволяют выполнять операции над изобра-
жениями, такие как ручная сегментация и создание
трехмерной модели поверхности (3D Slicer), созда-
ние и редактирование областей интереса в изобра-
жениях, рендеринг поверхности, наложение изоб-
ражений (Mango).

Средства анализа нейроизображений позволя-
ют применять различные методы информати-
ки для анализа нейроизображений. Напи-
санное на MATLAB программное обеспечение
CONN [24] предназначено для вычисления, визу-
ализации и анализа функциональных связностей
в фМРТ. Предоставляются также функции обнару-
жения и очистки артефактов, динамического ана-
лиза связности и анализа на основе поверхности
и объема. Система SPM [25] предназначена для
статистического параметрического картирования,
используемого для определения различий в заре-
гистрированной активности мозга с использовани-
ем пространственно расширенных статистических
процессов.

Набор инструментов для работы с ЭЭГ NBT [26]
обеспечивает расчет и интеграцию нейрофизио-
логических биомаркеров. NBT предлагает конвей-
ер, включающий различные этапы обработки
данных: от хранения данных до применения
статистических методов, вычисление отклонения
артефактов, визуализацию сигналов, вычисле-
ние биомаркеров и статистическое тестирование.
Программные средства EEGLAB [27], FieldTrip [28]
и BioSig [29], реализованные в MATLAB, пред-
назначены для обработки биомедицинских сиг-
налов, таких как ЭЭГ, МЭГ и других электро-
физиологических сигналов. EEGLAB реализует
метод независимых компонент, частотно-времен-
ной анализ, вычисление отклонения артефак-
тов и несколько режимов визуализации данных.
FieldTrip предлагает методы предварительной об-
работки и расширенного анализа, такие как час-
тотно-временной анализ, восстановление источ-
ников с использованием диполей, распределенных
источников и непараметрическое статистическое
тестирование. BioSig предоставляет средства ви-
зуализации данных и средства для сбора данных,
обработки артефактов, контроля качества, извле-
чения характеристик, классификации, моделиро-
вания данных.

Библиотеки обработки нейроизображений на язы-

ке Python помогают разрабатывать собственные
программы для работы с нейроизображениями.

Библиотека NiPy [30] — библиотека, состоящая
из нескольких частей, которые позволяют пользо-
вателю выполнять как простые операции с изоб-
ражениями fMRI (например, чтение и запись),
так и сложные алгоритмы анализа нейроизображе-
ний. Nibabel предоставляет прикладной программ-
ный интерфейс для чтения и записи различных
форматов файлов нейроизображений, таких как
ANALYZE, NIFTI, MINC, MGH. Niwidgets пред-
оставляет средства визуализации нейроизображе-
ний. Nitime предоставляет средства для анали-
за временн‚ых рядов в области нейровизуализации.
Nilearn предоставляет средства для статистического
исследования данных нейровизуализации на осно-
ве метода независимых компонент CanICA.

MNE-Python [31] — это программный пакет
с открытым исходным кодом, предназначенный
для анализа данных МЭГ и ЭЭГ. Он предостав-
ляет современные алгоритмы, которые охватыва-
ют несколько методов предварительной обработки
данных, локализации источников, статистического
анализа, методы машинного обучения.

6 Заключение
Нейрофизиологию можно рассматривать как

область с интенсивным использованием данных,
где данные играют ключевую роль в исследованиях
в понимании работы головного мозга и в обнаруже-
нии и лечении заболеваний, связанных с головным
мозгом. По всему миру создаются проекты, под-
держивающие исследования в этой области. Рост
числа исследований и появление нового оборудова-
ния ведут к лавинообразному увеличению объема
данных. Эти данные могут представляться в раз-
личных форматах. Требуются новые средства для
хранения данных больших объемов (которые мо-
гут достигать нескольких петабайт), средства для
интеграции данных, представленных в разных фор-
матах, средства анализа такого объема данных. От-
дельные компьютеры больше не подходят для ана-
лиза данных в области нейрофизиологии, а потому
необходимо развивать новые инфраструктуры, по-
зволяющие хранить и обрабатывать такие объемы
данных. Актуальные задачи в области нейрофизио-
логии требуют применения современных методов
анализа данных, включая статистический анализ
и машинное обучение, реализованных в распреде-
ленных вычислительных инфраструктурах.
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РИСК-НЕЙТРАЛЬНАЯ ДИНАМИКА ДЛЯ МОДЕЛИ ARIMA-GARCH

С ОШИБКАМИ, РАСПРЕДЕЛЕННЫМИ ПО ЗАКОНУ SU

ДЖОНСОНА

А. Р. Данилишин1, Д. Ю. Голембиовский2

Аннотация: Риск-нейтральный мир выступает одной из фундаментальных моделей финансовой ма-
тематики, на которой основывается определение справедливой стоимости производных финансовых
инструментов. В статье рассматривается построение риск-нейтральной динамики для случайного про-
цесса ARIMA-GARCH (Autoregressive Integrated Moving Average, Generalized AutoRegressive Conditional
Heteroskedasticity — интегрированная модель авторегрессии и скользящего среднего, обобщенная авто-
регрессионная условная гетероскедастичность) с ошибками, распределенными по закону SU Джонсона.
Для нахождения коэффициентов модели, соответствующих риск-нейтральной динамике, в большин-
стве преобразований (примерами таких преобразований являются преобразование Эшера, расширенный
принцип Гирсанова) необходимо существование производящей функции моментов. Для таких распреде-
лений, как распределение Стьюдента и SU Джонсона, данная функция неизвестна. В статье формируется
производящая функция моментов для распределения SU Джонсона и доказывается, что, используя мо-
дификацию расширенного принципа Гирсанова, можно получить риск-нейтральную меру относительно
выбранного распределения.

Ключевые слова: ARIMA; GARCH; риск-нейтральная мера; расширенный принцип Гирсанова; распре-
деление SU Джонсона; ценообразование опционов
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1 Введение

Основой для нахождения справедливой сто-
имости производных финансовых инструментов
является моделирование поведения цен базовых
активов [1]. Существует множество моделей, од-
нако в случае дискретного времени широкую попу-
лярность получила ARIMA-GARCH — модель, по-
зволяющая описывать переменную волатильность
случайного процесса [2]. В статье рассматрива-
ется модель ARIMA-GARCH с ошибками, рас-
пределенными по закону SU Джонсона. Данное
распределение получается нелинейным преобра-
зованием нормального распределения и, в силу
свойств данного преобразования, характеризуется
асимметричностью и наличием «тяжелых хвостов»,
что позволяет достаточно хорошо приближать ре-
альные цены базовых активов [3, 4].

На финансовых рынках одним из главных прин-
ципов ценообразования финансового инструмента
выступает безарбитражность, т. е. отсутствие воз-
можности получения безрисковой прибыли при
нулевых затратах [5]. Свойству безарбитражности

рынка отвечает существование риск-нейтральной
вероятностной меры. Полный рынок характери-
зуется наличием единственной риск-нейтральной
меры, неполный же рынок имеет множество по-
добных мер.

Главным ограничением многих принципов по-
лучения риск-нейтральных мер (преобразование
Эшера, расширенный принцип Гирсанова) являет-
ся наличие производящей функции моментов ис-
следуемого распределения. Производящая функ-
ция моментов распределения SU Джонсона [6, 7]
не описана в литературе. Цель статьи — получение
данной производящей функции моментов, обоб-
щение расширенного принципа Гирсанова и на-
хождение риск-нейтральной меры для рассматри-
ваемого случайного процесса. Подробное описание
расширенного принципа Гирсанова можно найти
в статье [8], а его применение к различным типам
моделей GARCH — в работе [9].

Статья построена следующим образом. В разд. 2
введены основные положения модели, описаны
принципы построения риск-нейтральной меры на
основе расширенного принципа Гирсанова, опре-

1Московский государственный университет им. М. В. Ломоносова, факультет вычислительной математики и кибернетики,
danilishin-artem@mail.ru

2Московский государственный университет им. М. В. Ломоносова, факультет вычислительной математики и кибернетики;
Московский финансово-промышленный университет «Синергия», golemb@cs.msu.su
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делены понятия ARIMA, GARCH и распределе-
ния SU Джонсона, приведен вывод производя-
щей функции моментов [10] для распределения
SU Джонсона. В разд. 3 применяется расши-
ренный принцип Гирсанова для распределения
SU Джонсона. В разд. 4 приводится модифика-
ция расширенного принципа Гирсанова и полу-
чение риск-нейтральных коэффициентов модели
ARIMA-GARCH [11]. В заключении статьи приво-
дятся выводы исследования.

2 Модель динамики цены
базового актива

Пусть случайный процесс (цена базового акти-
ва опциона) S = (St)

T
t=0 задан на вероятностном

пространстве (Ÿ,F ,P) с фильтрацией (Ft)
T
t=0, где

F0 = {∅,Ÿ), FT = F . Рассмотрим случайный про-
цесс логарифмических приращений цены базового
актива

Yt = ln

(
St

St−1

)
, Y0 = 0 , t = 1, 2, . . . , T .

Для отсутствия арбитражных возможностей
процесс эволюции цены базового актива должен
быть согласован с мартингальной мерой Q. Данная
мера должна быть эквивалентна исходной (физи-
ческой) мере P (P ≈ Q, ∀ B ∈ F : Q(B) = 0 ⇔
⇔ P(B) = 0). Мера Q является мартингальной,
если справедливо равенство

EQ
[
“St|Ft−1

]
= “St−1 .

Здесь EQ[∗|∗] — условное математическое ожида-
ние относительно меры Q; “St — дисконтированные
цены базового актива относительно безрисковой
ставки r ( “St = e−rtSt). Условие мартингальности
можно переписать в следующем виде:

EQ
[
eYt |Ft−1

]
= er .

Расширенный принцип Гирсанова описывает
динамику дисконтированных цен базового актива
следующим образом [8, 9]:

“St = “S0AtMt , At =

t∏

k=1

EP

[
“Sk

“Sk−1
|Ft−1

]
, (1)

где процессMt является мартингалом [12]. Поделив
левую и правую части выражения (1) на “St−1 и сде-
лав соответствующие преобразования, получим:

“St = “St−1e
−r+ln(EP[eYt |Ft−1])Wt = “St−1e

vtWt ,

Wt =
Mt

Mt−1
.

В расширенном принципе Гирсанова утвержда-
ется, что процесс

Zt =

t∏

k=1

gP
Wk

(
“Sk/ “Sk−1

)
evk

gP
Wk

(
e−vk “Sk/ “Sk−1

) ,

порождаемый производной Радона–Никоди-
ма dQ/dP [13, 14], где gP

Wt
— условная плотность

распределения Wt, обеспечивает риск-нейтраль-
ную динамику для “St в новой мере Q, относительно
старой P [8]. Данное утверждение можно записать
следующим образом:

LQ
(
“St|Ft−1

)
= LP (Mt|Ft−1) .

Для процессаYt с плотностью распределения fP
Yt

выражение для Zt примет следующий вид [9]:

Zt =

t∏

k=1

fP
Yk

(
Yk − r + ln(MYk|Ft−1

(1))
)

fP
Yt
(Yk)

.

Переход от физической меры к риск-нейт-
ральной осуществляется с помощью производящей
функции моментов [8]:

MQ
Yt
(c) = e−c(−r+ln(MYt (1)))MP

Yt
(c) . (2)

Модель ARIMA (p, d, q)-GARCH (P,Q) являет-
ся комбинацией моделей ARIMA(p, d, q) — инте-
грированной модели авторегрессии и скользящего
среднего — иGARCH(P,Q)— обобщенной авторе-
грессионной условной гетероскедастичности [7, 9]:

–dyt = mt + δtεt, εt|Ft−1 ∼ JSU (ξ, λ, γ, δ) ;
mt = E

[
–dyt|Ft−1

]
= φ0 + φ1–

dyt−1 + · · ·
· · ·+ φp–

dyt−p + θ1δt−1εt−1 + · · ·+ θqδt−qεt−q ;

δ2t = Var
[
–dyt|Ft−1

]
= α0 + α1δ

2
t−1 + · · ·

· · ·+ αP δ
2
t−P + β1δ

2
t−1ε

2
t−1 + · · ·+ βQδ

2
t−Qε

2
t−Q .

Будем рассматривать модель ARIMA (p, d, q)-
GARCH(P,Q) с ошибками εt, имеющими рас-
пределение SU Джонсона. Распределение SU

Джонсона — JSU (ξ, λ, γ, δ) — представляет собой
четырехпараметрическое вероятностное распреде-
ление, которое образуется в результате нелиней-
ного преобразования нормально распределенной
случайной величины X ∼ N(0, 1):

εt = ξ + λ sinh

(
Xt − γ

δ

)
= g(Xt) ,
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где −∞ < ξ < ∞ — параметр сдвига местополо-
жения; 0 < λ < ∞ — параметр масштабирования;
−∞ < γ < ∞ — параметр асимметрии; 0 < δ <
< ∞ — показатель эксцесса. Функция плотности
распределения имеет следующий вид:

fεt(ε) =
δ

λ
√
2π

×

× 1√
1 + ((ε− ξ)/λ)2

e−(γ+δ sinh−1((ε−ξ)/λ))2/2. (3)

Математическое ожидание и дисперсия εt долж-
ны равняться 0 и 1 соответственно:

E [εt] = ξ − λe1/(2δ
2)sinh

(
γ

δ

)
= 0 ;

Var [εt] =
λ2

2

(
e1/δ2 − 1

)(
e1/δ2cosh

(
2γ

δ

)
+ 1

)
= 1 .

Введем соответствующие замены переменных:

“ξ = “λe1/(2δ
2)sinh

(
γ

δ

)
;

“λ =
√
2

((
e1/δ2 − 1

)(
e1/δ2cosh

(
2γ

δ

)
+ 1

))−1/2
,

тогда ошибки будут иметь распределение с уже но-
выми параметрами:

εt|Ft−1 ∼ JSU
(
“ξ, “λ, γ, δ

)
.

Утверждение 1. Производящая функция моментов для

распределения SU Джонсона имеет следующий вид:

MY (c) = e
ξc

∞∑

n=0

(
cλ

2

)n
1

n!
×

×
n∑

j=0

(−1)n−jCj
ne
(n−2j)2/(2δ2)+γ(n−2j)/δ .

Д о к а з а т е л ь с т в о .

Y − ξ

λ
= sinh

X − γ

δ
=

=
1

2

(
e(X−γ)/δ − e−(X−γ)/δ

)
⇒ E

[(
Y − ξ

λ

)n]
=

=
1

2n

∞∫

−∞

(
e(x−γ)/δ − e−(x−γ)/δ

)n

fnorm(x) dx =

=
1

2n

∞∫

−∞

n∑

j=0

(−1)n−jCj
ne

−(x−γ)(n−2j)/δfnorm(x) dx =

=
1

2n

n∑

j=0

(−1)n−jCj
ne

γ(n−2j)/δ ×

×
∞∫

−∞

e−x(n−2j)/δfnorm(x) dx =

=
1

2n

n∑

j=0

(−1)n−jCj
ne
(n−2j)2/(2δ2)+γ(n−2j)/δ .

Свойство

M(Y −ξ)/λ(c) = e
−ξc/λMy

(
c

λ

)

производящей функции моментов завершает дока-
зательство.

3 Риск-нейтральная динамика
на основе расширенного
принципа Гирсанова

Зная распределение ошибок εt|Ft−1 ∼
∼ JSU (“ξ, “λ, γ, δ) (3), можно найти распределение
случайного процесса Yt:

fYt(yt) =
δ

“λδt
√
2π

1√
1 + ((yt − (mt + “ξδt))/(δt“λ))2

×

× e−(γ+δ sinh−1((yt−(mt+“ξδt))/(δt
“λ)))

2
/2 . (4)

Тогда, сравнивая плотности (3) и (4), получаем, что
Yt|Ft−1 имеет распределение JSU (mt+“ξδt, “λδt, γ, δ).
Производящая функция моментов для случайного
процесса Yt будет иметь следующий вид:

MP
Yt
(c) = e(mt+δt

“ξ)c
∞∑

n=0

(
c“λδt
2

)n
1

n!
An , (5)

где

An =

n∑

j=0

(−1)n−jCj
ne
(n−2j)2/(2δ2)+γ(n−2j)/δ .

Пользуясь выражением (2), найдем производящую
функцию моментов относительно риск-нейтраль-
ной меры Q:

MQ
Yt
(c) = e−c(−r+lnMP

Yt
(1))MP

Yt
(c) =

= ec(mt+δt
“ξ+r−lnMP

Yt
(1))

∞∑

n=0

(
c“λδt
2

)n
1

n!
An =

= ec(r−ln(
∑

∞

n=0(“λδt/2)
n

An/n!))
∞∑

n=0

(
c“λδt
2

)n
1

n!
An. (6)
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Сравнивая выражения (5) и (6), приходим к выводу,
что в новой мере Q процесс Yt|Ft−1 имеет распре-

делениеJSU (r−ln
(∑∞

n=0(
“λδt/2)

nAn/n!), “λδt, γ, δ
)

.

Модель ARIMA-GARCH примет следующий вид:

Yt = r − ln
( ∞∑

n=0

(
“λδt
2

)n

×

× 1
n!

n∑

j=0

(−1)n−jCj
ne
(n−2j)2/(2δ2)+γ(n−2j)/δ



−

− “λδte1/(2δ
2)sinh

(
γ

δ

)
+ δtεt ,

εt|Ft−1
∼ JSU

(
“ξ, “λ, γ, δ

)
.

Исследуем вопрос о существовании условного
математического ожидания в новой метрике. За-
метим, что для существования первого момента
необходимо, чтобы сходился следующий ряд:

∞∑

n=0

(
“λδt
2

)n
1

n!

n∑

j=0

(−1)n−jCj
ne
(n−2j)2/(2δ2)+γ(n−2j)/δ. (7)

Ряд (7) является степенным рядом и имеет вид∑∞
n=0 anX

n, где

X =
“λδt
2
;

an =
1

n!

n∑

j=0

(−1)n−jCj
ne
(n−2j)2/(2δ2)+γ(n−2j)/δ .

Найдем радиус сходимости данного степенного
ряда:

R = lim
n→∞

∣∣∣∣
an

an+1

∣∣∣∣ = limn→∞
(n+ 1)×

×

∣∣∣∣∣∣∣

∑n

j=0
(−1)n−jCj

ne
(n−2j)2

2δ2
+ γ(n−2j)

δ

∑n+1

j=0
(−1)n+1−jCj

n+1e
(n+1−2j)2

2δ2
+γ(n+1−2j)

δ

∣∣∣∣∣∣∣
=

= lim
n→∞

(n+ 1)
en2/(2δ2)+γn/δ

e(n+1)
2/(2δ2)+γ(n+1)/δ

×

×

∣∣∣∣∣∣∣

∑n

j=0
(−1)n−jCj

ne
− 2jn

δ2
+ 2j2

/
δ2− 2jγ

δ

∑n+1

j=0
(−1)n+1−jCj

n+1e
− 2j(n+1)

δ2
+ 2j2

δ2
− 2jγ

δ

∣∣∣∣∣∣∣
=

= lim
n→∞

(n+ 1)
en2/(2δ2)+γn/δ

e(n+1)
2/(2δ2)+γ(n+1)/δ

=

= lim
n→∞

n+ 1

en/δ2+1/(2δ2)+γ/δ
= 0 .

Здесь использовано то обстоятельство, что

0 ≤ lim
n→∞

Cj
ne

−2jn/δ2+2j2/δ2−2jγ/δ ≤

≤ lim
n→∞

nj

j!
e−2jn/δ2+2j2/δ2−2jγ/δ = 0 .

Таким образом, ряд сходится только в нуле, а ввиду
того, что “λ 6= 0 и δt 6≡ 0, условное математическое
ожидание в новой метрике будет отсутствовать.

4 Модификация расширенного
принципа Гирсанова

В расширенном принципе Гирсанова рассмат-
риваются логарифмы отношения цен базового ак-
тива Yt = ln(St/St−1). Предлагается рассматривать
относительные цены “Yt = St/St−1 − 1. При таком
предположении динамика базового актива будет
иметь следующий вид:

“St = “St−1(1 + µt)Wt ,

где

µt =
EP
[
“Yt + 1|Ft−1

]

(1 + r/n)n
− 1 ;

n — количество начислений риск-нейтральной
ставки за год.

Теорема 1. Процесс

Zt =

t∏

k=1

gP
Wk

(
“Sk/ “Sk−1

)
(1 + µk)

gP
Wk
((1 + µk)

−1 “Sk/ “Sk−1)

обеспечивает риск-нейтральную динамику для “St в но-

вой мере Q относительно старой P:

LQ
(
“St|Ft−1

)
= LP (Mt|Ft−1) .

Д о к а з а т е л ь с т в о .

Zt = Zt−1
gP

Wk
( “St/ “St−1)(1 + µt)

gP
Wk
((1 + µt)

−1 “St/ “St−1)
=

= Zt−1
gP

Wk
((1 + µt)Wt)(1 + µt)

gP
Wk
(Wt)

;

EP [Zt|Ft−1] =

= Zt−1

∞∫

−∞

gP
Wk
((1 + µt)wt) (1 + µt) dwt = Zt−1 .

Необходимо показать, что закон распределения
дисконтированной цены базового актива “St для ме-
ры Q совпадает с законом распределения случай-
ного процессаMt для меры P. Обозначим условную
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плотность распределения случайного процесса Mt

для меры P как ρt(Mt):

ρt(Mt) = P (Mt < a)
′
a=Mt

=

= P

(
Mt

Mt−1
<

a

Mt−1

)′

a=Mt

=

= P

(
Wt <

a

Mt−1

)′

a=Mt

=
gP

Wk
(Mt/Mt−1)

Mt−1
.

Введем обозначение

“Wt = (1 + µt)Wt,

тогда структура уравнений, описывающих динами-
ки Mt и “St, будет совпадать:

Mt =Mt−1Wt ; “St = “St−1 “Wt .

Далее обозначим условную плотность случай-
ного процесса “St по метрике Q как “ρt( “St):

“ρt( “St) = Q
(
“St < a

)′
a=“St

=

= Q

(
“St

“St−1
<

a
“St−1

)′

a=“St

= Q

(
“Wt <

a
“St−1

)′

a=“St

=

=
“gQ
“Wt
( “St/ “St−1)

“St−1
,

где “gQ
“Wt

— условная плотность распределения слу-

чайного процесса “Wt по мере Q.
Осталось показать, что закон распределения

случайного процесса Wt совпадает с законом рас-
пределения случайного процесса “Wt. Определим
функцию распределения “GQ

“Wt
для “Wt:

“GQ
“Wt
(a) =

EP
[
ZtI{ “Wt<a}|Ft−1

]

EP [Zt|Ft−1]
=

=

∞∫

−∞

gP
Wt
((1 + µt)wt) (1 + µt)I{ “Wt<a}dwt =

=

∞∫

−∞

gP
Wt
( “wt)I{ “Wt<a}d “wt =

=

∞∫

−∞

gP
Wt
( “wt) d “wt “Wt<a

⇒ “gQ
“Wt
= gP

Wt
.

Теорема 2.

t∏

k=1

gP
Wk
( “Sk/ “Sk−1)(1 + µk)

gP
Wk
((1 + µk)

−1 “Sk/ “Sk−1)
=

=
t∏

k=1

fP
“Yk
( “Yk(1 + µk) + µk)(1 + µk)

fP
“Yk
( “Yk)

.

Д о к а з а т е л ь с т в о .

gP
Wk

(
“Sk

“Sk−1

)
= P (Wk < a)′a=“Sk/ “Sk−1

=

P

(
Sk

Sk−1
− 1 < a(1 + µk)

(
1 +

r

n

)n

− 1
)′

a=“Sk/ “Sk−1

=

= fP
“Yk

(
“Sk

“Sk−1
(1 + µk)

(
1 +

r

n

)n

− 1
)

×

× (1 + µk)

(
1 +

r

n

)n

=

= fP
“Yk
( “Yk(1 + µk) + µk)(1 + µk)

(
1 +

r

n

)n

;

gP
Wk

(
(1 + µk)

−1 “Sk

“Sk−1

)
=

= P (Wk < a)
′
a=(1+µk)−1 “Sk/ “Sk−1

= P

(
Sk

Sk−1
− 1 <

< a(1 + µk)

(
1 +

r

n

)n

− 1
)′

a=(1+µk)−1 “Sk/ “Sk−1

=

= fP
“Yk

(
(1 + µk)

−1 “Sk

“Sk−1
(1 + µk)

(
1 +

r

n

)n

− 1
)

×

× (1 + µk)

(
1 +

r

n

)n

= fP
“Yk
( “Yk)(1 + µk)(1 + r) ;

gP
Wk
( “Sk/ “Sk−1)(1 + µk)

gP
Wk
((1 + µk)

−1 “Sk/ “Sk−1)
=

=
fP
“Yk
( “Yk(1 + µk) + µk)(1 + µk)(1 + r/n)

n(1 + µk)

fP
“Yk
( “Yk)(1 + µk)(1 + r/n)

n
=

=
fP
“Yk
( “Yk(1 + µk) + µk)(1 + µk)

fP
“Yk
( “Yk)

.

Воспользовавшись теоремами 1 и 2, найдем про-
изводящую функцию моментов в новой метрике.

Утверждение 2.

MQ
“Yt
(c) = e−µtc/(1+µt)MP

“Yt

(
c

1 + µt

)
. (8)

Д о к а з а т е л ь с т в о .

MQ
“Yt
(c) = EQ

[
e
“Ytc|Ft−1

]
= EP ×

×
[
e
“Ytc
fP
“Yt
c( “Yt(1 + µt) + µt)(1 + µt)

fP
“Yt
( “Yt)

Zt−1

∣∣∣∣∣Ft−1

]
=

= EP

[
e
“Ytc
fP
“Yt
( “Yt(1 + µt) + µt)(1 + µt)

fP
“Yt
( “Yt)

∣∣∣∣∣Ft−1

]
×

× EP [Zt−1|Ft−1] ;
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EP [Zt−1|Ft−1] = EP [Zt−1] =

=

∞∫

−∞

· · ·
∞∫

−∞

t−1∏

k=1

fP
“Yk
(“yk(1 + µk) + µk)(1 + µk)

fP
“Yk
(“yk)

×

× fP
“Yk
(“yk) d“yk =

=

∞∫

−∞

· · ·
∞∫

−∞

t−1∏

k=1

fP
“Yk
(“yk(1 + µk) + µk)(1 + µk) d“yk .

Введем замену переменной:

“yk(1 + µk) + µk = uk ⇒ d“yk =
duk

1 + µk
.

Тогда

∞∫

−∞

· · ·
∞∫

−∞

t−1∏

k=1

fP
“Yk
(“yk(1 + µk) + µk) (1 + µk) d“yk =

=

∞∫

−∞

· · ·
∞∫

−∞

t−1∏

k=1

fP
“Yk
(uk) duk = 1 ;

EP

[
e
“Ytc
fP
“Yt
( “Yt(1 + µt) + µt)(1 + µt)

fP
“Yt
( “Yt)

∣∣∣∣∣Ft−1

]
=

=

∞∫

−∞

e“ytc
fP
“Yt
(“yt(1 + µt) + µt)(1 + µt)

fP
“Yt
(“yt)

fP
“Yt
(“yt) d“yt =

=

∞∫

−∞

e“ytcfP
“Yt
(“yt(1 + µt) + µt)(1 + µt) d“yt =

=

∞∫

−∞

ec(ut−µt)/(1+µt)fP
“Yt
(ut) dut =

= e−µtc/(1+µt)

∞∫

−∞

eutc/(1+µt)fP
“Yt
(ut) dut =

= e−µtc/(1+µt)MP
“Yt

(
c

1 + µt

)
.

Применим формулу (8) к производящей функции
моментов:

MQ
“Yt
(c) = e−µtc/(1+µt) ×

× ec(mt+δt
“ξ)/(1+µt)

∞∑

n=0

(
c“λδt

2(1 + µt)

)n
1

n!
An =

= ec(mt+δt
“ξ−µt)/(1+µt)

∞∑

n=0

(
c“λδt

2(1 + µt)

)n
1

n!
An .

В итоге получаем, что процесс “Yt|Ft−1 относительно
метрики Q имеет распределение JSU ((mt + δtξ −
−µt)/(1+µt), “λδt/(1+µt), γ, δ), риск-нейтральный

ARIMA-GARCH-процесс динамики базового акти-
ва “Yt = St/St−1 − 1 описывается уравнением:

“Yt =

(
1 +

r

n

)n

− 1 + δt
(1 + r/n)n

1 +mt
εt ,

εt|Ft−1
∼ JSU

(
“ξ, “λ, γ, δ

)
.

5 Заключение

В статье рассмотрена задача получения риск-
нейтрального преобразования динамики доход-
ности базового актива производных финансовых
инструментов. Для аппроксимации динамики бы-
ла использована модель ARIMA-GARCH с ошиб-
ками, распределенными по закону SU Джонсона.
Распределение SU Джонсона на данный момент
часто используется при моделировании временн‚ых
рядов базовых активов для разного рода производ-
ных финансовых инструментов [11]. Главное пре-
имущество данного распределения заключается
в возможности моделировать временн‚ые ряды
с «тяжелыми хвостами». Однако для данного
распределения неизвестна производящая функция
моментов, что делало невозможным получение со-
ответствующей риск-нейтральной динамики мето-
дами, которые используют данную функцию.

Первым результатом статьи является получе-
ние производящей функции моментов в виде сте-
пенного ряда, что дает возможность, используя
расширенный принцип Гирсанова, получить ко-
эффициенты, обеспечивающие риск-нейтральную
динамику для модели ARIMA-GARCH. Однако
условное математическое ожидание данного слу-
чайного процесса не существует, так как соответ-
ствующий ряд не сходится.

Вторым результатом работы является переход от
логарифма отношения цен базового актива непо-
средственно к доходности. Это дает возможность
не вычислять значение производящей функции мо-
ментов в конкретной точке, а, используя ее общий
вид, получать распределение случайного процесса
в новой (риск-нейтральной) метрике. Полученное
риск-нейтральное распределение используется для
построения окончательного вида риск-нейтрально-
го ARIMA-GARCH-процесса динамики стоимости
базового актива.
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ПОВЫШЕНИЕ ТОЧНОСТИ РЕШЕНИЯ ОБРАТНЫХ ЗАДАЧ

ЗА СЧЕТ УТОЧНЕНИЯ ГРАНИЧНЫХ УСЛОВИЙ∗

С. М. Серебрянский1, А. Н. Тырсин2

Аннотация: Рассматриваются вопросы устойчивости решения обратных задач относительно точного
задания граничных условий. В практических приложениях, как правило, теоретический вид функцио-
нальной зависимости граничных условий не определен или неизвестен, а также присутствуют случайные
погрешности измерений. Исследования показали, что это приводит к существенному снижению точ-
ности решения обратной задачи. С целью повышения точности решения обратных задач предложено
уточнять функциональный вид граничных условий с помощью распознавания вида математической
модели зависимости с последующей аппроксимацией этой функцией поведения физической величины
на границе. Восстановление вида зависимости выполнено методами распознавания зависимостей на
основе структурных разностных схем и распознавания на основе обратного отображения. Приведены
модельные примеры реализации в условиях присутствия аддитивных случайных погрешностей измерений
и неизвестного вида зависимости граничных условий.

Ключевые слова: обратная задача; распознавание; функциональная зависимость; модель; разностная
схема; обратная функция; выборка; дисперсия; аппроксимация
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1 Введение
Исследование так называемых обратных задач,

когда исходя из некоторых характеристик физи-
ческого поля необходимо восстановить характери-
стики самой среды, порождающей это поле, можно
описать операторным уравнением 1-го рода [1]:

Au = f .

Трудности, возникающие при исследовании
таких уравнений, связаны, главным образом, с не-
ограниченностью обратного оператора A и от-
сутствием непрерывной зависимости решения от
правой части (неустойчивость или некорректность
задачи).

Обычные методы, используемые для прибли-
женного решения корректных задач, оказывают-
ся, как правило, непригодными. Для эффектив-
ного решения неустойчивых задач к настоящему
времени созданы специальные регулярные мето-
ды, основанные на замене исходной некорректной
(неустойчивой) задачи задачей или последователь-
ностью задач, корректных в обычном смысле [2].

При решении таких задач могут возникать
возможные ошибки из-за неточного задания ви-
да функциональных зависимостей, описывающих
граничные условия, а также наличия случайных
погрешностей измерений.

Рассматривается обратная задача для уравне-
ния теплопроводности с ненулевыми граничными
условиями [3]. Граничные условия заданы прибли-
женно с некоторой погрешностью, поэтому опре-
деление вида функциональной зависимости в них
имеет большой практический смысл. Как пока-
зывает практика, достаточно некоторой ошибки
в начальных данных для нарушения устойчивости
решения задачи.

Цель исследования — попытка преодоления
этого недостатка за счет восстановления гранич-
ных условий задачи с помощью методов идентифи-
кации [4–10].

2 Постановка задачи

Рассмотрим задачу

∂u1(x, t)

∂t
=
∂2u1(x, t)

∂x2
, 0 ≤ x ≤ x2 , t ≥ 0 ; (1)

∂u2(x, t)

∂t
= κ

∂2u2(x, t)

∂x2
, x2 < x ≤ 1 , t ≥ 0 ; (2)

u1(x, 0) = 0 , 0 ≤ x ≤ x2 ; (3)

u2(x, 0) = 0 , x2 ≤ x ≤ 1 ; (4)

∗Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект 20-41-660008 р а).
1Троицкий филиал Челябинского государственного университета, tf chelgu@mail.ru
2Научно-инженерный центр «Надежность и ресурс больших систем и машин» УрО РАН; Уральский федеральный университет

имени первого Президента России Б. Н. Ельцина, at2001@yandex.ru
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u1(0, t) = fδ(t) , t ≥ 0 ; (5)

u1(x1, t) = ψδ(t) , 0 < x1 < x2 , t ≥ 0 ; (6)

u1(x2, t) = u2(x2, t) , t ≥ 0 ; (7)

λ1
∂u1(x2, t)

∂x
= λ2

∂u2(x2, t)

∂x
, t ≥ 0 . (8)

Здесьx— пространственная координата; t— время;
ui(x, t)— значение температуры в точке x в момент
времени t в i-м слое; κ = κ1/κ2, где κ1 = λ1/(ρ1c1),
κ2 = λ2/(ρ2c2), ci — теплоемкость в i-м слое, ρi —
плотность материала в i-м слое, λi — коэффициент
теплопроводности i-го слоя; fδ — значение темпе-
ратуры в точке 0, рассчитанное в результате экспе-
римента, при этом если бы было известно точное
значение f0 температурного распределения в этой
точке, то выполнялось бы условие ‖fδ(t) − f0(t)‖ ≤
≤ δ, где δ— погрешность измерений;ψδ — значение
температуры в промежуточной точкеx1 , рассчитан-
ное в результате эксперимента, при этом если бы
было известно точное значение ψ0 температурно-
го распределения в этой точке, то выполнялось бы
условие ‖ψδ(t) − ψ0(t)‖ ≤ δ, где δ — погрешность
измерений.

Физическая картина смоделированных процес-
сов восстановления функции температуры пред-
ставлена на рис. 1.

Требуется, используя исходную информацию fδ ,
ψδ и δ задачи (1)–(8), рассчитать значения u2δ(1, t),
наиболее близкие по норме значениям u20(1, t).

Задача (1)–(8) считается некорректно постав-
ленной и требует специального решения [2, 11–14].
Ее решение подробно рассматривалось в [3]. В ре-
зультате была получена точная по порядку оценка

√

‖u2ε(1, t)−u20(1, t)‖2+
∥∥∥∥v2ε(1, t)−

∂u20(1, t)

∂x

∥∥∥∥
2

≤

≤
√
2 l2 ln

−2 1

ε
,

где

ε =
λ1
λ2

δ

[
√
2 r2/3

[
1 + e−(x1/

√
2

1− e−
√
2x1

]
+

4√
2 x1

]
,

а r = const— радиус на множествеMr, являющемся
классом корректности.

Рис. 1 Восстановление функции температуры в компо-
зиционных материалах

3 Численная реализация

В [15] приведено численное решение задачи (1)–
(8), которое выглядит следующим образом:

u
(
1, t
)
≈ ψ0(t) +

(
ψ0(t)− f0(t)

x1

)
(1− x1) +

+
1

2
ψ′
0(t) (1− x1)

2
κ . (9)

Если вместо точных значений f0(t) и ψ0(t) да-
ны приближения, то использование (9), очевидно,
приведет к неверному результату.

Для решения этой проблемы в [15] подробно
рассмотрена методика, построенная на выполне-
нии условий невязки и нахождении параметра ре-
гуляризации α, согласованного с погрешностью за-
дания входных данных.

В качестве входных данных для численной реа-
лизации задачи (1)–(8) были использованы: шаг по
координате–x = 0,1; длина отрезка по координате
lx = 1; длина отрезка по времени lt = 10; параметр
регуляризации α = 0,05; погрешности исходных
данных δ = 0,01, 0,03, 0,05 и 0,1; исходная функция
u(1, t) = te−t.

Экспериментально полученные результаты
представлены на рис. 2.

Аппроксимация проводилась с помощью схо-
жих по свойствам моделей: u(1, t) = 1,1te−t;
u(1, t) = tαe−t и u(1, t) = t · 3−αt.

Результаты вычислений для модели u(1, t) =
= te−t с различными погрешностями представлены
в табл. 1. Погрешность δ распределена равномерно
с нулевым математическим ожиданием. Выделим
в качестве характеристики точности среднеквадра-
тичную ошибку между точным и приближенным
решением, вычисляемую по формуле:

S1n =

√√√√ 1
n

n∑

i=1

(ui − ui)
2
.

Наличие ошибок неизбежно приводит к пони-
жению устойчивости решения задачи, что наглядно
представлено в табл. 1. Необходима более точная
идентификация граничных условий задачи.

Для идентификации вида зависимостей в гра-
ничных условиях (5)–(6) были использованы сле-
дующие методы:

(1) метод распознавания зависимостей на основе
структурных разностных схем (РС) [9];

(2) метод распознавания зависимостей на осно-
ве обратного отображения [10] (расширение
области применения метода распознавания на
основе структурных РС).

ИНФОРМАТИКА И ЕЁ ПРИМЕНЕНИЯ том 14 выпуск 1 2020 57



С. М. Серебрянский, А. Н. Тырсин

Рис. 2 Аппроксимация моделями u(1, t) = 1,1te−t (по-
грешность δ = 0,01) (а), u(1, t) = tαe−t (б) и u(1, t) =

= t · 3−αt (в): 1 — приближенное решение; 2 — точное
решение

Результаты апробации на модельных данных,
выполненной методом статистических испыта-
ний [16, 17], показали достаточно высокую досто-
верность распознавания. В результате распозна-
вания функциональных зависимостей fδ(t) и ψδ(t)
в граничных условиях (5)–(6) можно получить бо-
лее полную картину распространения тепла в ма-

Таблица 1 Среднеквадратичная ошибка
при различных погрешностях

Погрешность δ
Среднеквадратичная

ошибка S1n
0,01 0,04
0,03 0,07
0,05 0,12
0,10 0,37

териалах и тем самым повысить точность решения
задачи (1)–(8).

4 Примеры повышения точности
численного решения обратной
задачи за счет распознавания
зависимостей в граничных
условиях

Для распознавания зависимостей на основе
структурных РС [10, 18, 19] рассмотрим в табл. 2
некоторый класс моделей с соответствующими им
разностными схемами, которые могут быть взяты
в качестве граничных условий задачи (1)–(8).

Пример 1. Пусть задана последовательность

yk = f(k) = A+Btk = A+B–k , n0 ≤ k ≤ n1 ,

где A = 5, B = 3, σε = 0,02, – = 1, n0 = 6 и n1 =
= 100.

Идентифицируем каждую из зависимостей

a

f j(k) = fj(k) + εk

по экспериментальным данным, т. е. вычислим

оценки ее параметров
a

b

j

, найденные методом наи-
меньших квадратов, которые являются состоятель-
ными и несмещенными (εk — случайные ошибки,
имеющие нормальное распределение N(0, σ2ε)).

Используя определение обратного отображе-

ния, для каждой
a

f j(k) построим последователь-

ность {a
u

j

k}, элементы которой
a
u

j

k =
a

f

−1

j (yk). От-
сюда, построив для последовательности u = {uk},
элементы которой uk = f−1[f(k)] = k, РС 2-го
порядка, получим:

uk = a1uk−1 + a2uk−2 , a
◦ = (a1, a2) = (2,−1) ,

т. е. отображение функции f в точку a◦ = (2,−1).
Таким образом, u

Fp→ a◦.
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Таблица 2 Класс моделей с соответствующими им РС

№ модели Зависимость Структурная РС

1 yk = A+B sin(ωtk + ϕ) yk = a1
yk−1(yk−1 + yk−3)

yk−2
+ a2yk−2, a1 = 1, a2 = −1

2 yk = A+B ln(Ctk)
yk = a1b

(2)
k yk−1 + a2c

(2)
k yk−2 , a1 = 1, a2 = −1, C > 0 ,

b
(2)
k =

ln(k/(k − 2))

ln((k − 1)/(k − 2))
, c
(2)
k =

ln(k/(k − 1))

ln((k − 1)/(k − 2))

3 yk =
At2k +Btk

t2k + C

vk = a1vk−1 + a2vk−2 , a1 = 2 , a2 = −1 ,

vk = 2–
yk[(k − 1)(2k − 2)yk−2 − (k − 2)(2k − 1)yk−1]

(k − 1)(k − 2)yk − 2k(k − 2)yk−1 + k(k − 1)yk−2

4 yk = A exp
{
−Be−αtk

}
vk = a1vk−1 + a2

(vk−1 − vk−2)
2

vk−2 − vk−3
, a1 = 1, a2 = 1, vk = ln yk

5 yk = A+Beαtk
vk = a1vk−1 + a2vk−2, a1 = 2, a2 = −1,

vk = ln[r(yk − yk−1)], r = sign (Bα)

6 yk = A+Btk yk = a1yk−1 + a2yk−2, a1 = 2, a2 = −1

Таблица 3 Результаты идентифика-
ции модели yk = A+Btk

№ модели Расстояние до ОДЗ
1 0,0355
2 0,0238
3 0,0238
4 0,0373
5 0,0238
6 0,0076

Таблица 4 Набор моделей и их обратные преобразования

Модель u = Fj(t) Обратное преобразование t = F−1
j (u)

u = te−t −W (−t), W (·)— функция Ламберта

u = tβe−αt −
1,2W (−0,83333α5/6t)

t

u = ta−αt −
W (αa ln(t))

α ln(t)

u = 1− e−(t/λ)k λ t
√

− ln(1− k)

Если
a

f j 6= f , то

uj
k =

a

f

−1

j (yk)
Fp→
(
aj
1, a

j
2

)
= aj 6= a◦ .

Поставим в соответствие каждой функции
a

f j

функционал вида

d(y, fj) = ρR

(
F
[
f−1

l (y)
]
, F
[
f−1(y)

])
=
√
(aj ,a◦) .

Выражение представляет собой евклидово рас-
стояние. В итоге получим последовательность ев-
клидовых расстояний для выбора наилучшей моде-
ли по критерию минимума расстояния до области
допустимых значений (ОДЗ) вектора оценок коэф-
фициентов АР-моделей (авторегрессионных моде-
лей). Результаты идентификации моделей приведе-
ны в табл. 3.

Из табл. 3 видно, что расстояние до ОДЗ в случае
модели yk = A+Btk существенно меньше, чем для
остальных моделей [20]. Поэтому в данном при-
мере, безусловно, лучшей оказалась фактическая
модель yk = A+ Btk.

Для распознавания зависимостей на основе
обратного отображения [15] рассмотрим в табл. 4
некоторый набор моделей заданного конечного
множества моделей и их обратные преобразования,
которые могут быть взяты в качестве граничных
условий задачи (1)–(8).

Таблица 5 Среднеквадратичная ошибка с ад-
дитивным шумом

Аддитивный шум δ
Среднеквадратичная

ошибка S2n
0,01 0,0015
0,03 0,0027
0,05 0,0035
0,10 0,0080

Рис. 3 Аппроксимация моделью u(1, t) = t1,05e−0,95t:
1 — приближенное решение; 2 — точное решение
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Таблица 6 Сравнение среднеквадратичных ошибок при наличии аддитивного шума

Аддитивный
шум, δ

Среднеквадратичная
ошибка, S1n

Среднеквадратичная
ошибка, S2n

Отношение
среднеквадратичных

ошибок, S1n/S2n
0,01 0,04 0,0015 26,66
0,03 0,07 0,0027 25,92
0,05 0,12 0,0035 34,28
0,10 0,37 0,0080 46,25

В процессе применения предлагаемого метода
распознается функциональная зависимость с раз-
личными параметрами и производится ее сглажи-
вание.

Пример 2. Пусть задана модель u = tβe−αt, где
α = β = 1.

Результаты вычислений [15] для рассматрива-
емой модели с аддитивным шумом представлены
в табл. 5.

Подбор оптимальных параметров аппроксими-
руемой модели выполнялся по сетке в пределах:
α = [0,7; 1,3], β = [0,7; 1,3] с шагом 0,05.

На рис. 3 представлена графическая интерпре-
тация проведенных вычислений.

В табл. 6 показано сравнение среднеквадратич-
ных ошибок S1n и S2n, полученных регулярным ме-
тодом с параметром регуляризации α, результаты
которого представлены в табл. 1, и методом распо-
знавания на основе обратного отображения, кото-
рое показывает, насколько точнее происходит рас-
познавание модели.

5 Заключение

В статье были рассмотрены вопросы, связанные
с устойчивостью решения обратных задач относи-
тельно правильного задания граничных условий.

Показано, что наличие случайных погрешно-
стей измерений и неправильное задание функци-
ональной зависимости граничных условий приво-
дит к значительному снижению точности решения
обратной задачи.

Для решения этой проблемы предложено пред-
варительно идентифицировать вид функциональ-
ной зависимости граничных условий и затем
аппроксимировать результаты измерений на гра-
нице данной моделью. Для идентификации вида
функциональной зависимости можно использовать
предложенные методы распознавания. Результа-
ты апробации на модельных данных, выполненные
методом статистических испытаний, показали зна-
чительное повышение точности решения обратной
задачи за счет идентификации вида функциональ-
ной зависимости граничных условий.
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О МЕТОДАХ ПОВЫШЕНИЯ ТОЧНОСТИ МНОГОКЛАССОВОЙ

КЛАССИФИКАЦИИ НА НЕСБАЛАНСИРОВАННЫХ ДАННЫХ∗

Л. А. Севастьянов1, Е. Ю. Щетинин2

Аннотация: Проведены исследования методов преодоления разбалансированности классов в данных
с целью повышения качества классификации с точностью, более высокой, чем при непосредственном
использовании алгоритмов классификации к несбалансированным данным. Для повышения точно-
сти классификации в работе предложена схема, состоящая в использовании комбинации алгоритмов
классификации и методов отбора признаков RFE (Recursive Feature Elimination), Random Forest и Boru-
ta с предварительным использованием балансирования классов методами случайного семплирования,
SMOTE (Synthetic Minority Oversamplimg TEchnique) и ADASYN (ADAptive SYNthetic sampling). На приме-
ре данных о заболеваниях кожи проведены компьютерные эксперименты, показавшие, что применение
алгоритмов семплирования для устранения дисбаланса классов, а также отбора наиболее информативных
признаков значительно повышает точность результатов классификации. Наиболее эффективным по точ-
ности классификации оказался алгоритм случайного леса при семплировании данных с использованием
алгоритма ADASYN.

Ключевые слова: классификация; несбалансированные данные; семплирование; случайный лес;
ADASYN; SMOTE
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1 Введение

Задачи классификации относятся к наиболее
популярным в анализе данных [1]. В качестве
методов, используемых для установления принад-
лежности объекта к тому или иному классу, чаще
всего используют машинное обучение с учителем.
Основная идея этого подхода — индуктивный вы-
вод функции на основе размеченных данных для
обучения. Это означает, что успешность примене-
ния алгоритма машинного обучения с учителем во
многом зависит от той выборки объектов, на осно-
ве которых он «обучается». Большинство подоб-
ных алгоритмов требуют от исследователя включе-
ния сопоставимого числа примеров для каждого из
классов, однако зачастую сделать сбалансирован-
ные наборы данных не представляется возможным
в связи с рядом факторов. Нередко возникают ситу-
ации, когда в наборе данных доля примеров некото-
рого класса незначительна (этот класс будем назы-
вать миноритарным, а другой, преобладающий над
первым, — мажоритарным). Ключевые из них —
специфика целевой области (балансировка данных
может понизить показатель их репрезентативности)
и разная цена ошибок первого и второго рода при

классификации. Такие тенденции хорошо замет-
ны, например, в кредитном скоринге, медицине,
маркетинге [2, 3].

Вследствие этого возникает проблема обучения
модели на несбалансированных данных (таковыми
являются данные, в распределении которых наблю-
дается асимметрия, а показатели моды и среднего
значения не равны): в соответствии с базовыми
предположениями, заключенными в большинстве
алгоритмов, целью обучения ставится максимиза-
ция доли правильных решений по отношению ко
всем принятым решениям, а данные для обучения
и генеральная совокупность подчиняются одному
и тому же распределению. Однако учет данных
предположений и несбалансированности выборки
приводит к тому, что модель оказывается неспо-
собна классифицировать данные лучше, чем три-
виальная модель, полностью игнорирующая менее
представленный класс и маркирующая все объекты
для классификации как принадлежащие к мажори-
тарному классу.

С другой стороны, возможно построение слиш-
ком сложной модели, включающей большое мно-
жество правил, которое при этом будет охватывать
малое число объектов. Такой классификатор мо-
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жет оказаться неэффективным, что приведет мо-
дель к переобучению и некорректным оценкам
прогноза. Следует отметить, что могут отличаться
и последствия ошибочной классификации, причем
неверная классификация примеров миноритарного
класса, как правило, обходится в разы дороже, чем
ошибочная классификация объекта из мажоритар-
ного класса. Правильный выбор признаков может
оказаться более значимой задачей, чем уменьше-
ние времени обработки данных или повышения
точности классификации. К примеру, в медици-
не нахождение минимального набора признаков,
оптимального для задачи классификации, может
стать необходимым условием для постановки диа-
гноза. Таким образом, чтобы избежать подобного
явления и достичь хорошего результата, необходи-
мо исследовать методы работы с несбалансирован-
ными данными.

В настоящей работе проведены исследования
методов преодоления разбалансированности клас-
сов с целью повышения качества классификации
с точностью, более высокой, чем при непосред-
ственном применении алгоритмов классификации
к несбалансированным классам. Для повышения
точности классификации в работе предложена схе-
ма, состоящая в использовании комбинации алго-
ритмов классификации и методов отбора призна-
ков RFE, Random Forest и Boruta с предварительным
использованием балансирования классов методами
случайного семплирования, SMOTE и ADASYN.

2 Алгоритмы балансирования
классов

Один из подходов к решению указанной пробле-
мы — применение различных стратегий семплинга,
которые можно разделить на две группы: случай-
ные и специальные [2]. В первом случае удаляют
некоторое число примеров мажоритарного класса
(undersampling), во втором — увеличивают число
примеров миноритарного класса (oversampling).

2.1 Удаление примеров мажоритарного
класса. Алгоритм случайного
семплирования мажоритарного
класса (random undersampling)

Сначала рассчитываетсяK — число мажоритар-
ных примеров, которые необходимо удалить для
достижения требуемого уровня соотношения раз-
личных классов. Затем случайным образом выби-
раются K мажоритарных примеров и удаляются.

В случае исследуемых данных естественными пред-
ставляются методы по увеличению миноритарного
класса. Перейдем к рассмотрению таких стратегий.

2.2 Увеличение миноритарного класса.
Дублирование примеров
миноритарного класса (oversampling).
Случайная наивная выборка

Самый простой способ увеличить число при-
меров миноритарного класса — случайным обра-
зом выбрать наблюдения из него и добавить их
в общий набор данных, пока не будет достигнут
баланс между классами большинства и меньшин-
ства. В зависимости от того, какое соотношение
классов необходимо, выбирается число случайных
записей для дублирования. Одна из проблем со
случайной наивной выборкой заключается в том,
что она просто дублирует уже существующие дан-
ные. К достоинствам такого подхода относятся его
простота, легкость реализации и предоставляемая
им возможность изменить баланс в любую нужную
сторону. Про недостатки нужно говорить отдельно
в соответствии с тем, какая стратегия семплинга ис-
пользуется: несмотря на то что обе из них изменяют
общий размер данных с целью поиска баланса, их
применение влечет разные последствия.

В случае undersampling удаление данных может
привести к потере классом важной информации
и, как следствие, к понижению показателя его пре-
зентативности. В свою очередь, применение over-
sampling может привести к переобучению [2].

Такой подход к восстановлению баланса не все-
гда эффективен, поэтому был предложен специаль-
ный метод увеличения числа примеров миноритар-
ного класса — алгоритм SMOTE [4].

Алгоритм SMOTE основан на идее генерации
некоторого числа искусственных примеров, кото-
рые были бы «похожи» на имеющиеся в минори-
тарном классе, но при этом не дублировали их. Для
создания новой записи находят разность d = Xb −
− Xa, где Xa и Xb — векторы признаков «сосед-
них» примеров a и b из миноритарного класса. Их
находят, используя алгоритм ближайших соседей
(KNN, k-nearest neighbors). В данном случае необ-
ходимо и достаточно для примера b получить набор
из k соседей, из которого в дальнейшем будет вы-
брана запись b. Остальные шаги алгоритма KNN
не требуются. Далее из d путем умножения каждо-
го его элемента на случайное число в интервале
(0, 1) получают “d. Вектор признаков нового приме-
ра вычисляется путем сложения Xa и “d. Алгоритм
SMOTE позволяет задавать число записей, которое
необходимо искусственно сгенерировать. Степень
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сходства примеров a и b можно регулировать путем
изменения значения k (числа ближайших соседей).

Алгоритм SMOTE решает многие проблемы, ко-
торые присущи методу случайной выборки, и дей-
ствительно увеличивает изначальный набор дан-
ных таким образом, что модель обучается гораздо
эффективнее [5]. Тем не менее данный алгоритм
имеет и свои недостатки, главный из которых —
игнорирование мажоритарного класса. Это может
проявиться в том, что при сильно разреженном
распределении объектов миноритарного класса от-
носительно мажоритарного наборы данных «сме-
шаются», т. е. расположатся в таком виде, что отде-
лить объекты одного класса от другого будет очень
трудно. Примером данного явления может слу-
жить случай, когда между объектом и его соседом,
на основе которых генерируется новый экземпляр,
находится объект другого класса. В результате син-
тетически созданный объект будет находиться бли-
же к противоположному классу, чем к классу своих
родителей. Кроме того, число сгенерированных
с помощью SMOTE экземпляров задается заранее;
следовательно, уменьшается возможность измене-
ния баланса и гибкость метода.

Важно отметить существенное ограничение
SMOTE. Поскольку он работает путем интерпо-
ляции между редкими примерами, то может гене-
рировать примеры только внутри тела доступных
примеров — никогда снаружи. Формально SMOTE
может только заполнить выпуклую оболочку суще-
ствующих примеров меньшинства, но не создавать
для них новые внешние области.

Основное преимущество SMOTE по сравнению
с традиционной случайной наивной чрезмерной
выборкой заключается в том, что при создании
синтетических наблюдений вместо повторного ис-
пользования существующих наблюдений данный
классификатор с меньшей вероятностью будет пе-
реобучен. В то же время всегда необходимо убе-
диться, что наблюдения, созданные SMOTE, реа-
листичны.

2.3 Адаптивный синтетический семплинг
и его обобщения

В основе данного метода лежат алгорит-
мы синтетического семплинга, основные из ко-
торых — Borderline-SMOTE и ADASYN [6, 7].
Borderline-SMOTE накладывает ограничения на
выбор объектов миноритарного класса, на основе
которых генерируются новые экземпляры. Про-
исходит это следующим образом: для каждого
объекта миноритарного класса определяется на-
бор k ближайших соседей, затем производится под-

счет, сколько экземпляров из этого набора принад-
лежат к мажоритарному классу (это число прини-
мается за m). После этого отбираются те объекты
миноритарного класса, для которых верно неравен-
ство k/2 ≤ m < k. Полученный набор представляет
собой экземпляры миноритарного класса, находя-
щиеся на границе распределения, и именно у них
вероятность оказаться некорректно классифициро-
ванными выше, чем у прочих. Следует отметить,
почему неравенство, определяющее отбор объек-
тов, исключает случаи, при которых все k соседей
принадлежат к мажоритарному классу: это связа-
но с тем, что подобные экземпляры расположены
в зоне «смешивания» двух классов и на их основе
могут быть сгенерированы лишь искажающие про-
цесс обучения модели объекты. В связи с этим они
объявляются шумом (англ. noise) и игнорируются
алгоритмом.

Алгоритм ADASYN же, в свою очередь, основы-
вается на систематическом методе, позволяющем
адаптивно генерировать разные объемы данных
в соответствии с их распределениями [7]. Входные
данные для алгоритма — обучающий набор дан-
ных: Dr с m выборками с {xi, yi}, i = 1,m, где xi —
n-мерный вектор в пространстве признаков, а yi —
соответствующий класс.

Пусть mr и mx — число образцов классов мень-
шинства и большинства соответственно, такие что
mr ≪ mx и mr + mx = m. Псевдокод алгоритма
имеет следующий вид.

1. Вычислить пропорцию классов d = mr/mx.

2. Если d < dx (где dx — заданный порог для мак-
симально допустимого дисбаланса классов), то:

(a) найти число синтетически создаваемых
образцов минорного классаG = (mx−mr)β,
где β — параметр, используемый для опре-
деления желаемого уровня баланса (β = 1
означает полный баланс классов);

(б) для каждого xi ∈ minority class найтиK бли-
жайших соседей, используя евклидово рас-
стояние, и вычислить ri = –i/K;

(в) нормализовать rx = ri/
∑

i ri так, чтобы rx
стал плотностью распределения;

(г) вычислить gi = rxG синтетической выбор-
ки, сформированной для каждого образа из
класса меньшинства, где G — общее число
примеров синтетических данных;

(д) для каждого примера данных из класса
меньшинства xi создать примеры синтети-
ческих данных gi в соответствии со следу-
ющими шагами:
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– в цикле от 1 до i:

(i) случайным образом выбрать один
пример данных меньшинства, xu

из K ближайших соседей для дан-
ных xi;

(ii) создать пример синтетических дан-
ных:

gi = xi + (xu − xi)λ,

где (xu − xi) — n-мерный вектор ев-
клидова пространства; λ— случайное
число: λ ∈ [0, 1].

Основное различие между SMOTE и ADASYN
заключается в способах создания синтетических
выборочных образцов для класса меньшинства.
В ADASYN используется функция плотности rx,
определяющая число синтетических образцов, ко-
торые будут созданы для конкретной точки, тогда
как в SMOTE существует единый вес для всех точек
меньшинства.

3 Исследуемые данные: описание
и характеристики

В настоящей работе для тестирования и сравни-
тельного анализа описанных выше методов устра-
нения дисбаланса классов был использован набор
данных о заболеваниях кожи. Диагностика эри-
тематозно-плоскоклеточных заболеваний — серь-
езная проблема в дерматологии, а современные
принципы диагностики и лечения опираются на
наиболее раннее обнаружение заболевания. Все
они имеют общие клинические особенности с очень
небольшими различиями. Еще одна трудность для
диагностики заключается в том, что заболевание
может проявлять признаки другого заболевания на
начальной стадии и иметь характерные признаки
на последующих стадиях.

Исследуемые данные были созданы компанией
Nielsen в 1998 г. и содержат 366 наблюдений, фор-
мирующих 6 классов, которые могут быть охарак-
теризованы 34 признаками [8]. Классами являются:

– псориаз (класс 1) — 112 случаев;

– себорейный дерматит (класс 2) — 72 случая;

– плоский лишай (класс 3) — 61 случай;

– розовый лишай (класс 4) — 49 случаев;

– хронический дерматит (класс 5) — 52 случая;

– красный волосяной лишай (класс 6) — 20 слу-
чаев.

Полное описание данных приведено в [9].

4 Компьютерные эксперименты

Исследования данных проводились по следу-
ющему алгоритму.

1. Предварительная обработка данных: заполне-
ние пропусков в данных и использование коди-
рования признаков.

2. Балансирование классов с помощью описан-
ных выше алгоритмов семплинга.

3. Отбор признаков по их важности.

4. Классификация с использованием логистиче-
ской регрессии и метода опорных векторов
(SVM — Support Vector Machine).

5. Оценка качества классификации.

В настоящей работе отбор признаков по их важ-
ности и информативности был осуществлен следу-
ющими методами:

(а) рекурсивное исключение признаков RFE [5];

(б) деревья решений RF [10];

(в) Boruta [11].

Алгоритм Random Forest представляет собой ан-
самбль многочисленных алгоритмов классифика-
ции (деревьев решений). Каждый из этих клас-
сификаторов строится на случайном подмножестве
объектов и случайном подмножестве признаков.
Пусть обучающая выборка состоит из N приме-
ров, размерность пространства признаков равна M
и задан дополнительный параметр m. Все деревья
строятся независимо друг от друга по следующей
процедуре.

1. Сгенерируем случайную подвыборку с повто-
рением размером n из обучающей выборки.

2. Построим решающее дерево, классифициру-
ющее примеры данной подвыборки, причем
в ходе создания очередного узла дерева будем
выбирать признак, на основе которого произ-
водится разбиение, не из всех M признаков,
а лишь из m случайно выбранных.

3. Дерево строится до полного исчерпания подвы-
борки и не подвергается процедуре отсечения
ветвей.

Классификация объектов проводится путем
голосования: каждое дерево ансамбля относит
классифицируемый объект к одному из классов,
и побеждает класс, за который проголосовало наи-
большее число деревьев. Для применения RF в зада-
че оценки важности признаков необходимо обучить
алгоритм на выборке и для каждого примера обуча-
ющей выборки посчитать out-of-bag-ошибку [10].
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Пусть Xn — бутстрэпированная выборка дере-
ва bn. Бутстрэппинг представляет собой вы-
бор l объектов из выборки с возвращением,
в результате чего некоторые объекты выбираются
несколько раз, а некоторые — ни разу. Поме-
щение нескольких копий одного объекта в бут-
стрэпированную выборку соответствует выставле-
нию веса при данном объекте, соответствующее
ему слагаемое несколько раз войдет в функционал,
и поэтому штраф за ошибку на нем будет боль-
ше. Пусть L(y, z)— функция потерь, yi — ответ на
i-м объекте обучающей выборки, тогда out-of-bag-
ошибка вычисляется по следующей формуле:

OOB =

l∑

i=1

L


yi,

∑N

n=1
[xi 6∈ X l

n]bn(xi)
∑N

n=1
[xi 6∈ X l

n]


 .

Затем для каждого объекта такая ошибка усред-
няется по всему случайному лесу. Чтобы оценить
важность признака, его значения перемешиваются
для всех объектов обучающей выборки и out-of-
bag-ошибка считается снова. Важность признака
оценивается путем усреднения по всем деревьям
разности показателей out-of-bag-ошибок до и по-
сле перемешивания значений. При этом значения
таких ошибок нормализуются на стандартное от-
клонение.

Boruta — эвристический алгоритм отбора зна-
чимых признаков, основанный на использовании
Random Forest [11]. На каждой итерации удаляются
признаки, у которых Z-мера меньше максималь-
ной Z-меры среди добавленных признаков. Чтобы

получить Z-меру признака, необходимо посчитать
важность признака, полученную с помощью встро-
енного алгоритма в Random Forest, и поделить ее на
стандартное отклонение важности признака. До-
бавленные признаки получаются следующим обра-
зом: копируются признаки, имеющиеся в выборке,
а затем каждый новый признак заполняется пу-
тем перетасовки его значений. В целях получения
статистически значимых результатов эта процедура
повторяется несколько раз, переменные генериру-
ются независимо на каждой итерации. Запишем
пошагово алгоритм Boruta.

1. Добавить в данные копии всех признаков.
В дальнейшем копии будем называть скрытыми
признаками.

2. Случайным образом перемешать каждый скры-
тый признак.

3. Запустить Random Forest и получить Z-меру
всех признаков.

4. Найти максимальную Z-меру из всех Z-мер для
скрытых признаков.

5. Удалить признаки, у которых Z-мера меньше,
чем найденная на предыдущем шаге.

6. Повторять все шаги до тех пор, пока Z-мера всех
признаков не станет больше, чем максимальная
Z-мера скрытых признаков.

Таблица 1 Результаты классификации методом опорных векторов

Семплинг
для несбалансированных

классов

Методы
выбора

признаков

Число
выбранных
признаков

Точность F1-мера Полнота

Несбалансированные данные

Все признаки 630 0,9324 0,9337 0,9324
RFE 65 0,9595 0,9598 0,9595
Случайный лес 32 0,9595 0,9590 0,9595
Boruta 207 0,9324 0,9330 0,9324

Случайная выборка

Все признаки 630 0,9324 0,9337 0,9324
RFE 44 0,9359 0,9468 0,9459
Случайный лес 44 0,9465 0,9466 0,9465
Boruta 284 0,9595 0,9598 0,9595

SMOTE

Все признаки 630 0,9324 0,9337 0,9324
RFE 68 0,9595 0,9730 0,9730
Случайный лес 42 0,9595 0,9072 0,9054
Boruta 257 0,9459 0,9337 0,9324

ADASYN

Все признаки 630 0,9324 0,9337 0,9324
RFE 44 0,9459 0,9459 0,9459
Случайный лес 40 0,9845 0,9330 0,9324
Boruta 276 0,9459 0,9602 0,9595
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Таблица 2 Результаты классификации с использованием логистической регрессии

Семплинг
для несбалансированных

классов

Методы
выбора

признаков

Число
выбранных
признаков

Точность F1-мера Полнота

Несбалансированные данные

Все признаки 630 0,9330 0,9234 0,9231
RFE 19 0,9459 0,9459 0,9459
Случайный лес 32 0,9595 0,9590 0,9595
Boruta 200 0,9595 0,9590 0,9595

Случайная выборка

Все признаки 630 0,9630 0,9634 0,9630
RFE 48 0,9665 0,9866 0,9865
Случайный лес 44 0,9730 0,9730 0,9730
Boruta 290 0,9730 0,9765 0,9730

SMOTE

Все признаки 630 0,9730 0,9734 0,9730
RFE 20 0,9459 0,9459 0,9459
Случайный лес 41 0,9324 0,9330 0,9324
Boruta 264 0,9595 0,9590 0,9595

ADASYN

Все признаки 630 0,9530 0,9534 0,9530
RFE 67 0,9595 0,9602 0,9595
Случайный лес 42 0,9895 0,9859 0,9893

Boruta 245 0,9595 0,9590 0,9595

5 Результаты исследования
и их обсуждение

Для решения задачи многоклассовой класси-
фикации на несбалансированных данных были
выбраны алгоритмы машинного обучения: логи-
стическая регрессия и метод опорных векторов
с линейным ядром (Linear SVM). Все вычисления
были программно реализованы на языке PYTHON,
их результаты, данные, а также коды программ раз-
мещены в репозитории авторов данной статьи [9].
Для сравнения результатов классификации были
использованы три метрики: точность (accuracy),
полнота (precision) и F1-мера. Результаты прове-
денных исследований представлены в табл. 1.

В ее первом столбце перечислены применяв-
шиеся методы семплирования. Во втором столбце
приведены применявшиеся методы отбора призна-
ков, в третьей — число отобранных при этом при-
знаков. В остальных столбцах приведены значения
метрик качества, полученные в результате приме-
нения к преобразованным данным алгоритма опор-
ных векторов (SVM).

Аналогично построена табл. 2, содержащая ре-
зультаты классификации с применением логисти-
ческой регрессии.

Из анализа полученных результатов, приведен-
ных в табл. 1 и 2, можно видеть, что во всех случа-
ях применение методов семплирования позволило
получить более высокую точность классификации,
чем на несбалансированных данных. В рамках
применения описанной в работе схемы наилучшая

точность классификации была достигнута в резуль-
тате применения алгоритма балансирования клас-
сов ADASYN и затем отбора признаков алгоритмом
случайного леса. Для сравнения, в работах других
исследователей, проводивших подобные исследо-
вания, например [5, 10], точность классификации
достигала лишь 93%.

6 Заключение

В настоящей работе предложена схема повыше-
ния точности классификации на несбалансирован-
ных данных с использованием алгоритмов балан-
сирования классов и отбора признаков, таких как
RFE, Boruta, Random Forest и др. Результаты про-
веденных в работе вычислительных экспериментов
показали эффективность ее применения для реше-
ния поставленной задачи. В частности, алгоритм
ADASYN, по сравнению с другими алгоритмами,
повысил точность классификации до 98%. В за-
ключение стоит отметить, что рассмотренная в ра-
боте проблема по-прежнему актуальна, а существу-
ющие методы могут быть улучшены.

Литература

1. Паттерсон Дж., Гибсон А. Глубокое обучение с точки
зрения практика / Пер. с англ. А. А. Слинкина. — М.:
ДМК Пресс, 2018. 417 с. (Patterson J., Gibson A. Deep
learning: A practitioner’s approach. — O’Reilly Media,
2017. 532 p.)

68 ИНФОРМАТИКА И ЕЁ ПРИМЕНЕНИЯ том 14 выпуск 1 2020



On methods for improving the accuracy of multiclass classification on imbalanced data

2. Japkowicz N., Stephen S. The class imbalance problem:
A systematic study // Intell. Data Anal., 2002. Vol. 6.
Iss. 5. P. 429–449. doi: 10.3233/IDA-2002-6504.

3. He H., Garcia A. Learning from imbalanced data //
IEEE T. Knowl. Data En., 2009. Vol. 21. Iss. 9. P. 1263–
1284. doi: 10.1109/TKDE.2008.239.

4. Chawla N. V., Bowyer K. W., Hall L. O., Kegelmeyer W. P.

SMOTE: Synthetic minority over-sampling technique //
J. Artif. Intell. Res., 2002. Vol. 16. P. 321–357. doi:
10.1613/jair.953.

5. Lin X., Yang F., Zhou L. A support vector machine
recursive feature elimination feature selection method
based on artificial contrast variables and mutual informa-
tion // J. Chromatogr. B, 2012. Vol. 10. P. 149–155. doi:
10.1016/j.jchromb.2012.05.020.

6. Han H., Wen-Yuan W., Bing-Huan M. Borderline-
SMOTE: A new over-sampling method in imbalanced
data sets learning // Advances in intelligent comput-
ing / Eds. De-Shuang Huang, Xiao-Ping Zhang, Guang-
Bin Huang. — Lecture notes in computer science book

ser. — Springer, 2005. Vol. 3644. P. 878–887. doi:
10.1007/11538059 91.

7. He H., Bai Ya., Garcia A., Li Sh. ADASYN: Adaptive
synthetic sampling approach for imbalanced learning //
IEEE Joint Conference (International) on Neural Net-
works (IEEE World Congress on Computational Intelli-
gence). — IEEE, 2008. P. 1322–1328.

8. Murphy P. M., Aha D. W. UCI repository of machine
learning databases. — Irvine, CA, USA: University
of California, Department of Information and Com-
puter Science, 1998. https://www.ics.uci.edu/mlearn/
MLRepository.html.

9. Dermatology-article. https://github.com/riviera2015/
Dermatology-article.

10. Tuv E., Borisov A., Runger G., Torkkola K. Feature selec-
tion with ensembles, artificial variables, and redundan-
cy elimination // J. Mach. Learn. Res., 2009. Vol. 10.
P. 1341–1366.

11. Kursa M., Rudnicki W. Feature selection with the Boruta
package // J. Stat. Softw., 2010. Vol. 36. Iss. 11. P. 1–13.
doi: 10.18637/jss.v036.i11.

Поступила в редакцию 29.11.19

ON METHODS FOR IMPROVING THE ACCURACY OF MULTICLASS

CLASSIFICATION ON IMBALANCED DATA
L. A. Sevastianov1 and E. Yu. Shchetinin2

1Peoples’ Friendship University of Russia (RUDN University), 6 Miklukho-Maklaya Str., Moscow 117198, Russian
Federation
2Financial University under the Government of the Russian Federation, 49 Leningradsky Prospekt, Moscow
125993, Russian Federation

Abstract: This paper studies methods to overcome the imbalance of classes in order to improve the quality of
classification with accuracy higher than the direct use of classification algorithms to unbalanced data. The scheme
to improve the accuracy of classification is proposed, consisting in the use of a combination of classification
algorithms and methods of selection of features such as RFE (Recursive Feature Elimination), Random Forest, and
Boruta with the preliminary use of balancing classes by random sampling methods, SMOTE (Synthetic Minority
Oversamplimg TEchnique) and ADASYN (ADAptive SYNthetic sampling). By the example of data on skin
diseases, computer experiments were conducted which showed that the use of sampling algorithms to eliminate the
imbalance of classes as well as the selection of the most informative features significantly increases the accuracy of
the classification results. The most effective classification accuracy was the Random Forest algorithm for sampling
data using the ADASYN algorithm.

Keywords: imbalanced data; classification; sampling; random forest; ADASYN; SMOTE

DOI: 10.14357/19922264200109

Acknowledgments
The paper was prepared with the support of the Russian Foundation for Basic Research (project 18-07-00567).

References

1. Patterson, J., and А. Gibson. 2017. Deep learning: A prac-

titioner’s approach. O’Reilly Media. 532 p.

2. Japkowicz, N., and S. Stephen. 2002. The class imbalance
problem: A systematic study. Intell. Data Anal. 6(5):429–
449. doi: 10.3233/IDA-2002-6504.

3. He, H., and A. Garcia. 2009. Learning from imbalanced
data. IEEE T. Knowl. Data En. 21(9):1263–1284. doi:
10.1109/TKDE.2008.239.

4. Chawla, N. V., K. W. Bowyer, L. O.Hall, and
W. P. Kegelmeyer. 2002. SMOTE: Synthetic minority
over-sampling technique. J. Artif. Intell. Res. 16:321–357.

INFORMATIKA I EE PRIMENENIYA — INFORMATICS AND APPLICATIONS 2020 volume 14 issue 1 69



L. A. Sevastianov and E. Yu. Shchetinin

5. Lin, X., F. Yang, and L. Zhou. 2012. A support vector
machine recursive feature elimination feature selection
method based on artificial contrast variables and mutual
information. J. Chromatogr. B 10:149–155. doi: 10.1016/
j.jchromb.2012.05.020.

6. Han, H., W. Wen-Yuan, and M. Bing-Huan. 2005.
Borderline-SMOTE: A new over-sampling method in
imbalanced data sets learning. Advances in intelligent

computing. Eds. De-Shuang Huang, Xiao-Ping Zhang,
and Guang-Bin Huang. Lecture notes in computer sci-
ence book ser. Springer. 3644:878–887. http://dx.doi.org/
10.1007/11538059 91.

7. He, H., Ya. Bai, A. Garcia, and Sh. Li. 2008. ADASYN:
Adaptive synthetic sampling approach for imbalanced
learning. IEEE Joint Conference (International) on Neural

Networks (IEEE World Congress on Computational Intelli-

gence). China. 1322–1328.

8. Murphy, P. M., and D. W. Aha. 1998. UCI reposito-
ry of machine learning databases. Irvine, CA: Univer-
sity of California-Irvine, Department of Information
and Computer Science. Available at: https://www.ics.
uci.edu/mlearn/MLRepository.html (accessed Decem-
ber 27, 2019).

9. Dermatology-article. Available at: https://github.com/
riviera2015/Dermatology-article (accessed December 27,
2019).

10. Tuv, E., A. Borisov, G. Runger, and K. Torkkola. 2009.
Feature selection with ensembles, artificial variables, and
redundancy elimination. J. Mach. Learn. Res. 10:1341–
1366.

11. Kursa, M., and W. Rudnicki. 2010. Feature selection
with the Boruta package. J. Stat. Softw. 36(11):1–13. doi:
10.18637/jss.v036.i11.

Received November 29, 2019

Contributors

Sevastianov Leonid A. (b. 1949) — Doctor of Science in physics and mathematics, professor, Peoples’ Friendship
University of Russia (RUDN University), 6 Miklukho-Maklaya Str., Moscow 117198, Russian Federation;
leonid.sevast@gmail.com

Shchetinin Eugene Yu. (b. 1962) — Doctor of Science in physics and mathematics, professor, Department of Data
Analysis, Decision-Making and Financial Technology, Financial University under the Government of the Russian
Federation, 49 Leningradsky Prosp., Moscow 125993, Russian Federation; riviera-molto@mail.ru

70 INFORMATIKA I EE PRIMENENIYA — INFORMATICS AND APPLICATIONS 2020 volume 14 issue 1



éîæïòíáôéëá é å¿ ðòéíåîåîéñ, 2020. ô. 14. ÷ÙÐ. 1. ó. 71�79
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Аннотация: Рассматривается задача моделирования процесса мониторинга в системах информационной
безопасности по выявлению необнаруженных злоумышленных атак на основе использования методов
теории массового обслуживания. Процесс мониторинга сводится к анализу потока заявок на обслужива-
ние системой обработки данных как потока потенциально возможных злоумышленных действий. При
выявлении вызова мониторинг немедленно прекращается и начинается обслуживание выявленного вы-
зова. В рамках указанной модели получены функциональные соотношения для следующих двух наиболее
важных характеристик: вероятности состояний системы и вероятности числа невыявленных вызовов
в моменты окончания обслуживания. Нахождение указанных характеристик позволит более эффективно
организовать процесс выявления злоумышленных атак на систему обработки данных при данной схеме
обработки выявленных вызовов.
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1 Введение

Одной из актуальных проблем процесса обеспе-
чения информационной безопасности в системах
обработки данных является проблема выявления
успешных злоумышленных атак, оказавшихся не-
замеченными для систем обнаружения вторжений,
т. е. атак, которые система обнаружения вторже-
ний не обнаружила на этапе поступления запроса
на обработку и пропустила как незлоумышленное
действие. В этом случае система обработки дан-
ных либо даже не имеет понятия о том, что была
подвергнута успешной злоумышленной атаке, либо
узнает об этом слишком поздно, когда уже необхо-
димо предпринять меры по локализации и ликвида-
ции последствий несанкционированного вторже-
ния. Примером может служить появление новых
вирусов, шпионских программ, когда существу-
ющие средства защиты еще не выработали соответ-
ствующих механизмов противодействия и в течение
некоторого периода новый вирус или программа аб-
солютно безнаказанно действует в компьютерных
системах.

В настоящее время большое внимание уделяется
разработкам интеллектуальных систем защиты ин-

формации на основе нейронных сетей для решения
задач, связанных с обнаружением атак, и механиз-
мов искусственных иммунных структур, которые
успешно решают задачу противодействия выявлен-
ным угрозам на этапе проникновения их в системы
обработки данных [1, 2]. Статей по разработке эф-
фективных методов и механизмов противодействия
невыявленным угрозам почти нет [1].

Можно перечислить ряд методов, позволяющих
в определенных ограниченных рамках выявлять
и/или нейтрализовать невыявленные злоумышлен-
ные атаки [1]. В частности, периодическое пол-
ное обновление программного обеспечения, пери-
одический мониторинг систем обработки данных
с целью выявления каких-либо нетиповых откло-
нений, использование интеллектуальных методов
выявления атак. В данной работе рассматривается
процедура мониторинга систем обработки данных
с целью выявления возможных следов злоумыш-
ленных атак.

Для формализованного изучения процесса мо-
ниторинга как составной части системы инфор-
мационной безопасности в работе предлагается
использовать аппарат теории систем массового об-
служивания (СМО) [3, 4]. Использованы методы
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анализа соответствующих СМО, аналогичные при-
веденным в [5].

2 Описание модели системы
массового обслуживания
с мониторингом

Рассматривается СМО, в которую поступает
простейший поток вызовов с интенсивностью a.
Поступающий вызов направляется в очередь. Про-
цесс обслуживания состоит из двух этапов. На пер-
вом этапе проводится мониторинг системы с целью
выявления хотя бы одного вызова, который не-
обходимо обслужить. Будем различать два вида
мониторинга. Первый выполняется перед каждым
обслуживанием: он заключается в проверке всех
стандартных атрибутов с целью выявления потреб-
ности в обслуживании (например, противодей-
ствии атаке). Решение о том, какой из вызовов
обслуживается следующим, принимается, исходя
из результатов мониторинга. Назовем этот мо-
ниторинг мониторингом очереди. Потребность
в обслуживании вызова, находящегося в систе-
ме, при мониторинге очереди возникает с веро-
ятностью α > 0. Обслуженный вызов покидает
систему. Функции распределения (ФР) времени
мониторинга и времени обслуживания равныB1(t)
и B2(t) соответственно. В случае если вызов не
был выбран для обслуживания в процессе мони-
торинга, он остается в очереди. Предположим,
что после цикла мониторинга не был выбран ни
один вызов для обслуживания. Тогда обслужива-
ющий прибор начинает выполнять общий мони-
торинг, предполагающий более системный, общий
и глубокий анализ и контроль состояния системы.
Этот мониторинг назовем общим мониторингом.
Он выполняется периодически и непрерывно, по-
сле окончания одного цикла мониторинга сразу же
начинается другой. Если в процессе данного мо-
ниторинга возникает потребность в обслуживании,
то мониторинг сразу же прерывается и начинается
обслуживание вызова. Вероятность обнаружения
потребности в обслуживании (например, скрытой
или явной атаки в системах безопасности) равна γ,
а ФР длительности одного цикла мониторинга рав-
на B3(t). Пусть B1(+0) = 0, B3(+0) = 0, т. е.
мгновенный мониторинг исключается.

3 Основной результат

Ниже используется следующая лемма.

Лемма. Пусть случайные величины (СВ) {ξi, i =
= −n,M} (n ≥ 0) независимы и равномерно рас-

пределены на промежутке [0, A], где M — СВ, име-

ющая пуассоновское распределение с параметром λ.

Каждая СВ реализуется с вероятностьюγ и «окраши-

вается» в красный цвет с вероятностью z1 для i ≤ 0
и вероятностью z2 для i ≥ 1; ζ = min ξi, где минимум

берется по всем реализованным СВ. Тогда вероят-

ность �(z, x,A) = �(z, x) события «все имеющиеся

СВ окрашены в красный цвет и ζ < x» равна:

�(z, x) =

=






0 при x < 0 ;

zn
1 e

−λA(1−z2)

(
1−

(
1− γ

x

A

)n

e−λz2γx

)

при x ∈ [0, A) ;
zn
1 при x ≥ A .

Д о к а з а т е л ь с т в о . Введем СВ ηi (i ≥ −n):

ηi =

{
ξi с вероятностью γ ;

+∞ с вероятностью 1− γ .

Тогда ζ = min{ηi|−n ≤ i ≤M}. ПустьB(N) есть
событие «СВ {ξi, i = −n,N} окрашены в красный
цвет». Для любого фиксированногоN ≥ 0и любого
x ∈ [0, A] имеем

P {B(N),min (ηi|i ∈ [−n;N ]) < x} =
= P{B(N)}−P {B(N),min (ηi|i ∈ [−n;N ]) ≥ x} =

= zn
1 z

N
2

(
1−

N∏

i=−n

P (ηi ≥ x)

)
=

= zn
1 z

N
2

(
1−

N∏

i=−n

(
1− γ + γ

(
1− x

A

)N+n
))
=

= zn
1 z

N
2 − zn

1 z
N
2

(
1− γ

x

A

)N+n

,

откуда

�(z, x) =
∑

N≥0
P(M = N)×

× P {B(N),min (ηi| − n ≤ i ≤ N) < x} =

=

∞∑

N=0

(λA)N

N !
e−λAzn

1 z
N
2

[
1−

(
1− γ

x

A

)N+n
]
=

= zn
1 e

−λA(1−z2)

(
1−

(
1− γx

A

)n

e1−γx/A

)
,

что влечет утверждение леммы.

На основе леммы доказывается следующая тео-
рема.

72 ИНФОРМАТИКА И ЕЁ ПРИМЕНЕНИЯ том 14 выпуск 1 2020



Моделирование процесса мониторинга систем информационной безопасности на основе СМО

Теорема. Справедливо соотношение

�′
x(z, x) =

=

{
0 , если x /∈ (0, A) ;
zn
1 e

−λA(1−z2)−λz2γx�(z, x) , если x ∈ (0, A) ,

где

�(z, x) =

(
n

A

(
1− γ

x

A

)n−1
+

(
1− γ

x

A

)n

λz2γ

)
.

Введем следующие обозначения. Пусть
q(m,n, t) (n ≥ 0; 0 ≤ m ≤ n; t ≥ 0) есть ве-
роятность того, что в очереди в момент t на-
ходится n вызовов, из которых m поступили
в систему во время обслуживания других вызовов;
q(z, w, t) =

∑
n≥0

∑n
m=0 q(m,n, t)z

mwn (0 ≤ z ≤ 1);

βi(s) =
∫∞
0 e−st dBi(t) — преобразование Лапла-

са–Стилтьеса (ПЛС) ФР Bi(t) (i = 1, 3); β(s) =
= β1(s)β2(s); p(m,n, t) — вероятность следующего
события: в момент t заканчивается обслуживание
вызова, в системе имеется n вызовов, из которых m
пришли при обслуживании других вызовов, и нет
выявленных для обслуживания вызовов (m ≤ n).

Выведем соотношение для q(z, w, t). Заметим,
что функции q(z, w, t) можно дать следующую ве-
роятностную интерпретацию. Предположим, что
каждый вызов, поступивший во время обслужива-
ния другого вызова, с вероятностью w окрашива-
ется в розовый цвет, а с вероятностью (1 − w) не
окрашивается; кроме того, каждый вызов, посту-
пивший во время обслуживания другого вызова,
окрашивается с вероятностью z в красный цвет,
а с вероятностью (1 − z)— в синий. Тогда q(z, w, t)
есть вероятность того, что в очереди в момент t
все вызовы окрашены в красный цвет (если оче-
редь не пуста) и нет синих вызовов, пришедших
в систему во время обслуживания других вызовов.
Потоки как красных, так и синих вызовов полу-
чаются из поступающего простейшего потока на
основе процедуры его просеивания с вероятностя-
ми w и (1 − w) соответственно и, следовательно,
также являются пуассоновскими с параметрами aw
и a(1 − w). Аналогичные утверждения справедли-
вы для потоков красных и неокрашенных вызовов,
а также для комбинаций цветов.

Назовем вызов плохим, если за время его обслу-
живания пришли синие или неокрашенные вызо-
вы. Вероятность того, что данный вызов не является
ни синим, ни окрашенным, равна 1− zw. Поэтому
вероятность того, что данный вызов является хоро-
шим (т. е. за время его обслуживания не пришло ни
одного синего или неокрашенного вызова), равна

β(a− azw)
def
= τ .

Составим соотношения для потока хороших
вызовов, поступивших в систему за время от 0 до t.
Поток плохих вызовов является просеянным пуас-
соновским потоком с вероятностью просеивания
1 − τ . Следовательно, вероятность того, что за
время t в систему не поступило ни одного плохо-
го вызова, равна exp(−a(1 − τ)t). Отметим, что
при этом синие вызовы могли поступить в систему
в промежутках, когда система была свободна от
обслуживания и занята общим мониторингом; это
вызовы, с которых начинается период занятости,
и вызовы, которые оказались необнаруженными
обслуживающим прибором (с вероятностью 1 − α
или 1 − γ в зависимости от этапа работы обслужи-
вающего устройства). Описанное событие имеет
место в следующих случаях.

1. За время t вообще не было синих и неокрашен-
ных вызовов (вероятность равна e−a(1−zw)t)
и в очереди в момент t нет синих и неокра-
шенных вызовов (вероятность равна q(z, w, t)).
Таким образом, вероятность указанного случая
равна e−a(1−zw)tq(z, w, t).

2. Первый синий вызов поступил в систему, ко-
гда она не обслуживала вызовов, а занималась
общим мониторингом, а именно: в некоторый
момент времени u система оказалась в состо-
янии, описываемом вероятностью p(n,m, u);
при этом вызовы, пришедшие в систему во
время обслуживания других вызовов, были
красными (вероятность zm). Просмотрев все
вызовы, обслуживающий прибор не обнаружил
ни одного вызова, нуждающегося в обслужи-
вании (вероятность (1 − α)n), и длительность
промежутка поиска вызовов для обслуживания
(т. е. длительность мониторинга очереди) рав-
на v0 (вероятность dB1(v0)); за этот промежуток
не пришли неокрашенные и плохие вызовы,
а также вызовы, которые будут выявлены до
концаN-го этапа общего мониторинга (т. е. при
(N + 1)-й попытке выявления, включая
данный этап). Процедуру выявления мож-
но рассматривать как процедуру просеивания
с вероятностью просеивания α на данном эта-
пе и вероятностью γ на последующих этапах.
Вероятность того, что вызов не будет выявлен
на этапах с данного по N-й, равна α γN , где
α = 1−α, γ = 1−γ. Поэтому вероятность того,
что хотя бы один из уже просеянных по крите-
риям окраски (с вероятностью 1− τw) вызовов
будет выявлен, равна (1−τw)(1−αγN ). А веро-
ятность того, что за время v0 подобных вызовов
не придет, равна e−a(1−τw)(1−αγN )v0 . Далее на-
чался цикл из N этапов общей профилактики
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(N ≥ 0), длительность i-го этапа равна vi (веро-
ятность dB3(vi)) (1 ≤ i ≤ N ). Ни один из перво-
начально имевшихся n вызовов за все N этапов
не был выявлен с целью обслуживания (ве-
роятность (1 − γ)nN ); не был выявлен также
и ни один из вызовов, пришедших в систему
во время общего мониторинга. Так как при об-
щем мониторинге процесс выявления вызовов
с целью обслуживания можно рассматривать
как процедуру просеивания с вероятностью γ,
то поток выявленных вызовов, пришедших на
i-м этапе, во время обслуживания которых не
было синих и неокрашенных вызовов, являет-
ся просеянным пуассоновским с вероятностью
просеивания γN−i+1τw, а вероятность того, что
ни один из пришедших на i-м этапе вызовов
не будет выявлен до конца N-го этапа и явля-
ется хорошим, равна e−a(1−γN−i+1τw)vi . В силу
свойств пуассоновского потока промежутки
времени между последовательными момента-
ми выявления, а также остаточные времена до
выявления вызовов имеют показательное рас-
пределение с параметром aγN−i+1τw. Нако-
нец, на (N +1)-м этапе, длительность которого
равна vN+1 (вероятность dB3(vN+1)), один из
пришедших вызовов был выявлен через вре-
мя v (v ≤ vN+1) после начала этого этапа,
и ни один из пришедших за это время вызовов
не был неокрашенным или плохим; вероят-
ность этого события, в силу леммы 1, равна
�′

v(τw, v, vN+1) dv. А затем за оставшийся про-
межуток длиной (t−u−∑N

i=0 vi−v) не пришли
вызовы, за время обслуживания которых посту-
пили в систему синие и неокрашенные вызовы
(вероятность e−a(1−τw)(t−u−

∑N
i=0 vi−v)).

Просуммировав по всем значениям n, m, N , u,
v, vi (0 ≤ i ≤ N+1), получим следующее выражение
для вероятности события, описываемого в п. 2:

∑

n>0

n∑

m=0

∑

N≥0

∫
· · ·
∫

D

vN+1∫

v=0

p(m,n, u)zmwn ×

× (1− α)n(1− γ)nN (1 − γ)nNe−a(1−αγN τw)v0 ×

×
N∏

i=1

e−a(1−γN−i+1τw)
∑N

j=i vjτne−avN+1(1−τw) ×

× dv

(
1−

(
1− γ

v

vN+1

)n

e−aτwγv

)
×

×e−a(1−τw)(t−u−
∑N

i=0 vi−v)dudB1(v0)

N+1∏

i=1

dB3(vi) ,

где область интегрирования

D = {(u; v0; v1; . . . ; vN+1) : u+ v0 + v1 + · · ·
· · ·+ vN+1 < t, u ≥ 0 , vi ≥ 0 (0 ≤ i ≤ N + 1)}.

Таким образом, получаем уравнение

e−a(1−τ)t = e−a(1−zw)tq(z, t)×

×
∑

n>0

n∑

m=0

∑

N≥0

∫
· · ·
∫

D

vN+1∫

v=0

p(m,n, u)zmwn ×

× (1− α)n(1− γ)nNe−a(1−τw)v0 ×
× e−a

∑N
i=1(1−γN−i+1τ)

∑N
j=1 vje−avN+1(1−τw)×

× dv

(
1−

(
1− γ

v

vN+1

)n

e−aτwγv

)
×

×e−a(1−τw)(t−u−
∑N

i=0 vi−v)dudB1(v0)

N+1∏

i=1

dB3(vi) .

Отсюда, полагая

p(w, z, t) =
∑

n≥0

n∑

m=0

p(m,n, t)zmwn,

выводим (θ = v/vN+1):

q(z, t) = ea[(1−zw)−(1−τ)]t

(
1 +

+
∑

N≥0

∫
· · ·
∫

D

vN+1∫

v=0

dθ

(
p
(
(1−α)(1−γ)N(1−γθ), z, u

)
×

× e−aτwγvN+1θ
)
e−a(1−τw)v0e−avN+1(1−τw) ×

× e−a(1−τw)(t−u−∑N
i=0 vi−v) ×

× e−a
∑N

j=1 vj(j−τw(γN−j+1−γn)/(1−γ))dudB1(v0)×

×
N+1∏

i=1

dB3(vi)

)
.

При достаточно малых z > 0 выражение β(a −
− az) − zw > 0. Поэтому при t → ∞ величина
ea[β(a−az))−zw]t → ∞ при указанных значениях z.
Но так как величина q(z, t) при t → ∞ ограниче-
на, то выражение в правой части в скобках должно
стремиться к нулю, и после алгебраических пре-
образований получаем:

∑

N≥0

∞∫

θ=0

dθ(p
(
(1−α)(1−γ)N(1−γθ), z, aτ(1−w)

)
×

× β1 (a(1− τw)) ×
× β3 (a (1 + θ) + (τw(γθ − 1)− τθ) vN+1)×

×
N∏

j=1

β3

(
a

(
j − γN−j+1 − γn

1− γ
τw

)
− a(1 − τw)

)
=

= −1 . (1)
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Равенство (1) требует дальнейшего анализа. Оно
может быть использовано в процессе компьютер-
ного моделирования процесса мониторинга.

Исследуем теперь характеристику, которая опи-
сывает число невыявленных атак. Пусть qn(z, Z)
есть вероятность того, что после окончания n-го
по порядку обслуживания вызовов в системе нет
выявленных z-синих вызовов, ожидающих обслу-
живания, все вызовы, не выявленные за i по-
пыток, являются i-красными (i ≥ 1); здесь
Z = (z1, z2, . . . , zi, . . .). Запишем рекуррентное
соотношение, связывающее qn+1(z, Z) с qn(z, Z).

В момент окончания (n + 1)-го по порядку об-
служивания возможны следующие ситуации.

1. В момент окончания n-го по порядку об-
служивания в очереди имеются выявленные
вызовы (вероятность qn(z, z) − qn(0, z)), с ве-
роятностью αi каждый вызов, не выявленный
в предыдущих (i−1)-й попытках, будет выявлен
и перейдет в основную очередь, а с дополни-
тельной вероятностью αi = 1− αi не будет вы-
явлен. В последнем случае он с вероятностью zi

получит дополнительную окраску i-красного
цвета и перейдет в очередь из вызовов, не вы-
явленных при i попытках. Распишем указанное
событие в терминах исходных вероятностей:∑

N≥1
∑

Ni, i≥1Qn(N ;Ni, i ≥ 1)zN
∏

i≥1 Z
Ni

i ,

где Zi =
∏i

j=1 zj. С вероятностью αi+1 каждый
вызов переходит в основную очередь и окра-
шивается в красный цвет с вероятностью z (при
этом старая окраска убирается (делится наZi) —
в момент (n + 1)-го окончания его прошлая
окраска не представляет интереса), а с вероят-
ностью αi+1 вызов переходит в (i + 1)-очередь
и получает дополнительную (i+1)-окраску с ве-
роятностью zi+1. Таким образом, необходимо
заменить Zi на z с вероятностью αi+1 и заме-
нить Zi на Zi+1 с вероятностью αi+1, т. е. Zi

заменяется на αi+1z + (1 − αi+1)Zi+1. Далее
начинается обслуживание одного из основных
вызовов (по предположению, в случае 1 эта
очередь не пуста); при этом необходимо убрать
окраску этого вызова (т. е. разделить на z). За
время обслуживания этого вызова не долж-
но поступить ни одного синего вызова; при
этом каждый поступающий вызов с вероят-
ностью α1 становится выявленным и ставится
в основную очередь, а с вероятностью α1 =
= 1 − α1 не выявляется и ставится в 1-очередь.
Это равносильно тому, что поступающий по-
ток просеивается на три потока: выявленных
0-красных вызовов (параметр потока α1z), не
выявленных 1-красных вызовов параметр по-
тока (1 − α1)z1 и на поток всех остальных

вызовов, и требуется, чтобы за время обслу-
живания не поступали вызовы третьего потока.
Вероятность этого события равна β(a− a(α1z+
+ (1 − α1)z1)). Таким образом, получаем, что
вероятность, описываемая в случае 1, име-
ет вид: z−1

(
qn
(
z,Az + (1−A) ∗ Z+1

)
−

−qn
(
0, Az + (1−A) ∗ Z+1

))
β (a−a (α1z + (1−

−α1z1)). Здесь «*» означает покомпонентное
умножение векторов, а индекс «+1» указывает
на увеличение на 1 индексов всех компонентов
вектора.

2. В момент окончания n-го по порядку обслу-
живания в очереди нет выявленных вызовов
(вероятность qn(0, Z)). Затем началось прове-
дение общего мониторинга системы, и в те-
чение N циклов (N ≥ 1) не было выявлено
ни одного вызова из имевшихся (вероятность
qn(0, {

∏N
j=1(1 − Aj)}j≥1 ∗ Z+N )), ни одного из

вызовов, пришедших на i-м цикле мониторин-
га (вероятность β3(a−a

∏N
j=i(1−αj)zi) для всех

i = 1, N . Наконец, на (N + 1)-м цикле один из
вызовов был выявлен. Так как поток красных
вызовов, не выявленных на этапах с i-го поN-й,
может быть получен на основе процедуры про-
сеивания с вероятностью

∏N
j=i(1− αj)zi, то ве-

роятность того, что за время t не будет выявлен
ни один из вызовов, пришедших в систему на
i-м цикле, равна

qn
(
0, Z

)
= qn


0,






N∏

j=1

(1−Aj)





j≥1

∗ Z+N


×

× β3



a− a

N∏

j=i

(1− αj) zi



 .

Пусть M0 — вектор числа невыявленных вы-
зовов, прошедших различные стадии выявления,
в момент n-го окончания обслуживания (когда нет
выявленных вызовов);Mj — число вызовов, посту-
пивших во время j-го цикла общего мониторинга
(и они не были выявлены) (1 ≤ j ≤ N ); MN+1 —
число вызовов, поступивших во время (N + 1)-го
цикла общего мониторинга до момента τ , когда
был выявлен первый из всех перечисленных вызо-
вов (т. е. до момента τ они не были выявлены). Тогда
вероятность того, что хотя бы один из этих вызовов
будет выявлен на (N+1)-м цикле и не будет выявлен
на предыдущих, а все вызовы — соответствующего
типа красности, равна
∑

l≥1
αl+N+1 ×

×
N∏

k=0

(1− αl+k)
M0,l M0,l (1− αl+N+1)

M0,l−1 ×
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× z
M0,l−1
l+N+1

N+1∏

j=1

[
(1 − αN−j+1)

Mjz
Mj

N−j+1

]
×

×
∏

j≥1,j 6=l

{
N+1∏

k=0

(1− αj+k) zj+N+1

}M0,j

+

+

N+2∑

l=1

αlMl (1− αl+N+1)
Ml−1 zMl−1

l+N+1 ×

×
∏

j≥1
(1− αN−j+1)

M0,j z
Mj

n−j+1 ×

×
N+2∏

j=1,i6=l

(1− αN−j+1)
Mj z

Mj

N−j+1 .

Считаем, что момент τ выявления вызова явля-
ется СВ, равномерно распределенной на интер-
вале τN+1 длительности (N + 1)-го цикла общего
мониторинга.

Заметим, что распределение вектора M0 задает-
ся производящей функцией qn(0, Z); Mj распреде-
лено по закону Пуассона с параметром a на проме-
жутке τj длительности j-го цикла. Просуммировав
последнее выражение по всем возможным состоя-
ниям векторов M0 и Mj (1 ≤ j ≤ N ), получаем:

∑

l≥1
αl+N+1

N∏

k=0

(1− αl+k)×

× q′n,l



0,
{

N+1∏

k=0

(1− αl+k) zl+N+1

}

l≥1



×

× b3 (a− a((1− α1) z1)×

×
N∏

j=1

β3

(
a− a

N−j+2∏

k=1

(1− αk) zN−j+1

)
+

+

N+1∑

l=1

αN−l+2β
′
3

(
N−l+1∏

k=1

(1− αk) zN−j+1

)
×

×
N−l+1∏

k=1

(1− αk) qn

(
0,

{
N+1∏

k=0

(1− αl+k) zl+N+1

})
×

× b3 (a− a (1− α1) z1)×

×
N∏

j=1,i6=l

β3

(
a− a

N−j+2∏

k=1

(1− αk) zN−j+1

)
×

×
N∏

j=1,j 6=l

β3

(
a− a

N−j+2∏

k=1

(1− αk) zN−j+1

)
+

+ α1

N∏

j=1

β3

(
N−j+2∏

k=1

(1− αk) zN−j+1

)
×

× b′3 (a− a (1− α1) z1) ,

где

qn,l′
(
z, Z

)
=

∂

∂zl
qn
(
z, Z

)
;

b3(s) =

∞∫

0

1− e−sτN+1

sτN+1
dB3 (τN+1) .

Дополнительно надо умножить приведенную
вероятность на вероятность z того, что выявленный
вызов — красный, и на вероятность β(a − a(α1z +
+(1−α1)z1)) того, что за время его обслуживания не
поступят в систему синие вызовы и невыявленные
1-синие вызовы. Предполагается для простоты,
что по окончании обслуживания очередной мони-
торинг не производится.

При этом возможны следующие три схемы об-
работки выявленного вызова.

1. При выявлении вызова мониторинг немедлен-
но прекращается и начинается обслуживание
выявленного вызова.

2. При выявлении вызова мониторинг доводится
до конца и только затем начинается обслужи-
вание выявленных вызовов.

3. При выявлении вызова на первом цикле мони-
торинга прерывание обслуживания не происхо-
дит; на втором и последующих циклах монито-
ринга происходит его прерывание и начинается
обслуживание вызова.

В статье рассматривается только первая схе-
ма. Остальные схемы предполагается рассмотреть
в последующих работах авторов. Тогда надо по-
требовать, чтобы за время начавшегося обслужива-
ния красного вызова не пришли выявленные си-
ние вызовы и 1-красные вызовы, не выявленные
по окончании обслуживания этого вызова (вероят-
ность β(a− a(α1z + (1− α1)z1))). Получаем:

qn+1
(
z, Z

)
= β (a− a (α1z + (1− α1) z1))×

×
{
z−1

(
qn
(
z,Az + (1−A) ∗ Z+1

)
−

− qn
(
0, Az + (1−A) ∗ Z+1

))
+

+

[
∑

l≥1
αl+N+1

N∏

k=0

(1− αl+k)×

× q′n,l


0,

{
N+1∏

k=0

(1− αl+k) zl+N+1

}

l≥1


×

×
N∏

j=1

β3

(
a− a

N−j+2∏

k=1

(1− αk) zN−j+1

)
×
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× b3 (a− a (1− α1) z1) +

N+1∑

l=1

αN−l+2 ×

×
N−l+1∏

k=1

(1− αk)β
′
3

(
N−l+1∏

k=1

(1− αk) zN−j+1

)
×

× qn

(
0,

{
N+1∏

k=0

(1− αl+k) zl+N+1

})
×

×
N∏

j=1,j 6=l

β3

(
a− a

N−j+2∏

k=1

(1− αk) zN−j+1

)
×

× b3 (a− a (1− α1) z1) +

+ α1

N∏

j=1

β3

(
N−j+2∏

k=1

(1− αk) zN−j+1

)
×

× b′3 (a− a (1− α1) z1)

]}
.

Помножим данное соотношение на wn и просум-
мируем по n ≥ 1. Получим:

q(w, z, Z)− q0(z, Z)

w
=

= β (a− a (α1z + (1− α1) z1))×

×
{
q(w, z,Az + (1−A) ∗ Z+1)

z
−

− q(w, z,Az + (1− A) ∗ Z+1)
z

+

+

[
∑

l≥0
q′l

(
w, 0,





N+1∏

j=0

(1− αl+j) zl+N+1





l≥1

×

× αl+N+1

)
N∏

k=0

(1− αl+k)×

×
N∏

j=1

β3

(
a− a

N−j+2∏

k=1

(1− αk) zN−j+1

)
×

× b3 (a− a (1− α1) z1) +

+ q



w, 0,





N+1∏

j=0

(1− αl+j) zl+N+1







×

×
(

N+1∑

l=1

αN−l+2β
′
3

(
N−l+1∏

k=1

(1− αk) zN−j+1

)
×

×
N−l+1∏

k=1

(1− αk)

)
b3 (a− a (1− α1) z1)×

×
N∏

j=1,j 6=l

β3

(
a− a

N−j+2∏

k=1

(1− αk) zN−j+1

)
+

+ α1

N∏

j=1

β3

(
N−j+2∏

k=1

(1− αk) zN−j+1

)
×

× b′3 (a− a (1− α1) z1)

]}
, (2)

где q0(z, Z) есть производящая функция числа вы-
зовов разных типов в системе в начальный момент
времени. В частности, если вызовов в начальный
момент нет, то q0(z, Z) = 1. Заметим, что q0(z, Z) =
= q(0, z, Z).

Соотношение (2) является достаточно слож-
ным интегродифференциальным уравнением для
нахождения функции q(w, z, Z), описывающей рас-
пределение во времени числа невыявленных атак.
В настоящее время нет эффективных методов ре-
шения указанного уравнения. Однако соотноше-
ние (2) позволяет разработать рекуррентные вычис-
лительные процедуры для нахождения q(w, z, Z),
которые предполагается привести в последующих
работах.

4 Заключение

В работе рассмотрена задача построения модели
мониторинга систем обработки данных по пока-
зателям информационной безопасности на основе
использования методов теории массового обслужи-
вания. Получены соотношения для следующих двух
наиболее важных характеристик указанных систем:
вероятности состояний системы и вероятности чис-
ла невыявленных вызовов в моменты окончания
обслуживания. Здесь под состоянием понимает-
ся число вызовов, ожидающих обслуживания (т. е.
атак, ожидающих нейтрализации), включая невы-
явленные атаки. Нахождение указанных характе-
ристик позволит более эффективно организовать
процесс выявления злоумышленных атак на систе-
му обработки данных.
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О КАУЗАЛЬНОЙ РЕПРЕЗЕНТАТИВНОСТИ

ОБУЧАЮЩИХ ВЫБОРОК ПРЕЦЕДЕНТОВ

В ЗАДАЧАХ ДИАГНОСТИЧЕСКОГО ТИПА∗

А. А. Грушо1, М. И. Забежайло2, Е. Е. Тимонина3

Аннотация: Работа посвящена некоторым особенностям анализа причинности в задачах интеллектуаль-
ного анализа данных. Обсуждаются возможности использования так называемых открытых логических
теорий в задачах диагностики (классификации) для описания пополняемых наборов эмпирических дан-
ных. В задачах этого типа необходимо установить (спрогнозировать, диагностировать и др.) наличие или
отсутствие целевого свойства у нового прецедента, заданного описанием на том же языке представления
гетерогенных данных, которым описаны примеры, обладающие целевым свойством, и контрпримеры,
не обладающие целевым свойством. Представлен вариант построения открытых теорий, описывающих
коллекции прецедентов средствами специальных логических выражений — характеристических функций
(ХФ). Характеристические функции позволяют избавиться от гетерогенности в описаниях прецедентов.
Предложена процедурная конструкция формирования ХФ обучающей выборки прецедентов. Исследо-
ваны свойства ХФ и некоторые условия их существования.

Ключевые слова: диагностика; каузальный анализ; интеллектуальный анализ данных; открытые логиче-
ские теории
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1 Введение

Работа посвящена некоторым особенностям
анализа причинности в задачах диагностического
типа. К этому классу традиционно относят та-
кие задачи, в которых исходные данные представ-
лены описаниями двух типов прецедентов — тех,
которые обладают заданным целевым свойством
(будем называть их примерами наличия анализиру-
емого эффекта), и тех, которые, будучи «похожи-
ми» на примеры, тем не менее таковым свойством
не обладают (будем называть их контрпримерами).
В задачах этого типа необходимо установить (спро-
гнозировать, диагностировать и др.) наличие или
отсутствие целевого свойства у нового (предлага-
емого для формирования «диагноза») прецедента,
заданного описанием на том же языке представле-
ния данных/знаний, которым описаны примеры
и контрпримеры.

По-видимому, исторически первые примеры
подобных проблем сформировала медицина, одна-
ко сегодня предлагаемый перечень содержит и та-
кие не менее востребованные предметные области,
как:

– техническая диагностика [1] (рассматриваемая
в широком диапазоне от диагностики отказов
и поддержания работоспособности сложного
оборудования — транспортного, энергетиче-
ского, нефтегазового и т. п. — до обеспечения
устойчивой работы крупных центров обработки
данных, компьютерных сетей, телекоммуника-
ционной инфраструктуры и др.);

– финансовый мониторинг и противодействие
мошенничеству в финансовой сфере [2];

– информационная безопасность (идентифика-
ция компьютерных атак и организация про-
тиводействия целенаправленным вредоносным
воздействиям в сфере информационно-комму-
никационных технологий) [3, 4];

– экологический мониторинг (в частности, вы-
явление потенциально опасных химических со-
единений в окружающей человека среде) [5, 6];

– социологический анализ (типология социума
и анализ рациональных оснований принятия
решений различными социальными группа-
ми) [7] и др.

∗Работа частично поддержана РФФИ (проект 18-29-03081).
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3Институт проблем информатики Федерального исследовательского центра «Информатика и управление» Российской академии

наук, eltimon@yandex.ru
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Соответствующие подходы, математические
модели, методы и алгоритмы формируют в этих
областях своего рода сквозную технологию ком-
пьютерного анализа данных и поддержки принятия
управленческих решений.

Наиболее распространенными в рассматрива-
емой области анализа данных и поддержки при-
нятия решений оказались так называемые ин-

терполяционно-экстраполяционные математические
техники решения задач диагностического типа:
имеющаяся «обучающая» выборка описаний пре-
цедентов (примеров и контрпримеров) интерполи-
руется той или иной системой эмпирических зави-
симостей (ЭЗ) (регрессионных, логических и т. п.)
так, чтобы «диагностика» нового прецедента могла
быть сведена к проверке корректной экстраполя-
ции каких-либо из уже найденных ЭЗ на описание
этого нового прецедента.

Критически значимым аспектом, характерным
для задач этого типа, оказывается проблема анализа
причинности (идентификации каузальных основа-
ний) формируемых диагностических заключений.
С управленческой точки зрения существенно иметь
возможности выделять именно причинные факто-
ры влияния, «вынуждающие» появление исследу-
емого целевого эффекта. Это позволяет, оказы-
вая влияние именно на причины, целенаправленно
воздействовать на ситуацию и объект управления,
чтобы не допустить возникновения негативных по-
следствий.

При изучении эффектов причинности (каузаль-
ных «влияний») путем анализа эмпирического ма-
териала важно принять во внимание ряд фунда-
ментальных обстоятельств, к наиболее критически
значимым из которых следует отнести:

– отсутствие ясных, корректных и точных пред-
ставлений о «структуре» искомых причинных
«влияний», в частности об исчерпывающем пе-
речне факторов «влияния» и полном комплексе
взаимосвязей между ними;

– отсутствие достаточно надежных оснований
считать используемый язык представления ана-
лизируемых эмпирических данных каузально

полным, т. е. адекватно представляющим как все
факторы причинного влияния, так и все взаи-
мосвязи между ними [8].

В подобной ситуации говорить об анализе соб-
ственно причин в задачах рассматриваемого типа не
совсем корректно. Более естественным представля-
ется ограничиться лишь эмпирическими «причина-
ми» — описаниями каузальных влияний, которые
могут быть выделены (найдены, восстановлены из
данных и т. п.) в имеющейся «обучающей» выбор-
ке прецедентов и задействованном для описания

накапливаемого эмпирического материала языке
представления данных.

Далее в этой работе, упоминая о причинности
и каузальных влияниях, будем иметь в виду именно
такое, учитывающее специфику анализа эмпириче-
ских данных, уточнение представлений о причин-
ности.

Принимая во внимание особую значимость ка-
узальных факторов «влияния», характеризующих
в каждом конкретном случае наличие изучаемого
целевого эффекта, и дополнительно отмечая крити-
чески важную роль идентификации таких факторов
для организации целенаправленного противодей-
ствия негативным последствиям их влияния, более
подробно рассмотрим возможности их выявления
с помощью подходящих средств компьютерного
анализа данных. Результативной здесь оказывается
следующая очевидная эвристика: так как необхо-
димые факторы влияния должны отражать «кау-
зальность» во всех описаниях прецедентов наличия
анализируемого целевого эффекта (примеров), то,
как следствие, значимые для возникновения иссле-
дуемого целевого эффекта комбинации таких фак-
торов должны отображаться сходствами описаний
примеров [9, 10]. При этом естественно потребо-
вать, чтобы выделяемые таким образом значимые
комбинации факторов влияния не «встречались»
ни в одном из описаний контрпримеров. Случаи,
когда «причина» имеется, а эффекта — нет, долж-
ны быть использованы для удаления артефактов из
формируемого на примерах множества значимых
комбинаций факторов целенаправленного каузаль-
ного влияния.

Располагая «непротиворечивыми», характер-
ными только для примеров значимыми комбина-
циями факторов влияния, можно строить соответ-
ствующие логические условия. Будем называть их
характеристическими функциями текущей базы
фактов (БФ). Характеристические функции охва-
тывают имеющееся на текущий момент множество
прецедентов (примеров и контрпримеров), каждое
из которых истинно на всех примерах и ложно
на всех контрпримерах из текущей БФ. Непусто-
та множества ХФ, порождаемых на текущей вы-
борке прецедентов БФ, может рассматриваться как
характеристика ее каузальной репрезентативности,
т. е. корректной «разделимости» примеров и контр-
примеров логическими условиями каузального ха-
рактера.

Учитывая, что «природа» диагностических задач
требует возможностей оперировать расширя-
ющимися за счет новых описаний прецедентов
коллекциями эмпирических данных, естественно
рассматривать соответствующую «динамику» на-
капливания и изменений анализируемого эмпири-
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ческого материала, т. е. динамику изменений каж-
дого конкретного множества соответствующих ХФ.
Особый интерес вызывают такие подсемейства ХФ,
которые «наследуются», т. е. сохраняют коррект-
ность описания конкретной БФ при ее конкрет-
ном расширении. С математической точки зрения
интерес представляет проблема эффективного вы-
деления именно таких подсемейств ХФ. В данном
случае речь идет о проблеме эффективного поиска
ЭЗ, описывающих природу диагностируемого це-
левого эффекта.

2 Математическая модель
формирования факторов
каузального влияния

Пусть заданы два множества:

U = {a1, a2, . . . , an} ;
Ÿ = {O1, O2, . . . , Om} ⊆ 2U\φ ,

первое из которых будем называть исходным ал-
фавитом, или множеством образующих элементов
для описания анализируемых прецедентов из Ÿ,
а второе — множеством собственно описаний пре-
цедентов, построенных над универсумом U .

Примерами будем называть такие прецеденты
O+1 , O

+
2 , . . . , O

+
m+ из множества Ÿ, которые обла-

дают исследуемым целевым свойством P . Обо-
значим это подмножество множества Ÿ через Ÿ+.
Контрпримерами будем называть такие прецеден-
ты O−

1 , O
−
2 , . . . , O

−
m−

из множества Ÿ, которые не
обладают этим целевым свойством P . Обозначим
это подмножество множества Ÿ через Ÿ−. Таким
образом, множествоŸбудет представлять описание
текущего состояния БФ.

Для операции ⊗ сходства описаний прецеден-
тов из БФ используем операцию ∩ пересечения
множеств образующих, формирующих описание
каждого прецедента из Ÿ, т. е. результатом ее при-
менения будет множество попарно совпадающих
значений признаков из множества образующих U .
Несложно убедиться, что такое определение опера-
ции сходства корректно, т. е. по непустой операции
это отношение рефлексивно, симметрично и ассо-
циативно.

Пусть Ÿ = {O1, O2, . . . , Om}. Построим по Ÿ
и ⊗ множество Dom(Ÿ) следующим образом:

(а) Ÿ = {O1, O2, . . . , Om} ⊂ Dom(Ÿ);
(б) {[A ∈ Dom(Ÿ)]&[B ∈ Dom(Ÿ)]&[(A ⊗ B) 6=

6= φ]} → [(A⊗B) ∈ Dom(Ÿ)];
(в) других элементов в множестве Dom(Ÿ)нет.

Аналогичным образом определяются множества
Dom(Ÿ+) и Dom(Ÿ−).

Фиксируя каждый конкретный, непустой ре-
зультат V = V0 вычисления операции ⊗ сходства на
элементах множестваDom(Ÿ), гдеA⊗B = V0, мож-
но выделять соответствующие классы сходстваE⊗

V0
:

E⊗
V0
= {〈Oi1 , Oi2〉|Oi1 ⊗Oi2 ⊗ V0 = V0} .

Таким образом, фиксируя конкретное значение
параметра сходства V0, можно определить мно-
жество всех прецедентов EV0 , которые содержат
множество признаков V0. Тогда можно раз-
бить исходное множество прецедентов Ÿ на два
непересекающихся подмножества EV0 и Ÿ\EV0 :
EV0 ∩ Ÿ\EV0 = φ. При этом надо рассматри-
вать каждый раз при таком разделении множе-
ства Ÿ на два непересекающихся подмножества
с помощью соответствующего V0 все содержащие
общую часть V0 прецеденты.

Для каждого сформированного таким образом
класса сходства примеров должно дополнительно
выполняться логическое условие, называемое за-

претом на контрпримеры (ЗКП) [9]. В слу-
чае использования ЗКП запрещается вложимость
примеров одного «знака» в какой-либо из сфор-
мированных классов сходства противоположного
«знака».

Условие ЗКП для примеров можно представить
в следующем виде:

∀ V
{[(

V ∈ Dom
(
Ÿ+
))
&(V 6= φ)

]
&

&
[
∃O+r , ∃O+s

(
O+r ⊗O+s ⊗ V = V

)]
→

→ ¬
(
∃O−

p

[(
O−

p ∈ (Ÿ−)
)
&
(
O−

p ⊗ V = V
)])}

.

При этом условие ЗКП для контрпримеров может
быть формализовано симметричным образом заме-
нойŸ+ наŸ−, примеров O+r и O+s — на контрпри-
меры O−

r и O−
s , а вместе с ними контрпримера O−

p

на пример O+p .
Исходя из того принципа, что для появления

свойства P должна быть причина, при выполнении
условия ЗКП можно ожидать, что причина содер-
жится в примерахŸ+. Однако неизвестны характе-
ристики причины, а именно: является ли причина
единственной и какова структура причины. Из упо-
мянутого выше принципа сходства можно искать
причины свойства P в порождающих элементах V
классов сходства. Но в силу указанной неопреде-
ленности о всех порождающих классы сходства эле-
ментах необходимо говорить как о возможных фак-
торах влияния на прогноз появления свойства P ,
или факторах эмпирической причинности свой-
ства P . При этом сами порождающие элементы
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классов сходства можно называть ЭЗ. Аналогично
можно определять ЭЗ на множествеŸ−.

Итак, чтобы ожидать, что новый предложенный
для прогноза свойств прецедент O0 также имеет
свойство P , в обсуждаемой схеме рассуждений сле-
дует убедиться, что данный O0 «попадает» хотя бы
в один из классов сходства, сформированных на
исходном множестве примеровŸ+.

Легко видеть, что покрытие всего исходного
множества прецедентовŸ+ классами сходства пре-
цедентов-примеров, порождаемыми на его приме-
рах с непременным выполнением условия ЗКП,
позволяет разделить с помощью выделяемых ком-
бинаций значений факторов «причинности» при-
меры и контрпримеры в текущем множествеŸ (те-
кущей БФ).

Ясно, что один класс сходства EV может не по-
крывать множествоŸ+. Однако несколько классов
сходства EV1 , . . . ,EVk

могут покрыть все множе-
ство Ÿ+. Такое покрытие, если оно существует,
может не быть единственным. Из условия ЗКП для
любого покрытия множестваŸ+ классами сходства
EV1 , . . . ,EVk

порождающие элементы V1, . . . , Vk не
могут встречаться в прецедентах из множестваŸ−.

Для покрытия EV1 , . . . ,EVk
определим бинар-

ные переменные следующим образом:

xij =

{
1 , если характеристика ai ∈ Vj ;

0 в противном случае.

Тогда с множеством Vj взаимно однозначно связана
конъюнкция ∧

ai∈Vj

xij .

Определение. Характеристической функцией по-
крытияŸ+ классами сходстваEV1 , . . . ,EVk

называ-

ется двоичная функция
k∨

j=1
∧

ai∈Vj

xij .

Если возможно построить s покрытий классами
сходства множестваŸ+, то существует s ХФ.

Утверждение. Каждая построенная в соответствии
с определением функцияèæ принимает на факте ϕ
из текущей БФ значение 1 (истина) тогда и только
тогда, когда данный факт характеризуется наличи-
ем анализируемого целевого свойства P , и 0 (ложь)
тогда и только тогда, когда данный факт характери-
зуется отсутствием анализируемого целевого свой-
ства P .

Д о к а з а т е л ь с т в о . Необходимость. Если ϕ не
обладает свойством P , то ϕ 6∈ Ÿ+. Тогда при любом
покрытии Ÿ+ в силу ЗКП ни один из порождаю-
щих элементов из покрытия не может входить в ϕ.
Следовательно, ни одна конъюнкция ХФ не может
равняться 1, а тогда значение ХФ на ϕ равно 0.

Если ϕ обладает свойством P , то ϕ ∈ Ÿ+ и, сле-
довательно, входит в один из классов сходства по-

крытия Ÿ+. Тогда порождающий элемент этого
класса сходства принадлежит ϕ и соответствующая
конъюнкция равняется 1.
Достаточность. Если ХФ (ϕ) = 1, то в опреде-
ляющем ХФ покрытии существует конъюнкция,
принимающая значение 1. Тогда ϕ принадлежит
соответствующему классу сходства в Ÿ+. Если
ХФ (ϕ) = 0, то в определяющем ХФ покрытии не
существует ни одной конъюнкции, принимающей
значение 1. Тогда ϕ не принадлежит ни одному
классу сходства в Ÿ+. Тогда из покрытия следует,
что ϕ ∈ Ÿ−.

3 Примеры

Несложно убедиться, что в общем случае ХФ,
формируемая на текущей БФ, не является един-
ственной.

Пример 1. Пусть U = {a1, a2, a3, a4} и Ÿ =
= {O1, O2, . . . , O7}, где

O1 = {a1, a4} ;
O2 = {a1, a2} ;
O3 = {a2, a4} ; ,
O4 = {a1, a3} ;
O5 = {a1, a2, a3, a4} ;
O6 = {a2, a3} ;
O7 = {a3, a4} ,

при этом множество примеров Ÿ+ =
= {O+1 , O+2 , . . . , O+7 }, а множество контрприме-
ров —Ÿ− = φ.

Несложно убедиться, что дизъюнкции

èæ1(Ÿ) = a1 ∨ a2 ∨ a3 ({O1, O2, O4, O5}∪
∪{O2, O3, O5, O6} ∪ {O4, O5, O6, O7}) ;

èæ2(Ÿ) = a1 ∨ a3 ∨ a4 ({O1, O2, O4, O5}∪
∪{O4, O5, O6, O7} ∪ {O1, O3, O5, O7}) ;

èæ3(Ÿ) = a2 ∨ a3 ∨ a4 ({O2, O3, O5, O6}∪
∪{O4, O5, O6, O7} ∪ {O1, O3, O5, O7})

соответствуют трем различным покрытиям исход-
ного множества примеров Ÿ+ классами сходства
примеров изŸ.

Множество всех ХФ, построенных на заданной
БФ, может оказаться пустым.

Пример 2. Пусть U = {a1, a2, . . . , an, x, y, z} и Ÿ =
= {O1, O2, O3}, где

O1 = {a1, a2, . . . , an, x} ;
O2 = {a1, a2, . . . , an, y} ;
O3 = {a1, a2, . . . , an, z} ,
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при этом множество примеров Ÿ+ = {O+1 , O+2 },
а множество контрпримеровŸ− = {O−

3 }.
Тогда единственная ЭЗ, формируемая на при-

мерах {O+1 , O+2 }, порождается множеством призна-
ков {a1, a2, . . . , an}, и при этом условие ЗКП на
контрпримере O−

3 не выполняется. Таким образом,
множество ХФ, формируемых на БФ, оказывается
пустым.

4 Заключение

1. В работе исследован подход к построению ме-
тодов описания причинности появления свой-
ства P в БФ. Открытость множества БФ
не позволяет однозначно определять причину
свойства P , если не определена структура этой
причины и единственность причины. Поэтому
в исследовании речь идет о выявлении фак-
тов влияния на появление ЭП. Пополнение БФ
позволяет лишь делать предположения о по-
явлении свойства P в новых фактах.

2. Для удобства анализа факторов влияния на по-
явление ЭП определены ХФ, которые позво-
ляют формализовать рассматриваемый подход
в условиях выполнения ЗКП.

3. В терминах ХФ можно автоматизировать поиск
свойства P в новых прецедентах.

4. Развитие предложенного метода предполагает
его практическое использование в областях, пе-
речисленных во введении, а также дальнейшее
исследование причинно-следственных связей
в условиях сложных причин и сложной струк-
туры свойства P .
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ПРОИЗВОДИТЕЛЬНОСТЬ ОГРАНИЧЕННОГО КОНВЕЙЕРА

А. А. Хусаинов1

Аннотация: Работа посвящена изучению производительности ограниченного конвейера — вычисли-
тельного конвейера, число активных ступеней которого в каждый момент времени ограничено сверху
некоторым значением. Рассмотрены ограниченные конвейеры с заданными суммой и максимумом за-
держек ступеней. Ступени могут иметь разные задержки. Основная задача — построение аналитической
модели для расчета времени обработки заданного объема данных с помощью этого ограниченного кон-
вейера. Решение упрощается, если ограничение рассматривать как структурный конфликт конвейера. Эта
аналитическая модель построена для случая, когда работа ограниченного конвейера обладает свойством
непрерывности обработки каждого входного элемента. Для таких конвейеров в работе доказана гипотеза
о том, что минимальное число процессоров, при котором достигается наибольшая производительность,
равно наименьшему целому числу, не меньшему отношения суммы задержек ступеней к их максимальной
задержке. Установлено, что если не требовать свойства непрерывности, то эта гипотеза неверна. По-
строенная модель может быть применена для синхронизации работы ступеней ограниченного конвейера
со свойством непрерывности. Если не требовать свойства непрерывности, то получаем асинхронный
ограниченный конвейер, синхронизация работы ступеней которого осуществляется на основе готов-
ности данных. Разработано программное обеспечение, позволяющее вычислять время обработки данных
с помощью асинхронного ограниченного конвейера.

Ключевые слова: вычислительный конвейер; моноид трасс; нормальная форма Фоаты; производитель-
ность конвейера; структурный конфликт
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1 Введение

Вычислительный конвейер, состоящий из p сту-
пеней, называется ограниченным некоторым чис-
лом q, если в каждый момент времени могут од-
новременно выполняться не более чем q ступеней.
В данной работе найдена формула для расчета вре-
мени обработки n входных элементов с помощью
ограниченного конвейера, обладающего свойством
непрерывности обработки для каждого входного
элемента конвейера. С помощью этой формулы для
ограниченного конвейера со свойством непрерыв-
ности подтверждена выдвинутая в [1] на основании
экспериментов гипотеза о том, что минимальное
число процессоров, при котором достигается наи-
большая производительность ограниченного кон-
вейера, будет равно наименьшему целому q, удовле-
творяющему неравенству q ≥ σ/µ, где σ — сумма
задержек ступеней конвейера, аµ— задержка самой
медленной ступени. Приведен пример, показыва-
ющий, что в общем случае эта гипотеза неверна.

Проведенные исследования тесно связаны
с конфликтами, возникающими при работе кон-
вейера. Под конфликтами подразумеваются
состояния, приводящие к замедлению работы
конвейера. Теория конфликтов применяется при
разработке конвейерных процессоров [2], сигналь-

ных процессоров [3], сопроцессоров [4]. Существу-
ют три типа конфликтов [5]: структурные конфлик-
ты, конфликты по данным и конфликты управле-
ния. Структурный конфликт — оборудование не
может поддержать комбинацию инструкций, кото-
рые необходимо выполнить одновременно в неко-
торый момент времени. Ограниченный конвейер
можно рассматривать как конвейер со структурным
конфликтом. Аналитические модели для расче-
та производительности конвейеров с конфликтами
построены в [2, 6, 7]. Эти модели предназначены
для однородных конвейеров — конвейеров, ступени
которых имеют одинаковые задержки. Заметим, что
в работах [8, 9] изучались неоднородные конвейеры
и был предложен метод динамического отображе-
ния конвейера (dynamic pipeline mapping) для улуч-
шения производительности, решались задачи, где
число процессоров превышает число ступеней, но
проблемы, связанные с расчетом производитель-
ности ограниченных конвейеров, не были решены.

Автором в работе [10] была построена ана-
литическая модель для неоднородного конвейера
с единственным конфликтом, вызывающим ре-
старт. В предлагаемой работе строится аналогичная
модель для конвейера с одним конфликтом, соот-
ветствующего ограниченному конвейеру со свой-
ством непрерывности.
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Для оценки времени ускорения работы програм-
мы с помощью q процессоров можно использовать
закон Амдала [11]. Для конвейеров существуют не-
которые варианты этого закона, описанные в [12,
п. 1.4.1.3]. Естественно предположить, что для огра-
ниченного конвейера со свойством непрерывности
имеет место

Tq(n) ≈ σ +
(n− 1)σ

q
.

Будет доказано, что это равенство верно с точ-
ностью до суммы задержек ступеней σ.

В разд. 2 рассмотрен однородный ограниченный
конвейер. Для построения аналитической модели
для него достаточно рассмотреть таблицу занятости
процесса обработки n входных элементов. В разд. 3
построена и доказана формула для расчета време-
ни обработки данных с помощью неоднородного
ограниченного конвейера со свойством непрерыв-
ности. В разд. 4 описано программное обеспече-
ние для расчета производительности асинхронных
ограниченных конвейеров, синхронизация работы
ступеней которых осуществляется на основе го-
товности данных, передаваемых между ступенями.
В конце разд. 4 приведен пример, показывающий,
что в общем случае гипотеза о минимальном числе
процессоров конвейера неверна.

2 Однородный ограниченный
конвейер

Обозначим ступени вычислительного конвейе-
ра через a1, . . . , ap. Ступень, выполняющаяся в не-
который момент времени на некотором процессоре
(функциональном устройстве) конвейера, называ-
ется активной в этот момент. Задержкой ступе-
ни называется время обработки ступенью одного
входного элемента конвейера. Это время включа-
ет в себя логические операции и операции обмена
данными с другими ступенями через входные и вы-
ходные каналы. Будем предполагать, что процессо-
ры конвейера имеют одинаковую тактовую частоту,
и измерять время в тактах.

Под таблицей занятости [13] конвейера будем
подразумевать матрицу, строки которой соответ-
ствуют ступеням конвейера и имеют номера 1 ≤
≤ i ≤ p, а столбцы — тактам времени 1, 2, 3, . . .
Коэффициенты этой матрицы aij равны k ≥ 1
тогда и только тогда, когда i-я ступень обрабатывает
k-й входной элемент в течение такта j. В этом слу-
чае в клетку (i, j) ставится число k. Если i-я ступень
в момент j не активна, то aij = 0и соответствующая
клетка в таблице остается пустой.

Конвейер, состоящий из p ступеней, называет-
ся ограниченным числом q, если в каждый момент
времени число активных ступеней не больше q.

Ограниченный конвейер имеет следующие
свойства:

– в каждый момент времени активна по крайней
мере одна ступень;

– в каждый момент времени активно не бо-
лее q ступеней;

– перед обработкой входного элемента конвейера
для каждого i > 1 ступеньai ожидает окончания
обработки этого входного элемента с помощью
ступени ai−1;

– для каждого i ≥ 1 ступеньai ожидает окончания
своего предыдущего выполнения.

Конвейер называется имеющим свойство непре-

рывности (работы), если для всякого входного эле-
мента разность между временем конца обработки
и временем начала обработки этого элемента рав-
на сумме задержек ступеней конвейера. В част-
ности, свойством непрерывности обладает одно-
родный конвейер — конвейер, все ступени которого
имеют одинаковые задержки, равные некоторому
числу h.

Обозначим через p число его ступеней. Если нет
конфликтов, то время обработкиn элементов равно
(p+n−1)h. Пусть однородный конвейер ограничен
числом q, 1 ≤ q ≤ p. На вход конвейера поступает n
элементов входных данных. Таблица 1 показывает
занятость конвейера при p = 4, q = 3 и n = 5.
При попытке запустить больше чем q параллель-
но работающих ступеней возникает структурный
конфликт, в результате которого каждая ступень
будет ожидать освобождения одного из процессо-
ров и время работы этой ступени увеличится на
(p− q)h.

Таблица 1 Однородный ограниченный конвейер

01 02 03 04 05 06 07 08 09 10
1 1 2 3 4 5
2 1 2 3 4 5
3 1 2 3 4 5
4 1 2 3 4 5

Учитывая случай p < q, приходим к следующему
утверждению.

Предложение 1 [14, Prop. 1]. Время обработки n эле-

ментов с помощью q процессоров для однородного кон-

вейера из p ступеней с задержкой h равно

Tq(n) =

(
p+ n− 1 + (p− q)+

[
n− 1
q

])
h . (1)
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Здесь [x] обозначает целую часть вещественного
числа x, а (x)+ означает число, равное x, если x ≥
≥ 0, и равное 0 в случае x ≤ 0.

Эта формула была применена в [14] для расчета
оптимальной глубины однородного ограниченного
конвейера.

3 Неоднородный ограниченный
конвейер

В данном разделе всюду, где не оговорено про-
тивное, неоднородный ограниченный конвейер бу-
дет обладать свойством непрерывности.

Ступени неоднородного конвейера могут иметь
разные задержки τ1, . . . , τp. Время обработки n эле-
ментов равно

Tp(n) = σ + (n− 1)µ ,

где σ =
∑p

i=1 τi — сумма, а µ = max{τi|1 ≤ i ≤ p} —
максимум задержек ступеней конвейера. Правую
часть этой формулы можно получить из времени
обработки для однородного конвейера (p+n− 1)h,
подставляя вместо p отношение σ/µ, а вместо h —
максимальную задержку ступеней µ. Это приводит
к предположению о том, что аналогичным обра-
зом из формулы (1) может быть получена формула
для времени обработки с помощью ограниченного
неоднородного конвейера. Из этой формулы при-
дется удалить слагаемые, для которых σ/µ − q < 0.
Сформулируем и докажем полученное утвержде-
ние.

Теорема 1. Время обработки n элементов с по-

мощью неоднородного конвейера со свойством не-

прерывности, ограниченного числом q и состоящего

из p ступеней, равно

Tq(n) = σ + (n− 1)µ+ (σ − qµ)+
[
n− 1
q

]
. (2)

Д о к а з а т е л ь с т в о . Обычный конвейер обраба-
тывает n элементов за время Tp(n) = σ + (n − 1)µ.
В случае, когда активны q < p ступеней, к это-
му времени добавляется время ожидания свобод-
ных процессоров. Это время ожидания называется
штрафным. Рассмотрим таблицу занятости при об-
работке n элементов. Первые q элементов будут
обрабатываться без лишних торможений. Они бу-
дут обработаны за время T (q) = σ + (q − 1)µ. При
попытке обработать (q + 1)-й элемент возникает
(структурный) конфликт, связанный с тем, что чис-
ло одновременно работающих ступеней не должно
быть больше чем q. Этот конфликт будет разрешен
после окончания обработки первого элемента, ибо

в этом случае появится свободный процессор. В си-
лу свойства непрерывности отсюда вытекает, что
обработку (q + 1)-го элемента можно начать в мо-
мент времени σ. Время обработки q + 1 элементов
будет равно 2σ. Поскольку для обычного конвейера
время обработки q + 1 элементов равно σ + qµ, то
штрафное время будет равно 2σ− (σ+ qµ) = σ− qµ.
Эти конфликты возникают при обработке элемен-
тов с номерами q + 1, 2q + 1, . . . ,mq + 1, где m —
наибольшее целое, для которого mq + 1 ≤ n. Ясно,
что m = [(n− 1)/q]. При обработке остальных эле-
ментов конфликты не возникают. Отсюда вытекает,
что если σ− qµ ≥ 0, то Tq(n) = σ+(n− 1)µ+m(σ−
− qµ). Если же σ − qµ ≤ 0, то в момент времени qµ
начала обработки (q + 1)-го элемента первый эле-
мент будет обработан и закончит занимать один из
процессоров. В этом случае штрафное время бу-
дет равно нулю и Tq(n) = σ + (n − 1)µ. Теорема 1
доказана.

Из доказанной формулы (2) вытекает, что при
n − 1 ≥ q время обработки n элементов будет ми-
нимальным тогда и только тогда, когда имеет место
неравенствоσ−qµ ≤ 0. Это приводит к следующему
утверждению.

Следствие 1. Минимальное число процессоров,
при котором достигается наибольшая производи-
тельность ограниченного конвейера со свойством
непрерывности, равно наименьшему целому q,
удовлетворяющему неравенству q ≥ σ/µ. В этом
случае время обработки равно σ + (n− 1)µ.

Отсюда вытекает, что предположение, выдвину-
тое в работе [1], верно для ограниченных конвейе-
ров со свойством непрерывности.

Обозначим через TA
q (n) следующую оценку для

производительности конвейера:

TA
q (n) =






(
1 +

n− 1
q

)
σ , если q ≤ σ

µ
;

σ + (n− 1)µ , если q ≥ σ

µ
.

Следствие 2. Имеют место неравенства: 0 ≤ TA
q (n)−

− Tq(n) < σ.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть σ ≥ qµ. Воспользуемся
тем, что n − 1 − q [(n− 1)/q] равно остатку (n −
− 1)mod q от деления числа n− 1 на q. Из теоремы 1
вытекает, что

Tq(n) = σ + (n− 1)µ+ (σ − qµ)

[
n− 1
q

]
=

= σ

(
1 +

[
n− 1
q

])
+ µ ((n− 1)mod q) .

ИНФОРМАТИКА И ЕЁ ПРИМЕНЕНИЯ том 14 выпуск 1 2020 89



А. А. Хусаинов

Следовательно,

TA
q (n)− Tq(n) = (σ − qµ)

(n− 1)mod q
q

< σ .

Пусть Sq(n) = T1(n)/Tq(n) — ускорение вычис-
ления с помощью ограниченного конвейера. Обо-
значим Sq = limn→∞ Sq(n). Рассматривая случаи
q < σ/µ и q ≥ σ/µ, получаем

Следствие 3. Для конвейера со свойством непрерыв-
ности, ограниченного числом q > 1, имеет место
равенство Sq = min(q, σ/µ).

4 Асинхронный ограниченный
конвейер

Попытаемся сравнить производительность
ограниченного конвейера со свойством непре-
рывности с производительностью асинхронного
ограниченного конвейера, синхронизация работы
ступеней которого осуществляется на основе го-
товности данных, передаваемых между ступеня-
ми. Но не ясно, как вычислять производитель-
ность асинхронного конвейера. Возможный ответ
дает компьютерная программа, которой посвящен
данный раздел. Эта программа для введенных поль-
зователем числовых значений задержек ступеней
асинхронного ограниченного конвейера и объема
данных вычисляет значения времени обработки
данных в зависимости от числа процессоров и вы-
водит эти значения в виде графиков. Она создает
также и сохраняет в файл таблицы занятости кон-
вейера при различных числах процессоров.

Программа основана на методе, предложенном
Дикертом [15] и использующем теорию трасс —
слов, состоящих из букв алфавита, на котором
задано антирефлексивное симметричное бинарное
отношение независимости.

Опишем этот метод. Рассмотрим множество
операций (машинных команд) A = {a0, . . . , am−1}
и отношение независимости I ⊆ A2, состоящее из
пар операций (ai, aj), которые могут выполнять-
ся одновременно. Каждое слово можно интер-
претировать как процесс, состоящий из команд,
принадлежащих этому слову. Если команды мо-
гут выполняться одновременно, то их можно пе-
реставлять между собой. Два слова, составленные
из букв алфавита A, определим как эквивалент-

ные, если одно из них можно получить из дру-
гого с помощью последовательности перестановок
рядом стоящих независимых букв. Трассой назы-
вается класс эквивалентности множества A∗ всех
слов по этому отношению эквивалентности. Для
произвольного слова w ∈ A∗ обозначим через [w]

его класс эквивалентности. Определим компози-

цию по формуле [w1][w2] = [w1w2]. Операция ком-
позиции превращает множество классов эквива-
лентности в моноид, который называется моноидом

трасс. Идея алгоритма вычисления времени работы
параллельного процесса описана в [15]. Пусть вре-
мя выполнения каждой команды, принадлежащей
алфавитуA, равно одному такту. Каждая трасса мо-
жет быть представлена в виде последовательности
максимальных блоков (ярусов) параллельно выпол-
няющихся команд. Это представление называется
нормальной формой Фоаты. Число блоков назы-
вается высотой нормальной формы, и оно равно
времени выполнения трассы.

Аналогично нормальной форме Фоаты введем
нормальную форму относительно числа q ≥ 1 как
состоящую из последовательности блоков, длины
которых не превышают число q. Для этой цели мо-
дифицируем алгоритм приведения к нормальной
форме Фоаты и за определение возьмем результат
этого алгоритма.

Опишем алгоритм. Пусть на входе задано неко-
торое непустое слово w ∈ A∗. Считываем из него
первый символ и нормальную форму полагаем рав-
ной одному блоку, состоящему из этого символа.
Далее в цикле считываем очередной символ x и для
него выполняем 3 действия:

(1) ищем блок с наименьшим номером k ≥ 1,
такой что все элементы блоков, имеющих но-
мера ≥ k, независимы от x. Если таких k
нет, то добавляем новый блок, содержащий
единственный элемент x, и переходим к сле-
дующему символу;

(2) цикл: пока k-й блок имеет q элементов, увели-
чиваем k на 1;

(3) если k остался не больше номера последнего
блока, то добавляем x в k-й блок. Иначе добав-
ляем новый блок, состоящий из элемента x.

Число слов, из которых состоит нормальная
форма относительно q, называется ее высотой от-

носительно q. Если каждая буква обозначает опе-
рацию, время выполнения которой равно единице
измерения, и независимые операции могут выпол-
няться параллельно, то время выполнения опера-
ций словаw будет равно высоте нормальной формы
этого слова относительно q.

Для того чтобы находить время выполнения
процесса обработки асинхронным ограниченным
конвейером, зададим алфавит A = {a0, . . . , am−1},
состоящий из m = 3p букв. Слово w, соответству-
ющее обработке n элементов конвейером, задается
следующим образом. Всякая ступень с номером i
разбивается на полутакты и записывается как сло-
во a3ia

2τi−2
3i+1 a3i+2. Здесь a3i — начальный полутакт,
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а a3i+2 — последний полутакт ступени. Между
ними находятся полутакты, выполняющиеся по-
следовательно, и их можно обозначить одинаковой
буквой a3i+1. Слово w будет равно

(
a0a

2τ0−2
1 a2a3a

2τ1−2
4 a5 · · · a3(p−1)a2τp−1−2

3p−2 a3p−1
)n

.

Отношение независимости состоит из пар полутак-
тов, которые могут выполняться параллельно:

I = A2\
(
{a0, a1, a2}2 ∪ {a3, a4, a5}2 ∪ · · ·

· · · ∪ {a3p−3, a3p−2, s3p−1}2 ∪
∪ {a2, a3}2 ∪ {a5, a6}2 ∪ · · · ∪ {a3p−4, a3p−3}2

)
.

Нормальная форма относительно q дает по-
следовательность параллельно работающих блоков
(ярусов) операций. Поскольку время выполне-
ния операции равно полутакту, то время обработ-
ки n элементов с помощью ограниченного конвей-
ера будет равно половине высоты этой нормальной
формы.

Рассмотрим пример работы программы. На ри-
сунке крупными точками показан график зависи-
мости времени обработки трех входных элементов
с помощью асинхронного конвейера, ограничен-
ного числом процессоров X . Задержки ступеней
равны τ0 = 1, τ1 = 3, τ2 = 1, τ3 = 2. График, полу-
ченный по формуле (2), изображен в виде ломаной
линии. По формуле (2) время T2(3) = 14. Крупная
точка (2, 13)показывает, что для асинхронного кон-
вейера это время равно 13. Приведенный пример
показывает также, что для асинхронного конвей-
ера следствие 1 неверно, поскольку наименьшее

целое q, удовлетворяющее q ≥ σ/µ, равно 3, а ми-
нимальное число процессоров, при котором дости-
гается наибольшая производительность, равно 2.

Таблица 2 представляет собой таблицу занятости
для этого примера.

5 Заключение

Получена формула для расчета производитель-
ности ограниченного конвейера (теорема 1). Вы-
текающее из нее следствие 1 говорит о том, что
для некоторых конвейеров число функциональ-
ных устройств можно уменьшить и это не при-
ведет к снижению производительности. Это можно
применять для совершенствования архитектуры
процессора. Другим возможным продолжением
данной работы может стать развитие метода, под-
сказавшего формулировку теоремы 1. Он позволяет
обобщать некоторые утверждения об однородных
конвейерах на неоднородные.

В последнее время конвейеры широко приме-
няются при разработке многопоточных приложе-
ний для облачных вычислений. Многопоточный
конвейер, работающий на компьютере с много-
ядерным процессором, ограничен числом процес-
сорных ядер. В этом случае работа каждого про-
цессорного ядра сопровождается переключением
контекста нити, что приводит к замедлению ра-
боты конвейера. Аналогичная проблема возника-
ет при реализации ограниченных конвейеров для
многоядерных сигнальных процессоров и вычис-
лительных систем с массовым параллелизмом —
появляются дополнительные накладные расходы,
связанные с общим управлением ядрами в рамках
одного процессора. Полученная в работе форму-
ла для расчета производительности не учитывает
такого замедления. Построение аналитической мо-
дели, учитывающей эти накладные расходы, было
бы одним из перспективных продолжений данной
работы.
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Russian Federation

Abstract: The paper is devoted to studying the performance of a bounded pipeline that is a computational pipeline,
the number of active stages of which is bounded at any time by a fixed number. The bounded pipelines with the given
sum and the maximum of delays of stages are considered. The stages can have different delays. The main problem
is to build an analytical model for calculating the processing time of a given amount of data using this bounded
pipeline. The solution is simplified if the constraint is treated as a structural pipeline hazard. This analytical model
is constructed for the case when the operation of a bounded pipeline has the property of continuity of processing
for each input element. For such pipelines, the conjecture is proved in the paper that the minimum number of
processors at which the greatest productivity is achieved is equal to the smallest integer not less than the ratio of
the sum of stage delays to the maximum delay. It is established that if the property of continuity is not required,
then this conjecture is not true. The constructed model can be used to synchronize the operation of the stages of
a bounded pipeline with the continuity property. If we do not require the property of continuity, then we get an
asynchronous bounded pipeline, the synchronization of the work for the stages is carried out on the basis of the data
readiness. The software is developed, which is based on the theory of trace monoids and allows one to calculate the
processing time with an asynchronous bounded pipeline.
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МЕТОД ЗАДАНИЯ КОНЕЧНЫХ НЕКОММУТАТИВНЫХ

АССОЦИАТИВНЫХ АЛГЕБР ПРОИЗВОЛЬНОЙ ЧЕТНОЙ

РАЗМЕРНОСТИ ДЛЯ ПОСТРОЕНИЯ ПОСТКВАНТОВЫХ
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Аннотация: Представлен новый унифицированный метод задания конечных некоммутативных ассоци-
ативных алгебр (КНАА) произвольной четной размерности m и описаны исследуемые свойства алгебр
для случаев m = 4 и 6 при задании алгебр над конечным простым полем GF (p) с большим размером
простого числа p. Получены формулы, описывающие множество p2 (p4) глобальных левосторонних
единиц, содержащихся в 4-мерной (6-мерной) алгебре. В исследованных алгебрах имеет место только
локальная обратимость. Для каждой из алгебр выведены формулы для вычисления единственного ло-
кального двустороннего элемента, связанного с фиксированным локально обратимым вектором. Новая
форма скрытой задачи дискретного логарифмирования (СЗДЛ) предложена в качестве постквантово-
го криптографического примитива и использована для разработки постквантовой схемы электронной
цифровой подписи (ЭЦП).

Ключевые слова: конечная некоммутативная алгебра; ассоциативная алгебра; вычислительно трудная
задача; дискретный логарифм; цифровая подпись; постквантовая криптография
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1 Введение

Актуальным текущим вызовом в области крип-
тографии стала разработка криптосхем с открытым
ключом, пригодных для принятия на их основе
постквантовых криптографических стандартов [1,
2] взамен текущих стандартов, основанных на вы-
числительной трудности задачи дискретного лога-
рифмирования (ЗДЛ), которая решается на пока
еще гипотетическом квантовом компьютере за по-
линомиальное время [3]. Перспективным направ-
лением решения указанной проблемы представ-
ляется использование вычислительной трудности
СЗДЛ, задаваемой в КНАА [4]. Для реализации по-
тенциала СЗДЛ как постквантового криптографи-
ческого примитива важное значение имеют задачи
поиска и исследования новых КНАА как носителей
СЗДЛ и новых форм последней, для которых СЗДЛ
не будет сводиться к ЗДЛ в конечном поле [5].

В настоящей работе предлагается общий способ
задания КНАА произвольной четной размерности
m > 2и исследуются свойства 4- и 6-мерных КНАА,
построенных в соответствии с предложенным об-
щим способом. Характерным свойством рассмот-

ренных алгебр является наличие большого множе-
ства глобальных левосторонних единиц, и для ре-
ализации на их основе постквантовых криптосхем
предлагается новая форма СЗДЛ, использующая
указанную особенность примененных в качестве ее
алгебраического носителя КНАА.

2 Задача дискретного
логарифмирования
в скрытой группе

Известно автоморфное отображение некомму-
тативной группы •, задаваемое следующей форму-
лой:

ϕV (G) = V
−1 ◦G ◦ V ,

где V — фиксированный элемент группы •; G —
элемент, пробегающий все значения в группе •.
Элементы G и Y = V −1 ◦ G ◦ V называются эле-
ментами, сопряженными через элемент V . Для
фиксированного значения G операция автоморф-
ного отображения и операция возведения в сте-

1Санкт-Петербургский институт информатики и автоматизации Российской академии наук, anna-kostina1805@mail.ru
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4Санкт-Петербургский институт информатики и автоматизации Российской академии наук, fahr@cobra.ru
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пень являются перестановочными (взаимно ком-
мутативными), т. е. имеет место соотношение:

(
V −1 ◦G ◦ V

)x
= V −1 ◦ (Gx) ◦ V .

Это свойство может быть использовано для фор-
мулирования следующей вычислительно трудной
задачи, пригодной для использования в качестве
примитива криптосистем с открытым ключом.

Пусть задан некоторый элемент G. Из неко-
торой коммутативной подгруппы •ËÏÍÍ ⊂ • вы-
бираются элемент X и произвольное число x и вы-
числяется элемент Y = X−1 ◦ (Gx) ◦ X . По
заданным Y и G требуется вычислить X и x. По-
скольку вычислить эти два неизвестных элемента
по отдельности нельзя, то эта задача в общем случае
не сводится к задаче дискретного логарифмирова-
ния в циклической подгруппе. Нахождение неиз-
вестных X и x по значениям Y и G представляет
собой самостоятельную трудную вычислительную
задачу, отличную от задачи дискретного логариф-
мирования. При известном значении X можно
вычислить Y ′ = X ◦ Y ◦X−1 илиG′ = X−1 ◦G ◦X,
после чего число x можно найти из уравнения Y ′ =
= Gx или из уравнения Y = G′x соответственно,
т. е. решая задачу дискретного логарифмирования.
Однако значениеX остается неизвестным, поэтому
ЗДЛ в явном виде не стоит. Криптосхемы на основе
СЗДЛ, заданной в этой форме, описаны в работе [4].

3 Конечные некоммутативные
ассоциативные алгебры

3.1 Алгебры как векторные пространства
с дополнительной операцией
умножения векторов

Рассмотримm-мерное векторное пространство,
элементами которого выступают всевозможные
векторы вида

A = (a0, a1, . . . , a1) =

= (a0e0 + a1e1 + · · ·+ am−1em−1) ,

гдеai ∈ GF (p), p— простое число; ei — формальные
базисные векторы. Дополнительно к стандартным
операциям в векторном пространстве — операции
сложения векторов и операции умножения вектора
на скаляр — определим операцию умножения (◦)
векторов A =

∑m−1
i=0 aiei и B =

∑m−1
j=0 bjej в соот-

ветствии со следующей формулой:

A ◦B =
m−1∑

i=0

m−1∑

j=0

aibjei ◦ ej , (1)

где каждое из всевозможных произведений пар ба-
зисных векторов заменяется на однокомпонентный
вектор в соответствии с некоторым правилом, зада-
ваемым в виде таблицы умножения базисных векто-
ров (ТУБВ). Векторное пространство с определен-
ной таким образом операцией умножения векторов
называется m-мерной алгеброй. Для построения
криптосхем на основе СЗДЛ интерес представляют
КНАА.

3.2 Общий способ задания конечных
некоммутативных ассоциативных
алгебр произвольной четной
размерности m ≥ 4

В качестве общего способа задания конечной
ассоциативной алгебры четной размерности m > 1
предлагается задать значение произведения ei ◦ ej
в формуле (1) в соответствии со следующим выра-
жением:

ei ◦ ej =
{
ej , если imod2 = 0 ;

em−1−j , если imod2 = 1 .
(2)

Докажем, что правило (2) задает ассоциативное
умножение векторов. Рассмотрим произведение
векторов A, B и C =

∑m−1
k=0 ckek, осуществляемое

в соответствии со следующими двумя вариантами:

(A ◦B) ◦ C =

=




m−1∑

i=0

m−1∑

j=0

aibjei ◦ ej



 ◦
m−1∑

k=0

ckek =

=

m−1∑

i=0

m−1∑

j=0

m−1∑

k=0

aibjck (ei ◦ ej) ◦ ek ; (3)

A ◦ (B ◦ C) =

=

(
m−1∑

i=0

aiei

)
◦




m−1∑

j=0

m−1∑

k=0

bjckei ◦ ej



 =

=

m−1∑

i=0

m−1∑

j=0

m−1∑

k=0

aibjckei ◦ (ej ◦ ek) . (4)

Равенство правых частей выражений (3) и (4)
имеет место, если равенство

(ei ◦ ej) ◦ ek = ei ◦ (ej ◦ ek) (5)

справедливо для всех возможных троек значений
(i, j, k). Справедливость равенства (5) можно легко
показать, рассматривая следующие четыре случая:
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Случай 1: i и j — четные значения:

{
(ei ◦ ej) ◦ ek = ej ◦ ek = ek
ei ◦ (ej ◦ ek) = ei ◦ ek = ek

}
⇒

⇒ (ei ◦ ej) ◦ ek = ei ◦ (ej ◦ ek) .

Случай 2: i — четное значение; j — нечетное
значение:

{
(ei ◦ ej) ◦ ek = ej ◦ ek = em−1−k

ei ◦ (ej ◦ ek) = ei ◦ em−1−k = em−1−k

}
⇒

⇒ (ei ◦ ej) ◦ ek = ei ◦ (ej ◦ ek) .

Случай 3: i — нечетное значение; j — четное
значение:

{
(ei ◦ ej) ◦ ek = em−1−j ◦ ek = em−1−k

ei ◦ (ej ◦ ek) = ei ◦ ek = em−1−k

}
⇒

⇒ (ei ◦ ej) ◦ ek = ei ◦ (ej ◦ ek) .

Случай 4: i и j — нечетные значения:





(ei ◦ ej) ◦ ek = em−1−j ◦ ek = ek
ei ◦ (ej ◦ ek) = ei ◦ em−1−k =

= em−1−(m−1−k) = ek



⇒

⇒ (ei ◦ ej) ◦ ek = ei ◦ (ej ◦ ek) .

Таким образом, операция умножения векторов,
задаваемая правилом (2), ассоциативна, а при m ≥
≥ 4 также и некоммутативна.

3.3 Четырехмерная алгебра

Рассмотрим случай 4-мерной КНАА, для кото-
рой найдено распределение структурного коэффи-
циента µ ∈ GF (p), представленное в табл. 1.

Нахождение левосторонних единиц 4-мерной
алгебры, задаваемой табл. 1, связано с решением
следующего векторного уравнения:

X ◦A = A , (6)

где A = (a0, a1, a2, a3) — некоторый заданный век-
тор, для которого требуется найти левостороннюю
единицу; X = (x0, x1, x2, x3) — неизвестный век-

Таблица 1 Предлагаемая ТУБВ
для случая m = 4

◦ e0 e1 e2 e3

e0 µe0 µe1 µe2 µe3
e1 e3 e2 e1 e0

e2 e0 e1 e2 e3

e3 µe3 µe2 µe1 µe0

тор. С учетом табл. 1 данное векторное уравнение
сводится к решению следующей системы линейных
уравнений с четырьмя неизвестными:

µx0a0 + x1a3 + x2a0 + µx3a3 = a0 ;

µx0a1 + x1a2 + x2a1 + µx3a2 = a1 ;

µx0a2 + x1a1 + x2a2 + µx3a1 = a2 ;

µx0a3 + x1a0 + x2a3 + µx3a0 = a3 .





(7)

Эта система распадается на следующие две не-
зависимые системы из двух уравнений:{

(µx0 + x2)a0 + (x1 + µx3)a3 = a0 ;

(x1 + µx3)a0 + (µx0 + x2)a3 = a3 ;{
(µx0 + x2)a1 + (x1 + µx3)a2 = a1 ;

(x1 + µx3)a1 + (µx0 + x2)a2 = a2 .






(8)

Выполнив в (8) замену переменных по форму-
лам z1 = µx0 + x2 и z1 = z2 + µx3, легко показать,
что решения системы (7) совпадают с решениями
следующей системы из двух уравнений с четырьмя
неизвестными x0, x1, x2 и x3:

µx0 + x2 = 1 ;

x1 + µx3 = 0 .

}

Поскольку решения системы (7) не зависят от
координат вектора A, это означает, что найденные
решения описывают глобальные левосторонние
единицы, т. е. левосторонние единицы, действу-
ющие на все элементы рассматриваемой 4-мерной
КНАА. Множество всех p2 глобальных левосторон-
них единиц описывается следующей формулой:

L = (l0, l1, l2, l3) =
(
x0, x1, 1− µx0,−µ−1x1

)
,

где x0, x1 = 0, 1, . . . , p− 1.
Для нахождения правосторонних единиц векто-

ра A = (a0, a1, a2, a3) рассмотрим следующее век-
торное уравнение:

A ◦X = A , (9)

которое сводится к системе линейных уравнений
вида

µa0x0 + a1x3 + a2x0 + µa3x3 = a0 ;

µa0x1 + a1x2 + a2x1 + µa3x2 = a1 ;

µa0x2 + a1x1 + a2x2 + µa3x1 = a2 ;

µa0x3 + a1x0 + a2x3 + µa3x0 = a3 .





(10)

Если координаты вектора A удовлетворяют не-
равенству

– = (µa0 + a2)
2 − (a1 + µa3)2 6= 0 ,

то система (10) имеет единственное решение:
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x0 = r0 =
a0(µa0 + a2)− a3(a1 + µa3)

–
;

x1 = r1 =
µ(a0a1 − a2a3)

–
;

x2 = r2 =
a2(µa0 + a2)− a1(a1 + µa3)

–
;

x3 = r3 =
a2a3 − a0a1

–
,

которое определяет существование единствен-
ной локальной правосторонней единицы RA =
= (r0, r1, r2, r3), соответствующей вектору A. Век-
тор RA действует как правая единица на некотором
подмножестве элементов рассматриваемой алгеб-
ры, поэтому она называется локальной.

3.4 Шестимерная алгебра

Для случая 6-мерной КНАА найдены распре-
деления независимых структурных коэффициен-
тов µ, λ ∈ GF (p), представленные в табл. 2.

Таблица 2 Предлагаемая ТУБВ для случая m = 6

◦ e0 e1 e2 e3 e4 e5

e0 µe0 µe1 µe2 µe3 µe4 µe5
e1 e5 e4 e3 e2 e1 e0

e2 λe0 λe1 λe2 λe3 λe4 λe5
e3 λe5 λe4 λe3 λe2 λe1 λe0
e4 e0 e1 e2 e3 e4 e5

e5 µe5 µe4 µe3 µe2 µe1 µe0

Нахождение левосторонних единиц 6-мерной
КНАА, задаваемой табл. 2, по векторному уравне-
нию (6), в котором A = (a0, a1, a2, a3, a4, a5) и X =
= (x0, x1, x2, x3, x4, x5), приводит к решению сле-
дующей системы из шести линейных уравнений
с неизвестными координатами вектора X :

µx0a0 + x1a5 + λx2a0 + λx3a5 +

+ x4a0 + µx5a5 = a0 ;

µx0a1 + x1a4 + λx2a1 + λx3a4 +

+ x4a1 + µx5a4 = a1 ;

µx0a2 + x1a3 + λx2a2 + λx3a3 +

+ x4a2 + µx5a3 = a2 ;

µx0a3 + x1a2 + λx2a3 + λx3a2 +

+ x4a3 + µx5a2 = a3 ;

µx0a4 + x1a1 + λx2a4 + λx3a1 +

+ x4a4 + µx5a1 = a4 ;

µx0a5 + x1a0 + λx2a5 + λx3a0 +

+ x4a5 + µx5a0 = a5 .






(11)

Выделим в этой системе следующие три системы
из двух уравнений:





(µx0 + λx2 + x4)a0 +

+ (x1 + λx3 + µx5)a5 = a0 ;

(x1 + λx3 + µx5)a0 +

+ (µx0 + λx2 + x4)a5 = a5 ;




(µx0 + λx2 + x4)a1 +

+ (x1 + λx3 + µx5)a4 = a1 ;

(x1 + λx3 + µx5)a1 +

+ (µx0 + λx2 + x4)a4 = a4 ;



(µx0 + λx2 + x4)a2 +

+ (x1 + λx3 + µx5)a3 = a2 ;

(x1 + λx3 + µx5)a2 +

+ (µx0 + λx2 + x4)a3 = a3 .






(12)

Легко видеть, что решение системы (12) можно
найти, выполнив замену переменных по формулам
z1 = µx0+λx2+x4 и z2 = x1+λx3+µx5. После та-
кой замены переменных каждая из трех подсистем
системы (12) включает два уравнения с одинако-
выми двумя неизвестными z1 и z2 и приобретает
вид: {

z1a0 + z2a5 = a0 ;

z1a5 + z2a0 = a5 ;
{
z1a1 + z2a4 = a1 ;

z1a4 + z2a2 = a4 ;
{
z1a2 + z2a3 = a2 ;

z1a3 + z2a2 = a3 .






(13)

Система (13) имеет единственное решение в ви-
де пары значений z1 = 1 и z2 = 0 для всех воз-
можных значений вектора A, кроме случая одно-
временного выполнения условий a0 = a5, a1 = a4
и a2 = a3. В последнем случае имеется множество
дополнительных решений в виде пар значений z1 ∈
∈ GF (p) и z2 = 1− z1. Этот особый случай выпада-
ет из множества значений векторов, используемых
при построении криптосхем на основе рассматри-
ваемой 6-мерной конечной алгебры.

Выполнение обратной замены переменных по-
казывает, что исходная система (11) имеет решения,
совпадающие с решениями следующей системы из
двух линейных уравнений с шестью неизвестны-
ми x0, x1, x2, x3, x4 и x5:

µx0 + λx2 + x4 = 1 ;
x1 + λx3 + µx5 = 0 .

}
(14)

Решения системы (14) не зависят от координат
вектора A, т. е. они описывают следующее множе-
ство p4 глобальных левосторонних единиц:

L = (l0, l1, l2, l3, l4, l5) =

=
(
x0, x1, x2, x3, 1−µx0−λx2,−µ−1(x1+λx3)

)
, (15)

где x0, x1, x2, x3 = 0, 1, . . . , p− 1.
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Правосторонние единицы, соответствующие
вектору A = (a0, a1, a2, a3, a4, a5), удовлетворяют
векторному уравнению (9), рассмотрение которо-
го приводит к системе уравнений, представимой
в виде трех независимых систем из двух линейных
уравнений с двумя неизвестными:

{
k1x0 + k2x5 = a0 ;

k2x0 + k1x5 = a5 ;
{
k1x1 + k2x4 = a1 ;

k2x1 + k1x4 = a4 ;{
k1x2 + k2x3 = a2 ;

k2x2 + k1x3 = a3 ,






(16)

где введены обозначения k1 = µa0+λa2+ a4 и k2 =
= a1 + λa3 + µa5. В каждой из трех независимых
систем из двух уравнений главный определитель
равен одному и тому же значению:

– = (µa0 + λa2 + a4)
2 − (a1 + λa3 + µa5)2 .

При выполнении условия – = k21 − k22 6= 0 сис-
тема (16) имеет единственное решение:

x0 = r0 =
a0k1 − a5k2

–
;

x1 = r1 =
a1k1 − a4k2

–
;

x2 = r2 =
a2k1 − a3k2

–
;

x3 = r3 =
a3k1 − a2k2

–
;

x4 = r4 =
a4k1 − a1k2

–
;

x5 = r5 =
a5k1 − a0k2

–
,






(17)

которое определяет существование единствен-
ной локальной правосторонней единицы RA =
= (r0, r1, r2, r3, r4, r5), соответствующей вектору A
и всевозможным степеням последнего.

Подставляя значения x0 = r0, x1 = r1, x2 =
= r2, x3 = r3 из формул (17) в формулу (15), опи-
сывающую множество глобальных левосторонних
единиц, можно получить x4 = 1 − µr0 − λr2 = r4
и x5 = −µ−1(r1 + λr3) = r5 Последнее означа-
ет, что локальная правосторонняя единица RA со-
держится в множестве глобальных левосторонних
единиц (15), т. е. она является локальной двухсто-
ронней единицей EA вектора A.

Легко показать, что в бесконечной последова-
тельности A,A2, A3, . . . , Ai, . . . отсутствует нулевой
вектор и при некоторой минимальной натураль-
ной степени d имеет место Ad = A. Следовательно,
Ad = A⇒ Ad−1◦A = A◦Ad−1, т. е. векторEA = A

ω,

где ω = d−1, есть локальная двухсторонняя едини-
ца вектора A (значение ω будем называть локаль-
ным порядком локально обратимого вектора A).
Множество {A,A2, A3, . . . , Ai, . . . , Aω} представля-
ет собой циклическую мультипликативную группу
с единицей EA.

4 Задание новой формы скрытой
задачи дискретного
логарифмирования и схема
цифровой подписи на ее основе

Для построения алгоритмов ЭЦП предлагается
новая форма СЗДЛ, которая отличается исполь-
зованием открытого ключа в виде трех элементов
КНАА, принадлежащих разным циклическим груп-
пам, и описывается следующим образом.

1. В качестве характеристики поля берем простое
число p достаточно большой разрядности (на-
пример, 384 бит).

2. Выбираем три случайных локально обратимых
вектора A, B и N , локальный порядок которых
содержит достаточно большой простой дели-
тель.

3. Выбираем две случайные глобальные левосто-
ронние единицы L1 и L2.

4. Вычисляем вектор A′ из уравнения

A ◦A′ = L1 . (18)

5. Вычисляем вектор B′ из уравнения

B ◦B′ = L2 . (19)

6. Вычисляем векторы T и L3 из уравнения

A ◦ T ◦B′ = L3 . (20)

7. Выбираем случайное натуральное число x < ω,
где ω — значение порядка вектора N .

8. Вычисляем векторы Y и U по формулам:

Y = A′ ◦Nx ◦A ; U = B′ ◦N ◦B .

В силу локальной обратимости векторов A и B
уравнения (18) и (19) имеют единственное решение
(см. решение системы (16)). Уравнение (20) реша-
ется в два этапа. Сначала вычисляются векторы T ′

и L3 как неизвестные в уравнении T ′ ◦B′ = L3 (ре-
шение является единственным), а затем находится
вектор T из уравнения A ◦ T = T ′, которое имеет
единственное решение.
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Метод задания КНАА произвольной четной размерности для построения постквантовых криптосхем

Открытым ключом служит тройка векторовY ,U
и T . Число x и все другие векторы, использованные
для вычисления открытого ключа, остаются секрет-
ными. Владелец открытого ключа должен хранить
в качестве своего личного секретного ключа числоx
и два вектора A′ и B. Остальные секретные эле-
менты могут быть уничтожены после завершения
процедуры вычисления открытого ключа. Предла-
гаемая форма СЗДЛ состоит в вычислении значе-
ния xпо открытому ключу. Схема ЭЦП на ее основе
описывается следующим образом.

Алгоритм генерации электронной
цифровой подписи

1. Выбрать случайное число k < ω и вычислить
вектор V = A′ ◦Nk ◦B.

2. Вычислить значение e = Fh(M,V ), где Fh —
некоторая специфицированная хеш-функция;
M — электронный документ, который должен
быть подписан.

3. Вычислить число s = k + exmod q.

Пара чисел (e, s) представляет собой ЭЦП к до-
кументу M .

Алгоритм проверки подлинности
электронной цифровой подписи

1. По значениям e и s вычислить вектор V ′ =
= Y e ◦ T ◦ Us.

2. Используя хеш-функцию Fh, вычислить значе-
ние e′ = Fh(M,V ′).

3. Если e′ = e, то подпись признается подлинной,
иначе подпись отвергается как ложная.

Доказательство корректности работы схемы
ЭЦП:

V ′ = Y e ◦ T ◦ Us =

= (A′ ◦Nx ◦A)e ◦ T ◦ (B′ ◦N ◦B)s =

= A′ ◦Nxe ◦ (A ◦ T ◦B′) ◦Ns ◦B =
= A′ ◦Nxe ◦ L3 ◦Nk−xe ◦B =

= A′ ◦Nxe+k−xe ◦B = A′ ◦Nk ◦B = V ⇒
⇒ e′ = Fh(M,V ′) = Fh(M,V ) = e .

Предложенная в данном разделе схема ЭЦП рас-
ширяет ранее известные типы криптосхем с откры-
тым ключом [4], основанные на вычислительной
трудности СЗДЛ. Вопрос о сверхполиномиальной
сложности решения предложенной формы СЗДЛ
на квантовом компьютере требует выполнения спе-
циальных математических исследований с привле-
чением теории конечных алгебр и связан с изуче-
нием возможности и трудоемкости сведения СЗДЛ
к обычной ЗДЛ. Это представляет собой самостоя-
тельную исследовательскую задачу.

5 Заключение
Разработан общий способ задания m-мерных

конечных некоммутативных ассоциативных алгебр
для произвольного четного значения размерности
m ≥ 4, свойства которых позволили предложить
новую форму СЗДЛ и постквантовую схему цифро-
вой подписи.
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МЕТОД НАВИГАЦИИ И СОСТАВЛЕНИЯ КАРТЫ В ТРЕХМЕРНОМ

ПРОСТРАНСТВЕ НА ОСНОВЕ КОМБИНИРОВАННОГО РЕШЕНИЯ

ВАРИАЦИОННОЙ ПОДЗАДАЧИ ТОЧКА–ТОЧКА ICP

ДЛЯ АФФИННЫХ ПРЕОБРАЗОВАНИЙ∗

А. В. Вохминцев1, А. В. Мельников2, C. А. Пачганов3

Аннотация: Одновременная навигация и картографирование относятся к проблеме, в которой данные
кадра используются в качестве единственного источника внешней информации для того, чтобы устано-
вить положение движущейся камеры в пространстве и в то же время построить карту зоны исследования.
На сегодняшний день эта проблема считается решенной для построения двумерных карт небольших
статических сцен с использованием датчиков дальности. Однако для динамичных, сложных и круп-
номасштабных сцен построение точной трехмерной карты окружающего пространства стало активной
областью научных исследований. Для решения поставленной проблемы в работе предложено реше-
ние задачи точка–точка для аффинных преобразований и разработан быстрый итерационный алгоритм
регистрации кадров в трехмерном пространстве. Производительность и вычислительная сложность пред-
лагаемого метода реконструкции трехмерных сцен представлены и обсуждены на примере эталонных
данных. Результаты могут быть применены в задачах навигации мобильного робота в реальном масштабе
времени.

Ключевые слова: задача регистрации данных; локализация; методы одновременной навигации и состав-
ления карты; аффинное преобразование; двумерные дескрипторы; итеративный алгоритм ближайших
точек
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1 Введение

Разработка динамической системы для надеж-
ного решения проблемы одновременной навига-
ции мобильного робота и составления карты окру-
жающей его среды (Simultaneous Localization And
Mapping, SLAM) в реальном масштабе времени ста-
ла одной из ключевых задач в современной робото-
технике и машинном зрении, так как на ее решении
основано создание автономных интеллектуальных
робототехнических комплексов и систем [1–3]. Для
построения качественных трехмерных моделей не-
обходимо совместное использование полученных
с разных датчиков данных, таких как изображе-
ния, положение используемого датчика и карты
глубины [4, 5]. В большинстве случаев для постро-
ения трехмерных моделей по картам глубины ис-
пользуется итеративный алгоритм ближайших то-
чек (Iterative Closest Point, ICP) [6]. Главный этап
алгоритма регистрации ICP связан с поиском со-
ответствующего геометрического преобразования
(ортогонального или аффинного), которое наилуч-

шим образом совмещает два облака точек в раз-
ных RGB-D-кадрах для выбранной метрики (вари-
ационная подзадача алгоритма). Точность рекон-
струкции трехмерной сцены существенно зависит
от выбора метрики для оценки геометрического
преобразования и метода решения вариационной
задачи [7].

Результат применения итерационных методов
для решения задачи минимизации выбранного
функционала зависит от правильности выбора на-
чального приближения параметров геометрическо-
го преобразования: итерационный процесс может
сходиться медленно, сходиться к локальному опти-
муму или вообще не сходиться. Использование
решений вариационной задачи в замкнутой фор-
ме позволяет избежать этих проблем [8, 9]. Выбор
класса геометрических преобразований также ока-
зывает значительное влияние на результат рекон-
струкции трехмерной сцены [10].

Для класса ортогональных преобразований ре-
шение задачи точка–точка в замкнутой форме по-
лучено с помощью кватернионов [8] или с помощью

∗Работа выполнена при поддержке РФФИ (проект 18-37-20032) и Российского научного фонда (проект 15-19-10010).
1Челябинский государственный университет; Югорский государственный университет, vav@csu.ru
2Югорский государственный университет, melnikovav@uriit.ru
3Югорский государственный университет, pachganovsa@uriit.ru
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ортогональных матриц [9]. На основе метода Хорна
сформулирован алгоритм ICP в варианте точка–
точка [11]. Известно, что метрика точка–плос-
кость превосходит метрику точка–точка по точ-
ности и скорости сходимости.

Использование аффинных преобразований
позволяет решать задачу регистрации для нежест-
ких объектов [12]. Отметим, что если истинное
геометрическое преобразование, связывающее два
облака точек, ортогонально, то применение вари-
ационной задачи точка–плоскость для аффинных
преобразований даст правильный результат только
в том случае, если соответствие между точками двух
облаков близко к идеальному. На практике соответ-
ствие между точками двух облаков в большинстве
случаев неидеально: например, все точки первого
облака могут соответствовать одной точке второго
облака или небольшому локальному подмножеству
точек второго облака [13]. Решение описанной
выше условной вариационной задачи для метрики
точка–точка известно как метод Хорна [8]. Для
метрики точка–плоскость [14] существуют реше-
ния в замкнутой форме для аффинных преобразо-
ваний.

2 Метод SLAM и постановка
задачи

Решение задачи одновременной навигации
и картографирования состоит из следующих эта-
пов:

– сопоставление и регистрация последовательно-
стей изображений в RGB-D-кадрах;

– пространственное совмещение трехмерных
облаков точек в RGB-D-кадрах;

– обнаружение замыканий цикла;

– построение трехмерной карты доступной окру-
жающей среды;

– определение позиции робота в относительной
системе координат в каждый момент времени.

В данной работе предложено новое решение ва-
риационной задачи точка–точка в замкнутой фор-
ме на основе комбинации данных о глубине и цвете
в кадре, которое направлено на решение второ-
го этапа задачи SLAM. Основные недостатки ите-
рационных методов регистрации данных связаны
с ограничением области сходимости и большой вы-
числительной сложностью. Кроме того, результат
решения вариационной задачи зависит от правиль-
ности выбора начального приближения. Для пре-
одоления данного недостатка в работе предлагается

использовать визуально связанные характеристи-
ки RGB-D-кадра (особые точки), которые позво-
ляют совмещать кадры без требования начальной
инициализации. Хорн предложил решение услов-
ной вариационной задачи для метрики точка–точка
в замкнутой форме для ортогональных преобразо-
ваний. В данной работе получено решение в замк-
нутой форме для аффинных преобразований, что,
во-первых, создает математическую основу для ре-
шения задачи регистрации неригидных объектов
на сцене; во-вторых, позволяет находить точное
решение вариационной задачи для вырожденных
случаев, например, когда все точки трехмерного
облака точек находятся в одной плоскости. При
решении задачи SLAM в динамическом простран-
стве такая необходимость возникает при иденти-
фикации и отслеживании основных структурных
элементов сцены: например, для замкнутых про-
странств (помещений) такими элементами могут
выступать потолок, стены, пол.

3 Сопоставление визуальных
признаков на RGB-D-кадрах

Для обработки визуальных характеристик сцены
используется алгоритм сопоставления изображе-
ний на основе рекурсивного вычисления гисто-
грамм направленных градиентов (ГНГ) по несколь-
ким круглым скользящим окнам и пирамидальному
разложению изображения [15, 16]. Для работы
с особыми признаками используется следующая
схема.

1. Вычисление ГНГ на изображениях.

2. Сопоставление между особыми точками для
выбранных подмножеств.

3. Отбрасывание некоторых пар особых точек для
поиска [17].

4. Решение вариационной задачи регистрации
данных для визуально связанных характеристик
изображения.

Рассмотрим более подробно пп. 2 и 4. В ра-
боте используется корреляционный оператор, при
помощи которого осуществляется процедура сопо-
ставления данных из различных RGB-D-кадров.
Введем формулу для определения нормализован-
ной центрированной ГНГ эталонного изображе-
ния:

HOGR
i (α) =

HOGR
i (α) −MeanR

√
VarR

,

где MeanR — среднее значение ГНГ; VarR — дис-
персия ГНГ. Тогда для каждого i-го медианного
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фильтра (МФ) в позиции k можно определить кор-
реляционную функцию:

Ck
i (α) =

= IFT




HSk
i (ω)HR

∗
i (ω)√

Q
∑Q−1

q=0

(
HOGk

i (q)
)2

−
(
HSk

i (0)
)2


 ,

где HSk
i (ω) — преобразование Фурье ГНГ внутри

i-го МФ входной сцены; HRi(ω) — преобразова-

ние Фурье HOGR
i (α); ∗ для i-го преобразования

Фурье обозначает комплексное сопряжение. Для
определения подобия двух ГНГ применяется кор-
реляционный пик P k

i = maxα
{
Ck

i (α)
}

.

Решение вариационной задачи для визуально
связанных характеристик изображения может быть
представлено в виде:

J(RV ) =
1

|Af |

n∑

i∈Af

wi

∥∥M
(
RVF i

x

)
−M

(
F i

y

)∥∥2 .

Здесь RV — матрица аффинного преобразования
для визуально связанных характеристик сцены;
wi — весовые характеристики данных; F i

x и F i
y —

визуально связанные характеристики сцены в ис-
ходном и целевом кадре соответственно:

F i
x =

(
xi
1f , x

i
2f , x

i
3f

)T
; F i

y =
(
yi
1f , y

i
2f , y

i
3f

)T
.

Функция M осуществляет преобразование ко-
ординат точек F i

x и F i
y ∈ R3 из трехмерной системы

координат относительно камеры в систему коорди-
нат камеры Ci =

(
Ci

x, C
i
y, D

i
)
∈ R3, где Ci

x и Ci
y —

соответствующие координаты точек в пиксельном
пространстве; Di — значение глубины в пиксель-
ном пространстве:

Ci
x =

f

xi
3f

xi
1f +Ox ;

Ci
y =

f

xi
3f

xi
2f +Oy ;

Di =
√
xi
1f
2
+ xi

2f
2
+ xi

3f
2
.

Здесь Ox и Oy — координаты центра изображения
в пиксельном пространстве; f — фокус камеры.
Аналогичным образом могут быть определены ко-
ординаты точек в системе координат камеры для
точек F i

y .

4 Решение задачи точка–точка
метода ICP для аффинных
преобразований

Задача регистрации трехмерных данных (дан-
ных кадра о глубине) на основе алгоритма ICP со-
стоит из следующих шагов.

1. Формирование разреженных подмножеств то-
чек из двух плотных трехмерных облаков точек.

2. Определение соответствующих точек в каждом
из разреженных подмножеств.

3. Определение весовых коэффициентов для каж-
дой полученной пары.

4. Отбрасывание некоторых пар в облаках точек
(RANSAC-метод или аналог).

5. Выбор метрики ошибки для пар точек.

6. Решение вариационной задачи на основе ми-
нимизации функции ошибки.

Обозначим через X = {x1, . . . , xn} множе-
ство точек в исходном RGB-кадре и через Y =
= {y1, . . . , ym} множество точек в целевом RGB-D-
кадре в R3. Предположим, что отношения между
точками в кадрахX иY такие, что для каждой точки
в xi можно вычислить соответствующую точку в yi.
Тогда алгоритм ICP можно рассмотреть как гео-
метрическое преобразование из X в Y следующего
вида:

Rxi + T ,

где R — матрица поворота; T — вектор парал-
лельного переноса; i = 1, . . . , n. Тогда аффинное
преобразование в R3 можно представить в виде
функции от двенадцати переменных и решить ва-
риационную задачу алгоритма регистрации кадров
для произвольного преобразования.

Пусть J(R, T )— функция вида:

J(R, T ) =

n∑

i=1

‖Rxi + T − yi‖2 ,

где

xi =




x1i
x2i
x3i



 ; yi =




y1i
y2i
y3i



 .

Тогда вариационная задача ICP может быть опре-
делена как argmin

R,T
J(R, T ), где

R =




r11 r12 r13
r21 r22 r23
r31 r32 r33



 ; T =




t1
t2
t3



 .

ИНФОРМАТИКА И ЕЁ ПРИМЕНЕНИЯ том 14 выпуск 1 2020 103



А. В. Вохминцев, А. В. Мельников, C. А. Пачганов

Можно заметить, что

J(R, T ) =

=

n∑

i=1

(r11x1i + r12x2i + r13x3i + t1 − y1i)
2
+

+ (r21x1i + r22x2i + r23x3i + t2 − y2i)
2 +

+ (r31x1i + r32x2i + r33x3i + t3 − y3i)
2
. (1)

Применим к множеству точек X преобразова-
ние переноса следующего вида:



xt
1i = x1i −

1

n

n∑

j=1

x1j , x
t
2i = x2i −

1

n

n∑

j=1

x2j ,

xt
3i = x3i −

1

n

n∑

j=1

x3j


 .

Далее выполним аналогичное преобразование
для облака точек Y и подставим новые коорди-
наты в выражение (1). Очевидно, что функцио-
нал J(R, T ) не зависит от элементов вектора парал-
лельного переноса. Решение вариационной задачи
ICP может быть найдено методом Хорна в общем
случае. Распространим метод Хорна на случай
аффинных преобразований. Решение задачи для
вырожденных случаев представлено в работе [17].
Положим, что

n∑

i=1

x21i 6= 0 ;
n∑

i=1

x22i 6= 0 ;
∑n

i=1
x23i 6= 0 .

Тогда можно решить вариационную задачу от-
носительно матрицыR:

∂J(R)

∂r1k
=

=

n∑

i=1

2 (r11x1i + r12x2i + r13x3i − y1i)xki = 0 ,

k = 1, 2, 3 ;

n∑

i=1

(r1mxmi + r1nxni − y1i)xki + r1k

n∑

i=1

x2ki = 0 ,

k,m, n = 1, 2, 3 ; m,n 6= k . (2)

Из выражения (2) можем получить значения па-
раметров матрицы поворота:

r1k = −

∑n

i=1
(r1mxmi + r1nxni − y1i)xki

∑n

i=1
x2ki

. (3)

Учитывая выражение (3), можем представить
J(R) в следующем виде:

J(R) =

n∑

i=1



r1mxmi −

−

∑n

j=1
(r1mxmj + r1nxnj − y1j)xkj

∑n

j=1
x2kj

xki + r1nxni −

− y1i




2

+ (r21x1i + r22x2i + r23x3i − y2i)
2
+

+ (r31x1i + r32x2i + r33x3i − y3i)
2
. (4)

Рассмотрим более подробно первое слагаемое
в выражении (4) и раскроем скобки под знаком
суммы. Если подставить полученное выражение
в функционал J(R), то имеем

J(R) =

n∑

i=1


r1m


xmi − xki

∑n

j=1
xmjxkj

∑n

j=1
x2kj


+

+ r1n


xni − xki

∑n

j=1
xnjxkj

∑n

j=1
x2kj


−

−


y1i − xki

∑n

j=1
y1jxkj

∑n

j=1
x2kj





2

+

+ (r21x1i + r22x2i + r23x3i − y2i)
2
+

+ (r31x1i + r32x2i + r33x3i − y3i)
2
. (5)

Введем следующие обозначения для упрощения
вида выражения (5):

Gmi = xmi − xki

∑n

j=1
xmjxkj

∑n

j=1
x2kj

;

Gpi = xni − xki

∑n

j=1
xnjxkj

∑n

j=1
x2kj

;

Gki = y1i − xki

∑n

j=1
y1jxkj

∑n

j=1
x2kj

.

Тогда с учетом обозначений можем переписать вы-
ражение (5) как

J(R) =

n∑

i=1

(r1mGmi + r1nGpi −Gki)
2
+

+ (r21x1i + r22x2i + r23x3i − y2i)
2 +

+ (r31x1i + r32x2i + r33x3i − y3i)
2
. (6)
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Определим частную производную J(R) относи-
тельно r1m:

∂J(R)

∂r1m
= 2

n∑

i=1

(r1mGmi + r1nGpi −Gki)Gmi = 0.

Тогда найдем r1m:

r1m = −
r1n
∑n

i=1
GmiGpi −

∑n

i=1
GmiGki

∑n

i=1
G2mi

.

Подставим полученное решение в функцио-
нал J(R):

J(R) =

=

n∑

i=1



−
r1n
∑n

j=1
GmjGpj−

∑n

j=1
GmjGkj

∑n

j=1
G2mj

Gmi+

+ r1nGpi −Gki




2

+ (r21x1i + r22x2i + r23x3i −

− y2i)
2
+ (r31x1i + r32x2i + r33x3i − y3i)

2
. (7)

Произведем некоторые преобразования в пер-
вом слагаемом выражения (7):

J(R) =

n∑

i=1







−r1nGmi

n∑

j=1

GmjGpj −

−Gmi

n∑

j=1

GmjGkj




/

n∑

j=1

G2mj + r1nGpi −Gki




2

+

+ (r21x1i + r22x2i + r23x3i − y2i)
2
+

+ (r31x1i + r32x2i + r33x3i − y3i)
2
.

Затем сделаем группировку слагаемых следующего
вида:

J(R) =

n∑

i=1


r1n


Gpi −

Gmi

∑n

j=1
GmjGpj

∑n

j=1
G2mj


−

−



Gki −
Gmi

∑n

j=1
GmjGkj

∑n

j=1
G2mj








2

+

+ (r21x1i + r22x2i + r23x3i − y2i)
2
+

+ (r31x1i + r32x2i + r33x3i − y3i)
2
. (8)

Введем следующие обозначения:

Ÿ1 = Gpi −
Gmi

∑n

j=1
GmjGpj

∑n

j=1
G2mj

;

Ÿ2 = Gki −
Gmi

∑n

j=1
GmjGkj

∑n

j=1
G2mj

.






(9)

С учетом (8) и (9) выражение (6) может быть
представлено в виде:

J(R) =

n∑

i=1

(r1nŸ1 − Ÿ2)2 +

+ (r21x1i + r22x2i + r23x3i − y2i)
2
+

+ (r31x1i + r32x2i + r33x3i − y3i)
2
.

Теперь определим частную производную J(R)
относительно r1n:

∂J(R)

∂r1n
= 2

n∑

j=1

(r1nŸ1 − Ÿ2)Ÿ1 = 0 .

Тогда

r1n =

∑n

k=1
Ÿ1Ÿ2

∑n

k=1
Ÿ21

.

При
∑n

k=1 Ÿ
2
1 6= 0 можем определить параметры

матрицы поворота. Тогда первая строка матрицы
будет выглядеть следующим образом:

r1m = −
r1n
∑n

i=1
GmiGpi −

∑n

i=1
GmiGki

∑n

i=1
G2mi

;

r1n =

∑n

k=1
Ÿ1Ÿ2

∑n

k=1
Ÿ21

;

r1k = −

∑n

i=1
(r1mxmi + r1nxni − y1i)xki

∑n

i=1
x2ki

.

Вторая строка параметров матрицы поворота:

r2m = −
r2n
∑n

i=1
GmiGpi −

∑n

i=1
GmiGki

∑n

i=1
G2mi

;

r2n =

∑n

k=1
Ÿ1Ÿ2

∑n

k=1
Ÿ21

;

r2k = −

∑n

i=1
(r2mxmi + r2nxni − y2i)xki

∑n

i=1
x2ki

.
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Третья строка параметров матрицы поворота:

r3m = −
r3n
∑n

i=1
GmiGpi −

∑n

i=1
GmiGki

∑n

i=1
G2mi

;

r3n =

∑n

k=1
Ÿ1Ÿ2

∑n

k=1
Ÿ21

;

r3k = −

∑n

i=1
(r3mxmi + r3nxni − y3i)xki

∑n

i=1
x2ki

.

Определим элементы вектора параллельного пе-
реноса T через элементы матрицы поворота:

tk =
1

n

n∑

i=1

(yki − (rk1x1i + rk2x2i + rk3x3i)) = 0 ,

k = 1, 2, 3 .

5 Комбинированное решение
задачи точка–точка
для аффинных преобразований
в трехмерном пространстве

Вариационную задачу точка–точка для визуаль-
но связанных характеристик сцены и данных глуби-
ны можно представить в виде: argmin

RV,RD
J (RV,RD),

где

J (RV,RD) =

= α
1

W

1

|Af |
m∑

i∈Af

wi

∥∥M
(
RVF i

x

)
−M

(
F i

y

)∥∥2 +

+ (1− α)
1

W

1

|Ad|

n∑

j∈Ad

wj ‖RD xj + T − yj‖2 ,

где RV и RD — матрицы аффинного преобразова-
ния для визуально связанных характеристик сцены
и для данных о глубине сцены соответственно; α
и W — набор параметров для нормировки данных,
подбираемый эмпирическим путем;wi иwj — весо-
вые характеристики данных, связанные с семанти-
ческой маркировкой пространства; Af — подмно-
жество, которое содержит связи между особыми
точками в двух кадрах; Ad — содержит связи между
соответствующими точками xj и yj в трехмерных
облаках точек в двух кадрах данных; F i

x и F i
y —

визуально связанные характеристики сцены.
В общем случае RV 6= RD, в данной работе

находится совместное решение вариационной за-
дачи для частного случая, когда RV = RD = RT.

Пусть Tkm — начальная оценка для ICP с использо-
ванием кинематической модели движения камеры;
kmax и ε — пороги алгоритма ICP по числу шагов
и по величине ошибки E соответственно; RT∗ —
лучшее преобразование на i-м шаге метода; δ —
порог для точек инлайнеров. Общая схема комби-
нированного метода регистрации может быть пред-
ставлена в следующем виде.

Шаг 1. Вычисление ГНГ на изображениях.

Шаг 2. Сопоставление между особыми точками F i
x

и F i
y для выбранных подмножеств. Решение

вариационной задачи регистрации данных для
визуально связанных характеристик изображе-
ния. Получим RT∗ и Af .

Шаг 3. Проверка: если |Af | < δ, то RT∗ = Tkm

и Af = ∅. Положим i = 1.

Шаг 4. Определение соответствующих точек Ad

в исходном и целевом облаке точек с исполь-
зованием метода ближайших соседей. Опре-
деление весовых коэффициентов для каждой
полученной пары Ad.

Шаг 5. Решение комбинированной вариационной
задачи относительно RT∗, Af и Ad.

Шаг 6. Проверка: (E(RT∗
i ) − E(RT∗

i+1) ≤ ε) или
(Номер итерации > kmax). Если условие не-
верно, то возврат на шаг 4 и i = i + 1, иначе
получено искомое преобразование RT∗.

В качестве продолжения направления иссле-
дований представляет интерес разработка метода
решения комбинированной вариационной задачи
точка–плоскость в замкнутой форме для аффин-
ных и ортогональных преобразований. Обозначим:

η1 = α
1

W

1

|Af |
, η2 = (1 − α)

1

W

1

|Ad|
.

Пусть ni есть унитарная нормаль к касательной
плоскости T (yi) к поверхности S(Y ) в точке yi;
RDM — комбинированная матрица аффинных пре-
образований, содержащая компоненты параллель-
ного переноса и поворота. Тогда

J
(
RDM

)
=

m∑

i=1

η1wi

(
M
(
RDMF i

x

)
−M

(
F i

y

))2
+

+

n∑

j=1

η2wj

(〈
RDMx′ j − y′ j , nj

〉)2
,

где

x′ j =
(
x′ j1 , x

′ j
2 , x

′ j
3 , 1

)T
; y′j =

(
y′ j1 , y

′ j
2 , y

′ j
3 , 1

)T
.

Предполагается, что метод будет основан на про-
ецировании элемента многообразия матриц линей-
ных преобразований на подмногообразие ортого-
нальных матриц.

106 ИНФОРМАТИКА И ЕЁ ПРИМЕНЕНИЯ том 14 выпуск 1 2020



Метод навигации и составления карты в трехмерном пространстве на основе комбинированного решения

6 Компьютерное моделирование

В данном разделе представлены результаты ком-
пьютерного моделирования. Для проведения ком-
пьютерного моделирования были выбраны четы-
ре набора данных из базы данных NYU Depth
Dataset V2 [18, 19], содержащих фрагменты круп-
номасштабных сцен помещений: Classrooms, Living
Rooms (1/4), Offices (1/2) и Offices (2/2). Ком-
пьютерное моделирование проводилось на персо-
нальном компьютере Intel Core i7 с многоядерным
графическим процессором. Для эксперименталь-
ных исследований использовалась камера Kinect 2.0
в качестве RGB-D-сенсора. Каждый из четырех
наборов данных из тестовой базы содержит фай-
лы дампа, изображение в формате ppm (рис. 1, а),
данные о глубине в формате pgm (рис. 1, б). Дан-
ные в RGB-D-кадрах получены из разных положе-
ний камеры на сцене. Например, набор данных
Classrooms содержит 688 ключевых кадров разме-
ром 640× 480.

Для повышения точности решения вариацион-
ной задачи точка–точка в предложенном методе
используются данные о визуально связанных ха-
рактеристиках изображений, а значит решение ва-
риационной задачи в целом зависит от точности
сопоставления данных на изображениях в RGB-D-

кадре. Проведем сравнительный анализ известных
дескрипторных методов (SIFT (scale-invariant fea-
ture transform), SURF (speeded-up robust features)
и ORB (oriented fast and rotated brief)) и предложен-
ного метода сопоставления особых точек (HOGs,
histogram oriented gradients) [15, 16].

Будем оценивать точность методов по числу пра-
вильных сопоставлений при разных значениях угла
поворота и изменения масштаба. Были получены
следующие результаты зависимости точности ре-
конструкции трехмерной комбинированной карты
и производительности от выбранного типа двумер-
ного дескриптора (см. таблицу) [20]. В таблице
приведены средние значения точности для разно-
го типа аффинных преобразований (угол поворо-
та и масштаб) для различных наборов данных из
тестовой базы данных и различных двумерных де-
скрипторов.

В работе проведен сравнительный анализ ско-
рости сходимости предложенного метода регистра-
ции данных и известных методов регистрации на
основе итеративного алгоритма ближайших точек
в зависимости от выбора метрики ошибки пар
точек: точка–точка [6], точка–точка с экстра-
поляцией [8], точка–плоскость [14] в терминах
среднеквадратичной ошибки. Для проведения
компьютерного моделирования было выбрано два

Рис. 1 Тестовый набор данных Classrooms (классная комната) из NYU Depth Dataset: (а) визуальные данные
RGB-D-кадра; (б) данные глубины RGB-D-кадра
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Зависимость точности/производительности метода реконструкции трехмерной
комбинированной плотной карты от типа двумерного дескриптора

Метод
Набор данных

Classrooms
Набор данных

Living Rooms (1/4)
Набор данных

Offices (1/2)
Набор данных

Offices (2/2)
Точность, %

SIFT 93 93 94 95
SURF 57 61 63 59
ORB 78 82 75 75
HOGs 93 96 97 96

Производительность, с
SIFT 17,2 26,21 12,82 18,9
SURF 0,23 0,7 0,4 0,44
ORB 3,34 3,42 5,15 3,33
HOGs 0,79 1,11 0,68 0,81

набора данных из базы данных NYU Depth Dataset:
в контролируемых условиях (Offices (1/2), сцена 1)
и в неконтролируемых условиях (Offices (1/2), сце-
на 2).

В результате серии тестов установлены зави-
симости скорости сходимости методов от выбора
ошибки метрики и условий проведения экспери-
ментов (рис. 2). Было установлено, что в конт-
ролируемых условиях предложенный метод ре-
гистрации данных имеет сходимость, близкую
к обеспечиваемой методом, который использует
метрику точка–плоскость (рис. 2, а). В неконтроли-
руемых условиях (при неравномерном освещении)
предложенный метод показывает лучшую сходи-
мость, чем указанные выше методы регистрации
данных (рис. 2, б). Дополнительно было установле-
но, что точность метода реконструкции зависит от
числа особых точек в RGB-D-кадре нелинейным
образом — в виде функции с одним ярко выражен-
ным пиком для всех типов дескрипторов [21, 22].

Как известно, дескриптор HOG инвариантен
к неравномерному освещению и фотометрическим
преобразованиям, которые проявляются на боль-
ших сценах [15]. Был проведен сравнительный
анализ зависимости скорости сходимости методов
регистрации от выбора типа дескриптора и условий
проведения экспериментов (рис. 3). Было уста-
новлено, что в контролируемых условиях тип ис-
пользуемого дескриптора имеет ограниченное вли-
яние на сходимость метода регистрации данных
(рис. 3, а). В неконтролируемых условиях исполь-
зование дескриптора HOGs позволяет получить
лучшую сходимость в сравнении с другими де-
скрипторными методами: предложенный метод ре-
гистрации сходится уже после 11-й итерации, тогда
как при использовании дескриптора ORB метод
сходится только после 16-й итерации (рис. 3, б).

На рис. 4 показаны результаты применения
предложенного метода регистрации для последо-
вательности ключевых RGB-D-кадров из базы дан-

Рис. 2 Сравнение скорости сходимости в зависимости от ошибки метрики и условий наблюдения: (а) изменение
скорости сходимости в контролируемых условиях; (б) изменение скорости сходимости в неконтролируемых условиях;
1 — точка–точка; 2 — точка–точка с экстраполяцией; 3 — точка–плоскость; 4 — комбинированный подход
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Рис. 3 Сравнение скорости сходимости в зависимости от типа дескриптора и условий наблюдения: (а) изменение
скорости сходимости в контролируемых условиях; (б) изменение скорости сходимости в неконтролируемых условиях;
1 — SIFT; 2 — SURF; 3 — ORB; 4 — HOGs

Рис. 4 Реконструкция трехмерного объекта на основе предложенного метода регистрации данных с разных точек
обзора

ных NYU Depth Dataset: исходное облако точек
визуально совмещено с целевым облаком точек
на примере статуи головы человека. Недостаток
классического метода ICP [6] — большая вычисли-
тельная сложность. Проекционные методы могут
сократить вычислительную сложность метода реги-
страции ICP сO(NS log(NT )) для метода ICP с k-D-
деревом до O(NS) для метода ICP c ограничением
в виде сферы или треугольника.

Для ускорения процедуры сопоставления дан-
ных в работе используется пирамидальный подход,
основанный на низкочастотной фильтрации и по-
следующей дискретизации результирующего изоб-
ражения/облака точек. Вычислительная сложность
предлагаемого метода регистрации может быть оце-

нена следующим образом: n1 + n2O1/F
1 + · · ·

· · · + nkO1/F
k−1, где k — число шагов дискрети-

зации; ni — число итераций в методе регистрации,
выполненных на шаге k; O1 — вычислительная
сложность первого шага алгоритма; F — параметр,
определяющий разбиение RGB-D-кадра.

7 Выводы

В работе предложен комбинированной метод
решения вариационной задачи точка–точка в замк-
нутой форме для аффинных преобразований, ко-
торый создает основу для распространения мето-
да Хорна на случай с неригидными объектами на
сцене. Было проведено сравнение предлагаемого
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метода регистрации данных с методом Хорна для
метрики точка–точка с экстраполяцией и без экс-
траполяции, а также с методом регистрации для
метрики точка–плоскость. В результате компью-
терного моделирования было установлено, что
применение визуально связанных характеристик
для решения вариационной задачи алгоритма ICP
позволяет улучшить сходимость метода в некон-
тролируемых условиях. Использование визуально
связанных характеристик изображений позволяет
решить проблему зависимости результата решения
вариационной задачи от правильности выбора на-
чальных значений. Двумерный дескриптор HOGs
обладает лучшими характеристиками по сравнению
с известными дескрипторами при малых поворотах
в области сцены. Предложенный метод использу-
ется для регистрации облаков точек с произволь-
ным пространственным разрешением и масштабом
относительно друг друга, дает точные оценки для
сложных крупномасштабных сцен.
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SIMULTANEOUS LOCALIZATION AND MAPPING METHOD

IN THREE-DIMENSIONAL SPACE BASED ON THE COMBINED

SOLUTION OF THE POINT–POINT VARIATION PROBLEM ICP

FOR AN AFFINE TRANSFORMATION

A. V. Vokhmintcev1,2, A. V. Melnikov2, and S. A. Pachganov2
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Abstract: Simultaneous localization and mapping is a problem in which frame data are used as the only source
of external information to define the position of a moving camera in space and at the same time, to reconstruct
a map of the study area. Nowadays, this problem is considered solved for the construction of two-dimensional
maps for small static scenes using range sensors such as lasers or sonar. However, for dynamic, complex, and
large-scale scenes, the construction of an accurate three-dimensional map of the surrounding space is an active
area of research. To solve this problem, the authors propose a solution of the point–point problem for an affine
transformation and develop a fast iterative algorithm for point clouds registering in three-dimensional space. The
performance and computational complexity of the proposed method are presented and discussed by an example of
reference data. The results can be applied for navigation tasks of a mobile robot in real-time.

Keywords: registration problem; localization; simultaneous localization and mapping; affine transformation;
two-dimensional descriptors; iterative closest point
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АНАЛИТИЧЕСКАЯ ТЕКСТОЛОГИЯ В СИСТЕМАХ
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Е. Б. Козеренко1, М. Ю. Михеев2, Н. В. Сомин3, Л. И. Эрлих4, К. И. Кузнецов5

Аннотация: Представлено новое направление исследований на пересечении лингвистики, информати-
ки и филологии с привлечением логико-статистических методов анализа неструктурированных данных
в виде естественно-языковых текстов с целью решения целого ряда задач извлечения эксплицитных
и имплицитных знаний из текстов с использованием семантически-ориентированного лингвистического
процессора (СОЛП), формирования лексико-статистических представлений текстов, построения анали-
тических заключений, определения идиостиля автора и текстуального сходства произведений на основе
анализа служебных слов и других микротекстовых элементов; выявления эмоциональной окрашенности
текстов, построения полного профиля авторского текста на основе суперпозиции методов. Рассматрива-
ется пример текстологического анализа «Синей книги» из «Петербургского дневника» З. Н. Гиппиус.

Ключевые слова: обработка естественного языка; статистические методы; когнитивные технологии;
лексико-семантический анализ; извлечение знаний из текстов; аналитические системы
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1 Введение
В статье рассматриваются актуальные задачи

и методы обработки естественно-языковых текс-
тов с целью решения целого ряда задач извлечения
эксплицитных и имплицитных знаний из текс-
тов [1] с использованием семантически-ориенти-
рованного лингвистического процессора [2], фор-
мирования лексико-статистических представлений
текстов [3–8], построения аналитических заключе-
ний [9, 10], определения идиостиля автора и тексту-
ального сходства произведений на основе анализа
служебных слов и других микротекстовых элемен-
тов [11]; выявления эмоциональной окрашенности
текстов, построения полного профиля авторского
текста на основе суперпозиции методов. Насто-
ящая работа ставит своей целью описать методы
аналитической текстологии и их возможные при-
менения для обработки неструктурированных дан-
ных [12–15].

Способы представления информации, знаний
многообразны. Огромный объем данных представ-

лен в виде текстов естественного языка, что делает
задачу извлечения и структурирования информа-
ции из текстов весьма важной. Это относится к раз-
личным предметным областям. Для оперирования
данными на компьютере необходимо выделить из
текста объекты, их атрибуты, связи между объекта-
ми, процессы, в которых эти объекты задействова-
ны, другую важную информацию, которая бы по-
зволяла не только описать ситуацию, но и строить
выводы, характерные для конкретной предметной
области, прогнозировать развитие ситуации [14–
18].

Решение проблемы связано с анализом больших
массивов текстов русского языка на основе техно-
логической цепочки, организованной как последо-
вательное применение инструментов построения
лексико-статистического представления исследу-
емого текста, извлечения именованных сущностей
и связей, определения идиостиля автора на осно-
ве служебных слов и микротекстовых элементов
и определения близости текстов различных авторов.
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2 Формирование
лексико-статистических
представлений текстов

Для получения лексико-частотных характери-
стик текстов была разработана программная систе-
ма ISV (Intelligent Statistical Verbalizer), реализующая
три основные функции анализа текстов (разработ-
чик программного обеспечения — Н. В. Сомин):

(1) лексический анализ, определяющий лексиче-
ские особенности лексем;

(2) морфологический анализ русских и англий-
ских слов с выдачей канонической формы сло-
ва;

(3) каунтинг, т. е. подсчет числа вхождений слов
с предварительным вычислением их канони-
ческой формы.

Необходимость разработки вербалайзера обу-
словлена прежде всего расширением и усложнени-
ем работ, связанных с аналитической обработкой
текстов на естественном языке. В очень многих за-
дачах предварительный морфологический анализ
текста позволяет получить очень важную инфор-
мацию о лексемах, которая в дальнейшем может
использоваться для синтаксического анализа, се-
мантического анализа и других фаз аналитической
обработки текстов.

Предложим пример. Так, в комплексе задач,
связанных с обнаружением плагиата и выяснени-
ем авторства, очень важен статистический анализ
текстов. Однако прямой подсчет вхождений лексем
оказывается малоэффективным, поскольку стати-
стика числа вхождений «расплывается» по различ-
ным словоформам одного и того же слова и не дает
объективной картины. Гораздо более точные ре-
зультаты можно получить, применяя подсчет числа
вхождений не для словоформ, а канонических форм
слова.

Помимо этого, поскольку очень часто верхние
строчки файла вхождений занимают предлоги, со-
юзы, местоимения и другие вспомогательные сло-
ва, то в процессе анализа их следует отделять
в особую группу (для последующей обработки
микротекстовых элементов), для чего необходим
достаточно глубокий морфологический анализ.

Кроме того, с помощью морфологического ана-
лиза возможен подсчет статистики по частям речи:
только для существительных, только для глаголов
и т. д., что позволит сделать анализ более диффе-
ренцированным, а значит выявить более тонкие
закономерности.

Таким образом, одним из требований, предъ-
являемых к вербалайзеру, должна быть возможность

комбинирования всех его возможностей с выбором
необходимых для данной задачи.

Другое существенное требование — обеспече-
ние высокой эффективности вычислений. Ана-
лиз больших текстов позволяет строить, например,
терминологические портреты многих предметных
областей, а также выявлять закономерности связей
между текстами.

Чтобы успешно обрабатывать тексты больших
объемов, необходима очень высокая скорость по-
иска и осуществления морфологического анализа.
Это требует включения в вербалайзер техники обра-
ботки больших данных (big data), а также разработ-
ки особой структуры информационных массивов
вербалайзера.

Данным блоком прежде всего решается задача
структуризации текста. От правильного распозна-
вания структуры текста в значительной степени за-
висит корректность всего анализа. При этом задача
структуризации распадается на цепочку локальных
задач: выделение из входного потока лексем; вы-
деление предложений; выделение абзацев; унифи-
кация текста; исправление опечаток и грамматиче-
ских ошибок; определение лексических признаков
слов.

Отметим, что блок морфологического анализа
выдает информацию о 97 различных морфологи-
ческих признаках русского и английского языков,
которых достаточно для анализа самых сложных
языковых нюансов. В общем случае морфологиче-
ский блок выдает несколько вариантов морфоло-
гического анализа (так называемая морфологиче-
ская омонимия). Это свойство морфологического
анализа обеспечивается особой структурой слова-
рей, а именно: в Словаре основ (СО) может быть
несколько записей с одинаковой основой (но с раз-
ными классами окончаний), а на один и тот же
класс окончаний может ссылаться несколько слов
с разными основами. Возможны случаи пустой
основы (пример: «хорошо»–«лучше») и пустого
класса окончаний (для неизменяемых слов). Кроме
основы и вариантов окончаний в Словаре клас-
сов окончаний (СКО) хранятся морфологические
признаки, соответствующие определенному клас-
су окончаний в целом (постоянная морфологиче-
ская информация) и каждому окончанию парадиг-
мы в отдельности (переменная морфологическая
информация). Алгоритм предполагает, что в об-
щем случае могут быть найдены несколько вариан-
тов морфологического разбора. Этот факт хорошо
известен лингвистам как морфологическая омони-
мия. Например, слово «стекло» имеет по крайней
мере два варианта разбора: как существительное
(вставить стекло) и как глагол (что-то стекло с кры-
ши).
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3 Концептуальный анализ
текстов на основе
семантически-
ориентированного
лингвистического процессора

Задача автоматического анализа текстовой ин-
формации, представленной в интернете, актуаль-
на во всем мире. Для решения полного спект-
ра задач обработки естественного языка создан
СОЛП [2]. Центральным компонентом СОЛП
является инструментальный пакет (SDK-модуль)
PullEnti (Puller of Entities). Этот процессор в рам-
ках соревнований, проводившихся на конферен-
ции «Диалог-2016», занял два первых места при
анализе текстов в рамках решения задач извлечения
именованных сущностей. Разработчик PullEnti —
Константин Игоревич Кузнецов. В системе PullEnti
используются динамически подключаемые компо-
ненты (плагины), что позволяет без перекомпи-
лирования запускать различные функциональные
возможности. Именно таким образом активирует-
ся блок семантического анализа.

В процессе анализа выделяются семантические
единицы (токены), которые представляют собой
типизированные фразы, такие как текстовые, чис-
ловые и т. д. Например, в результате анализа фразы
«в 1917 году» будут выделены три токена: «в» —
текстовый, «году» — текстовый, «1917» — чис-
ловой. Такие токены можно назвать простыми.
Кроме того, выделяются метатокены — сложные
токены, которые объединяют несколько простых
токенов, например существительные с определите-
лями, скобки, кавычки и т. п.

Первый этап концептуального анализа тексто-
вых сообщений — выделение параметров команд.
Этот этап проводится с помощью инструменталь-
ного пакета PullEnti, предназначенного для реше-
ния задачи выделения именованных сущностей,
их свойств и связей из неструктурированных рус-
скоязычных текстов в рамках информационных
систем, разрабатываемых на .NET Framework 2.0
и выше. PullEnti состоит из общей и специа-
лизированной частей. Общая часть обеспечивает
реализацию общих алгоритмов морфологического
и синтаксического анализа, а также поддержку мо-
дели данных. Специализированная часть состоит
из отдельных сборок (анализаторов), реализующих
выделение именованных сущностей определенных
типов (персоны, даты, локации, организации и др.).
Предполагается также выявление ассоциативных
связей между выделенными сущностями в опреде-
ленной предметной области. При этом для расчета

силы ассоциативной связи между именованными
сущностями используется косинусная мера меж-
ду контекстными векторами (компонентами век-
тора именованных сущностей служат частоты их
совместной встречаемости в одном и том же кон-
тексте). Такие векторы образуют семантическое
контекстное пространство. Для вычисления коси-
нусной меры между контекстными векторами ис-
пользуется следующая формула:

x · y
|x| · |y| =

∑n

i=1
xiyi

√∑n

i=1
x2i

√∑n

i=1
y2i

.

В зависимости от того, какие контексты счи-
таются идентичными, различают типы контекстов.
Классификация и даже перечисление типов кон-
текстов — проблема, которая в силу своей новизны
требует особого рассмотрения [3, 16].

4 Стейплинг: построение
идиостиля автора
и определение близости текстов

Метод стейплинга (от английского staple —
скрепа) основан на результатах исследований
М. Ю. Михеева и Л. И. Эрлиха, в которых проде-
монстрирована высокая степень информативности
слов закрытых классов (служебных слов — союзов,
предлогов, частиц, — дискурсивных слов, ввод-
ных оборотов, устойчивых наречных конструкций
и т. п.) для решения задач определения авторства
текста по частотам служебных слов, построения
идиостилистического профиля автора, установле-
ния близости текстов, определения текстовых за-
имствований [11]. Такие элементы языка получили
название языковой, или текстовой, скрепы (staple)
и служат потенциальными статистическими марке-
рами (СМ) автора.

Стейплинг-подход к текстологическим иссле-
дованиям является новым и менее известен, чем
составление авторских словарей ключевых и опор-
ных слов. Автора и его текст могут исчерпывающим
образом характеризовать не только ключевые слова,
но и слова наименее значимые, при помощи списка
из сотни наиболее частотных подобных скреп мож-
но будет находить реального автора текста, опре-
делять близость исследуемого текста к стилистике
текстов базы сравнения. Для составления 100-слов-
ного, а затем 300-словного списка русских служеб-
ных слов и выражений, т. е. наиболее частых в язы-
ке союзов, предлогов, частиц, дискурсивных слов,
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вводных оборотов, устойчивых наречных конструк-
ций, фразеологизмов, стандартных средств пара-
и гипотаксиса, а также наиболее употребительных
сочетаний из них, проведены исследования в рам-
ках двух этапов проекта РФФИ «Создание алгорит-
ма идентификации авторского идиостиля на осно-
вании частотности употребления служебных слов»
(руководитель М. Ю. Михеев). В настоящее время
ведутся работы по расширению, уточнению списка
скреп, рассмотрению их контекстных характери-
стик, выявлению дистрибутивных признаков этих
элементов текста.

Для проведения достоверных исследований не-
обходима база авторских текстов. За исходную
базу взят Национальный корпус русского языка
(НКРЯ), а из него — тексты семи наиболее из-
вестных русских писателей-прозаиков XIX–XX вв.:
Гоголя, Тургенева, Достоевского, Толстого, Бунина,
Горького и Набокова. В этих подкорпусах подсчита-
но число употреблений всех единиц 100-словного
списка и вычислены их частоты (в миллионных
долях — ipm, или миллипромилле, т. е. 1/10000-й
части процента).

Как показали системные исследования автор-
ских текстов, высокой информативностью облада-
ют относительные частоты маркеров: более нагляд-
ным представляется сравнивать не сами значения
частот данного СМ в разных текстах разных ав-
торов, а их отношения к среднему уровню, т. е.
выраженное в процентах отношение частоты ка-
кой-то конкретной скрепы у конкретного автора
к средней частоте этой же скрепы по НКРЯ. Ме-
тод стейплинга эффективно применяется для созда-
ния идиостилистического профиля автора. Истоки
метода обнаруживаются в первых исследованиях
идиостиля и связаны с именами Ю. Н. Тыняно-
ва, Ю. Н. Караулова и В. В. Виноградова. В част-
ности, В. В. Виноградов ввел термин «языковая
личность». Идиостиль — это система содержа-
тельных и формальных лингвистических характе-
ристик, присущих произведениям определенного
автора, которая делает уникальным воплощенный
в этих произведениях авторский способ языкового
выражения. Идиостиль близок к понятию идио-
лект.

В задаче распознавания авторства более важ-
ным оказывается не то, о чем говорит автор, а то,
как он это говорит. В лингвостатистике существу-
ет 100-словный список Сводеша, задающий, как
известно, лексику, наименее подверженную изме-
нениям в данном языке, по которой можно рас-
считать скорость синонимических замен базового
лексического фонда. Сам список предполагается
примерно одинаковым для любых языков и слу-
жит как бы «лингвистическими часами» — по из-

менениям в нем можно определить время распада
языка.

Методика выявления идиостилистического
профиля автора: выявляется набор наиболее час-
тых в его текстах, характерных именно для него
служебных единиц языка, элементов 100-словного
списка. Для краткости далее все элементы такого
списка будут именоваться просто текстовыми, или
языковыми скрепами. Они же выступают потен-
циальными СМ стиля писателя, обособляя один
идиостиль от другого.

5 Полный профиль авторского
текста (на примере «Синей
книги» из «Петербургского
дневника» З. Н. Гиппиус)

Авторский текст — непосредственный вход
в интеллектуальный и эмоционально-аффектив-
ный мир человека, данный нам в «ощущении че-
рез восприятие текста», актуализированные мысль
и чувство пишущего. В дополнение к текстам, пред-
ставленным в НКРЯ был проведен ряд исследова-
ний текстов «Петербургского дневника» З. Н. Гип-
пиус [9, 10]. Несмотря на большое влияние поэта,
критика и философа З. Н. Гиппиус на современ-
ников, ее произведения [19, 20] относительно ма-
ло изучены отечественной лингвистикой в связи
с их недоступностью в советский период. На при-
мере анализа текста «Синей книги» рассмотрим
последовательное применение методов аналитиче-
ской текстологии.

«Синяя книга» — первая часть «Петербургско-
го дневника» З. Н. Гиппиус [18, с. 51–241; 19] —
содержит описание хронологии событий и настро-
ений с августа 1914 г. по ноябрь 1917 г., впечатления
и мысли автора. Ярко и образно представлены со-
бытия предреволюционного периода и непосред-
ственно двух всплесков революции — в феврале
и октябре 1917 г. Построение лексико-статистиче-
ского образа текста с помощью системы ISV позво-
лило получить наиболее частотные ключевые слова
и скрепы. Далее были выделены семантически зна-
чимые объекты, именованные сущности и связи
с использованием СОЛП.

Рассмотрим полученные результаты.
Наиболее частотные значимые (опорные) сло-

ва — «герои повествования»: война, революция.
Базовые семантические классы (типы имено-

ванных сущностей): даты, события, люди, стихии,
атмосфера, общий строй жизни, настроение автора,
впечатления и оценки автора.

116 ИНФОРМАТИКА И ЕЁ ПРИМЕНЕНИЯ том 14 выпуск 1 2020



Аналитическая текстология в системах интеллектуальной обработки неструктурированных данных

Основная тема предреволюционного периода
звучит рефреном: тяжесть войны и ожидание на-
двигающейся катастрофы: «Война — в статике»,
«Греция замерла», «никому нет никуда выхода. И не
предвидится»; «Какая-то ЧРЕВАТОСТЬ в воздухе;
ведь нельзя же только — ЖДАТЬ!»; «В атмосфе-
ре глубокий и зловещий ШТИЛЬ»; «Оцепенели»;
«Спокойствие. . . отчаянья».

Ключевые узлы развития событий по датам:

Зима 1916 года; Лето 1916 года; 1917 2 февраля.
Четверг; 11 февраля. Суббота; 22 февраля. Среда;
23 февраля. Четверг: начало движения; «26 февра-
ля. Воскресенье»; 27 февраля. Понедельник 12 ч.
дня; 2 ч. дня; 3 ч. дня; 4 1/2 часа; 5 часов; 5 1/2.

Персоны: Чхенкели, Вильсон, Керенский, Ми-
люков, Гришка, Пуришкевич, Протопопов, Род-
зянко, Брусилов, Рузский, ген. Алексеев, Конова-
лов, Дмитрюков, Чхеидзе, Шульгин, Шидловский,
Милюков, Караулов, Львов и Ржевский.

Локации: Санкт-Петербург, Выборгская сторо-
на, Таврический сад.

Организации: Дума, Городская Дума, Комитет
«для водворения порядка и для сношения с учреж-
дениями и лицами».

Оценочные суждения автора: «При этом пло-
хо везде. Истощение и неустройство»; «У нас
особенно худо. Нынешняя зима впятеро тяже-
лее и дороже прошлогодней. Рядом — постыдная
роскошь наживателей»; «Грозная, страшная сказ-
ка»; «. . .столько знакомых, милых лиц, молодых
и старых»; «Но все лица, и незнакомые, — ми-
лые, радостные, верящие какие-то. . . Незабвенное
утро, алые крылья и марсельеза в снежной, золотом
отливающей, белости. . .»

Скрепы в «Синей книге» образуют отчетливое
тематическое гнездо «неопределенности»: какая-
то, кто-то где-то, будто бы, кем-то и другие: никому
нет никуда {выхода}; какая-то {ЧРЕВАТОСТЬ};
никто не {сомневается}; никто не {знает}; ни-
кто не {думает}; кто-то где-то {обмолвился};
{опираются} на какие-то {слова}; {случилось
большое} «Ничего»; {было —} Ничего; как-
то {внезапно}; никто, {конечно, в точности}
ничего не {знает}; кое-где {остановили трам-
ваи (и разбили)}; будто бы {убили}; будто бы
{пошли}; {все} «будто бы»; где оно и кто; и что
бы ни было {дальше}; {верящие} какие-то; {не
простится —} кем-то, чем-то; кто-нибудь. Ка-
кие-нибудь {третьи}; какой-то {подлый слой};
{министерством} якобы {«доверия»}; {Дума} буд-
то бы {решила}; {она}, кажется, {там сидит};
{Солдаты}, кажется, {были выпивши}; в ка-
кой {зале} — не {знаю}; В какой {они связи
с Комитетом} — не {выясняется}.

6 Заключение

Лексико-статистический анализ текстов есте-
ственных языков предназначен для установления
статистических закономерностей встречаемости
наименований понятий, служебных слов, оборо-
тов. Полученные в результате такого анализа за-
кономерности позволяют не только автоматически
распознавать именованные сущности, но и исполь-
зовать их для установления системы взаимосвязей
понятий при формировании предварительных сло-
варей парадигматических и ассоциативных связей.

Привлечение ряда методов текстологического
анализа и выстраивание их в последовательную тех-
нологическую цепочку: лексико-статистический
анализ, извлечение именованных сущностей и фор-
мирование классификации ключевых и опорных
слов (основы для построения онтологии), выявле-
ние и частотный анализ служебных слов и других
скреп позволяет более эффективно решать целый
ряд задач аналитической обработки неструктури-
рованных данных, каковыми являются естествен-
но-языковые тексты.
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ИНКАПСУЛЯЦИЯ СЕМАНТИЧЕСКИХ ПРЕДСТАВЛЕНИЙ

В ЭЛЕМЕНТЫ ГРАММАТИКИ

Ш. Б. Шихиев1, Ф. Ш. Шихиев2

Аннотация: Предлагается новый математический аппарат представления естественного языка (ЕЯ) для
компьютерной лингвистики — морфология, синтаксис и семантика описаны как предметы дискретной
математики, образующие иерархию и целостную информационную систему. Предлагаемая конструктив-
ная теория языка представляет собой новый подход к изучению языка путем разделения полномочий
синтаксиса и семантики; построения автономных моделей синтаксиса и семантики; формирования языка
как отображения элементов двух множеств: синтаксиса и семантики.

Ключевые слова: естественный язык; граф; синтаксис; семантика; лексика; словоформа; морфологиче-
ский признак; лексическая группа; словарь; предложение; алгоритм
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1 Введение

А. В ЕЯ переплетены два автономных явления:
дискретное (грамматика) и аналоговое (семантика).
Грамматика (морфология и синтаксис) может быть
описана на языке математики. Морфологические
формы слов позволяют их различать и приписывать
им и их сочетаниям различные значения, которые
фиксируются в семантическом словаре. В данной
статье показано, как это можно сделать.

Модель морфологии заключает в себе правила
построения словоформ; словоформа представле-
на словом в исходной форме и ее морфологически-

ми параметрами из десятичных цифр. Словофор-
мы с одинаковыми морфологическими параметрами

(формами) образуют лексическую группу.
Модель синтаксиса ЕЯ строится исходя из сле-

дующих предположений: в ЕЯ имеются такие эле-

ментарные предложения, что из n членов предложе-
ния всегда можно составить (n− 1) словосочетаний

(синтаксически связанных пар словоформ), таких что
члены предложения образуют связный граф; следо-
вательно, объединение элементарных предложений

образует синтаксический граф Sint = (X,Y ) из мно-
жеств X (словоформ) и Y (словосочетаний). Крите-
рий связности двух словоформ определяется через
их морфологические формы (параметры). Нетруд-
но проверить [1], что миллионы словосочетаний,
имеющих место в грамматике русского языка, рас-
пределены по трем сотням синтаксических отно-

шений — прямых произведений лексических групп,
что упрощает представление графа Sint в памяти
компьютера.

Б. Предлагаемая сетевая модель грамматикиSint
открывает следующие возможности в изучении ЕЯ
и его реализации на компьютере:

1. Корневые деревья из модели Sint порождают
элементарные предложения-деревья. Обход пред-

ложения-дерева сопоставляет ему предложение-

последовательность; корректность обратной за-
дачи, известной как синтаксический анализ

предложения, зависит от того, в какой степени
соблюдены принципы фрагментарности сег-

ментов между этими предложениями, т. е. явля-
ются ли сегменты (вершины ветвей) в предло-

жении-дереве фрагментами в соответствующем
предложении-последовательности [2].

2. Из элементарных предложений строятся бо-
лее сложные предложения по правилам син-
таксиса. Из правил построения модели Sint
следует возможность построения такой модель
грамматики, что любое предложение русского
языка (например, предложения, встречающие-
ся в литературе на русском языке) порождает-
ся элементами синтаксиса Sint; следовательно,
имеется формальное определение синтаксиче-

ски правильно построенного предложения и со-
ответствующий алгоритм распознавания таких
предложений [2].

3. Модель морфологии (правила преобразования
слов) представлена в морфологическом словаре;
программа, реализующая эти правила, образует
компьютерную модель морфологии. Приемы ре-
ализации модели синтаксиса (алгоритмов ана-
лиза и синтеза предложений) демонстрируются

1Дагестанский государственный университет, sh sh b51@mail.ru
2Дагестанский государственный университет, fuad@mail.ru
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в [3]. Значения предложений в синтаксисе Sint
представлены в семантическом словаре в виде
классов для реализации семантической модели

семантики посредством объектных технологий
программирования.

В. Обращаясь к истории вопроса, можно на-
помнить следующее. В данной работе реализова-
на идея Ф. де Соссюра и Л. Ельмслева, соглас-
но которой строится автономное и конструктивное
описание синтаксиса, порождающего «планы вы-
ражений», далее в каждый «план выражения» инка-
псулируется «план содержания» — элемент семан-
тики, а язык становится отображением (биекцией)
элементов двух множеств: синтаксиса и семантики.

Представляется, что только разделение полно-
мочий синтаксиса и семантики открывает путь
к формализации ЕЯ, иначе придется согласиться
с утверждениями типа: «Никто не может сформули-
ровать все правила английской грамматики. . .» [4].

В учебниках по «Общему синтаксису» [5] и в ра-
ботах И. А. Мельчука [6] осторожно указывалось
на древовидность структуры предложения и графы
использовались только для демонстрации сетевой
структуры предложения. Нужно было решиться
и выделить класс элементарных предложений, име-
ющих структуру корневого дерева, а далее заметить,
что все другие формы предложения (с однородны-
ми членами, сложные предложения и т. д.) собраны
из элементарных предложений.

Многие правила построения синтаксически
правильных сочетаний можно представить в виде
правил контекстно-свободной грамматики (напри-
мер, выражения, образованные из согласованных
и несогласованных определений). Этот факт был
использован для представления правил синтакси-

са ЕЯ посредством подстановок и деревьев разбора.
Предложение «Сколько чувствительности контек-
ста требуется, чтобы предоставлять разумные струк-
турные описания?» (How much context-sensitivity is
required to provide reasonable structural descriptions?)
из [7] указывает на то, что автор «Грамматики сло-
жения деревьев» (Tree adjoining grammars) далек от
мысли раздельного исследования синтаксиса и се-
мантики.

2 Морфология

Морфология есть структура, заданная тройкой
(A,L0, F0), где A — алфавит; L0 — исходная лек-

сика, представляющая собой конечное множество
исходных слов над алфавитомA; F0 — конечный на-
бор исходных морфологических признаков, представ-
ляющих собой двухразрядные десятичные числа.

Исходные признаки разбиты на непересекающие-
ся подмножества; элементы каждого подмножества
образуют линейный массив, который называется
категорией (признаков). Категорий в морфологии
русского языка меньше десяти, и они именованы
кодами: 10 (род), 20 (число), 30 (падеж), 40 (сте-
пень) и т. д., а исходные признаки в категориях
кодированы следующим образом: 10 = (11, 12, 13),
20 = (21, 22), 30 = (31, 32, 33, 34, 35, 36), 40 =
= (41, 42, 43) и т. д., или в более привычной за-
писи: 10 = (Í. ÒÏÄ, ÓÒ. ÒÏÄ,Ö. ÒÏÄ), 20 = (ÅÄ. ÞÉÓÌÏ,
ÍÎ. ÞÉÓÌÏ), 30 = (é.,ò.,ä.,÷.,ô.,ð.), 40 = (ÐÏÌÎÁÑ
ÆÏÒÍÁ éð, ËÒÁÔËÁÑ ÆÏÒÍÁ éð, ÓÒÁ×ÎÉÔÅÌØÎÁÑ ÓÔÅ-
ÐÅÎØ éð) и т. д.

Исходная лексика также разбита на непересе-
кающиеся подмножества — исходные части речи;
к каждой исходной части речи D0 прикреплен свой
набор категорий ā и множество признаков Ÿ; при-

знак представляет собой строку f = «α1α2 · · ·αk»
из исходных признаков, принадлежащих различным
категориям из ā. Один из признаков f0 называется
начальным признаком. Слова из D0 обладают на-

чальным признаком; исходное слово s0 представлено
строкой вида «s0 : f0»; форма s слова s0 с призна-
ком f будет представлена в виде «s0 : f»: например,
дом : 2133 = дому.

Части речи именованы кодами: 01 — имя
существительное (ИС), 02 — имя прилагатель-
ное (ИП), 07 — глагол и т. д. Категориями
для ИС являются 20 и 30, а признаками будут
Ÿ = {2131, 2132, 2133, 2134, 2135, 2136, 2231, 2232,
2233, 2234, 2235, 2236}. Для ИП из категорий 10,
20, 30 и 40 составлено 29 признаков: 41112131,
41112132, 41112133, 41112134, 41112135, . . . , 43.

Множество s0 : Ÿ = {s0 : f |f ∈ Ÿ} называется
морфологической группой слова s0, а ее элементы на-
зываются формами слова s0, или просто словофор-

мами. Группа s0 : Ÿ для ИС s0 состоит из 12 слов,
а для ИП — из 29 словоформ; нетрудно заметить,
что элементы множества s0 : Ÿ различны.

Объединение множеств s0 : Ÿ по всем s0 из D0
обозначается через D и называется частью речи.
Морфология теперь может быть представлена чет-
веркой (A,L,ā1,Ÿ1), где лексика L— объединение
всех частей речи;ā1— множество категорий; Ÿ1—
множество признаков.

Числовые признаки при исходной форме сло-
ва обозначают формы слова, на которых будет
построен синтаксис (и предложения) языка. Для
преобразования словоформ ЕЯ в слова с числовы-
ми признаками и обратно нужны соответствующие
морфологические правила; их, как известно, можно
найти в словообразовательных словарях.

Рассмотрим слово s0 : α1α2 · · ·αk. По опре-
делению исходный признак αk принадлежит не-
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которой категории Fk. Морфология ЕЯ облада-
ет таким свойством, что признаками морфологии
выступают все строки α1α2 · · ·αk, где αk пробега-
ет элементы массива Fk; они образуют множество
α1α2 · · ·αk−1Fk — парадигму слова s0 по катего-
рии Fk. Формы слова сгруппированы по пара-

дигмам. В электронном словаре вместо элементов
парадигм будут записаны алгоритмы (морфологи-
ческие правила), порождающие их элементы.

Например, в строке
«2130дом,дома,дому,дом,домом,доме»

за парадигмой 2130 слова дом перечислены его эле-
менты. Есть возможность вместо словоформ запи-
сать их постфиксы следующим образом:

дом0115:213000,а,у,,ом,е;

223000а,ов,ам,а,ами,ах. (1)

В первой части «дом0115» статьи (1) за словом
«дом» указаны его грамматические атрибуты (01 —
код ИС, 15 — мужской род и неодушевленное); во
второй части перечислены два морфологических пра-

вила (разделенных точкой с запятой), по которым
строятся элементы парадигмы 2130 и 2230. К ко-
ду парадигмы приписано двухразрядное число —
длина изменяемой части словоформ из этой пара-
дигмы. Для экономии памяти имеет смысл хранить
отдельным списком постфиксы элементов пара-

дигмы, а в статьях словаря указать их порядковые
номера.

Построение словарных статей представляет со-
бой рутинную работу, которую также можно запро-
граммировать.

Пусть s — обычная форма слова s0 с признаком
α1α2 · · ·αk, т. е. s = s0 : α1α2 · · ·αk. В языковом
явлении морфология решает две задачи: синтеза —
перехода от s0 : α1α2 · · ·αk к s — и анализа — пере-
хода от s к s0 : α1α2 · · ·αk.

Чтобы осуществить анализ словоформы, потре-
буется осуществить синтез всех элементов множе-
ства s0 : Ÿ. Анализ словоформы усложняется тем,
что по форме слова s практически невозможно точ-
но угадать его исходную форму s0; а словарная
статья начинается с исходной формы слова s. Ана-
лиз словоформы — трудоемкая процедура, для по-
вышения ее эффективности требуется использовать
различные приемы поиска из дискретного анализа.

3 Синтаксис
Пусть D1, D2, . . . , Dq — коды частей речи (как

изменяемых, так и наречия, которые образу-
ют одну лексическую группу) в морфологии µ =
= (A,L,ā1,Ÿ1), для них определены множества
признаков Ÿ1,Ÿ2, . . . ,Ÿq соответственно.

Если a ∈ Ÿi, то через a : Di, или Dia, обозна-
чается множество слов из Di, обладающих при-
знаком a, и называется лексической группой по
признаку a. Например, 2135(01) = 012135 =
= {домом, точкой, едой, . . .}.

Через Ÿi(Di), или [Di], обозначается мно-
жество, состоящее из лексических групп Dia по
всем признакам a из Ÿi. Например, мно-
жество [01] состоит из 12 лексических групп:
012131, 012132, 012133, 012134, . . . , 012236.

Через ˜µ обозначено объединение всех
[D1], [D2], . . . , [Dq]. Построение синтаксиса начи-
нается с выбора нескольких пар лексических групп

из множества ˜µ:

X1 и Y1 ; X2 и Y2 ; X3 и Y3 ; . . . ;Xk и Yk . (2)

Через R обозначено объединение произведений:

R = X1 ∗ Y1 ∪X2 ∗ Y2 ∪ · · · ∪Xk ∗ Yk . (3)

Произведение лексических групп Xi ∗ Yi (i =
= 1, . . . , k) называется синтаксическим отношени-

ем (СО), их элементы — синтаксически связанными

словоформами или словосочетаниями; в словосоче-

тании (x, y) слово x — главный член, y — зависи-
мый член сочетания. Например, 012131 ∗ 012132 =
= {(дом, моды), (запах, дыма), (небо, сна), . . .}.

Орграф (L,R) задает синтаксис Sint. Орграф
(L1, R1), где L1 состоит из лексических групп (2),
а R1— из пар (Xi, Yi), где i = 1, . . . , k, также задает
синтаксис Sint в упакованном виде; пусть Sint1 =
= (L1, R1). ЧерезSint (˜µ)обозначается некоторый
синтаксис (грамматика), заданный на ˜µ.

Синтаксические отношения (3) задаются пара-
ми морфологических признаков

f1 и g1 ; f2 и g2 ; . . . ; fk и gk , (4)

где признаки fi и gi определяют лексические группы

Xi и Yi (i = 1, . . . , k). Следовательно, необъятного
размера синтаксис Sint задается небольшим набо-
ром (около двухсот пар) признаков (4) из Ÿ1.

Например, если D1 — ИС, D2 — ИП, а f1 =
= 012131 и g1 = 012132, f2 = 012131 и g2 = 022131,
f3 = 012132 и g3 = 022132, то в графе (A,L,ā1,Ÿ1)
будут связаны дугой (v, w) только те вершины v
и w, которые принадлежат СО: 012131 ∗ 012132,
012131 ∗ 022131, 012132 ∗ 022132.

В каждом из трех множеств содержатся сотни
тысяч элементов. Элементами СО 012131 ∗ 012132
(012131 ∗ 022131,012132 ∗ 022132) являются несогла-

сованные (согласованные) определения.
Корневое дерево в графе Sint называется выра-

жением-деревом. Среди лексических групп имеются
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Рис. 1 Корневое дерево в Sint1

две группы: группа сказуемых GV и группа подле-

жащихGS. Если корень выражения-дерева принад-
лежит GV и связан дугой с вершиной из GS, то
такое выражение-дерево называется предложением-

деревом. Обход выражения-дерева называется вы-

ражением-последовательностью (или просто вы-
ражением), обход предложения-дерева называется
предложением-последовательностью (просто пред-

ложением).
Если в грамматике Sint (˜µ):

(1) множество L — лексика русского языка, (3) —
функции из морфологии русского языка;

(2) элементы Xi ∗ Yi (i = 1, . . . , k) — словосочета-
ния (пары связанных словоформ), допустимые
в синтаксисе русского языка;

(3) связанные пары словоформ в выражениях рус-
ского языка образуют корневое дерево,

то Sint (˜µ) должен иметь много общего с син-
таксисом русского языка; поэтому Sint (˜µ) будем
называть моделью грамматики русского языка. Не-
трудно показать существование такой грамматики
Sint (˜µ), что предложения, встречающиеся в ли-
тературе на русском языке, будут предложениями
в грамматике Sint (˜µ). (Но в грамматике Sint (˜µ)
будут предложения «сомнительного» значения.)

Грамматика Sint будет использована для про-
граммного построения и распознавания выражений

в синтаксисе Sint. Sint — открытая система, в ней
могут появляться новые слова и синтаксически свя-
занные пары слов.

В частности, известная задача синтаксическо-

го анализа предложения одинаково формулируется
и решается как в ЕЯ, так и в грамматике Sint: син-

таксически правильно построенное в грамматикеSint
предложение будет синтаксически правильно постро-

енным предложением и в грамматике русского языка.
Последовательность словоформ образует синтак-

сически правильно построенное в грамматике Sint
предложение, если в графе Sint найдется предложе-

ние-дерево, порожденное этим набором словоформ.
А алгоритмы поиска корневого дерева, порожден-
ного заданным множеством вершин, хорошо из-
вестны. Строгая формулировка задачи синтаксиче-

ского анализа предложения и наличие алгоритма ее
решения в грамматике ЕЯ уже дорогого стоит.

Важным понятием в грамматике Sint являет-
ся СФ — синтаксическая форма. Показанное на
рис. 1 дерево имеет скобочные формы представле-
ния: через вершины —A(B,C(D(H), E))— и дуги —
0(1, 2(3(5), 4)).

Вершинами дерева A(B,C(D(H), E)) являются
лексические группы, поэтому оно порождает предло-
жения-деревья a(b, c(d(h), e)), где строчной буквой
обозначена словоформа из группы, обозначенной
этой же буквой в верхнем регистре. Предложения
из Sint, порожденные корневым деревом из Sint1,
имеют одну и ту же синтаксическую форму, поэто-
му такие деревья называются СФ. Более того, СФ
представляет собой правило, порождающее класс
предложений определенной формы.

Предположим, что дуга i (i = 1, . . . , 5) дерева
с рис. 1 (СФ1) представлена произведением пары
признаков fi ∗ gi. Синтаксические связи между
вершинами дерева требуют, чтобы f3 = f4 = g2,
f5 = g3; любые шесть слов с указанными при-
знаками могут оказаться вершинами предложения,
порожденного СФ1.

Присваивая различным вершинам СФ1 различ-
ные словоформы, можно строить различные пред-
ложения. Обозначив через g(t) словоформу t : g
(форму g слова t), можно выписать форму порож-
даемых СФ1 предложений:

f1(s1) (g1(t1), g2(t2) (g3(t3)(g5(t5)), g4(t4))) . (5)

Выражение (5) удобно представить в виде двух изо-
морфных деревьев:

f1 (g1, g2 (g3(g5), g4)) : s1 (t1, t2 (t3(t5), t4)) . (6)

Нетрудно заметить, что СФ1 представлена выраже-
нием f1(g1, g2(g3(g5), g4)). Примером СФ служит
выражение

01112131(02112131, 01112132(02112132)) ,

которое порождает выражения типа «белый дом ста-

рого охотника».
В форме (6) будут храниться выражения в се-

мантическом словаре. Исследования текстов пока-
зывают, что число различных СФ, порождающих
простые предложения на русском языке, не пре-
вышает сотни; три десятка СФ позволяют носите-
лю русского языка вполне красноречиво выражать
свои мысли; а у каждого автора текстов имеются
характерные для него СФ, которыми он пользуется
для выражения своих мыслей.

4 Семантика

При всей своей содержательности формальная
грамматика без семантики не образует языка. Се-

мантика строится на элементах синтаксиса; эле-
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менты синтаксиса (слова и их сочетания) должны
выражать знания. Знание, выраженное элементом
синтаксиса, называется его значением или семанти-

кой.
Знание есть специфическая форма ощущения

сознанием активного состояния определенной об-
ласти памяти человека; свидетелем существования
знания является человек, ощущающий его; знание

о слове (как последовательности букв) — назовем
его именем слова — также хранится в памяти; к зна-

нию о слове прикреплено иное знание, называемое
его значением; человек способен воспроизводить
слово; воспринятое человеком слово активизирует
его значение; слово и его значение способны ак-
тивизировать друг друга — в этом сущность ЕЯ.
Значение и имя слова состоят в таких же отношени-
ях, как информация в ячейке оперативной памяти
и адрес этой ячейки, который хранится в другой
ячейке.

Элементы синтаксиса и семантики — проявле-
ния в физиологии человека. Отношения между
двумя явлениями: ощущением-словом и ощущением-
знанием, видимо, имел в виду Ф. де Соссюр, говоря
о языке как об отображении друг в друга «двух
сущностей»: элементов грамматики («план выра-
жения») и элементов семантики («план значения»).

Чтобы цифровая техника, способная опериро-
вать элементами грамматики, стала имитатором
языка, требуется в ней (в технике) найти нечто,
представляющее собой знание. Например, функ-
ции «плана значений» могли бы сыграть «нейрон-
ные сети» (электронные схемы), если бы ОП со-
стояла из них; но в современных компьютерах
организация памяти такова, что слово на экране
монитора и в памяти компьютера — сущности од-
ной и той же природы.

Собеседники, пользуясь только элементами
синтаксиса, обмениваются знаниями. Такое обще-
ние доступно и двум компьютерам, если они будут
наделены одной и той же моделью мира (сетью зна-

ний) и идентичными правилами трансформации
знаний в предложения и наоборот.

Знание в модели мира может быть сохранено
в памяти машины и в форме элементов синтаксиса.
Остается придумать технологию хранения, подоб-
ную той, которая наблюдается в языковой способ-
ности человека, а не в статьях толкового словаря.

Далее излагается один из возможных вариантов
построения семантического словаря, позволяющего
хранить большие объемы знаний в форме, удобной
для программной обработки.

В статье W словаря хранятся элементарные зна-

ния о понятии W в виде корневого дерева T (W ),
в котором отображены семантические отношения

между W и другими понятиями. При дереве T (W )
имеется СФ для преобразованияT (W ) в элементар-

ное синтаксически правильное выражение.
Синтаксическую форму, привязанную к дереву

T (W ), обозначим через SF (T (W )). Семантический
словарь состоит из пар 〈T, SF (T )〉, которые были
описаны в (6) и являются предложениями синтак-
сиса Sint. Таким образом, элементы синтаксиса
используются для представления знания.

На примере статьи, посвященной понятию
аист (рис. 2), рассмотрим структуру самой статьи
и оценим, какие возможности кроются в таком сло-
варе для формирования языка.

По структуре статья состоит из двух частей: за-
головка (1) и тела (2)–(11). В заголовке статьи за
именем понятия следует его полный код — 040613,
в котором 04 и 0406 — вложенные друг в друга коды
двух предков (животное и птица) понятия аист. За
косой чертой указаны имя родительского понятия
(птица) и код части речи (01) понятия аист.

Тело статьи состоит из пяти разделов: форма,
свойство, элемент, событие, метод. В разделе «фор-

ма» перечислены семантические формы слова аист;
в разделе «свойство» — качества данного понятия
(цвет, вес, форма и т. д.); в разделе «элемент» — со-
ставные части, образующие описываемое понятие.

аист040613/01птица( (1)
форма: (01аист; 02аистовый, 02аистиный; 07); (2)
свойство: (3)

(СФ1: цвет(белый); (4)
СФ2: вес(до 7 кг); (5)
СФ4: местонахождение(деревня, поле); (6)
СФ3: местожительство(гнездо(СФ6: кровля, СФ: дерево)); (7)

элемент: (СФ5: клюв(СФ1: длинный)); (8)
событие: (СФ6: сидеть, летать); (9)
метод: (СФ7: клевать(трава)) (10)
) (11)

Рис. 2 Статья семантического словаря, описывающая понятие аист
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В разделе «событие» перечислены действия и со-
стояния, которым может подвергаться описыва-
емое понятие. В разделе «метод» указаны действия,
которые может совершать «аист» над другими по-
нятиями.

В каждом разделе фиксированы знания, пред-
ставленные в виде семантического дерева в ско-
бочной форме; корнем для всех деревьев служит
имя описываемого понятия (в теле статьи оно не
дублируется). Деревьям предписаны СФ для пре-
образования их в выражения синтаксиса Sint.

Например, запись «СФ1: цвет(белый)» может
обозначать

«01112131(01112132(02112132)):

аист(цвета(белого ))»,

т. е. выражение «аист цвета белого».
Далее для построения сложного предложения из

элементарных можно использовать богатый опыт
синтаксической и логической семантик.
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1 Introduction

Combining information of various origins for integrative
analysis and processing has been called “Information
Fusion”[1], implying that the synthesized data carrying
information combine type properties of source data and
possess more information than merely conjunction of
information sources considered separately. The main
difficulty of the synthesis problem is that information
sources contain heterogeneous data represented by var-
ious formats and structures and employed in different
types of platforms.

The main factors of data heterogeneity and their
sources are: various types of data, diversity in data ori-
gin, various models of database representation, various
data presentation formats, differentiating in the organi-
zation of data storage systems, differences in the degree
of reliability and accuracy of data, and variety of a degree
and form of data structure.

The process of information fusion is a multilevel
process that includes five basic stages [2–4]:

– zero stage — the stage of combining sensor signals,
designed to obtain data indicating semantically clear
and interpretable attributes of objects and partici-
pating in the applications of the research being
performed;

– the first stage is aimed at processing data of the zero
stage in order to make a decision on the classes of the
objects in question and the states of these objects;

– the second stage of Information Fusion, designed to
assess the situation, including the zero and the first
stages. It is used to assess the situational interaction
of objects considered as a whole;

– the third stage — the stage of evaluation of the inter-
action “Impact Assessment,” designed to perform
an antagonistic assessment, based on the prediction
of the situation;

– the fourth stage — the stage of feedbacks, evaluating
the possibility of using feedbacks in the system in
question; and

– the fifth stage — the final stage, the level of man–
machine interaction, performing correctional ac-
tions of the operator for the sake of the system
control.

Research in the field of Information Fusion mainly
focuses on the synthesis of data represented by digital
images and arrays of data and documents [1, 2, 5].

Current trends in the development of corporative in-
formational systems show that, along with traditional in-
formational resources, the results of intelligent activity of
experts and analysts become very important for the suc-
cessful operation of large and middle-sized companies.
A unified informational environment of the company
incorporates these formalized results in an accumulated
form such that all executives can jointly use this resource
in the context of their assignments. The role played by the
knowledge accumulated in such a way in the enterprise-
wide systems allows us to consider this knowledge as very
valuable and a notably important resource for a compa-
ny, which, together with the traditional resources, such
as financial, material, human, etc., characterizes the re-
liability of the company. The totality of this knowledge,
presented mainly in text form, is the intelligent assets of
the company, and the competitiveness of the company
and its adaptability to changing the business environ-
ment depends on how efficiently this resource is used.
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An intelligent asset is a specific resource that requires
specialized knowledge management systems. These sys-
tems enable the search, accumulation, and processing
of knowledge by experts in solving various analytical
problems. This tendency in knowledge engineering
appeared relatively recently, but interest in the develop-
ment and usage of such systems is permanently growing.
This is largely due to the significant results achieved
by some companies that have successfully implemented
knowledge management systems into their manufactur-
ing activity.

Complex technological solutions designed to support
various stages of composition and usage of corporative
data and knowledge have been embodied in the knowl-
edge management systems. At each of these stages,
individual problems are solved, with the most important
of them being associated with tasks related to searching,
processing documents, and extracting knowledge from
them.

Text processing tasks are solved in practically all
fields of human activity, and the analysis of the cur-
rent environment is an integral part of practically each
corporative management system securing a timely and
adequate reaction to changes in the business environ-
ment. Actually, operativeness is the basic characteristics
of monitoring problems, which distinguishes them from
the problems related to prediction, planning, etc., be-
cause the main goal of the monitoring is the timely
reaction of corresponding management subsystems of
the general technological scheme of company function-
ing to changes of internal or external factors.

In the general case, the purpose of text processing
tasks is to accumulate necessary information from dif-
ferent sources, process it analytically, and, on this basis,
generate corresponding decisions. The character of text
processing tasks is permanent in the sense that the envi-
ronment and the parameters of the company operation
are subject to permanent changes, which requires regular
(or periodic) sampling of ever changing information.

Text processing tasks can conventionally be divid-
ed into two classes: internal monitoring and external
monitoring.

Internal monitoring is associated mainly with the
monitoring of internal operation parameters, e. g., reg-
ular monitoring of the operation of complex installa-
tions, cargo moving, etc. Possible examples are control
systems for energy plants, freight management, etc. The
typical feature of these problems is a relatively constant
set of parameters used to estimate the state of the pro-
cess (production, physical parameters of an installation,
etc.).

In contrast to the internal monitoring, the external
monitoring is mainly related to the estimation of the
state of the environment and external conditions of the
company operation. As an example, an analysis of con-

sumer demand carried out by a commodity-producing
company falls into this category. The typical feature
of these problems is that, first, the parameters to be
estimated are poorly formalized and, second, the set of
these parameters is variable. The latter factor requires
the restructuring of the analyst knowledge according to
the changed conditions. All this makes us consider the
“restructurability” of the expert knowledge base as one
of the characteristic features of the problems of external
monitoring.

In the problems of external monitoring, special re-
quirements must be imposed on the sources of infor-
mation used by experts for the localization of required
knowledge and data. The development of informational
technologies during recent years has strongly suggested
that the Internet is gradually becoming the most impor-
tant source of information in solving analytical problems
in practically all areas of human activity. Coming up
to printed and electronic mass media, Internet is often
ranked first in operativeness, which makes the Inter-
net the most valuable information source in monitoring
problems. It is for this reason that, in this work, special
attention is paid to the solution of monitoring problems
associated with search and processing of text information
in Internet.

2 Approach to Provision
of Knowledge Consistency

In previous works (see [2, 6, 7]), the authors put forward
a procedure providing the consistency of the knowledge
base dynamically formed by an expert, which is based on
the analysis of structural interrelations between separate
components of the knowledge base with subsequent re-
structuring of it aimed at reducing existing inconsistency.
In so doing, the basic criterion of structural consistency
was a concept of polyconsonance of power n [4].

Consider a knowledge base formed on the basis of
search and analysis of Internet information. In solving
the monitoring problems associated with the forma-
tion of such a knowledge base, the application of this
procedure faces certain difficulties resulting from poor
formalization and an obscure or ambiguous structure of
the data (text or multimedia documents). Besides, for
the monitoring problems considered here, a large num-
ber of informational messages directed to the expert for
analytical processing and replenishment of the knowl-
edge base are characteristic. As a result, the amount of
resources (especially, time) required for the restructuring
of a dynamically changing knowledge base is increased
significantly, which is, perhaps, the main obstacle to the
successful practical implementation of any procedure of
the above type.
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One of the major disadvantages of the algorithm
proposed in [2] is that it is oriented to problems of the
search type; that is why, the authors made special efforts
to reduce the search and thus increase the algorithm
efficiency in its practical implementation. The results
presented below are aimed at the solution of the latter
problem.

Consider a set of mutually related objects O = {oi}
with a similarity function f [3] satisfying the condition

0 ≤ f (oi, oj) ≤ 1 .

Numbers α and β will denote the lower and upper
similarity thresholds, respectively, satisfying the condi-
tion

0 ≤ α ≤ β ≤ 1 .
Now, let us introduce the concepts of a negative,

positive, and indifferent link between two arbitrary ele-
ments oi and oj of the setO. The link is called “negative”
if its value does not exceed the lower similarity threshold:
0 ≤ f(oi, oj) ≤ α; it is called “positive” if the value of
the similarity function is not less than the upper similar-
ity threshold: β ≤ f(oi, oj) ≤ 1; and, if α < f < β, it is
called “indifferent” (zero).

Consider a partition of the given set into a number
of nonempty subsets K1, . . . ,Kn.

A link between two arbitrary elements oi and oj of
the entire set O is called “bad” if one of the following
conditions is satisfied:

(1) the elements oi and oj belong to the same sub-
set Kx, and the link between them is negative;
or

(2) the elements oi and oj belong to different sub-
sets K1 and K2, and the link between them is
positive.

Using this definition, let us to each object ok from
the set considered assign the number vk of its bad links
for a given partition into subsets. Now, let us construct
a vector V consisting of these values (this vector has
a dimension equal to the number of objects in the set)
and call it the nodewise difference vector (NDV) [2].
The sum of the elements of this vector is denoted by
SNDV.

Clearly, different partitions of the original set corre-
spond to different NDVs and different values of SNDV.
According to the algorithm considered, the main prob-
lem is to find a partition of the given set O such that the
sum SNDV takes its minimal value; i. e., the total number
of bad links tends to zero.

The algorithm [2] developed by the authors consists
in successive transformations of the set of informational
objects on the basis of the condition

SNDV >
n(N − n)

2

where SNDV is the sum of nodewise differences for the
given set of n elements belonging to a pair of consonant
subsets of the total cardinality N . If this condition is
fulfilled, then the restructuring of the considered set
results in a decrease of the total sum SNDV.

Theorem 1. Let K1 and K2 be two subsets of a given set of

mutually related objectsO:

K1 = {oi} , i = 1, . . . , n1 ;
K2 = {oj} , j = 1, . . . , n2 .

A set containing m elements from these two subsets

satisfies the condition of the algorithm if, and only if, the

set consisting of all remaining elements of these two subsets

satisfies the same condition.

P r o o f . First, let us prove the necessity. Let the set of
objects {ok}, k = 1, . . . ,m, satisfy the condition of the
algorithm:

∑
vk >

m(n1 + n2 −m)

2

where vk are the NDV values for the element with the
number k. This formula can be transformed to the form:

∑
vk >

(n1 + n2 −m) ((n1 + n2)− (n1 + n2 −m))

2

which means that the set of n1 + n2 − m vectors not
belonging to the original set also satisfies the condition
of the algorithm.

The sufficiency of the condition is proved similarly.
The theorem is proved.

Corollary. In order to find a set of objects from two given
subsets that satisfies the condition of the algorithm, it is
sufficient to check the fulfillment of this condition only
for the subsets consisting of (n1+n2)/2 objects. In other
words, only subsets with cardinalities not exceeding half
of the sum of the cardinalities of the original subsets K1
and K2 should be checked.

P r o o f . Indeed, if some set consisting of more than
(n1 + n2)/2 elements satisfies the condition, then the
complement to it also satisfies this condition, with the
cardinality of the complement being not greater than
(n1 + n2)/2.

Theorem 2. Let K1 and K2 be two subsets of a given set of

mutually related objectsO:

K1 = {oi} , i = 1, . . . , n1 ;
K2 = {oj} , i = 1, . . . , n2 .

Let a set {ok} of m < (n1 + n2)/2 elements belonging

to these two subsets satisfy the condition of the algorithm.

If a zero NDV element corresponds to some element ox
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from this set, then the set of the vectors corresponding

O∗ = {o1, . . . , ox−1, ox+1, . . . , om} also satisfies the con-

dition of the algorithm.

P r o o f . According to the assumption of the the-
orem, the sum S∗

NDV for the set O∗ = {o1, . . .
. . . , ox−1, ox+1, . . . , om} is equal to the sum SNDV of
the original set of the elements from the two subsets K1
and K2:

S∗
NDV = SNDV .

Denote by N the total cardinality of the considered
subsets: N = n1 + n2. Then,

(m− 1)(N − (m− 1)) = m(N −m) + (2m−N − 1) .

According to the assumption of the theorem,
m ≤ N/2; hence, 2m − N − 1 < 0. To complete
the proof, let us write the following inequality:

S∗
NDV = SNDV =

∑
vk >

m(N −m)

2
>

>
(m− 1)(N − (m− 1))

2

which means that the set {o1, . . . , ox−1, ox+1, . . . , om}
satisfies the condition of the algorithm.

Obviously enough, it follows from this theorem that,
in the practical implementation of the proposed algo-
rithm, it is sufficient to search for a set of elements
for the next iteration among those with nonzero NDV
values.

3 Thematic Role of Similarity

The most significant factor affecting the operation of
the algorithm considered is the similarity function on
the basis of which interrelations between different el-
ements of a given set are determined. As far as the
support of monitoring problems is considered, with the
texts (in particular, news) and the Internet being the ele-
ments and the main information source, respectively, the
construction of the similarity function becomes a fairly
difficult problem. Perhaps, one of the solutions to this
problem could be the use of various methods of linguistic
analysis to determine the degree of “likeness” of two dif-
ferent documents, although these methods are not free
from some shortcomings associated with the hardship
of their implementation, adjustment, etc. To deter-
mine the similarity function in practical applications,
the authors have put forward another approach. One of
the advantages of this new approach is the simplicity of
implementation and the “notional transparency.”

The basis of this approach schematically shown in
Fig. 1 is the determination of vocabulary groups [6],
which denote the sets of keywords defined by the ex-
pert. The expert assorts the keywords according to some
criterion, e. g., “thematic meaning:”

Gk = {wi} , i = 1, . . . , nk.

Consider an arbitrary element oj from a given set O.
This object is a text document; so, it can be represented
as an aggregate of lexical units, i. e., words. For oj ,
let us define its coefficient of correspondence with the
dictionary groupGi as the ratio S(Gi)j of the number of
keywords specified in this dictionary group and available

Figure 1 Determination of vocabulary groups
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in the text of the information object itself, to the total
number of keywords from all dictionary groups, S(G)j
found in this text. Then, one can define the factor
of correspondence of the object oj to the vocabulary
group Gi as

Li
j =

S(Gi)j
S(G)j

.

On the basis of these coefficients, let us define the
degree of thematic coupling between two arbitrary in-
formational objects as follows:

(A) f(ok, ol) = 1 if S(G)k = 0 and S(G)l = 0;

(B) f(ok, ol) = 0 if S(G)k 6= S(G)l and S(G)kS(G)l
= 0; and

(C) f(ok, ol) = max
(
min

(
Li

k, L
i
l

))
, i = 1, . . . , n, for

S(G)kS(G)l 6= 0 where n is the number of the
vocabulary groups.

Note that the similarity function defined above takes
the values on the interval from 0 to 1 but lacks associa-
tivity, because 0 ≤ f(oi, oj) ≤ 1. In the works devoted
to the theoretical grounds of the considered algorithm
of structural transformations of a set of objects, the as-
sociativity of the similarity function has not been used;
therefore, the fact that the function introduced above
is not associative does not require any changes in the
proposed algorithm. Moreover, the lack of associativity
here has an additional meaning, which makes it possi-
ble to treat the function introduced above as a thematic

similarity function.
Indeed, if, in the considered text, there are keywords

from different vocabulary groups, then all the coeffi-
cients Li

j for this element will be less than one. Hence,
the value of the similarity function f will also be less

than one, and the more the number of the vocabulary
groups, the less this value. In practice, this could mean
that the considered document is of a review nature and,
most probably, has no distinct “thematic meaning.”

4 Consistency Controlling Module
iiProcessor

The authors’ technique for providing structural con-
sistency of the knowledge base in solving monitoring
problems has been implemented in a specialized system
called an iiProcessor. This system is designed to com-
pose expert knowledge bases for social, political, and
international sciences. The knowledge bases are con-
structed from the information supplied by various mass
media through their Internet servers. The main purpose
of the system is to accumulate informational messages
(news) related to the themes of user’s interest from
various Internet sources, to integrate the information
into a unified knowledge base, to create links between
different elements of the knowledge base, and to make
subsequent restructuring of the knowledge base on the
basis of these links, with the result of this restructuring
being the representation of the body of the information
accumulated as a logical system of classes. The latter
system can be treated as an informational model of the
problem examined by the expert (for example, the so-
cial and political situation in a particular region of the
world). A general scheme of operation of the system is
shown in Fig. 2.

As a source of information, this system uses the CNN
Internet site (http://cnn.com). Several times a day, this

Figure 2 A general scheme of operation of iiProcessor system
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Figure 3 Example of use of vocabulary group technique to establish links between different documents

site publishes information covering many aspects of so-
cial and political life in many countries. In most cases,
the informational messages are weakly-structured text
documents. In order to establish links between different
documents, the vocabulary group technique described
above is used (Fig. 3). If various informational messages
contain common keywords belonging to different vo-
cabulary groups, this technique estimates the “likeness”
of the messages. The similarity function classifies these
links as positive or negative, which makes it possible
to construct a connectivity matrix on the set of the
informational messages received by the user (see Fig. 3).

The mode of “Keywords” allows one to get 10 of the
most significant key words for a given document with an
indication of their weighting factors (Fig. 4).

The mode of interrelations (“Correlations”) will al-
low to get several documents that have the greatest inter-
relations with selected document. This mode works only
if the loaded document belongs to the current project
of the iiProcessor system, in which the relationship was
evaluated (Fig. 5).

The choice of the CNN server as a source of informa-
tion is explained by the fact that this server is one of the
most informationally abundant servers providing real-
time information. Of course, the choice of the sources
of information is strongly determined by the character of
the problem considered. In this sense, the CNN server
is not universal. In view of the above considerations,
the Restructor system is implemented as a complex of
two program modules. The rsn.exe module is the basic
one. An auxiliary iip.class module executes a real-time
search for new information in a specified information
source in the Internet. With such an architecture, this

Figure 4 “Keywords” mode

Figure 5 “Correlation” mode

system can be adopted to operation with any informa-
tional servers in the Internet (and beyond) by replacing
only the auxiliary module, without changing its kernel
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where the major mathematical results of the authors’
approach are implemented.

5 Concluding Remarks

The implementation of the results of Theorems 1 and 2
in the inference engine made it possible to consider-
ably reduce the time expenses of the built-in algorithm
for restructuring the database. The use of the connec-
tivity matrix as the major visualization means for the
informational objects improved the clearness of the rep-
resentation of the information model of the problem
considered by an expert. The system has been tested
in analyzing the events related to NASA’s aerospace
research.
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Аннотация: Рассматриваются проблемы, связанные с созданием экспертной базы документов, тре-
бующей оперативной обработки поступающей информации и, как следствие, реструктуризации базы
знаний. Предложены процедуры, уменьшающие время поиска оптимального согласованного состояния
взаимосвязанных документов. Был разработан подход к оценке взаимосвязи текстовых документов и ин-
формационных сообщений как плохо структурированных объектов. Описана практическая реализация
этого подхода.

134 ИНФОРМАТИКА И ЕЁ ПРИМЕНЕНИЯ том 14 выпуск 1 2020



Информационный синтез документов

Ключевые слова: информационный синтез; контролируемая согласованность данных и знаний; реструк-
туризация базы знаний

DOI: 10.14357/19922264200117

Литература
1. Dasarathy B. Information fusion — what, where, why,

when, and how? // Inform. Fusion, 2001. Vol. 2. Iss. 2.
P. 75–76.

2. Dulin S. K. The approach to structural consistency of sit-
uations’ models in an active knowledge base // Workshop
of 10th IEEE Symposium (International) on Intelligent
Control Proceedings. — Monterey, CA, USA: AdRem,
Inc., 1995. P. 253–258.

3. Duckham M., Worboys M. Automated geographic infor-
mation fusion and ontology alignment // Spatial data on
the Web / Eds. A. Belussi, B. Catania, E. Clementini,
E. Ferrari. — Berlin: Springer, 2007. Ch. 6. P. 109–132.

4. Pravia M. Generation of a fundamental data set for
hard/soft information fusion // 11th Conference (Interna-

tional) on Information Fusion. — Cologne: International
Society of Information Fusion, 2008. P. 134–145.

5. Landauer T. K., Kireyev K., Panaccione C. Word maturity:
A new metric for word knowledge // Sci. Stud. Read.,
2011. Vol. 15. Iss. 1. P. 92–108.

6. Dulina N., Kozhunova O. Information monitoring system:
A problem of linguistic resources consistency and verifi-
cation // Problems of Cybernetics and Informatics: 3rd
Conference (International) Proceedings. — Baku, 2010.
P. 56–58.

7. Дулин С. К., Дулина Н. Г. Использование диссемина-
ционных алгоритмов для формирования неструкту-
рированной текстовой информации в базе геодан-
ных // Системы и средства информатики, 2018. Т. 28.
№ 2. С. 42–59.

Поступила в редакцию 26.02.2019

ИНФОРМАТИКА И ЕЁ ПРИМЕНЕНИЯ том 14 выпуск 1 2020 135



О Б А В Т О Р А Х

Борисов Андрей Владимирович (p. 1965) — доктор
физико-математических наук, главный научный
сотрудник Института проблем информатики Фе-
дерального исследовательского центра «Информа-
тика и управление» Российской академии наук
Босов Алексей Вячеславович (р. 1969) — доктор тех-
нических наук, главный научный сотрудник Инсти-
тута проблем информатики Федерального исследо-
вательского центра «Информатика и управление»
Российской академии наук
Брюхов Дмитрий Олегович (р. 1971) — канди-
дат технических наук, старший научный сотруд-
ник Института проблем информатики Федераль-
ного исследовательского центра «Информатика
и управление» Российской академии наук
Вохминцев Александр Владиславович (р. 1978) —
кандидат технических наук, доцент, заведующий
научно-исследовательской лабораторией Челябин-
ского государственного университета; доцент
Югорского государственного университета
Голембиовский Дмитрий Юрьевич (р. 1960) — доктор
технических наук, профессор, профессор кафедры
исследования операций факультета вычислитель-
ной математики и кибернетики Московского госу-
дарственного университета им. М. В. Ломоносова;
профессор кафедры банковского дела университета
«Синергия»
Гончаров Алексей Владимирович (р. 1995) — аспи-
рант Московского физико-технического института
Горшенин Андрей Константинович (р. 1986) — кан-
дидат физико-математических наук, доцент, ве-
дущий научный сотрудник Института проблем
информатики Федерального исследовательского
центра «Информатика и управление» Российской
академии наук; ведущий научный сотрудник фа-
культета вычислительной математики и киберне-
тики Московского государственного университета
им. М. В. Ломоносова
Грушо Александр Александрович (р. 1946) — доктор
физико-математических наук, профессор, главный
научный сотрудник Института проблем инфор-
матики Федерального исследовательского центра
«Информатика и управление» Российской акаде-
мии наук
Данилишин Артём Ростиславович (р. 1992) — аспи-
рант кафедры исследования операций факульте-

та вычислительной математики и кибернетики
Московского государственного университета им.
М. В. Ломоносова

Дулин Сергей Константинович (р. 1950) — док-
тор технических наук, профессор, ведущий науч-
ный сотрудник Института проблем информатики
Федерального исследовательского центра «Инфор-
матика и управление» Российской академии наук;
главный научный сотрудник Научно-исследова-
тельского и проектно-конструкторского института
информатизации, автоматизации и связи на желез-
нодорожном транспорте (ОАО «НИИАС»)

Дулина Наталья Георгиевна (р. 1947) — кандидат
технических наук, ведущий программист Вычис-
лительного центра им. А. А. Дородницына Феде-
рального исследовательского центра «Информати-
ка и управление» Российской академии наук

Ермаков Петр Вячеславович (р. 1985) — ведущий
программист TeleRetail GmbH, D�usseldorf, Germany

Забежайло Михаил Иванович (р. 1956) — док-
тор физико-математических наук, доцент, главный
научный сотрудник Вычислительного центра им.
А. А. Дородницына Федерального исследователь-
ского центра «Информатика и управление» Рос-
сийской академии наук

Ковалёв Дмитрий Юрьевич (р. 1988) — младший на-
учный сотрудник Института проблем информатики
Федерального исследовательского центра «Инфор-
матика и управление» Российской академии наук

Козеренко Елена Борисовна (р. 1959) — кандидат фи-
лологических наук, ведущий научный сотрудник
Института проблем информатики Федерального
исследовательского центра «Информатика и управ-
ление» Российской академии наук

Костина Анна Александровна (р. 1983) — науч-
ный сотрудник лаборатории кибербезопасности
и постквантовых криптосистем Санкт-Петербург-
ского института информатики и автоматизации
Российской академии наук

Кузнецов Константин Игоревич (р. 1968) — ведущий
инженер Института проблем информатики Феде-
рального исследовательского центра «Информати-
ка и управление» Российской академии наук

Кузьмин Виктор Юрьевич (р. 1986) — руководитель
Департамента разработки ООО «Вей2Гео»

136 ИНФОРМАТИКА И ЕЁ ПРИМЕНЕНИЯ том 14 выпуск 1 2020



ОБ АВТОРАХ

Мельников Андрей Витальевич (р. 1956) — доктор
технических наук, профессор Югорского государ-
ственного университета
Мирин Анатолий Юрьевич (р. 1979) — кандидат
технических наук, старший научный сотрудник
лаборатории кибербезопасности и постквантовых
криптосистем Санкт-Петербургского института
информатики и автоматизации Российской акаде-
мии наук
Михеев Михаил Юрьевич (р. 1957) — доктор фило-
логических наук, ведущий научный сотрудник На-
учно-исследовательского вычислительного центра
МГУ им. М. В. Ломоносова
Молдовян Дмитрий Николаевич (р. 1986) — кан-
дидат технических наук, научный сотрудник ла-
боратории кибербезопасности и постквантовых
криптосистем Санкт-Петербургского института
информатики и автоматизации Российской акаде-
мии наук
Пачганов Степан Александрович (р. 1994) — аспи-
рант Югорского государственного университета
Попов Георгий Александрович (р. 1950) — доктор тех-
нических наук, профессор, заведующий кафедрой
Астраханского государственного технического уни-
верситета
Севастьянов Леонид Антонович (р. 1949) — доктор
физико-математических наук, профессор кафедры
прикладной информатики и теории вероятностей
Российского университета дружбы народов
Серебрянский Сергей Михайлович (р. 1983) — стар-
ший преподаватель Троицкого филиала Челябин-
ского государственного университета
Симаворян Симон Жоржевич (р. 1958) — канди-
дат технических наук, доцент Сочинского государ-
ственного университета
Симонян Арсен Рафикович (р. 1960) — кандидат фи-
зико-математических наук, доцент Сочинского го-
сударственного университета
Сомин Николай Владимирович (р. 1947) — канди-
дат физико-математических наук, ведущий науч-
ный сотрудник Института проблем информатики
Федерального исследовательского центра «Инфор-
матика и управление» Российской академии наук
Стефанович Алексей Игоревич (р. 1983) — главный
специалист Института проблем информатики Фе-
дерального исследовательского центра «Информа-
тика и управление» Российской академии наук
Стрижов Вадим Викторович (р. 1967) — доктор фи-
зико-математических наук, ведущий научный со-
трудник Вычислительного центра им. А. А. Дород-
ницына Федерального исследовательского центра
«Информатика и управление» Российской акаде-
мии наук; профессор Московского физико-техни-
ческого института

Ступников Сергей Александрович (р. 1978) — канди-
дат технических наук, ведущий научный сотрудник
Института проблем информатики Федерального
исследовательского центра «Информатика и управ-
ление» Российской академии наук
Тимонина Елена Евгеньевна (р. 1952) — док-
тор технических наук, профессор, ведущий науч-
ный сотрудник Института проблем информатики
Федерального исследовательского центра «Инфор-
матика и управление» Российской академии наук
Тырсин Александр Николаевич (р. 1961) — доктор
технических наук, ведущий научный сотрудник На-
учно-инженерного центра «Надежность и ресурс
больших систем и машин» Уральского отделения
Российской академии наук
Улитина Елена Ивановна (р. 1978) — кандидат фи-
зико-математических наук, доцент Сочинского го-
сударственного университета
Фахрутдинов Роман Шафкатович (р. 1972) — канди-
дат технических наук, заведующий лабораторией
кибербезопасности и постквантовых криптосис-
тем Санкт-Петербургского института информати-
ки и автоматизации Российской академии наук
Хусаинов Ахмет Аксанович (р. 1951) — доктор фи-
зико-математических наук, профессор Комсомоль-
ского-на-Амуре государственного университета
Шанин Иван Андреевич (р. 1991) — младший науч-
ный сотрудник Института проблем информатики
Федерального исследовательского центра «Инфор-
матика и управление» Российской академии наук
Шестаков Олег Владимирович (p. 1976) — доктор
физико-математических наук, профессор кафедры
математической статистики факультета вычисли-
тельной математики и кибернетики Московского
государственного университета им. М. В. Ломо-
носова; старший научный сотрудник Института
проблем информатики Федерального исследова-
тельского центра «Информатика и управление»
Российской академии наук
Шихиев Фуад Шукурович (р. 1980) — кандидат фи-
зико-математических наук, доцент Дагестанского
государственного университета
Шихиев Шукур Бабаевич (р. 1951) — кандидат фи-
зико-математических наук, доцент Дагестанского
государственного университета
Щетинин Евгений Юрьевич (р. 1962) — доктор физи-
ко-математических наук, профессор Департамента
анализа данных, принятия решений и финансовых
технологий Финансового университета при Прави-
тельстве РФ
Эрлих Лев Исаакович (р. 1948) — ведущий инже-
нер Научно-исследовательского вычислительного
центра МГУ им. М. В. Ломоносова

ИНФОРМАТИКА И ЕЁ ПРИМЕНЕНИЯ том 14 выпуск 1 2020 137



Правила подготовки рукописей для публикации в журнале

«Информатика и её применения»

Журнал «Информатика и её применения» публикует теоретические, обзорные и дискуссионные статьи,
посвященные научным исследованиям и разработкам в области информатики и ее приложений.

Журнал издается на русском языке. По специальному решению редколлегии отдельные статьи могут
печататься на английском языке.

Тематика журнала охватывает следующие направления:

– теоретические основы информатики;

– математические методы исследования сложных систем и процессов;

– информационные системы и сети;

– информационные технологии;

– архитектура и программное обеспечение вычислительных комплексов и сетей.

1. В журнале печатаются статьи, содержащие результаты, ранее не опубликованные и не предназначен-
ные к одновременной публикации в других изданиях.

Публикация предоставленной автором(ами) рукописи не должна нарушать положений глав 69, 70 раз-
дела VII части IV Гражданского кодекса, которые определяют права на результаты интеллектуальной
деятельности и средства индивидуализации, в том числе авторские права, в РФ.

Ответственность за нарушение авторских прав, в случае предъявления претензий к редакции журнала,
несут авторы статей.

Направляя рукопись в редакцию, авторы сохраняют свои права на данную рукопись и при этом
передают учредителям и редколлегии журнала неисключительные права на издание статьи на русском
языке (или на языке статьи, если он отличен от русского) и на перевод ее на английский язык, а также
на ее распространение в России и за рубежом. Каждый автор должен представить в редакцию подпи-
санный с его стороны «Лицензионный договор о передаче неисключительных прав на использование
произведения», текст которого размещен по адресу http://www.ipiran.ru/publications/licence.doc. Этот
договор может быть представлен в бумажном (в 2-х экз.) или в электронном виде (отсканированная
копия заполненного и подписанного документа).

Редколлегия вправе запросить у авторов экспертное заключение о возможности публикации пред-
ставленной статьи в открытой печати.

2. К статье прилагаются данные автора (авторов) (см. п. 8). При наличии нескольких авторов указывается
фамилия автора, ответственного за переписку с редакцией.

3. Редакция журнала осуществляет экспертизу присланных статей в соответствии с принятой в журнале
процедурой рецензирования.

Возвращение рукописи на доработку не означает ее принятия к печати.

Доработанный вариант с ответом на замечания рецензента необходимо прислать в редакцию.

4. Решение редколлегии о публикации статьи или ее отклонении сообщается авторам.

Редколлегия может также направить авторам текст рецензии на их статью. Дискуссия по поводу
отклоненных статей не ведется.

5. Редактура статей высылается авторам для просмотра. Замечания к редактуре должны быть присланы
авторами в кратчайшие сроки.

6. Рукопись предоставляется в электронном виде в форматах MS WORD (.doc или .docx) или LATEX (.tex),
дополнительно — в формате .pdf, на дискете, лазерном диске или электронной почтой. Предоставле-
ние бумажной рукописи необязательно.

7. При подготовке рукописи в MS Word рекомендуется использовать следующие настройки.

Параметры страницы: формат — А4; ориентация — книжная; поля (см): внутри — 2,5, снаружи — 1,5,
сверху — 2, снизу — 2, от края до нижнего колонтитула — 1,3.

Основной текст: стиль — «Обычный», шрифт — Times New Roman, размер — 14 пунктов, абзацный
отступ — 0,5 см, 1,5 интервала, выравнивание — по ширине.

138 ИНФОРМАТИКА И ЕЁ ПРИМЕНЕНИЯ том 14 выпуск 1 2020



Правила подготовки рукописей для публикации в журнале «Информатика и её применения»

Рекомендуемый объем рукописи — не свыше 10 страниц указанного формата. При превышении
указанного объема редколлегия вправе потребовать от автора сокращения объема рукописи.

Сокращения слов, помимо стандартных, не допускаются. Допускается минимальное количество
аббревиатур.

Все страницы рукописи нумеруются.

Шаблоны примеров оформления представлены в Интернете: http://www.ipiran.ru/journal/
template.doc

8. Статья должна содержать следующую информацию на русском и английском языках:

– название статьи;
– Ф.И.О. авторов, на английском можно только имя и фамилию;
– место работы, с указанием почтового адреса организации и электронного адреса каждого автора;
– сведения об авторах, в соответствии с форматом, образцы которого представлены на страницах:
http://www.ipiran.ru/journal/issues/2013 07 01 rus/authors.asp и
http://www.ipiran.ru/journal/issues/2013 07 01 eng/authors.asp;

– аннотация (не менее 100 слов на каждом из языков). Аннотация — это краткое резюме рабо-
ты, которое может публиковаться отдельно. Она является основным источником информации
в информационных системах и базах данных. Английская аннотация должна быть оригинальной,
может не быть дословным переводом русского текста и должна быть написана хорошим англий-
ским языком. В аннотации не должно быть ссылок на литературу и, по возможности, формул;

– ключевые слова — желательно из принятых в мировой научно-технической литературе тематиче-
ских тезаурусов. Предложения не могут быть ключевыми словами;

– источники финансирования работы (ссылки на гранты, проекты, поддерживающие организации
и т. п.).

9. Требования к спискам литературы.
Ссылки на литературу в тексте статьи нумеруются (в квадратных скобках) и располагаются в каждом
из списков литературы в порядке первых упоминаний.

Списки литературы представляются в двух вариантах:

(1) Список литературы к русскоязычной части. Русские и английские работы — на языке и в алфавите
оригинала;

(2) References. Русские работы и работы на других языках — в латинской транслитерации с переводом
на английский язык; английские работы и работы на других языках — на языке оригинала.

Необходимо для составления списка “References” пользоваться размещенной на сайте http://www.
translit.net/ru/bgn/ бесплатной программой транслитерации русского текста в латиницу.

Список литературы “References” приводится полностью отдельным блоком, повторяя все позиции
из списка литературы к русскоязычной части, независимо от того, имеются или нет в нем ино-
странные источники. Если в списке литературы к русскоязычной части есть ссылки на иностранные
публикации, набранные латиницей, они полностью повторяются в списке “References”.

Ниже приведены примеры ссылок на различные виды публикаций в списке “References”.
Описание статьи из журнала:

Zagurenko, A. G., V. A. Korotovskikh, A. A. Kolesnikov, A. V. Timonov, and D. V. Kardymon. 2008. Tekhniko-
ekonomicheskaya optimizatsiya dizayna gidrorazryva plasta [Technical and economic optimization of the design of
hydraulic fracturing]. Neftyanoe hozyaystvo [Oil Industry] 11:54–57.

Zhang, Z., and D. Zhu. 2008. Experimental research on the localized electrochemical micromachining. Rus. J. Electrochem.

44(8):926–930. doi:10.1134/S1023193508080077.
Описание статьи из электронного журнала:

Swaminathan, V., E. Lepkoswka-White, and B. P. Rao. 1999. Browsers or buyers in cyberspace? An investigation of
electronic factors influencing electronic exchange. JCMC 5(2). Available at: http://www.ascusc.org/jcmc/vol5/issue2/
(accessed April 28, 2011).

Описание статьи из продолжающегося издания (сборника трудов):

Astakhov, M. V., and T. V. Tagantsev. 2006. Eksperimental’noe issledovanie prochnosti soedineniy “stal’–kompozit”
[Experimental study of the strength of joints “steel–composite”]. Trudy MGTU “Matematicheskoe modelirovanie slozhnykh

tekhnicheskikh sistem” [Bauman MSTU “Mathematical Modeling of Complex Technical Systems” Proceedings]. 593:125–130.

ИНФОРМАТИКА И ЕЁ ПРИМЕНЕНИЯ том 14 выпуск 1 2020 139



Правила подготовки рукописей для публикации в журнале «Информатика и её применения»

Описание материалов конференций:

Usmanov, T. S., A. A. Gusmanov, I. Z. Mullagalin, R. Ju. Muhametshina, A. N. Chervyakova, and A. V. Sveshnikov. 2007.
Osobennosti proektirovaniya razrabotki mestorozhdeniy s primeneniem gidrorazryva plasta [Features of the design of field
development with the use of hydraulic fracturing]. Trudy 6-go Mezhdunarodnogo Simpoziuma “Novye resursosberegayushchie

tekhnologii nedropol’zovaniya i povysheniya neftegazootdachi” [6th Symposium (International) “New Energy Saving Subsoil

Technologies and the Increasing of the Oil and Gas Impact” Proceedings]. Moscow. 267–272.

Описание книги (монографии, сборники):

Lindorf, L. S., and L. G. Mamikoniants, eds. 1972. Ekspluatatsiya turbogeneratorov s neposredstvennym okhlazhdeniem

[Operation of turbine generators with direct cooling]. Moscow: Energy Publs. 352 p.

Latyshev, V. N. 2009. Tribologiya rezaniya. Kn. 1: Friktsionnye protsessy pri rezanii metallov [Tribology of cutting. Vol. 1:

Frictional processes in metal cutting]. Ivanovo: Ivanovskii State Univ. 108 p.

Описание переводной книги (в списке литературы к русскоязычной части необходимо указать: / Пер. с англ. —
после названия книги, а в конце ссылки указать оригинал книги в круглых скобках):

1. В русскоязычной части:

Тимошенко С. П., Янг Д. Х., Уивер У. Колебания в инженерном деле / Пер. с англ. — М.: Машиностроение,
1985. 472 с. (Timoshenko S. P., Young D. H., Weaver W. Vibration problems in engineering. — 4th ed. — N.Y.: Wiley,
1974. 521 p.)

2. В англоязычной части:

Timoshenko, S. P., D. H. Young, and W. Weaver. 1974. Vibration problems in engineering. 4th ed. N.Y.: Wiley. 521 p.

Описание неопубликованного документа:

Latypov, A. R., M. M. Khasanov, and V. A. Baikov. 2004. Geology and production (NGT GiD). Certificate on official
registration of the computer program No. 2004611198. (In Russian, unpubl.)

Описание интернет-ресурса:

Pravila tsitirovaniya istochnikov [Rules for the citing of sources]. Available at: http://www.scribd.com/doc/1034528/
(accessed February 7, 2011).

Описание диссертации или автореферата диссертации:

Semenov, V. I. 2003. Matematicheskoe modelirovanie plazmy v sisteme kompaktnyy tor [Mathematical modeling of the
plasma in the compact torus]. D.Sc. Diss. Moscow. 272 p.

Kozhunova, O. S. 2009. Tekhnologiya razrabotki semanticheskogo slovarya informatsionnogo monitoringa [Technology of
development of semantic dictionary of information monitoring system]. PhD Thesis. Moscow: IPI RAN. 23 p.

Описание ГОСТа:

GOST 8.586.5-2005. 2007. Metodika vypolneniya izmereniy. Izmerenie raskhoda i kolichestva zhidkostey i gazov
s pomoshch’yu standartnykh suzhayushchikh ustroystv [Method of measurement. Measurement of flow rate and volume of
liquids and gases by means of orifice devices]. Moscow: Standardinform Publs. 10 p.

Описание патента:

Bolshakov, M. V., A. V. Kulakov, A. N. Lavrenov, and M. V. Palkin. 2006. Sposob orientirovaniya po krenu letatel’nogo
apparata s opticheskoy golovkoy samonavedeniya [The way to orient on the roll of aircraft with optical homing head].
Patent RF No. 2280590.

10. Присланные в редакцию материалы авторам не возвращаются.

11. При отправке файлов по электронной почте просим придерживаться следующих правил:

– указывать в поле subject (тема) название журнала и фамилию автора;

– использовать attach (присоединение);

– в состав электронной версии статьи должны входить: файл, содержащий текст статьи, и файл(ы),
содержащий(е) иллюстрации.

12. Журнал «Информатика и её применения» является некоммерческим изданием. Плата за публикацию
не взимается, гонорар авторам не выплачивается.

Адрес редакции журнала «Информатика и её применения»:

Москва 119333, ул. Вавилова, д. 44, корп. 2, ФИЦ ИУ РАН

Тел.: +7 (499) 135-86-92 Факс: +7 (495) 930-45-05

e-mail: rust@ipiran.ru (Сейфуль-Мулюков Рустем Бадриевич)

http://www.ipiran.ru/journal/issues/

140 ИНФОРМАТИКА И ЕЁ ПРИМЕНЕНИЯ том 14 выпуск 1 2020



Requirements for manuscripts submitted to Journal

“Informatics and Applications”

Journal “Informatics and Applications” (Inform. Appl.) publishes theoretical, review, and discussion articles on the research
and development in the field of informatics and its applications.

The journal is published in Russian. By a special decision of the editorial board, some articles can be published in English.
The topics covered include the following areas:

– theoretical fundamentals of informatics;
– mathematical methods for studying complex systems and processes;
– information systems and networks;
– information technologies; and
– architecture and software of computational complexes and networks.

1. The Journal publishes original articles which have not been published before and are not intended for simultaneous
publication in other editions. An article submitted to the Journal must not violate the Copyright law. Sending the manuscript
to the Editorial Board, the authors retain all rights of the owners of the manuscript and transfer the nonexclusive rights to
publish the article in Russian (or the language of the article, if not Russian) and its distribution in Russia and abroad to the
Founders and the Editorial Board. Authors should submit a letter to the Editorial Board in the following form:

Agreement on the transfer of rights to publish:

“We, the undersigned authors of the manuscript “. . . ”, pass to the Founder and the Editorial Board of the Journal “Informatics

and Applications” the nonexclusive right to publish the manuscript of the article in Russian (or in English) in both print and

electronic versions of the Journal. We affirm that this publication does not violate the Copyright of other persons or organizations.

Author(s) signature(s): (name(s), address(es), date).

This agreement should be submitted in paper form or in the form of a scanned copy (signed by the authors).

2. A submitted article should be attached with the data on the author(s) (see item 8). If there are several authors, the contact
person should be indicated who is responsible for correspondence with the Editorial Board and other authors about revisions
and final approval of the proofs.

3. The Editorial Board of the Journal examines the article according to the established reviewing procedure. If the authors
receive their article for correction after reviewing, it does not mean that the article is approved for publication. The corrected
article should be sent to the Editorial Board for the subsequent review and approval.

4. The decision on the article publication or its rejection is communicated to the authors. The Editorial Board may also send
the reviews on the submitted articles to the authors. Any discussion upon the rejected articles is not possible.

5. The edited articles will be sent to the authors for proofread. The comments of the authors to the edited text of the article
should be sent to the Editorial Board as soon as possible.

6. The manuscript of the article should be presented electronically in the MS WORD (.doc or .docx) or LATEX (.tex) formats,
and additionally in the .pdf format. All documents may be sent by e-mail or provided on a CD or diskette. A hard copy
submission is not necessary.

7. The recommended typesetting instructions for manuscript.

Pages parameters: format A4, portrait orientation, document margins (cm): left — 2.5, right — 1.5, above — 2.0, below —
2.0, footer 1.3.

Text: font —Times New Roman, font size — 14, paragraph indent — 0.5, line spacing — 1.5, justified alignment.

The recommended manuscript size: not more than 10 pages of the specified format. If the specified size exceeded, the
editorial board is entitled to require the author to reduce the manuscript.

Use only standard abbreviations. Avoid abbreviations in the title and abstract. The full term for which an abbreviation stands
should precede its first use in the text unless it is a standard unit of measurement.

All pages of the manuscript should be numbered.

The templates for the manuscript typesetting are presented on site: http://www.ipiran.ru/journal/template.doc.
8. The articles should enclose data both in Russian and English:

– title;

– author’s name and surname;

– affiliation — organization, its address with ZIP code, city, country, and official e-mail address;

– data on authors according to the format: (see site)

http://www.ipiran.ru/journal/issues/2013 07 01/authors.asp and

http://www.ipiran.ru/journal/issues/2013 07 01 eng/authors.asp;

INFORMATIKA I EE PRIMENENIYA — INFORMATICS AND APPLICATIONS 2020 volume 14 issue 1 141



Requirements for manuscripts submitted to Journal “Informatics and Applications”

– abstract (not less than 100 words) both in Russian and in English. Abstract is a short summary of the article that can be
published separately. The abstract is the main source of information on the article and it could be included in leading
information systems and data bases. The abstract in English has to be an original text and should not be an exact
translation of the Russian one. Good English is required. In abstracts, avoid references and formulae;

– indexing is performed on the basis of keywords. The use of keywords from the internationally accepted thematic
Thesauri is recommended.

Important! Keywords must not be sentences;

– Acknowledgments.

9. References. Russian references have to be presented both in English translation and Latin transliteration (refer
http://www.translit.net/ru/bgn/).

Please take into account the following examples of Russian references appearance:

Article in journal:

Zhang, Z., and D. Zhu. 2008. Experimental research on the localized electrochemical micromachining. Rus. J. Electrochem.

44(8):926–930. doi:10.1134/S1023193508080077.
Journal article in electronic format:

Swaminathan, V., E. Lepkoswka-White, and B. P. Rao. 1999. Browsers or buyers in cyberspace? An investigation of
electronic factors influencing electronic exchange. JCMC 5(2). Available at: http://www.ascusc.org/jcmc/vol5/issue2/
(accessed April 28, 2011).

Article from the continuing publication (collection of works, proceedings):

Astakhov, M. V., and T. V. Tagantsev. 2006. Eksperimental’noe issledovanie prochnosti soedineniy “stal’–kompozit”
[Experimental study of the strength of joints “steel–composite”]. Trudy MGTU “Matematicheskoe modelirovanie slozhnykh

tekhnicheskikh sistem” [Bauman MSTU “Mathematical Modeling of Complex Technical Systems” Proceedings]. 593:125–130.

Conference proceedings:

Usmanov, T. S., A. A. Gusmanov, I. Z. Mullagalin, R. Ju. Muhametshina, A. N. Chervyakova, and A. V. Sveshnikov. 2007.
Osobennosti proektirovaniya razrabotki mestorozhdeniy s primeneniem gidrorazryva plasta [Features of the design of field
development with the use of hydraulic fracturing]. Trudy 6-go Mezhdunarodnogo Simpoziuma “Novye resursosberegayushchie

tekhnologii nedropol’zovaniya i povysheniya neftegazootdachi” [6th Symposium (International) “New Energy Saving Subsoil

Technologies and the Increasing of the Oil and Gas Impact” Proceedings]. Moscow. 267–272.

Books and other monographs:

Lindorf, L. S., and L. G. Mamikoniants, eds. 1972. Ekspluatatsiya turbogeneratorov s neposredstvennym okhlazhdeniem

[Operation of turbine generators with direct cooling]. Moscow: Energy Publs. 352 p.

Dissertation and Thesis:

Kozhunova, O. S. 2009. Tekhnologiya razrabotki semanticheskogo slovarya informatsionnogo monitoringa [Technology of
development of semantic dictionary of information monitoring system]. PhD Thesis. Moscow: IPI RAN. 23 p.

State standards and patents:

GOST 8.586.5-2005. 2007. Metodika vypolneniya izmereniy. Izmerenie raskhoda i kolichestva zhidkostey i gazov
s pomoshch’yu standartnykh suzhayushchikh ustroystv [Method of measurement. Measurement of flow rate and volume of
liquids and gases by means of orifice devices]. M.: Standardinform Publs. 10 p.

Bolshakov, M. V., A. V. Kulakov, A. N. Lavrenov, and M. V. Palkin. 2006. Sposob orientirovaniya po krenu letatel’nogo
apparata s opticheskoy golovkoy samonavedeniya [The way to orient on the roll of aircraft with optical homing head]. Patent
RF No. 2280590.

References in Latin transcription are presented in the original language.

References in the text are numbered according to the order of their first appearance; the number is placed in square brackets.
All items from the reference list should be cited.

10. Manuscripts and additional materials are not returned to Authors by the Editorial Board.
11. Submissions of files by e-mail must include:

– the journal title and author’s name in the “Subject” field;
– an article and additional materials have to be attached using the “attach” function;
– an electronic version of the article should contain the file with the text and a separate file with figures.

12. “Informatics and Applications” journal is not a profit publication. There are no charges for the authors as well as there are
no royalties.

Editorial Board address:

FRC CSC RAS, 44, block 2, Vavilov Str., Moscow 119333, Russia
Ph.: +7 (499) 135 86 92, Fax: +7 (495) 930 45 05

e-mail: rust@ipiran.ru (to Prof. Rustem Seyful-Mulyukov)
http://www.ipiran.ru/english/journal.asp

142 INFORMATIKA I EE PRIMENENIYA — INFORMATICS AND APPLICATIONS 2020 volume 14 issue 1


