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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО УНИМОДАЛЬНОСТИ ЦЕЛЕВОЙ ФУНКЦИИ

В ЗАДАЧЕ ПОРОГОВОГО УПРАВЛЕНИЯ НАГРУЗКОЙ НА СЕРВЕР∗

Я. М. Агаларов1, М. Г. Коновалов2

Аннотация: Рассматривается задача ограничения нагрузки в системе M/M/N/∞ с помощью простой
пороговой стратегии. Процесс обслуживания характеризуется наличием дедлайна для времени выполне-
ния заданий. Другая особенность постановки задачи заключается в системе доходов и штрафов, которые
получает система в зависимости от качества обслуживания. Качество управления оценивается в терминах
предельного среднего дохода, а оптимальным считается значение порога, которое максимизирует эту
величину. Нахождение оптимального порога существенно облегчается, когда целевая функция имеет
единственный максимум. Результаты экспериментов свидетельствуют об унимодальности целевой функ-
ции для широкого класса входных потоков. Однако строгое доказательство этого факта отсутствует,
и в статье этот пробел восполняется для пуассоновской нагрузки. При доказательстве используются
результаты теории марковских цепей и теории массового обслуживания.

Ключевые слова: цепи Маркова; система M/M/N/∞; ограничение нагрузки; пороговое управление;
дедлайн
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1 Введение
Эта заметка продолжает и дополняет работы [1,

2], в которых на простых моделях сервера с фикси-
рованным числом мест обслуживания и потенци-
ально бесконечной очередью изучались стратегии
ограничения входной нагрузки. Основной резуль-
тат [1] заключался в том, что в многоканальной сис-
теме с дедлайном и экспоненциальным временем
обслуживания оптимальная в смысле предельного
среднего дохода стратегия ограничения нагрузки
является простой пороговой стратегией и при этом
утверждение справедливо для достаточно широко-
го класса входных потоков. Отсюда естественным
образом возникает проблема отыскания оптималь-
ного значения порога, которая в [1] изучалась с по-
мощью имитационного моделирования. Все ре-
зультаты численных экспериментов показали, что
целевая функция вогнута и имеет единственный
максимум по значению порога. В [2] доказана
унимодальность целевой функции для случая од-
ноканальной системы без дедлайна. В данной
статье приведено формальное доказательство ана-
логичного результата для многоканальной системы
с пуассоновским входным потоком.

Стратегии порогового типа возникают во мно-
гих задачах управления и имеют большое значение,
в частности, для решения проблемы контроля над

перегрузками в объектах, трактуемых как системы
обслуживания. Привлекательность таких страте-
гий заключается в сочетании простоты реализа-
ции с удовлетворительным качеством, которое они
обеспечивают даже в сравнении с более изощрен-
ными алгоритмами. Материал по тематике порого-
вого управления весьма обширен и труднообозрим.
В части, касающейся контроля над перегрузками,
полезно опираться на фундаментальную обзорную
статью [3]. Применительно к содержанию конкрет-
но данной работы отметим статью [4].

В разд. 2 приводятся строгое описание поста-
новки задачи и формулировка результата об уни-
модальности предельного среднего дохода в мно-
гоканальной системе с пороговым ограничением
нагрузки, пуассоновским входом, дедлайном и сис-
темой доходов и штрафов за качество обслужива-
ния. Раздел 3 содержит доказательство теоремы.

2 Описание модели и результат

Рассматривается сервер, имеющий N < ∞ об-
служивающих мест (процессоров) для выполнения
заданий, поступающих извне в виде рекуррентного
потока. В каждый момент появления очередной
заявки должно быть принято одно из двух возмож-
ных решений: задание может быть либо оставлено

∗Работа выполнена при частичной финансовой поддержке РФФИ (проекты 18-07-00692 и 19-07-00739).
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в системе для последующей обработки, либо от-
вергнуто. Принятое на обслуживание задание сразу
помещается на свободный процессор, если таковой
имеется, либо становится в очередь, которая пред-
полагается неограниченной. Продвижение в оче-
реди осуществляется по принципу «первый при-
шел – первый обслуживается». Время выполнения
задания на любом процессоре является случайным
и имеющим экспоненциальное распределение с па-
раметром µ. Общее время пребывания задания
в системе не должно превышать заданный предель-
ный срок δ (так называемый дедлайн).

Процесс выполнения заданий сопровождается
получением доходов и штрафов по следующей схе-
ме. Если поступившее задание принято и если
время его выполнения не превысило дедлайн, то
система получает доход, равный C0 > 0. Если
поступившее задание принято, но время его вы-
полнения превысило величину δ, то система платит
штраф C1 > 0. Наконец, если поступившая заявка
отклонена, то штраф составляет C2 > 0.

Обозначим через τn, n = 1, 2, . . ., последова-
тельные моменты поступления заявок, а через vn —
общее число заданий, находящихся на сервере
в момент τn. Предположим, что управление по-
ступающими заявками осуществляется согласно
(простой) пороговой стратегии с порогом h ≥ N .
Таким образом, задание, поступившее в момент τn,
принимается на обслуживание, если vn < h, и от-
клоняется, если vn = h.

Пусть g(h)n — средний доход, связанный с заяв-
кой, поступившей в момент τn. Определим пре-
дельный средний доход, усредненный по числу по-
ступивших заявок, как

w(h) = lim
T→∞

1

T

T∑

n=1

g(h)n .

Теорема. Если входной поток пуассоновский, то

функция w(h) имеет единственный максимум по h.

3 Доказательство теоремы

При сделанных предположениях относительно
процесса обслуживания и рекуррентном входящем
потоке последовательность vn образует марковскую
цепь с множеством состояний {0, . . . , h} и переход-
ными вероятностями

p
(h)
ij =





qij при j ≤ i+ 1 ≤ N − 1 ;
ri+1−j при N ≤ j ≤ i+ 1 ≤ h ;

sij при j < N ≤ i+ 1 ≤ h ;

0 при j > i+ 1 .

Здесь

qij =

∞∫

0

(
i+ 1
j

)[
1− e−µt

]i+1−j
e−µtj dF (t) ;

ri+1−j =

∞∫

0

(Nµt)i+1−j

(i+ 1− j)!
e−Nµt dF (t) ;

sij =

∞∫

0

(
N
j

)
e−µtj ×

×




t∫

0

(Nµy)i−N

(i−N)!

(
e−µy − e−µt

)N−j
Nµdy


 dF (t) ,

где F (t)— функция распределения между последо-
вательными поступлениями заявок.

Стандартные рассуждения показывают, что ста-
ционарные вероятности состояний {π(h)i , 0 ≤ i ≤
≤ h} рассматриваемой марковской цепи удовлетво-
ряют следующей системе уравнений равновесия:

π
(h)
0 =

h∑

i=0

π
(h)
i p

(h)
i0 ;

π
(h)
j =

h∑

i=j−1

π
(h)
i p

(h)
ij , j = 1, . . . , h− 1 ;

π
(h)
h = π

(h)
h−1p

(h)
h−1,h + π

(h)
h p

(h)
h−1,h ;

n∑

i=0

π
(h)
i = 1 , π

(h)
i ≥ 0 , i = 0, . . . , h .

Решив данную систему, получим для j = 0, . . .
. . . , h− 1 следующие соотношения:

π
(h)
h =

(
1 +

h−1∑
i=0

D
(h)
i

)−1

;

π
(h)
j = D

(h)
j π

(h)
h = D

(h)
j

(
1 +

h−1∑
i=0

D
(h)
i

)−1

.





(1)

Здесь

D
(h)
h = 1 ; D

(h)
h−1 =

1− r0
r0

;

D
(h)
j−1 =

1

r0


D(h)j (1− r1)−

−
h−1∑

i=j+1

D
(h)
i ri+1−j − rh−j


 , N ≤ j ≤ h− 1 ;

D
(h)
N−2 =

1

qN−2,N−1

(
D
(h)
N−1 (1− r0)−

−
h−1∑

i=N

D
(h)
i si,N−1 − sh,N−1

)
;
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D
(h)
j−1 =

1

qj−1,j


D(h)j (1 − qjj)−

N−1∑

i=j+1

D
(h)
i qij −

−
h−1∑

i=N

D
(h)
i sij − shj


 , 1 ≤ j < N − 1 .

Среднее значение дохода, получаемого систе-
мой в состоянии i, равно

R
(h)
i =





C0•µ,1(δ)− C1 [1− •µ,1(δ)] ,

если 0 ≤ i < N ;

C0•Nµ,i+1(δ)− C1 [1− •Nµ,i+1(δ)) ,

если N ≤ i < h ;

−C2 , если i = h ,

где •a,b(·)— функция гамма-распределе ~ния с пара-
метрами a и b.

Представим последнюю формулу в виде:

R
(h)
i =





(C0 + C1) •µ,1(δ)− C1 ,

если 0 ≤ i < N ;

(C0 + C1) •Nµ,i+1(δ)− C1 ,

если N ≤ i < h ;

−C2 , если i = h .

(2)

Отсюда при 0 ≤ i ≤ h− 2 получим, что

R
(h)
i+1 =





R
(h)
i , если 0 ≤ i < N ;

R
(h)
i − (C0 + C1)

(Nµδ)i+1

(i+ 1)!
e−Nµδ ,

если N ≤ i ≤ h− 2 .

(3)

Как следует из (1), справедливы также формулы:

π
(h+1)
j+1 = Ah+1π

(h)
j , j = N − 1, . . . , h . (4)

Здесь

Ah+1 =
1−B

(h+1)
N−1

1−B
(h)
N−2

< 1 ,

где

B
(h+1)
N−1 =

N−1∑

i=0

π
(h+1)
i ;

B
(h)
N−2 =





0 , если N = 1 ;
N−2∑

i=0

π
(h)
i , если N ≥ 2 .

Обозначив

–
(h+1)
i+1 = R

(h+1)
i+1 −R

(h+1)
i , i = 1, . . . , h,

и применив формулы (4), находим:

w(h)−w(h+1) =
h∑

i=0

π
(h)
i R

(h)
i −

h+1∑

i=0

π
(h+1)
i R

(h+1)
i =

= [(C0 + C1) •µ,1(δ)− C1]

N−2∑

i=0

π
(h)
i +

h∑

i=N−1

π
(h)
i R

(h)
i −

− [(C0 + C1) •µ,1(δ)− C1]

N−1∑

i=0

π
(h+1)
i +

+

h+1∑

i=N

π
(h+1)
i R

(h+1)
i =

= [(C0 + C1) •µ,1(δ)− C1]
(
B
(h)
N−2 −B

(h+1)
N−1

)
+

+

h∑

i=N−1

π
(h)
i R

(h)
i −

−Ah+1

[
h−1∑

i=N−1

π
(h)
i

(
R
(h+1)
i +–

(h+1)
i+1

)
+ π

(h)
h R

(h+1)
h+1

]
.

Из (2) следует, что R
(h)
i = R

(h+1)
i при i =

= 0, . . . , h − 1 и R
(h)
h = R

(h+1)
h+1 . Продолжая пре-

образования с помощью (3), получим

w(h)− w(h + 1) =

= [(C0 + C1) •µ,1(δ)− C1]
(
Q
(h)
N−2 −Q

(h+1)
N−1

)
+

+(1−Ah+1)

h∑

i=N−1

π
(h)
i R

(h)
i −Ah+1

h−1∑

i=N−1

π
(h)
i –

(h+1)
i+1 =

= − [(C0 + C1) •µ,1(δ)− C1]
B
(h+1)
N−1 −B

(h)
N−2

1−B
(h)
N−2

+

+

[
[(C0 + C1) •µ,1(δ)− C1]B

(h)
N−2 +

+

h∑

i=N−1

π
(h)
i R

(h)
i

]
B
(h+1)
N−1 −B

(h)
N−2

1−B
(h)
N−2

−

−Ah−1

h−1∑

i=N−1

π
(h)
i –

(h+1)
i+1 =

= (1−Ah+1)

[
w(h) − (C0 + C1) •µ,1(δ) + C1 +

+ (C0 + C1)
Ah+1

1−Ah+1

h−1∑

i=N−1

π
(h)
i

(Nµδ)i+1

(i+ 1)!
e−Nµδ

]
=

= (1−Ah+1)

[
w(h) − (C0 + C1) •µ,1(δ) + C1 +

+ (C0 + C1)
e−Nµδ

1−Ah+1

h∑

i=N

π
(h+1)
i

(Nµδ)i

i!

]
.
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Таким образом, рассматриваемое равенство
приводится к виду:

w(h) − w(h+ 1) = (1−Ah+1) [w(h) −G(h)] , (5)

где

G(h) = (C0 + C1) •µ,1(δ)− C2 −

− (C0 + C1)
e−Nµδ

1−Ah+1

h∑

i=N

π
(h+1)
i

(Nµδ)i

i!
.

Докажем, что функция G(h) убывает с воз-
растанием переменной h ≥ N . Для этого до-
статочно показать, что функция ϕ(h) = (1/(1 −
−Ah+1)

∑h
i=N π

(h+1)
i (Nµδ)i/(i!)— возрастающая по

h ≥ N . Начиная с этого места, воспользуемся тем,
что по условию доказываемого утверждения

F (t) = 1− e−λt, t ≥ 0 .
Применим известные формулы для вели-

чин π
(h)
i , которые имеют место для систем мас-

сового обслуживания типаM/M/N/h [5, с. 123]:

π
(h)
i =





π
(h)
0

ρi

i!
, если 0 ≤ i ≤ N − 1 ;

π
(h)
0

ρN

n!

(
ρ

N

)i−N

, если N ≤ i ≤ h ,

где

ρ =
λ

µ
; π

(h)
0 =




N−1∑

j=0

ρj

j!
+
ρN

N !

h−N∑

j=0

(
ρ

N

)j



−1

.

Имеем:

ϕ(h) = ψ(h)
ρN

N !

h∑

i=N

(
ρ

N

)i−N
(Nµδ)i

i!
,

где ψ(h) = π
(h+1)
0 /(1 − Ah+1). Поскольку сумма

в последнем выражении — возрастающая функция
по h, то достаточно показать, что функция ψ(h) не
зависит от h. Но этот факт следует из того, что

ψ(h+ 1)− ψ(h+ 2) =

h+1−N∑

j=0

(
ρ

N

)i
/([

1−

−
(
ρ

N

)h+2−N
]

N−1∑

j=0

ρj

j!
+

+

(
ρN

N !

) h+1−N∑

j=0

(
ρ

N

)j

−

h+2−N∑

j=0

(
ρ

N

)j
/([

1−

−
(
ρ

N

)h+3−N
]

N−1∑

j=0

ρj

j!
+
ρN

N !

h+2−N∑

j=0

(
ρ

N

)j

 = 0 .

Следовательно, функция ϕ(h) возрастает,
а функция G(h), соответственно, убывает по h,
если h ≥ N .

Далее доказательство практически идентично
рассуждениям, проведенным в теореме 1 из [2],
в которых фигурирует аналог функции w(h), пред-
ставленной в виде (5), где G(h) — невозрастающая
функция, 0 < Ah+1 < 1. Эти рассуждения приводят
к утверждению теоремы об унимодальности w(h).

4 Заключение

В работе приведено доказательство существова-
ния и единственности оптимального значения по-
рога в задаче управления нагрузкой на сервер с не-
сколькими параллельными местами обслуживания
и бесконечной очередью. Модель предполагает
пуассоновскую нагрузку, экспоненциальное вре-
мя обслуживания, возможность регулировать чис-
ло заданий в системе, а также доходы или штрафы
в зависимости от качества обслуживания. Целевой
функцией выступает предельный средний доход.

Результат статьи частично восполняет пробел
в теории, где свойства целевой функции в зада-
чах порогового управления изучены недостаточ-
но. Анализ доказательства показывает, что б‚ольшая
часть рассуждений справедлива также для произ-
вольного рекуррентного входного потока. Это дает
основание продолжить работу над получением ана-
логичного, более общего результата для системы
G/M/N/∞.
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О РАЗВИТИИ КОНЦЕПЦИИ УСЛОВНО-МИНИМАКСНОЙ

НЕЛИНЕЙНОЙ ФИЛЬТРАЦИИ: МОДИФИЦИРОВАННЫЙ

ФИЛЬТР И ЕГО АНАЛИЗ∗

А. В. Босов1, Г. Б. Миллер2

Аннотация: Представлен новый субоптимальный фильтр, основанный на методе условно-минимаксной
нелинейной фильтрации (УМНФ), используемом в задаче фильтрации состояний нелинейных стохасти-
ческих систем наблюдения с дискретным временем. Идея модификации УМНФ состоит в отказе от
априорного расчета параметров условно-минимаксного фильтра, выполняемого в оригинальном УМНФ
методом имитационного моделирования, в пользу процедуры аппроксимации параметров фильтра,
совмещенной с оцениванием текущего состояния. Методом Монте-Карло аппроксимируются услов-
ные моментные характеристики, определяющие параметры модифицированного УМНФ, в отличие от
безусловных, вычисляемых в оригинальном фильтре. Дано минимаксное обоснование предлагаемого
варианта аппроксимации, аналогичное базовой концепции УМНФ. Обсуждаются простые модельные
эксперименты, подтверждающие работоспособность представленного алгоритма оценивания, его срав-
нение с исходным фильтром.

Ключевые слова: нелинейная стохастическая система наблюдения с дискретным временем; условно-ми-
нимаксная нелинейная фильтрация; метод Монте-Карло

DOI: 10.14357/19922264190202

1 Введение

Фильтрация, т. е. оценивание состояний дина-
мических систем по косвенным наблюдениям в ре-
жиме реального времени, — ключевая задача теории
стохастических систем. Фундаментальные резуль-
таты в этой области [1, 2] значительно обогати-
ли теорию, составили основу многих развиваемых
и в настоящее время направлений. При этом в ути-
литарном плане ценность уравнений оптимальной
фильтрации невелика: решать их в практически
значимых задачах, в условиях реального времени
не удается даже с учетом колоссальных возможно-
стей современных вычислительных средств.

Для практики значимыми являются адаптиро-
ванные к условиям проведения реальных расче-
тов вычислительные процедуры. Такие алгоритмы
обосновываются чаще всего некоторыми при-
ближенными соотношениями. Соответствующий
огромный пласт прикладных результатов в целом
определяется понятием «субоптимальная фильтра-
ция».

Альтернативой эвристическому подходу, харак-
терному для этого направления, выступает тео-
рия условно-оптимальной фильтрации В. С. Пуга-
чева [3, 4] и ее развитие в отношении динамических

систем с дискретным временем — теория УМНФ
А. Р. Панкова [5, 6]. В настоящее время эти подходы
продолжают развиваться (см., например, [7–10]),
хотя имеют менее широкую область применения по
сравнению с субоптимальными фильтрами, чего не
заслуживают хотя бы по причине своей теоретиче-
ской обоснованности.

В данной работе методика условно-опти-
мальной фильтрации развивается для модели не-
линейной динамической системы наблюдения
с дискретным временем, предлагается новая мо-
дификация оригинальных фильтров, обоснование
структуры фильтра представлено в минимаксной
форме УМНФ.

2 Задачи нелинейной
фильтрации.
Условно-оптимальные
и условно-минимаксные
фильтры

Рассматриваемая дискретная стохастическая
система наблюдения описывается следующими ре-
куррентными соотношениями (t = 1, 2, . . .):

∗Работа выполнена при частичной поддержке РФФИ (проект 19-07-00187-A).
1Институт проблем информатики Федерального исследовательского центра «Информатика и управление» Российской академии

наук, ABosov@frccsc.ru
2Институт проблем информатики Федерального исследовательского центра «Информатика и управление» Российской академии

наук, GMiller@frccsc.ru
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xt = ϕ
(1)
t (xt−1) + ϕ

(2)
t (xt−1)wt , x0 = η ;

yt = ψ
(1)
t (xt) + ψ

(2)
t (xt)vt ,



 (1)

где состояниеxt ∈ Rp и наблюдения yt ∈ Rq — гиль-
бертовы случайные последовательности (наличие
вторых моментов обеспечивается, например, ли-
нейными ограничениями на скорость роста функ-
цийϕ(1)t ,ϕ(2)t ,ψ(1)t иψ(2)t ); возмущения{wt}и ошиб-
ки наблюдения {vt} — независимые дискретные
белые шумы второго порядка, гильбертовым и не-
зависимым является и вектор начальных условий η.
Соответствующие моменты первого и второго по-
рядка обозначаются mw(t), Dw(t), mv(t), Dv(t), mη

и Dη.
Модель (1) по форме аналогична диффе-

ренциальным уравнениям диффузионного типа,
что позволяет интерпретировать ее как результат
дискретизации соответствующего стохастического
дифференциального уравнения, а коэффициенты
ϕ
(1)
t , ϕ(2)t , ψ(1)t и ψ

(2)
t — как аналоги коэффициен-

тов сноса и диффузии. Соответственно, линейные
ограничения на скорость роста этих функций на
бесконечности и наличие вторых моментов у возму-
щений можно рассматривать как дискретный ана-
лог условий Ито существования решения, обеспе-
чивающих процессам xt и yt существование вторых
моментов. В этих условиях корректной является за-
дача фильтрации, т. е. вычисления оценки �xt состо-
яния xt по наблюдениям yτ , τ = 1, . . . , t, характе-
ризуемой среднеквадратичным критерием качества
E
{
||xt − �xt||2

}
, E{·} — математическое ожидание.

Обозначив через Jyt
1
σ-алгебру, порожденную на-

блюдениями yτ , τ = 1, . . . , t, заметим, что предло-
женные условия обеспечивают существование как
оптимального решения �xt = E{xt|Jyt

1
} — условно-

го математического ожидания xt относительно Jyt
1
,

если �xt выбирается из всего класса Jyt
1
-измеримых

функций, так и различных вариантов его аппрок-
симации, сужающих этот класс, в частности услов-
но-оптимальных оценок. Это класс оценок типа
«прогноз–коррекция», настраиваемых на конкрет-
ную модель (1) с помощью выбираемых струк-
турных функций ξt = ξt(x) (базовый прогноз)
и ζt = ζt(x, y) (базовая коррекция), которые для
формирования оценки подвергаются линейному
преобразованию [3, 4]. Именно: пусть имеется
оценка �xt−1 состояния xt−1. Условно-оптималь-
ный прогноз “xt ищется в виде:

“xt = Ftξt + ft, ξt = ξt (�xt−1) , (2)

а оценка �xt состояния xt в виде:

�xt = “xt +Htζt + ht , ζt = ζt (“xt, yt) . (3)

Типовым вариантом базового прогноза ξt вы-
ступает прогноз «в силу системы» ξt(x) = ϕ

(1)
t (x) +

+ ϕ
(2)
t (x)mw(t), базовой коррекции ζt — невязка

ζt(x, y) = y − ψ
(1)
t (x)− ψ

(2)
t (x)mv(t), но разнообра-

зие подходов здесь ограничено только теми же усло-
виями существования вторых моментов, что и в ис-
ходной модели. Отметим, что типовой вариант
коррекции требует наличия вторых моментов у на-
блюдений yt, что и предполагалось выше.

Коэффициенты линейных преобразований в (2)
и (3) определяются из условий минимума E {||xt−
−Ftξt + ft||2

}
для прогноза и E {||xt − “xt −Htζt−

−ht||2
}

для коррекции и имеют вид:

Ft = cov (xt, ξt) cov
+ (ξt, ξt) ;

ft = E{xt} − FtE{ξt} ;
Ht = cov (xt − “xt, ζt) cov

+ (ζt, ζt) ;

ht = −HtE{ζt} .





(4)

Здесь и далее через cov (x, y) обозначена ковариа-
ционная матрица x и y, через + — операция псев-
дообращения матрицы по Муру–Пенроузу. Псев-
дообращение используется по той причине, что
решение задач оптимизации в отношении Ft

и/или Ht может быть не единственным, так что
выбор будет сделан в пользу решения с минималь-
ной нормой. Условно-оптимальный прогноз “xt

и оценка фильтрации �xt при этом являются несме-
щенными и обладают гарантированным качеством
оценивания:

“Kt = cov (xt − “xt, xt − “xt) =

= cov (xt, xt)− Ftcov (ξt, xt) ;

�Kt = cov (xt − �xt, xt − �xt) =

= “Kt −Htcov (ζt, xt − “xt) .





(5)

Изложенная концепция условно-оптимальной
фильтрации дополняется двумя существенными
моментами, которые составляют суть концепции
УМНФ: минимаксным обоснованием структуры
фильтра и методом расчета коэффициентов линей-
ных преобразований.

Минимаксное обоснование обеспечивает сле-
дующая вспомогательная задача. Пусть для случай-
ного вектора z = col (x, y), x ∈ Rp, y ∈ Rq, с извест-
ным математическим ожиданиемmz = col (mx,my)
и ковариацией

Dz =

(
Dx Dxy

Dyx Dy

)

относительно его закона распределения Fz извест-
но, что Fz ∈ � (mz, Dz) — классу всех вероятност-
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ных распределений со средним mz и ковариаци-
ей Dz. Требуется найти оценку �x вектора x по
наблюдениям y. При этом допустимыми оценками
считаются любые измеримые функции θ(y), крите-
рий — среднеквадратичный при условии заданного
множества неопределенности �, т. е. J (θ,Fz) =
= E

{
||x− θ(y)||2

}
. Решение такой задачи опреде-

ляет седловая точка (θ∗,F∗
z ) [5, 6], а именно: рас-

пределение F∗
z — гауссовское с параметрами mz

и Dz и оценка �x = θ∗(y) = DxyD
+
y y + (mx −

− DxyD
+
y my) — наилучшая линейная оценка x

по y. При этом J (θ∗,F∗
z ) = Dx − DxyD

+
y Dyx.

Это решение и составляет минимаксное обоснова-
ние УМНФ, т. е. линейные преобразования базовых
прогнозов и коррекции в (2) и (3). Именно: оценку
фильтрации �xt состояния xt в соответствии с кон-
цепцией УМНФ следует определять как результат
решения следующих минимаксных задач:

“xt = “θt(ξt) ,

“θt = argmin
“ϑt

max
Fz

E
{
||xt − “ϑt(ξt)||2

}
,

z = col (xt, ξt) ;

�xt = “xt + �θt(ζt) ,

�θt = argmin
�ϑt

max
Fz

E
{
||xt − “xt − �ϑt(ζt)||2

}
,

z = col (xt − “xt, ζt) ,





(6)

и эти решения задаются соотношениями (2)–(4)
и обладают свойствами (5). Кроме того, наихудши-
ми в обеих задачах распределениями оказывают-
ся гауссовские, параметры которых определяются
параметрами вектора col (xt, ξt) в части прогнози-
рования и вектора col (xt − “xt, ζt) в части коррек-
ции.

Вторым положением, составляющим непремен-
ный атрибут УМНФ, является метод расчета Ft,
ft, Ht и ht путем имитационного моделирования.
Условно-минимаксная нелинейная фильтрация по-
лучается заменой в соотношениях (4) математиче-
ских ожиданий и ковариаций их оценками по ме-
тоду Монте-Карло, т. е. в практической реализации
УМНФ операции E{·} и cov (·, ·) заменяются со-
ответствующими статистическими оценками, рас-
считанными априорно по смоделированному пучку
траекторий. Обозначим соответствующие операто-
ры усреднения через E{·} и cov (·, ·). При реализа-
ции УМНФ в соотношениях (4), например, вместо
E{xt} используется

E {xt} =
1

N

N∑

i=1

xi
t ,

вместо cov (ζt, xt − “xt)—

cov (ζt, xt − “xt) =
1

N − 1

N∑

i=1

ζi
t

(
xi

t − “xi
t

)T
,

где N — число смоделированных траекторий, а xi
t,

“xi
t и ζi

t , i = 1, . . . , N , — реализации.

3 Основной результат —
модифицированный
условно-минимаксный
нелинейный фильтр

Концепция УМНФ позволяет получать реали-
зуемые и высокоточные решения широкого клас-
са задач нелинейной фильтрации. Основываясь
на опыте применения, можно отметить, что для
алгоритма УМНФ не критичны такие известные
практические проблемы, как рост размерности,
неточность в задании начальных условий, вырож-
денность возмущений. Вообще, условно-оптималь-
ный подход представляется уникальным направле-
нием с колоссальным практическим потенциалом,
не имеющим в настоящее время ни аналогов, ни
конкурентов. Вместе с тем возможности для его
дальнейшего совершенствования имеются, и одна
из них представлена далее. Источником для пред-
лагаемой модификации служит, как принято назы-
вать, калмановская структура УМНФ. Объяснение
такому термину в задаче нелинейной фильтрации,
не имеющей общих черт с линейно-гауссовской по-
становкой классического фильтра Калмана, можно
представить, записав самый простой из субопти-
мальных фильтров, предназначенных для решения
задач нелинейной фильтрации, — расширенный
фильтр Калмана (РФК). Соотношения для РФК
применительно к оцениванию в модели (1) таковы:

“xt = ξt, ξt = ξt (�xt−1) ,

ξt(x) = ϕ
(1)
t (x) + ϕ

(2)
t (x)mw(t) ;

“Kt = ft
�Kt−1f

T
t + ϕ

(2)
t Dw(t)ϕ

(2)
t

T
,

ft =
∂ϕ
(1)
t (x)

∂x

∣∣∣x = “xt , ϕ
(2)
t = ϕ

(2)
t (“xt) ;

�xt = “xt +Htζt ,

ζt = yt − ψ
(1)
t (“xt)− ψ

(2)
t (“xt)mv(t) ,

Ht = “Kth
T
t

(
ht
“Kth

T
t + ψ

(2)
t Dv(t)ψ

(2)
t

T
)+

,

ht =
∂ψ
(1)
t (x)

∂x

∣∣∣x = “xt , ψ
(2)
t = ψ

(2)
t (“xt) ,

�Kt = “Kt −Htht
“Kt .





(7)
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Обратим внимание, что в (7) использованы те
же обозначения для прогноза “xt и оценки �xt, ти-
пового прогноза «в силу системы» ξt и невязки ζt,
повторно использованы обозначения ft, ht, Ht,
“Kt и �Kt, поскольку в структуре фильтров, в вы-

ражениях для характеристик точности оценок эти
коэффициенты играют идентичные роли. Но в вы-
ражениях для УМНФ фигурируют точные значения
соответствующих моментов, заменяемых при реа-
лизации результатами имитационного моделирова-
ния, в выражениях для РФК используются аппрок-
симации, полученные путем линеаризации около
прогноза “xt. И это последнее обстоятельство заслу-
живает определенного внимания.

Действительно, коэффициенты ft, ht и Ht

в РФК рассчитываются вместе с траекторией кон-
кретной оценки по мере поступления наблюдений
в отличие от аналогичных коэффициентов УМНФ,
вычисляемых априорно. Значит, можно предпола-
гать, что в этих коэффициентах используются оцен-
ки, аппроксимирующие не априорные, а условные
моменты и даже потраекторный критерий оцени-

вания E
{
||xt − �xt||2

∣∣∣Jyt
1

}
. Конечно, РФК не ми-

нимизирует этот критерий, но пытается аппрок-
симировать некоторую оценку, имеющую смысл
в отношении данного критерия. Другое дело, что
для такой аппроксимации используется не слиш-
ком работоспособный вариант линеаризации, но
в идее использования в фильтре оценок условных
моментов, вычисляемых вместе с оценками состоя-
ния на каждом шаге фильтрации, и видится вариант
усовершенствования УМНФ.

Для формального описания алгоритма мо-
дифицированной УМНФ (МУМНФ) потребу-
ется манипулирование условными моментами.
Так, для случайного вектора y будем обозна-
чать через Jy порожденную им σ-алгебру, через
E {x|Jy} — условное математическое ожидание x

относительно Jy, через cov {x, x|Jy} = E
{
(x−

−E {x|Jy})T (x− E {x|Jy}) |Jy

}
— условную кова-

риацию. Говоря далее об условных распределениях,
будем под этим понимать сужение вероятностной
меры, заданной на исходном вероятностном про-
странстве, на подходящую σ-алгебру Jy.

Пусть теперь (�xt−1, �Kt−1) — оценка МУМНФ,
вычисленная в момент t − 1. Пусть, кроме того,
существует σ-алгебра “Jyt−1

1
, являющаяся σ-подал-

геброй Jyt−1
1

, такая что условное распределениеxt−1

относительно “Jyt−1
1

обладает следующими свой-
ствами:

E{xt−1|“Jyt−1
1

} = �xt−1 ;

cov
(
xt−1 − �xt−1, xt−1 − �xt−1|“Jyt−1

1

)
= �Kt−1 .

Отметим, что форма распределения при этом не
важна, а обосновывать выбор оценивателя, как
в оригинальном УМНФ, будет некоторая мини-
максная задача.

Прогноз “xt будем искать в виде:

“xt = E
{
xt|“Jyt−1

1

}
. (8)

Точность этого прогноза очевидным образом харак-
теризуется выражением:

“Kt = cov
(
xt − “xt, xt − “xt|“Jyt−1

1

)
=

= cov
(
xt, xt|“Jyt−1

1

)
. (9)

Далее будем предполагать, что существует σ-ал-
гебра �Jyt−1

1
, являющаяся σ-подалгеброй Jyt−1

1
, та-

кая, что условное распределение xt относительно
�Jyt−1
1

обладает следующими свойствами:

E
{
xt − “xt|�Jyt−1

1

}
= 0 ;

cov
(
xt − “xt, xt − “xt|�Jyt−1

1

)
= “Kt,

где “xt определено в (8), а “Kt — в (9). Для задан-
ной корректирующей структурной функции ζt =
= ζt(x, y) оценку �xt будем искать в виде:

�xt = “xt +Htζt + ht , (10)

где

ζt = ζt (“xt, yt) ;

Ht = cov
(
xt − “xt, ζt|�Jyt−1

1

)
cov+

(
ζt, ζt|�Jyt−1

1

)
;

ht = −HtE
{
ζt|�Jyt−1

1

}
.

Точность оценки МУМНФ определяется выра-
жением

�Kt = cov
(
xt − �xt, xt − �xt|�Jyt−1

1

)
=

= “Kt −Htcov
(
ζt, xt − “xt|�Jyt−1

1

)
. (11)

Приведенные соотношения, по сути, в точ-
ности повторяют выражения для оценки УМНФ
в момент t = 1 с единственным изменени-
ем — вместо безусловных моментов фигуриру-
ют условные относительно некоторых σ-алгебр,
ограничивающих объем доступной для оценивания
информации. Обоснование всей процедуры оцени-
вания дается следующими минимаксными задача-
ми, вполне аналогичными задачам (6):
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“xt = “θt ,

“θt = argmin
“ϑt

max
Fz

E
{
||xt − “ϑt||2

∣∣∣“Jyt−1
1

}
,

z = xt ;

�xt = “xt + �θt(ζt),

�θt = argmin
�ϑt

max
Fz

E
{
||xt − “xt − �ϑt(ζt)||2

∣∣∣�Jyt−1
1

}
,

z = col (xt − “xt, ζt) .





(12)

Заметим, что решение (12) дает та же вспо-
могательная задача из разд. 2, поскольку отличие
постановок, состоящее в замене безусловных мо-
ментов условными, никак не влияет на решение.
Это верно и для первой задачи, вырожденной в том
смысле, что у “θt нет аргумента, и составляющей,
таким образом, просто свойство условного матема-
тического ожидания. А главное, что этот же ре-
зультат обосновывает переход от оценки в момент
t−1 к прогнозу и далее к коррекции на основе гаус-
совского распределения, являющегося наихудшим,
т. е. минимаксно обоснованным (12).

Принципиальное же отличие МУМНФ состо-
ит в отсутствии точной априорной информации
о его точности. Вместо этого приходится использо-
вать некие потраекторные характеристики “Kt и �Kt,
которые, будучи привязанными к условному рас-
пределению, не дают однозначного понимания
качества оценки фильтрации в смысле исходного
среднеквадратичного критерия.

В связи с предложенной модификацией следует
коснуться двух вопросов.

Во-первых, это технически важный вопрос
о σ-алгебрах “Jyt−1

1
и �Jyt−1

1
, т. е. о том, можно ли

на очередном шаге оценивания ограничить объ-
ем доступной информации так, чтобы выполня-
лись указанные свойства для условных моментов.
В принципе, в области субоптимальной фильтра-
ции редко рассматриваются вопросы такого рода.
Действительно, использовать только тот объем ин-
формации, который приведет к эффективной и ка-
чественной вычислительной процедуре, описав его
некоторыми вербальными правилами, вполне до-
пустимо, если это приводит к практическому ре-
зультату. Но для МУМНФ важно еще и обосно-
вание, формальное и основанное на конкретном
математическом аппарате. Записывая условные
моменты, нужно быть уверенным, что это мож-
но сделать, что манипуляции выполняются со слу-
чайными векторами, имеющими конечные вторые
моменты, что σ-алгебры, порождающие условные
распределения, существуют. Для этого нужно быть
уверенным, что для любого вектора z = col (x, y)
с Fz ∈ �(mz, Dz) можно так преобразовать y, что
условное распределение x относительно преобра-

зованной Jy будет обеспечивать заданные значения
условным моментам — математическому ожида-
нию и ковариации. Легко привести примеры, когда
у такой задачи есть решения и когда их нет, т. е.
все зависит от конкретной системы (1). Поэтому
здесь ограничимся формальным предположением,
что система и выбранные для МУМНФ структур-
ные функции ξt и ζt обеспечивают существование
таких σ-алгебр.

Второй вопрос — о практической реализации
МУМНФ. Это существенный вопрос, так как вы-
числять аналитически моменты, фигурирующие
в этих соотношениях, априорно нельзя. Равно как
и рассчитывать их в процессе фильтрации также не
удастся. Здесь проблема в огромной вычислитель-
ной трудоемкости, неминуемо сопровождающей
любые попытки манипулирования условными ве-
роятностями в динамических системах. Поэтому
проводить вычисления нужных параметров при-
дется приближенно. Следуя концепции УМНФ,
используем для этого тот же метод Монте-Карло,
но уже не априорно, а в процессе расчетов для
каждой траектории системы-оценки.

Основания для реализации имитационного мо-
делирования дает решение задач (12), отвечая на
вопрос, какими в наихудшем случае будут услов-
ные распределения относительно σ-алгебр “Jyt−1

1

и �Jyt−1
1

. Действительно, поскольку во второй за-

даче наихудшее распределение z = col (xt − “xt, ζt)

гауссовское, а �θt(ζt) — линейная, значит, и наи-
худшее распределение �xt — гауссовское. Такова
же ситуация и на предыдущем шаге, поэтому в (8)
и (9) наихудшее распределение xt−1 из возможных
условных распределений относительно “Jyt−1

1
явля-

ется гауссовским. Аналогично в первой задаче в (12)
относительно z = col (xt, ξt) наихудшим распреде-
лением оказывается гауссовское, “θt (ξt) — линей-
на, поэтому в (10) и (11) наихудшее распределение
xt − “xt из возможных условных распределений от-
носительно �Jyt−1

1
будет гауссовским. Отметим еще,

что при выполнении предположений о гауссовском
распределении вектора col (xt − “xt, ζt) соотноше-
ние (11) позволяет интерпретировать �Kt не только
как условную ковариацию относительно �Jyt−1

1
, но

и как условную ковариацию относительно “Jyt
1
, ссы-

лаясь на теорему о нормальной корреляции [1], т. е.
обосновать рекуррентный переход к следующему
шагу оценивания. Эти соображения дают основа-
ние для реализации расчетов по формулам (8)–(11)
методом Монте-Карло.

Пусть в момент t имеются �xt−1 — оценка
МУМНФ состояния xt−1 по наблюдениям yτ , τ =
= 1, . . . , t − 1, и �Kt−1 — оценка условной кова-
риации ошибки. На шаге t выполняется моде-
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лирование выборок: {xi
t−1}N

i=1 — из гауссовского

распределения со средним �xt−1 и ковариацией �Kt−1

и {wi
t, v

i
t}N

i=1 — дискретных белых шумов в соответ-
ствии с моделью (1) — и рассчитываются наборы
{xi

t, y
i
t}N

i=1 по формулам (1). Прогноз МУМНФ
задается в виде “xt = E{xt}, его точность “Kt =
= cov (xt − “xt, xt − “xt). Отметим, что здесь не нуж-
на функция базового прогноза ξt, коэффициент
Ft = 0, поскольку не моделируется выборка оце-
нок �xt−1, и расчет выполняется так же, как и на
первом шаге УМНФ.

На этапе коррекции формируются наборы {xi
t −

− “xt, ζ
i
t}N

i=1 и вычисляются коэффициенты

Ht = cov (xt − “xt, ζt) cov
+ (ζt, ζt) ;

ht = −HtE{ζt}, ζi
t = ζt(“xt, y

i
t)

и оценка точности

�Kt = “Kt −Htcov (ζt, xt − “xt) .

Окончательная оценка фильтрации, как
и в УМНФ, ищется в виде:

�xt = “xt +Htζt + ht, ζt = ζt (“xt, yt) .

Важно отметить, что размеры моделируемых
выборок в УМНФ и МУМНФ должны принци-
пиально отличаться, поскольку расчет коэффи-
циентов УМНФ выполняется априорно и, таким
образом, ничем не ограничен, а расчет коэффи-
циентов МУМНФ выполняется в процессе фильт-
рации, т. е. предполагает реализуемость в режиме
реального времени. По этой причине в экспери-
ментах для УМНФ моделировались пучки объемом
в 106 траекторий, для МУМНФ N полагается далее
равным 25, 100 и 1000.

4 Анализ качества
модифицированной
условно-минимаксной
нелинейной фильтрации

В рамках данного исследования авторами был
проведен значительный объем вычислительных
экспериментов с целью сравнения качества оценок
УМНФ и МУМНФ. В целом концепция МУМНФ
продемонстрировала свою работоспособность, но
говорить о регулярном превосходстве МУМНФ
нельзя. В подавляющем большинстве рассмотрен-
ных модельных примеров точности оценок обоих
фильтров близки, совпадая до процентных пунктов.
Незначительная часть примеров давала преимуще-
ство МУМНФ в несколько процентов, аналогично

наблюдались и другие примеры с небольшим пре-
имуществом УМНФ. При этом практически всегда
удавалось нивелировать это преимущество за счет
роста параметра N , числа моделируемых траекто-
рий МУМНФ, что на практике, конечно, непри-
емлемо. Найти пример ощутимого превосходства
МУМНФ удалось только в задаче идентификации
параметров динамической системы. Иллюстра-
ция сказанному — следующие два модельных при-
мера.

Первый эксперимент проведен для модели на-
блюдения следующего вида:

xt =
xt−1

1 + x2t−1
+ wt , t = 1, . . . , T , T = 50 ,

x0 = η ;
yt = xt + x

3
t + vt .





(13)

В этой модели две характерных черты. Во-пер-
вых, нелинейная регрессия в уравнении состояния,
функция которой x/(1 + x2) хотя и существенно
нелинейная, но обладает довольно инертным ха-
рактером, дифференцируема и деградирует на бес-
конечности. Во-вторых, это наблюдения в форме
кубического сенсора, также нелинейные, но весьма
информативные и удобные для нелинейной фильт-
рации. Шумы wt и vt в (13) стандартные гаус-
совские, начальное условие η также гауссовское
с mη = 0,1 и Dη = 1. Структура обоих фильтров
типовая: прогноз строится «в силу системы», кор-
рекция — в форме невязки. Параметры УМНФ
вычислялись априорно методом Монте-Карло по
пучку из 105 траекторий, качество оценок анали-
зировалось по второму пучку из 106 траекторий.
Модифицированный условно-минимаксный нели-
нейный фильтр рассчитывался в трех вариантах:
для N , равного 25, 100 и 1000 (такие же парамет-
ры использованы и в следующем примере). Таким
образом, получены четыре оценки, качество кото-
рых проиллюстрировано на рис. 1.

Как видно, МУМНФ начинает демонстрировать
приемлемое качество оценивания уже приN = 100,
а при N = 1000 дает преимущество порядка 2%–
3%.

Вторая задача — идентификация параметра θди-
намической системы по косвенным линейным на-
блюдениям — представлена следующей моделью:

xt = θxt−1 + wt , t = 1, . . . , T , T = 50 ,
x0 = η ;

yt = xt + 0,1vt .



 (14)

Неизвестный коэффициент θ авторегрессии
в уравнении динамики предполагается распреде-
ленным равномерно на отрезке [−0,9; 0,9] и под-
лежит идентификации на каждой траектории.
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Рис. 1 Показатели качества оценок в модели (13):
1 — D [xT − �xT ] = 0,52, МУМНФ (N = 25); 2 —
D [xT − �xT ] = 0,39, МУМНФ (N = 100); 3 —
D [xT − �xT ] = 0,35, УМНФ; 4 — D [xT − �xT ] = 0,34,
МУМНФ (N = 1000)

Рис. 2 Показатели качества идентификации в моде-

ли (14): 1 — D
[
θ − �θT

]
= 0,21, УМНФ; 2 — D

[
θ − �θT

]
=

= 0,07, МУМНФ (N = 25); 3 — D
[
θ − �θT

]
= 0,03,

МУМНФ (N = 100); 4 — D
[
θ − �θT

]
= 0,02, МУМНФ

(N = 1000)

С этой целью использованы те же фильтры, что
и в предыдущем примере, примененные к расши-
ренному вектору состояния col (xt, θ). Результат це-
левой задачи идентификации иллюстрирует рис. 2.

В данном примере МУМНФ имеет существен-
ное преимущество уже в том, что обеспечивает
сходимость к значению θ на каждой траектории,
в то время как УМНФ ограничивается оценкой
с фиксированной, но неуменьшающейся диспер-
сией, лишь незначительно улучшающей качество
Dθ = E{θ2} = 0,27 тривиальной оценки mθ =
= E{θ} = 0.

5 Выводы

Главным результатом работы представляется
в очередной раз продемонстрированная высо-
кая эффективность концепций условно-оптималь-
ной и условно-минимаксной фильтрации, под-
твержденная новой модификацией классического
фильтра.

Полученный алгоритм оценивания показал не
только свою работоспособность, но и однознач-
ное преимущество в том случае, когда априорные
расчеты параметров фильтра по какой-либо при-
чине невозможны, например при отсутствии до-
стоверных предположений о требуемом горизонте
фильтрации или невозможности хранения большо-
го объема априорно вычисленных параметров.

Кроме того, МУМНФ продемонстрировал
определенное преимущество в задаче идентифи-
кации параметров стохастической динамической
системы. Если к условиям фильтрации конкрет-

ная задача специальных требований (бесконечный
горизонт, невозможность априорных расчетов, не-
обходимость идентификации части параметров) не
предъявляет, то метод УМНФ представляется луч-
шим вариантом практической нелинейной фильт-
рации.
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СВОЙСТВА ВЕЙВЛЕТ-ОЦЕНОК СИГНАЛОВ, РЕГИСТРИРУЕМЫХ

В СЛУЧАЙНЫЕ МОМЕНТЫ ВРЕМЕНИ∗

О. В. Шестаков1

Аннотация: Алгоритмы вейвлет-анализа в сочетании с процедурами пороговой обработки широко ис-
пользуются в задачах непараметрической регрессии при оценивании функции сигнала по зашумленным
данным. Преимущества данных методов заключаются в их вычислительной эффективности и возмож-
ности адаптации к локальным особенностям оцениваемой функции. Анализ погрешностей методов
пороговой обработки представляет собой важную практическую задачу, поскольку позволяет оценить
качество как самих методов, так и используемого оборудования. Иногда природа данных такова, что
регистрация наблюдений производится в случайные моменты времени. Если точки отсчета образуют
вариационный ряд, построенный по выборке из равномерного распределения на отрезке регистрации
данных, то использование обычных процедур пороговой обработки оказывается адекватным. В данной
работе проведен анализ оценки среднеквадратичного риска пороговой обработки и показано, что при
определенных условиях данная оценка оказывается сильно состоятельной и асимптотически нормальной.

Ключевые слова: вейвлеты; пороговая обработка; случайные отсчеты; оценка среднеквадратичного риска
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1 Введение

Одним из популярных инструментов в задачах
непараметрической регрессии, к которым относит-
ся подавление шума в наблюдаемом сигнале, явля-
ется метод пороговой обработки. Наблюдаемые
данные преобразуются в эмпирические вейвлет-
коэффициенты, к которым применяется функция
пороговой обработки, после чего осуществляется
обратное преобразование. Наиболее распростра-
нены функции жесткой и мягкой пороговой об-
работки. Для модели отсчетов сигнала, заданных
на равномерной неслучайной сетке и содержащих
белый гауссовский шум, эти методы хорошо изуче-
ны. Предложены способы вычисления пороговых
значений, обеспечивающих «почти» оптимальный
порядок среднеквадратичного риска в различных
классах функций сигнала [1–3]. Также изучены ста-
тистические свойства оценки среднеквадратичного
риска. Показано, что при определенных условиях
она оказывается сильно состоятельной и асимпто-
тически нормальной [4–7].

В некоторых приложениях нет возможности
(или она сильно затруднена) регистрировать отсче-
ты сигнала через равные промежутки времени [8].
Иногда природа сигнала такова, что регистрация
его отсчетов производится в случайные моменты
времени. В работе [9] показано, что если точки

отсчета образуют вариационный ряд, построенный
по выборке из равномерного распределения на от-
резке регистрации сигнала, то при использовании
обычной пороговой обработки вейвлет-коэффици-
ентов порядок среднеквадратичного риска остает-
ся с точностью до логарифмического множителя
равным оптимальному порядку в классе функций,
регулярных по Липшицу. В данной работе доказы-
вается, что статистические свойства оценки риска
также не меняются при переходе от фиксированной
равномерной сетки отсчетов к случайной.

2 Модель непараметрической
регрессии со случайными
точками отсчета

Пусть функция сигнала f(x) задана на отрезке
[0, 1] и равномерно регулярна по Липшицу с неко-
торым показателем γ > 0 и константой Липшица
L > 0: f ∈ Lip(γ, L). Предположим, что отсче-
ты f(x) регистрируются в случайные моменты вре-
мени и содержат аддитивный белый гауссовский
шум, т. е. рассмотрим следующую модель данных:

Yi = f(xi) + εi , i = 1, . . . , N
(
N = 2J

)
,

где xi независимы и равномерно распределены на
[0, 1], а εi независимы между собой и от xi и име-

∗Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фонда (проект 18-11-00155).
1Московский государственный университет им. М. В. Ломоносова, кафедра математической статистики факультета вычисли-

тельной математики и кибернетики; Институт проблем информатики Федерального исследовательского центра «Информатика
и управление» Российской академии наук, oshestakov@cs.msu.su
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Свойства вейвлет-оценок сигналов, регистрируемых в случайные моменты времени

ют нормальное распределение с нулевым средним
и дисперсией σ2. Пусть 0 6 x(1) < · · · < x(N) 6 1—
вариационный ряд, построенный по выборке xi,
i = 1, . . . , N . Тогда, перенумеровав Yi и εi, получа-
ем модель:

Yi = f
(
x(i)
)
+ εi , i = 1, . . . , N

(
N = 2J

)
. (1)

Наблюдения состоят из пар (x(1), Y1), . . .
. . . , (x(N), YN ), в которых расстояния между отсче-
тами в общем случае не равны. При этом Ex(i) =
= i/(N + 1). Наряду с (1) рассмотрим выборку
с равными расстояниями между отсчетами:

(
1

N + 1
, Z1

)
, . . . ,

(
N

N + 1
, ZN

)
, (2)

где

Zi = f

(
i

N + 1

)
+ εi , i = 1, . . . , N .

Для выборки (2) Донохо и Джонстон разработа-
ли методы пороговой обработки, эффективно по-
давляющие шум и обеспечивающие «почти» опти-
мальный порядок среднеквадратичного риска [1].
К (2) применяется дискретное ортогональное вейв-
лет-преобразование и получается набор эмпириче-
ских вейвлет-коэффициентов:

Wj,k = µj,k+ξj,k , j = 0, . . . , J−1 , k = 0, . . . , 2j−1 ,

где ξj,k независимы и имеют такое же рас-
пределение, как и εi, а µj,k — коэффициен-
ты дискретного вейвлет-преобразования выборки
f (1/(N + 1)) , . . . , f (N/(N + 1)) .

Далее к Wj,k применяется функция жесткой
пороговой обработки ρH(y, T ) = x1(|y| > T )
или мягкой пороговой обработки ρS(y, T ) =
= sgn (x) (|y| − T )+ с некоторым порогом T и полу-

чаются оценки коэффициентов Ŵj,k. После этого
осуществляется обратное вейвлет-преобразование.
Идея пороговой обработки заключается в том, что
вейвлет-преобразование обеспечивает «разрежен-
ное» представление функции полезного сигнала,
т. е. сигнал представляется относительно неболь-
шим числом больших по модулю коэффициентов.
При этом характеристики шума остаются неиз-
менными. Следовательно, при обнулении малых
по модулю коэффициентов полезный сигнал бу-
дет затронут несильно и практически весь шум
будет удален. Чтобы обеспечить «разреженное»
представление функции, равномерно регулярной
по Липшицу с показателем γ, вейвлет-функция,
участвующая в дискретном вейвлет-преобразова-
нии, должна удовлетворять определенным услови-
ям. В частности, она должна иметьM непрерывных

производных (M > γ), M нулевых моментов и до-
статочно быстро убывать на бесконечности [10].
Далее предполагается, что все необходимые усло-
вия выполнены.

Если применить дискретное вейвлет-преобра-
зование к выборке (1), то получится набор эмпири-
ческих вейвлет-коэффициентов

Vj,k = νj,k+ξj,k , j = 0, . . . , J−1 , k = 0, . . . , 2j −1 .

Здесь νj,k — коэффициенты дискретного вейвлет-
преобразования выборки f

(
x(1)

)
, . . . , f

(
x(N)

)
.

В общем случае Vj,k не равны Wj,k, а νj,k не
равны µj,k. Однако к Vj,k можно применить ту же
процедуру, что и к коэффициентамWj,k, и получить

оценки V̂j,k. В следующих разделах обсуждаются
свойства полученных оценок.

3 Среднеквадратичный риск
пороговой обработки

Среднеквадратичный риск пороговой обработ-
ки для выборки со случайными точками отсчетов
определим как

Rν(f, T ) =

J−1∑

j=0

2j−1∑

k=0

E
(
V̂j,k − µj,k

)2
. (3)

Определим также среднеквадратичный риск для
выборки с равными расстояниями между отсче-
тами:

Rµ(f, T ) =
J−1∑

j=0

2j−1∑

k=0

E
(
Ŵj,k − µj,k

)2
.

Способ выбора порога является одной из основ-
ных проблем при пороговой обработке. При
выборе так называемого универсального порога
TU = σ

√
2 ln 2J в работе [9] доказано следующее

утверждение о порядке Rν(f, T ).

Теорема 1. Пусть f ∈ Lip(γ, L) на отрезке [0, 1]
с γ > 1/2. Для модели (1) при использовании вейв-

лет-функции, удовлетворяющей перечисленным выше

условиям, и выборе порога TU справедливо

Rν(f, T ) 6 C · 2J/(2γ+1)J2γ/(2γ+1) ,

где C — некоторая положительная константа.
Аналогичное утверждение справедливо и для

Rµ(f, T ) [2]. Таким образом, замена равноотсто-
ящих точек отсчета на случайные не оказывает
влияния на оценку порядка среднеквадратичного
риска.
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В [11] для класса Lip(γ, L) предложено исполь-
зовать порог

Tγ = σ

√
4γ

2γ + 1
ln 2J .

При этом оценка порядка Rµ(f, T ) останется такой
же. Используя лемму 3 из [9] и повторяя рассуж-
дения, приводимые в этой работе при доказатель-
стве теоремы 1, несложно убедиться, что теоре-
ма 1 также останется верна при замене порога TU

на Tγ . Порог Tγ является более адекватным для
класса Lip(γ, L), чем порог TU , поскольку при том
же порядке среднеквадратичного риска он меньше
«сглаживает» полезный сигнал [11].

4 Оценка среднеквадратичного
риска

В выражении (3) присутствуют неизвестные ве-
личины «чистых» коэффициентов µj,k, поэтому
вычислить значение риска Rν(f, T ) на практике
нельзя. Однако его можно оценить непосредствен-
но по наблюдаемым данным. По аналогии с [10]
в качестве оценки риска будем использовать вели-
чину

R̂ν(f, T ) =

J−1∑

j=0

2j−1∑

k=0

F [Vj,k, T ] , (4)

где

F [Vj,k, T ] =

=





(
V 2j,k − σ2

)
1(|Vj,k| 6 T ) + σ21 (|Vj,k| > T )

в случае жесткой пороговой обработки ;
(
V 2j,k − σ2

)
1 (|Vj,k| 6 T ) +

+
(
σ2 + T 2

)
1 (|Vj,k| > T )

в случае мягкой пороговой обработки.

В ситуации с неслучайной равномерной сеткой
отсчетов при использовании мягкой пороговой об-
работки такая оценка риска является несмещенной.
Если же используется жесткая пороговой обработ-
ка, то оценка содержит смещение, которое, одна-
ко, при достаточной гладкости функции сигнала
не оказывает влияния на статистические свойства
оценки.

Оценка риска (4) дает возможность получить
представление о погрешности, с которой оцени-
вается функция сигнала, используя только наблю-
даемые данные. Докажем утверждение об асим-
птотической нормальности оценки (4), которое,

в частности, позволяет строить асимптотические
доверительные интервалы для теоретического рис-
ка Rν(f, T ).

Теорема 2. Пусть f ∈ Lip(γ, L) на отрезке [0, 1]
с γ > 1/2 и вейвлет-функция удовлетворяет перечис-

ленным выше условиям. Тогда при жесткой и мягкой

пороговой обработке при выборе порога Tγ

P

(
R̂ν(f, Tγ)−Rν(f, Tγ)

σ2
√
2J+1

< x

)
→�(x) при J → ∞,

где�(x)— функция распределения стандартного нор-

мального закона.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Докажем теорему для случая
жесткой пороговой обработки. В случае мягкой
пороговой обработки доказательство аналогично.

Наряду с R̂ν(f, Tγ) рассмотрим

R̂µ (f, Tγ) =

J−1∑

j=0

2j−1∑

k=0

F [Wj,k, Tγ ]

и запишем разность R̂ν(f, Tγ)−Rν(f, Tγ) в виде

R̂ν (f, Tγ)−Rν (f, Tγ) = R̂µ (f, Tγ)−Rµ(f, Tγ) + R̃ ,

где

R̃ = R̂ν (f, Tγ)−R̂µ (f, Tγ)−(Rν(f, Tγ)−Rµ (f, Tγ)) .

В [6] показано, что

P

(
R̂µ (f, Tγ)−Rµ (f, Tγ)

σ2
√
2J+1

< x

)
→ �(x)

при J → ∞ .

Следовательно, для доказательства теоремы доста-
точно показать, что

R̃√
2J

P−→ 0 при J → ∞ .

Если γ > 1/2, то в силу аналога теоремы 1 для по-
рога Tγ и аналогичного утверждения из работы [2]

Rν (f, Tγ)−Rµ (f, Tγ)√
2J

→ 0 при J → ∞ .

Далее, поскольку f ∈ Lip(γ, L), то выполняется

|µj,k| 6
A · 2J/2

2j(γ+1/2)

для некоторой константы A, зависящей от L [10].
Пусть

j0 ≈
J

2γ + 1
+

1

2γ + 1
log2 J .
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Представим R̂ν(f, Tγ)− R̂µ(f, Tγ) в виде

R̂ν (f, Tγ)− R̂µ (f, Tγ) = S1 + S2 ,

где

S1 =

j0−1∑

j=0

2j−1∑

k=0

(F [Vj,k, Tγ ]− F [Wj,k, Tγ ]) ;

S2 =

J−1∑

j=j0

2j−1∑

k=0

(F [Vj,k, Tγ ]− F [Wj,k, Tγ ]) .

Поскольку как в случае жесткой, так и в случае
мягкой пороговой обработки

|F [Vj,k, Tγ ]| 6 T 2γ + σ
2;

|F [Wj,k, Tγ ]| 6 T 2γ + σ
2 п. в.,

}
(5)

то, если γ > 1/2,

S1√
2J

P−→ 0 при J → ∞ .

Далее

S2 =

J−1∑

j=j0

2j−1∑

k=0

(F [Vj,k, Tγ ]− F [Wj,k, Tγ ]) =

=

J−1∑

j=j0

2j−1∑

k=0

(
V 2j,k −W 2

j,k

)
+

+
J−1∑

j=j0

2j−1∑

k=0

(
W 2

j,k − 2σ2
)
1 (|Vj,k| 6 Tγ , |Wj,k| > Tγ)+

+

J−1∑

j=j0

2j−1∑

k=0

(
2σ2 − V 2j,k

)
1 (|Vj,k| > Tγ , |Wj,k| 6 Tγ)+

+

J−1∑

j=j0

2j−1∑

k=0

(
W 2

j,k − V 2j,k
)
1 (|Vj,k|>Tγ , |Wj,k|>Tγ). (6)

Рассмотрим сумму
∑J−1

j=j0

∑2j−1
k=0 (V

2
j,k −W 2

j,k):

J−1∑

j=j0

2j−1∑

k=0

(
V 2j,k −W 2

j,k

)
=

J−1∑

j=j0

2j−1∑

k=0

(
ν2j,k − µ2j,k

)
+

+ 2
J−1∑

j=j0

2j−1∑

k=0

ξj,k (νj,k − µj,k) .

Учитывая результаты работы [9], можно пока-
зать, что условное распределение этой суммы при
фиксированных xi нормально с математическим
ожиданием

∑N
i=1

(
f2∗ (x(i))− f2∗ (i/(N + 1))

)
и дис-

персией 4σ2
∑N

i=1

(
f∗(x(i))− f∗ (i/(N + 1))

)2
, где

f∗(x)— функция, вейвлет-разложение которой со-
стоит только из коэффициентов при j0 6 j 6 J − 1.
Эта функция имеет ту же гладкость, что и f(x) [10].

Учитывая, что f ∈ Lip(γ, L), имеем:

∣∣∣∣∣Ex

N∑

i=1

(
f2∗ (x(i))− f2∗

(
i

N + 1

))∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣∣
N



1∫

0

f2∗ (x) dx − 1
N

N∑

i=1

f2∗

(
i

N + 1

)

∣∣∣∣∣∣
6

6 C1N
1−min(2,γ) = C12

J(1−min(2,γ)) ,

где C1 — некоторая константа. Кроме того, в си-
лу вида функции f∗(x) для некоторой константы
C2 > 0

1

N

N∑

i=1

f2∗

(
i

N + 1

)
6

6 C2N
−2γ/(2γ+1) = C2 · 2−(2γ/(2γ+1))J .

Следовательно,

Ex

N∑

i=1

f2∗ (x(i)) 6 C1 · 2J(1−min(2,γ)) +

+ C2 · 2(1−2γ/(2γ+1))J .

Также в [9] доказана оценка

Ex

N∑

i=1

(
f∗(x(i))− f∗

(
i

N + 1

))2
6

6 C3N
1−min(1,γ) = C32

J(1−min(1,γ)), (7)

где C3 – некоторая константа. Следовательно, ес-
ли γ > 1/2, то, применяя неравенство Маркова,
получаем, что

1√
N

N∑

i=1

(
f2∗ (x(i))− f2∗

(
i

N + 1

))
P−→ 0 ;

1

N

N∑

i=1

(
f∗(x(i))− f∗

(
i

N + 1

))2
P−→ 0

при N → ∞. Таким образом,

∑J−1

j=j0

∑2j−1

k=0

(
V 2j,k −W 2

j,k

)

√
2J

P−→ 0 при J → ∞ .

В оставшихся суммах в (6) содержатся индика-
торы, в которых либо |Vj,k| > Tγ , либо |Wj,k| > Tγ ,
причем для всех слагаемых

|µj,k| 6 C4J
−1/2
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с некоторой константой C4 > 0. Повторяя рассуж-
дения из работы [12] с использованием (7), можно
показать, что эти суммы при делении на

√
2J также

сходятся к нулю по вероятности. Теорема дока-
зана.

Помимо асимптотической нормальности оцен-
ка (4) также обладает свойством сильной состоя-
тельности.

Теорема 3. Пусть выполнены условия теоремы 2. То-

гда при жесткой и мягкой пороговой обработке для

любого λ > 1/2

R̂ν (f, Tγ)− Rν (f, Tγ)

2λJ
→ 0 п. в. при J → ∞ .

Поскольку выполнено (5) и при фиксирован-
ных xi слагаемые в (4) условно независимы, дока-
зательство этой теоремы аналогично доказательству
соответствующего утверждения из работы [7].

Замечание. Теоремы 2 и 3 останутся справедливы-
ми, если вместо порога Tγ выбрать универсальный
порог TU .
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PROPERTIES OF WAVELET ESTIMATES OF SIGNALS RECORDED

AT RANDOM TIME POINTS
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Abstract: Wavelet analysis algorithms in combination with threshold processing procedures are widely used in
nonparametric regression problems when estimating the signal function from noisy data. The advantages of these
methods are their computational efficiency and the ability to adapt to the local features of the function being
estimated. The error analysis of threshold processing methods is an important practical task, since it allows
assessing the quality of both the methods themselves and the equipment used. Sometimes, the nature of the data
is such that observations are recorded at random times. If the sampling points form a variation series constructed
from a sample of a uniform distribution over the data recording interval, then the use of conventional threshold
processing procedures is adequate. In this paper, the author analyzes the estimate of the mean square risk of
threshold processing and shows that under certain conditions, this estimate is strongly consistent and asymptotically
normal.
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АРХИТЕКТУРНЫЕ РЕШЕНИЯ В ЗАДАЧЕ ВЫЯВЛЕНИЯ
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ПОТОКОВ В ЦИФРОВОЙ ЭКОНОМИКЕ∗
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Аннотация: Cформулирован подход к исследованию некоторых видов мошенничества в цифровой эконо-
мике с использованием причинно-следственных связей. Во всех видах рассматриваемых мошенничеств
должно наблюдаться несоответствие между целями финансовых транзакций и реальной стоимостью
достижения этих целей. Данные о транзакциях можно собирать, наблюдая информационные потоки,
в которых отражаются эти транзакции. Архитектура сбора данных и их анализа может быть организована
с помощью распределенных реестров с централизованным консенсусом, что позволяет создать аналог
электронной бухгалтерской книги, фиксирующей финансово-экономическую деятельность субъектов
цифровой экономики в регионе. Рассматриваемые методы выявления мошенничества основаны на
противоречиях между действиями, описанными в транзакциях, и информацией, содержащейся в планах,
стандартах, прецедентах и др. Рассмотрен метод, основанный на некоторой упрощенной схеме реали-
зации абстрактного проекта. Для выявления противоречий необходимо проводить анализ от следствия
к причине, т. е. искать аномалии в информации, описывающей порождение наблюдаемых следствий.
Показано, как в реализации проекта можно выделять простые «необходимые условия» нарушения при-
чинно-следственных связей, т. е. множество «необходимых условий», нарушение которых свидетельствует
о наличии мошенничества. Это множество «необходимых условий» можно назвать метаданными для кон-
троля проекта на выявление мошенничества.
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1 Введение

В работе сформулирован подход к исследованию
некоторых видов мошенничества в цифровой эко-
номике с использованием причинно-следственных
связей. Рассматриваются три вида мошенничества,
а именно:

(1) отмыв денег;

(2) обман при выполнении договорных обяза-
тельств при реализации технических проектов
(строительные проекты и др.);

(3) незаконный вывод денег.

Названные виды мошенничества могут быть
сведены к решению одного типа задач. Для отмыва-
ния денег источник должен заключать фиктивные
контракты, в соответствии с которыми будут пе-

реводиться средства за заведомо ненужную работу
и материалы.

Мошенничество, связанное с невыполнением
договорных обязательств, связано со снижением
качества услуг, качества и количества закупаемых
материалов, выполнением работ с ненадлежащим
качеством.

Вывод денег связан с переводом средств фир-
мам-однодневкам, которые заведомо не могут вы-
полнить обязательства по контрактам, за которые
им переводятся средства.

Таким образом, во всех трех видах рассматри-
ваемых мошенничеств должно наблюдаться несо-
ответствие между целями финансовых транзакций
и реальной стоимостью достижения этих целей.
Данные о транзакциях можно собирать, наблюдая
информационные потоки, в которых отражаются
эти транзакции.
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Однако для наблюдения таких информацион-
ных потоков необходимо создавать архитектуру
телекоммуникационной системы, позволяющей
перехватывать и собирать данные о всех транзак-
циях. Например, такая архитектура может быть
организована с помощью распределенных реестров
с централизованным консенсусом, т. е. все инфор-
мационные потоки, сформированные в цифровой
экономике и несущие информацию о транзакциях,
проходят через некоторый центральный узел, за-
поминающий их в форме распределенного реестра.
Такие реестры могут дублироваться в аналогичных
центрах различных регионов, что позволяет создать
аналог электронной бухгалтерской книги, фикси-
рующей финансово-экономическую деятельность
субъектов цифровой экономики. Такой подход
предложено реализовать на базе системы ситуаци-
онных центров, что отражено в работах [1, 2].

Собранная из информационных потоков ин-
формация о транзакциях, т. е. о контрактах, до-
говорах, платежах, отчетах, закупленных матери-
алах, характеристиках исполнителей работ и др.,
собирается в базе данных в указанном центре. Со-
гласно теории интеллектуальных систем [3], эту
базу данных можно называть базой фактов (БФ).
Базу фактов можно представить как бинарную мат-
рицу, строки которой описывают характеристики,
входящие в транзакции, а столбцы нумеруются ха-
рактеристиками. Строки матрицы будем называть
объектами [4, 5].

Рассматриваемые в работе методы выявления
мошенничества будут основаны на противоречиях
между действиями, описанными в транзакциях,
и информацией, содержащейся в планах, стандар-
тах, прецедентах и др. Для нахождения противоре-
чий в архитектуре центра предусмотрена другая база
данных — база знаний (БЗ) [3, 6], которая устроена
так же, как БФ.

Информация в БЗ собирается на основе по-
ложительного опыта или расчетов. Используя
БЗ, можно выводить факты нарушения причин-
но-следственных связей. Нарушения причинно-
следственных связей будем называть аномалиями.

Для упрощения дальнейшее изложение будет
вестись в рамках поиска противоречий при выпол-
нении некоторого абстрактного проекта. Выявле-
ние аномалий будет происходить на основе фактов
из БФ с помощью знаний из БЗ методами искус-
ственного интеллекта и интеллектуального анализа
данных [6].

2 Модели
Наиболее сложная из рассмотренных выше за-

дач — выявление противоречий, т. е. использование

БЗ для получения новых знаний и выявление ано-
малий из полученных фактов.

Все способы выявления противоречий основа-
ны на определении причинно-следственных свя-
зей. При этом противоречия в параметрах транзак-
ций по отношению к требуемым в БЗ составляют
сущность аномалий.

Далее будет рассмотрен метод, основанный
на некоторой упрощенной схеме реализации аб-
страктного проекта.

Каждый проект имеет цель: например, цель
представляет собой построение некоторой систе-
мы. Воспользуемся структурным подходом, кото-
рый позволяет строить проект на основе разбиения
системы на подсистемы и определения взаимодей-
ствий подсистем [7]. При этом каждая подсистема
также представима структурной моделью.

Как сама система, так и каждая ее подсистема
имеют свой функционал и спецификацию, пара-
метры настройки и домены параметров настройки.
Кроме этих характеристик существует множество
характеристик, связанных с «жизненным циклом»
создания системы. Сюда входят работы, ресурсы,
сроки выполнения работ по созданию подсистем
и самой системы, стоимости компонентов и ма-
териалов, стоимости работ, схемы поставок, до-
говорные обязательства и др. Все характеристи-
ки связаны между собой, поэтому можно говорить
о стоимости и времени изготовления структурных
компонентов системы.

Одной из важнейших характеристик является
смета (система смет для подсистем). Смета сопо-
ставляет каждому компоненту системы стоимость
его изготовления и настройки.

Схема построения системы может быть пред-
ставлена диаграммой, изображенной на рис. 1.

Рис. 1 Диаграмма достижения цели

Представленная на рис. 1 диаграмма позволяет
описать основные классы возможных противоре-
чий при достижении цели. Противоречия возника-
ют, когда данные БФ не соответствуют требуемым
характеристикам.
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3 Потенциальные классы
аномалий при достижении цели

Выделим четыре потенциальных класса проти-
воречий, которые показывают, каким образом нуж-
но искать эти противоречия.

Противоречие цели и проекта (рис. 2) возникает
при отсутствии обоснования или в случае логиче-
ского противоречия между возможностями проек-
тируемого функционала и целью системы. Отме-
тим, что в проект входят сроки, перечень работ,
материалы, настройки, которые описываются со-
ответствующими параметрами и допустимыми зна-
чениями этих параметров. Проект формируется
на основе БЗ и расчетов, исходя из информации,
полученной по аналогии с другими проектами и ре-
шениями, которые считаются апробированными.

Отметим, что цель порождает проект и в этом
смысле является причиной проекта. Однако для
анализа противоречий необходимо двигаться по
штриховой стрелке диаграммы (см. рис. 2) от про-
екта к цели. В самом деле, любой компонент про-
екта направлен на теоретическое достижение цели.
Цель — сложный объект, поэтому в проекте могут
возникнуть характеристики, противоречащие хотя
бы некоторым характеристикам цели. Это делает
проект противоречивым, но вывод об этом может
быть сделан только на уровне описания цели.

Противоречия между проектом и его реализаци-
ей, исключая настройки (рис. 3), могут возникать,
например, при закупке исполнителем материалов
более низкого качества по более низким ценам, при
попытках достижения требуемых сроков работы за
счет снижения качества выполнения работ, за счет
нахождения «объективных» причин для увеличения
сроков работы и, следовательно, увеличения цены
реализации проекта.

Для выявления указанных противоречий не-
обходимо двигаться по диаграмме (см. рис. 3)
в обратную сторону в соответствии со штриховыми
стрелками. Действительно, выявить противоречия
между характеристиками закупленных материалов
и требуемыми по проекту можно только при обра-
щении к проекту и его спецификациям. Мани-
пуляции со сроками работы также можно выявить
только при обращении к соответствующим расче-
там в проекте. Задержки в сроках работы, связан-
ные с поставками материалов, можно определить
только на предыдущем этапе диаграммы (см. рис. 3)
в описании проекта.

Противоречия между реализацией проекта и его
настройкой (рис. 4) возникает, когда не удается
добиться требуемых значений параметров функци-
онала, не удается обеспечить необходимый уровень

Рис. 2 Противоречия цели и проекта

Рис. 3 Противоречия проекта и его реализации (без
настройки)

Рис. 4 Противоречия реализации проекта и его на-
стройки

Рис. 5 Противоречия цели и достигнутой реализации
проекта

качества реализации проекта. Для определения
противоречия в настройках надо опять же двигать-
ся по диаграмме (см. рис. 4) в обратную сторону
по штриховым стрелкам, так как для выявления ха-
рактеристик результатов работы, которые не дают
возможности реализации определенного функцио-
нала, необходимо иметь информацию о результатах
этой работы.

Противоречие между целью и достигнутой реа-
лизацией проекта (рис. 5) возникает, когда реализо-
ванная система не позволяет достичь цели. В этом
случае опять противоречие нужно искать, двигаясь
от цели к реальному достигнутому функционалу по
штриховой стрелке (см. рис. 5).

Суммируя положения, изложенные в данном
разделе, приходим к выводу, что для выявления про-
тиворечий необходимо проводить анализ от след-
ствия к причине, т. е. искать аномалии в инфор-
мации, описывающей порождение наблюдаемых
следствий.
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4 Связь противоречий и причин

Прежде чем построить связь между причина-
ми и противоречиями, кратко опишем простейшую
модель связи этих понятий. Причины и проти-
воречия будут сформулированы для представления
компонентов системы как объектов, обладающих
наборами известных характеристик [4, 5].

Пусть U = {α, β, . . .} — совокупность характе-
ристик (пространство характеристик). Согласно [5]
объектомO называется любое подмножество харак-
теристик O ⊆ U . Рассмотрим последовательность
объектов, возможно в различных пространствах ха-
рактеристик.

Определение 1. Объект P с числом характеристик,
большим или равным 2, является причиной объек-
та (свойства) B в цепочке наблюдаемых объектов
тогда и только тогда, когда выполнены следующие
условия:

(1) для каждого объектаC, если P ⊆ C, тоC 7→ B,
гдеC 7→ B означает, что объектB присутствует
в объекте, следующем за объектом C;

(2) объект P является минимальным объектом,
удовлетворяющим условию 1, а именно: ∀α ∈
∈ P объект P\{α} не является причиной, т. е.
∃C : α 6∈ C, P\{α} ⊆ C и C 67→ B, где C 67→ B
означает, чтоB не может содержаться в объек-
те, следующем за объектом C.

Приведенное определение причины является
упрощением причин, возникающих в реальном ми-
ре. Например, реальные причины могут возникать
как совокупность характеристик из разных про-
странств. Одно следствие может порождаться
разными причинами или возникать из внешних
и ненаблюдаемых характеристик. Однако представ-
ленная далее формализация позволяет доступно
изложить причинно-следственные истоки проти-
воречий, которые инициируют в дальнейшем глу-
бокое исследование рассматриваемых процессов.

Будем считать, что для любого интересующего
нас свойстваB существует причина. Тогда справед-
лива следующая теорема.

Теорема 1. Для любого свойства B существует един-

ственная причина.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Доказательство будем вести
от противного, т. е. предположим, что существуют
две причины свойства B: P и P ′, P 6= P ′. Тогда
существует α ∈ U , которое удовлетворяет одному
из двух условий:

(а) α ∈ P , α /∈ P ′;

(б) α /∈ P , α ∈ P ′.

Пусть выполняется условие (б). Тогда P ′\{α}
не является причиной по условию 2 определения 1,
т. е. ∃C такое, что α /∈ C, P ′\{α} ⊆ C и C 67→ B. Но
если B произошло и P его причина, то C 7→ B, что
противоречит предположению. Теорема 1 доказана.

Лемма. Если P — причина появления свойства B,

то объект B определяет существование свойства P
в объекте, предшествующем B.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из предположения, что
у каждого свойстваB есть причина, и условия, чтоP
является причиной B, следует, что при появлении
в данных свойства B объект C, предшествующий
появлению B, содержит как часть объект P . Это
следует из теоремы 1 и определения причины.

Докажем принцип «необходимого условия», ко-
торый, несмотря на простоту доказательства, будет
играть в дальнейшем существенную роль.

Теорема 2. Если P — причина появления свойства B
иA ⊆ P , то объектB определяет наличие свойстваA
в объекте, предшествующем B.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть в данных имеется объ-
ектB и P 7→ B, тогда в силу существования и един-
ственности причиныB в данных должен существо-
вать объект C, предшествующий B и содержащий
причину P . Поскольку A ⊆ P и B содержит при-
чину P , то B 7→ A. С учетом леммы теорема 2
доказана.

Пусть даны пространства U1, U2, . . . и имеется
последовательность данных (процесс выполнения
этапов проекта в соответствии с рис. 1) A,B, . . .,
где каждый объект является подмножеством неко-
торого пространства Ui, i = 1, . . . Тогда в объекте A
присутствует причинаP появления интересующего
нас свойства C в объекте B. Пусть P ⊆ A, тогда
по теореме 2 ∀α ∈ P : C 7→ {α}, т. е. из появле-
ния C следует появление характеристики α в пред-
шествующем объекте. Это необходимое условие
того, чтоC удовлетворяет причинно-следственным
связям развития процесса выполнения проекта. Ес-
ли для C нет характеристики α, которую можно от-
нести к причинеC, то можно считать, что нарушена
причинно-следственная связь и C — аномальный
объект.

Пример. Если объект C состоит в получении сум-
мы a фирмой K, то согласно теореме 2 в предшест-
вующем объекте должна существовать причина пе-
ревода суммы a на фирму K. Если эта причина
в проекте отсутствует, то это можно считать при-
знаком мошеннической схемы. Все проекты по
предположению собираются из «кубиков», содер-
жащихся в БЗ. Тогда можно сравнить цену объек-
та C, породившего получение суммы a, и сумму,
присутствующую в смете проекта. Если разница
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велика, то это либо ошибка проекта, либо признак
мошеннической схемы.

5 Поиск противоречий
на основе принципа
«необходимых условий»

Как было показано в разд. 3, нахождение про-
тиворечий соответствуют движению от следствия
к причине. Для каждого объекта в наблюдаемых
данных выявление причин его появления явля-
ется трудоемкой задачей. Кроме того, при реа-
лизации контроля соблюдения причинно-следст-
венных связей на большом множестве участников
экономической деятельности задача анализа при-
чин становится трудоемкой. Поэтому процедуру
контроля необходимо разбить на два этапа, где
первый этап состоит в анализе простых «необхо-
димых условий» проявления мошенничества, когда
используется хотя бы одна известная характеристи-
ка причины. Второй этап (в режиме офлайн) со-
стоит в выявлении причин, позволяющих провести
анализ источников мошеннических схем.

Один из подходов к выбору «необходимых усло-
вий» состоит в построении множества подцелей
исходной цели проекта (структурный метод по-
строения проекта [7]). Каждая подцель описы-
вается диаграммой на рис. 1, и реализации под-
целей должны образовывать полный функционал
цели. Это является необходимым, но не достаточ-
ным условием достижения цели, так как при таком
подходе отсутствует компонент согласования всех
подцелей в единую систему. Однако такой подход
значительно упрощает анализ выполнения проекта
на предмет поиска мошенничества. Если призна-
ки мошенничества будут обнаружены в реализации
хотя бы одной из подцелей, то это значит, что
мошенничество присутствует в реализации всего
проекта.

Аналогично в реализации каждого этапа в любой
из подцелей можно выделять простые «необходи-
мые условия» нарушения причинно-следственных
связей.

Таким образом, получается множество «необ-
ходимых условий», нарушение которых свидетель-
ствует о наличии мошенничества. Это множество
«необходимых условий» можно назвать метадан-
ными [8, 9] для контроля проекта на выявление
мошенничества.

6 Заключение

В поиске противоречий необходимо от тран-
закций, соответствующих следствиям причинно-
следственных связей, переходить к анализу причин
наблюдаемых следствий. Это сложная задача, ко-
торая связана с описанием причин определенных
свойств.

В работе представлена модель, позволяющая
строить множество необходимых условий соответ-
ствия наблюдаемого следствия вызвавшей его при-
чине. Этот подход делает поиск противоречий
вполне вычислимой задачей, но не гарантирует
успех.
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Abstract: An approach to a research of some types of fraud in digital economy with the usage of relationships
of cause and effect is formulated. In all types of the considered frauds, the discrepancy between the purposes of
financial transactions and actual cost of achievement of these purposes has to be observed. Data on transactions
can be collected by observing information flows in which these transactions are reflected. The architecture of data
collection and their analysis can be organized by means of the distributed ledgers with the centralized consensus that
allows creating an analog of the electronic account book fixing financial and economic activity of subjects of digital
economy in the region. The methods of fraud identification considered are based on the contradictions between
actions described in transactions and information, which is contained in plans, standards, precedents, etc. The
method based on a simplified scheme of implementation of the abstract project is considered. For identification
of contradictions, it is necessary to carry out the analysis from the effect to the cause, i. e., to look for anomalies
in information describing the generation of the observed effects. It is shown how in implementation of the project
it is possible to allocate simple “necessary conditions” of violation of cause and effect relationships, i. e., a set of
“necessary conditions” violation of which demonstrates fraud existence. It is possible to call this set of ”necessary
conditions” by metadata for control of the project for fraud identification.
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О ТЕОРЕТИКО-АВТОМАТНЫХ МОДЕЛЯХ БЛОКЧЕЙН-СРЕДЫ∗

В. С. Анашин1

Аннотация: Рассматриваются методы анализа и моделирования блокчейн-среды, основанные на теоре-
тико-автоматных моделях, в первую очередь на так называемых «автоматах с метками времени» (timed
automata). Также предлагается новая версия автоматов с метками времени, позволяющая избежать
некоторых неудобств моделирования с помощью классических автоматов с метками времени, а при
моделировании блокчейн-среды на основе последних приходится использовать переменные разных
типов, действительные и булевы, что вызывает ряд сложностей как теоретического, так и практического
характера. Предлагаемый подход основан на применении 2-адического анализа, что дает возможность
использовать переменные одного и того же типа, а именно булева.

Ключевые слова: блокчейн-среда; смарт-контракт; автомат с метками времени
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1 Введение

При построении математических моделей
блокчейн-среды теоретико-автоматная модель
возникает естественным образом, поскольку функ-
ционирование блокчейн-среды — это детерми-
нированный процесс, в ходе которого решение
о включении или невключении блока в реестр зави-
сит как от предыдущих блоков (булев тип данных),
так и от времени (тип данных — действительные
числа). Таким образом, если рассматривать теку-
щее состояние реестра как предыдущее состояние,
а состояние реестра сразу после включения в не-
го очередного блока как последующее состояние,
то процесс изменения содержимого реестра мож-
но описать с помощью понятия «автомат с метка-
ми времени» (timed automaton), для которого далее
в тексте статьи используется термин T-автомат или
кратко — TA.

Основы математической теории ТА были зало-
жены в работе [1]. В плане математических моделей
блокчейн-среды на основе ТА представляет
интерес работа [2], поскольку в ней моделиру-
ется функционирование смарт-контрактов в бит-
койн-среде (последняя представляет собой част-
ный случай блокчейн-среды), что является одним
из наиболее важных моментов для полноценного
функционирования цифровой экономики на осно-
ве блокчейн-среды (а не только для реализации
криптовалют). Отметим, что в этой работе для мо-
делирования смарт-контрактов использован язык
Uppaal, разработанный для описания и верифи-
кации моделей, основанных на ТА (см. описание
Uppaal в [3]). На основе этой же модели описыва-

ется и биткойн-среда [4]. Подчеркнем, что с точки
зрения математического описания и моделирова-
ния любой юридически правильно составленный
контракт можно рассматривать как конечный ав-
томат (см., например, [5]). Более того, извест-
ны методы извлечения описания смарт-контрактов
как конечных автоматов из функционирующей во
времени блокчейн-среды [6].

Сказанное означает, что функционирование
смарт-контрактов в блокчейн-среде можно рас-
сматривать как взаимодействие автоматов во време-
ни, т. е. ТА можно рассматривать как релевантную
модель описания такого взаимодействия.

Отметим, что моделирование функционирова-
ния смарт-контрактов в блокчейн-среде является
одним из важных методов проверки стойкости про-
тив компрометации. Смарт-контракт использует
входные данные от других смарт-контрактов, поль-
зователей, а также о текущем времени и выдает
выходные данные, которые используются другими
пользователями и/или другими смарт-контракта-
ми, а потому ошибочное функционирование одно-
го смарт-контракта может привести к сбою в работе
всех связанных с ним смарт-контрактов и узлов
сети. Однако смарт-контракт может быть очень
сложно устроен даже уже на уровне юридического
документа, не говоря уже о его программной ре-
ализации, поэтому требуется тщательная проверка
правильного функционирования смарт-контракта
и в юридическом плане, и как компьютерной про-
граммы. Такую проверку достаточно сложно вы-
полнить вручную, однако моделирование смарт-
контракта позволяет поставить ряд машинных
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экспериментов для изучения поведения смарт-кон-
тракта как автомата при подаче на него тех или иных
входных данных, т. е. смоделировать его поведение
в самых разных условиях. Именно эти соображе-
ния послужили мотивацией работы [2], в которой
используется теоретико-автоматная модель смарт-
контракта на основе ТА, где время представляется
действительными числами.

В данной работе предлагается принципиаль-
но иной подход к построению теоретико-автомат-
ных моделей функционирования блокчейн-среды
(в частности, функционирования смарт-контрак-
тов в этой среде) как автомата с временн‚ыми метка-
ми, в котором физическое время представляется не
действительными, а 2-адическими числами. Такой
подход представляется автору оправданным и пло-
дотворным по нескольким причинам:

– итоговая модель представляет собой автомат
в стандартном понимании этого термина; при
этом задаваемое автоматом преобразование
слов реализуется не в виде таблицы пере-
ходов состояний, а в виде программы без
ветвления, представляющей собой последо-
вательность стандартных команд процессора,
а именно: арифметических и поразрядных ло-
гических операций;

– поскольку полученный автомат является
«обычным» автоматом, описание его функци-
онирования может быть сведено к изучению
функции, заданной и принимающей значения
в пространстве целых 2-адических чисел вви-
ду того, что каждая детерминированная (по
C. В. Яблонскому) функция (т. е. функция, зада-
ваемая автоматом) есть p-адическая функция,
удовлетворяющая условию Липшица с кон-
стантой 1 относительно подходящей p-адиче-
ской метрики, и обратно: все такие функции
являются детерминированными (см., напри-
мер, [7]);

– сказанное дает возможность применять
к изучению таких автоматов (а значит,
и к изучению функционирования смарт-кон-
трактов в блокчейн-среде) развитый аппарат
p-адического анализа и, шире, алгебраической
динамики в духе монографии [8];

– наконец, 2-адическое (и, шире, p-адическое)
время является хоть и не общепринятой, но
тем не менее довольно широко используемой
и во многих случаях релевантной математиче-
ской моделью физического времени, активно
изучаемой уже почти три десятилетия в рам-
ках p-адической математической физики (см.
обзорную статью [9], а также соответствующие
разделы и ссылки в [8]).

2 Автоматы и языки

Понятие «автомат» в русскоязычной литера-
туре используется в различных смыслах, кото-
рым соответствуют английские термины state ma-
chine, sequential machine, transducer и т. д., поэтому
во избежание недоразумений введем определения,
используемые в данной работе. Везде далее под ал-

фавитом понимается конечное непустое множе-
ство, содержащее хотя бы два элемента.

Определение 2.1. Автомат-определитель (далее —
d-автомат) — это кортеж 〈I,S,F , S, s0〉, где

(1) I есть входной алфавит;

(2) S есть непустое (необязательно конечное)
множество, называемое множеством состо-

яний;

(3) F есть конечное непустое подмножество мно-
жества S, называемое множеством принима-

ющих состояний;

(4) s0 ∈ S — начальное состояние;

(5) S : I × S → S — функция перехода.

Автомат-определитель называется конечным, если
конечно множество S его состояний.

Множество всех конечных последовательно-
стей W(I) над множеством I называется мно-
жеством слов. Отметим, что W(I) не содержит
пустого слова (слова нулевой длины) ∅; полагаем
W0(I) = W(I) ∪ {∅}. Используем стандартное
определение языка, распознаваемого d-автоматом,
и регулярного языка (языка, распознаваемого ко-
нечным d-автоматом) (см., например, [10]). Отме-
тим, что данному понятию конечного d-автомата
в [10] соответствует понятие DFA — deterministic
finite automaton.

Определение 2.2. Автомат-преобразователь (да-
лее — f-автомат) есть кортеж 〈I,S,O, S,O, s0〉, где
I, S, S и s0 те же, что и в определении 2.1, O —
выходной алфавит, аO : I×S → O— функция выхода.

Вышеприведенное определение соответствует
понятию автомата Мили, или, что то же самое, по-
нятию 1-равномерного преобразователя (1-uniform
transducer) из [10], с той лишь разницей, что множе-
ство состояний автомата в смысле определения 2.2
может быть и бесконечным; если же множество со-
стояний конечно, то определение 2.2 превращается
в стандартное определение автомата Мили (Mealy
sequential machine).

Каждый преобразователь естественным образом
задает отображение множества W(I) во множе-
ствоW(O), а каждый d-автомат задает отображение
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множества W(I) во множество F ∪ R, где R /∈ S,
и в R отображаются те и только те слова, которые
не принимаются d-автоматом.

3 Автоматы и время
T-автоматы, они же автоматы с метками време-

ни, или timed automata в англоязычной литературе,
введенные в [1], использовались для моделирова-
ния функционирования блокчейн-среды, посколь-
ку разные узлы, функционирующие в блокчейн-
среде, получают очередной блок, вообще говоря,
в разные моменты времени. Целый ряд атак на
блокчейн основан именно на факте «разновремен-
ности» получения очередных блоков пользовате-
лями.

Чтобы ввести понятие Т-автомата, сначала по-
надобится определение (бесконечного) слова с мет-
ками времени (timed word), или, для краткости,
t-слова.

Определение 3.1. (Бесконечное) слово с метками

времени (t-слово) над алфавитом A есть (бесконеч-
ная) последовательность пар ((ai, τi))

∞
i=0, где ai ∈

∈ A, τi ∈ R≥0, причем последовательность (τi)∞i=0
действительных неотрицательных чисел τi строго
и неограниченно возрастает: τ0 < τ1 < τ2 < · · ·
и limi→∞ τi =∞.

На содержательном уровне слово с метками вре-
мени ((ai, τi))

∞
i=0 интерпретируется как последова-

тельность символов (ai)
∞
i=0 алфавита A, поданных

в автомат в моменты времени τ0, τ1, . . . соответ-
ственно.

Ниже, следуя [1], дадим определение Т-авто-
матов. В этом определении будет использоваться
понятие таблицы переходов состояний с метками

времени, а также понятие временн‚ых ограничений на
переходы.

Определение 3.2. Пусть T есть (счетное) множество
переменных, называемых далее временн‚ыми пере-

менными, пусть tj ∈ T . Временн‚ым ограничением

называется любая булева комбинация предикатов
вида tj ≤ q и q ≤ tj, где q ∈ Q≥0 — неотри-
цательные рациональные константы, а символ ≤
интерпретируются обычным образом как бинар-
ное отношение «меньше либо равно». Пусть даны:
(входной) алфавит I, конечное множество S со-
стояний, конечное множество C, называемое мно-
жеством таймеров, и множество �(C) временн‚ых
ограничений от временн‚ых переменных t1, . . . , t|C|.
Тогда таблица переходов состояний с метками вре-

мени (далее — ТТТ) есть некоторое множество кор-
тежей вида (s, a, s′, G, ϕ), где s, s′ ∈ S, ϕ ∈ �(C),
G ∈ 2C — подмножество множества таймеров (воз-
можно, и пустое).

Определение 3.3. Детерминированный автомат

с метками времени (далее — Т-автомат) есть кор-
теж 〈I,S, E , C,�(C), s0〉, где I, S, s0 — те же, что
и в определении 2.1, S — конечное множество, C
и �(C) — из определения 3.2, а E — ТТТ в смысле
определения 3.2, причем

(1) в начальном состоянии s0 текущие значения
всех временн‚ых переменных равны 0;

(2) для любых a ∈ I, s ∈ S и любой пары эле-
ментов TTT E вида (s, a, ∗, ∗, ϕ1), (s, a, ∗, ∗, ϕ2)
временн‚ые ограниченияϕ1 иϕ2 являются вза-
имно исключающими, т. е.ϕ1∧ϕ2 тождествен-
но ложно.

Замечание. Если в определении 3.3 допустить на-
личие нескольких начальных состояний и опустить
условие (2), то получим определение недетермини-
рованного Т-автомата.

4 d- и f-автоматы вместо
Т-автоматов в моделях
блокчейн-среды

В этом разделе обсудим возможность сведения
T-автоматной модели блокчейн-среды, использу-
емой в литературе (например, в работах [2, 4]),
и покажем, что описанные T-автоматные модели
блокчейн-среды могут быть «без потери точности»
сведены к существенно более простым моделям,
а именно: к «обычным» f-автоматам в смысле опре-
деления 2.2. Отметим сразу, что «физической осно-
вой» для такой «аппроксимации» функциониро-
вания блокчейн-среды с помощью более простой
f-автоматной модели, чем с помощью используемой
в литературе более сложной Т-автоматной, служит
следующее ограничение: в реальной жизни время,

разделяющее два следующих один за другим события,

не может быть произвольно малым, оно всегда огра-
ничено снизу некоторой величиной. Например,
в квантовой физике предполагается, что события,
разделенные планковским временем, т. е. проме-
жутком примерно в 5, 4 · 10−44 с, происходят
одновременно, и, более того, в настоящее время
минимальный интервал времени, доступный физи-
ческому измерению, составляет примерно 10−20 с.
Отсюда следует, что любой временной интервал
кратен некоторому минимальному временн‚ому ин-
тервалу (в предельном случае — планковскому вре-
мени) и, таким образом, с точностью до множите-
ля, равного длине этого минимального интервала,
является натуральным числом.

С другой стороны, T-автоматные модели позво-
ляют рассматривать поведение моделируемой сис-
темы в «предельных» ситуациях; например, когда
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временной промежуток между соседними «событи-
ями» стремится к 0 (см. [1, example 3.22]). Рассмот-
рение «предельного» поведения часто оказывается
очень полезным для описания не только качествен-
ных, но нередко и количественных характеристик
моделируемой системы. Возможность «перехода
к пределу» в Т-автоматных моделях основана на
том, что множество Q≥0 всюду плотно в множе-
стве R≥0 относительно обычной действительной
метрики.

Таким образом, для моделирования блокчейн-
среды хотелось бы построить аналог ТА, в которых
время, с одной стороны, было бы «дискретным»,
т. е. в качестве «исходных» меток времени выступа-
ли бы натуральные, а не рациональные (как в опре-
делении ТА) числа, но, тем не менее, чтобы со-
хранялась и возможность «предельного перехода»
как в целях получения описания поведения всей
системы во времени на (хотя бы) качественном
уровне, так и получения оценок «точности» моде-
ли. Поскольку речь идет о предельном переходе, то
необходимо задать некоторую метрику на множе-
стве всех натуральных чисел, относительно которой
такой предельный переход был бы возможен и отно-
сительно которой натуральные числа образовывали
бы всюду плотное подмножество подобно тому, как
множество Q≥0 является всюду плотным подмно-
жеством в R≥0 относительно действительной мет-
рики. Такие метрики существуют: это p-адические
метрики.

Будем рассматривать t-слова с метками времени
из N0 = {0, 1, 2, 3, . . .} (а не из R≥0, см. определе-
ние 3.1) над конечным алфавитом A, содержащим
хотя бы два символа. Без ограничения общности
можно считать, что если p ≥ 2— это мощность ал-
фавитаA, то символами алфавитаAявляются числа
0, 1, . . . , p− 1. Заметим, что такие t-слова представ-
ляют собой частный случай так называемых слов

с данными (data word), введенных в [11], а именно:
когда множество данных D совпадает с N0. Вве-
денные в определении 3.1 слова с метками времени
также представляют собой слова с данными для слу-
чая, когда данные лежат в R≥0. На основе понятия
слов с данными естественным образом вводится
понятие языка с данными (data language), а также
автомата с данными (data automaton, далее — D-ав-
томат).

Определение 4.1. Автомат A с данными D есть кор-
теж A = 〈I,S,F , T , k,∼ , s0〉, где I, S, F , s0 — те
же, что и в определении 2.1;

– k есть натуральное число (называемое числом
регистров данных);

– ∼ есть отношение эквивалентности конечного
индекса, определенное на Dk;

– T ⊆ S × Dk/∼ ×I × Dk/∼ ×S есть конечное
множество переходов;

– U есть множество модификаций состояний ре-
гистров upd: Dk → Dk, удовлетворяющие сле-
дующим ограничениям:

• для любого кортежа

(s, g, a) ∈ S × Dk/∼ ×I

существует (единственная) модификация
регистров upd ∈ U такая, что если
(s, g, a,upd′, g′, s′) ∈ T для некоторого
upd′ ∈ U , то upd′ = upd;

• если(s, g, a,upd, g′, s), (s, g, a,upd, g′, s′)∈T ,
то s′ = s.

Как показано в [11, теорема 13], для любого де-
терминированного T-автомата из определения 3.3,
имеющего n таймеров (см. определение 3.2), су-
ществует D-автомат с 2n + 2 регистрами, распо-
знающий в точности тот же самый язык. Далее
построим f-автоматы (см. определение 2.2), ап-
проксимирующие с любой наперед заданной точ-
ностью (в некотором точно определенном ниже
смысле) данный детерминированный T-автомат
и тем самым сведем задачу моделирования функ-
ционирования блокчейн-среды (в первую очередь,
моделирования смарт-контрактов) Т-автоматами
к моделированию «обычными» автоматами с дво-
ичными входами и двоичными выходами. Для это-
го сначала понадобится ввести новый частный тип
D-автоматов, а именно: автоматы с p-адическим

временем.
Зафиксируем некоторое простое число p (в кон-

тексте данной статьи наиболее важным является
случай p = 2) и рассмотрим в качестве меток дан-
ных (в словах с данными) целые p-адические числа,
т. е. элементы пространства Zp целых p-адических

чисел. С введением в теорию p-адических чисел
и p-адический анализ можно ознакомиться, напри-
мер, по вводным главам в [8]. Здесь же введем
лишь самые необходимые понятия из p-адического
анализа, и притом на неформальном уровне.

Множество Zp можно рассматривать как мно-
жество W∞(A) всех бесконечных (в одну сторону,
в данной статье — влево) слов над алфавитом A =
= {0, 1, . . . , p − 1}, символы которого можно счи-
тать элементами кольца Z/pZ вычетов по модулю p,
т. е. элементами поля из p элементов. На множе-
стве Zp можно задать операции сложения и умно-
жения с помощью стандартных «школьных» алго-
ритмов сложения и умножения «в столбик» чисел,
представленных в системе счисления с основани-
ем p. Если p = 2, то бесконечные бинарные строч-
ки можно мыслить себе как представления чисел
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в обобщенном обратном двоичном коде (см., на-
пример, [12, с. 213]). Использование обобщенного
обратного двоичного кода дает возможность запи-
сывать в регистр бесконечной длины как все целые
неотрицательные числа (им соответствуют строч-
ки с конечным числом единиц), так и все целые
отрицательные числа (им соответствуют строчки
с конечным числом нулей), а также все рацио-
нальные числа, представимые в виде простых несо-
кратимых дробей с нечетными знаменателями (им
соответствуют периодические с какого-то момента
строчки).

Множество Zp является полным компактным
метрическим пространством относительно p-ади-

ческой метрики dp, которая задается следующим
образом: dp(a,b) = 1/p

i тогда и только тогда, ко-
гда a = · · · ai+1aici−1 · · · c0, b = · · · bi+1bici−1 · · · c0
и ai 6= bi (по определению dp(a,b) = 0, если тако-
го i не существует, т. е. если бесконечные слова a
и b совпадают). Абсолютная величина ‖a‖p вводит-
ся стандартным образом как расстояние до числа 0
(этому числу соответствует бесконечная строчка из
одних только нулей): ‖a‖p = dp(a, 0).

Можно ввести понятия «приведения по моду-
люpn» и «сравнения по модулюpn» для целыхp-ади-
ческих чисел, а именно: приведение по модулю pn

бесконечного слова в алфавите A = {0, 1, . . . , p− 1}
означает всего лишь переход к конечному началь-
ному отрезку длины n этого бесконечного сло-
ва, т. е. modpn : W∞(A) → Wn(A), где Wn(A)
есть множество всех слов длины n над алфави-
том A. Отметим, что элементы множестваWn(A)
естественным образом отождествляются с числами
0, 1, . . . , pn − 1, представленными в системе счисле-
ния с основанием p, а эти числа, в свою очередь,
отождествляются с элементами кольца Z/pnZ вы-
четов по модулю pn. Более того, оказывается, что
любое отображение fA : W

∞(A) → W∞(A), за-
даваемое автоматом-преобразователем A, входной
и выходной алфавиты которого суть A, т. е. I =
= O = A = {0, 1, . . . , p − 1} (см. определение 2.2)
есть функция, определенная на Zp и принимающая
значения в Zp, которая удовлетворяет p-адическо-
му условию Липшица с константой 1 (и, следова-
тельно, является непрерывной относительно мет-
рики dp функцией): ‖fA(a) − fA(b)‖p ≤ ‖a − b‖p

для любых a,b ∈ Zp. Верно и обратное: любое
отображение из Zp в Zp, удовлетворяющее p-ади-
ческому условию Липшица с константой 1, зада-
ется некоторым автоматом-преобразователем (не
обязательно конечным), входной и выходной ал-
фавиты которого суть {0, 1, . . . , p − 1} (см., напри-
мер, [7]).

Отметим, что каждый из двух типов автоматов:
автоматы-определители, т. е. d-автоматы из опре-

деления 2.1, и автоматы-преобразователи, т. е. f-ав-
томаты из определения 2.2, — может быть сведен
один к другому (см. подробнее [10, теорема 4.3.2]).
Таким образом, в случае p = 2 задачи о d-автоматах
и распознаваемых ими языках могут быть сведены
к задачам о функциях, удовлетворяющих 2-адиче-
скому условию Липшица с константой 1. Такие
функции называются в литературе также функци-
ями треугольного вида, двоичными совместимыми
функциями, Т-функциями.

В контексте данной статьи весьма важным явля-
ется тот факт, что Т-функции допускают осо-
бо простую реализацию в виде компьютерной
программы, а именно: компьютерная реализа-

ция детерминированной функции автомата, входной

и выходной алфавиты которого состоят из двух сим-

волов, не требует реализации его таблицы переходов

состояний, а может быть записана (в том числе

и для автоматов с бесконечным числом состояний)

в виде Т-функции, которая, в свою очередь, пред-

ставляет собой программу без ветвлений, состоящую

из последовательности стандартных компьютерных

команд, таких как арифметические команды (сложе-

ние и умножение натуральных чисел) и поразрядные

логические команды OR, AND, XOR, NOT, а также про-

изводных от них команд, таких как сдвиг в сторону

старших разрядов, маскирование и ряда других, таких

как деление на нечетные числа, возведение нечетных

чисел в степень и др. [8].
Сказанное остается в силе и для автоматов, вход-

ной и выходной алфавиты которых состоят из со-
ответственно 2n и 2m символов, поскольку такие
автоматы можно рассматривать как автоматы, име-
ющие n двоичных входов и m двоичных выходов,
а значит, как многомерные Т-функции, т. е. как
непрерывные относительно 2-адической метрики
отображения из Zn

2 в Zm
2 , удовлетворяющие

многомерному 2-адическому условию Липшица
с константой 1. Для Т-функций имеется хоро-
шо развитая математическая теория, основанная на
2-адическом анализе и имеющая многочисленные
(в первую очередь — криптографические) прило-
жения (см. [8]).

Дадим теперь формальное определение автома-
та с 2-адическим временем.

Определение 4.2. D-автомат из определения 4.1 на-
зовем автоматом с 2-адическим временем (Z2-авто-
матом), если I = {0, 1} и D = Z2.

Разумеется, похожим образом можно сформу-
лировать и понятие Z2-автомата с входным алфа-
витом из 2r символов, т. е. Z2-автомата с r двоичны-
ми входами. Язык, распознаваемый Z2-автоматом,
определяется обычным образом на основе опреде-
ления 4.2.
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Говоря неформально, любой T-автомат (см.
определение 3.3) можно рассматривать как «авто-
мат с двумя входами»: временн‚ым и алфавитным,
где на каждом такте работы подается на алфавитный
вход очередной символ входного слова, а на вре-
менной вход — действительное число, служащее
меткой времени этого входного символа. С этой
точки зрения Z2-автомат тоже имеет два входа; при
этом на алфавитный вход подается символ входного
алфавита, т. е. 0 или 1, а на временной вход — метка
времени, т. е. целое 2-адическое число.

Все t-слова могут быть равномерно приближены
словами с 2-адическими метками времени (далее —
Z2-словами) в следующем смысле. Вначале все
символы входного алфавита T-автомата пронуме-
руем и запишем в виде двоичных представлений
соответствующих чисел. Таким образом, можно
считать, что на алфавитный вход автомата всегда
подается r бинарных последовательностей, где r —
число двоичных разрядов, необходимых для записи
всех символов входного алфавита.

Далее зафиксируем любое действительное ε > 0
и выберем рациональные числа zi(w), представи-
мые в виде простых несократимых дробей с нечет-
ными знаменателями (все эти рациональные числа
лежат в Z2) так, чтобы |τi(w)− zi(w)| < ε, где τi(w)
есть i-я метка времени в t-словеw. Такой выбор все-
гда можно сделать, например, следующим образом.
Представим

τi(w) = ⌊τi(w)⌋+ (τi(w)− ⌊τi(w)⌋) ,

где ⌊τi(w)⌋ есть целая (с недостатком) часть чис-
ла τi(w). Выберем h ∈ N таким, чтобы 1/3h <
< ε, запишем дробную часть (τi(w) − ⌊τi(w)⌋) чис-
ла τi(w) в троичной системе счисления с точностью
до h троичных разрядов после запятой. Тогда
эта дробная часть есть число вида c/3h, где c ∈
∈ {0, 1, . . . , 3h − 1}, и, следовательно, является це-
лым 2-адическим числом. Прибавляя к получен-
ному таким образом числу целую (с недостатком)
часть ⌊τi(w)⌋ числа τi(w), получаем целое 2-адиче-
ское число zi(w). В этом смысле каждое t-слово
w = ((ai, τi))

∞
i=0 приближается с точностью не ху-

же чем ε словом ((ai, zi(w)))
∞
i=0, которое является

входным Z2-словом для Z2-автомата с r алфавитны-
ми входами, причем алфавит каждого алфавитного
входа бинарный.

Далее все Z2-слова могут быть равномерно при-
ближены Z2-словами с метками времени из N0
(и даже из Z/2hZ) с любой наперед заданной 2-ади-
ческой точностью 1/2h. Действительно, для этого
достаточно каждую из 2-адических меток времени
в каждом Z2-слове привести по модулю 2h. Таким
образом на основе вышеописанной процедуры

«аппроксимации» t-автомата Z2-автоматом мож-
но построить последовательность Z2-автоматов Yh

с метками времени из Z/2hZ, h = 1, 2, 3, . . ., аппрок-
симирующих в вышеуказанном смысле исходный
t-автомат.

Используя описанную выше процедуру постро-
ения f-автомата на основе данного d-автомата,
можно любому D-автомату сопоставить детерми-

нированную функцию с метками времени, считая,
например, что i-й символ выходного слова имеет ту
же метку времени, что и i-й символ соответствую-
щего ему входного слова. Таким образом на основе
данного Z2-автомата из определения 4.2 можно по-
строить детерминированную функцию с метками
времени из Z2, полагая i-й выходной символ рав-
ным 1, если автомат находится в принимающем
состоянии (т. е. в состоянии из множества F), и 0
в противном случае.

Наконец, этим способом каждому из постро-
енных выше аппроксимирующих автоматов Yh

можно сопоставить детерминированную функцию
с метками времени из Z/2hZ. Итак, для данно-
го Т-автомата построена последовательность ап-
проксимирующих его (в вышеописанном смысле)
T-функций, т. е. «обычных» f-автоматов в смысле
определения 2.2, имеющих r + h двоичных входов
и h + 1 двоичный выход. Таким образом, доказано
следующее

Предложение. Каждый Т-автомат аппроксимиру-

ется с любой наперед заданной точностью (в опи-
санном выше смысле) некоторым f-автоматом над

двухсимвольным алфавитом.

5 Выводы
В данной работе показано, что для моделиро-

вания функционирования блокчейн-среды (в част-
ности, моделирования работы смарт-контрактов),
даже несмотря на то что эта среда функционирует
в реальном физическом времени, нет необходи-
мости прибегать к сложным (и достаточно ресурсо-
емким) моделям, основанным на концепции авто-
матов с метками времени, представляющими собой
действительные числа, а достаточно ограничиться
(без потери точности) моделированием этой сре-
ды с помощью детерминированных функций над
2-символьным алфавитом (известных также под
названием Т-функций), т. е. с помощью «обычных»
автоматов с бинарным входным/выходным алфави-
том. Эти функции могут быть реализованы в виде
программ без ветвления, выполненных как после-
довательности стандартных команд любого процес-
сора, что позволяет надеяться на относительную
простоту их программной реализации и высокое
быстродействие соответствующих программ.
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ОБ ОДНОМ МЕТОДЕ РЕШЕНИЯ СИСТЕМ КВАДРАТИЧНЫХ

БУЛЕВЫХ УРАВНЕНИЙ, ИСПОЛЬЗУЮЩЕМ ЛОКАЛЬНЫЕ

АФФИННОСТИ БУЛЕВЫХ ФУНКЦИЙ∗

О. А. Логачев1, А. А. Сукаев2, С. Н. Федоров3

Аннотация: Как известно, вычислительная задача решения систем нелинейных уравнений над полем из
двух элементов является NP-трудной. Этим обстоятельством обусловливается стремление исследователей
разрабатывать алгоритмы ее решения, минимизирующие необходимые вычислительные ресурсы для тех
или иных классов систем уравнений. В статье предлагается метод решения систем квадратичных
булевых уравнений, использующий представление функций их аффинными нормальными формами,
т. е. в некотором смысле аппроксимацию квадратичных функций кусочно-аффинными. Для каждого
уравнения на основе такого представления строится набор систем небольшого числа линейных уравнений,
а затем ищется совместная комбинация этих линейных систем для различных исходных уравнений.
Исходная нелинейная задача, таким образом, сводится, по большому счету, к проверке совместности
серии линейных систем от того же числа переменных. Метод может быть эффективно распараллелен
и, несмотря на большую трудоемкость в худшем случае, допускает ряд эвристик, уменьшающих время его
выполнения.

Ключевые слова: булева функция; система квадратичных булевых уравнений; разбиение векторного
пространства; плоскость; локальная аффинность; аффинная нормальная форма; алгебраический крип-
тоанализ

DOI: 10.14357/19922264190206

1 Введение

Фундаментом сложившегося за последние два
десятилетия направления исследований, которое
принято называть алгебраическим криптоанали-
зом, служит идея, состоящая в том, чтобы опи-
сать используемые в анализируемой криптосистеме
преобразования системой алгебраических уравне-
ний (с некой секретной информацией в качестве
неизвестных переменных) и затем решить эту сис-
тему. Сама эта идея далеко не нова, ее высказывал
еще Клод Шеннон в 1940-х гг. [1], но более или
менее активный и постоянный интерес к такой по-
становке вопроса наблюдается с середины 1990-х гг.

Для первой части этого подхода, состоящей
в построении системы уравнений, вряд ли можно
дать универсальные рекомендации. Все зависит от
криптосистемы и от того, каким методом предпо-
лагается решать эту систему уравнений. При этом
нередко структура исследуемой криптосистемы са-
ма подсказывает, как составить соответствующую
систему уравнений. Данная статья не касается это-

го вопроса. Следует только отметить, что, как
правило, строится переопределенная система урав-
нений, левые части которых представляют собой
полиномы над полем F2 или F2k .

Что касается второй части подхода, проблема
решения системы уравнений — это весьма важная
задача для математики вообще, и поэтому довольно
интенсивно изучалась. Однако для криптоанализа,
в отличие от многих других областей математики,
крайне важно не принципиальное наличие реше-
ния, а конструктивный метод его поиска, а также
эффективность (невысокая трудоемкость) соответ-
ствующих алгоритмов, возможно, в ущерб универ-
сальности и теоретической обоснованности метода.

Здесь можно выделить несколько основных
классов (практических) методов решения систем
полиномиальных уравнений: использование ба-
зисов Грёбнера [2, разд. 12.2], применение про-
граммных систем поиска выполняющего набора
булевой формулы (SAT-solvers) [3], линеаризаци-
онные методы [2, разд. 12.3]. Основная идея по-
следних — применение «линейных» методов к не-
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линейным системам, т. е. построение систем линей-
ных уравнений, решение которых дает возможность
найти решение исходной системы.

Скорее всего, именно к этому классу следует
отнести описанный в настоящей работе метод ре-
шения системыm квадратичных уравнений отnпе-
ременных над полем F2 (см. систему (1) ниже), хотя
он существенно, если не сказать — кардинально,
отличается от ставшего уже классическим метода
линеаризации.

Предлагается рассматривать вместо каждой
функции fi (1 6 i 6 m) из левой части систе-
мы (1) ее аффинную нормальную форму — выра-
жение, предполагающее, что векторное простран-
ство Fn

2 разбито на плоскости (смежные классы по
аффинным подпространствам) таким образом, что
на каждой из этих плоскостей fi совпадает с неко-
торой аффинной (линейной) функцией. Вопросу
о построении таких выражений для функций сис-
темы посвящена работа [4], где представлен один
из возможных способов их нахождения — вместе
с оценками трудоемкости, поэтому дальнейшее из-
ложение не касается этого этапа метода. Заметим,
что решение системы уравнений лежит в пересе-
чении некоторого набора плоскостей (π1, . . . , πm),
где πi, 1 6 i 6 m, берется из указанного разби-
ения пространства для функции fi. Идея метода
состоит в том, чтобы, отбрасывая заведомо непод-
ходящие комбинации плоскостей, попытаться уга-
дать набор (π1, . . . , πm). На этом наборе все урав-
нения системы можно заменить их аффинными
«аппроксимациями», и тогда останется только ре-
шить линейную систему, которая, подчеркнем это,
в стандартном варианте метода состоит не более чем
из m(⌊n/2⌋ + 1) уравнений от n неизвестных, т. е.
в отличие от других известных линеаризационных
методов, здесь число переменных не увеличивается.
Еще одним преимуществом является то, что метод
вполне естественным образом допускает распарал-
леливание. Кроме того, таким способом решение
находится во всех случаях, хотя это может потребо-
вать большого объема вычислений: в худшем слу-
чае трудоемкость, конечно, экспоненциальна (см.
разд. 5). Чтобы преодолеть это препятствие, не-
обходимо использовать специальные приемы. По-
дробно основная идея подхода описана в разд. 3,
а соображения по его усовершенствованию приве-
дены в разд. 4. Необходимо отметить, что подоб-
ный предлагаемому метод для систем уравнений,
описывающих преобразования в фильтрующих ге-
нераторах, был описан в работе [5].

Данная работа ограничивается рассмотрением
многочленов не более чем второй степени, по-
скольку существует алгоритм (см., например, [2,
§ 11.4.2]), который для произвольной системы по-

линомиальных уравнений фиксированной степени
над полем из двух элементов за полиномиальное
(от числа переменных) время строит такую систе-
му квадратичных уравнений над тем же полем, что
из ее решений однозначно восстанавливаются все
решения исходной системы. Следует, однако, за-
метить, что если не накладывать ограничений на
степень полиномов системы, то верхняя оценка
трудоемкости упомянутого алгоритма становится
уже экспоненциальной [2, § 11.4.6].

Отметим еще некоторые ограничения на рас-
сматриваемую систему. Они не являются необхо-
димыми для применения метода, однако несколько
упрощают изложение, оставаясь при этом и до-
вольно естественными в рамках криптоанализа.
Предполагается, что число уравнений больше чис-
ла неизвестных, что, как правило, справедливо для
систем уравнений, получаемых при анализе крип-
тографических преобразований. Кроме того, рас-
сматриваются лишь те системы уравнений, которые
заведомо имеют решение и притом только одно.
Это условие объясняется тем, что алгебраический
криптоанализ имеет дело не с произвольными урав-
нениями, а лишь с описывающими преобразования
некоторых объектов, например секретного ключа
или открытого текста, в тех или иных криптосисте-
мах; таким образом, решением системы уравнений
является этот самый объект (ключ или открытый
текст). Отметим здесь кстати, что в отличие от ли-
неаризационных методов, где нужна система с до-
статочно большим количеством уравнений, чтобы
компенсировать рост числа переменных, в предла-
гаемом методе чем меньше уравнений в исходной
системе, тем лучше, — лишь бы они имели только
одно общее решение.

2 Необходимые понятия
и обозначения

В данной работе Vn — n-мерное векторное про-
странство над полем из двух элементов F2. Знак
⊕ будет использоваться для записи суммы по мо-
дулю 2 булевых переменных и операций сложения
в F2 и покомпонентного сложения в Vn.

Далее под булевой функцией часто будет под-
разумеваться ее запись в виде полинома

f(x) =
⊕

ε∈{0,1}n

aεx
ε ,

где ε = (ε1, . . . , εn); aε ∈ F2; xε = xε1
1 · · ·xεn

n (счита-
ем x0i = 1 и x1i = xi).
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В настоящей работе рассматриваются системы
уравнений

f1(x1, . . . , xn) = 0 ;
f2(x1, . . . , xn) = 0 ;

· · ·
fm(x1, . . . , xn) = 0





(1)

с квадратичными булевыми функциями fi, 1 6 i 6

6 m, и m > n. Предполагается, что все рассматри-
ваемые системы квадратичных уравнений имеют
единственное решение.

Плоскость π в Vn — это множество вида v + L,
где v и L — соответственно вектор и подпростран-
ство пространства Vn. Сужение булевой функции f
на плоскость π будем обозначать через f |π. Таким
образом, f |π : π → F2 и f |π(u) = f(u) для всехu ∈ π.

Локальной аффинностью булевой функции f на-
зывается такая плоскость π, что f |π можно про-
должить до аффинной функции, т. е. существует
аффинная функция l со свойством f |π = l|π.

Для произвольного разбиения š = {π1, . . . , πλ}
пространстваVn на локальные аффинности булевой
функции f от n переменных аффинной нормальной

формой функции f называется выражение вида:

f(x) =

λ⊕

j=1

χπj (x)lj(x) , (2)

где для каждого j, 1 6 j 6 λ, функция lj аффинна
и f |πj (x) = lj |πj (x), а χπj — характеристическая
функция (индикатор) множества πj . Функции lj
из этого выражения будем называть локальными аф-

финными аппроксимациями функции f . Длиной аф-

финной нормальной формы называется число плос-
костей в разбиении š, обозначим ее через λ(š).

Характеристическая функция плоскости в про-
странстве Vn имеет вполне определенный вид. Лю-
бая плоскость π, как уже отмечалось, может быть
задана как множество решений системы d линей-
ных уравнений (для некоторого d):

h1(x1, . . . , xn) = 0 ;
h2(x1, . . . , xn) = 0 ;

· · ·
hd(x1, . . . , xn) = 0 ,





(3)

где все hi(x) аффинные. Поскольку вектор x при-
надлежит плоскости π тогда и только тогда, когда
все hi, 1 6 i 6 d, обращаются в нуль на нем, харак-
теристическая функция π выражается следующим
образом:

χπ(x) =

d∏

i=1

(hi(x) ⊕ 1).

Если система линейных уравнений задана в мат-
ричной форме — xH ⊕ (b1, . . . , bd) = 0, bi = hi(0),
то выражение будет иметь вид:

χπ(x) =

d∏

i=1

(xHi ⊕ bi ⊕ 1) ,

где Hi — столбцы матрицы H .
Как видно из определения, аффинная нор-

мальная форма представляет собой в некотором
смысле кусочно-аффинную аппроксимацию буле-
вой функции. На каждой локальной аффинностиπj

из разбиения š все, кроме одного, слагаемые в вы-
ражении (2) обращаются в нуль, и функция прини-
мает вид f(x) = χπj (x)lj(x) = lj(x) для всех x ∈ πj .

Возможность заменить на плоскости πj квадра-
тичное уравнение f(x) = 0 линейным уравнением
li(x) = 0 вместе с дописанной к нему системой (3)
будет использоваться при решении систем полино-
миальных уравнений.

3 Метод решения системы,
использующий локальные
аффинности

Пусть дана система квадратичных уравнений (1).
Для применения описываемого далее метода следу-
ет получить аффинные нормальные формы для всех
функций в левых частях уравнений системы. В ра-
боте [4] представлен один из возможных способов,
кажущийся наиболее естественным в квадратичном
случае.

3.1 Построение «локальных» систем
линейных уравнений

Пусть для всех fi, 1 6 i 6 m, определены неко-
торые аффинные нормальные формы:

fi(x) =

λ(i)⊕

j=1

χπij (x)lij(x) .

Здесь предполагается, что каждое разбиение про-
странства на локальные аффинности некоторым
образом упорядочено:

ši =
{
πi,1, . . . , πi,λ(i)

}
, λ(i) = λ(ši)

(как именно лучше их упорядочить для дальнейше-
го использования — предмет отдельного исследо-
вания, несколько слов об этом будет сказано ниже).
Исходя из этих аффинных нормальных форм мож-
но для каждой пары i, j записать эквивалентную
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уравнению fi = 0 на πij систему линейных уравне-
ний:

lij(x) = 0 ;
h1ij(x) = 0 ;

· · ·
h

d(i,j)
ij (x) = 0 ,





(4)

в которой первое уравнение выражает равенство
fi = 0 через аффинную аппроксимацию lij(x)
функции fi(x) на плоскости πij , а остальные d(i, j)
уравнений задают эту плоскость (хотя это не-
принципиально, можно для удобства считать, что
d(i, j) = n− dim πij, т. е. что система содержит ми-
нимальное число уравнений).

Перепишем систему (4) в виде матричного урав-
нения

xAij = bij =
(
lij(0), h

1
ij(0), . . . , h

d(i,j)
ij (0)

)
,

компоненты (n× (d(i, j) + 1))-матрицы Aij пред-
ставляют собой коэффициенты при переменных
в полиномах Жегалкина аффинных функций lij
(в первом столбце) и hk

ij, а компоненты векто-
ра bij — постоянные слагаемые в этих полиномах.

Обозначим также через Hij матрицу системы
уравнений, определяющей плоскость πij (т. е. под-
матрицу, полученную удалением первого столбца
матрицы Aij), а через b′ij — вектор bij без первой
компоненты. Таким образом, плоскость πij задает-
ся матричным уравнением:

xHij = b
′
ij . (5)

3.2 Опробование локальных
аффинностей

Пусть для функций fi системы (1) зафиксиро-
ваны разбиения ši пространства Vn и соответству-
ющие аффинные нормальные формы. Как уже
говорилось, каждое ši некоторым образом упоря-
дочено. Этот порядок естественным образом инду-
цирует лексикографический порядок на множестве
š1×· · ·×šm комбинаций локальных аффинностей
функций системы.

В соответствии с этим порядком будем последо-
вательно проверять комбинации плоскостей πi,ji ,
1 6 i 6 m, и отбраковывать те из них, которые не
могут содержать общего корня полиномов fi, т. е.
решения исходной системы. Основным инстру-
ментом такого отсеивания служит теорема Кроне-
кера–Капелли.

Рассмотрим набор индексов

J = (j1, . . . , jm) ∈
m
×

i=1
{1, . . . , λ(i)} .

Он определяет комбинацию плоскостей из
š1 × · · · × šm, поэтому для краткости назовем его
индексом комбинации. Первый раз нижеописан-
ные шаги выполняются для набора (1, . . . , 1).

Введем вспомогательные обозначения для(
n×∑k

i=1 d(i, ji)
)

-матрицы, составленной из мат-

риц линейных систем вида (4):

AJ
k =

(
A1,j1 A2,j2 · · · Ak,jk

)
,

и для соответствующего вектора правых частей
уравнений в таких системах:

bJk =
(
b1,j1 b2,j2 · · · bk,jk

)
.

Шаг 1. Для плоскости π1,j1 ∈ š1 проверим ра-
венство

rankAJ
1 = rankA1,j1 = rank


A1,j1

b1,j1


 ,

гарантирующее совместность системы вида (4) для
локальной аффинности π1,j1 .

Шаг s, 1 < s 6 m. Пусть уже имеется такой на-
бор локальных аффинностей (π1,j1 , . . . , πs−1,js−1) ∈
∈ š1 × · · · × šs−1, что система xAJ

s−1 = bJs−1 со-
вместна. Возьмем плоскость πs,js ∈ šs и проверим
равенство

rankAJ
s = rank


A1,j1 A2,j2 · · · As,js

b1,j1 b2,j2 · · · bs,js


 . (6)

Справедливость равенства (6) означает, что система
xAJ

s = bJs совместна и, значит,
⋂s

i=1 πi,ji содержит
решения подсистемы {fi = 0 | 1 6 i 6 s}, т. е.
отказываться от данной комбинации еще рано.

После k-го шага, 1 6 k < m, в случае успеш-
ной проверки условия переходим к следующему
шагу k + 1.

Если на шаге, скажем, с номером t соответству-
ющее равенство для локальной аффинности πt,jt ,
jt < λ(t), не выполняется, значит, выбранная
комбинация плоскостей не содержит решения сис-
темы (1). В этом случае процедура повторяет-
ся для комбинации с индексом (j1, . . . , jt−1, jt +
+ 1, 1, . . . , 1) начиная с шага 1. Таким образом,
вся «ветвь» комбинаций, имеющих индексы с на-
чалом (j1, . . . , jt, . . .), отбрасывается за бесперспек-
тивностью. Если же то же происходит при jt = λ(t),
то переходить следует к комбинации с индексом
(j1, . . . , jt−2, jt−1 + 1, 1, . . . , 1).

В том случае, когда удалось пройти всеmшагов,
получаем линейную систему из (m +

∑m
i=1 d(i, ji))

уравнений с n неизвестными. Остается решить ее
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одним из вариантов метода Гаусса. Следующая тео-
рема утверждает, что это даст решение исходной
системы (1).

Теорема 1. Пусть система (1) квадратичных булевых

уравнений имеет единственное решение. Тогда суще-

ствует построенная согласно вышеописанной проце-

дуре совместная система линейных булевых уравнений

вида

xAJ
m = b

J
m, (7)

она единственна и ее решение является в точности

решением системы (1).

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть a ∈ Vn — единствен-
ное решение системы (1), т. е. fi(a) = 0 для всех i.
Значит, для любого i существует единственный
индекс ji, такой что a ∈ πi,ji . Обозначим Ja =
= (j1, . . . , jm). Тогда a является решением системы
xAJa

m = bJa
m , так как a удовлетворяет всем уравне-

ниям плоскостей πi,ji , 1 6 i 6 m, и обнуляет аф-
финную аппроксимацию li,ji функции fi: li,ji(a) =
= fi(a) = 0 (см. систему (4)).

Обратно, пусть a′ — решение произвольной сис-
темы xAJ′

m = b
J′

m для J ′ = (j′1, . . . , j
′
m). Тогда для всех

i имеем a′ ∈ πi,j′i
и li,j′i(a) = 0. Поэтому fi(a

′) =
= fi|πi,j′

i
(a′) = 0 для всех i. Следовательно, a′ = a.

Таким образом, в любом случае рано или поздно
будет построена полноразмерная совместная систе-
ма (7), решение которой гарантированно является
искомым в задаче.

Замечание 1. Если аффинные нормальные фор-
мы были получены способом, описанным в рабо-
те [4], то

d(i, ji) =
1

2
rank “Qfi 6

⌊
n

2

⌋
,

где “Qfi — матрица, определяющая билинейную
форму fi(u⊕v)⊕fi(u)⊕fi(v)⊕fi(0), ассоциирован-
ную с квадратичной функцией fi. Таким образом,
число уравнений в системе, построенной для любой
комбинации локальных аффинностей, не превос-
ходит m(1 + ⌊n/2⌋).
Замечание 2. Очевидно, что если исключить условие
единственности решения, то комбинация локаль-
ных аффинностей, содержащих решение, будет уже
не обязательно одна. Соответственно, будет и неко-
торое число совместных линейных систем вида (7).

Такая ситуация может возникнуть из-за введе-
ния фиктивных переменных при построении ис-
ходной системы уравнений. Например, в случае
(блоковых) криптосистем, использующих компо-
зицию нескольких криптографических преобра-
зований, для упрощения процедуры и снижения

степени уравнений переменными назначаются ре-
зультаты промежуточных вычислений. (Подчерк-
нем, что алгоритм сведения полиномиальной сис-
темы к квадратичной [2, § 11.4.2] новых решений не
добавляет.)

Поскольку здесь речь идет об уже готовой систе-
ме, а для нее все ее решения равнозначны, в рамках
метода нельзя заранее отсеять «ложные» решения.
Поэтому на предварительном этапе следует стро-
ить (нелинейную) систему так, чтобы она имела
как можно меньше фиктивных решений, а впо-
следствии при получении каждого решения — про-
верять, соответствует ли оно искомым секретным
данным.

4 Замечания по оптимизации
метода

Прежде всего надо заметить, что существенное
влияние на работу метода оказывает выбор аффин-
ных нормальных форм и соответствующих разби-
ений пространства. Здесь достаточно обратить вни-
мание на то, что снижение на единицу размерности
локальных аффинностей для одной функции может
увеличить число опробуемых комбинаций плоско-
стей в два раза (подробнее см. в [4]). Поэтому
вопрос построения аффинных нормальных форм
должен быть одним из основных при исследовани-
ях возможности оптимизировать метод.

Рассмотрим некоторые из приемов, способных
повысить эффективность метода.

Предварительное отсеивание непересекающихся

плоскостей. Некоторые из комбинаций локаль-
ных аффинностей, которые, напомним, задаются
матричными уравнениями (5), можно отбросить до
вычисления рангов соответствующих матриц сле-
дующим способом. На шаге с номером s, 2 6 s 6 m,
можно добавить проверку условия:

rank
(
H1,j1 H2,j2 · · · Hs,js

)
=

= rank


H1,j1 H2,j2 · · · Hs,js

b′1,j1 b′2,j2 · · · b′s,js


 .

Благодаря этому равенству из рассмотрения ис-
ключаются не пересекающиеся в совокупности ло-
кальные аффинности. Такую проверку, например
для всех пар плоскостей, потом для всех троек и т. д.,
можно провести и до начала выполнения перво-
го шага. Сравнение соответствующих рангов на
каждом шаге имеет то преимущество, что требует
меньше дополнительных вычислений, так как Hi,ji

является подматрицей Ai,ji (то же верно для соот-
ветствующих расширенных матриц).
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Уменьшение числа уравнений. Допустим, ранг мат-
рицы будет вычисляться приведением матрицы
к ступенчатому виду с помощью преобразования
столбцов методом Гаусса. Для каждой комбинации
плоскостей с индексом J последовательно вычис-
ляются ранги матрицAJ

s и

�AJ
s =

(
AJ

s

bJs

)
,

s > 1, при этом какAJ
s+1, так и �AJ

s являются подмат-

рицами матрицы �AJ
s+1. Так что, приведя к ступенча-

тому виду �AJ
s и получив из него rank �AJ

s и rankAJ
s ,

имеет смысл на шаге (s + 1) оставить теперь уже
подматрицу �AJ

s в полученном виде — с фиксиро-
ванными линейно независимыми столбцами, тем
самым сокращая до минимума число уравнений
строящейся системы и количество операций, не-
обходимых для приведения к ступенчатому виду
матрицы �AJ

s+1. Также можно заранее привести все
системы вида (4) к ступенчатому виду, что должно
несколько ускорить вычисления.

Досрочное решение линейной системы. Возможно,
уже на некотором шаге t, t < m, линейных урав-
нений будет достаточно для попытки найти реше-
ние, а именно: если rankAJ

t равен или достаточно
близок к n, линейная система будет иметь един-
ственное решение или небольшое число решений
соответственно. Достижение полного ранга на про-
межуточных шагах метода крайне вероятно, если
учесть, что уравнений в линейной системе m +
+
∑m

i=1 d(i, ji), причем m > n.
Полученные таким образом решения необходи-

мо проверить подстановкой в систему (1). Если эти
решения не подходят, а такое возможно, посколь-
ку на данном этапе не учтены уравнения fi = 0
для t < i 6 n, то следует перейти к другой ком-
бинации локальных аффинностей — с индексом
(j1, . . . , jt−1, jt + 1, 1, . . . , 1).

«Прорежение» системы линейных уравнений. По-
скольку искомая линейная система (7) сильно пе-
реопределенная, возникает идея брать не все урав-
нения из системы (4), а лишь некоторые из них.
Тогда в уравнениях вида (6) нужно будет рассмат-
ривать вместо указанных там матриц их подмат-
рицы, полученные удалением некоторых столбцов,
что должно снизить трудоемкость метода.

При выборе уравнений из (4) следует стремиться
к максимизации информативности составленной
из них линейной системы. Возможно, в системах (4)
целесообразнее брать первые уравнения (lij = 0)
и еще по одному какому-нибудь уравнению. В та-
ком случае для некоторой комбинации локальных
аффинностей получим 2m > 2n совместных линей-
ных уравнений (если, конечно, они удовлетворяют

всем равенствам типа (6) для 1 < s 6 m). Если при
этом ранг матрицы полученной линейной системы
существенно меньше n, то можно взять не по два,
а по три уравнения из систем (4) и повторить проце-
дуру для той же комбинации плоскостей. Заметим,
что если на некотором шаге s равенство типа (6)
для усеченных матриц не выполняется, то и систе-
ма xAJ

s = bJs будет несовместной, так что данную
комбинацию плоскостей можно сразу исключать из
рассмотрения.

Упорядочение поиска. Порядок выполняемых дей-
ствий играет существенную роль в методе. По-
скольку перебор большого числа комбинаций
локальных аффинностей с вычислением соответ-
ствующих рангов может оказаться затратнее, чем
перебор всех значений переменных, крайне важно
внимательно отнестись к выбору последователь-
ности, в которой будут опробоваться локальные
аффинности. Для этого следует определить «пра-
вильный» порядок уравнений в системе (1) и затем
упорядочить тем или иным образом разбиения ši

пространства на локальные аффинности для каж-
дой функции fi. Как именно лучше это сделать —
тема отдельного исследования. Например, если
локальные аффинности функции имеют разную
размерность, кажется целесообразным первыми
опробовать плоскости большей размерности, по-
скольку вероятность содержать решение у них при
прочих равных больше.

5 О трудоемкости метода

Рассмотрим вычислительную сложность задач,
связанных с решением систем m квадратичных бу-
левых уравнений от n переменных над полем F2 (об
этом также см., в частности, [6]). Предположим,
что m ограничено некоторым полиномом от n, так
чтоn < m < poly (n). Тогда можно говорить о поли-
номиальности (алгоритмов) от числа переменных,
а не от длины записи задачи (считаем, что полино-
мы в левых частях уравнений системы кодируются
в виде двоичных строк одним из естественных спо-
собов).

Хорошо известно, что в общем случае задача
распознавания совместности системы такого ти-
па NP-полна (см., например, [7] или [8, с. 321]).
Задача поиска (произвольного) решения системы
полна в классе FNP — функциональном (т. е. опре-
деленном для задач поиска) аналоге класса NP. Это
можно доказать таким же способом, как и в слу-
чае распознавательных задач, — сведением к ней
задачи поиска выполняющего набора 3-КНФ, на-
пример. При этом задача поиска решения системы
является и NP-трудной — в том смысле, что к ней,
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очевидно, сводится ее (NP-трудный) распознава-
тельный вариант. Таким образом, если P 6= NP,
то полиномиальных алгоритмов решения систем
квадратичных уравнений не существует.

Еще менее определенна ситуация с вариантом
задачи, который интересен в криптоанализе: найти
(единственное) решение заведомо совместной сис-
темы уравнений. Современное состояние исследо-
ваний не дает оснований полагать, что эта задача
существенно проще общего случая.

Однако на практике приходится решать не
произвольные (совместные) системы уравнений,
а лишь обладающие теми или иными свойствами.
Эти частные случаи определяют подзадачи общей
задачи, для которых уже могут найтись полиноми-
альные алгоритмы решения.

Замечание 3. Функции χπ(x) и слагаемые в аф-
финной нормальной форме (2) являются мульти-
аффинными функциями. Теоретико-сложностные
вопросы, связанные, в частности, с решением сис-
тем мультиаффинных уравнений, а также оценки
числа таких функций рассматриваются в [6, 9].

Что касается собственно оценок трудоемкости
предлагаемого метода, прежде всего оговоримся:
для простоты считаем, что метод Гаусса требует вы-
полнения O(nm2) операций (для системы m урав-
нений от n неизвестных). Положим также, что
все локальные аффинности каждой функции fi

имеют одинаковую коразмерность ri и, более то-
го, что аффинные нормальные формы функций
построены так, как описано в [4], — тогда ri =
= (1/2)rank (Qfi ⊕ QTfi

) 6 n/2, 1 6 i 6 m, где
Qfi — треугольная матрица коэффициентов квад-
ратичной части полинома fi.

Для начала приведем данные об алгоритме
сведения произвольной полиномиальной системы
к квадратичной, о котором говорилось во введе-
нии. В обозначениях книги [2] в строящейся квад-
ратичной системе будет (m + D − 2z) уравнений
и (n + D − 2z) переменных, где z — число раз-
личных мономов степени не ниже третьей в исход-
ной системе; D — сумма их степеней. Если – —
максимальная из степеней уравнений системы, то,
считая этот параметр фиксированным, получаем
D = O(n–) [2, § 11.4.6]. Поскольку алгоритм за-
ключается только в добавлении новых переменных
и уравнений, то его трудоемкость имеет такой же
порядок.

Далее, трудоемкость построения аффинных
нормальных форм для функций fi оценена в [4]:
приведенный там алгоритм требует выполнения
порядка (ri2ri + n3) операций. Значит, для всех
функций имеем оценку O(mn3 +

∑m
i=1 ri2

ri). При
этом представляется, что для специфических клас-

сов систем уравнений эта оценка становится поли-
номиальной от n (см. рассуждения в [4]).

Когда выбрана комбинация локальных аффин-
ностей, на последовательное вычисление рангов
(с учетом приемов из разд. 4) нужно не более
O(n

∑m
i=1 r

2
i ) (а значит, и O(mn3)) операций. Всего

комбинаций
∏m

i=1 2
ri 6 2mn/2.

Таким образом, в худшем случае, когда для
всех fi матрицы “Qfi = Qfi ⊕QTfi

имеют максималь-
ный ранг и нужная система (7) строится послед-
ней, верхняя оценка трудоемкости метода имеет вид
O(mn3 ·2mn/2). Однако есть основания ожидать, что
в среднем благодаря возможным усовершенствова-
ниям (эвристики и т. п.) метод сможет работать не
хуже полного перебора, а на определенных име-
ющих практическое значение классах систем будет
гораздо более эффективным.

Некоторые аргументы в пользу эффективности
метода в среднем содержатся в следующих приме-
рах. Рассмотрим потоковый шифр LILI-128 [10]
и его фильтрующий генератор, т. е. регистр сдвига
с линейными обратными связями и фильтрующей
булевой функцией fd степени 6 от 10 перемен-
ных. Полином Жегалкина функции fd приведен
в [5, 11]. Задача нахождения ключа по извест-
ной паре открытого текста a ∈ FN

2 и шифртекста
c ∈ FN

2 сводится к решению системы уравнений
{fd(xL

t)⊕at = ct}N−1
t=0 , гдеL— (n×n)-матрица ли-

нейного преобразования, реализуемого регистром
сдвига, зависит от коэффициентов полинома обрат-
ных связей. Таким образом, получается линейная
рекуррентная последовательность {xi}, как только
вычислен ее начальный отрезок (x0, . . . , xn−1).

При использовании предлагаемого метода для
решения данной системы при разных длинах n ре-
гистра и двух вариантахG′

n иG′′
n полинома обратных

связей получены следующие значения для доли не-
совместных систем, соответствующих частичным
комбинациям длин 2 и 3 (т. е. комбинациям систем
вида (4) для i = 1, 2 и i = 1, 2, 3 соответственно).
Рассмотрим примитивные полиномы над F2:

G′
10(y) = y

10 ⊕ y3 ⊕ 1 ;
G′′
10(y) = y

10 ⊕ y8 ⊕ y7 ⊕ y6 ⊕ y5 ⊕ y2 ⊕ 1 ;
G′
20(y) = y

20 ⊕ y3 ⊕ 1 ;
G′′
20(y) = y

20 ⊕ y9 ⊕ y5 ⊕ y3 ⊕ 1 ;
G′
30(y) = y

30 ⊕ y23 ⊕ y2 ⊕ y ⊕ 1 ;
G′′
30(y) = y

30 ⊕ y25 ⊕ y24 ⊕ y23 ⊕ y19 ⊕ y18 ⊕ y16⊕
⊕ y14 ⊕ y11 ⊕ y8 ⊕ y6 ⊕ y4 ⊕ y3 ⊕ y ⊕ 1 .

Доля εt(G) несовместных систем вида xAJ
t = bJt

для t = 2, 3 и G = G′
n, G

′′
n (n = 10, 20, 30), при-

нимает следующие значения, полученные экспе-
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риментальным путем (при случайных начальных
заполнениях регистра).

ε2 (G
′
10) = 0,8290; ε3 (G

′
10) = 0,9966;

ε2 (G
′
20) = 0,2870; ε3 (G

′
20) = 0,7461;

ε2 (G
′
30) = 0,1322; ε3 (G

′
30) = 0,4031;

ε2 (G
′′
10) = 0,8271; ε3 (G

′′
10) = 0,9966;

ε2 (G
′′
20) = 0,2577; ε3 (G

′′
20) = 0,6628;

ε2 (G
′′
30) = 0,1324; ε3 (G

′′
30) = 0,3948.

Аналогичные вычисления были проведены для
фильтрующего генератора, построенного на основе
регистра сдвига (длины n = 10, 20, 30), с линейны-
ми обратными связями, заданными теми же поли-
номами, и с квадратичной фильтрующей функцией
f(x) = x1x2 ⊕ x3x4 ⊕ x5x6 ⊕ x7x8 ⊕ x9x10.

Результаты показывают, что для квадратичной

функции f предлагаемый метод (с теми же параме-
трами) более эффективен, нежели для функции fd

степени 6:

ε2 (G
′
10) = 0,8197; ε3 (G

′
10) = 0,9964;

ε2 (G
′
20) = 0,3967; ε3 (G

′
20) = 0,8742;

ε2 (G
′
30) = 0,3275; ε3 (G

′
30) = 0,7428;

ε2 (G
′′
10) = 0,8195; ε3 (G

′′
10) = 0,9964;

ε2 (G
′′
20) = 0,3329; ε3 (G

′′
20) = 0,7742;

ε2 (G
′′
30) = 0,3186; ε3 (G

′′
30) = 0,7371.

Таким образом, можно предположить, что в ти-
пичном случае б‚ольшая часть комбинаций будет
отсекаться уже после нескольких первых шагов ал-
горитма.

Для более точной оценки трудоемкости метода
следует использовать оценки (математическое ожи-
дание) таких параметров, как доля εt несовмест-
ных систем для частичных комбинаций длины t
(т. е. среди систем xAJ

t = bJt по всем J) и мини-
мальное m0, такое что совместность системы для
частичной комбинации длины m0 уже гарантирует
нахождение на шагеm0 решения исходной системы
уравнений, а именно: обозначим через St, 2 6 t 6

6 m, множество совместных линейных систем для
частичных комбинаций длины t, а через m0 — ми-
нимальное целое число, такое что |Sm0

| = 1. Тогда
в предположении единственности решения исход-
ной системы, пренебрегая возможным случаем не-
совместности системы для комбинации длины 1,
имеем:

|S2| = 2r1 · 2r2 ;
· · ·

|St+1| = |St| · 2rt+1(1− εt+1) ;
· · ·

|Sm0
| = |Sm0−1| · 2rm0 (1− εm0

) = 1 .





(8)

Соотношения (8) соответствуют последовательно-
му перебору и проверке на совместность систем
линейных уравнений, доставляемых частичными
комбинациями длин t = 1, 2, . . .

Обозначим через γt, t 6 m, трудоемкость ал-
горитма Гаусса для систем линейных уравнений,
описываемых частичными комбинациями, соот-
ветствующими t первым уравнениям. Тогда для
этапа опробования локальных аффинностей — са-
мого трудоемкого — потребуется двоичных опера-
ций примерно в количестве γ2 |S2| + γ3 |S3| + · · ·
· · ·+ γm0

|Sm0
|, где величины |St|, 2 6 t 6 m, выра-

жены соотношениями (8).
Отметим, что, учитывая вид систем линейных

уравнений, получаемых способом из работы [4]
(все, кроме одного, уравнения каждой «локаль-
ной» системы содержат единственный непостоян-
ный моном), можно рассчитывать на более быстрое
выполнение метода Гаусса, чем в общем случае.

Заключение

Предлагаемый метод по своей сути принадлежит
к классу линеаризационных методов алгебраиче-
ского криптоанализа. При этом он обладает рядом
потенциальных преимуществ, связанных с тем, что
вместо снижения степени уравнений посредством
увеличения количества переменных предлагается
рассматривать множество линейных систем от тех
же переменных и с умеренно увеличенным числом
уравнений. Очевидно, что надежность метода рав-
на 1.

Основная проблема состоит в том, чтобы пра-
вильно определить стратегию перебора линейных
систем, которая позволит наиболее быстро прийти
к системе, дающей искомое решение. Кроме того,
важной задачей является изучение способов опти-
мизации вычислений и разработка эвристик для
повышения эффективности метода, в частности,
использующих свойства анализируемых криптогра-
фических преобразований и, соответственно, сис-
тем полиномиальных уравнений. Также, поскольку
для общей задачи решения систем квадратичных
булевых уравнений предположительно нет полино-
миальных алгоритмов, как это обычно и делается
для криптоаналитических методов, следует опре-
делить классы систем полиномиальных уравнений,
для которых метод работает наиболее быстро.
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ПРИМЕНЕНИЕ МЕТОДОВ ПОДДЕРЖКИ ПРИНЯТИЯ РЕШЕНИЙ

ДЛЯ МНОГОКРИТЕРИАЛЬНОЙ ЗАДАЧИ ОТБОРА

МНОГОМАСШТАБНЫХ КОМПОЗИЦИЙ

К. К. Абгарян1, В. А. Осипова2

Аннотация: Рассмотрены вопросы использования методов поддержки принятия решений для задачи
отбора многомасштабных композиций (МК) — вычислительных аналогов многомасштабных физи-
ко-математических моделей, созданных для анализа различных гетерогенных процессов, связанных
с формированием новых композиционных материалов с заранее заданными свойствами. При решении
конкретных задач могут быть построены разные многомасштабные модели и соответствующие им МК.
Возникает вопрос о сравнении этих моделей, об оценке их эффективности для данной конкретной задачи.
В работе на этапе предсказательного моделирования предлагается методика сравнения многомасштабных
моделей с помощью оценки и отбора соответствующих МК с использованием методов поддержки
принятия решений при многих критериях качества. Для иллюстрации возможности выбора наилучшей
альтернативы при наличии дополнительной информации о критериях оценки МК рассмотрен модельный
пример, связанный с исследованием электронных и структурных свойств тонких пленок InN (GaN) на
кремниевых подложках.
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Использование методов многомасштабного мо-
делирования — как последовательных, так и парал-
лельных — открывает широкие возможности для
изучения процессов и явлений, при анализе кото-
рых необходимо учитывать широкий спектр про-
странственных и/или временн‚ых масштабов. К та-
ким явлениям, в частности, относятся сложные
гетерогенные процессы, протекающие в многоком-
понентных системах, связанных с формированием
новых композиционных материалов с заранее за-
данными свойствами.

В работе [1] представлены основные положе-
ния разработанной информационной технологии
построения многомасштабных моделей с использо-
ванием таких новых понятий, как «базовая модель-
композиция» и «многомасштабная композиция».
Для создания на их основе программных систем
применялся модельно-ориентированный подход,
который был развит в работах Ю. И. Бродского [2].
Особенностью изложенной в работе [1] техноло-
гии является применение информационных струк-
тур, названных базовыми композициями (БК), объ-
единяющих данные и методы их обработки. Эти
математические объекты ставятся в соответствие
базовым математическим моделям, которые ис-

пользуются для решения различных многомас-
штабных задач. Для описания БК задействован
теоретико-множественный аппарат, который по-
зволяет передать вычислительную сущность исход-
ных математических моделей. Базовые композиции
служат композиционными элементами (объекта-
ми), из которых согласно представленной в рабо-
те [1] технологии строятся МК — информационные
аналоги многомасштабных моделей, при помощи
которых передается содержание многомасштабных
вычислительных процессов и явлений. Далее на
базе МК строятся сложные иерархические про-
граммные системы, применяемые для решения раз-
личных прикладных задач, в том числе связанных
с созданием новых композиционных материалов.

При решении конкретных задач могут быть по-
строены разные многомасштабные модели, и, есте-
ственно, возникает вопрос о сравнении этих моде-
лей, об оценке их эффективности. В данной работе
на этапе предсказательного моделирования предла-
гается методика сравнения многомасштабных мо-
делей с помощью оценки и отбора соответствующих
МК. Оценка и отбор проводятся с использованием
методов поддержки принятия решений при многих
критериях качества.

1Вычислительный центр имени А. А. Дородницына Федерального исследовательского центра «Информатика и управление»
Российской академии наук; Московский авиационный институт (национальный исследовательский университет), kristal83@mail.ru

2Московский авиационный институт (национальный исследовательский университет), victoria.a.osipova@gmal.com
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Приведем описание метода построения МК [1].
Базовую модель-композицию можно предста-

вить как объединение основных множеств разного
структурного типа: VXij, MAij, Eij, {MAk

ij}p
k=1,

{Ek
ij}p

k=1. Здесь i — номер масштабного уровня, i =

= 1, L, где L — число рассматриваемых уровней;
j — номер базовой модели-композиции на теку-
щем масштабном уровне, j = 1, Ni, где Ni — число
моделей на i-м уровне; k — номер элементарного
процесса БК. Опишем основные множества:

VXij = {Vij , Xij} — множество данных, включаю-
щее:

Vij — множество входных данных (внешние
характеристики модели);

Xij — множество выходных данных (фазовых
переменных и данных — свойств модели);

MAij — множество методов обработки данных
(модели и алгоритмы);

Eij — множество событий, отнесенных к описа-
нию выполняемых в рамках БК элементарных
процессов;

{
MAk

ij

}p

k=1
— множество реализаций моделей

и алгоритмов в зависимости от элементарно-
го процесса p;

{
Ek

ij

}p

k=1
— множество реализаций событий по

элементарным процессам.

Множество методов обработки данных опишем
подробнее:

MAij = {Mij , Aij} = {sij , fij , aij , ai,...,i∗,j} .

Множество моделей Mij, входящих в множе-
ство MAij , состоит из статических (sij) и динами-
ческих (fij) методов обработки. Алгоритмические
модели (алгоритмы) aij, i = 0, L, j = 1, Ni, могут
быть специализированными, т. е. используемыми
только в данной конкретной модели с определен-
ного масштабного уровня, или универсальными,
применяемыми в различных моделях с разных мас-
штабных уровней ai,...,i∗,j.

Определение 1. Под базовой моделью-композицией
MC

j
i будем понимать однопараметрическое семей-

ство основных множеств, задействованных в об-
щем вычислительном процессе, разного структур-
ного типа, включая данные (входные и выходные)
и методы их обработки:

MC
j
i =

=
〈{
VXij ,MAij , Eij ,

{
MAk

ij

}p

k=1
,
{
Ek

ij

}p

k=1

}〉
.

Здесь
VXij = {Vij , Xij} ;
MAij = {Mij , Aij} ;{

MAk
ij

}p

k=1
=
{
MA1ij ,MA

2
ij , . . . ,MA

p
ij

}
;

{
Ek

ij

}p

k=1
=
{
E1ij , E

2
ij , . . . , E

p
ij

}
.

Параметром семейства основных множеств слу-
жит число элементарных процессов в базовой мо-
дели-композиции p. Индексы iи j позволяют иден-
тифицироватьMCj

i на пространственном уровне i
по ее номеру j.

Структура модели-композиции представлена
в [1]. Такое представление полностью описыва-
ет структуру базовой модели-композиции и задает
шаблон, который будет заполняться конкретными
данными при создании реальных экземпляров БК
для решения практических задач математического
моделирования.

Далее приведем описание МК, позволяющее
представить информацию, из каких именно мо-
делей-композиций, с каких масштабных уровней
она состоит, сколько и каких процессов задейство-
вано в ее работе, каким образом происходит обмен
данными между моделями-композициями с разных
уровней.

Определение 2. Под МК будем понимать однопа-
раметрическое семейство, полученное из экзем-
пляров БК с разных масштабных уровней за счет
объединения в общем вычислительном процессе
их основных множеств разного структурного типа,
включая данные (входные и выходные) и методы их
обработки.

Многомасштабную композицию будем обозна-
чать черезMKi,j;i∗,j∗;...;i∗∗j∗∗∗

i,i∗,...,i∗∗∗ . Здесь i, i∗, . . . , i∗∗∗ —
номера масштабных уровней, задействованных
в данной МК; j, j∗, . . . , j∗∗∗ — номера БК на кон-
кретном масштабном уровне. В определенном
смысле MKi,j;i∗,j∗;...;i∗∗j∗∗∗

i,i∗,... схожа с БК, так как
представляет собой объединение основных мно-
жеств разных структурных типов, связанных общим
вычислительным процессом. Ее структуру мож-
но представить набором таблиц, соответствующих
экземплярам входящих в нее БК, расположенных
в определенном порядке, соответствующем иерар-
хии масштабов, задействованных в ней.

Пусть на i-м масштабном уровне имеется экзем-
плярMCj

i и на i∗-м масштабном уровне — экзем-

пляр MCj∗

i∗ . Здесь j и j∗ — номера базовых мо-
делей-композиций на масштабных уровнях i и i∗

соответственно. Составим многомасштабную ком-
позицию MKij;i∗j∗

i,i∗ из двух экземпляров БК MCj
i

иMCj∗

i∗ . Основными множествами, как и в случае
создания композиции, будут:
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Vij ∪ Vi∗j∗ ; Xij ∪Xi∗j∗ ;

MAij ∪MAi∗j∗ ; Eij ∪Ei∗j∗ ;
{
MAk

ij

}p

k=1
∪
{
MAk

i∗j∗

}p∗

k=1
;

{
Ek

ij

}p

k=1
∪
{
Ek

i∗j∗
}p∗

k=1
.

Здесь p и p∗ обозначают число процессов в БКMCj
i

иMCj∗

i∗ соответственно.
Многомасштабную композицию можно опи-

сать следующим образом:

MK
ij;i∗j∗

i,i∗ =
〈{
Vij ∪ Vi∗j∗ , Xij ∪Xi∗j∗ ,

MAij ∪MAi∗j∗ , Eij ∪ Ei∗j∗ ,
{
MAk

ij

}p

k=1
∪
{
MAk

i∗j∗

}p∗

k=1
,

{
Ek

ij

}p

k=1
∪
{
Ek

i∗j∗
}p∗

k=1

}〉
.

Число процессов вMK равно сумме p+ p∗.
Связующими элементами между вычислитель-

ными моделями с разных масштабных уровней,
входящими в MK, служат глобальные параметры,
которые играют основную роль при передаче ин-
формации между масштабными уровнями.

При составлении многомасштабной компози-
ции MKj

i = MK
i∗,j∗;i∗∗,j∗∗

i∗,i∗∗ из MCj∗

i∗ иMCj∗∗

i∗∗ под
глобальными параметрами

�v ∈ VXij = {Vi∗j∗ ∪ Vi∗∗j∗∗ , Xi∗j∗ ∪Xi∗∗j∗∗}
будем понимать элементы (параметры), относя-
щиеся к множеству Xi∗j∗ ∩ Vi∗∗j∗∗ , образованному
в результате пересечения двух множеств выходных
данных Xi∗j∗ (с нижнего масштабного уровня)
и входных данных Vi∗∗j∗∗ с верхнего масштабно-
го уровня:

X i∗j∗ ∩ Vi∗∗j∗∗ =

= {�v : (�v ∈ Xi∗j∗) ∩ (�v ∈ Vi∗∗j∗∗) , �v ∈ VXij} .
Кроме того, при построении МК используют-

ся базовые модели-композиции специального вида,
обозначенныеDBi, i— номер масштабного уровня,
i = 1, L, где L — число рассматриваемых уровней.
Они требуются для хранения и передачи дополни-
тельной информации, необходимой для работы БК
соответствующего уровня.

Описанная технология многомасштабного мо-
делирования может быть применена для решения
различных задач структурной оптимизации, в част-
ности для задач материаловедения при моделирова-
нии свойств полупроводниковых наносистем [3–5].

При компьютерной реализации разработанной
концепции многомасштабного моделирования тре-
буется построение различных информационных

моделей — МК. В данной работе на этапе предска-
зательного моделирования предлагается методика
сравнения многомасштабных моделей с помощью
оценки и отбора соответствующих МК, основанная
на методах принятия решений в многокритериаль-
ных ситуациях.

В соответствии с принятой терминологией каж-
дую МК, позволяющую решить поставленную зада-
чу моделирования, назовем альтернативой. Можно
проследить связь между требуемыми свойствами
исследуемого объекта и оценкой задействованных
в ходе моделирования МК, используемых для ана-
лиза этих свойств.

Как показал анализ задачи моделирования, на
первом этапе для оценки МК можно выбрать, на-
пример, следующие 5 критериев:

(1) вычислительная точность: критерий K1 с чис-
ловой шкалой E1 ⊆ R, где R — множество
действительных чисел;

(2) число арифметических операций: крите-
рий K2 с числовой шкалой E2 ⊆ R;

(3) универсальность (возможность использова-
ния для скрининга): критерий K3 со шка-
лой E3, состоящей из двух значений;

(4) соотношение собственного программного
обеспечение и пакетов прикладных программ:
критерий K4 с числовой шкалой E4 ⊆ R;

(5) число задействованных масштабных уровней:
критерий K5 с числовой шкалой E5 ⊆ R.

Этот набор критериев не является полным, од-
нако удовлетворяет основным требованиям, предъ-
являемым к перечню критериев, и основан на
информации о смысле поставленной задачи [6].
Действительно, набор критериев {K1, . . . ,K5}
соответствует существу поставленной задачи, ми-
нимален (в том смысле, что различные критерии
характеризуют различные свойства исходов), кри-
терии измеримы и операциональны (каждый кри-
терий имеет однозначный и ясный смысл, характе-
ризует определенное свойство исходов).

Таким образом, каждая МК, позволяющая ре-
шить задачу моделирования, характеризуется пяти-
мерным вектором x = (x1, x2, x3, x4, x5), где xi —
значение, приписываемое данной альтернативе по
критерию Ki, i = 1, . . . , 5. Используя известные
процедуры [7], можно привести критерии к одно-
родным шкалам.

Для выбора наилучших альтернатив можно
сравнивать их по векторному отношению доми-
нирования и рассмотреть парето-оптимальные ва-
рианты. Однако дополнительная информация
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о критериях и свойствах решений может сузить
множество парето-оптимальных вариантов. Эта
информация предоставляется экспертами, работа-
ющими в данной предметной области, в коалиции
с аналитиком, специалистом в области принятия
решений. Затем в зависимости от конкретного
вида полученной информации применяется мате-
матически обоснованный метод выбора наилучших
альтернатив в многокритериальной ситуации [6, 7].

Распространенный подход к решению задачи
оценки и выбора наилучшей альтернативы, одно-
временно учитывающий дополнительную инфор-
мацию о критериях и свойствах альтернатив, содер-
жится в построении числовой функции ценности.

Пусть S — множество альтернатив и считает-
ся, что при заданных критериях K1, . . . ,Kn каждая
альтернатива s ∈ S имеет векторную оценку x =
= (x1, . . . , xn), где xi = Ki(s)— значение альтерна-
тивы по критерию Ki, i = 1, . . . , n.

Рассмотрим множествоX = {x|x=(x1, . . . , xn),
xi = Ki(s), i = 1, . . . , n; s ∈ S} — множество век-
торных оценок альтернатив из множества S. Пусть
a, b ∈ S и x = (x1, . . . , xn)— векторная оценка аль-
тернативы a; y = (y1, . . . , yn) — векторная оценка
альтернативы b.

Числовая функция ценности f : X → R облада-
ет следующим свойством: для любых двух аль-
тернатив a и b: f(x1, . . . , xn) ≥ f(y1, . . . , yn) ⇔
альтернатива a не менее предпочтительна, чем b.
Если известна функция ценности, то поиск опти-
мального варианта сводится к задаче нахождения
аргумента максимума функции ценности на мно-
жестве X :

x∗ = argmax f(x), x ∈ X .

При использовании эвристических методов по-
строения функции ценности используется метод
обобщенного критерия, заключающийся в сведе-
нии многокритериальной задачи к однокритери-
альной, набор критериев «сворачивается» в число-
вую функцию, которая и будет служить функцией
ценности.

Обычно функцию ценности строят в аддитив-
ном виде как сумму функций ценности по каждому
критерию с некоторыми весовыми коэффициента-
ми α1, . . . , αn:

f(x1, . . . , xn) =

n∑

i=1

αifi(xi) ,

где fi — функция ценности критерия Ki.
Как известно, построение функции ценности

в аддитивном виде правомерно только в случае вза-
имной независимости критериев [8]. Проверку вза-
имной независимости рассматриваемых критериев

K1, . . . ,K5 можно провести с учетом результатов
Леонтьева–Гормана: если любая пара критериев
{Ki,Kj}, где i, j = 1, . . . , 5, не зависит по предпо-
чтению от остальных двух критериев, то все крите-
рииK1, . . . ,K5 взаимно независимы по предпочте-
нию. Построение функции ценности проводится
известными методами, описанными, в частности,
в работе [6].

Для решения конкретной практической задачи
с использованием многомасштабной модели рас-
сматривается определенный набор МК. Весовые
коэффициенты αi, i = 1, . . . , 5, и конкретный вид
функции ценности определяются содержательным
смыслом задачи. Для их нахождения проводится
поэтапная процедура, опирающаяся в числе проче-
го на интерактивный процесс диалога между спе-
циалистом в данной прикладной области и ана-
литиком, формирующим процедуру опроса [6, 9].
Полученные оценки позволяют сравнить по пред-
почтительности МК и отобрать для дальнейших
исследований оптимальный набор МК.

Другие возможные подходы к решению задачи
многокритериального выбора МК, в том числе не
требующие нахождения весовых коэффициентов,
рассмотрены в [7, 9, 10].

В качестве иллюстрации возможности выбора
наилучшей альтернативы при наличии дополни-
тельной информации о критериях оценки МК рас-
смотрим модельный пример.

Для исследования электронных и структурных
свойств тонких пленок InN (GaN) на кремниевых
подложках [1] можно построить условно 5 вари-
антов МК, которые реализуются с применением
вычислительных средств ЦКП ФИЦ ИУ РАН. Обо-

значим их как MK
(Ai

αi
Aj

αj
/Ak

αk
)

0,1,3 , M̃K
(Ai

αi
Aj

αj
/Ak

αk
)

0,1,3 ,

M̃K
(Ai

αi
Aj

αj
/Ak

αk
)

0,1,3,4 ,
˜̃
MK

(Ai
αi

Aj
αj

/Ak
αk
)

0,1,3 ,
˜̃
MK

(Ai
αi

Aj
αj

/Ak
αk
)

0,1,3,4 .
В работе [1] представлена структура многомас-

штабной композиции MK
(Ai

αi
Aj

αj
/Ak

αk
)

0,1,3 . Указаны
экземпляры БК и последовательность их использо-
вания в вычислительном процессе [1].

Рассматриваемые МК характеризуются следу-
ющими особенностями:

– MK
(Ai

αi
Aj

αj
/Ak

αk
)

0,1,3 — задействованы 3 масштаб-
ных уровня, один пакет (VASP), МК может при-
меняться для скрининга (универсальна), число
арифметических операций (условно) 10 млн,
точность расчетов 0,1;

– M̃K
(Ai

αi
Aj

αj
/Ak

αk
)

0,1,3 — задействованы 3 масштаб-
ных уровня, два пакета (VASP и Material Studio),
МК может применяться для скрининга (уни-
версальна), число арифметических операций
(условно) 15 млн, точность расчетов 0,15;
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Таблица 1 Оценки МК по критериям

№
критерия

MK
(Ai

αi
Aj

αj
/Ak

αk
)

0,1,3 M̃K
(Ai

αi
Aj

αj
/Ak

αk
)

0,1,3 M̃K
(Ai

αi
Aj

αj
/Ak

αk
)

0,1,3,4
˜̃
MK

(Ai
αi

Aj
αj

/Ak
αk
)

0,1,3
˜̃
MK

(Ai
αi

Aj
αj

/Ak
αk
)

0,1,3,4

1 до 0,1 до 0,15 до 0,01 до 0,015 до 0,01
2 10 млн 15 млн 30 млн 25 млн 30 млн
3 Да Да Да Нет Нет

4
75% собственного

программного
обеспечения

50% 15% 15% 75%

5 3 уровня 3 уровня 4 уровня 3 уровня 4 уровня

Таблица 2 Оценки МК по десятибалльной шкале

№
критерия

MK
(Ai

αi
Aj

αj
/Ak

αk
)

0,1,3 M̃K
(Ai

αi
Aj

αj
/Ak

αk
)

0,1,3 M̃K
(Ai

αi
Aj

αj
/Ak

αk
)

0,1,3,4
˜̃
MK

(Ai
αi

Aj
αj

/Ak
αk
)

0,1,3
˜̃
MK

(Ai
αi

Aj
αj

/Ak
αk
)

0,1,3,4

1 2 1 10 9 10
2 10 8 2 4 2
3 10 10 10 1 1
4 7 4 1 1 7
5 6 6 8 6 8

– M̃K
(Ai

αi
Aj

αj
/Ak

αk
)

0,1,3,4 — задействованы 4 масштаб-
ных уровня, три пакета (VASP, Material Studio,
SRIM), МК может применяться для скрининга
(универсальна), число арифметических опера-
ций (условно) 30 млн, точность расчетов 0,01;

–
˜̃
MK

(Ai
αi

Aj
αj

/Ak
αk
)

0,1,3 — задействованы 3 масштаб-
ных уровня, три пакета (VASP, Material Studio
и SRIM), не универсальна, число арифмети-
ческих операций (условно) 30 млн, точность
расчетов 0,015;

–
˜̃
MK

(Ai
αi

Aj
αj

/Ak
αk
)

0,1,3,4 — задействованы 4 масштаб-
ных уровня, один пакет (VASP), не универсаль-
на, число арифметических операций (условно)
20 млн, точность расчетов 0,01.

Пусть на этапе предсказательного моделирова-
ния следует сравнить эти пять возможных МК,
оценки которых по критериям K1, . . . ,K5 приве-
дены в табл. 1, и выбрать лучшие с точки зрения
лица, принимающего решение, альтернативы.

Из содержательного смысла задачи следует, что
значения по критериям K1 и K2 следует миними-
зировать, а по критериям K3, K4 и K5 — максими-
зировать.

В табл. 2 представлены оценки по критериям
K1, . . . ,K5 этих пяти альтернатив (т. е. пяти рас-
сматриваемых МК), полученные после линейного
преобразования шкал, сохраняющего упорядоче-
ние по предпочтению для каждого критерия. При

этом лучшему значению соответствует более высо-
кая оценка.

По векторному отношению доминирования
альтернатива s1 = (2, 10, 10, 7, 6) предпочтительней
альтернативы s2 = (1, 8, 10, 4, 6).

Альтернативы s3 = (10, 2, 10, 1, 8), s4 =
= (9, 4, 1, 1, 6) и s5 = (10, 2, 1, 7, 8) не сравнимы
между собой и не сравнимы с альтернативой s1.

Следовательно, без дополнительной информа-
ции о предпочтениях лицо, принимающее реше-
ние, не может выбрать лучший вариант из четырех

МК, именно изMK
(Ai

α1
Aj

αj
/Ak

αk
)

0,1,3 , M̃K
(Ai

α1
Aj

αj
/Ak

αk
)

0,1,3,4 ,

˜̃
MK

(Ai
α1

Aj
αj

/Ak
αk
)

0,1,3 и
˜̃
MK

(Ai
α1

Aj
αj

/Ak
αk
)

0,1,3,4 .
Считаем, что в этом модельном примере оцен-

ки в табл. 2 отражают также и результат приве-
дения значений критериев к однородным шкалам
и обосновано применение линейной свертки

f(x1, . . . , x5) =

5∑

i=1

αixi .

Пусть в результате взаимодействия эксперта,
аналитика и лица, принимающего решение, для
конкретной задачи весовые коэффициенты кри-
териев составят соответственно α = 1, α2 = 0,5,
α3 = 1, α4 = 2 и α5 = 0,5, т. е. в этой задаче су-
щественно, чтобы превалировало собственное про-
граммное обеспечение, была достаточная точность
вычислений и выполнялось условие универсаль-
ности. Тогда лучшей альтернативой будет s1, т. е.
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MK
(Ai

αi
Aj

αj
/Ak

αk
)

0,1,3 , затем в порядке убывания пред-
почтительности: s5, s3, s2 и s4, несмотря на то
что эта MK не предпочтительней их в точности
вычислений.

Если же, например, весовые коэффициенты
критериев составят соответственно α1 = 1, α2 =
= 0,5, α3 = 2, α4 = 1 и α5 = 1,5, т. е. в задаче
наиболее существенно, чтобы выполнялось условие
универсальности и было большее число масштаб-
ных уровней, то лучшей альтернативой будет s3, т. е.

M̃K
(Ai

αi
Aj

αj
/Ak

αk
)

0,1,3,4 , затем в порядке убывания пред-
почтительности: s1, s2, s5 и s4.

На следующих этапах решения задачи модели-
рования для рассматриваемой практической задачи
можно попытаться расширить набор критериев для
оценки МК, сохраняя все естественные требования
к набору критериев. При этом значения критерия
оценки МК могут быть результатом оценки част-
ных критериев БК. Такой подход приведет к более
точным оценкам критериев МК и, следовательно,
к более обоснованному результату выбора.

В связи с тем, что разработанная технология
дает возможность формализовать процесс отбора
наилучших в определенном смысле МК и позволя-
ет решить поставленную задачу с учетом предпо-
чтений экспертов и лиц, принимающих решение,
можно говорить о том, что данный подход мо-
жет быть применен при создании человеко-машин-
ных систем автоматизированного проектирования.
В дальнейшем при расширении набора критериев
можно использовать и последовательно наращи-
вать в автоматическом режиме структуры данных,
получаемых при помощи отобранных МК.

Помимо всего прочего предложенный выше
подход может применяться в так называемых обрат-
ных задачах выбора, в которых заранее указаны
желательные значения частных критериев, описы-
вающих МК, или диапазоны их изменения.
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Abstract: The article discusses the use of decision-making support methods for the task of selecting multiscale com-
positions (MC) — computational analogues of multiscale physical and mathematical models created for analyzing
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various heterogeneous processes associated with the formation of new composite materials with predetermined
properties. When solving specific problems, different multiscale models and their corresponding MC can be
constructed. The question arises of comparing these models and assessing their “effectiveness” for specific problem.
On the stage of predictive modeling, the authors propose a methodology for comparison of multiscale models
through evaluation and selection of appropriate MC using methods of decision-making support under multiple
criteria. As an illustration of the possibility of choosing the best alternative in the presence of additional information
on evaluation criteria of MC, a model example associated with the study of electronic and structural properties of
thin films InN (GaN) on silicon substrates is considered.
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ИССЛЕДОВАНИЕ ПРОБЛЕМЫ ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ

ЗАПАСОМ ДИСКРЕТНОГО ПРОДУКТА В СТОХАСТИЧЕСКОЙ

МОДЕЛИ РЕГЕНЕРАЦИИ С НЕПРЕРЫВНО ПРОИСХОДЯЩИМ

ПОТРЕБЛЕНИЕМ И СЛУЧАЙНОЙ ЗАДЕРЖКОЙ ПОСТАВКИ

П. В. Шнурков1, Н. А. Вахтанов2

Аннотация: Рассматривается проблема оптимального управления запасом дискретного продукта в схеме
регенерации с пуассоновским потоком требований потребителей. В исследуемой системе допускается
отложенный спрос, объем которого ограничен заданной величиной. В качестве параметра управления
рассматривается уровень запаса, при достижении которого необходимо делать заказ на пополнение.
Показателем эффективности управления служит средняя удельная прибыль, полученная на одном пе-
риоде регенерации. Задача оптимального управления решается на основе утверждения об экстремуме
дробно-линейного интегрального функционала на множестве дискретных вероятностных распределений.

Ключевые слова: управление запасом дискретного продукта; управляемый регенерирующий процесс;
экстремальная задача для дробно-линейного интегрального функционала

DOI: 10.14357/19922264190208

1 Введение

Стохастические модели регенерации, использу-
емые для исследования задач управления запасом,
рассматривались в целом ряде публикаций. В част-
ности, в работах [1, 2] были рассмотрены различ-
ные варианты регенерационных моделей для сис-
тем управления запасом непрерывного продукта.
В работе [3] была исследована специальная версия
модели регенерации, описывающая систему управ-
ления запасом непрерывного продукта, в которой
непосредственное пополнение запаса происходит
не мгновенно, а в течение определенного периода
времени, называемого периодом реального попол-
нения. Рассмотренная в [3] версия стохастической
модели регенерации идейно связана с классиче-
ской детерминированной моделью управления за-
пасом, изложенной, например, в [4]. Во всех упо-
мянутых работах исследуются задачи управления
запасом непрерывного продукта. В моделях тако-
го вида множество значений основного случайного
процесса, описывающего объем запаса в системе,
представляет собой некоторое подмножество мно-
жества вещественных чисел. Примерами непре-
рывных продуктов, находящихся в реальных систе-
мах, могут служить вода, нефть и нефтепродукты,
зерно и др. Однако существует ряд важных про-
дуктов, объем которых измеряется в дискретных
величинах. К таковым относятся многие потре-
бительские товары, прежде всего товары бытовой

техники, продовольственные товары и ряд других.
Таким образом, рассмотрение математических мо-
делей управления запасом дискретного продукта
является актуальной проблемой прикладной мате-
матики.

В зарубежной научной литературе по теории
управления запасами стохастические модели ре-
генерации известны достаточно давно. Модели,
в которых моменты регенерации совпадают с мо-
ментами пополнения запаса до заданного фик-
сированного уровня, а показатель эффективности
управления представляет собой средние удельные
затраты на периоде регенерации, упоминаются
в обзорах результатов, приведенных в [4, 5]. Од-
нако среди научных исследований, выполненных
в последние десятилетия, работы по управлению
запасом дискретного продукта в схеме регенерации
не встречаются.

2 Общее описание
функционирования
рассматриваемой системы
управления дискретным
запасом

Будем исследовать некоторую торговую систе-
му (склад), предназначенную для временного хра-

1Национальный исследовательский университет «Высшая школа экономики», pshnurkov@hse.ru
2Национальный исследовательский университет «Высшая школа экономики», Vakhtanov1997@mail.ru
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Эволюция объема запаса продукта в рассматриваемой системе

нения и поставки потребителю определенного
однотипного товара, объем которого измеряется
в дискретных целочисленных величинах. Предпо-
лагается, что в начальный момент времени система
полностью заполнена и содержитN единиц продук-
та. Потребление товара осуществляется в случай-
ные моменты поступления требований (покупате-
лей). Моменты поступления требований образуют
простейший (пуассоновский) поток с известным
параметром λ > 0. В момент поступления оче-
редного требования происходит потребление одной
единицы продукта. Такое потребление осуществля-
ется мгновенно.

В рассматриваемой системе периодически про-
исходит пополнение запаса, которое осуществля-
ется следующим образом. Заказ очередной партии
товара происходит в момент времени, когда ко-
личество товара на складе достигает уровня r, где
r ≤ N — некоторая целочисленная величина, ко-
торая в дальнейшем будет играть роль решения
(управления). Заметим, что параметр r имеет веро-
ятностную природу. Формальное описание проце-
дуры выбора этого параметра приведено в разд. 3.
Период времени от момента заказа товара до при-
бытия новой партии будем называть периодом за-
держки поставки или просто периодом задержки.
Длительность этого периода является случайной ве-
личиной, имеющей заданное распределениеHr(x),
которое, вообще говоря, может зависеть от значе-
ния параметра управления r. Непосредственное
пополнение запаса происходит мгновенно, в мо-
мент окончания периода задержки.

В период задержки поставки потребление то-
вара продолжается согласно описанным правилам.
После того как реальный запас товара будет из-
расходован, этот запас будет описываться отрица-

тельными величинами, что соответствует объему
неудовлетворенного спроса или дефицита. При
этом каждое поступающее требование принимает-
ся на учет и удовлетворяется при следующем по-
полнении. Такие требования образуют так назы-
ваемый отложенный спрос. Объем отложенного
спроса в данной модели не может превышать за-
данной величины N0. Если до момента очередного
пополнения объем отложенного спроса достигает
максимально допустимого уровня N0, то все посту-
пающие после этого требования теряются. Предпо-
лагается, что пополнение запаса организовано так,
что отложенный спрос полностью удовлетворяет-
ся, а запас товара пополняется до исходного уров-
ня N . Дальнейшее функционирование системы
происходит независимо от прошлого и в соответ-
ствии с описанными выше правилами. На рисунке
приведена иллюстрация возможной эволюции объ-
ема запаса товара в системе. Заметим при этом,
что параметр управления r может принимать любое
целочисленное значение в пределах −N0 ≤ r ≤ N .

3 Формальное построение
математической модели,
описывающей
функционирование
рассматриваемой системы

Будем предполагать, что все вводимые в даль-
нейшем стохастические объекты определены на
некотором вероятностном пространстве (Ÿ,A, P ),
которое представляет собой формальную конструк-
цию, описывающую реализуемый случайный экс-
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перимент с реальной системой. Прежде всего
введем случайный процесс ξ(t) = ξ(ω, t), ω ∈ Ÿ,
t ∈ T = [0,∞), который будет служить математи-
ческой моделью функционирования рассматрива-
емой системы. Предположим, что значение этого
процесса в произвольный момент времени t пред-
ставляет собой объем запаса в системе, причем
учитывается как реальный запас, так и дефицит,
т. е. величина отложенного спроса. Таким обра-
зом, множество значений процесса ξ(t) конечно:
X = {−N0,−N0 + 1, . . . ,−1, 0, 1, . . . , N − 1, N}.

Моментами изменения состояний процесса ξ(t)
являются моменты потребления (поступления тре-
бований от потребителей), если величина отложен-
ного спроса не превышает значениеN0, а также мо-
менты непосредственного пополнения запаса. Для
определенности будем предполагать, что траекто-
рии процесса непрерывны справа.

Обозначим через tn = tn(ω), ω ∈ Ÿ, n =
= 0, 1, 2, . . ., t0 = 0, случайные моменты попол-
нения запаса. Согласно предположениям о пове-
дении данной системы, описанным в предыдущем
разделе, ξ(tn) = N , n = 0, 1, 2, . . .Кроме того, после
каждого момента пополнения эволюция системы
продолжается независимо от прошлого и по тем же
закономерностям. Отсюда следует, что процесс ξ(t)
является регенерирующим [6], а моменты tn, n =
= 0, 1, 2, . . ., представляют собой моменты его реге-
нерации. Периоды регенерации данного процесса
складываются из двух независимых частей:

–n = tn+1 − tn = –
(0)
n +–

(1)
n , (1)

где –(0)n — случайное время от момента очередно-
го пополнения до момента заказа следующей по-
ставки; –(1)n — случайная длительность задержки
поставки (время от момента заказа до следующего
пополнения запаса).

В соответствии с принятыми предположения-
ми при выполнении дополнительного условия, что
параметр управления принимает фиксированное
значение r, случайная величина –(0)n имеет рас-
пределение Эрланга порядка N − r, а случайная
величина–(1)n — заданное распределение Hr(x).

Теперь опишем процедуру управления случай-
ным процессом ξ(t).

В качестве параметра управления будем рас-
сматривать тот уровень запаса r, при котором про-
исходит заказ очередной партии товара. Решение
об управлении принимается в начальный момент
каждого периода регенерации, после очередного
пополнения запаса, т. е. в моменты времени tn + 0,
n = 0, 1, 2, . . . В результате такого решения опреде-
ляется уровень r, при котором будет осуществлять-
ся очередной заказ товара. Таким образом, множе-

ство допустимых значений параметра управленияU
оказывается конечным:

r ∈ U = {N,N − 1, . . . , 0, 1, . . . ,−N0} .

Зададим на множестве U совокупность всевоз-
можных дискретных вероятностных распределе-
ний •d. Каждое дискретное вероятностное рас-
пределение, принадлежащее этой совокупности,
представляет собой вектор

α = (αN , αN−1, . . . , α0, α−1, . . . , α−N0) ,

удовлетворяющий условиям:

αi ≥ 0 , i ∈ U,
∑

i∈U

αi = 1 .

Любое фиксированное распределение α задает ве-
роятностную стратегию управления в следующем
смысле: в каждый момент принятия решения зна-
чение управления выбирается в соответствии с этим
распределением. Иначе говоря, значение парамет-
ра управления r выбирается с вероятностью αr, r ∈
∈ U . Отметим, что стратегия управления одинакова
для всех периодов регенерации. Задача оптимиза-
ции заключается в нахождении стратегии управле-
ния α∗ ∈ •d, которая доставляет экстремум неко-
торому стационарному стоимостному показателю
эффективности.

Указанный показатель зависит от исходных сто-
имостных характеристик модели. Перечислим эти
характеристики, которые предполагаются извест-
ными:

– доход от реализации единицы продукции c0;

– расходы на хранение единицы продукции за
единицу времени c1;

– расходы на приобретение единицы продук-
ции c2;

– расходы, связанные с дефицитом единицы про-
дукции за единицу времени, c3;

– расходы, связанные с потерей i клиентов, c(i)4 ,
i = 1, 2, . . .

Введенные стоимостные характеристики опре-
деляют все основные виды доходов и затрат, возни-
кающих в моделях управления запасами.

4 Постановка задачи
оптимального управления

Прежде всего введем некоторый аддитивный
стоимостный функционал для рассматриваемой
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модели. Пусть γ(t) = γ(ω, t), ω ∈ Ÿ, t ∈ T =
= [0,∞), — случайная прибыль, полученная в ре-
зультате функционирования описанной выше сто-
хастической системы на интервале времени [0, t],
γ(0) = γ0 — заданная величина. Процесс зависит
от траектории основного процесса ξ(t), и его значе-
ния определяются также исходными стоимостны-
ми характеристиками c0, c1, c2, c3, c

(i)
4 , i = 1, 2, . . .

Полное описание траекторий процесса γ(t) сложно
и не является необходимым для решения рассмат-
риваемой задачи оптимального управления. Ана-
логичные стоимостные аддитивные функционалы
известны в научной литературе. Общая схема их по-
строения для управляемых марковских и полумар-
ковских случайных процессов изложена в классиче-
ских работах [7, 8]. В настоящей работе потребуется
исследование вероятностных характеристик, свя-
занных с приращениями процесса γ(t) на периодах
регенерации основного процесса ξ(t).

Обозначим через γn = γ(tn), n = 0, 1, 2, . . .,
значения процесса γ(t) в моменты регенерации,
полагая γ(tn + 0) = γ(tn), n = 0, 1, 2, . . . Пусть
–γn = γn+1 − γn есть приращение прибыли на пе-
риоде регенерации (tn, tn+1], n = 0, 1, 2, . . .Обозна-
чим далее черезEα(–γn)математическое ожидание
приращения прибыли на периоде регенерации при
условии, что стратегия управления процессом ξ(t)
определяется распределением α ∈ •d. Аналогично
величинаEα(–tn) = Eα(tn+1−tn) представляет со-
бой математическое ожидание длительности пери-
ода регенерации при стратегии управления α ∈ •d.
Введем также обозначение Eαγ(t) для математи-
ческого ожидания всей прибыли, полученной на
периоде времени [0, t] при стратегии управления
α ∈ •d.

В предположении, что решение на периоде ре-
генерации фиксировано, т. е. параметр управления
принимает значение r ∈ U , будем обозначать соот-
ветствующие условные математические ожидания
через Er(–γn) и Er(–tn), n = 0, 1, 2, . . .

Изменение аддитивного функционала γ(t) на
отдельном периоде регенерации (tn, tn+1] склады-
вается из двух составляющих:

–γn = –γ
(0)
n + γ(1)n , (2)

где –γ(0)n = γ(tn+1 − 0) − γ(tn) — приращение
функционала γ(t)на открытом интервале (tn, tn+1),
в настоящей модели это приращение зависит от
траектории процесса ξ(t) на указанном интервале

и определяется параметрами c0, c1, c2, c3, c
(i)
4 , i =

= 1, 2, . . .; γ(1)n = γ(tn+1)−γ(tn+1−0)— приращение
функционала γ(t) в момент времени tn+1, т. е. его
мгновенное изменение в указанный момент време-
ни. В рассматриваемой модели величина γ(1)n пред-

ставляет собой затраты, связанные с очередным
пополнением запаса. Отсюда следует, что данная
величина отрицательна, а ее конкретное значение
зависит от объема пополнения запаса в момент tn+1
и определяется равенством

γ(1)n = −c2 [ξ (tn+1)− ξ (tn+1 − 0)] , n = 0, 1, 2, . . .

С учетом отмеченных особенностей модели зна-
чение процесса γ(t) в произвольный момент време-
ни t > 0 также складывается из двух составляющих:

γ(t) = γ(0)(t) + γ(1)(t) , (3)

где γ(0)(t) — накопленная прибыль на интерва-
ле [0, t], определяемая изменениями процесса ξ(t)
на периодах регенерации, исключая сами моменты
регенерации, входящие в интервал [0, t]; γ(1)(t) —
накопленные затраты на интервале [0, t], связан-
ные с пополнениями запаса в моменты регенерации
процесса ξ(t), входящие в интервал [0, t].

Традиционно, начиная с первых фундаменталь-
ных работ по теории управления марковскими
и полумарковскими случайными процессами [7, 8],
в качестве показателя эффективности управления
рассматривалась величина

Iα = lim
t→∞

Eαγ(t)

t
, (4)

которая по содержанию представляет собой сред-
нюю удельную прибыль в рассматриваемой сто-
хастической модели, определяемую при стратегии
управления α. Однако в работах [7, 8] исследо-
вались аддитивные стоимостные функционалы ви-
да γ(0)(t), в которых не учитывались составляющие,
возникающие в отдельные случайные моменты вре-
мени. Для того чтобы использовать показатель
эффективности управления вида (4), необходимо
доказать эргодическую теорему о существовании
и явном представлении указанного предела для
аддитивного функционала вида (3), учитывающе-
го составляющую γ(1)(t). Докажем соответству-
ющий результат для регенерирующего процесса ξ(t)
и определенного на нем стоимостного аддитивного
функционала γ(t).

Теорема. Пусть ξ(t)— управляемый регенерирующий

процесс, стратегия управления которым определяет-

ся вероятностным распределением α ∈ •d, γ(t) —

аддитивный стоимостный функционал, связанный

с процессом ξ(t), общая структура которого опре-

деляется соотношением (3). Предположим, что для

любой допустимой стратегии управления выполняет-

ся условие Eα[–tn] > 0. Тогда существует предел

Iα = lim
t→∞

Eαγ(t)

t
=
Eα [–γn]

Eα [–tn]
, (5)
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где –γn — полное изменение функционала γ(t) на

периоде регенерации (tn, tn+1], определяемое соотно-

шением (2).

Д о к а з а т е л ь с т в о . Следуя классической теории
восстановления [9], введем ν(t) = sup {n : tn ≤ t}.
Процесс ν(t) обычно называют считающим для
процесса восстановления, образованного момен-
тами регенерации {tn, n = 0, 1, 2 . . .}. Пусть H(t) =
= Eν(t) — функция восстановления процесса
{tn, n = 0, 1, 2 . . .}. Для фиксированного значе-
ния t случайная величина ν(t) совпадает с числом
восстановлений на интервале [0, t] (момент t = 0 не
считается моментом восстановления).

По свойству аддитивности процесса γ(t) можно
утверждать, что

γ(1)(t) =

ν(t)−1∑

n=0

γ(1)n =

ν(t)∑

n=1

γ
(1)
n−1 . (6)

Заметим, что из свойств построенного в данной
работе регенерирующего процесса ξ(t)и связанного
с ним процесса γ(t) следует, что для произвольного
момента времени t > 0 и любого фиксированного
значения n = 1, 2, . . . случайное событие (ν(t) ≤
≤ n) не зависит от системы событий, порожденных

случайными величинами
{
γ
(1)
n+1, γ

(1)
n+2, . . .

}
. Такое

свойство в теории вероятностей называется неза-
висимостью от будущего [10]. Действительно, слу-
чайная величина ν(t) и событие (ν(t) ≤ n) зависят
от случайных моментов времени t1, t2, . . . , tn, tn+1
и соответствующих периодов регенерации [0, t1],
(t1, t2], . . . , (tn, tn+1]. В то же время случайные ве-

личины
{
γ
(1)
n+1, γ

(1)
n+2, . . .

}
связаны с периодами ре-

генерации (tn+1, tn+2], (tn+2, tn+3], . . .
При выполнении свойства независимости от бу-

дущего справедливо тождество Вальда [10, гл. 4,
§ 4]. Воспользовавшись этим результатом, получа-
ем из (6):

Eαγ
(1)(t) = Eαν(t)Eαγ

(1)
n = H(t)Eαγ

(1)
n . (7)

Из соотношения (3) с учетом (7) получаем:

Iα = lim
t→∞

Eαγ(t)

t
=

= lim
t→∞

Eαγ
(0)(t)

t
+ lim

t→∞

Eαγ
(1)(t)

t
=

= lim
t→∞

Eαγ
(0)(t)

t
+ Eαγ

(1)
n lim

t→∞

H(t)

t
. (8)

Первое слагаемое в правой части равенства (8)
может быть определено на основании эргодической
теоремы для аддитивного функционала. Классиче-
ские формы такой теоремы для полумарковских

моделей приведены в [7, 8]. В данном случае для ре-
генерирующего процесса ξ(t) эргодическая теорема
приводит к следующему результату:

lim
t→∞

Eαγ
(0)(t)

t
=
Eα

[
–γ(0)n

]

Eα [–tn]
. (9)

Второе слагаемое в правой части равенства (8)
определяется на основании элементарной теоремы
восстановления [9]:

lim
t→∞

H(t)

t
=

1

Eα [–tn]
. (10)

Заметим, что возможность применения указан-
ной теоремы обеспечивается выполнением условия
Eα [–tn] > 0.

Тогда из (8) с учетом (9) и (10) получаем пред-
ставление для средней удельной прибыли:

Iα = lim
t→∞

Eαγ(t)

t
=
Eα

[
–γ(0)n

]
+ Eαγ

(1)
n

Eα [–tn]
=

=
Eα

[
–γ(0)n + γ(1)n

]

Eα [–tn]
. (11)

Случайная величина –γ(0)n + γ
(1)
n = –γn пред-

ставляет собой полное изменение аддитивного сто-
имостного функционала на периоде регенерации
(tn, tn+1]. Полученное соотношение (11) совпадает
с (5). Теорема доказана.

Замечание 1. Утверждение теоремы остается спра-
ведливым для более общего варианта, в котором
множество допустимых решений (управлений) U
имеет произвольную структуру, а множество стра-
тегий управления регенерирующим процессом ξ(t)
совпадает с множеством вероятностных распреде-
лений, заданных на U .

Замечание 2. Выполнение условия Eα [–tn] > 0
можно обеспечить следующим образом. Из со-
отношения (1) следует, что

Eα [–tn] = Eα

[
–(0)n

]
+ Eα

[
–(1)n

]
.

Здесь

Eα

[
–(0)n

]
=
∑

r∈U

N − r

λ
αr ;

Eα

[
–(1)n

]
=
∑

r∈U

τrαr ,

где

τr = Er

[
–(1)n

]
=

∞∫

0

xdHr(x).
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Очевидно, что Eα

[
–
(0)
n

]
= 0 только для рас-

пределения вида (αN = 1, αr = 0, r ∈ U , r 6= N ).
Отсюда следует, что если τN > 0, тоEα [–tn] > 0 для
указанного распределения вероятностей (αN = 1,
αr = 0, r ∈ U , r 6= N ), а также и для любой дру-
гой стратегии принятия решений α ∈ •d. Если же
потребовать выполнения более сильного естествен-
ного условия τr > 0, r ∈ U (средняя длительность
задержки поставки не может быть равна нулю ни
при каком допустимом решении), то будет иметь
место оценка

Eα [–tn] ≥ Eα

[
–(1)n

]
> 0 .

Из утверждения теоремы следует, что для нахо-
ждения явного представления показателя эффек-
тивности Iα необходимо определить аналитические
представления математических ожиданий Eα [–γn]
и Eα [–tn].

Зафиксируем параметр управления r ∈ U и обо-
значим:

A(r) = Er

[
–γ(0)n + γ(1)n

]
= Er [–γn] ; (12)

B(r) = Er [–tn] . (13)

По свойству математического ожидания спра-
ведливы следующие формулы:

Eα [–γn] =
∑

r∈U

Er [–γn]αr =
∑

r∈U

A(r)αr ; (14)

Eα [–tn] =
∑

r∈U

Er [–tn]αr =
∑

r∈U

B(r)αr . (15)

Из (11) с учетом (14) и (15) получаем:

Iα =
Eα [–γn]

Eα [–tn]
=

∑
r∈U

A(r)αr

∑
r∈U

B(r)αr

. (16)

Задача оптимального управления в рассматри-
ваемой модели может быть сформулирована в виде
следующей экстремальной проблемы:

Iα =

∑
r∈U

A(r)αr

∑
r∈U

B(r)αr

→ max , α ∈ •d . (17)

Функционал (16) по форме представляет собой
так называемый дробно-линейный интегральный
функционал, заданный на множестве дискретных
вероятностных распределений •d. Изложим общий
подход к решению поставленной задачи.

5 О решении задачи
оптимального управления
в рассматриваемой
стохастической модели

Теория решения задачи безусловного экстрему-
ма для общего дробно-линейного интегрального
функционала, заданного на множестве наборов ве-
роятностных мер, изложена в работе [11]. Для ре-
шения поставленной экстремальной задачи (17) не-
обходимо исследовать на экстремум специальный
вариант дробно-линейного интегрального функци-
онала, в котором вероятностные меры являются
дискретными. Полное описание соответствующей
экстремальной задачи и формулировка утвержде-
ния о ее решении не могут быть приведены в рам-
ках настоящей статьи. В связи с этим упомянутые
результаты включены в приложение [12]. Отметим
также, что утверждение о безусловном экстрему-
ме дробно-линейного интегрального функционала,
заданного на множестве наборов дискретных веро-
ятностных распределений, приведено в работе [13].

Основываясь на указанном теоретическом
утверждении, сформулируем главный результат,
связанный с решением экстремальной задачи (17).
Если основная функция дробно-линейного дис-
кретного интегрального функционала (16), опре-
деляемая формулой C(r) = A(r)/B(r), где
функции A(r) и B(r) определены соотношения-
ми (12) и (13), достигает глобального максимума
в некоторой фиксированной точке r∗ ∈ U =
= {N,N − 1, . . . , 0,−1, . . . ,−N0}, то решение ис-
ходной задачи (17) существует и достигается на
вырожденном распределении α∗, сосредоточенном
в точке r∗. Заметим, что в рассматриваемой за-
даче множество допустимых решений U конечно
и глобальный максимум основной функции C(r)
достигается. Таким образом, для полного решения
поставленной задачи необходимо найти явные ана-
литические выражения для функций A(r) и B(r).
После этого точка глобального максимума функ-
ции C(r) может быть определена численным мето-
дом.

6 Заключение

В настоящей статье изложена первая часть ис-
следования задачи управления запасом дискретно-
го продукта в схеме регенерации. В ней разработана
новая стохастическая модель управления запасом
дискретного продукта, которая представляет собой
регенерирующий процесс с конечным множеством
состояний. Сформулирована задача оптимального
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управления, которая по своей математической фор-
ме представляет собой экстремальную задачу для
функционала, заданного на множестве дискретных
вероятностных распределений, каждое из которых
определяет стратегию управления. Поскольку целе-
вой функционал по своей структуре является дроб-
но-линейным интегральным функционалом, для
нахождения решения используется теорема о без-
условном экстремуме функционалов данного ви-
да. На основании этой теоремы установлено, что
оптимальная стратегия управления в рассматрива-
емой задаче существует, является детерминирован-
ной и определяется точкой максимума некоторой
функции, которая по своему идейному содержанию
представляет собой среднюю удельную прибыль,
зависящую от параметра управления.

Вторая часть исследования задачи управления
запасом посвящена нахождению явного аналитиче-
ского представления для указанной функции. Эта
часть будет представлена авторами в следующей
статье.
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параметров нейросети можно существенно снизить без значимой потери качества и значимого по-
вышения дисперсии функции ошибки. Предлагается метод прореживания параметров нейронной сети,
основанный на автоматическом определении релевантности параметров. Для определения релевантности
параметров предлагается проанализировать ковариационную матрицу апостериорного распределения па-
раметров и удалить из нейросети мультикоррелирующие параметры. Для определения мультикорреляции
используется метод Белсли. Для анализа качества представленного алгоритма проводятся эксперименты
на выборке Boston Housing, а также на синтетических данных.
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1 Введение

Решается задача выбора оптимальной структу-
ры нейронной сети. В силу высокой вычисли-
тельной сложности время оптимизации нейронных
сетей может занимать до нескольких дней [1]. По-
этому построение и выбор оптимальной структу-
ры нейронной сети также является вычислительно
сложной процедурой, которая значимо влияет на
итоговое качество модели. Использование избы-
точно сложных моделей с избыточным числом не-
информативных параметров служит препятствием
для использования глубоких сетей на мобильных
устройствах в режиме реального времени.

Существует ряд подходов к построению опти-
мальной сети. В работах [2, 3] предлагается ис-
пользовать модель градиентного спуска для опти-
мизации сети. В [4] используются байесовские
методы [5] оптимизации параметров нейронных се-
тей. Еще один метод поиска оптимальной структу-
ры заключается в прореживании избыточно слож-
ной модели [6–8]. В работе [6] предлагается
удалять наименее релевантные параметры на осно-
ве значений первой и второй производных функции
ошибки.

Данная работа посвящена прореживанию струк-
туры сети. Предлагается удалять наименее ре-
левантные параметры модели. Под релевант-

ностью [6] подразумевается то, насколько сильно
параметр влияет на функцию ошибки. Малая ре-
левантность указывает на то, что удаление этого
параметра не влечет значимого изменения функ-
ции ошибки. Метод предлагает построение ис-
ходной избыточно сложной нейросети с большим
числом избыточных параметров. Для определе-
ния релевантности параметров предлагается опти-
мизировать параметры и гиперпараметры в единой
процедуре. Для удаления параметров предлагается
использовать метод Белсли [9] .

Проверка и анализ метода проводятся на выбор-
ке Boston Housing [10], Wine [11] и синтетических
данных. Результат сравнивается с моделью, полу-
ченной при помощи базовых алгоритмов.

2 Постановка задачи
Задана выборка

D = {xi, yi}, i = 1, . . . , N ,

где xi ∈ Rm, yi ∈ {1, . . . , Y }, Y — число классов.
Рассмотрим модель f(x,w) : Rm×Rn → {1, . . . , Y },
гдеw ∈ Rn — пространство параметров модели,

f(x,w) = softmax (f1 (f2 (· · · (fl(x,w))))) ,

где fk(x,w) = tanh(w
Tx), k ∈ {1, . . . , l}; l — чис-

ло слоев нейронной сети. Параметр wj модели f

∗Работа выполнена при поддержке РФФИ (проект 19-07-0875) и Правительства РФ (соглашение 05.Y09.21.0018). Настоящая
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Центра компетенций Национальной технологической инициативы «Центр хранения и анализа больших данных», поддерживаемого
Министерством науки и высшего образования Российской Федерации по Договору МГУ им. М. В. Ломоносова с Фондом поддержки
проектов Национальной технологической инициативы от 11.12.2018 № 13/1251/2018.
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Определение релевантности параметров нейросети

называется активным, если wj 6= 0. Множество ин-
дексов активных параметров обозначим A ⊂ J =
= {1, . . . , n}. Задано пространство параметров мо-
дели

WA = {w ∈ Rn | wj 6= 0, j ∈ A}.

Для модели f с множеством индексов актив-
ных параметров A и соответствующего ей вектора
параметров w ∈ WA определим логарифмическую
функцию правдоподобия выборки:

LD(D,A,w) = log p(D|A,w), (1)

где p(D|A,w)— апостериорная вероятность выбор-
ки D при заданных w,A. Оптимальные значе-
ния w,A находятся из минимизации −LA(D,A)—
логарифма правдоподобия модели:

LA(D,A) = log p(D|A) =

= log

∫

w∈WJ

p(D|w)p(w|A) dw, (2)

где p(w|A)— априорная вероятность вектора пара-
метров в пространстве WJ .

Так как вычисление интеграла (2) является вы-
числительно сложной задачей, рассмотрим вари-
ационный подход [12] для решения этой задачи.
Пусть задано распределение:

q(w) ∼ N
(
m,A−1

ps

)
.

Здесь m,A−1
ps — вектор средних и матрица кова-

риации, аппроксимирующее неизвестное апосте-
риорное распределение p(w|D,A), полученное при
априорном предположении

p(w|A) ∼ N
(
µ,A−1

pr

)
,

где µ,A−1
pr — вектор средних и матрица ковариации

априорного распределения.
Приблизим интеграл (2) методом, предложен-

ным в [12]:

LA(D,A) = log p(D|A) =

=

∫

w∈WJ

q(w) log
p(D,w|A)
q(w)

dw −

−
∫

w∈WJ

q(w) log
p(w|D,A)
q(w)

dw ≈

≈
∫

w∈WJ

q(w) log
p(D,w|A)
q(w)

dw =

=

∫

w∈WJ

q(w) log
p(w|A)
q(w)

dw +

+

∫

w∈WJ

q(w) log p(D|A,w) dw =

= Lw(D,A,w) + LE(D,A) . (3)

Первое слагаемое формулы (3) — это сложность
модели. Оно определяется расстоянием Кульбака–
Лейблера:

Lw(D,A,w) = −DKL (q(w)||p(w|A)) .

Второе слагаемое формулы (3) представляет собой
математическое ожидание правдоподобия выбор-
ки LD(D,A,w). В данной работе оно является
функцией ошибки:

LE(D,A) = Ew∼qLD(y,D,A,w).

Требуется найти параметры, доставляющие
минимум суммарному функционалу потерь
LA(D,A,w) из (3):

�w = argmin
A⊂J ,w∈WA

−LA(D,A,w) =

= argmin
A⊂J ,w∈WA

DKL (q(w)||p(w|A)) − LD(D,A,w). (4)

3 Базовые методы прореживания
нейросети

3.1 Случайное удаление

Метод случайного удаления заключается в том,
что случайным образом удаляется некоторый пара-
метр wξ из множества активных параметров сети.
Индекс параметра ξ из равномерного распределе-
ния — случайная величина, предположительно до-
ставляющая оптимум в (4):

ξ ∼ U(A).

3.2 Оптимальное прореживание

Метод оптимального прореживания [6] исполь-
зует вторую производную целевой функции (1) по
параметрам для выявления нерелевантных пара-
метров. Рассмотрим функцию потерь L (1), раз-
ложенную в ряд Тейлора в некоторой окрестности
вектора параметровw:

δL =
∑

j∈A

gjδwj +
1

2

∑

i,j∈A

hijδwiδwj +O
(
||δw||3

)
, (5)
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где δwj — компоненты вектора δw; gj — компо-
ненты вектора градиента ∇L; hij — компоненты
гесcианаH:

gj =
∂L
∂wj

, hij =
∂2L

∂wi∂wj
.

Задача является вычислительно сложной в силу
высокой размерности матрицы H. Введем предпо-
ложение [6] о том, что удаление нескольких пара-
метров приводит к такому же изменению функции
потерь L, как и суммарное изменение при индиви-
дуальном удалении:

δL =
∑

j∈A

δLj ,

где A — множество активных параметров; δLj —
изменение функции потерь при удалении одного
параметраwj .

В силу данного предположения будем рассмат-
ривать только диагональные элементы матрицы H.
После введенного предположения выражение (5)
принимает вид:

δL = 1
2

∑

j∈A

hjjδw
2
j .

Получаем следующую задачу оптимизации:

ξ = argmin
j∈A

hjj

w2j
2
,

где ξ — индекс наименее релевантного, удаляемо-
го параметра, предположительно доставляющего
оптимум в (4).

3.3 Удаление неинформативных
параметров с помощью
вариационного вывода

Для удаления параметров в работе [7] предла-
гается удалить параметры, которые имеют макси-
мальное отношение плотности p(w|A) априорной
вероятности в нуле к плотности априорной вероят-
ности в математическом ожиданииµj параметраwj .

Для гауссовского распределения с диагональной
матрицей ковариации получаем:

pj(w|A)(w) =
1√
2σ2j

exp

(
− (w − µj)

2

2σ2j

)
,

где w — значение носителя распределенного па-
раметра. Разделим плотность вероятности в нуле
к плотности в математическом ожидании

pj(w|A)(0)
pj(w|A)(µj)

= exp

(
− µ2j

2σ2j

)

и поставим следующую задачу оптимизации:

ξ = argmin
j∈A

∣∣∣∣
µj

σj

∣∣∣∣ ,

где ξ — индекс наименее релевантного, удаляемого
параметра.

4 Предлагаемый метод
определения релевантности
параметров нейросети

Предлагается метод, основанный на модифика-
ции метода Белсли. Пусть w — вектор параметров,
доставляющий минимум функционалу потерь LA

из (3) на множестве WA, аAps — соответствующая
ему ковариационная матрица.

Выполним сингулярное разложение матрицы

Aps = U˜V
T.

Индекс обусловленности ηj определим как отноше-
ние максимального элемента к j-му элементу мат-
рицы ˜. Для нахождения мультикоррелирующих
признаков требуется найти индекс ξ вида

ξ = argmax
j∈A

ηj .

Дисперсионный долевой коэффициент qij опре-
делим как вклад j-го признака в дисперсию i-го
элемента вектора параметраw:

qij =
u2ij/λjj∑n

j=1
u2ij/λjj

.

Большие значения дисперсионных долей указы-
вают на наличие зависимости между параметрами.
Находим долевые коэффициенты, которые вносят
максимальный вклад в дисперсию параметра wξ:

ζ = argmax
j∈A

qξj .

Параметр с индексом ζ определим как наименее
релевантный параметр нейросети.

Проиллюстрируем принцип работы метода Бел-
сли на примере. Рассмотрим данные, порожденные
следующим образом:

w =




sin(x)
cos(x)
2 + cos(x)
2 + sin(x)

cos(x) + sin(x)
x



,

с матрицей ковариации, представленной на
рис. 1, а, где x ∈ [0,0; 0,02; . . . ; 20,0].

В табл. 1 приведены индексы обусловленности
и соответствующие им дисперсионные доли, ко-
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Рис. 1 Иллюстрация метода Белсли: (a) матрица ковариации; (б) дисперсионные доли

Таблица 1 Илюстрация метода Белсли

η q1 q2 q3 q4 q5 q6

1,0 2 · 10−17 4 · 10−17 1 · 10−16 2 · 10−17 6 · 10−17 3 · 10−4

1,5 5 · 10−17 9 · 10−17 2 · 10−16 5 · 10−17 3 · 10−20 3 · 10−2

3,3 9 · 10−18 1 · 10−17 2 · 10−17 9 · 10−18 2 · 10−19 9 · 10−1

2 · 1015 1 · 10−2 1 · 10−1 8 · 10−1 2 · 10−3 9 · 10−2 1 · 1017

8 · 1015 6 · 10−2 8 · 10−1 9 · 10−2 8 · 10−2 9 · 10−1 2 · 1017

1 · 1016 9 · 10−1 1 · 10−2 4 · 10−2 9 · 10−1 1 · 10−3 5 · 10−21

торые также изображены на рис. 1, б. Согласно
этим данным максимальный индекс обусловлен-
ности η6 = 1,2 ·1016. Ему соответствуют максималь-
ные дисперсионные доли признаков с индексами 1
и 4, которые, как видно из построения выборки,
коррелируют между собой.

5 Вычислительный эксперимент

Для анализа свойств предложенного алгоритма
и сравнения его с существующими был проведен
вычислительный эксперимент, в котором парамет-
ры нейросети удалялись методами, описанными
в подразд. 3.1—3.3, и методом Белсли.

В качестве данных использовались три выбор-
ки, представленные в табл. 2. Выборки Wine [11]
и Boston Housing [10] — это реальные данные. Син-
тетические данные сгенерированы таким образом,
чтобы параметры сети были мультикоррелируемы-
ми. Генерация данных состояла из двух этапов.

Таблица 2 Описание выборок

Выборка
Тип

задачи
Размер

выборки
Число

признаков
Wine Классификация 178 13
Boston Housing Регрессия 506 13
Synthetic data Регрессия 10 000 100

На первом этапе генерировался вектор парамет-
ровwsynthetic:

wsynthetic ∼ N (msynthetic,Asynthetic) ,
где

msynthetic =




1,0
0,0025

...
0,0025


 ;

Asynthetic =



1,0 10−3 · · · 10−3 10−3
10−3 1,0 · · · 0,95 0,95
· · · · · · · · · · · · · · ·
10−3 0,95 · · · 0,95 1,0


 .
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На втором этапе генерировалась выборка
Dsynthetic:

Dsynthetic = {(xi, yi)|xi ∼ N (1, I),
yi = xi0, i = 1, . . . , 10 000} .

В приведенном выше векторе параметровwsynthetic
для выборки Dsynthetic наиболее релевантным
является первый параметр, а все остальные
параметры — нерелевантные. Матрица ковариации
была выбрана таким образом, чтобы все нереле-
вантные параметры были зависимы и метод Белсли
был максимально эффективен.

Для алгоритмов тренировочная и тестовая вы-
борки составили 80% и 20% соответственно. Кри-
терием качества прореживания служит доля па-
раметров нейросети, удаление которых не влечет
значимой потери качества прогноза. Также крите-
рием качества служит устойчивость нейросети к за-
шумленности данных.

Качеством прогнозаRcl модели для задачи клас-
сификации выступает точность прогноза модели:

Rcl =

∑
(x,y)∈D

[f(x,w) = y]

|D| .

Качеством прогноза Rrg модели для задачи ре-
грессии является среднеквадратичное отклонение
результата модели от точного:

Rrg =

∑
(x,y)∈D

(f(x,w)− y)
2

|D| .

Выборка Wine. Рассмотрим нейронную сеть
с 13 нейронами на входе, 13 нейронами в скры-
том слое и 3 нейронами на выходе.

На рис. 2, а показано, как меняется точность
прогнозаRcl при удалении параметров указанными
методами. Из графика видно, что метод оптималь-
ного прореживания, вариационный метод и ме-
тод Белсли позволяют удалить ≈ 80% параметров
и качество всех этих методов падает при удалении
≈ 90% параметров нейросети.

На рис. 3 представлены поверхности изменения
уровня шума ответов нейросети при изменении до-
ли удаленных параметров и уровня шума входных
данных для разных методов прореживания. Из
графиков видно, что при удалении параметров ней-
росети методом Белсли шум меньше, чем при уда-
лении параметров другими методами. На это ука-
зывает то, что поверхность, которая соответствует
методу Белсли, ниже других поверхностей.

Выборка Boston Housing. Рассмотрим нейронную
сеть с 13 нейронами на входе, 39 нейронами в скры-
том слое и одним нейроном на выходе.

Рис. 2 Качество прогноза при удалении параметров на
выборках Wine (а), Boston (б) и синтетической (в): 1 —
произвольное удаление; 2 — оптимальное прореживание;
3 — вариационный метод; 4 — метод Белсли

На рис. 2, б показано, как меняется среднеквад-
ратичное отклонение прогнозаRrg от точного отве-
та при удалении параметров указанными методами.
График показывает, что метод Белсли является бо-
лее эффективным, чем другие методы, так как поз-
воляет удалить больше параметров нейросети без
потери качества.
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Рис. 3 Влияние шума в начальных данных на шум
выхода нейросети на выборке Wine: (а) произвольное
удаление параметров; (б) оптимальное прореживание;
(в) вариационный метод. Серый цвет — метод Белсли

Рис. 4 Влияние шума в начальных данных на шум
выхода нейросети на выборке Boston: (а) произвольное
удаление параметров; (б) оптимальное прореживание;
(в) вариационный метод. Серый цвет — метод Белсли

На рис. 4 представлены поверхности изменения
уровня шума ответов нейросети при изменении до-
ли удаленных параметров и уровня шума входных
данных для разных методов прореживания. График
показывает, что уровень шума всех методов одина-
ковый, так как поверхности всех методов находятся
на одном уровне.

Синтетические данные. Рассмотрим нейронную
сеть со 100 нейронами на входе и одним нейро-
ном на выходе.

На рис. 2, в показано, как меняется среднеквад-
ратичное отклонение прогноза от Rrg точного от-
вета при удалении параметров указанными метода-
ми. График показывает, что удаление параметров
методом Белсли является более эффективным, чем
другие методы прореживания, так как качество про-
гноза нейросети улучшается при удалении шумовых
параметров.

На рис. 5 представлены поверхности измене-
ния уровня шума ответов нейросети при изменении
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Рис. 5 Влияние шума в начальных данных на шум выхода
нейросети на синтетической выборке: (а) произвольное
удаление параметров; (б) оптимальное прореживание;
(в) вариационный метод. Серый цвет — метод Белсли

доли удаленных параметров и уровня шума вход-
ных данных для разных методов прореживания.
Из графиков видно, что при удалении параметров
нейросети методом Белсли шум меньше, чем при
удалении параметров другими методами, так как
поверхность, которая соответствует методу Белсли,
ниже других поверхностей.

6 Заключение

В работе рассматривалась задача прореживания
моделей нейросетей. Рассматривались метод опти-
мального прореживания и метод, основанный на
вариационном подходе. Был предложен алгоритм
прореживания, основанный на методе Белсли, для
удаления зависимых параметров модели. В ходе
эксперимента было показано, что нейросети, про-
реженные методом Белсли, более устойчивы к шуму
на входных данных. Качество прогноза нейросетей
после прореживания методом Белсли не хуже ка-
чества прогноза нейросетей, прореженных другими
методами.
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БАЙЕСОВСКИЕ МОДЕЛИ БАЛАНСА ФАКТОРОВ, ИМЕЮЩИХ

АПРИОРНЫЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ВЕЙБУЛЛА И НАКАГАМИ∗

Е. Н. Арутюнов1, А. А. Кудрявцев2, А. И. Титова3

Аннотация: Рассматриваются байесовские модели баланса, в рамках которых факторы, оказывающие
влияние на состояние системы, условно разделяются на позитивные, т. е. способствующие функциониро-
ванию, и негативные, т. е. препятствующие функционированию. В качестве показателя эффективности
работы системы рассматривается отношение негативного фактора к позитивному — индекс баланса.
Исследование проводится в предположении о зависимости факторов от условий внешней среды и невоз-
можности определения точных значений факторов в каждый момент времени в силу внешних причин:
несовершенства измерительного оборудования, нехватки материальных и временных ресурсов и т. п. Так-
же предполагается, что законы изменения факторов априори известны и остаются постоянными. Данные
предположения обусловливают применение байесовского метода, который заключается в рандомизации
исходных параметров и, как следствие, индекса баланса, при этом предполагается, что априорные распре-
деления факторов известны. Статья продолжает ряд исследований авторов по применению байесовских
методов в задачах массового обслуживания и надежности. В работе приводятся полученные вероятност-
ные характеристики индекса баланса факторов в случае априорных распределений Вейбулла и Накагами.
Результаты представлены в терминах гамма-экспоненциальной функции.

Ключевые слова: байесовский подход; модели баланса; смешанные распределения; распределение
Вейбулла; распределение Накагами; гамма-экспоненциальная функция

DOI: 10.14357/19922264190210

1 Введение

В условиях постоянного усложнения процес-
сов, лежащих в основе большинства сфер челове-
ческой деятельности, классические методы анали-
за эффективности теряют свою актуальность. Все
чаще в качестве инструментов исследования раз-
личных систем используются показатели, рейтин-
ги и индексы, что позволяет значительно эконо-
мить необходимые для проведения исследований
ресурсы. При построении математических моде-
лей в задачах исследования эффективности есте-
ственно разделять факторы, влияющие на систему,
на способствующие функционированию целевого
объекта (p-факторы) и препятствующие функцио-
нированию (n-факторы). В данных условиях для
исследования системы наиболее наглядным пока-
зателем эффективности ее работы представляется
отношение n-фактора к p-фактору, которое будет
стремиться к единице при приближении системы
к состоянию баланса и существенно отличаться от
единицы в случае непродуктивной деятельности.

Назовем индексом баланса системы отношение
ρ = λ/µ, гдеλиµ суть n- и p-факторы соответствен-
но. В случае исследования сложных модифициру-
емых информационных систем примером индек-
са баланса может служить коэффициент загрузки
системы, определяемый как отношение интенсив-
ности входящего потока к интенсивности обслужи-
вания, или ожидаемое время безотказной работы,
представимое в виде отношения среднего времени
безотказной работы к среднему времени восстанов-
ления системы.

В силу стохастичности среды функционирова-
ния любой современной системы значения факто-
ров, влияющих на систему, меняются с течением
времени, что создает предпосылки для рассмотре-
ния факторов и индексов, зависящих от них, как
случайных величин. Вместе с тем законы, ко-
торым подчиняются изменения факторов, можно
считать неизменными в рамках конкретной моде-
ли, так как глобальные изменения окружающей
среды происходят довольно редко. Эти предполо-
жения обосновывают применимость байесовского

∗Работа выполнена при частичной финансовой поддержке РФФИ (проект 17-07-00577).
1Институт проблем информатики Федерального исследовательского центра «Информатика и управление» Российской академии

наук, enapoleon@mail.ru
2Московский государственный университет им. М. В. Ломоносова, факультет вычислительной математики и кибернетики,

nubigena@mail.ru
3Московский государственный университет им. М. В. Ломоносова, факультет вычислительной математики и кибернетики,

onkelskroot@gmail.com

71



Е. Н. Арутюнов, А. А. Кудрявцев, А. И. Титова

метода, в рамках которого происходит рандомиза-
ция параметров при помощи известных априорных
распределений [1].

В статье в качестве априорных распределений
факторов рассматриваются распределение Вейбул-
ла и m-распределение Накагами. Ниже приводят-
ся вероятностные характеристики индекса балан-
са, представляющего собой масштабную смесь двух
распределений гамма-класса.

2 Основные результаты
Обозначим через m(q, θ) m-распределение На-

кагами [2] с плотностью

mq,θ(x) =
2qqx2q−1

θq•(q)
exp

{
−qx

2

θ

}
,

x > 0 , q > 0 , θ > 0 ,

а через W (p, α) — распределение Вейбулла с плот-
ностью

wp,α(x) =
pxp−1e−(x/α)p

αp , x > 0 , p > 0 , α > 0 .

Рассмотрим гамма-экспоненциальную функ-
цию [3]

Geα, β(x) =

∞∑

k=0

xk

k!
•(αk + β) ,

x ∈ R , 0 ≤ α < 1 , β > 0 .

Хорошо известен следующий результат.

Лемма 1. Для случайных величин ξ и η, имеющих

m-распределение Накагами m(q, θ) и распределение

Вейбулла W (p, α) соответственно, для z ∈ R выпол-

няются соотношения:

Eξz =

(
θ

q

)z
•(z/2 + q)

•(q)
, z > −2q ;

Eηz = αz•

(
1 +

z

p

)
, z > −p .

Для дальнейших вычислений потребуется сле-
дующее утверждение.

Лемма 2. Для некоторых q > 0, p > 0, a > 0 и b > 0
справедливо

∞∫

0

y2q+p−1e−(y/a)p−(y/b)2 dy =

=





b2q+p

2
Gep/2, (2q+p)/2

(
−
(
b

a

)p)
, p < 2 ;

a2q+p

p
Ge2/p, (2q+p)/p

(
−
(
a

b

)2)
, p > 2 ;

q•(q)

2
(
a−2 + b−2

)q+1 , p = 2 .

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим случай p < 2.
Используя теорему Лебега о предельном переходе,
получаем:

∞∫

0

y2q+p−1e−(y/a)p−(y/b)2 dy =

=
a2q+p

p

∞∫

0

t2q/p
∞∑

k=0

(−t)k
k!

e−(a/b)2t2/p

dt =

=
b2q+p

2

∞∑

k=0

(−1)k(b/a)pk

k!

∞∫

0

z(pk+p+2q)/2−1e−z dz =

=
b2q+p

2

∞∑

k=0

(−1)k(b/a)pk

k!
•

(
pk + p+ 2q

2

)
.

Случай p > 2 рассматривается аналогично. Случай
p = 2 напрямую следует из определения гамма-
функции. Лемма доказана.

Леммы 1 и 2 дают возможность находить вероят-
ностные характеристики индекса баланса системы.

Теорема 1. Пусть негативный факторλимеет m-рас-

пределение Накагамиm(q, θ), а позитивный факторµ
имеет распределение Вейбулла W (p, α), причем λ и µ
независимы. Тогда при x > 0 плотность, функция

распределения и моменты индекса баланса ρ имеют

вид:

fρ(x) =

=





2qqα2qx2q−1

θq•(q)
Ge2/p, 2q/p+1

(
−qα

2x2

θ

)
,

p > 2 ;

pθp/2x−p−1

αpqp/2•(q)
Gep/2, q+p/2

(
− θp/2

qp/2αpxp

)
,

p < 2 ;

(1)

Fρ(x) =





2qqα2qx2q

pθq•(q)
Ge2/p, 2q/p

(
−qα

2x2

θ

)
, p > 2;

1

•(q)

∞∫

(
√

q/θ αx)−p

Gep/2, q+p/2(−z) dz, p < 2;

Eρz =
θz/2• (q + z/2)• (1− z/p)

qz/2αz•(q)
, z < p .

При p = 2 индекс баланса ρ имеет распределение

Дагума [4] с параметрами (2,
√
θ/q/α, q).
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Поскольку

fρ(x) =

∞∫

0

2qqx2q−1y2q+p−1

αpθq•(q)
e−qx2y2/θ−(y/α)p dy ,

соотношение (1) следует из леммы 2.
Для функции распределения ρ при p > 2 спра-

ведливо для x > 0:

Fρ(x) =

=

x∫

0

2qqα2qu2q−1

θq•(q)
Ge2/p, 2q/p+1

(
−qα

2u2

θ

)
du =

=
2qqα2q

θq•(q)

∞∑

k=0

(−qα2)k
θkk!

•

(
2k + 2q + p

p

)
×

×
x∫

0

u2q+2k−1 du =

=
2qq(αx)2q

pθq•(q)

∞∑

k=0

(
−qα2x2

)k

θkk!
•

(
2k + 2q

p

)
.

В случае p < 2 имеем:

Fρ(x) =

=

x∫

0

pθp/2u−p−1

αpqp/2•(q)
Gep/2, q+p/2

(
− θp/2

qp/2αpup

)
du =

=

x∫

0

∞∑

k=0

pθp/2

(
−
(√

q/θαu
)−p

)k

αpqp/2up+1•(q)k!
×

× •
(
pk + 2q + p

2

)
du =

=
1

•(q)

∞∫

(
√

q/θαx)−p

∞∑

k=0

(−z)k
k!
•

(
pk + 2q + p

2

)
dz .

Для нахождения моментов ρ достаточно вос-
пользоваться независимостью случайных величинλ
и µ и леммой 1. Теорема доказана.

Рассмотрим симметричный случай априорных
распределений факторов.

Теорема 2. Пусть негативный фактор λ имеет рас-

пределение ВейбуллаW (q, θ), а позитивный фактор µ
имеет m-распределение Накагами m(p, α), причем λ
и µ независимы. Тогда при x > 0 плотность, функция

распределения и моменты индекса баланса ρ имеют

вид:

fρ(x) =





qxq−1(α/p)q/2

θq•(p)
Geq/2, q/2+p

(
−α

q/2xq

pq/2θq

)
,

q < 2;

2ppθ2p

αpx2p+1•(p)
Ge2/q, 2p/q+1

(
− pθ2

αx2

)
,

q > 2;

Fρ(x) =





1− 1

•(p)
Geq/2, p

(
−α

q/2xq

pq/2θq

)
, q < 2;

2

•(p)

∞∫

θ
√

p/α/x

z2p−1Geq/2, q/2+p(−z2) dz,

q > 2;

Eρz =
pz/2θz• (1 + z/q) • (p− z/2)

αz/2•(p)
, z < 2p .

При q = 2 распределение индекса баланса ρ со-
впадает с распределением Бурра [5] с параметрами
(2, p, θ

√
p/α).

Д о к а з а т е л ь с т в о . Аналогично предыдущей тео-
реме для получения выражения для плотности ρпри
всех q > 0 достаточно воспользоваться леммой 2.

Найдем функцию распределения в случае q < 2.
Имеем:

Fρ(x) =
q (α/p)

q/2

θq•(p)
×

×
x∫

0

uq−1Geq/2, q/2+p

(
−α

q/2uq

pq/2θq

)
du =

q (α/p)
q/2

θq•(p)
×

×
x∫

0

uq−1
∞∑

k=0

(
−αq/2uq

)k

pqk/2θqkk!
•

(
qk + q + 2p

2

)
du =

= − 1

•(p)

∞∑

k=0

(
−αq/2xq

)k+1

(
pq/2θq

)k+1

(k + 1)!

×

× •
(
q(k + 1) + 2p

2

)
=

= 1− 1

•(p)

∞∑

m=0

(
−αq/2xq

)m

(
pq/2θq

)m

m!
•

(
qm+ 2p

2

)
.

Для q > 2 функция распределения ρ имеет вид:

Fρ(x) =

=

x∫

0

2ppθ2p

αpu2p+1•(p)
Ge2/q, 2p/q+1

(
− pθ2

αu2

)
du =
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=

x∫

0

2ppθ2p

αpu2p+1•(p)

∞∑

k=0

(
−pθ2

)k
(
αu2

)k
k!
•

(
2k + 2p+ q

q

)
du =

=
2

p•(p)

∞∫

θ
√

p/α/x

z2p−1
∞∑

k=0

(
−z2

)k

k!
•

(
2k + 2p+ q

q

)
dz.

Соотношение для моментов следует из леммы 1
и независимости случайных величин λ и µ. Теорема
доказана.

Следствие. Утверждение теоремы 1 справедливо для
частных случаев распределения Накагами, таких
как распределение максимума процесса броунов-
ского движения (q = 1/2, θ = θ), распределение
Рэлея (q = 1, θ =

√
θ), хи-распределение (q =

= q/2, θ = q), распределение Максвелла–Больц-
мана (q = 3/2, θ = 3θ). Утверждение теоремы 2
также справедливо для перечисленных распределе-
ний с соответствующей заменой параметров.

3 Заключение

Распределения Вейбулла и Накагами вместе
с их частными случаями служат адекватными мате-

матическими моделями многих реальных процес-
сов и явлений из всевозможных областей знания
(радиотехники, физики, экономики, управления
и пр.). По этой причине полученные результаты
могут найти широкое применение при анализе эф-
фективности разнообразных реальных систем.
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Abstract: Bayesian balance models are considered. Within this approach, it is assumed that the parameters affecting
a system can be divided into positive, which support system functioning, and negative, which interfere with the
functioning. Thus, the ratio of negative to positive factors — balance index — is considered as an indication of
system’s functioning effectiveness. The study is carried out assuming that the factors depend on the environment
state and their exact value cannot be obtained due to external reasons, e. g., equipment faults, lack of resources,
etc. It is also assumed that the principles of factors’ changes are known a priori and remain invariable. Considering
these assumptions, it is natural to use the Bayesian method, which implies randomization of the initial parameters
supposing that their a priori distributions are known. As a result, the balance index becomes a random variable
as well. This paper continues a series of studies by the authors devoted to the application of Bayesian methods in
the problems of queuing and reliability. In this work, the obtained probability characteristics of the factor balance
index in the case of a priori Weibull and Nakagami distributions are presented. The results are formulated using
gamma-exponential function.
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ПРОТОКОЛ ГЕТЕРОГЕННОГО МЫШЛЕНИЯ ГИБРИДНОЙ

ИНТЕЛЛЕКТУАЛЬНОЙ МНОГОАГЕНТНОЙ СИСТЕМЫ

ДЛЯ РЕШЕНИЯ ПРОБЛЕМЫ ВОССТАНОВЛЕНИЯ

РАСПРЕДЕЛИТЕЛЬНОЙ ЭЛЕКТРОСЕТИ∗

А. В. Колесников1, С. В. Листопад2

Аннотация: Для проблемы восстановления электроснабжения в региональной распределительной элек-
тросети после масштабных аварий характерны высокая комбинаторная сложность, неоднородность,
недоопределенность, неточность и нечеткость. Применение механизма коллективного решения проблем
для преодоления перечисленных НЕ-факторов невозможно из-за временных ограничений. Для решения
проблемы предлагается новый класс интеллектуальных систем, моделирующих коллективное принятие
решений под руководством фасилитатора — гибридные интеллектуальные многоагентные системы ге-
терогенного мышления (ГИМСГМ). В отличие от традиционных гибридных интеллектуальных систем,
интегрирующих модели знаний экспертов, они дополнительно моделируют взаимодействие в групповых
процессах и эффектах, адаптируясь к динамичным проблемным ситуациям послеаварийного восстано-
вления региональной распределительной электросети. В работе рассматривается один из компонентов
таких систем — протокол организации коллективного гетерогенного мышления агентов.

Ключевые слова: гетерогенное мышление; гибридная интеллектуальная многоагентная система; проблема
восстановления распределительной электросети
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1 Введение

При авариях в энергосистемах, происходящих
несмотря на проводимые предупредительно-про-
филактические мероприятия, принимаются меры,
снижающие их интенсивность и продолжитель-
ность. Сразу после масштабной аварии повышение
частоты и развал энергосистемы тормозятся авто-
матически изменением и отключением нагрузки
управляемым разделением. В течение последующих
часов выполняются восстановительные мероприя-
тия, в ходе которых операторы распределительной
сети и электростанций вручную поддерживают ба-
ланс нагрузки и генерации. Длительность выработ-
ки решений и действий по их реализации намного
превышает допустимые ограничения по оборудова-
нию, и возникает опасность, что управление элек-
тростанциями и энергосистемой не может обеспе-
чить необходимую координацию [1].

Одна из важнейших задач оперативно-диспет-
черского персонала — составление плана обес-
печения безопасности, сохранности оборудова-
ния и быстрого восстановления электроснабжения
потребителей, не противоречащего требованиям
энергосистемы [2].

При разработке плана оперируют большим раз-
нообразием ресурсов, их свойств и отношений,
а также учитывают НЕ-факторы А. С. Наринья-
ни [3]: недоопределенность места аварии на мо-
мент планирования; неточность величины мощ-
ности, потребляемой клиентами и генерируемой
источниками распределенной генерации; нечет-
кость времени восстановительных операций; не-
корректность работы датчиков; неполнота моде-
ли электросети. В силу временн‚ых ограничений
организовать всестороннее коллективное обсужде-
ние послеаварийной проблемной ситуации невоз-
можно.

Для информационной подготовки решений
(«предрешений», по П. К. Анохину) по восста-
новлению электроснабжения в распределительной
электросети [4] предлагается разработать новый
класс интеллектуальных систем — ГИМСГМ, ком-
бинирующих гибридный подход А. В. Колеснико-
ва [5], аппарат многоагентных систем В. Б. Тарасо-
ва [6] и методики гетерогенного мышления [7–9].
Такие системы интегрируют знания и взаимо-
действие экспертов различных специальностей,
учитывают несколько критериев оптимальности
и множество ограничений в условиях динамиче-
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ских сред и дефицита времени на принятие ре-
шения.

2 Формализованная модель
гибридной интеллектуальной
многоагентной системы
гетерогенного мышления

Формально ГИМСГМ определяется следующим
образом [10]:

himsht = 〈AG∗, env, INT∗,ORG, {ht}〉 ;
acthimsht =

=

(
⋃

ag∈AG∗

actag

)
∪ actdmsa ∪ acthtmc ∪ actcol ;

actag = (METag, ITag) , ag ∈ AG∗,

∣∣∣∣∣
⋃

ag∈AG∗

ITag

∣∣∣∣∣ ≥ 2,

где AG∗ = {ag1, . . . , agn, agdm, agfc} — множество
агентов, включающее агентов-экспертов (АЭ) agi,
i ∈ N, 1 ≤ i ≤ n, агента, принимающего ре-
шения (АПР), agdm и агента-фасилитатора (АФ)
agfc, n — число АЭ; env — концептуальная мо-
дель внешней среды ГИМСГМ; INT∗ = {protgm,
lang, ont, dmscl}— элементы структурирования вза-
имодействий агентов: protgm — протокол взаимо-
действия агентов, позволяющий организовать их
коллективное гетерогенное мышление, lang— язык
передачи сообщений, ont— модель предметной об-
ласти, dmscl— классификатор ситуаций коллектив-
ного решения проблемы, идентифицирующий ста-
дии этого процесса; ORG— множество архитектур
ГИМСГМ; {ht} — множество концептуальных мо-
делей макроуровневых процессов в ГИМСГМ: ht—
модель процесса коллективного решения проблем

методами гетерогенного мышления — ромб груп-
пового принятия решений С. Кейнера, К. Толди,
С. Фиск, Д. Бергера (рис. 1) [9]; acthimsht — функ-
ция ГИМСГМ в целом; actag — функция АЭ из
множества AG∗; actdmsa — функция «анализ си-
туации коллективного решения проблемы» АФ,
обеспечивающая идентификацию стадии процес-
са гетерогенного мышления ГИМСГМ на осно-
ве предлагаемых АЭ частных решений, напряжен-
ности конфликта между АЭ и предшествующей
стадии процесса решения проблемы; acthtmc —
функция «выбор метода гетерогенного мышления»
АФ, которая реализуется с использованием нечет-
кой базы знаний об эффективности методов гетеро-
генного мышления в зависимости от характеристик
проблемы, стадии процесса ее решения и текущей
ситуации решения в ГИМСГМ; actcol — коллек-
тивная функция ГИМСГМ, конструируемая дина-
мически; metag — метод решения задачи; itag —
интеллектуальная технология, в рамках которой
реализован методmetag.

Согласно модели, представленной на рис. 1,
процесс решения проблемы ГИМСГМ трехстадий-
ный: (1) дивергентное мышление; (2) бурление;
(3) конвергентное мышление. На стадии дивер-
гентного мышления АЭ генерируют множество ва-
риантов решения проблемы, а АФ стимулирует их
выработку соответствующими методами [11]. В слу-
чае если даже с применением методов дивергент-
ного мышления противоречий не возникает, т. е.
задача имеет очевидное решение, процесс заверша-
ется. В противном случае агенты ГИМСГМ кон-
фликтуют по поводу знаний, убеждений, мнений,
т. е. участвуют в своего рода когнитивных конфлик-
тах [11, 12]. Конфликт — отличительная черта ста-
дии бурления, позволяющая АФ предпринять меры
по сближению точек зрения агентов. На стадии
конвергентного мышления агенты совместно пе-
реформулируют, дорабатывают решения, пока не

Рис. 1 Модель коллективного решения проблем методами гетерогенного мышления — ромб группового принятия
решений С. Кейнера, К. Толди, С. Фиск, Д. Бергера: 1 — альтернатива; 2 — досрочное несогласованное решение; 3 —
согласованное решение
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получат коллективное решение, релевантное раз-
нообразию моделей экспертов ГИМСГМ.

Функциональная структура ГИМСГМ для ре-
шения проблемы восстановления электроснаб-
жения в региональной распределительной элек-
тросети после масштабных аварий представлена
в [12]. Рассмотрим протокол взаимодействия аген-
тов ГИМСГМ в процессе коллективного гетероген-
ного мышления.

3 Протокол гетерогенного
мышления гибридной
интеллектуальной
многоагентной системы

Основная цель протоколирования агентов гиб-
ридной интеллектуальной многоагентной систе-
мы —инкапсуляция разрешенных взаимодействий.
Протокол определяет схемы (распределенный алго-
ритм) обмена информацией, знаниями, координа-
ции агентов при решении поставленных задач [13].
С одной стороны, протокол служит для объеди-
нения агентов через концептуальный интерфейс
и организации их совместной работы, с другой —
определяет четкие границы компонентов систе-
мы [14]. При описании протокола должны быть
специфицированы: роли агентов; типы сообще-
ний между парами ролей; семантика каждого типа
сообщения декларативно; любые дополнительные
ограничения на сообщения, такие как порядок их
следования или правила передачи информации из
одного сообщения в другое. Такая спецификация
протокола однозначно определяет, удовлетворяет
ли конкретная реализация взаимодействия агентов
указанному протоколу и совместим ли конкретный
агент с ГИМСГМ [14].

К настоящему времени разработано множе-
ство протоколов многоагентных систем как общего
назначения, так и для решения конкретных за-
дач. Выделим наиболее известные классы протоко-
лов [13, 15]:

(1) на основе контрактной сети [16, 17] для ав-
томатического планирования взаимодействия
агентов и минимизации затрат посредством
метафоры переговоров агентов на рыночных
торгах;

(2) на основе теории речевых актов [18], когда пе-
реговоры строятся с использованием неболь-
шого числа примитивов, посредством обмена
которыми агенты обсуждают некоторую тему,
обновляют свои базы знаний, обменивают-

ся «мнениями» и приходят к общему реше-
нию [13];

(3) переговорные [19, 20], предлагающие меха-
низмы разрешения конфликтов для повыше-
ния суммарной полезности, достигаемой аген-
тами;

(4) на основе доски объявлений, когда выделяет-
ся общая область памяти для взаимодействия
агентов.

Предлагаемый протокол организации коллек-
тивного гетерогенного мышления агентов пред-
назначен для моделирования работы малого кол-
лектива экспертов за круглым столом, где нет
необходимости сбивать цену за услуги или подби-
рать экспертов, поэтому он основывается на теории
речевых актов. Схема работы гибридной интел-
лектуальной многоагентной системы по протоколу
гетерогенного мышления представлена на рис. 2.

Как показано на рис. 2, стандартный про-
токол речевых актов [18] расширен следующи-
ми типами сообщений: request-ch-tt, commit-ch-tt,
request-start-ps, request-stop-ps, request-task, report-
decision, используемых для организации взаимо-
действия АФ, АПР и АЭ. Взаимодействуют АЭ
между собой и с другими агентами по протоколу
речевых актов [18].

По предлагаемому протоколу процесс кол-
лективного гетерогенного мышления начинается
с отправки агентом-фасилитатором АПР и АЭ
сообщения типа request-ch-tt, в теле которого ука-
зывается метод гетерогенного мышления, при-
меняемый на данном этапе работы ГИМСГМ.
Агент-фасилитатор приостанавливает свою работу
в ожидании ответов-подтверждений от АЭ и АПР.
Получив от АФ сообщение request-ch-tt, АПР и АЭ
выбирают соответствующий алгоритм и переходят
в режим ожидания сигнала на начало решения
проблемы в соответствии с данным алгоритмом.
Для подтверждения получения сообщения и готов-
ности к работе по установленному алгоритму АПР
и АЭ отправляют АФ ответ-подтверждение commit-
ch-tt. Дождавшись подтверждений от АПР и всех
АЭ, АФ отправляет АПР сообщение request-start-ps,
сигнализирующее о том, что все агенты перешли на
соответствующий метод гетерогенного мышления,
а система готова к дальнейшей работе, и ожидает
решений от АЭ.

Получив сообщение request-start-ps, АПР фор-
мирует и рассылает задачи АЭ с использованием
сообщения типа request-task, в теле которого также
описываются исходные данные задачи, после чего
он приступает к сбору решений, поступающих от
АЭ, и работает с ними в соответствии с установлен-
ным ранее алгоритмом гетерогенного мышления.
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Рис. 2 Схема работы гибридной интеллектуальной многоагентной системы по протоколу гетерогенного мышления:
1 — участники коллектива; 2 — шкала времени; 3 — действие; 4 — процесс передачи информации между участниками
коллектива; t — модельное время

Агенты-эксперты после получения задания от АПР
начинают решать поставленные задачи в соответ-
ствии с установленным алгоритмом гетерогенного
мышления. При этом в зависимости от алгоритма
они могут генерировать несколько решений постав-
ленной задачи. Все полученные альтернативы АЭ
отправляют в теле сообщения типа report-decision
одновременно АПР и АФ.

При получении очередного решения от АЭ
агент-фасилитатор запускает функцию «анализ си-
туации коллективного решения проблемы» actdmsa,
определяет с ее помощью напряженность конфлик-
та в каждой паре АЭ и в ГИМСГМ в целом [4]. При
достижении определенного уровня напряженности

конфликта в соответствии с нечеткой базой знаний
АФ запускает функцию «выбор метода гетероген-
ного мышления» acthtmc, позволяющую ему вы-
брать релевантный ситуации коллективного при-
нятия решений метод гетерогенного мышления.

Для реализации данной функции АФ имеет
нечеткую базу знаний о релевантности «стилей
мышления» агентов различным ситуациям приня-
тия решений в ГИМСГМ, а методов — различным
особенностям проблем и стадиям коллективного
принятия решений. Для формирования такой ба-
зы знаний необходимо провести серию вычисли-
тельных экспериментов по решению проблем из
различных классов [5] и установить соответствие
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между классом проблем и релевантными подхода-
ми к организации гетерогенного мышления. Вы-
брав релевантный метод, АФ отправляет АЭ и АПР
сообщения типа request-ch-tt, в теле которых ука-
зан метод гетерогенного мышления для АЭ и АПР.
Дожидается подтверждений от АПР и всех АЭ, по-
сле чего отправляет АЭ сообщение request-start-ps,
сигнализирующее о том, что все агенты перешли на
соответствующий метод гетерогенного мышления
и АЭ могут продолжить работу. Агент-фасилитатор
начинает прием решений от АЭ, и процесс анализа
ситуации — выбора метода гетерогенного мышле-
ния — повторяется до тех пор, пока в ГИМСГМ
не завершится стадия конвергентного мышления
(см. рис. 1). После ее завершения АФ отправляет
сигнал request-stop-ps к окончанию процесса реше-
ния проблемы АПР и АЭ и завершает свою работу.
Получив такой сигнал, АЭ прерывают выполне-
ние заданий и завершают работу, а АПР принимает
окончательное коллективное решение в соответ-
ствии с установленным алгоритмом гетерогенного
мышления, например решение, по которому был
достигнут консенсус или отдано большинство го-
лосов агентов на стадии конвергентного мышления.
Далее передает это решение интерфейсному агенту
и также завершает работу.

Число «переключений» методов мышления про-
токолом заранее не определено, так как стадия бур-
ления может отсутствовать, а на стадиях дивергент-
ного и конвергентного мышления последовательно
могут применяться различные методы. Таким обра-
зом, за счет наличия у АФ нечеткой базы знаний,
а также путем репрезентации неоднородной функ-
циональной структуры сложной задачи и гетеро-
генного коллективного мышления интеллектуаль-
ных агентов, взаимодействующих в соответствии
с предложенным протоколом, ГИМСГМ выраба-
тывает для каждой проблемы релевантный ей метод
решения без упрощения и идеализации в условиях
динамической среды.

4 Заключение

Рассмотрены особенности проблемы восста-
новления электроснабжения в региональной рас-
пределительной электросети после масштабных
аварий и предложен новый класс интеллектуаль-
ных систем для ее решения — ГИМСГМ.

Представлено формализованное описание
ГИМСГМ, ее основных составных частей.

Описан протокол организации коллективного
гетерогенного мышления агентов на основе тео-
рии речевых актов. Его применение в гибридных
интеллектуальных многоагентных системах, содер-

жащих разнородные интеллектуальные самоорга-
низующиеся агенты, позволяет релевантно моде-
лировать эффективные практики коллективного
решения проблем.

Применение ГИМСГМ позволит оперативно-
диспетчерскому персоналу электроснабжающих
организаций принимать релевантные решения по
восстановлению электросети в условиях дефицита
времени.
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Abstract: The problem of power supply restoration in the regional distributional power grid after large-scale
accidents is characterized by high combinatorial complexity, heterogeneity, underdetermination, inaccuracy, and
ambiguity. The use of the collective problem solving mechanism to overcome the listed non-factors in the sense
of A. S. Narinyani is impossible due to time constraints. To solve this problem, a new class of intelligent systems
that model collective decision-making under the guidance of a facilitator is proposed, namely, hybrid intelligent
multiagent systems of heterogeneous thinking. Unlike traditional hybrid intelligent systems that integrate models
of expert knowledge, they additionally model group processes and effects arising from collective problem solving,
adapting to the dynamic nature of the problem of restoring the regional distribution grid. The paper discusses one of
the components of such systems, namely, the protocol for organizing collective heterogeneous thinking of agents.
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СОЧЕТАЕМОСТЬ ЛОГИКО-СЕМАНТИЧЕСКИХ ОТНОШЕНИЙ:

КОЛИЧЕСТВЕННЫЕ МЕТОДЫ АНАЛИЗА∗

О. Ю. Инькова1, М. Г. Кружков2

Аннотация: Рассматриваются логико-семантические отношения (ЛСО), обеспечивающие связность тек-
ста, и их эксплицитные текстовые показатели — коннекторы. Представлен обзор существующих подхо-
дов к определению и классификации ЛСО, рассмотрены различные варианты сочетаемости ЛСО и их
показателей. Для решения задачи количественного анализа сочетаемости ЛСО предлагается использо-
вать надкорпусные базы данных (НБД), в рамках которых для аннотирования ЛСО и их показателей
используется двухуровневая фасетная классификация. На материале базы данных генерируется и ин-
терпретируется количественная информация по сочетаемостным характеристикам ЛСО. В частности,
показано, что отношения экстенсиональной генерализации гораздо чаще сочетаются с соединительными
отношениями, чем, например, отношения спецификации, определяются речевые реализации (РР), ко-
торые чаще всего являются показателями более чем одного отношения, и т. д. Показано, как результаты
анализа сочетаемости ЛСО могут быть использованы для дальнейшего развития методологии обратимой
генерализации информационных объектов. Гибкость и доступность предлагаемого подхода позволяют
по-новому подойти к пока мало изученной проблеме сочетаемости ЛСО.

Ключевые слова: надкорпусные базы данных; количественный анализ; коннекторы; логико-семантиче-
ские отношения; аннотирование отношений; генерализация информационных объектов
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1 Введение

Изучение ЛСО как обеспечивающих логиче-
скую связность текста имеет важное значение
в областях лингвистики и информатики, связанных
с обработкой естественного языка. Перед иссле-
дователями ставятся задачи, связанные с размет-
кой ЛСО в корпусах и автоматической обработкой
текстов на естественном языке. В связи с этим
в лингвистике, особенно в корпусной, активно об-
суждаются среди прочих два вопроса, имеющих
непосредственное отношение к связности текста:
классификация ЛСО и структура и сочетаемость их
показателей — коннекторов.

Эти вопросы тесно взаимосвязаны, хотя между
ЛСО и его показателями нет симметрии:

– ЛСО может не иметь показателя, а само отно-
шение выводится на основе смыслового соот-
ношения фрагментов текста (Петя не пришел.

Он заболел);

– оно может быть выражено несколькими показа-
телями (ср. Когда прозвонил будильник, Петя
встал — Едва лишь только прозвонил будиль-
ник, как Петя тут же встал);

– показатель ЛСО может быть полисемичным
(ср. Если надумаешь, то позвони (условные
ЛСО) — Если Маша умная и красивая, то ее
сестра — просто чудовище (сопоставительные
ЛСО)).

2 Существующие подходы
к классификации
и сочетаемости
логико-семантических
отношений

Что касается классификации, то на сегодняш-
ний день их существует в опубликованном виде как
минимум пять. При этом сам термин «отношение»
понимается в них довольно по-разному.

В ТРС (теории риторической структуры, англ.

RST — rhetorical structure theory [1]) под «отно-
шением» понимается любое отношение, связыва-
ющее два фрагмента текста с пропозициональным
содержанием, обеспечивающее связность текста.
Таким образом, в дискурсивные отношения попа-

∗Разделы 1–3 и 5 данной работы выполнены при финансовой поддержке РНФ (проект 16-18-10004), раздел 4 выполнен по
плановой теме Минобрнауки № 0063-2019-0010.

1Институт проблем информатики Федерального исследовательского центра «Информатика и управление» Российской академии
наук, olyainkova@yandex.ru

2Институт проблем информатики Федерального исследовательского центра «Информатика и управление» Российской академии
наук, magnit75@yandex.ru

83



О. Ю. Инькова, М. Г. Кружков

дают и размечаются как таковые в основанных на
этой классификации корпусах, например:

– отношения, в основе которых лежит общий
принцип релевантности информации; ср. отно-
шение «Решение (Solutionhood)» (Я хочу есть,

пойдем в «Шоколадницу») или «Обеспечение
возможности (Enablement)» (Можешь открыть

дверь? Тут вот ключ лежит);

– анафорические отношения, в частности ассо-
циативная анафора (Карин очень фотогенична,

ее улыбка — просто очаровательна), которые но-
сят название «Детализация», или «Уточнение
(Elaboration)», в его разновидности Часть–Це-
лое;

– разного рода тема-рематические отношения,
например цепочки с постоянной темой, ко-
торые также попадают в отношение «Детализа-
ция», или «Уточнение (Elaboration)», но в его
разновидности Предмет–Признак (Я — офицер

Иванов, я родился в 1970 году, работаю в полиции

с 1990 года);

– чисто синтаксические явления, обеспечива-
ющие связность текста (например, изъясни-
тельные отношения, носящие имя «Содержа-
ние»: Я знаю, что Петя уезжает).

Близкий подход к термину «отношение» харак-
теризует и классификацию, предложенную Н. Аше-
ром и А. Ласкаридесом (SDRT — segmental discourse
representation theory [2]).

Несколько иной подход, в большей степени
ориентированный на анализ отношений, которые
могут быть выражены специальными показателя-
ми — коннекторами, представлен в трех других
классификациях:

– наиболее известная в кругах корпусных лин-
гвистов классификация, используемая для со-
здания Penn Discourse TreeBank (PDTB) под ру-
ководством Б. Вебер;

– недавно опубликованная работа [3], опира-
ющаяся во многом на предыдущие работы
Т. Сандерса и классификацию А. Кнотта [4, 5];

– классификация, предложенная немецкими
коллегами в фундаментальном многотомном
труде, посвященном синтаксису и семантике
коннекторов немецкого языка, под руковод-
ством Э. Брайндл [6].

Анализ этих пяти классификаций — отдельная
задача. Подчеркнем лишь два момента. Первое —
это то, что само понятие «отношение» имеет в них
разное значение. В наиболее близких авторам по
подходу двух последних классификациях, в мень-
шей степени в классификации команды Б. Вебер,

классифицируются именно ЛСО, которые могут
быть выражены соответствующим показателем —
коннектором. Остальные отношения, в частности
перечисленные выше для ТРС, остаются за преде-
лами исследования и разметки.

Второе — это тот факт, что все пять класси-
фикаций между собой плохо соотносимы. Чтобы
преодолеть эту проблему, в работе членов коман-
ды Б. Вебер [7] предлагается своего рода стандарт
(Core Collection) дискурсивных отношений. По
этому же пути пошли разработчики французско-
го аннотированного корпуса ANNODIS, взяв для
разметки 17 «наиболее распространенных дискур-
сивных отношений» [8, с. 2651]. Но эти два спис-
ка уже не совпадают, а сопоставление отношений,
имеющих одинаковые названия, вызывает опреде-
ленные трудности. Подробно эта проблема обсу-
ждается в работе [3].

К этим трудностям можно добавить еще од-
ну, которая часто остается за пределами внимания
исследователей: речь идет о возможном существо-
вании более одного отношения, в данном случае
именно ЛСО между фрагментами текста, будь то от-
ношения, эксплицитно выраженные коннектором,
или имплицитные. Наибольший интерес для ав-
торов, учитывая особенности разработанной НБД,
представляет первый случай.

Вопрос о возможности существования между
фрагментами текста нескольких ЛСО предполагает
решение двух теоретических проблем. С одной сто-
роны, необходимо понять, в какой степени ЛСО
совместимы друг с другом и в какой степени их
сочетание возможно и предсказуемо. С другой сто-
роны, в плане взаимоотношения синтаксиса и се-
мантики необходимо определить те механизмы, ко-
торые управляют сочетаемостью показателей ЛСО,
коннекторов, и в какой степени можно говорить
о композициональности их значения.

В трех подходах, которые легли в основу созда-
ния банков данных о дискурсивных отношениях
(RST, SDRT и PDTB), этот вопрос решается по-
разному, если решается.

Теория риторической структуры, которая ква-
лифицирует себя как теория, ставящая своей целью
описание организации текста, должна рассматри-
ваться скорее как инструмент для лингвистического
анализа, чем модель организации дискурса, спо-
собная предсказать эмпирические наблюдения над
его функционированием. Заметим также, что RST
в анализе мало опирается на коннекторы, считая их
слабыми индикаторами связности дискурса.

Наконец, анализ структуры текста в RST подчи-
няется некоторым условиям (обоснование которых,
хотя и недостаточно четко, сформулировано Ман-
ном и Томпсон в основополагающей работе [1]),
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одно из которых в принципе ставит под вопрос
возможность существования нескольких дискур-
сивных отношений между анализируемыми еди-
ницами. Это условие единственности, согласно
которому не может быть ситуации, когда два раз-
ных отношения существуют между одинаковыми
фрагментами текста. Из этого можно заключить,
что наличие нескольких дискурсивных отношений
между анализируемыми единицами считается ско-
рее исключением.

Теория SDRT предусматривает возможность су-
ществования нескольких отношений между дис-
курсивными единицами, что является прямым
следствием Принципа максимизации связности
текста. Согласно этому принципу, если интерпрета-
ция И некоторой последовательности высказыва-
ний является более связной, чем интерпрета-
ция И1, то множество отношений, выявленных
в И1, присутствует и в И. Основное требова-
ние, которое предъявляется к сосуществующим
отношениям, — требование связности: предпо-
чтение отдается таким отрезкам дискурса, в кото-
рых выявленные отношения не противоречат друг
другу. Этот подход используется в базе данных
ANNODIS (http://redac.univ-tlse2.fr/corpus/annodis/
annodis rr.html), в которой аннотированы тексты
на французском языке. Аннотация производит-
ся при помощи программного обеспечения Glozz
(http://www.glozz.org), которое необходимо инстал-
лировать для визуализации результатов разметки.

В рамках проекта разметки дискурсивных отно-
шений PDTB вопрос о сосуществовании несколь-
ких отношений между одними и теми же фрагмен-
тами текста решается с практической точки зрения.
В общем случае, когда между фрагментами текста
присутствуют два коннектора (например, so for in-

stance, but then, and furthermore), они аннотируются
по отдельности и для каждого из них указывают-
ся фрагменты текста («аргументы»), которые они
связывают [9].

Единственный случай, при котором в PDTB до-
пускается проставлять больше чем одно отноше-
ние, — это случай неоднозначности при имплицит-
но выраженных отношениях. Тогда проставляются
все возможные для данной последовательности от-
ношения:

(1) This cannot be solved by provoking a further down-
turn; reducing the supply of goods does not solve
inflation (Implicit = so Contingency.Cause.Result,
Implicit = instead Exp.Alt.Chosen alt). Our advice

is this: Immediately return the government surplus-
es to the economy through incentive-maximizing
tax cuts, and find some monetary policy target that
balances both supply and demand for money.1

Для визуализации результатов разметки в PDTB
необходим платный доступ к базе данных и ин-
сталляция соответствующего программного обес-
печения.

3 Разметка
логико-семантических
отношений в надкорпусной
базе данных коннекторов
и предлагаемые решения

В целях систематического исследования пока-
зателей ЛСО была разработана НБД коннекторов,
позволяющая осуществлять аннотирование кон-
некторов и их переводных эквивалентов в корпу-
се параллельных текстов Национального корпуса
русского языка (НКРЯ). В рамках данной работы
не будем рассматривать общую структуру НБД (об
этом см., например, [10]), а подробнее остановимся
на той ее части, которая связана с аннотированием
показателей ЛСО в русском языке.

Для аннотирования используется двухуровневая
фасетная классификация: аннотированию подле-
жит, с одной стороны, форма коннекторов, в какой
они встретились в тексте (в терминах базы дан-
ных эти формы получили название речевые реали-

зации), с другой стороны, аннотируется контекст
употребления этих коннекторов. Речевые реали-
зации аннотируются с помощью структурных при-
знаков — указывается структурный тип коннектора
(одноэлементный, многоэлементный, двухкомпо-
нентный или n-компонентный) и входящие в него
элементы. Контексты употребления РР аннотиру-
ются по нескольким основаниям, из которых наи-
больший интерес представляет кластер признаков
«Логико-семантические отношения». При этом ес-
ли РР включает в себя несколько элементов, марки-
рующих различные ЛСО, то РР присваивается более
одного признака из данного кластера (см. пример
на рис. 1). Если же для РР эксперту представляют-
ся равновероятными несколько ЛСО, то он может
использовать введенные в систему неоднозначные
(комбинированные) признаки.

1Пример из [9], перевод на русский язык: Это невозможно устранить, не вызвав нового спада; уменьшение поставок не ведет

к снижению инфляции (имплицит. отн-ия: «результат» и «выбор альтернативы»). Наш совет — немедленно вернуть правительствен-

ные излишки в экономику за счет стимулирующего снижения налогов и выработать для денежной политики новую цель, которая бы

уравновешивала предложение и спрос на деньги.
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Рис. 1 Пример аннотирования контекста с несколькими ЛСО

Описанная система разметки позволяет получить
количественную информацию по частотности раз-
личных сочетаний показателей ЛСО, аннотирован-
ных в корпусе.

Например, задавая то или иное сочетание при-
знаков из кластера «Отношения», можно под-

считать, сколько раз в аннотированном корпусе
встречаются употребления коннекторов, которые
включают в себя элементы, маркирующие соответ-
ствующие ЛСО.

В табл. 1 представлены по мере убывания за-
регистрированные в НБД сочетания. Это, одна-

Таблица 1 Сочетания показателей ЛСО в НБД

Сочетание ЛСО
Число

употреблений
в НБД

Соединительные; экстенсиональная генерализация 120
«Вопреки ожидаемому»; уступительные 85
Пропозициональное сопутствование; соединительные 69
Соединительные; спецификация 64
Иллокутивное сопутствование; соединительные 44
Спецификация; сравнительные 41
Аддитивные иллокутивные; соединительные 38
«Вопреки ожидаемому»; пропозициональное сопутствование 36
Аддитивные пропозициональные; соединительные 35
«Вопреки ожидаемому»; возместительное противопоставление 34
Временные; соединительные 33
Аддитивные иллокутивные; экстенсиональная генерализация 25
«Вопреки ожидаемому»; противительно-уступительные 22
Интенсиональная генерализация; соединительные 22
«Вопреки ожидаемому» иллокутивные; уступительные иллокутивные 21

· · · · · ·
Контраст; спецификация 1

· · · · · ·
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ко, абсолютные числа. Для интерпретации дан-
ной информации необходимо учитывать, сколь-
ко аннотаций для каждого ЛСО было построено.
Например, для экстенсиональной генерализации,
т. е. генерализации, осуществляющей переход от
частной ситуации к общей, создано 524 аннота-
ций, из них, как следует из табл. 1, в 120 анно-
тациях, т. е. в 23% случаев, показатель этого ви-
да генерализации вообще сочетается с показателем
соединительных отношений — союзом и; ср. (2)
с (3):

(2) Чипа угостил нас разведенным спиртом. И во-

обще, проявил услужливость. [Сергей Довла-
тов. Чемодан (1986)]

(3) Никогда я не совал своего носа в литературу
и в политику, не искал популярности в поле-
мике с невеждами, не читал речей ни на обе-
дах, ни на могилах своих товарищей. . . Вообще

на моем ученом имени нет ни одного пятна
и пожаловаться ему не на что. [А. П. Чехов.
Скучная история (1889)]

Для отношения спецификации в НБД сформи-
рована 1381 аннотация, и только в 64 из них (т. е. ме-
нее 5%) зафиксировано сочетание показателя этого
ЛСО с союзом и:

(4) Вчерашний день, таким образом, помалень-
ку высветлялся, но Степу сейчас гораздо более
интересовал день сегодняшний и, в частности,
появление в спальне неизвестного, да еще с за-
куской и водкой. [М. А. Булгаков. Мастер
и Маргарита (1929–1940)]

Для отношения исключения сочетаемость с дру-
гими ЛСО вообще не характерна. Для него со-
здано 356 аннотаций, и только в 5 из них (т. е.
всего 1,2%) зафиксировано сочетание этого ЛСО
с каким-либо другим. Этих отношений три: наиме-
нее избирательное соединительное (3 аннотации),
«вопреки ожидаемому» (1 аннотация) и аддитивные
иллокутивные (1 аннотация):

(5) Весь этот мир куда-то пропал. И только ре-
мень все еще цел. [Сергей Довлатов. Чемодан
(1986)]

(6) Одно это я могу сказать против своего
чувства. . . Это важно < . . . > Но, кроме этого,
сколько бы я ни искал, я ничего не найду, что
бы сказать против моего чувства. [Л. Н. Тол-
стой. Анна Каренина (1878)]

Можно также сгруппировать результаты в каж-
дом из приведенных в табл. 1 сочетаний по кон-
кретным РР (табл. 2, вертикальная черта «|» в РР
означает, что ее элементы разделены текстом). На-
пример, можно узнать, какие РР сочетают в себе

Таблица 2 Сочетание показателей спецификации
с показателем соединительных ЛСО

РР
Число

употрeблений
в НБД

и особенно 29
и в частности 8
и между прочим 7
и в особенности 5
и среди pronom pers 4
и, между прочим 1
и, например 1
и, скажем 1
и|в особенности 1
и|в том числе 1
и|между прочим 1
и|например 1
и|тем более 1
особенно‖и особенно 1
и именно 1
и между ними 1

показатели соединительных отношений и отноше-
ний спецификации (4-я строка табл. 1) и как часто
каждая их этих РР встречается в аннотированной
части корпуса.

Наконец, проанализировав перекрестную таб-
лицу отношений в кластере «Отношения», можно
выяснить, с какими другими ЛСО чаще всего со-
четается то или иное ЛСО. Например, в табл. 3
показано, с какими другими отношениями чаще
всего сочетается отношение спецификации в ори-
гинальных русских текстах в параллельном русско-
французском подкорпусе.

Как уже отмечалось, НБД коннекторов включа-
ет в себя информацию о переводных эквивалентах
русских коннекторов, которые аннотируются ана-
логичным образом. В результате появляется воз-
можность сформировать аналогичную таблицу по
сочетаемости отношения спецификации в перевод-
ных французских текстах (табл. 4). Как и следовало
ожидать, результаты довольно близки, поскольку
учтенные здесь французские коннекторы являются
переводами значительной части соответствующих
русских коннекторов (не считая тех, которые пе-
реводились не-коннекторами или, возможно, кон-
некторами, в которых часть семантики русского
коннектора была утрачена). Также следует учи-
тывать, что для некоторых русских коннекторов
в НБД может быть зарегистрировано несколь-
ко переводов, выполненных разными авторами.
Наиболее заметным отличием, на первый взгляд,
представляется значительное уменьшение степени
сочетаемости с временн‚ыми и сопоставительны-
ми отношениями, а также отсутствие в перево-
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Таблица 3 Сочетаемость показателей ЛСО специфи-
кации с показателями других ЛСО в текстах на русском
языке в русско-французском подкорпусе

ЛСО
Число

употреблений
в НБД

Соединительные 32
Сравнительные 12
Альтернатива 7
Условные 6
Сопоставительные 6
Временные 3
Аддитивные иллокутивные 3
«Вопреки ожидаемому» иллокутивные 3
Пропозициональная альтернатива 3
Причина 2
Тождество 2
Переформулирование 1
«Вопреки ожидаемому» 1
Контраст 1

Таблица 4 Сочетаемость показателей ЛСО специфика-
ции с показателями других ЛСО в текстах переводов на
французский язык

ЛСО
Число

употреблений
в НБД

Соединительные 32
Сравнительные 12
Альтернатива 7
Условные 6
Сопоставительные 6
«Вопреки ожидаемому» иллокутивные 3
Аддитивные иллокутивные 3
Пропозициональная альтернатива 3
Временные 3
«Вопреки ожидаемому» 1
Причина 1
Тождество 1
Контраст 1
Переформулирование 1

де сочетаемости с отношениями переформулиро-
вания и аддитивными иллокутивными отноше-
ниями.

4 Сочетаемость показателей
логико-семантичесих
отношений как объект
генерализации

Результаты количественного анализа сочета-
емости ЛСО могут быть использованы для дальней-
шего развития методологии обратимой генерализа-
ции информационных объектов в текстовой форме.
В ряде работ [11–13] эта методология разрабатыва-
лась для моделей перевода. Здесь представлен дру-
гой пример обратимой генерализации текстовых
объектов: поскольку показатели ЛСО могут мар-
кировать различные сочетания ЛСО, аннотации РР
могут быть генерализованы на этом основании по
нескольким уровням обобщения. Переходы от ан-
нотаций употреблений РР к генерализуемым объек-
там различных уровней и обратно обеспечиваются
благодаря вычисляемым связям, реализуемым на
основе структуры НБД.

На рис. 2 показан фрагмент иерархии аннота-
ций употреблений РР, включающий в себя 5 уров-
ней. На нижнем уровне находятся исходные
генерализуемые объекты, содержащиеся в НБД, —
употребления РР русского языка, которые были
найдены и аннотированы в русско-французском
корпусе параллельных текстов НКРЯ. Остальные

уровни представляют собой генерализуемые объек-
ты разной степени детализации.

Генерализуемые объекты нижнего уровня пред-
ставляют собой аннотации употреблений РР рус-
ского языка, которые одновременно содержат два
признака из кластера ЛСО: «соединительные отно-
шения» и «отношения спецификации».

На первом уровне генерализации (второй уро-
вень иерархии, начиная снизу) исходные генерали-
зуемые объекты сгруппированы по формам РР, ко-
торые реализуют указанные отношения, наиболее
частотными из которых являются формы и особенно,
и в частности, и между прочим, и в особенности.

На втором уровне генерализуемые объекты объ-
единены в одну группу, которая соответствует соче-
таниям ЛСО {соединительные, спецификация, . . . },
которые одновременно включают в себя соедини-
тельные отношения и отношения спецификации
независимо от того, какие именно РР маркируют
эти сочетания.

На третьем уровне генерализации находятся со-
четания ЛСО, включающие в себя по меньшей ме-
ре одно из указанных отношений (и, возможно,
другие отношения). Так, группа {соединительные,
. . . } объединяет 478 аннотаций, при этом в нее
полностью входит группа 2-го уровня генерализа-
ции {соединительные, спецификация, . . . }. В то
же время группа {спецификация, . . . } объединя-
ет 1381 аннотацию, при этом в нее также пол-
ностью входит группа 2-го уровня генерализации
{соединительные, спецификация, . . . }. Таким обра-
зом, данная иерархия допускает альтернативность
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Рис. 2 Генерализация употреблений РР по маркируемым ими сочетаниям ЛСО

генерализации при переходе со второго уровня на
третий.

Четвертый и последний уровень генерализации
включает единственную группу {. . .}, которая соот-
ветствует «абстрактному» сочетанию ЛСО, т. е. всем
возможным сочетаниям ЛСО, которые могут мар-
кироваться с помощью РР. В данную группу входят
все лежащие ниже группы 3-го и более низких уров-
ней.

5 Заключительные замечания
Разработанная НБД показателей ЛСО имеет

целый ряд преимуществ по сравнению с существу-
ющими информационными ресурсами, позволя-
ющими анализировать дискурсивные, или ритори-
ческие, отношения:

– НБД является доступным ресурсом, не требу-
ющим установки специального программного
обеспечения и находящимся в открытом до-
ступе (по крайней мере, ее фрагмент, который
содержит 6654 аннотаций);

– применяемый для разметки ЛСО теоретиче-
ский подход не только допускает сочетаемость
показателей различных ЛСО, но и дает возмож-
ность аннотировать такие случаи;

– применяемая система разметки позволяет с по-
мощью дополнительных тегов аннотировать
такие случаи, когда одно из ЛСО не выражено
эксплицитно;

– используемая система разметки позволяет по-
лучать количественную информацию о соче-
таемости показателей различных ЛСО, а сле-
довательно, решать этот вопрос на основе не

отдельных эмпирических наблюдений и гипо-
тез, а верифицируемых статистических данных,
полученных на представительном массиве ан-
нотаций.

Все это позволяет по-новому подойти к пока
еще мало изученной теоретической проблеме соче-
таемости показателей ЛСО и в перспективе на осно-
ве дальнейшего семантического анализа позволит
ответить на вопросы о том, в какой степени ЛСО
совместимы друг с другом (для некоторых ЛСО от-
вет на этот вопрос уже получен) и в какой степени
их сочетание предсказуемо, а также определить те
семантические и синтаксические механизмы, ко-
торые управляют сочетаемостью показателей ЛСО.
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Аннотация: Рассматривается задача планирования портфеля проектов в условиях ограничений на име-
ющиеся трудовые ресурсы различной специализации и нечетких оценок трудозатрат выполнения работ.
Был использован аппарат нечеткой W-алгебры, позволивший избежать недостатков и трудностей тради-
ционных подходов: неоправданного расширения носителя, необходимости задания операции сравнения
нечетких чисел и ряда других. Предложенная модель позволяет получить нечеткие оценки времени
выполнения проектов и их работ, а также оптимальное распределение исполнителей по работам с уче-
том их возможной частичной занятости. Для решения задачи был реализован генетический алгоритм,
основанный на кодировании особей в виде списка приоритетов работ. Приводится численный при-
мер, демонстрирующий перспективы применения данного подхода проектными организациями при
совершении оценок, необходимых для принятия решений в условиях неопределенности.
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1 Введение

В условиях, когда ключевой национальной
целью России стал научно-технологический про-
рыв и руководством страны взят курс на реализа-
цию Программы цифровой экономики, объективно
возросла значимость системного подхода к процес-
сам планирования и управления выполнением мас-
штабных проектов [1]. Важнейшими инструмен-
тами для реализации такого подхода должны стать
результаты опережающих фундаментальных иссле-
дований, направленных в том числе и на совер-
шенствование методических подходов к сетевому
планированию [2].

Процессы управления проектами включают
обоснование планов поэтапного выполнения ра-
бот в рамках комплекса проектов при заданных
ресурсах. Такие планы предполагают составление
сетевых план-графиков и расписания выполнения
работ с учетом заданных сроков и выделенных ре-
сурсов [3].

В основе управления лежит план-фактный ана-
лиз, который в определенные моменты време-
ни показывает степень рассогласования планово-
го и фактического расписания выполнения работ
и является первоосновой для перераспределения

ресурсов и составления нового сетевого плана.
Проблема управления особенно остро встает при
реализации портфеля проектов, когда добавление
нового проекта в портфель выполняемых проектов
сразу требует плановой оценки времени его завер-
шения, т. е. времени завершения последней работы
в сети, и плановой оценки потребляемых работами
ресурсов. Без таких оценок невозможно обеспе-
чить эффективность проектной деятельности, так
как на них основан расчет финансовых отношений
заказчика проекта и проектной организации.

Таким образом, проблема сетевого плани-
рования проектов с ограниченными ресурсами
(Resource Constrained Project Scheduling Problem,
RCPSP) становится одной из самых актуальных
прикладных задач в деятельности практически каж-
дой проектной организации. Параметры в зада-
че сетевого планирования чаще всего не являются
детерминированными величинами. В частности,
нельзя точно указать продолжительности выполне-
ния работ на стадии планирования, можно гово-
рить лишь о приблизительных сроках. Возника-
ющую неопределенность часто пытаются описать
с помощью статистических методов [4]. Но стати-
стические выборки не всегда релевантны особен-
ностям конкретных работ конкретной проектиру-
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Моделирование процессов сетевого планирования портфеля проектов с неоднородными ресурсами

ющей организации. Экспертная оценка — более
подходящий способ задания параметров работ про-
екта. При этом адекватным аппаратом описания
значений параметров для эксперта служит нечеткая
математика [5]. Применение нечеткой математики
для управления проектами давно привлекает вни-
мание исследователей как перспективное направ-
ление [6]. В работе [7] приведена классификация
методов решения задачи сетевого планирования
с нечеткими параметрами с указанием их недостат-
ков, главные из которых — громоздкость вычисле-
ний, искажение естественных свойств и отношений
классических моделей, неоправданное расширение
носителя результата, что сказывается на возмож-
ности его интерпретации и полезности практиче-
ского применения. В работах [8, 9] для устранения
указанных недостатков предлагается использовать
W-алгебру и W-числа. В работе [10] приводится
пример использования W-алгебры для решения за-
дачи планирования работ проекта с фиксированны-
ми однородными ресурсами и нечетко заданными
продолжительностями работ методами линейного
программирования. Однако, как отмечается в [11],
такой подход нельзя использовать при планиро-
вании с ограниченными переменными ресурсами.
В этом случае приходится обращаться к эвристиче-
ским алгоритмам квазиоптимального выбора. В ра-
ботах [12–14] предлагается использовать различные
модификации генетических алгоритмов, которые
существенно упрощают решение задачи даже для
планирования портфеля проектов с переменными
разнородными ресурсами, но при детерминирован-
ном задании параметров работ.

В статье предлагается решение задачи сетевого
планирования портфеля проектов с неоднородны-
ми ограниченными ресурсами. Длительность работ
задается нечеткими W-числами и зависит от вы-
деленных ресурсов. Результатом решения является
нечеткий сетевой график выполнения работ, позво-
ляющий рассчитать нечеткую оценку длительности
выполнения каждого планируемого проекта, а так-
же нечеткую оценку плановой потребности в неис-
черпаемых ресурсах и степень их загруженности.

2 Формализация задачи сетевого
планирования

Под проектом понимается комплекс меропри-
ятий, направленных на достижение к заданному
сроку определенных целей в условиях ограничений
на выделенные ресурсы [6]. Далее под ресурсами
будем понимать трудовые ресурсы, т. е. исполните-
лей работ проектов.

Рассматривается портфель проектов P , состо-
ящий из n проектов. Каждый проект p ∈ P включа-
ет множество работ Jp. Предполагается, что работы
не могут быть прерваны в процессе своего выпол-
нения. Каждый проект p ∈ P также имеет дату
старта Startp, раньше которой не может быть нача-
та ни одна из его работ. Некоторые работы требуют
завершения других перед своим началом, поэто-
му множествоPre(j) задает всех предшественников
работы j ∈ Jp.

Выполнение работ требует привлечения испол-
нителей соответствующей специализации. Вве-
дем множество всех возможных специализаций E
и пусть отображение Spec : Jp → E ∀p ∈ P ста-
вит в соответствие всякой работе любого проекта
специализацию, необходимую для ее выполнения.
На каждый проект p выделено clocalpe исполните-
лей специализации e ∈ E, а кроме того возможно
привлечение дополнительных ресурсов, имеющих-
ся в количестве cglobale . Дополнительные ресурсы не
привязаны к какому-либо из проектов и могут при-
влекаться для выполнения работ любого проекта.
Предполагается, что исполнители не могут времен-
но прерывать свое участие в работе. Допускается
частичная занятость исполнителя в работе.

Примем, что длительность работы j ∈ Jp зави-
сит от числа ее исполнителей “lpj :

“dpj =
“qpj

“lpj

∀p ∈ P, j ∈ Jp ,

где “dpj — нечеткая длительность работы j ∈ Jp;
“qpj — нечеткие трудозатраты; “lpj — нечеткое чи-
сло исполнителей, которое рассматривается как
числовая интерпретация возможности исполните-
ля «работать за двоих» или возможности обрат-
ного эффекта, при этом фактическое число ис-
полнителей будет соответствовать моде нечеткого
числа. Нечеткие переменные “qpj, “lpj и “dpj в соот-
ветствии с [9] представлены парами функций вида
(qL

pj(α); q
R
pj(α)), (l

L
pj(α); l

R
pj(α)) и (dL

pj(α); d
R
pj(α)), где

α ∈ [0; 1] — параметр нечеткости. Такое представ-
ление подразумевает возможность использования
как треугольных, так и трапецеидальных нечетких
чисел. Далее для сокращения записей будем ис-
пользовать только треугольные нечеткие числа.

Пусть “spj — нечеткое время начала работы j ∈
∈ Jp, тогда время ее окончания определяется как

“fpj = “spj + “dpj ∀p ∈ P , j ∈ Jp .

Целью является нахождение для каждой задачи
j ∈ Jp каждого из проектов p ∈ P такого време-
ни старта “spj и числа выделенных трудовых ресур-
сов “lpj, которые не нарушают ограничения пред-
шествования и ресурсные ограничения, а также

ИНФОРМАТИКА И ЕЁ ПРИМЕНЕНИЯ том 13 выпуск 2 2019 93



А. А. Зацаринный, В. В. Коротков, М. Г. Матвеев

обеспечивают минимальное взвешенное суммар-
ное время выполнения проектов “fTPD:

“fTPD =
∑

p∈P

ωp

(
“fp − “sp

)
.

Здесь “fp = maxj∈Jp

(
“fpj

)
— время завершения по-

следней работы проекта; ωp — весовой коэффици-
ент, определяющий приоритетность проекта.

Таким образом, может быть сформулирована
следующая оптимизационная задача:

“fTPD → min (1)

при условиях

“lpj ≥ 1 ∀p ∈ P , j ∈ Jp ; (2)
∑

p∈P

∑

j∈Ape(t)

max
(
0; “lpj − clocalpe

)
≤ cglobale

∀e ∈ E , t ∈ [0, T ] ; (3)

Ape(t) =

=
{
i ∈ Jp|“spj ≤ t < “spj + “dpj , Spec (j) = e

}
; (4)

“spj + “dpj ≤ “spj′ ∀p ∈ P , j′ ∈ Jp , j ∈ Pre (j′) ; (5)

“spj ≥ “sp ∀p ∈ P , j ∈ Jp . (6)

Здесь T — это верхняя оценка времени завершения
всех проектов из портфеля; Ape(t) — множество
работ проекта p, требующих специализации e и на-
ходящихся в состоянии выполнения в момент вре-
мени t. Согласно (2) у каждой задачи должен быть
хотя бы один исполнитель, (3) задает ограничение
на число единовременно используемых трудовых
ресурсов, (5) отражает ограничения предшествова-
ния, а (6) — ограничение на дату старта проекта.

3 Описание алгоритма решения
задачи сетевого планирования

В случае применения известных арифметик не-
четких чисел, основанных на принципе обобщения
Л. Заде [5], в дополнение к проблемам, обозначен-
ным во введении, решение поставленной задачи по-
требует задания операции сравнения нечетких тре-
угольных чисел. Известные варианты реализации
операции сравнения не обеспечивают однозначно-
го результата [5, 8]. Использование же W-алгебры
при решении задачи проектного планирования, как
продемонстрировано в работе [10], позволяет избе-
жать сравнения нечетких чисел, так как результат
может быть представлен как линейная комбинация
решений четких задач. Представим нечеткие тру-
дозатраты в виде выпуклой линейной комбинации

граничных значений левой qL
pj(α) и правой qR

pj(α)
функций W-числа при α = 0 и 1:

qL
pj(α) = q

L
pj(0) +

(
qL
pj(1)− qL

pj(0)
)
α ;

qR
pj(α) = q

R
pj(0) +

(
qR
pj(1)− qR

pj(0)
)
α .

}
(7)

Тогда для треугольных чисел необходимо ре-
шить отдельно четкие задачи для трех детермини-
рованных значений: qL

pj(0); q
L
pj(1) = qR

pj(1); q
R
pj(0).

Полученные решения могут быть использованы для
представления результата в виде W-чисел (7). На-
пример, нечеткое число исполнителей “lpj, выде-
ленных на выполнение работы, будет иметь вид:

lLpj(α) = l
L
pj(0) +

(
lLpj(1)− lLpj(0)

)
α ;

lRpj(α) = l
R
pj(0) +

(
lRpj(1)− lRpj(0)

)
α .

Теперь алгоритм решения задачи (1)–(6) можно
рассматривать как решение трех детерминирован-
ных задач с их последующей комбинацией вида (7).

Доказано, что задача проектного планирова-
ния в условиях ресурсных ограничений относится
к классу NP-трудных [15], поэтому большинство
исследований в данной области рассматривают
возможности применения различных эвристиче-
ских подходов для поиска субоптимальных реше-
ний [16].

В данной работе для решения поставленной
оптимизационной задачи был реализован генети-
ческий алгоритм, сочетающий ряд подходов из ра-
бот [12–14]. Подробности реализации приводятся
далее.

3.1 Представление решения

Возможное решение задачи кодируется хро-
мосомой, которая соответствует ровно одному
возможному расписанию работ и распределению
трудовых ресурсов. Каждый ген хромосомы пред-
ставлен идентификатором работы и числом выде-
ленных на нее исполнителей. При этом порядок
генов в хромосоме отражает приоритет соответ-
ствующих работ. Расписание работ может быть
получено по данному представлению в результате
следующей последовательной процедуры. Начиная
с пустого расписания, будем получать новое про-
межуточное расписание путем размещения следу-
ющей по приоритету работы на самое раннее время
так, чтобы не нарушить ограничения предшество-
вания и ресурсные ограничения. Такая процеду-
ра называется последовательной схемой генерации
расписания. Стоит отметить, что, хотя каждому
закодированному таким образом решению соответ-
ствует ровно одно возможное расписание, обратное
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не верно. Одинаковое расписание может быть по-
лучено из различных решений, вследствие чего при
таком подходе повторный обход уже рассмотрен-
ных решений будет происходить чаще. Однако, так
как любое получаемое решение всегда будет удо-
влетворять всем необходимым требованиям, это
позволяет избежать модификации функции при-
способленности внесением штрафа за нарушение
ограничений. Поэтому в качестве функции при-
способленности использовалась величина, обрат-
ная суммарному времени выполнения проектов (1).
Кроме того, использование списка приоритетов ре-
шает проблему непрерывного времени, которая мо-
жет возникать при непосредственном кодировании
времен начала работ.

3.2 Начальная популяция

Для обеспечения разнообразия особей началь-
ная популяция генерируется случайным образом.
Процедура получения случайной хромосомы начи-
нается с пустого списка генов. На каждом шаге
процедуры в список добавляется ген, кодирующий
случайную работу j ∈ Jp из списка тех работ, чьи
предшественники уже были добавлены в хромосо-
му ранее. Число исполнителей, выделенных на эту
работу, определяется случайным образом в проме-
жутке [1; clocalpe + cglobale ] с учетом шага дискретиза-
ции 0,1, где Spec(j) = e.

Получаемые экземпляры очевидным образом
удовлетворяют ограничениям предшествования.
Теперь необходимо таким образом определить опе-
рации скрещивания и мутации, чтобы получаемые
решения также не нарушали необходимые требова-
ния.

3.3 Метод селекции

На каждой итерации алгоритма необходимо от-
бирать особей, подлежащих дальнейшему скрещи-
ванию с учетом их оценки приспособленности.
В работе был использован турнирный метод отбора
с размером подгруппы, равным 3.

3.4 Операция скрещивания

Операция скрещивания позволяет скомбини-
ровать два родительских решения, чтобы получить

двух потомков, наследующих признаки родителей.
Операция применяется независимо к спискам ра-
бот и соответствующим спискам выделенных ре-
сурсов.

Сначала случайным образом определяется точ-
ка k, делящая родительские хромосомы на две час-
ти. Все работы из первой части первого (второго)
родителя в том же порядке перемещаются в первого
(второго) наследника, а оставшиеся работы добав-
ляются в том порядке, в каком они расположены во
втором (первом) родителе.

Распределения ресурсов скрещиваются соглас-
но равномерной схеме. Для каждой i-й работы не-
зависимым образом берется случайное число pi ∈
∈ [0, 1]. Если pi ≥ 0,5, то первый (второй) ребе-
нок наследует число исполнителей этой работы от
первого (второго) родителя. В противном случае
первый (второй) ребенок наследует число испол-
нителей от второго (первого) родителя.

3.5 Операция мутации

Операция мутации вносит случайные измене-
ния в решения, получаемые после скрещивания.
Операция мутации также применяется отдельно
к приоритетам работ и выделенным ресурсам.

Для каждой i-й работы независимо берется слу-
чайное число pi ∈ [0, 1]. Если pi ≤ PPM, где PPM —
заранее заданная вероятность мутации, то i-я
и (i + 1)-я работы меняются местами, если это не
нарушает ограничений предшествования.

Число исполнителей каждой работы с вероят-
ностью PMM меняется на случайное, взятое анало-
гичным с описанным в разделе о генерации началь-
ной популяции образом.

4 Численный пример
и обсуждение результатов

Решение задачи (1)–(6) иллюстрируется на сле-
дующем тестовом примере. Пусть портфель состоит
из двух одинаково приоритетных проектов. Число
выделенных на проекты трудовых ресурсов трех
специализаций приведено в табл. 1. В табл. 2 указа-
ны структурные и ресурсные требования для работ
обоих проектов. Нечеткие переменные в табл. 2 и 3

Таблица 1 Трудовые ресурсы проектов

Ресурсы
Число работников

Специализации 1 Cпециализации 2 Cпециализации 3
Проекта 1 5 3 3
Проекта 2 2 4 3
Дополнительные 2 3 1
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Таблица 2 Список работ проектов

Проект
Дата

запуска
проекта

Работа Специализация Предшественники
Нечеткие

трудозатраты, “qpj

№ 1 0

1 2 (14; 16; 17)
2 1 (18; 20; 21)
3 3 (17; 19; 20)
4 1 1, 2 (17; 17; 20)
5 3 4 (24; 25; 27)
6 2 5 (23; 25; 27)
7 1 5 (31; 33; 35)
8 3 3, 6, 7 (30; 31; 33)

№ 2 4

1 2 (8; 9; 11)
2 3 1 (14; 16; 17)
3 1 (21; 22; 24)
4 2 3 (17; 19; 20)
5 1 2, 4 (15; 16; 18)
6 3 4 (40; 42; 42)
7 3 5, 6 (13; 13; 13)
8 1 2, 4 (11; 11; 13)

Таблица 3 Результаты решения задачи

Проект Работа
Нечеткое время старта работы Число Нечеткое время окончания работы

sL
pj sm

pj sR
pj исполнителей fL

pj fm
pj fR

pj

№ 1

1 0 0 0 3 4,67 5,33 4,72
2 0 0 0 5,3 2,69 3,77 6,18
3 0 0 2,69 1,9 7,05 10 10,53
4 4,67 5,33 6,18 5 8,07 8,73 9,12
5 8,07 8,73 9,12 3 15,57 17,07 16,83
6 15,57 17,07 16,83 5,9 19,6 21,3 22,02
7 15,57 17,07 16,83 6,8 20,26 21,92 22,48
8 20,26 21,92 22,48 3,9 28,16 29,87 30,73

№ 2

1 4 4 4 3,8 6,29 6,37 5,8
2 6,29 6,37 5,8 3,2 10,29 11,37 13,19
3 4 4 4 4 9,25 9,5 10
4 9,25 9,5 10 6,8 11,83 12,29 13,28
5 11,83 12,29 13,28 2,3 18,97 19,25 24,53
6 11,83 12,29 13,28 4 22,64 22,79 25,63
7 22,64 22,79 25,63 2,8 26,83 27,44 30,11
8 11,83 21,92 13,28 3,3 20,29 25,25 19,19

для удобства восприятия заданы тремя точками —
на границах при α = 0 и в моде при α = 1.

При решении использовались следующие па-
раметры генетического алгоритма: размер популя-
ции — 150; число поколений — 40; вероятность
мутации — 0,04.

Результаты решения задачи приведены в табл. 3.
Полученные значения могут быть использованы
для составления нечеткой диаграммы Ганта (см.
рисунок), дающей наглядное представление о сете-
вом графике с учетом нечеткой неопределенности.
Каждый четырехугольник на диаграмме определяет

расположение во времени соответствующей работы
одного из проектов. Треугольниками обозначены
нечеткие времена начала и конца работ.

При анализе результатов табл. 3 следует обратить
внимание на случаи, когда обе компоненты нечет-
кого числа отклоняются от моды в одну сторону.
В этом случае, как показано в [8], рассматривается
только доминирующая компонента.

Полученное решение позволяет оценить время
завершения не только каждой работы, но и про-
ектов в целом. При этом дается оценка возмож-
ности как задержки, так и опережения планиру-

96 ИНФОРМАТИКА И ЕЁ ПРИМЕНЕНИЯ том 13 выпуск 2 2019



Моделирование процессов сетевого планирования портфеля проектов с неоднородными ресурсами

Диаграмма Ганта для полученного нечеткого решения для проектов 1 (а) и 2 (б)

емых сроков. Например, работа 1 первого про-
екта может быть выполнена с опережением почти
на 0,7 временн‚ых единиц, а задержки не предви-
дится; аналогичная ситуация со сроком выпол-
нения проекта 2 — возможно опережение почти
на 6 временн‚ых единиц. Время выполнения проек-
та 1 может задержаться на 0,9 временн‚ых единиц,
но существует и возможность опережения срока
на 1,7 временн‚ых единиц.

Кроме того, результаты решения позволяют
оптимально с точки зрения занятости распреде-
лить исполнителей по работам с учетом их специ-
ализации. Дробное число исполнителей означает
неполную занятость на конкретной работе.

5 Заключение

Представленные в статье методические подходы
к сетевому планированию демонстрируют возмож-
ности теории нечетких множеств при описании не-
определенностей, возникающих при планировании
проектных работ. Такой подход может служить аль-
тернативой, например, известному методу PERT
(Project Evaluation and Review Technique), исполь-
зующему β-распределение времени выполнения
работ [4], отличаясь от него большими возможно-
стями при учете неопределенностей. Так, в рас-
смотренном примере была учтена неопределен-
ность эффективности работы исполнителей, не

предусматриваемая методом PERT. Разработанный
подход может быть применен при ситуационном
управлении одновременно проводящимися меро-
приятиями с ограниченным составом исполни-
телей.
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О ГЕНЕЗИСЕ ИНФОРМАЦИОННОГО ОБЩЕСТВА:

ИНФОРМАТИКО-КИБЕРНЕТИЧЕСКОЕ МОДЕЛЬНОЕ

ПРЕДСТАВЛЕНИЕ

С. Н. Гринченко1

Аннотация: Вводится понятие «генезис информационного общества», которое рассматривается с позиций
информатико-кибернетического моделирования (ИКМ) процесса развития Человечества как самоуправ-
ляющейся иерархо-сетевой системы. На этой основе получены количественные оценки его типовых
пространственно-временных характеристик, представляющих собой геометрические прогрессии со зна-
менателем «e в степени e» (15,15426. . .), а также скоординированных с ними во времени и в пространстве
психико-антропологических, образовательных и информационно-коммуникационных параметров и воз-
можностей включенного в этот процесс усложняющегося человека и его сообществ различной величины.
Это позволило раздвинуть рамки существования информационного общества на всю историческую
и даже археологическую эпоху такого развития. Результирующая последовательность информационных
технологий (ИТ) «сигнальные позы/звуки/движения – мимика/жесты – речь/язык – письменность – ти-
ражирование текстов – компьютеры – телекоммуникации – информационная нанотехнология – . . .» по-
зволяет рассматривать генезис информационного общества в широком контексте единой исторической
ретроспективы и перспективы.

Ключевые слова: информационное общество; информационные технологии; информатико-кибернети-
ческая модель; самоуправляющаяся иерархо-сетевая система Человечества; археологическая эпоха
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В литературе, даже энциклопедической, рас-
пространена трактовка «информационного обще-
ства» как общества «современного типа», в котором
общение людей опирается на компьютерные и те-
лекоммуникационные ИТ2. Такая трактовка этого
понятия создает иллюзию отстраненности инфор-
мационного общества от его собственного истори-
ческого прошлого, когда вышеперечисленных ИТ
еще не изобрели, но люди в составе сообществ как-
то общались между собой, используя иные ИТ.

Поскольку от этой иллюзии недалеко до не-
дооценки полезности соответствующего историче-
ского опыта для современности, попытаюсь разве-
ять ее.

Результаты ИКМ процесса развития на Зем-
ле Человечества как самоуправляющейся иерархо-
сетевой3 системы [2–14] (рис. 1) позволяют раз-
двинуть рамки существования информационного
общества на всю историческую и даже археологиче-
скую эпоху такого развития, что дает возможность
выделить ту эволюционную линию этого процесса,
которую логично определить как генезис информа-

ционного общества.
На рис. 1 используются следующие обозначе-

ния:

– восходящие стрелки (имеющие структуру «мно-
гие – к одному») отражают первую из 5 основ-
ных составляющих контура поисковой оптими-

1Институт проблем информатики Федерального исследовательского центра «Информатика и управление» Российской академии
наук, sgrinchenko@ipiran.ru

2В [1] дано следующее определение: «Информационное общество, одно из понятий, используемых в социологич. теории для
обозначения обществ. систем «современного типа». . . Важнейшие характеристики И. о.: 1) лавинообразное распространение
информац. технологий (прежде всего компьютерных и телекоммуникационных); 2) превращение информации в важнейший соци-
альный ресурс, необходимую предпосылку управленч. деятельности, развития экономики, образования, сферы услуг, домашнего
быта, рекреационной сферы и т. д.; по некоторым данным, в наиболее развитых странах проф. деятельность более половины
занятых связана исключительно с производством и обработкой информации; 3) наделение СМИ статусом «четвертой ветви власти»;
4) расширение границ и «репертуара» массовой культуры; 5) увеличение каналов вертикальной и горизонтальной мобильности;
6) изменение представлений о социальном пространстве («глобализация» пространства, мгновенная доступность даже периферий-
ных его сегментов) и времени (расширение рамок «современности», когда даже отдаленные историч. события воспринимаются как
происходящие «здесь» и «сейчас»); 7) возникновение в процессе коммуникации особой виртуальной реальности, несводимой к ре-
зультатам технич. визуализации и выходящей за пределы воображения и памяти индивида; 8) превращение информац. технологий
в базу для развития высоких технологий (Hi-Tech)».

3«Иерархо-сетевая» структура — иерархическая структура типа «матрешки», но с существенно большим единицы числом
вложений на каждом ее иерархическом уровне, которые и образуют соответствующие сетевые структуры.
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зации — поисковую активность представителей
соответствующих ярусов в иерархии;

– нисходящие сплошные (имеющие структуру
«один – ко многим») стрелки отражают вторую
составляющую — целевые критерии поисковой
оптимизации энергетики системы Человече-
ства;

– нисходящие пунктирные («один – ко мно-
гим») стрелки отражают третью составля-
ющую — оптимизационную системную память

личностно-производственно-социального (ре-
зультат адаптивных влияний представителей
вышележащих иерархических ярусов на струк-
туру вложенных в них нижележащих);

– полужирными стрелками в левой части схемы
условно показана четвертая составляющая —
антропогенная активность индивидов и их
групп, трактуемая как «трудовая деятельность
по созданию соответствующего инструмента-
рия и результатов его применения»;

– пунктирными полужирными стрелками в пра-
вой части схемы условно показана пятая
составляющая — антропогенная системная

память личностно-производственно-соци-
ального (процессы вовлечения результатов
антропогенной активности в структуру со-
ответствующей иерархо-сетевой подсистемы
Человечества).

Рассмотрим этот феномен поэтапно, сведя в об-
щую таблицу расчетные данные о различных его
проявлениях.

Промежутки времени между возникновением
новых иерархо-сетевых подсистем Человечества
(а следовательно, и между стартами новых ИТ)
подчиняются, согласно ИКМ, простой математи-
ческой закономерности: каждый из них в ee =
= 15,15426. . . раз короче предыдущего1 (третий
столбец таблицы). В свою очередь, этой же за-
кономерности подчиняются и размеры ареалов
(радиусы кругов той же площади) устойчивых и эф-
фективно самоуправляющихся сообществ челове-
ка как базисного элемента системы Человечества,
и точности доступных усложняющемуся человеку —
в конкретный момент исторического времени — ан-
тропогенных воздействий и/или производственных
технологий (второй столбец таблицы) (рис. 2).

Эмпирические оценки этих времен и про-
странств, сделанные и опубликованные палеоант-
ропологами, археологами и историками, — когда

они имеются! — не противоречат модельным ре-
зультатам [13]. Диапазоны примерного возраста
«образовываемых», приведенные в седьмом столб-
це таблицы, рассчитаны, исходя из «золотого се-
чения» (соотношения смежных членов числового
ряда, равного 1,618. . . при увеличении ряда, либо
0,618. . .при его уменьшении, адекватность исполь-
зования которого при выработке количественных
оценок в самых различных областях знания хоро-
шо известна2), опирающегося на ориентировочную
оценку завершения человеком среднего образова-
ния к 18 годам (на сегодня).

Базируясь на ИКМ, в качестве нулевого эта-
па развития будущего информационного общества,
как представляется, можно рассматривать про-
цесс цефализации позвоночных, т. е. возникновения
и усложнения у них головного мозга как основного
носителя механизмов запоминания и считывания
информации о результатах их адаптивного и со-
циального поведения, начавшейся около 428 млн
лет назад с кульминацией около 140,1 млн лет назад
(шестой столбец таблицы) на «территории» порядка
4,2 м — т. е. в пределах отдельного многоклеточного
организма.

Далее в качестве первого этапа такого развития
будем рассматривать начавшуюся около 28,23 млн
лет назад, с кульминацией около 9,26 млн лет на-
зад, на территориях порядка 64 м, ИТ сигнальных
поз/движений и неинтонированных звуков (типа
рычания, ворчания, писка и т. п.), характерную
для стадных/стайных животных, в том числе пред-
пред-людей Hominoidea (четвертый столбец табли-
цы), способных обеспечивать точность своих воз-
действий на природу порядка 28 см. Субстрат их
психики относится к иерархическому уровню орга-
нов многоклеточного организма (пятый столбец),
а уровень образованности соответствует современ-
ному младенцу возрастом около 1–1,6 лет (седьмой
столбец).

Следующий, второй этап развития ИТ — ми-
мики/жестов, начавшийся около 1,86 млн лет на-
зад, с кульминацией около 612 тыс. лет назад, на
территориях порядка 1 км, реализовался далекими
предками современного человека — пред-людь-
ми Homo ergaster/Homo erectus, способными обес-
печивать точность своих воздействий на природу
порядка 1,8 см, с субстратом психики уровня тка-
ней многоклеточного организма и уровнем образо-
ванности, соответствующим современному ребен-
ку 1,6–2,6 лет.

1Эту геометрическую прогрессию — как модель критических уровней развития биологических систем — выявили А. В. Жирмун-
ский и В. И. Кузьмин [16].

2Применительно к периодизации истории Человечества в археологическую эпоху это продемонстрировано Ю. Л. Щапо-
вой [17–19], согласование подхода к такой периодизации на основе золотого сечения и предлагаемого информатико-киберне-
тического подхода подробно показано в [7, 10, 12–14, 20].
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Таблица 1 Свод основных характеристик генезиса информационного общества (как проявления развития само-
управляющейся и метаэволюционирующей, т. е. наращивающей число своих иерархических уровней/ярусов, системы
Человечества) от прошлого до модельно прогнозируемого будущего

Характерный
ареал (радиус
круга той же

площади); точность
антропогенного

воздействия /
производственных

технологий

Характерные
времена
старта;

кульминации
развития

подсистемы

Уровень
развития

Homo
(и его пред-

шествен-
ников)

Носитель системной
памяти —

субстрат психики

Лидирующая
ИТ

Требуемый уровень
образованности Homo;

аналогия филогенеза
и онтогенеза:

примерный возраст
гармонично

образовываемого
(сегодня)

1 2 3 4 5 6 7

0 ∼ 4,2 м

∼ 428 млн
лет назад;

∼ 140,1 млн
лет назад

Цефализация
позвоночных

Многоклеточный
организм в целом

Формирование
головного

мозга как основы
для реализации

будущих ИТ

—
∼ 0,6–1,0 год

1
∼ 64 м;
∼ 28 см

∼ 28,23 млн
лет назад;
∼ 9,26 млн
лет назад

Пред-пред-
люди

Hominoidea

Органы многоклеточного
организма (его нервной

системы в целом)

Сигнальные позы/
движения

и неинтонированные
звуки (типа рычания,

ворчания, писка
и т. п.)

Выработка
(младенцами)

сигнальных поз;
∼ 1,0–1,6 лет

2
∼ 1 км;
∼ 1,8 см

∼ 1,86 млн
лет назад;
∼ 612 тыс.
лет назад

Пред-люди
Homo ergaster /
Homo erectus

Ткани многоклеточного
организма

(сетей/ансамблей
нейронов и др.)

Мимика/жесты
и интонированные

звуки

Овладение (ре-
бенком) мимикой/

жестами,
начальное

понимание речи;
∼ 1,6–2,6 лет

3
∼ 15 км;
∼ 1,2 мм

∼ 123 тыс.
лет назад;
∼ 40 тыс.
лет назад

Homo
sapiens′

Эвкариотические
клетки

многоклеточного
организма

(отдельные нервные
и глиальные клетки

и др.)

Речь/язык
(артикулированная

устная речь)

Овладение (детьми)
речью/языком

(протообразование);
∼ 2,6–4,2 лет

4
∼ 222 км;
∼ 80 мкм

∼ 8,1 тыс.
лет назад;
∼ 2,7 тыс.
лет назад

Homo
sapiens′′

Компартменты
эвкариотической

клетки (отдельные
рецепторные,

или постсинаптические,
зоны нейронов и т. п.)

Письменность

Овладение чтением/
письмом (дошкольное

образование);
∼ 4,2–6,9 лет

5
∼ 3370 км;
∼ 5 мкм

∼ 1446 г.;
∼ 1806 г.

Homo
sapiens′′′

Субкомпартменты
эвкариотической клетки

Тиражирование
текстов,

или книгопечатание

Начальное
образование;
∼ 6,9–11,1 лет

6
∼ 51 тыс. км

(общепланетарный);
∼ 0,35 мкм

∼ 1946 г.;
∼ 1970 г.

Homo
sapiens′′′′

Ультраструктурные
(прокариотические)

внутриклеточные элементы
эвкариотической клетки
(типа клеточного ядра,

деталей эндоплазматической
сети и т. п. образований)

Компьютерная ИТ
Среднее

образование;
∼ 11,1–18 лет

7

∼ 773 тыс. км
(ближний
космос);
∼ 23 нм

∼ 1979 г.;
∼ 2003 г.

Homo
sapiens′′′′′

Макромолекулы/гены
(компартменты

ультраструктурных–
прокариотических–

внутриклеточных
элементов)

Телекоммуника-
ционная ИТ

Высшее обра-
зование + «аспи-

рантура»;
∼ 18–29,1 лет

8

∼ 11,7 млн км
(промежуточный

космос);
∼ 1,5 нм

∼ 1981 г.;
∼ 2341 г. (?)

Homo
sapiens′′′′′′

Органические молекулы
(субкомпартменты

ультраструктурных–
прокариотических–

внутриклеточных
элементов)

Нано-ИТ (возможно,
«наноаппаратно
поддерживаемая

селективная
телепатия» [15])

«Докторантура»;
∼ 29,1–47,1 лет

9 · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
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Рис. 2 Пространственно-временн‚ые характеристики и тренд ИТ в процессе генезиса информационного общества
(по ИКМ, в двойном логарифмическом масштабе; иерархическая сложность — число уровней/ярусов в системной
иерархии)

Все последующие этапы развития ИТ —
речь/язык, письменность, тиражирование текстов
(книгопечатание), компьютеры, телекоммуника-
ции, нано-ИТ — реализовались последовательно
усложняющимися формами Homo sapiens, который
при этом образовывал относительно устойчивые
и относительно эффективно функционирующие
и самоуправляющиеся сообщества на все больших
ареалах, одновременно повышая точность своих
(антропогенных) действий при формировании во-
круг себя «второй (рукотворной) природы».

Так, третий этап развития ИТ — речи/языка,
начавшийся около 123 тыс. лет назад, с кульми-
нацией (верхнепалеолитической революцией) око-
ло 40 тыс. лет назад, на территориях порядка 15 км,

реализовался Homo sapiens′, способными обеспе-
чивать точность своих производственных техноло-
гий порядка 1,2 мм, с субстратом психики уровня
эвкариотических клеток многоклеточного организ-
ма и уровнем образованности, соответствующим
современному ребенку 2,6–4,2 лет.

Четвертый этап развития ИТ — письменности,
начавшийся около 8,1 тыс. лет назад, с кульминаци-
ей (городской революцией «осевого времени») око-
ло 2,7 тыс. лет назад, на территориях порядка 222 км,
реализовался Homo sapiens′′, способными обеспе-
чивать точность своих производственных техноло-
гий порядка 80 мкм, с субстратом психики уровня
компартментов эвкариотических клеток многокле-
точного организма и уровнем образованности, со-

104 ИНФОРМАТИКА И ЕЁ ПРИМЕНЕНИЯ том 13 выпуск 2 2019



О генезисе информационного общества: информатико-кибернетическое модельное представление

ответствующим современному ребенку 4,2–6,9 лет
(дошкольное образование).

Пятый этап развития ИТ — тиражирования
текстов (книгопечатания), начавшийся около
1446 г. н. э., с кульминацией (промышленной
революцией) около 1806 г., на территориях по-
рядка 3370 км, реализовался Homo sapiens′′′, спо-
собными обеспечивать точность своих производ-
ственных технологий порядка 5 мкм, с субстратом
психики уровня субкомпартментов эвкариотиче-
ских клеток многоклеточного организма и уровнем
образованности, соответствующим современному
ребенку 6,9–11,1 лет (начальное образование).

Шестой этап развития ИТ — компьютеров (ло-
кальных), начавшийся около 1946 г., с кульминаци-
ей (изобретением микропроцессоров) около 1970 г.,
на территориях порядка 51 тыс. км (т. е. обще-
планетарного, или глобального размера), реали-
зовался Homo sapiens′′′′, способными обеспечи-
вать точность своих производственных технологий
порядка 0,35 мкм, с субстратом психики уровня
ультраструктурных (прокариотических) внутрикле-
точных элементов эвкариотической клетки и уров-
нем образованности, соответствующим совре-
менному подростку-юноше/девушке 11,1–18 лет
(среднее образование).

Седьмой этап развития ИТ — телекоммуни-
каций, начавшийся около 1979 г., с кульминаци-
ей (пиком скорости распространения на планете
мобильной телефонии, интернета и т. п.) около
2003 г., в космическом объеме радиусом (шара)
порядка 773 тыс. км (т. е. в ближнем космо-
се), реализовался Homo sapiens′′′′′, способны-
ми обеспечивать точность своих производствен-
ных технологий порядка 23 нм, с субстратом
психики уровня макромолекул/генов (компарт-
ментов ультраструктурных–прокариотических–
внутриклеточных элементов эвкариотической
клетки) и уровнем образованности, соответст-
вующим современному молодому человеку 18–
29,1 лет (высшее образование + «аспирантура, с за-
щитой диссертации кандидата наук»).

Восьмой этап развития перспективной нано-ИТ
(возможно, «ИТ наноаппаратно поддерживаемой
селективной телепатии» [15]), начавшийся око-
ло 1981 г., с кульминацией (пиком скорости ее рас-
пространения на планете) около 2341 г. (расчетная
дата), в космическом объеме радиусом шара поряд-
ка 11,7 млн км (т. е. в промежуточном космосе [5]),
реализовался Homo sapiens′′′′′′, способными обес-
печивать точность своих производственных техно-
логий порядка 1,5 нм (отсюда наименование ИТ),

Рис. 3 Тренд изменения времен запаздывания кульминаций развития подсистем иерархо-сетевой системы Челове-
чества относительно их стартов (по ИКМ, в двойном логарифмическом масштабе)
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с субстратом психики уровня органических мо-
лекул (субкомпартментов ультраструктурных–про-
кариотических–внутриклеточных элементов эвка-
риотической клетки) и уровнем образованности,
соответствующим современному зрелому челове-
ку 29,1–47,1 лет («докторантура»).

Важно отметить, что процесс появления всех
вышеперечисленных подсистем подчиняется ку-
мулятивному принципу: возникновение каждой
новой подсистемы не отменяет существование
предыдущей: они все активно взаимодействуют
между собой, коэволюционируют и т. п., но истори-
чески более ранние, естественно, постепенно пере-
ходят на второй, третий и т. д. планы исторической
сцены.

Точка сходимости этого ряда находится около
1981 г., знаменуя собой завершение этапа «детст-
ва–отрочества–юности» Человечества как цело-
го и начало этапа его «зрелости» — достижения
его максимальной иерархической сложности (чис-
ла уровней/ярусов в системной иерархии) [5, 8].

С позиции прогнозирования генезиса инфор-
мационного общества на будущие времена отмечу,
что, согласно ИКМ, тренд изменения времен запаз-
дывания кульминаций развития подсистем относи-
тельно их стартов сменился прямо на наших глазах.
Если во временн‚ом диапазоне с 428 млн лет назад
и до 1946 г. он состоял в равномерном (в логариф-
мическом масштабе) укорочении согласно той же
закономерности (в e = 15, 15426 . . .раз), то в диапа-
зоне от 1946 по 1979 гг. это время запаздывания не
изменилось, а начиная с 1979 г. начало удлиняться
(рис. 3).

Таким образом, метаэволюция системы Чело-
вечества завершилась около 1981 г. в том смысле,
что все возможные ее иерархо-сетевые подсисте-
мы в потенции уже созданы. Но их актуализация,
дальнейшее усложнение, эволюция и коэволюция
с ранее возникшими аналогичными подсистема-
ми будет продолжаться неопределенно длительное
время.

Выводы

1. Изучение генезиса информационного общества

во всех его последовательных формах — от
древности до современности и далее — на базе
информатико-кибернетического модельного
подхода и формализации процесса метаэволю-
ционного развития в соответствующих тер-
минах, позволило получить количественные
оценки его типовых пространственно-вре-
менн‚ых характеристик, а также скоординиро-
ванных с ними во времени и в пространстве
психико-антропологических, образовательных

и информационно-коммуникационных пара-
метров и возможностей включенного в этот
процесс усложняющегося человека и его со-
обществ различной величины.

2. Позиционирование ИТ локальных компью-
теров и ИТ телекоммуникаций в качестве
неотъемлемых составляющих совокупности
монотонно усложняющихся в ходе цивили-
зационного развития — и информационного
общества! — ИТ позволяет рассматривать их
появление и функционирование в широком
контексте единой исторической ретроспекти-
вы и перспективы, давая возможность делать
не только теоретические, но и практические
выводы.
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Abstract: The concept of the information society genesis is introduced, which is viewed from the standpoint of
informatics-cybernetic modeling of the development of Humankind as a self-controlling hierarchical-networking
system. On this basis, the author obtained quantitative assessments of its typical spatial-temporal characteristics,
representing geometric progressions with the denominator “e to the degree e” (15.15426. . .), as well as coordinated
with them in time and space of the psychoanthropological, educational, and informational communication parame-
ters and possibilities of a person who becomes complicated in this process and his communities of various sizes. This
allowed us to push the framework of the information society for the entire historical and even archaeological epoch
of such development. The resulting sequence of information technologies “signal poses / sounds/movements –
mimics/gestures – speech/language – writing – replicating texts – computers – telecommunications – information
nanotechnology – . . .” allows us to consider the information society genesis in the broad context of a unified his-
torical retrospective and perspective.
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Abstract: The authors propose a refinement of the stochastic model describing the dynamics of the Desktop Grid
(DG) project with many hosts and many workunits to be performed, originally proposed by Morozov et al. in
2017. The target performance measure is the mean duration of the runtime of the project. To this end, the authors
derive an asymptotic expression for the amount of the accumulated work to be done by means of limit theorems for
superposed on-off sources that lead to a Gaussian approximation. In more detail, depending on the distribution of
active and idle periods, Brownian or fractional Brownian processes are obtained. The authors present the analytic
results related to the hitting time of the considered processes (including the case in which the overall amount of
work is only known in a probabilistic way), and highlight how the runtime tail distribution could be estimated by
simulation. Taking advantage of the properties of Gaussian processes and the Conditional Monte-Carlo (CMC)
approach, the authors present a theoretical framework for evaluating the runtime tail distribution.
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1 Introduction
Gaussian processes are widely used in the performance
analysis of telecommunication systems for their analytic
tractability and arguments based on the central-limit
theorem that make them suitable in case of a large num-
ber of independent contributions. For instance, these
models are able to capture, in a simple and parsimonious
way, the properties of self-similarity and long-range de-
pendence, inherent to multimedia network traffic [1, 2].
These properties dramatically increase the difficulty of
the probabilistic analysis and, as a consequence, in
many cases only Monte-Carlo simulation can be used.
The fractional Brownian motion (FBM) is one of the
most studied self-similar long-range dependent Gaus-
sian processes due to its simplicity. Its use as traffic
model is supported by the following theoretical analy-
sis [3]: the sum of an increasing number of the so-called
on-off inputs, with either on-times or off-times having
a heavy-tailed distribution with infinite variance, con-
verges weakly to an FBM, after an appropriate time
scaling.

In this paper, the applicability of FBM for high-
performance computing is considered. In that frame-
work, computing clusters and computational Grid sys-
tems are the main tools: computing clusters are based on
computing nodes connected by a high-speed network,

while computational Grid systems include geographical-
ly dispersed computing nodes connected by a relatively
slow network.

Desktop Grid belongs to the latter class. The
DG combines nondedicated hosts (typically, desk-
tops/laptops owned by volunteers) over the Internet to
process loosely coupled workunits (computational tasks).
Desktop Grids utilize the idle host resources, providing
potentially huge, although highly variable, computing
power. (For example, the DG project EinsteinHOME
aggregates peak performance at about 1 PetaFLOPS [4].)
Typically, DGs are managed by a scientific community
that utilizes the resources to complete a DG project which
consists of a (usually finite) number of workunits. Thus,
the runtime of the DG project is the time to complete all
the workunits and it is desirable to minimize it.

Minimization of the DG project runtime may be
performed by means of scheduling optimization [5–7].
Additional information on the hosts, such as reliability
and availability, can be used to improve the efficiency
of DGs [8, 9], In [10, 11], the focus is placed on the
so-called workunit replication mechanism for reliability
purposes. However, to the best of our knowledge, the
estimation of the runtime of a DG project remains gen-
erally an unsolved issue, and it is the main motivation of
this paper.
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Desktop Grids have several important distinctive fea-
tures when compared to computational Grids or com-
puting clusters. First of all, hosts, being nondedicated,
possess individual availability periods. Moreover, the
management server of a DG is not able to obtain in-
formation on the current state of the hosts (such as
“computing,” “suspended,” etc.). These two issues
make the estimation of the runtime of a DG project
a hard problem.

The execution of a DG project can be divided into
two stages. During the first phase, the number of work-
units is greater than the number of hosts and, thus, each
host will receive at least one workunit. In the second
stage, all the available workunits are dispatched and there
are available (idle) hosts. In this paper, the focus is on
the duration of the first phase which is studied by means
of a Gaussian approximation of the overall work. The
study of the second stage requires a completely different
probabilistic technique, which relies on the theory of
order statistics and the asymptotic properties of renewal
processes, and is postponed for a future work. Thus, in
what follows, runtime will relate to the first stage of the
project solely.

We describe the availability patterns of the hosts by
treating each of them as an individual on-off source
which processes workunits during on periods. Our ap-
proach is based on the asymptotics of the (properly
scaled) superposition of a large number of independent
on-off sources. It is well-known [3] that after an ap-
propriate scaling, the limiting process describing the
summary workload in the system turns out to be Browni-

an motion (BM), when the sojourn times are light-tailed,
while it becomes fractional Brownian motion in case of
heavy-tailed sojourn times. Then, the problem reduces
to the calculation of the hitting time of the given thresh-
old D by the process of accumulated work which is
a well-known topic in probability theory.

The paper is organized as follows. Section 2 presents
the theoretical background related to FBM, includ-
ing functional limit theorems for the cumulative work
performed by an increasing number of on-off sources.
Then, Section 3 describes the model and summarizes the
available analytic results, while Section 4 is devoted to
the evaluation of the runtime tail distribution by means
of the CMC method which potentially leads to variance
reduction of the estimate of the runtime. Finally, in Sec-
tion 5, the main contributions of the paper are presented
and some future research issues are discussed.

2 Theoretical Background

In this section, let us recall the basic definitions about
FBM and how it is related to the limiting theorems for
the superposition of independent on-off sources.

2.1 Fractional Brownian motion

The FBM {BH(t), t ∈ R} is a Gaussian centered pro-
cess with BH(0) = 0, stationary increments, and the
following covariance function:

KH(t, s) := E [BH(t)BH(s)]

=
1

2

[
|t|2H − |t− s|2H + |s|2H

]
, s, t ≥ 0

where H ∈ (0, 1) is the so-called Hurst parameter. It is
easy to verify that BH(t) is a self-similar process with
self-similarity parameter H, i. e., for each c > 0,

c−HBH(ct)
d
= BH(t)

where
d
= denotes equality in distribution.

Fractional Brownian motion is widely used for mod-
eling purposes due to its Gaussianity (that typically
arises under aggregation conditions) and parsimonious
description (apart from mean and variance, its behavior
is unambiguously determined by H).

When H > 1/2, FBM is a long-range dependent
process since the autocorrelation of the corresponding
increment process is nonsummable. For more details on
FBM and its properties, see [12].

2.2 Limit theorems for distributed computing
processes

Let us assume that the DG consists of N heteroge-
neous hosts which can be considered as independent
on-off sources. In more detail, let us suppose that there
are n types of hosts (n < N ) and denote by Ni the
number of i-type hosts, i. e.,

∑n
i=1Ni = N . Moreover,

let Ri denote the amount of processed work per unit
time for i-type hosts and let

{
I(i)(t), t ≥ 0

}
,

I(i)(t) =

{
Ri , t ∈ on-period ;

0 , t ∈ off-period ,

be the on-off process that characterizes the activity/silent
periods of the corresponding hosts (Fig. 1). For sake
of simplicity, it is assumed that for each host, both on

and off periods are sequences of i.i.d. (independent and
identically distributed) random variables (RVs) and mu-
tually independent. Moreover, as already stated, the

Figure 1 On-off model
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on-off processes modeling the contribution of different
hosts are assumed to be independent.

The cumulative processed work, i. e., the aggregated
amount of work provided by allN hosts, during the time
interval [0, t] is given by

A(t) =

t∫

0

(
n∑

i=1

Ni∑

k=1

I
(i)
k (u)

)
du

where I(i)k are the independent copies of I(i), i = 1, . . .
. . . , n. Moreover, for the i-type (i = 1, . . . , n) hosts, let
us denote byµi

on, σi
on, µi

o¨ , and σi
o¨ the mean length and

standard deviation (that may be infinite) of the duration
of the on and off periods, respectively.

The statistical behavior of A(t) is determined by the
distributions F i

on and F i
o¨ of the on and off periods for

each type of hosts, namely, by their tail. In more detail,
in case of infinite variance, let us assume that as x→ ∞,

1− F i
on(x) ∼ ℓionx

−αi
onLi

on(x) ;

1− F i
o¨(x) ∼ ℓio¨x

−αi
offLi

o¨(x)

where a ∼ b means that a/b → 1; ℓion and ℓio¨ are the
positive constants; the exponents αi

on and αi
o¨ ∈ (1, 2);

and the functions Li
on and Li

o¨ are slowly varying at
infinity, i. e., for any t > 0,

lim
x→∞

Li(tx)

Li(x)
= 1 , i = 1, . . . , n .

Instead, if σi
on and σi

o¨ <∞, we set αi
on = α

i
o¨ = 2.

It has been shown in [3] that the scaled process of cu-
mulative work arrived during interval [0, T t] converges
weakly to a sum of the i.i.d. FBM’s, provided that

(1) Ni → ∞ such that limN→∞Ni/N > 0, i = 1, . . .
. . . , n; and

(2) the scaling factor T → ∞.

This functional limit theorem leads to the following
approximation:

A(tT ) ≈ T

(
n∑

i=1

RiNi
µi
on

µi
on + µ

i
o¨

)
t

+

n∑

i=1

THiRi

√
Li(T )NiciBHi(t)

where ci are the positive constants; Li are the slowly
varying at infinity functions (expressed in terms of the
given parameters); and BHi are the independent FBMs
with the Hurst parameters Hi given by

Hi =
3−min(αi

on, α
i
o¨)

2
∈
(
1

2
, 1

)
, i = 1, . . . , n .

Thus, the cumulative work processed by a large number
of independent hosts (with heavy-tailed distributions of
the on-off periods) is approximated by a superposition of
independent FBMs {BHi (t)}, i = 1, . . . , n, with a linear
drift that depends on the rates Ri and the average duty
cycle.

Instead, if for all types of hosts the variances of the so-
journ times are finite (i. e.,σi

on, σ
i
o¨ <∞∀i = 1, . . . , n),

then the limiting (scaled) process becomes

T

(
n∑

i=1

RiNiµ
i
on

µi
on + µ

i
o¨

)
t+

(
√
T

n∑

i=1

Ri

√
Nici

)
W (t)

where W (t) is the Wiener process, and the constants ci
are given by

ci =

√√√√(µ
i
o¨σ

i
on)
2 +

(
µi
onσ

i
o¨

)2
(
µi
on + µ

i
o¨

)3 .

Finally, it is worth mentioning that taking the lim-
its in reverse order, the (scaled) process of cumulative
work converges to a Levy stable motion, an infinite
variance process with stationary and independent incre-
ments [13]; however, such model is beyond the scope of
this paper as in DG, the experimental data confirmed
the convergence to processes with finite variance.

3 Model Description
and Performance Measures

The above functional limit theorems provide a theoret-
ical motivation to consider the following model for the
cumulative processed work:

A(t) = mt+X(t) (1)

whereX is the centered Gaussian process with stationary
increments (FBM or the sum of independent FBM, in
case of heterogeneous systems), which describes random
fluctuations around the linearly increasing mean. Such
type of stochastic process was previously suggested as
the model of network traffic (see [14] for more details).

Let us denote by τD the runtime of the DG project
whereD denotes the required amount of work. Thus, τD
represents the hitting time of the process {A(t)}:

τD = min{t : A(t) ≥ D} ,

i. e., the first time the process {A(t)} hits the thresh-
old D. Then, the original problem is reduced to the
calculation (or estimation) of some useful performance
characteristics, such as the mean hitting time.

INFORMATIKA I EE PRIMENENIYA — INFORMATICS AND APPLICATIONS 2019 volume 13 issue 2 111



O. V. Lukashenko, E. V. Morozov, and M. Pagano

3.1 Available analytic results

Let us recall the available analytic results for differ-
ent types of Gaussian processes, corresponding to the
different limiting cases.

3.1.1 Wiener case

When X is a Wiener process (i. e., X = σB1/2), the
density of τD is available in explicit form [15]:

P(τD ∈ dt) =
D√
2πσt3/2

exp

(
− (D −mt)2

2σ2t

)
dt

=:fτ (t|D) dt . (2)

In this case, the corresponding expected value E[τD] is
the ratio between the given amount of the work D and
the mean processing rate [15]:

E [τD] =
D

m
.

3.1.2 Fractional Brownian motion case

When the limiting process is an FBM, only asymptotic
results and some bounds for the distribution of τD are
available.

In [16], the following bounds (quite inaccurate
when H is close to 1, see Fig. 2) for the moments
of the hitting time were obtained for 1/2 ≤ H < 1:

1√
2π

(
2HD

n−H
Ln(D,H,m)

− (2H − 1)m
n+ 1−H

Ln+1(D,H,m)

)
≤ E [τn

D]

≤ 1√
2π

(
HD

n−H
Ln(D,H,m)

+
(1−H)m

n+ 1−H
Ln+1(D,H,m)

)

Figure 2 Bounds for the mean hitting time (D = 10, m = 3):
1 — D/m; 2 — lower bound; and 3 — upper bound

where

Ln(D,H,m)

=

∞∫

0

exp

{
−1
2

(
Dt−H/(n−H) −mt(1−H)/(n−H)

)2}
dt.

Additionally, the following asymptotic was derived for
the large values of level D:

lim
D→∞

E [τn
D]

Dn = m−n

for all n ≥ 1, m > 0, from which it is quite straightfor-
ward to show that for all n ≥ 1,

τD
D

Ln−→ 1

m
as D → ∞

where
Ln−→ means convergence in Ln space.

3.1.3 General case

In the general case, to derive asymptotic (for large values
of D) for the distribution of τD, it is possible to take
advantage of the following identity:

P (τD ≤ T ) = P

(
sup

t∈[0,T ]

A(t) ≥ D

)
.

The distribution of the maximum of Gaussian pro-
cesses over a finite interval is a well-studied problem. In
more detail, for any Gaussian process with stationary
increments and strictly monotonically increasing and
convex variance such that limt→0Var(X(t))/t = 0, the
following asymptotic holds [17]:

P

(
sup

t∈[0,T ]

A(t) ≥ D

)
∼ �

(
D −mT√
Var(X(T ))

)

as D → ∞

where � denotes the tail distribution of the standard
normal RV N(0, 1).

3.2 A possible generalization

It seems quite natural to consider the setting in which
the threshold D is an RV which is independent of the
process X in (1). Such a setting seems to be highly
motivated by practice because it is more realistic that
the exact value of the quantity D is not available, and it
is known in part. This incomplete information can be
reflected by introducing the probability density function
(PDF) fD of D, which is assumed to be predefined.
Provided that X in (1) is a Wiener process and, hence,
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the conditional density fτ (t|D) in (2) is known, one can
write the density of the RV τD as

fτ (x) =

∞∫

y=0

fτ (x|y)fD(y) dy .

In general, one can calculate this density only by nu-
merical methods but for some cases, it is possible to
derive its expression in terms of special functions. For
example, when D is exponential with parameter λ, one
can obtain the following expression:

fτ (x) =
λ√

2πσx3/2
exp

(
−m

2x

2σ2
+

γ2

8β(x)

)

× (2β(x))−1/2D−1

(
γ√
2β(x)

)
(3)

where

γ = λ− m

σ2
; β(x) =

1

2σ2x
;

andDp,Re p < 0, is the parabolic cylinder function [18].
Numeric calculation of the expression (3) is shown in
Fig. 3.

Figure 3 Probability density function of τD for different values
of m (λ = 1): 1 — m = 1; 2 — 2; and 3 — m = 3

4 Estimation via Monte Carlo

A more flexible alternative to analytic results is repre-
sented by simulation that in our case can be used to
estimate

π(T ) := P (τD > T ) .

Such probability could be extremely small for large val-
ues of T ; thus, its estimation with a given accuracy
requires to generate a large number of sample paths of
the process X . However, for such type of rare events,
it is possible to apply a special case of the well-known
CMC method which always leads to variance reduction.

The method, originally proposed by some of the
authors in [19–21] and named Bridge Monte Carlo
(BMC), is based on the idea of expressing the target
probability as the expectation of a function of the Bridge
Y := {Yt} of the Gaussian process X, i. e., the process
obtained by conditioning X to reach a certain level at
some prefixed time instant τ :

Y (t) = X(t)− ψ(t)X(τ)

where ψ can be easily expressed in terms of the the
covariance function •(s, t) of the process X

ψ(t) :=
•(t, τ)

•(τ, τ)
.

Since the variance of X is an increasing function of t in
all models we consider, it is easy to see that ψ(t) > 0
for all t ≥ 0. Moreover, for any t, Y (t) is independent
of X(τ) since

E [X(τ)Y (t)] = •(τ, t)− •(t, τ)
•(τ, τ)

•(τ, τ) = 0

and (X(τ), Y (t)) has bivariate normal distribution.
Let T = [0, T ], then the target probability can be

expressed in the following way:

π(T ) = P

(
sup

t∈[0,T ]

A(t) ≥ D

)

= P (∀t ∈ T : mt+X(t) ≤ D)

= P

(
∀t ∈ T : X(τ) ≤ D − Y (t)−mt

ψ(t)

)

= P

(
X(τ) ≤ inf

t∈T

D − Y (t)−mt

ψ(t)

)

= P
(
X(τ) ≤ Y

)

where

Y := inf
t∈T

D − Y (t)−mt

ψ(t)
.

Finally, the considered probability can be rewritten
as follows:

π(T ) = P
(
Xτ ≤ Y

)
= E

[
ā

(
Y√
•(τ, τ)

)]

where independence between Y and Xτ is used and ā
denotes the cumulative distribution function of a stan-
dard normal variable.

Hence, givenN samples{Y (n), n = 1, . . . , N}ofY ,
the estimator of π(T ) is defined as follows:

π̂BMCN :=
1

N

N∑

n=1

ā

(
Y
(n)

√
•(τ, τ)

)
.
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Note that

ā

(
Y√
•(τ, τ)

)
= E

[
I(X(τ) ≤ Y )|Y

]

and, therefore, the BMC approach is actually a special
case of the CMC method; so, one can expect that the
BMC estimator implies variance reduction (with regard
to crude Monte-Carlo simulation) in the estimation of
the target probability π(T ) as also justified by the pre-
vious experience when such a method was successfully
applied for estimation some other rare-event probabili-
ties related to Gaussian processes [22].

5 Concluding Remarks
and Future Research

In this paper, a stochastic model describing the dynamics
of a DG project with many hosts and many workunits to
be performed, originally proposed in [23], is presented.
It is assumed that the project can be described by the so-
called on-off model where the hosts are on-off sources
of the workunits and the basic process is the completed
work. It is assumed that the hosts’ working sessions can
have both light- and heavy-tailed distributions. Then, an
approximation of the basic process, based on the asymp-
totics of the superposed on-off sources, is applied. The
suggested approach leads to a Gaussian approximation
of the process of the completed work. Finally, a simula-
tion framework for the evaluation of the runtime of the
project, using the properties of Gaussian processes and
CMC simulation, is presented.

Although this note is focused on estimation of the
runtime related to the 1st stage of the project completion
when the number of workunits is bigger than the number
of hosts, the 2nd stage could also be relevant. In more
detail, it can be considered as a collection of the “tails”
of the workunit remaining times. From this point of
view, the completion time of the 2nd stage of the project
can be interpreted as the longest remaining time and
analyzed by means of the asymptotic results of renewal

theory. Moreover, since the workunits are assumed to be
independent, to evaluate the duration of the 2nd stage,
it seems promising to apply the theory of order statistics

and interpret the completion time as the maximal order
statistics.
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Abstract: Organization and management of virtual experiments (VE) in data intensive research (DIR) has been
widely studied in the several past years. The authors survey existing approaches to deal with VEs and hypotheses
and analyze VE management in a real use-case from the astronomy domain. A review of existing systems that can
act as platforms for conducting a VE has been carried out. Requirements for a system to organize VEs in data
intensive domains have been gathered and overall structure and functionality for system running VEs are presented.
The relationships between hypotheses and models in VE are discussed. The authors also illustrate how to model
conceptually VEs, respective hypotheses, and models. Potential benefits and drawbacks of such approach are
discussed, including maintenance of experiment consistency and reduction of potential number of experiments.
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1 Introduction

Data intensive research is evolving according to the 4th
paradigm of scientific development and reflects the fact
that modern science is highly dependent on knowledge
extraction from massive datasets [1]. Data intensive re-
search is multidisciplinary in its nature, bringing in many
separate principles and techniques to handle complex
data analysis and management. Researcher’s time is
split between management of raw and analytical data,
including data collection, curation and integration, and
scientific work itself, which the article focuses on. It re-
quires knowledge inference from collected data in order
to test proposed hypotheses, gather novel information,
and correctly integrate it.

Large-scale scientific experiments besides data pro-
cessing issues are highly sophisticated — they include
workflows, models, and analytical methods. Togeth-
er, they compose a VE. In [2], a survey is presented
discussing different approaches to experiment modeling
and how its core artifacts — hypotheses — can be speci-
fied. The use of conceptual representation of hypotheses
and their corresponding implementation is emphasized,
thus leading to the need of proper tools.

This particular paper is aimed at developing meth-
ods and tools to support the execution and conceptual
modeling of VEs and discusses several approaches to
manage it.

The paper is structured as follows. Section 2 pro-
vides an analysis of existing systems and the system

requirements for managing VE. In Section 3, main core
elements of VE are defined. In Sections 4 and 5, the two
modes of execution of VE based on two DIR use-cases
are discussed. Section 6 concludes the paper.

This work is a continuation of [3, 4]. Comparing
it with the previous work, this paper presents unified
methodology to work with VE. The emphasis is made
on working with two components: research lattices and
real-time model/hypothesis testing. Research is carried
out in the frame of Research Data Alliance3 activity.

2 Analysis of Existing Systems
Systems with explicit representation of hypotheses are
being rapidly developed during last several years [5–10].
Authors analyzed 4 different systems for managing VE
and hypotheses: Hephaestus, Upsilon-DB, SDI (Scien-
tific Data Infrastructure), and FCCE (Features Collec-
tion and Correlation Engine). Some requirements for
organizing and managing VEs were retrieved during the
analysis.

2.1 Hephaestus

Hephaestus is a system for running VEs over existing
collections of data. It provides independence from re-
sources and the system rewrites its queries into data
source queries. The system hides underlying implemen-
tation details from user, letting him/her to work only
with the Hephaestus language. This language itself is

1Institute of Informatics Problems, Federal Research Center “Computer Science and Control” of the Russian Academy of Sciences,
44-2 Vavilov Str., 119333 Moscow, Russian Federation, dkovalev@ipiran.ru

2Institute of Informatics Problems, Federal Research Center “Computer Science and Control” of the Russian Academy of Sciences,
44-2 Vavilov Str., 119333 Moscow, Russian Federation, e.tarasov@outlook.com

3“The Research Data Alliance (RDA) was launched as a community-driven organization in 2013 by the European Commission, the United
States National Science Foundation and National Institute of Standards and Technology, and the Australian Government’s Department
of Innovation with the goal of building the social and technical infrastructure . . . that promotes data-sharing and data-driven research. . .”
(https://www.rd-alliance.org/about-rda).
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a declarative language and is used to specify VEs and
underlying hypotheses.

Hephaestus separates two different classes of hy-
potheses: top-down and bottom-up. Top-down hy-
potheses are the one introduced by the researcher, while
bottom-up hypotheses are derived from data. The sys-
tem supports the discovery of bottom-up hypotheses by
looking for the correlation in data. These hypotheses
are then ranked by some score (e. g., p-value of some
statistical test) and the one with the highest are passed
to the researcher. Yet, the system does not support au-
tomatically finding of causality. Hephaestus emphasizes
the role of an expert in understanding which relation-
ships should be further studied and which should not
be chased. Hephaestus also computes metrics about
experiments to estimate significance adequate to aban-
don further computation. The system is used in testing
clinical trials. The system does not catch the evolution
of hypotheses or experiments yet.

2.2 Upsilon-DB

The system enables researcher to code and manage de-
terministic scientific hypotheses as uncertain data. It
uses internal database to form hypotheses as relations
and adds uncertainty parameter. Later, this uncertainty
parameter is used to rank hypotheses using Bayes rule.
The provided approach can be treated as complemen-
tary to classical statistical approach. The system allows
to work with two types of uncertainty — theoretical,
which is brought by competing hypotheses, and empiri-
cal, which appears because of alternative datasets used.
The system introduces algorithm to rank hypotheses
using observed data. This is done because several com-
peting hypotheses can explain the same observation well
and some score to distinguish them is needed. When
new data become available, this score can be adjusted
accordingly.

Hypotheses have mathematical representation and
authors provide method to translate its mathematical
representation into relations in database. The simula-
tions are also treated as data and respective relations are
put inside the same database as hypotheses. Authors em-
phasize the need to support and develop the extraction
of hypotheses from data and methods to sample both
hypotheses and data. They illustrate that systems such as
Eureqa [11] can be used to learn formula representation
from data.

An example presented in the paper is based on three
different laws describing free fall and some simulated
data. They rank hypotheses accordingly.

2.3 Other

Several other platforms are analyzed. We describe them
separately since they are not explicitly designed with

hypotheses or VEs as their core element. However, some
of the ideas that they implement are worth mentioning.

The SDI platform [5] is used to support scientific ex-
periments. The system can integrate open data and reuse
observed and simulation data in the further development
of experiments. The system enables multiple groups of
researchers to access data and experiments simultane-
ously. Components of the framework are developed in
such a way that they could be deployed, adapted, and
accessed in individual research projects fast. The SDI
platform requires the support of lineage, provenance,
classification, and indexing of experiments and data,
the whole cycle of obtaining data, curating and cleaning
it, building experiments to test hypotheses over massive
data, and aggregating results is supported over prolonged
periods of time. The use of semantics is required by the
system.

The FCCE platform [10] is designed to search for
correlations in heterogeneous data sets spanning long
time ranges. It is oriented to work with minimal de-
lays and access to unprocessed source data. The key
component of the data model is the concept of features.
The features define the relationship between the key and
some value, each element of which can contain several
features. The FCCE platform presents a simplified rela-
tional data model for the user, where each table stores one
type of characteristic. Each line is identifiable by a key
and can contain several features. The platform provides
an application program interface for storing, obtaining,
and calculating correlation over features. The developers
offer the original approach of integrating the correlation
criterion evaluation module into the query execution
engine over the repository, which allows to speed up the
response time to the query and to reduce the overhead of
computation and input/output operations. The FCCE
platform uses two distinctive mechanisms to support the
effectiveness of correlations between the characteristics:
the query pipe and the query modifier.

2.4 Requirements for a virtual experiment
management system

Although platforms mentioned above provide important
insights into defining and handling hypotheses, they
miss some notable features. In this subsection, missing
features are overviewed and general requirements for
a VE Management System (VEMS) are defined.

First, existing platforms do not describe the per-
ception of automatically derived hypotheses by domain
experts, do not track their evolution, and do not discuss
experiment design principles. In a series of experiment
run, it is important to keep track on evolution of mod-
els, hypotheses, and experiments, as well as identifying
new data sources. Operations to manipulate VEs and
their components need to be defined. Next, a VEMS
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needs to capture dependencies (like competes, derived

by) between hypotheses, invariants in single hypothesis.
Correlations between parameters of several hypotheses
should also be considered.

Second, a VEMS should contain components re-
sponsible for automatic extraction of dependencies be-
tween hypotheses, parameters in single and multiple
hypotheses. Obtained data are used in deciding which
experiments should be abandoned and used in keeping
hypotheses consistent in a single experiment.

Third, one needs components for maintaining ex-
periment consistency and constraining the number of
possible experiments as well as defining the metric,
which is used to define if experiment poorly explains
phenomena and abandon further computations. Meth-
ods for removing poor experiments based on previous
experiments runs are also required. Experiments and
hypotheses should stay consistent when parameters of
hypotheses are changed.

As soon as several hypotheses in some experiments
could explain some phenomena well and due to errors in
data, researcher needs to deal with uncertainty and needs
methods to rank experiments and competing hypotheses
on massive datasets.

While experiment could change slightly from a pre-
vious experiment run (e. g., one hypothesis parameter
changes), system should store some data about previous
executions. Methods for understanding, which parts of
experiments should be recomputed and which are not,
should be developed as well. Defining structures to store
results of previous experiments and to query these results
is important. Since there could be thousands of possible
experiments, the system should use a method to form
a plan to execute experiments in such a way that stored
results are reused and no additional computations are
made.

During the execution of the VE, the researcher ma-
nipulates by the parameters of hypotheses, i. e., a set
of variables that in some cases can be correlated with
each other as well as with the parameters of the other
hypotheses [2, 12]. Since the number of potential hy-
potheses in a VE can be enormous and their interaction
is nontrivial, a space with many VEs is formed, some of
which poorly describe observations and need to be omit-
ted before the experiment is performed. Consequently,
a researcher needs a tool that allows to preidentify and
filter out VEs with a predictably bad result. At the same
time, the presence of complex dependencies in the data
makes their understanding difficult for the researcher
and does not allow doing this manually [9]. Correlation
estimation tools allow to automatically divide VEs into
groups with a predictably good and poor experimental
result [13].

Thus, reducing the number of experiments is
achieved by:

– correlations search — this allows to combine the fea-
tures of the phenomenon under investigation into
certain groups that affect it in some aggregate;

– analysis of features — it is necessary to select a set
of parameter values within a selected group that,
with certain accuracy indicators, would describe the
actual observational data; and

– ranking of hypotheses according to the degree of
accuracy of the VE. This will help the researcher
to pay attention to the most probable hypotheses
without the need for a complete search through all
parameters combinations.

To reduce the space of hypotheses parameters
and VEs, methods for featuring selection are widely
used [14]. They allow to increase the speed of data
processing and to obtain the result without reducing the
accuracy [15], by isolating only those informative fea-
tures that are required for performing a VE. The selection
of a set of characteristics makes it possible to simplify
the understanding of the model by the researcher and,
consequently, to use them as input data for the widely
known algorithms of machine learning [16]. In addition,
these methods allow to reduce noise in the data and to
reveal the interaction between the parameters.

3 Hypotheses and Models
in Virtual Experiment

Extracted information needs to be formally specified.
For that, authors define additional artifact — VE. It is
a tuple 〈O,H,M,R,W,C〉, where:

– O is the domain ontology that is a set of concepts and
relationships in applied domain formally specified
with some language;

– H is the set of hypotheses specifications and rela-
tionships between them.H is a part of ontology and
uses concepts from it. Together they form the ontol-
ogy of VE. Hypothesis is a proposed explanation of
a phenomenon that still has to be rigorously tested;

– M is the set of models. Each model is a set of
functions. Every model implements a hypothesis
specification. If model generates expected behav-
ior of some phenomenon, it is said that model and
respective hypothesis are supported by observations;

– R : H → M is the mapping from the set of hy-
potheses and into the models;

– W is the workflow, the set of tasks, orchestrated
by specific constructs (workflow patterns — split,
join, etc.). Each task represents a function with pre-
defined signature, which invokes models from M .
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Workflow implements experiment specifying when
each model that conforms to related hypotheses
should be invoked; and

– C is the configuration for each experiment run. It
consists of a total mapping from workflow tasks into
sets of function parameter values.

There exist many possible hypotheses representa-
tions — mathematical models, Boolean networks, on-
tologies, predicates in first-order logic, etc. Authors use
ontologies to specify hypotheses.

Possible relationships between hypotheses are com-

petes with, which is used to relate competing hypotheses
and derived by to relate two hypotheses, one of which
was used to derive another. Derived by can be used to
form hypotheses lattice [17] — algebraic structure with
partial order relation. Hypotheses derived from a single
hypothesis are atomic, otherwise — complex (see Fig. 2
below).

Model, which implements hypothesis, should con-
form to the hypothesis specification. If model generates
expected behavior of some phenomenon, it is said that
model and respective hypothesis are supported by ob-
servations.

Since hypotheses become the core artifact of VE,
there is a shift in treating data to manage it successfully.
Figure 1 depicts the process of specifying VE.

First, hypotheses are extracted from scientific arti-
cles. Usually, they are represented by text or formulas.
Sometimes, there is a need to provide external hypothe-
ses and to substitute the existing ones. Next step is to
define mapping between hypotheses and models, which
implement these hypotheses, and build some workflow

Figure 1 Methodology to form VE

specifying the sequence of tasks. Forming a research
lattice is the next step. Virtual experiment needs con-
figuration and execution plan. After that, one can
launch VE.

Statistical testing is the process of deciding whether
hypothesis contradicts observations. There exist two
main approaches for statistical testing: frequentist and
Bayesian approach discussed in the next section.

Formal specifications of VE, hypotheses, their rela-
tionship, and further clarification can be found in [4].

4 Hypotheses Quality Estimation

Important part of the methodology to form VEs is the
configuration of statistical tests and hypotheses rank-
ing. These tasks are interconnected, e. g., p-value from
statistical test or Bayesian probability can be used as a
metric to rank and range hypotheses.

The method for estimating the quality of a VE is
based on the classical theory of signal processing [18].
This theory serves as a mean of quantifying the possibility
of distinguishing the information component of a signal
from noise [19].

The quality assessment tells when to rebuild a model
and is represented with a statistical hypothesis:

H0: Model is correct.

H1: There is a malfunction in the model.

To make an assumption about the quality of the mod-
el, it is necessary to perform statistical test with incoming
observations. One of the parameters transmitted to the
input of our system once every time period is the mea-
sured value Y . During execution of the VE, the model
provides the calculated value of the �Y . Estimating their
difference �Y − Y for n periods, we evaluate the quality
of the model under the given experimental conditions.

As an example, often the difference �Y − Y obeys
the normal distribution law [20]. Both classical and
frequency-based and the Bayesian approaches are used.

Frequentist Approach. In the framework of the clas-
sical approach, the probability is the relative frequency
of occurrence of specific events. All events are inde-
pendent. The general methodology for carrying out
statistical testing is widely discussed in the literature.

The residuals obey the normal distribution law and
the signal variance is unknown. Thus, within the frame-
work of the frequency approach, a one-sample T -test
with a two-way alternative is used.

As the random variable studied, Xn = �Y − Y is
the difference between the reference value of the flow
rate coming from the sensors with the value of the flow
velocity obtained as a result of the operation of the
model:

X = (x1, . . . , xn) ∈ R , Xn ∼ N
(
µ, σ2

)
.
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The hypothesis that the sample mean is equal to
a given number against the alternative hypothesis that it
is not equal:

H0 : X = µ ;

H1 : X 6= µ .

In our case, µ = 0 is assumed. Student’s test is used.
The statistics of the criterion has a Student’s distribu-
tion with n − 1 degrees of freedom and a given level of
significance α = 0.05.

Bayesian Approach. The Bayesian approach differs
from the classical one in treating the probability. In gen-
eral, the probability is seen as the degree of confidence.
Some a priori knowledge about the observation is refined
during the experiment. A more detailed description of
the application of the Bayesian approach in the theory
of signal processing can be found in a survey [18].

Thus, the Bayesian approach verifies the likelihood
coefficient. The empirical scale [2] of the evidential
strength of the Bayesian criterion is provided in [3].

Evidence strength tells whether hypothesis H0 can
be rejected or not. Since hypothesisH0 assumes that the
model is seen as correct, its rejection serves as a quality
assessment and indicates that the model begins to poorly
describe observations.

As the random variable studied in the same way as in
the frequency approach, Xn = �Y − Y is the difference
in the reference value of the flow rate coming from the
sensors with the value of the flow velocity obtained as
a result of the operation of the model. Thus, a sample is
specified:

X = (x1, . . . , xn) ∈ R , Xn ∼ N
(
µ, σ2

)
.

The hypothesis is checked that the difference be-
tween the average observed and simulated signal is zero
plus there is an additional component of some noise
against the alternative hypothesis that in addition to
noise, there is a nonzero component that informs that
the signal has left the baseline:

H0 : ri = 0 + ni = ni , i = 1, 2, . . . , N ;

H1 : ri = µ+ ni , i = 1, 2, . . . , N .

The noise component obeys the normal distribution
law. The final formula for calculating the likelihood ratio
is given below. A more detailed derivation of the formula
can be found in [3, 18].

5 Besancon Galaxy Model Use-Case

5.1 Main components

Authors’ further experience on how to deal with batch
execution of VEs and hypotheses is based on Besan-

con Galaxy Model (BGM). Besancon Galaxy Mod-
el is based on “the population synthesis approach . . .
aims at assembling current scenarios of galaxy forma-
tion and evolution, theories of stellar formation and
evolution, models of stellar atmospheres and dynami-
cal constraints, in order to make a consistent picture
explaining currently available observations of different
types (photometry, astrometry, spectroscopy) at different
wavelengths” [21].

Besancon Galaxy Model which is being developed
for more than 35 years represents a complex compu-
tational artifact, described in a series of [21–23] and
presented in several major releases. Such a development
represents a unique experience for catching the evolu-
tion scenarios for the model, changes to the model intro-
duced both by using new observations (e. g., Hypparcos
and Tycho-2 surveys) and by the theoretical progress
in the field. Both minor changes to parameters of the
model and huge improvements of the entire process were
also made during the lifetime of the model. Also, the
BGM authors enabled the community to change some
parts of the model.

Due to the broad experience collected by the BGM
authors in the respective articles and associated code,
now there is a possibility to collect the requirements for
the system to supports experiments and provide ratio-
nale to choosing the appropriate methods and adequate
techniques for the infrastructure.

Besancon Galaxy Model takes as input hypotheses
and their parameters. The examples of such hypothe-
ses are star formation rate (SFR), initial mass function
(IMF), density laws, evolutionary tracks, and so on [21].
As the model is evolving, new values for hypotheses pa-
rameters, even new parameters have been introduced
into the BGM, e. g., for the IMF hypothesis in the last
realization, there has not only been tests of several new
values of the hypothesis but also separation of 2- and
3-slope instances of IMF has been done.

It is very important to explicitly catch the relation-
ship between several hypotheses in VE. Hypotheses and
their parameters can be interrelated. For example, stel-
lar birthrate function is derived from both IMF and SFR
functions and local volume density function is based
on the provided density law. The relationships between
hypotheses put constraints on the tuning of their pa-
rameters. Besancon Galaxy Model hypothesis lattice is
depicted in Fig. 2.

The parameters of a single hypothesis can be linked to
each other directly through equations. There are also in-
direct connections of parameters of several hypotheses,
e. g., SFR parameter correlates with the slopes of IMF.
This implies that one could not give the best solution for
a particular variable without correlating it with others.
So, there is a need to support for a correlation search
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Figure 2 The BGM hypotheses lattice with derived by rela-
tionship

between hypotheses parameters and to store relation-
ships between parameters of a single hypothesis.

Not all model ingredients are allowed to be changed
by the user. This is done because if some hypothesis is
changed in the model and no further adjustments for the
dependent hypotheses are made, a model consistency
is broken. Furthermore, the model has a property of
being self-consistent meaning that when input values
change, if it is possible, hypotheses derived by the one
changed are properly adjusted in order not to break fun-
damental equations of astronomy. Therefore, derived by
relationship needs to be modeled. Also, system com-
ponent should enable the adjustment and calibration of
any hypothesis available in the model.

Apart from explicit hypotheses, there are also im-
plicit hypotheses in the model. They are not described in
the articles and are tacit. The example of such hypothesis
is that no stars come from outside of the Galaxy. It is
important to explicitly store such hypotheses and under-
stand how to extract such hypotheses from publications
and data sources.

Workflow is used to implement BGM experiment
specifying when each model which conforms to relat-
ed hypotheses should be invoked. The workflow has
also evolved since the first version, e. g., for thin disk
treatment, new activities dependent on IMF and SFR
hypotheses are introduced. This development can only
be tracked using publications. Some activities in the
model structure require the usage of statistical methods,
tests, and tools which are used on both local hypotheses
and on the general simulations from the whole experi-
ment.

As the number of experiments is huge due to the
increasing size of competing hypotheses family, now not

all the possible are run against the whole sky. Studying
the ways to reduce the number of experiments which
give the best fit and to choose when and if to abandon
further computations of experiment is a major part of
requirements to the new system. Using the information
from experiment run done both locally and by other
research groups can be helpful in achieving that goal.

Some research of data-intensive analysis emphasize
the role of error bars. As the data in astronomy are pro-
vided usually with errors, the BGM uses special methods
to work with such type of uncertainty. A component sup-
porting statistical tools, which works with error bars, is
a major requirement for the infrastructure.

5.2 Hypotheses specification

Examples of hypotheses and their relationships come
from BGM. For the sake of clarity, not all hypotheses in
BGM are specified. Every BGM hypothesis is treated
as subclass of Hypothesis class. Example instances from
each subclass are provided in [4].

Initial mass function is the mass distribution of a giv-
en population of stars and is represented by standard
power law. Due to construction of the hypothesis in
the BGM, IMF has a mathematical representation as
a piecewise function with 2 or 3 pieces (slopes) where it
is defined for mass regions. As there are just 2 possible
sizes of the piecewise function, we put this into two
disjoint subclasses. There are restrictions on available
mass to Sol mass ratio. For IMF, there are 10 different
versions of a hypothesis, 4 of them are 2-slope functions
and 6 of them are 3-slope function. All of hypotheses
are competing.

Star formation rate, ā(t), represents the total mass
of stars born per unit time per unit mass of Galaxy. Star
formation rate has subclasses for representing constant
ā(t) = C and exponential function ā(t) = exp{−γt}
where γ is the parameter. Several competing hypotheses
are specified as there are two possible values for γ (0.12
and 0.25) and one constant value. They can be stated as
instances of respective classes.

Besancon Galaxy Model apart from the model in-
gredients has also implicit hypotheses which are not
marked as ingredients. For example, (i) thin disk is
divided into 7 age bins; and (ii) no stellar population
comes from the outside of the galaxy.

For the first example, we can specify additional class
AgeBins that has exactly 7 age bins.

It is more difficult to deal with the second one. As
a possible solution, additional hypothesis could later be
specified.

Hypotheses lattice is modeled with derivedByobject

property. Some classes can be specified using Equiva-

lentClasses construction. Hypotheses lattice for BGM
is created manually but later, it should be constructed
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automatically by system for executing experiments. Part
of hypotheses lattice for BGM is shown in Fig. 2.

For IMF class, there are relations between slopes,
outputMass, and availableMass. Based on availableMass

parameter alpha is chosen and then outputMass is com-
puted. If availableMass is inside the respective interval,
alpha is taken and outputMass is computed. Next, post-
condition for ExponentSFR is written. It says that born
stars should have mass respective to the exponential
equation. Other pre- and postconditions are specified in
the same manner.

Since some hypotheses can take quite a few values,
the number of possible models can reach thousands.
This poses a question about the order of model execu-
tion and how to make these executions effective (and
not to recompute previous unchanged results). For that,
we use special structures to cache and store results. The
system can put model execution in some order and use
the results of previous executions. This could drastically
increase the speed of model computation, especially on
big amount of data. To implement this, we use the
properties of hypotheses lattices.

The researcher can run several experiments find-
ing the probability of each, which can be later queried
by other researchers. For example, query described
in [4] takes two experiments, which have underlying
models best explaining observed data, and fixed values
for hypothesis SFR and workflow specified by uniform
resource identifier. Since there could be thousands of
possible experiments, there is a need to order them by
their probability. As in [9], we do not want the researched
to bury in thousands of possible models and just take
several the best ones.

6 Concluding Remarks
The article is aimed at development of a new approach
for managing VE and its core components such as hy-
potheses, research lattices, ontologies, and workflows
in a single manner. Analysis of existing systems, which
explicitly state to manage VE or hypotheses, was carried
out to extract and understand requirements for such
systems.

Not all of these requirements come from the survey
of existing systems but appear from studying astronomy
use-case which add several important requirements for
catching model evolution and real-time processing.

Future work is be concentrated on developing meta-
system for handling hypotheses, models, and other
metadata in VE.
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ВИРТУАЛЬНЫЕ ЭКСПЕРИМЕНТЫ В ИССЛЕДОВАНИЯХ

С ИНТЕНСИВНЫМ ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ ДАННЫХ∗

Д. Ю. Ковалёв, Е. А. Тарасов

Институт проблем информатики Федерального исследовательского центра «Информатика и управление»
Российской академии наук

Аннотация: Организация и управление виртуальными экспериментами в исследованиях с интенсивным
использованием данных широко изучались в последние годы. Авторы рассматривают существующие
подходы к работе с виртуальными экспериментами и гипотезами и анализируют управление виртуальны-
ми экспериментами на примере из области астрономии. Проведен обзор существующих систем, которые
могут выступать в качестве платформ для проведения виртуального эксперимента. Были представлены
требования к системе для организации виртуальных экспериментов в областях с интенсивным использо-
ванием данных, а также представлена общая структура и функциональность для систем, выполняющих
виртуальные эксперименты. Обсуждаются взаимосвязи между гипотезами и моделями в виртуальном экс-
перименте. Также авторы иллюстрируют, как концептуально моделировать виртуальные эксперименты,
соответствующие гипотезы и модели. Обсуждаются потенциальные преимущества и недостатки предла-
гаемого подхода, включая поддержание согласованности эксперимента и уменьшение потенциального
числа экспериментов.
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