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УПРАВЛЕНИЕ СЛУЧАЙНЫМ БЛУЖДАНИЕМ С ЭТАЛОННЫМ

СТАЦИОНАРНЫМ РАСПРЕДЕЛЕНИЕМ∗

М. Г. Коновалов1, Р. В. Разумчик2

Аннотация: Рассматривается случайное блуждание на отрезке, допускающее управление в форме выбора
направления для очередного шага. Задано множество стратегий управления, параметризованных конеч-
номерными векторами. Требуется найти из этого множества такую стратегию, при которой плотность
стационарного распределения марковской цепи, описывающей блуждание, максимально приближена
к заданной эталонной плотности распределения. Постановка задачи отличается от классической схемы
марковского процесса принятия решений тем, что отсутствует одношаговый доход. Содержательная трак-
товка задачи появляется в психологии, робототехнике, генетике. Предложен квазиградиентный алгоритм
определения оптимальных значений параметров, основанный на оценках частных производных целевой
функции по наблюдениям за фазовой траекторией. Приведены численные результаты работы алгоритма
в примерах с различными классами стратегий и различными эталонными плотностями распределения.
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ные алгоритмы; оценки производных по наблюдениям
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1 Введение

В ряде прикладных областей возникает следу-
ющая модель управляемого случайного блуждания.
Пусть n = 0, 1, 2, . . . и пусть xn ∈ [0, 1]— положение
блуждающего объекта в момент n. В этом положе-
нии выбирается направление движения, т. е. один
из двух доступных сегментов [0, xn] или [xn, 1] со-
ответственно с вероятностями s(xn) и 1 − s(xn).
Затем, если был выбран отрезок [0, xn], объект пе-
реходит в точку f(xn) ∈ [0, xn], иначе — в точку
g(xn) ∈ [xn, 1]. Функции f(xn) и g(xn) могут быть
как детерминированными, так и рандомизирован-
ными, и их вид обусловлен спецификой задачи.
Очевидно, процесс xn является управляемой мар-
ковской цепью с множеством состояний [0, 1].

По-видимому, впервые подобные цепи Марко-
ва начали появляться в связи с математическим
моделированием процессов, обладающих или на-
деляемых свойствами обучаемости. В этой связи
надо отметить основополагающую работу [1], где
для модели предлагается интерпретация из области
психологии: если предыдущий результат действия
испытуемого есть xn, то f(xn) и g(xn) — результат
следующего действия, выбираемого из двух альтер-
натив с вероятностями s(xn) и 1− s(xn).

В другой интерпретации [2] значения xn могут
рассматриваться как текущий уровень интеллекта
испытуемого, значения g(xn)— как уровень интел-
лекта испытуемого после неправильного (правиль-
ного) ответа на очередной вопрос, а s(xn) — ве-
роятность неправильного ответа при условии, что
текущий уровень интеллекта равен xn. Задачей
является определение стационарного уровня ин-
теллекта.

В работах [3, 4] описан пример из робототех-
ники, в котором изменение каждой из координат
робота при механическом перемещении по дву-
мерной области моделируется в точности по схе-
ме, описанной в первом абзаце. Другие примеры
применения рассматриваемой модели случайного
блуждания, в том числе в области генетики, можно
найти в [5–7].

Основной вопрос, который возникает в работах,
использующих марковскую цепь xn, — это усло-
вия существования стационарного распределения
и нахождение для него замкнутых формул или чис-
ленного алгоритма расчета [3, 4, 8–10]. Например,
в [9] показано, что если s(xn) = 1/2, f(xn) = 1/xn,
g(xn) = 1/(1 − xn), то цепь Маркова {xn}3 имеет
единственное стационарное абсолютно непрерыв-
ное распределение c арксинус-плотностью. Если

∗Исследование выполнено при частичной финансовой поддержке РФФИ в рамках научного проекта № 18-07-00692.
1Институт проблем информатики Федерального исследовательского центра «Информатика и управление» Российской академии

наук, mkonovalov@ipiran.ru
2Институт проблем информатики Федерального исследовательского центра «Информатика и управление» Российской академии

наук; Российский университет дружбы народов, rrazumchik@ipiran.ru
3Эта цепь известна в зарубежной литературе как цепь Диакониса–Фридмана [9].
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же s(xn) = 1/2 заменить на s(xn) = s, 0 < s < 1,
то стационарное распределение также единствен-
но и имеет бета-плотность. Как показано в [4],
бета-плотность является предельной также и в бо-
лее общем случае, когда длина «шага влево» f(xn)
и длина «шага вправо» g(xn) имеют бета-распреде-
ления с разными параметрами1, а s(xn) — линей-
ная функция. Для произвольной функции s(xn)
предложен метод численного расчета стационар-
ного распределения, а также доказываются доста-
точные условия для эргодичности цепи. Отдельно
стоит отметить пример из [11], который показыва-
ет, что как только вероятность выбора направления
начинает зависеть от текущего состояния цепи, си-
туация заметно усложняется: если f(xn) = xn/3
и g(xn) = (xn+2)/3, то существует стратегия s(xn),
0 < s(xn) < 1, при которой стационарное рас-
пределение не единственно. Известно несколько
простых достаточных условий эргодичности цепи,
которые с теоретической точки зрения, быть может,
и являются ограничительными, но с практической
точки зрения предлагают удобное средство для ис-
ключения патологических ситуаций [3,4]. К приме-
ру, если длины шагов влево и вправо распределены
равномерно, то достаточным условием является од-
новременное выполнение двух неравенств: s(0) < 1
и s(1) > 0.

Даже беглый обзор результатов свидетельствует
о том, что задача анализа, т. е. задача нахождения
стационарного распределения цепи при фиксиро-
ванных s(xn), f(xn) и g(xn), изучена хорошо. При-
мечательно, что стационарное распределение цепи
редко удается выписать в явном виде. В связи с этим
возникает вопрос: как решать задачу синтеза, т. е.
задачу нахождения таких s(xn), f(xn) и g(xn), кото-
рые приводят к заданному стационарному распре-
делению цепи?

Прикладным мотивом к рассмотрению подоб-
ной «обратной задачи» может являться упомяну-
тый пример из [3]. Пусть задачей робота является
регулярное посещение «каждого участка» некото-
рой области, причем определенные заранее задан-
ные части этой области должны посещаться чаще,
чем другие. Какая стратегия обеспечивает реше-
ние поставленной задачи? В [3] предложено ре-
шение этой задачи в случае, когда известен явный
вид стационарного распределения вектора и когда
целевая плотность распределения вектора унимо-
дальная.

Эта статья посвящена задаче синтеза управления
случайным блужданиемxn. В разд. 2 формулируется
постановка задачи и конкретизируются случайные
функции f(xn) и g(xn). Цель управления — из за-

данного множества стратегий, параметризованных
конечномерными наборами числовых параметров,
найти ту, при которой стационарное распределе-
ние цепи максимально приближено к заданному
эталонному виду. В разд. 3 и 4 конструируется
алгоритм решения, использующий идеи стохасти-
ческой градиентной оптимизации на марковских
цепях. В разд. 5 представлены результаты числен-
ных экспериментов, которые позволяют оценить
эффективность предложенного алгоритма.

В заключение этой вводной части сделаем еще
одно замечание.

На сформулированную задачу приближения
эталонного стационарного распределения на отрез-
ке [0, 1]можно посмотреть и выйдя за рамки случай-
ного блуждания xn. Плодотворным в этом случае
является подход, основанный на системах «итера-
ционных случайных функций» [9,12,13]. При таком
подходе приближение осуществляется с помощью
специально подобранного набора случайных функ-
ций, каждая из которых, выбираемая с некото-
рым вероятностным распределением, отображает
отрезок [0, 1] в себя. Однако для цепи xn такой
метод не позволяет получать удовлетворительное
решение из-за необходимости оперировать «небо-
гатой» системой случайных функций (лишь f(xn)
и g(xn)).

2 Постановка задачи

Пусть управляемое случайное блуждание зада-
ется рекуррентным соотношением

xn+1 = xn +
ξn

θ
[− (1− σn)xn + σn (1− xn)] ,

n = 0, 1, 2, . . .

В этой формуле σn — взаимно условно-незави-
симые бинарные случайные величины, принима-
ющие значения 0 с вероятностью s(xn), и 1 с ве-
роятностью 1 − s(xn); s(x) — функция на отрезке
[0, 1], 0 < s(x) < 1; ξn — взаимно независимые слу-
чайные величины, равномерно распределенные на
отрезке [0, 1]; 0 < θ ≤ 1; x0 ∈ [0, 1].

Значения величины σn трактуются как выбор
направления движения на каждом шаге: 0 — сдвиг
влево; 1 — сдвиг вправо. Подлежащую выбору
функцию s(x) будем называть правилом управле-
ния. Размер сдвига на каждом шаге определяет-
ся значением случайных величин ξn и числовым
параметром θ. Начальное значение процесса не
существенно, но известно.

1Но один из параметров бета-распределения должен равняться единице.
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Последовательность правил {sn(x), n ≥ 0} бу-
дем называть стратегией управления, если прави-
ло sn(x) определяет выбор направления на шаге n.
Если все правила одинаковы, т. е. если sn(x) = s(x)
для всех n, то стратегию будем называть однород-
ной. Таким образом, имеется взаимно однознач-
ное соответствие между правилами и однородными
стратегиями.

При фиксированной однородной стратегии s(x)
и фиксированном параметре θ последователь-
ность xn является марковской цепью с множеством
состояний [0, 1] и переходной вероятностью с плот-
ностью

p(x, y) = sq0(x, y) + (1− s)q1(x, y) , 0 < x < 1 , (1)

где

q0(x, y) =





1

xθ
, y ∈ [x − xθ, x] ;

0 , y /∈ [x − xθ, x] ;

q1(x, y) =






1

(1− x)θ
, y ∈ [x, x+ (1− x)θ] ;

0 , y 6∈ [x, x+ (1− x)θ] .

В граничных точках x = 0 и x = 1 переходная
плотность доопределяется по непрерывности. От-
носительно этой цепи предположим, что она при
любых s(x) и θ имеет абсолютно непрерывное ста-
ционарное распределение с плотностью π(x) =
= π(x, s(x), θ), x ∈ [0, 1].

Пусть S = {s(x, a), a ∈ A ⊂ R
k} — некоторое

заданное множество однородных стратегий (или,
что эквивалентно, множество правил управления),
параметризованных векторами a =

(
a(1), . . . , a(k)

)

из множества A = A(S). Стационарное распре-
деление π(x), соответствующее стратегии s(x, a),
зависит от набора параметров a. Пусть также ρ(x)—
заданная плотность вероятностного распределения
на отрезке [0, 1], которую будем называть эталонной
плотностью.

Цель управления заключается в том, чтобы
найти такой набор параметров a ∈ a(S), который
минимизирует функцию

W =W (A) =

1∫

0

(p(x)− ρ(x))
2
dx . (2)

Таким образом, требуется отыскать стратегию из
заданного параметризованного множества S, при
которой стационарное распределение цепи xn наи-
более приближено в смысле критерия (2) к задан-
ному распределению ρ.

3 Производная целевой функции
по параметру

Плотность переходной вероятности марковской
цепи за n шагов определяется как

p(n)(x, y) =

1∫

0

p(n−1)(x, z)p(z, y) dz , n = 1, 2, . . . ;

p(0)(x, z) ≡ p0(z) .

Стационарная плотность распределения π(x)
удовлетворяет следующим условиям:

π(y) =

1∫

0

π(x)p(x, y) dx ; (3)

1∫

0

π(x) dx = 1 . (4)

Выберем произвольный параметр из набора a
и будем обозначать дифференцирование по этому
параметру штрихом. Продифференцируем функ-
цию (2) и равенство (3) в предположении, что про-
изводные p′ и π′ существуют:

W ′ = 2

1∫

0

π′(x) (π(x) − ρ(x)) dx ;

π′(y) =

1∫

0

π′(x)p(x, y) dx +

1∫

0

π(x)p′(x, y) dx . (5)

Воспользуемся номенклатурой теории обоб-
щенных функций [14]. Согласно этой теории су-
ществует взаимно однозначное соответствие между
локально суммируемыми функциями r(x) на от-
резке [0, 1] и регулярными обобщенными функци-
ями r (линейными непрерывными функционалами
на пространстве функций, непрерывных на отрез-
ке [0, 1]). Интегралу

∫
ϕ(x)r(x) dx соответствует

функциональное обозначение 〈ϕ, r〉 для результата
действия функционала r на функцию ϕ.

Обозначая обобщенные функции переходной
плотности p(x, y), а также ее производной p′(x, y)
соответственно через py и p′y и используя обозначе-
ние δy для обобщенной плотности, сосредоточен-
ной в точке x, равенство (5) перепишем в виде:

〈π′, δy − py〉 = 〈π, p′y〉 . (6)

Здесь использовано характеристическое свойство
δ-функции, согласно которому 〈π′, δy〉 = π′(y).
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Для фиксированного N > 0 определим функци-
онал

Px(N) = δx + px + p(2)x + · · ·+ p(N)x =

N∑

n=0

p(n)x ,

где p
(n)
x — обобщенные функции, соответству-

ющие переходным плотностям p(n)(y, x), n > 0,
p(0)(x, y) = δ(x, y). (Заметим, что из приведенных

определений следует, что p
(n+1)
x = p

(n)
x px = pxp

(n)
x .)

Применим этот функционал к обеим частям равен-
ства (6), рассматривая их как функции y:

〈〈π′, δy − py〉 , Px(N)〉 = π′(x) −
− 〈π′, px〉+ 〈π′, px〉 −

〈
π′, p(2)x

〉
+
〈
π′, p(2)x

〉
− · · ·

· · · −
〈
π′, pN+1)

x

〉
=
〈〈

π, p′y
〉
, Px(N)

〉
.

Отсюда получаем, что

π′(x) =
〈〈

π, p′y
〉
, Px(N)

〉
+
〈
π′, p(N+1)x

〉
.

Перейдем к пределу при N → ∞. Второе слага-
емое в правой части стремится к нулю:

lim
N→∞

〈
π′, p(N)x

〉
= lim

N→∞

1∫

0

π′(y)p(N)(y, x) dy =

=

1∫

0

π′(y)π(x) dy = π(x)

1∫

0

π′(y) dy = 0

(последнее равенство следует из дифференцирова-
ния равенства (4)), поэтому

π′(x) =
〈〈

π, p′y
〉
, Px

〉
,

где

Px =

∞∑

m=0

p(m)x . (7)

После подстановки полученного выражения
для π′(x) в формулу (4) получим:

W ′ = 2
〈〈〈

π, p′y
〉
, Px

〉
, γ
〉

, (8)

где через γ обозначена обобщенная функция, соот-
ветствующая разности функций π(x)− ρ(x).

Дифференцирование плотности (1) по выбран-
ному параметру приводит к выражению:

p′(x, y) = s′(x) (q0(x, y)− q1(x, y)) ,

которое подставим в формулу (8). Правая часть (8)
представляет собой ряд из-за наличия функциона-
ла (7). Рассмотрим вначале произвольное слагаемое

с m > 0. Поскольку входящие в него обобщен-
ные функции регулярны, то можно эквивалентным
образом перейти к обычным функциям и записать
такое слагаемое в виде:

∫ 1
0

∫ 1
0

∫ 1
0 π(x)s′(x) (q0(x, y)−

−q1(x, y)) p(m)(y, z)γ(z) dzdydx.
Эта запись интерпретируется следующим обра-

зом. Положим

G(i)m = limt→∞
M
(
s′(xt)M(i)xt

(
γxt+m

))
, (9)

где M — безусловное математическое ожидание;
M(i)xt — условное математическое ожидание при
условии, что в состоянии xt был совершен шаг
влево (i = 0) или вправо (i = 1); γ = π(·) − ρ(·).
Тогда рассматриваемое слагаемое записывается как
G
(0)
m+1 − G

(1)
m+1.

Для слагаемого с m = 0, где фигурирует сингу-
лярная обобщенная функция δx, непосредственная
интегральная запись неправомочна, однако интер-
претация этого слагаемого совершенно аналогична.
Поэтому окончательно

W ′ =

∞∑

m=0

(
G(0)m − G(1)m

)
.

4 Алгоритм оптимизации
параметров стратегии

Пусть по-прежнему S — заданное множество
стратегий, параметризованных k-мерными векто-
рами из некоторого множества A = A(S) ⊂ R

k,
и пусть a0 ∈ A — некоторый начальный набор
параметров. Будем корректировать значения пара-
метров для приближенной минимизации целевой
функции (2), используя стохастический вариант ал-
горитма проекции градиента. Обозначим через an

вектор параметров, который применяется для вы-
бора направления движения на n-м шаге случай-
ного блуждания xn. Алгоритм коррекции имеет
вид:

an+1 =
∏

A

(an − αnwn) , (10)

где
∏

A — оператор проектирования на множе-
ство A; αn — подходящим образом подобранная
числовая последовательность; wn — последователь-
ность случайных величин, являющихся оценками
градиента ∇W (an). Управление случайным блуж-
данием осуществляется таким образом, что на n-м
шаге выбор направления «сдвига» происходит с по-
мощью правила sn(x) = s(x, an) ∈ S. (Заметим, что
стратегия s = {sn(x), n ≥ 0} является неоднород-
ной и множеству S не принадлежит.) Алгоритмы
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типа (10) являются широко распространенным ин-
струментом оптимизации и предметом изучения
в огромном числе публикаций.

Реализация схемы (10) предполагает построение
оценок градиента целевой функции. Согласно (9)
каждая частная производная функции W представ-
ляет собой ряд из слагаемых сложной структуры
в виде предела повторного математического ожи-
дания. При этом внешнее усреднение происходит
по предельному распределению цепи, которое со-
ответствует текущему значению набора параметров,
задающих стратегию. Основная проблема заключа-
ется в том, чтобы совместить пошаговое изменение
параметров, соответствующее изменению индек-
са n, с необходимостью «зафиксировать» значения
параметров для оценки предельного математиче-
ского ожидания. Для решения используется прием
«оценивания с забыванием», который поясним на
примере оценки величины (9).

Пусть для определенности i = 0 и пусть
τ1, τ2, . . . , τl, . . . — последовательные моменты вы-
бора действия 0 («сдвиг влево») при случайном
блуждании, управляемом согласно стратегии s. Вы-
берем числовую последовательность βl ↑ 1, поло-
жим z0 = 0, b0 = 1 и зададим рекуррентные соотно-
шения:

zl+1 = βlzl + s′τl
(xτl
) γτl+m , bl+1 = βlbl + 1 .

Оценкой величины G
(0)
m на n-м шаге случайного

блуждания является отношение g
(0)
m,n = zl/bl. Ана-

логично строятся оценки g
(1)
m,n = zl/bl величин G

(1)
m .

«Скользящие» суммы были использованы в [15]
для построения оценок градиента предельного
среднего дохода в задаче управления дискретной
марковской цепью с доходами с помощью алго-
ритма типа (10). Там же было доказано, что для
сходимости алгоритма необходимо выполнение до-
полнительных условий, в частности на последова-
тельности αn и βl. В данной работе исследование
алгоритма ограничивается численными экспери-
ментами.

5 Экспериментальный анализ

В этом разделе приведены результаты экспери-
ментов с управляемым случайным блужданием xn

с коэффициентом θ, задающим максимальный раз-
мер сдвига на одном шаге, равным 0,5. Была выбра-
на упрощенная модификация управляющего алго-
ритма (10), для которой последовательности αn и βl

суть константы: αn ≡ α, βl ≡ β. В качестве оцен-
ки частных производных целевой функции на n-м

шаге было взято выражение
∑M

m=0

(
g
(0)
m,n − g

(1)
m,n

)
.

Константы α, β и M варьировались в диапазонах
[10−8; 10−7], [0,999; 0,9999] и {3, 4, . . . , 10} соответ-
ственно.

Определим четыре множества правил управле-
ния, образованных многочленами степеней от 0
до 3:

Sk =

{
s(x, a) = max

(
0,min

(
1,

k∑

i=0

a(i)xi

))
,

a(i) ∈ R

}
, k = 0, 1, 2, 3.

Стратегии из класса Sk параметризуются набором
коэффициентов a =

(
a(0), . . . , a(k)

)
∈ Ak = R

k+1.
Кроме того, определим множество правил

управления синусоидального типа:

St =

= {s(x, a) = max (0,min (1, a0 sin (a1 + a2x) + a3)) ;

a0, a1, a2, a3 ∈ R} ,

которые параметризуются набором коэффициен-
тов

(
a(0), . . . , a(3)

)
∈ At = R

4.
Для выбранного класса правил управления S

и установленной эталонной плотности c(x) экспе-
римент заключался в имитации траектории случай-
ного блуждания xn, управляемого согласно стра-
тегии s = {sn(x) = s(x, an) ∈ S, n ≥ 0}. При
этом последовательность an порождалась алгорит-
мом (10), в котором A = A(S), а последовательно-
сти σn и wn определены в начале текущего разде-
ла. Продолжительность эксперимента составляла
N ∼ 107 тактов. Результатами эксперимента ста-
ли финальное правило управления sN(x), а также
оценки значений целевой функции WN и стаци-
онарной плотности pN (x), соответствующих фи-
нальному правилу sN (x).

Пример 1. Эталонная плотность c(x) — линей-
ная. Она приведена в табл. 1. В этой же табли-
це указано начальное правило управления s0(x),
а также полученные экспериментально значение
целевой функции W0 и график плотности стаци-
онарного распределения p0(x), соответствующие
правилу управления s0(x). Результаты экспери-
мента приведены в табл. 2. Они показывают, что
алгоритм существенно улучшает начальное прави-
ло как по значениям целевой функции, так и по
форме графика стационарной плотности. Заметим,
впрочем, что приближение графика стационарной
плотности к эталонному виду не ставилось задачей
управления. Это побочный эффект оптимизации
по метрике (2). Дополнительно следует отметить,
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Таблица 1 Исходные данные для эксперимента с линейной эталонной плотностью

c(x) = 2(1− x) s0(x) ≡ 0,5 W0 p0(x)

0,547

Таблица 2 Результаты эксперимента с линейной эталонной плотностью

S sN(x) WN pN(x)

S0
0,033

const = 0,693

S1
0,024

0,703 − 0,047x

S2
0,013

0,712− 0,049x − 0,120x2

что качество оптимизации повышается с ростом
степени многочленов — «базисных» правил.

Пример 2. Эталонная плотность — квадратичная:
c(x) = 2,727(1,4x − x2). Начальное правило такое
же, как в примере 1. Ему соответствует значение
целевой функции W0 = 0,163. Результаты экспери-
мента приведены в табл. 3. Качественные выводы

относительно результатов такие же, как в примере 1.
Плотность c(x) для наглядного сравнения с резуль-
тирующей плотностью изображена на рис. 1.

Пример 3. Эталонная плотность — кубическая:
c(x) = 1,622(0,8 + 0,4x − 2,5x2 + 1,8x3) (рис. 2).
Начальное правило такое же, как в предыдущих
примерах. Ему соответствует значение целевой
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Таблица 3 Результаты эксперимента с квадратичной эталонной плотностью

S sN(x) WN pN (x)

S0 0,042

const = 0,400

S1 0,023

0,455− 0,092x

S2 0,010

0,472− 0,069x − 0,081x2

S3 0,004

0,482 − 0,64x − 0,053x2 − 0,070x3

Рис. 1 Квадратичная эталонная плотность Рис. 2 Кубическая эталонная плотность
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Таблица 4 Результаты эксперимента с кубической эталонной плотностью

S sN(x) WN pN (x)

S0

0,042

const = 0,602

S1 0,023

0,616− 0,086x

S2 0,010

0,622− 0,126x − 0,070x2

S3 0,004

0,702− 0,189x − 0,095x2 − 0,233x3

функции W0 = 0,284. Результаты эксперимента
приведены в табл. 4. Как и в предыдущих примерах,
оптимизация на любом из множеств Sk дает суще-
ственный выигрыш в целевой функции по сравне-
нию с начальным приближением. Вновь качество
оптимизации повышается с ростом значения k, т. е.
с увеличением мощности множества «базисных»
правил.

В отличие от первых двух примеров, форма
стационарной плотности становится похожей на
эталонную плотность только при использовании

правил управления — многочленов третьей сте-
пени.

Пример 4. Эталонная плотность — синусоидальная.
Исходные данные указаны в табл. 5. Результаты
приведены в табл. 6. Этот пример особенно под-
черкивает важность выбора множества «базисных»
правил. «Тригонометрическое» множество St, не-
смотря на плохое начальное правило, позволяет
добиться гораздо лучшего приближения к эталон-
ной плотности, чем множество полиномиальных
правил.
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Таблица 5 Исходные данные для эксперимента с синусоидальной эталонной плотностью

c(x) = 0,798 sin(0,2 + 12x) + 0,977 s0(x) W0 p0(x)

для базовых классов S0–S2:
s0(x) ≡ 0,5

0,533

для базового класса St:

143,9

s(x) = min(1, sin 10x + 1)

6 Заключение

Сформулирована задача поиска стратегии
управления случайным блужданием с целью ми-
нимизировать функцию, оценивающую отклоне-
ние плотности стационарного распределения от за-
данной эталонной плотности. Задача относится
к теории управления марковскими цепями с не-
дискретным множеством состояний, однако отли-
чается от классической постановки марковского
процесса принятия решений тем, что отсутствует
одношаговый доход. Оптимальная стратегия ищет-
ся в заданном множестве стратегий, параметризо-
ванных конечномерными наборами числовых па-
раметров.

Предложенное приближенное численное ре-
шение представляет собой градиентный алгоритм
коррекции параметров стратегии, причем оценки
производных целевой функции строятся по ре-
зультатам наблюдения за имитируемой траекторией
процесса. Проведен экспериментальный анализ ал-
горитма для ряда параметризованных классов стра-
тегий и эталонных плотностей, который показал
хорошие результаты в плане минимизации целевой
функции. Основной вывод на основании работы
заключается в констатации эффективности гради-
ентного подхода к оптимизации на марковских це-
пях с непрерывным множеством состояний.

Представляются интересными следующие на-
правления дальнейших исследований: теоретиче-
ский анализ сходимости алгоритма; распростра-
нение и обоснование метода на произвольные

распределения без предположения о существова-
нии плотностей; использование различных метрик
для оценки близости распределений; изучение свя-
зи между исходным множеством заданных страте-
гий и точностью приближения эталонного распре-
деления.
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Abstract: A discrete-time Markov chain on the interval [0, 1] with two possible transitions (left or right) at each step
has been considerred. The probability of transition towards 0 (and towards 1) is a function of the current value of the
chain. Having chosen the direction, the chain moves to the randomly chosen point from the appropriate interval.
The authors assume that the transition probabilities depend on the current value of the chain only through a finite
number of real-valued numbers. Under this assumption, they seek the transition probabilities, which guarantee
the L2 distance between the stationary density of the Markov chain and the given invariant measure on [0, 1] is
minimal. Since there is no reward function in this problem, it does not fit in the MDP (Markov decision process)
framework. The authors follow the sensitivity-based approach and propose the gradient- and simulation-based
method for estimating the parameters of the transition probabilities. Numerical results are presented which show
the performance of the method for various transition probabilities and invariant measures on [0, 1].
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СРЕДНЕКВАДРАТИЧНЫЙ РИСК ПОРОГОВОЙ ОБРАБОТКИ

ПРИ СЛУЧАЙНОМ ОБЪЕМЕ ВЫБОРКИ∗

О. В. Шестаков1

Аннотация: Нелинейные методы удаления шума из сигналов, основанные на пороговой обработке вейв-
лет-коэффициентов, широко используются в различных прикладных областях. Свою популярность эти
методы приобрели за счет быстроты алгоритмов построения оценок и возможности лучшей, чем линейные
методы, адаптации к функциям, принадлежащим различным классам регулярности. При использовании
методов пороговой обработки обычно предполагается, что число вейвлет-коэффициентов фиксировано,
а распределение шума является гауссовым. Эта модель хорошо изучена в литературе, и для разных классов
сигналов вычислены оптимальные значения порогов. Однако в некоторых ситуациях объем выборки
заранее не известен и моделируется случайной величиной. В данной работе рассматривается модель со
случайным числом наблюдений, содержащих гауссов шум и оценивается порядок среднеквадратичного
риска при растущем объеме выборки.

Ключевые слова: пороговая обработка; случайный объем выборки; среднеквадратичный риск
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1 Введение

Во многих областях, таких как физика плаз-
мы, медицина, геофизика, астрономия, радиолока-
ция, системы связи и передачи информации, ком-
пьютерная графика и т. д., возникает потребность
в анализе и обработке сигналов самых разных ви-
дов и происхождения. В некоторых случаях объем
данных, доступных для анализа (объем выборки),
заранее не известен. Такие ситуации могут воз-
никать, например, в случае пропуска данных (по
техническим причинам), ограниченности времени
сбора данных при случайных временах регистрации
наблюдений или недостатке информации о харак-
теристиках используемого оборудования (напри-
мер, используемый прибор может принадлежать
некоторой партии, внутри которой определенные
технические характеристики могут быть жестко не
фиксированы — это может приводить к тому, что
«разрешение» сигнала заранее не известно). В таком
случае предполагается, что объем выборки данных
представляет собой случайную величину с некото-
рым распределением вероятностей.

На одном из первых этапов обработки данных
обычно осуществляется преобразование, приво-
дящее к их «экономному» (разреженному) пред-
ставлению, т. е. фактически разложение функции,
описывающей наблюдения (сигнал) по некоторому

базису, зависящему от конкретного класса рассмат-
риваемых сигналов. Примерами подобных бази-
сов могут служить различные классы вейвлетов.
В данной работе рассматриваются именно такие
вейвлет-базисы. Затем осуществляется пороговая
обработка коэффициентов; в результате часть ко-
эффициентов разложения, которая считается не-
существенной, обнуляется. Такие процедуры, во-
первых, позволяют подавить б‚ольшую часть шума,
возникающего из-за дискретизации исходной ин-
формации, несовершенства оборудования, случай-
ных помех, наличия фонового излучения и других
причин. Во-вторых, таким образом осуществляет-
ся сжатие данных с незначительной потерей ин-
формации, что позволяет более экономно хранить
информацию и быстрее передавать ее по каналам
цифровой связи.

В моделях с фиксированным объемом выборки
статистические свойства данных процедур хорошо
изучены и получены выражения для «оптимальных»
порогов, ориентированных на различные классы
функций сигналов и различные распределения шу-
ма (см., например, [1–6]).

В данной работе рассматривается модель со слу-
чайным числом вейвлет-коэффициентов функции
сигнала, «загрязненных» белым гауссовым шумом,
и оценивается порядок среднеквадратичного риска
пороговой обработки.

∗Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фонда (проект 18-11-00155).
1Московский государственный университет им. М. В. Ломоносова, кафедра математической статистики факультета вычисли-

тельной математики и кибернетики; Институт проблем информатики Федерального исследовательского центра «Информатика
и управление» Российской академии наук, oshestakov@cs.msu.su
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2 Пороговая обработка
вейвлет-коэффициентов

Пусть функция наблюдаемого сигнала принад-
лежит классу функций, регулярных по Липшицу
с показателем γ > 0. После вейвлет-преобразова-
ния сигнала получается набор эмпирических вейв-
лет-коэффициентов, имеющих следующий вид:

Yj,k = µj,k + zj,k ,

j = 0, . . . , J − 1 , k = 0, . . . , 2j − 1 , (1)

где µj,k — вейвлет-коэффициенты «чистого» сиг-
нала, а zj,k — «шумовые» коэффициенты, относи-
тельно которых предполагается, что они независи-
мы и имеют нормальное распределение с нулевым
средним и дисперсией σ2. Если базисные вейвлет-
функции удовлетворяют некоторым дополнитель-
ным условиям гладкости [7], то, поскольку функция
сигнала регулярна по Липшицу, существует такая
положительная константа A, что

|µj,k| 6
A · 2J/2

2j(γ+1/2)
. (2)

Через Lip (A, γ) обозначим класс регулярных по
Липшицу функций, вейвлет-коэффициенты кото-
рых удовлетворяют (2).

Популярным методом удаления шума является
пороговая обработка эмпирических вейвлет-коэф-
фициентов, смысл которой заключается в обну-
лении коэффициентов, чьи абсолютные значения
не превышают заданного порога. Оценка �Yj,k вы-
числяется с помощью пороговой функции ρT (Yj,k)
с порогом T . Наиболее распространены функция
жесткой пороговой обработки ρ

(h)
T (x) = x1(|x| >

> T ) и мягкой пороговой обработки ρ
(s)
T (x) =

= sign (x)(|x| − T )+. Смысл такой обработки за-
ключается в том, что, поскольку большинство
«чистых» коэффициентов малы по абсолютному
значению, обнуление эмпирических коэффициен-
тов должно удалить шум, не сильно затронув полез-
ный сигнал.

Основным критерием качества методов порого-
вой обработки является среднеквадратичный риск

rJ (f) =
1

2J

J−1∑

j=0

2j−1∑

k=0

E
(
�Yj,k − µj,k

)2
. (3)

В ситуации, когда число эмпирических вейв-
лет-коэффициентов не случайно, вычислены опти-
мальные значения порогов и оценен порядок сред-
неквадратичного риска для различных классов

функций сигналов. В частности, в работе [2] дока-
зано следующее утверждение, оценивающее мини-
максный порядок (3).

Теорема 1. При выборе асимптотически оптимально-

го порога для жесткой и мягкой пороговой обработки

справедливо соотношение:

sup
f∈Lip(A,γ)

rJ (f) 6 CM2
−(2γ/(2γ+1))JJ2γ/(2γ+1) ,

где CM — некоторая положительная константа.

Асимптотически оптимальный порог в теореме 1
при J → ∞ удовлетворяет соотношению [4]:

T ≃ σ

√
4γ

2γ + 1
ln 2J .

В следующем разделе оценивается порядок
среднеквадратичного риска пороговой обработки
в модели со случайным числом эмпирических вейв-
лет-коэффициентов.

3 Случайное число
вейвлет-коэффициентов

Пусть M — положительная целочисленная слу-
чайная величина и N = 2M . Тогда среднеквадра-
тичный риск для модели (1) принимает вид:

r(f) =

=

∞∑

J=0

P
(
N = 2J

) 1
2J

J−1∑

j=0

2j−1∑

k=0

E
(
�Yj,k − µj,k

)2
(4)

и его асимптотический порядок в значительной сте-
пени зависит от распределения N . Чтобы получить
осмысленные оценки порядка риска (4), величи-
на N должна быть «большой». Рассмотрим после-
довательность Nn, n = 1, 2, . . ., и предположим, что
существует неслучайная возрастающая последова-
тельность натуральных чисел Jn, n = 1, 2, . . ., та-
кая, что Nn/2Jn имеет некоторый предел (в смысле
равномерной сходимости по распределению) при
n → ∞, т. е.

sup
x>0

|Hn(x) − H(x)| <
εn

2
→ 0 , n → ∞ , (5)

где

Hn(x) = P
(

Nn

2Jn
< x

)
,

а H(x) — предельная функция распределения.
Предположим, что H(x) не имеет атома в нуле
и исследуем поведение

rn(f) =

∞∑

J=0

P
(
Nn = 2

J
) 1
2J

J−1∑

j=0

2j−1∑

k=0

E
(
�Yj,k − µj,k

)2

при n → ∞.
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Пусть δn → 0, αn → 0 при n → ∞ так, что Jn +
+ log2 δn → ∞ и H(δn) + 1− H(δ−1n ) < αn при всех
n = 1, 2, . . . Тогда

rn(f) =

=

[Jn+log2 δn]∑

J=0

P
(
Nn = 2

J
) 1
2J

J−1∑

j=0

2j−1∑

k=0

E
(
�Yj,k − µj,k

)2
+

+

[Jn−log2 δn]∑

J=[Jn+log2 δn]+1

P
(
Nn = 2

J
) 1
2J

J−1∑

j=0

2j−1∑

k=0

E
(
�Yj,k − µj,k

)2
+

+
∞∑

J=[Jn−log2 δn]+1

P
(
Nn = 2

J
) 1
2J

J−1∑

j=0

2j−1∑

k=0

E
(
�Yj,k − µj,k

)2
≡

≡ S1 + S2 + S3 .

Учитывая (5), для S1 + S3 имеем

S1 + S3 6 Hn (δn) + 1− Hn

(
δ−1n

)
6 αn + εn .

Для S2 с помощью теоремы 1 можно получить
оценку:

S2 6

6 C12
−(2γ/(2γ+1))(Jn+log2 δn) (Jn + log2 δn)

2γ/(2γ+1)
,

справедливую для всех f ∈ Lip (A, γ) (здесь C1 —
некоторая положительная константа). Таким обра-
зом, справедливо следующее утверждение.

Теорема 2. В модели со случайным числом вейвлет-

коэффициентов при выборе асимптотически опти-

мального порога начиная с некоторого n справедлива

оценка:

sup
f∈Lip(A,γ)

rn(f) 6 αn + εn +

+C12
−(2γ/(2γ+1))(Jn+log2 δn)(Jn+log2 δn)

2γ/(2γ+1).

Сам асимптотически оптимальный порог при n → ∞
удовлетворяет соотношению:

Tn ≃ σ

√
4γ

2γ + 1
ln 2Jn+log2 δn .

Вид αn, εn и δn в теореме 2 существенно зависит
от поведения последовательности Nn/2Jn и пре-
дельной функции распределения H(x). Так, εn

характеризует скорость сходимости Hn(x) к H(x),
а αn и δn зависят от поведения H(x) в окрестности
нуля и бесконечности.

Следствие 1. Если предельное распределе-

ние Nn/2Jn вырожденно: Nn/2Jn
P−→ 1 при n → ∞,

тогда начиная с некоторого n

sup
f∈Lip(A,γ)

rn(f) 6 εn + C22
−(2γ/(2γ+1))JnJ2γ/(2γ+1)

n ,

где C2 — некоторая положительная константа.
Если εn убывает достаточно быстро, то эта оцен-

ка совпадает с оценкой для среднеквадратичного
риска в модели с неслучайным числом вейвлет-ко-
эффициентов.

Следствие 2. Пусть H(x) дифференцируема
в окрестности нуля и для некоторых положитель-
ных констант b и B в этой окрестности выполнено
b 6 H ′(x) 6 B. Пусть δn = 2

−(2γ/(4γ+1))Jn . Тогда
начиная с некоторого n справедлива оценка:

sup
f∈Lip(A,γ)

rn(f) 6

6 εn + C32
−(2γ/(4γ+1))JnJ2γ/(2γ+1)

n , (6)

где C3 — некоторая положительная константа.
Заметим, что 2γ/(4γ + 1) < 1/2 при γ > 0, и ес-

ли εn = O(2−Jn/2) (что является распространенной
оценкой для скорости сходимости по распределе-
нию), то второе слагаемое в (6) определяет ско-
рость убывания среднеквадратичного риска. Таким
образом, среднеквадратичный риск для случайного
числа вейвлет-коэффициентов может стремиться
к нулю значительно медленнее, чем среднеквадра-
тичный риск для неслучайного числа вейвлет-ко-
эффициентов.
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БАЙЕСОВСКИЕ МОДЕЛИ БАЛАНСА∗

А. А. Кудрявцев1

Аннотация: Ряд предыдущих работ автора был посвящен применению байесовского подхода к задачам
массового обслуживания и надежности. В данной статье метод распространяется на широкий круг задач
из различных областей знания: демографии, физики, политологии, моделирования чрезвычайных ситу-
аций, медицины и др. В основе метода лежит разделение факторов, влияющих на исследуемую систему,
на способствующие функционированию (позитивные, или p-факторы) и препятствующие функциони-
рованию (негативные, или n-факторы). Рассматривается индекс баланса системы, равный отношению
n-фактора к p-фактору, и индекс преимущества, равный отношению p-фактора к сумме n- и p-факторов.
Предполагается, что факторы, влияющие на систему, меняются со временем, причем точные значения
факторов невозможно определить ввиду несовершенства измерительного оборудования, излишне вы-
сокой стоимости досконального изучения, нехватки временн‚ых и материальных ресурсов и т. п. Такие
предпосылки обусловливают применение к описанным задачам байесовского метода, заключающегося
в рандомизации исходных параметров (факторов) и, как следствие, индексов баланса и преимуще-
ства. Основной целью исследования является изучение вероятностных характеристик индексов баланса
и преимущества в предположении, что априорные распределения факторов известны. В случае, когда
n- и p-факторы являются независимыми случайными величинами, задача сводится к исследованию
свойств смесей распределения. В отличие от популярных в настоящее время смесей нормальных законов
в байесовских моделях баланса смешиваемые распределения имеют положительные носители. Особое
внимание уделяется априорным распределениям гамма-типа, поскольку эти распределения являются
адекватными асимптотическими аппроксимациями широкого класса вероятностных распределений. Ра-
нее рассматривались смеси показательного, эрланговского и вейбулловского априорных распределений.
В данной статье особое внимание уделено случаю, когда n- и p-факторы имеют m-распределение Накага-
ми и его частные виды (распределение Рэлея, Максвелла–Больцмана, хи-распределение и др.). Получены
явные виды плотности, функции распределения и моментов индекса баланса для различных комбинаций
описанных априорных распределений. Результаты статьи могут применяться в задачах исследования
разного рода индексов, рейтингов и показателей.

Ключевые слова: байесовский метод; смешанные распределения; индекс баланса; индекс преимущества;
процесс баланса; m-распределение Накагами
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1 Введение

Подавляющее большинство аспектов современ-
ной жизни — от бытовых приборов до государствен-
ного управления — усложнилось настолько, что
определение критериев эффективности путем де-
терминированного анализа стало практически не-
возможным. По этой причине все чаще можно
встретить разного рода индексы и рейтинги, даю-
щие возможность быстро принимать решения в си-
туациях, на исследование которых могли бы уйти
годы и значительные финансовые и материальные
ресурсы.

Об эффективности и адекватности рейтингов
как инструмента анализа можно спорить [1], од-
нако сложно представить современный мир без их
использования.

2 Примеры моделей баланса

В основе построения рейтингов и индексов
обычно лежит разделение параметров модели на
два класса. Первый класс включает параметры, спо-
собствующие функционированию целевого объек-
та и позитивно влияющие на исследуемый процесс
(p-факторы); второй класс включает параметры,
препятствующие и негативно влияющие (n-факто-

ры). Такое разделение достаточно условно. Так, при
катализе в зависимости от постановки задачи ин-
гибитор может выступать и в роли n-фактора (если
требуется увеличить скорость реакции), и в роли
p-фактора (при замедлении нежелательных реак-
ций).

Разделение параметров на негативные и пози-
тивные факторы свойственно моделям из очень

∗Работа выполнена при частичной финансовой поддержке РФФИ (проект 17-07-00577).
1Московский государственный университет им. М. В. Ломоносова, факультет вычислительной математики и кибернетики,

nubigena@mail.ru
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разных областей знания. Так, в модели Ричард-
сона гонки вооружений [2] для достижения баланса
сил необходимо рассматривать коэффициент рос-
та вооружений и «прошлые обиды» как условные
p-факторы и бремя расходов и коэффициент доб-
рой воли как условные n-факторы; при опреде-
лении степени пожарной опасности принято ис-
пользовать комплексный показатель Нестерова [3],
в котором p-фактором можно считать температуру
точки росы, а n-фактором — температуру воздуха;
математическая модель инфекционного заболева-
ния строится на основе соотношений баланса [4]
для каждой из зависимых переменных: концентра-
ция размножающихся антигенов, доля разрушен-
ных антигеном клеток (n-факторы), концентрация
носителей антител, концентрация антител (p-фак-
торы); при анализе экономического развития го-
сударства легальные и теневые базовые параметры
рынка можно рассматривать и как p-факторы, и как
n-факторы [5]. Можно привести множество других
примеров.

Вполне естественно, что функционирование ис-
следуемой системы в итоге зависит не столько от
значений n- и p-факторов, сколько от их соот-
ношения. При этом большое расхождение между
величинами факторов обычно свидетельствует ли-
бо о чрезмерных затратах на «борьбу с негативным
влиянием», либо о недооценке негативного воздей-
ствия. Таким образом, для того чтобы система была
сбалансированной, имеет смысл стремиться при-
близить к единице отношение n-фактора к p-фак-
тору.

Однако существуют постановки задач, в кото-
рых преобладания p-фактора над n-фактором име-
ет смысл добиваться, невзирая на «цену вопро-
са». Такие постановки имеют место, когда речь
идет, например, о безопасности или надежности.
В этом случае отношение негативного к позитив-
ному фактору стремится к нулю и для лучшего по-
нимания близости к решению поставленной зада-
чи рассматривается отношение p-фактора к сумме
p- и n-факторов и его близость к единице. Наилуч-
шим образом различие между двумя постановка-
ми задач можно проиллюстрировать современны-
ми геополитическими реалиями, в которых наряду
с «международными отношениями, построенными
на балансе взаимодействия и конкуренции» при-
сутствует идея глобального доминирования, при
которой «свои интересы продавливаются любой це-
ной» [6].

Обозначим через λ и µ соответственно n-
и p-факторы модели. Рассмотрим индекс баланса

ρ = λ/µ и индекс преимущества π = µ/(µ + λ) =
= 1/(1 + ρ). Заметим, что зачастую в качестве ин-
декса баланса удобно рассматривать величину ρ−1,

а наряду с индексом преимущества рассматривать
индекс недостатка 1− π.

Приведем ряд примеров индексов баланса и пре-
имущества и соответствующих им n- и p-факторов
из различных областей знания. Так, в демогра-
фии уровень младенческой смертности определяет-
ся как отношение числа умерших в возрасте до года
к числу родившихся за период [7], а индекс раз-
водимости — как отношение коэффициента сум-
марной разводимости к коэффициенту суммарной
брачности [8]; в физике коэффициент трансфор-
мации — это отношение выходного напряжения
к входному, а универсальная функция Кирхгофа —
отношение излучательной способности тела к по-
глощательной [9]; в теории массового обслужива-
ния отношение интенсивности входящего потока
к интенсивности обслуживания определяет коэф-
фициент загрузки системы [10]; при моделиро-
вании чрезвычайных ситуаций пожароопасность
объекта определяется отношением угрозы возник-
новения пожара к фактору пожарозащиты [3];
в теории надежности ожидаемое время безотказ-
ной работы представимо в виде отношения средне-
го времени безотказной работы к среднему времени
восстановления [11].

Примерами индексов преимущества служат:
в физике коэффициент полезного действия источ-
ника тока (n-фактор — сопротивление источни-
ка тока, p-фактор — сопротивление нагрузки) [9];
в политологии предельная доля мобилизованно-
го населения (n-фактор — коэффициент выбы-
тия, p-фактор — коэффициент агитируемости) [2];
в теории надежности коэффициент готовности, ве-
роятность пребывания в работоспособном состо-
янии (n-фактор — среднее время восстановления,
p-фактор — средняя наработка на отказ) [11–13]
и предельная надежность (n-фактор — средний па-
раметр дефективности, p-фактор — средний па-
раметр эффективности) [14]; в теории массового
обслуживания вероятность того, что вызов не бу-
дет потерян (n-фактор — интенсивность входяще-
го потока, p-фактор — интенсивность обслужива-
ния) [15]. Индексы баланса и преимущества также
можно использовать при анализе рынка ценных
бумаг для исследования процесса дисбаланса ин-
тенсивности [16], спроса при помощи функций
Торнквиста и оптимальных запасов по формуле
Харриса [2]. Ряд примеров можно продолжить.

3 Байесовские процессы баланса

С течением времени n- и p-факторы, а сле-
довательно, и индексы баланса/преимущества
претерпевают изменения. Это связано с неустойчи-
востью среды, в которой происходит функциони-
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рование, — изменяются экономическое развитие,
политическая система, технологии производства,
пристрастия населения и т. д. По этой причине
имеет смысл рассматривать не только мгновенные
значения факторов и индексов, но и соответству-
ющие функции от времени: n-процесс λ(t), p-процесс

µ(t), процесс баланса ρ(t) = λ(t)/µ(t) и процесс пре-

имущества π(t) = µ(t)/(µ(t) + λ(t)). Кроме того,
в подавляющем большинстве случаев перечислен-
ные процессы отслеживаются не постоянно, а в не-
которые отсчеты времени t1 < t2 < · · · . Моменты
времени ti могут распределяться не однородно (ми-
нуты, дни, годы), а быть привязаны к некоторым
внешним событиям (публикация доклада, внепла-
новая проверка, стихийное бедствие и т. п.). Обо-
значим мгновенное значение фактора или индекса
через ξi = ξ(ti), где ξ(t)— один из рассматриваемых
процессов.

Заметим, что с течением времени изменяются
«состояния природы», которые в теории вероятно-
стей принято называть элементарными исходами.
Таким образом, невозможно предугадать частное
значение фактора из-за невозможности доскональ-
ного изучения «состояния природы». Измерения
при помощи приборов также не могут дать абсо-
лютно точного значения из-за неизбежно вносимых
погрешностей, имеющих в большинстве случаев
изменчивый (случайный) характер: «наблюдения
в различные моменты времени учитывают влия-
ние изменения условий окружающей среды и пе-
рекалибровки оборудования между наблюдения-
ми» [17]. Это дает предпосылки для рассмотрения
факторов, а следовательно, и индексов как случай-
ных величин. При этом стоит учитывать, что гло-
бальные изменения окружающей среды происходят
достаточно редко, поэтому законы, влияющие на
значения факторов, можно считать (в рамках кон-
кретной модели) неизменными. Из этого следует,
что распределения рассматриваемых случайных ве-
личин надо полагать заданными априорно.

Приведенные выше рассуждения обусловлива-
ют применение к моделям баланса байесовского
метода.

В настоящее время в прикладной статистике,
медицине, социологии, экономике и других науках
активно применяется байесовский подход [18–21],
основанный на вычислении апостериорных веро-
ятностей и формуле Байеса [22]; метод, иссле-
довавшийся Байесом [23] и основанный на ран-
домизации параметров при помощи известных
априорных распределений, было предложено при-
менять к задачам массового обслуживания и надеж-
ности [24–26].

Везде далее будем предполагать, что даны два
случайных процесса λ(t) и µ(t) с известными апри-

орными распределениями. Основной задачей ис-
следования является вычисление (или оценивание)
распределения процесса баланса ρ(t) и процесса
преимущества π(t). Зная эти распределения, мож-
но делать выводы о стабильности системы, строить
прогнозы, исследовать средние и экстремальные
значения и т. п. При вычислении таких важных
характеристик распределений процессов, как мо-
ментные функции и ковариационные матрицы,
необходимо делать предположения о взаимной
зависимости проекций процесса. При этом сле-
дует учитывать, что зачастую n-процесс зависит
от p-процесса и наоборот. Так, при подготовке
обновления программного обеспечения, необходи-
мого для устранения сбоев, улучшения показателей
производительности и/или других характеристик
продукта [27], p-фактор меняется в зависимости от
n-фактора, а мутацию вируса гриппа под влиянием
вакцинации и эффект первородного антигенного
греха [28–30] можно рассматривать как влияние
p-фактора на n-фактор.

Строить предположения о зависимости факто-
ров следует исходя из конкретной модели. Однако,
если взять за основу зависимость λi только от µi−1,
а µi — только от λi−1, i = 1, 2, . . ., а также неза-
висимость λ0 и µ0 в начальный момент времени,
получаем для каждого i независимость пары слу-
чайных величин (λi, µi).

Исследование процессов баланса и преимуще-
ства и их конечномерных распределений, таким
образом, имеет смысл осуществлять при помощи
метода анализа масштабных смесей априорных рас-
пределений негативных и позитивных факторов.
При этом в байесовских моделях баланса, в отличие
от популярных моделей, описываемых в терминах
сдвиговых и масштабных смесей нормальных зако-
нов [31], оба смешиваемых распределения в боль-
шинстве случаев имеют положительные носители.

4 Примеры вычисления
одномерных распределений
процессов баланса

Основная сложность при исследовании проек-
ций процессов баланса заключается в том, что
характеристики распределений индексов баланса
и преимущества зачастую выражаются в терминах
специальных функций: интегральной показатель-
ной функции Эйлера [32], обобщенной гипергео-
метрической функции Гаусса [33], преобразований
Лапласа специального вида [34], гамма-экспонен-
циальной функции [35], бета- и гамма-функций
и др. Данное обстоятельство не только вынуждает
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применять компьютерные средства для вычисления
характеристик модели, но и искать новые аналити-
ческие подходы [35].

Рассмотрим ряд утверждений, обоснования ко-
торых приводятся в следующем разделе, с приме-
рами характеристик баланса.

Введем следующие обозначения. Пусть fλ(x)
и Fλ(x)— соответственно плотность и функция рас-
пределения случайной величины λ. Через B(q, p)
и •(q), q, p > 0, будем соответственно обозначать
бета- и гамма-функции. Пусть

(α)j = α(α + 1) · · · (α+ j − 1) , (α)0 = 1.

Рассмотрим вырожденную гипергеометрическую
функцию

G0(α, β;x) =

∞∑

j=0

(α)jx
j

(β)j j!
,

α ∈ R , β 6= 0,−1, . . . , x ∈ R ,

неполную гамма-функцию

γ(p, y) =

y∫

0

xp−1e−x dx , p > 0 , y > 0 ,

и неполную бета-функцию

β(q, p, y) =

y∫

0

xq−1(1 − x)p−1 dx , q, p > 0 , y > 0 .

В дальнейшем изложении речь будет идти о слу-
чайных величинах λ, имеющих бета-распределе-
ние:

fλ(x) =
xq−1(1− x)θ−1

B(q, θ)
, q, θ > 0 , x ∈ (0, 1) ,

гамма-распределение:

fλ(x) =
θqxq−1e−θx

•(q)
, q, θ > 0 , x > 0 ,

m-распределение Накагами m(q, θ) [36]:

fλ(x) =
2qqx2q−1

θq•(q)
exp

{
−qx2

θ

}
,

q ≥ 1/2 , θ > 0 , x > 0 , (1)

распределение максимума процесса броуновского
движения Bm(θ) [37]:

fλ(x) =
2√
2πθ
exp

{
−x2

2θ

}
, θ > 0 , x > 0 , (2)

распределение Рэлея Ray (θ) [38]:

fλ(x) =
2x

θ2
exp

{
−x2

θ2

}
, θ > 0 , x > 0 , (3)

хи-распределение χ(q):

fλ(x) =
xq−1e−x2/2

2q/2−1•(q/2)
, q > 0 , x > 0 , (4)

распределение Максвелла–БольцманаMB(θ) [39]:

fλ(x) =

√
2

π

x2

θ3/2
exp

{
−x2

2θ

}
, θ > 0 , x > 0 . (5)

Плотности fµ(x) случайных величин µ будут иметь
аналогичный вид с заменой параметров (q, θ) парой
параметров (p, α).

Теорема 1. Пусть негативный фактор λ имеет гам-

ма-распределение с параметрами q и θ, а позитивный

фактор µ имеет бета-распределение с параметра-

ми p и α, причем λ и µ независимы. Тогда индекс

баланса ρ = λ/µ имеет плотность

fρ(x) =
θqxq−1B(q + p, α)

•(q)B(p, α)
G0(q+p, q+p+α;−θx) ,

x > 0 , (6)

и функцию распределения

Fρ(x) =
θqB(q + p, α)

•(q)B(p, α)

∞∑

j=0

(q + p)j(−θ)j

(q + p+ α)jj!

xq+j

q + j
,

x > 0 .

Выражение плотности индекса баланса ρ через
специальную функцию G0 затрудняет исследование
свойств распределения ρ стандартными методами
теории вероятностей и математической статисти-
ки. Однако для приложений существенно большую
роль играют моментные характеристики ρ.

Следующее утверждение и предположение о не-
зависимости n- и p-факторов дает возможность ис-
следовать средние значения индекса баланса.

Теорема 2. Пусть негативный фактор λ имеет вы-

рожденное в θ > 0 распределение, а позитивный фак-

тор µ имеет бета-распределение с параметрами p
и α. Тогда вероятностные характеристики индекса

баланса ρ имеют вид:

fρ(x) =
x−1

B(p, α)

(
θ

x

)p(
1− θ

x

)α−1

, x > θ;

E ρl =
θlB(p − l, α)

B(p, α)
, l < p .

Следствие 1. Пусть негативный фактор λ имеет гам-
ма-распределение с параметрами q и θ, а позитив-
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ный фактор µ имеет бета-распределение с парамет-
рами p и α, причем λ и µ независимы. Тогда для
моментов индекса баланса ρ справедливо

E ρl =
•(q + l)B(p − l, α)

θl•(q)B(p, α)
, l < p .

Отдельное место при исследовании индексов
баланса занимают модели, в которых распределе-
ния n- и p-факторов являются различными обоб-
щениями гамма-распределения. Это обусловлено
тем, что распределения гамма-типа встречаются во
многих прикладных задачах. Так, m-распределе-
ние Накагами используется для моделирования за-
мираний сигналов в беспроводных каналах связи,
распределение Рэлея было предложено для иссле-
дования гармонических колебаний со случайны-
ми фазами и применяется для описания ампли-
тудных флуктуаций радиосигнала, распределение
Максвелла–Больцмана лежит в основании кине-
тической теории газов и описывает электронные
процессы переноса и т. д. Кроме того, распреде-
ления гамма-типа выступают в роли адекватных
асимптотических аппроксимаций широкого круга
вероятностных распределений [40]. В свою оче-
редь, это дает возможность рассматривать факторы
с распределениями гамма-типа в качестве агреги-
рующих факторов.

Ранее рассматривались модели, в которых фак-
торы имели показательное [41], эрланговское [32]
и вейбулловское распределения [34, 35]. Приве-
дем ряд примеров применения аналогичных мето-
дов получения характеристик индекса баланса для
распределения Накагами и некоторых его частных
случаев.

Теорема 3. Пусть негативный и позитивный факто-

ры λ и µ имеют m-распределение Накагами с пара-

метрами (q, θ) и (p, α) соответственно, причем λ и µ
независимы. Тогда индекс баланса ρ имеет плотность

распределения

fρ(x) =
2(q/θ)q(p/α)px2q−1

B(q, p)(qx2/θ + p/α)q+p , x > 0 , (7)

и функцию распределения

Fρ(x) =
β
(
q, p, αqx2/(αqx2 + θp)

)

B(q, p)
, x > 0 .

Для нахождения моментов, соответствующих
плотности (7), воспользуемся следующим утверж-
дением.

Теорема 4. Пусть негативный фактор λ имеет

вырожденное в θ > 0 распределение, а позитивный

фактор µ имеет распределение Накагами с парамет-

рами p и α. Тогда вероятностные характеристики

индекса баланса ρ имеют вид:

Fρ(x) = 1−
γ
(
p, θ2p/

(
αx2

))

•(p)
, x > 0;

fρ(x) =
2θ2p(p/α)p

•(p)x2p+1
exp

{
− θ2p

αx2

}
, x > 0;

Eρl =
θl(p/α)l/2

•(p)
•

(
p − l

2

)
, l < 2p .

Следствие 2. Пусть негативный и позитивный фак-
торы λ и µ имеют распределение Накагами с пара-
метрами (q, θ) и (p, α) соответственно, причем λ и µ
независимы. Тогда для моментов индекса баланса ρ
справедливо

Eρl =
(p/α)l/2•(q + l/2)

(q/θ)l/2•(q)•(p)
•

(
p − l

2

)
, l < 2p .

Заметим, что плотность распределения Накага-
ми (1) обобщает плотности распределений (2)–(5),
что дает возможность сформулировать ряд след-
ствий для всевозможных комбинаций априорных
распределений (1)–(5) n- и p-факторов.

Следствие 3. Пусть негативный и позитивный фак-
торы λ и µ имеют распределения, определяемые
плотностями (1)–(5) соответственно с параметра-
ми (q, θ) и (p, α), причем λ и µ независимы. Тогда
вероятностные характеристики индекса баланса ρ
имеют вид:

fρ(x) =
2RQSP x2Q−1

B(Q, P )(Rx2 + S)Q+P
, x > 0 ;

Fρ(x) =
β
(
Q, P, Rx2/

(
Rx2 + S

))

B(Q, P )
, x > 0 ;

Eρl =
Sl/2•(Q+ l/2)

Rl/2•(Q)•(P )
•

(
P − l

2

)
, l < 2P ,

где вектор констант (Q, R, P, S) определяется
из таблицы.
Замечание 1. Условие l < 2P в следствии 3 ограни-
чивает число конечных моментов. Например, в слу-
чае, когда p-фактор имеет распределение Рэлея,
у индекса баланса ρ не существует дисперсии.

Замечание 2. Для получения вероятностных ха-
рактеристик индекса преимущества π = 1/(1 + ρ)
можно использовать соотношения:

fπ(x) =
1

x2
fρ

(
1− x

x

)
,

Fπ(x) = 1− Fρ

(
1− x

x

)
, x ∈ (0, 1).

Однако вычисление моментов Eπl представляет от-
дельную задачу, в том числе и по причине пред-
ставления плотности ρ в терминах специальных
функций.
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Значения констант (Q, R,P, S) для частных случаев m-распределения Накагами

µ
λ

m (p, α) Bm (α) Ray (α) χ (p) MB (α)

m (q, θ)

(
q,

q

θ
, p,

p

α

) (
q,

q

θ
,
1

2
,
1

2α

) (
q,

q

θ
, 1,
1

α2

) (
q,

q

θ
,
p

2
,
1

2

) (
q,

q

θ
,
3

2
,
1

2α

)

Bm(θ)

(
1

2
,
1

2θ
, p,

p

α

) (
1

2
,
1

2θ
,
1

2
,
1

2α

) (
1

2
,
1

2θ
, 1,
1

α2

) (
1

2
,
1

2θ
,
p

2
,
1

2

) (
1

2
,
1

2θ
,
3

2
,
1

2α

)

Ray (θ)

(
1,
1

θ2
, p,

p

α

) (
1,
1

θ2
,
1

2
,
1

2α

) (
1,
1

θ2
, 1,
1

α2

) (
1,
1

θ2
,
p

2
,
1

2

) (
1,
1

θ2
,
3

2
,
1

2α

)

χ (q)

(
q

2
,
1

2
, p,

p

α

) (
q

2
,
1

2
,
1

2
,
1

2α

) (
q

2
,
1

2
, 1,
1

α2

) (
q

2
,
1

2
,
p

2
,
1

2

) (
q

2
,
1

2
,
3

2
,
1

2α

)

MB(θ)

(
3

2
,
1

2θ
, p,

p

α

) (
3

2
,
1

2θ
,
1

2
,
1

2α

) (
3

2
,
1

2θ
, 1,
1

α2

) (
3

2
,
1

2θ
,
p

2
,
1

2

) (
3

2
,
1

2θ
,
3

2
,
1

2α

)

5 Доказательства утверждений

Приведем обоснования утверждений из разд. 4.

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 1. Поскольку при
x > 0

fρ(x) =

1∫

0

yfλ(xy)fµ(y) dy =

=
θqxq−1

•(q)B(p, α)

1∫

0

yq+p−1(1− y)α−1e−θxy dy ,

применив [42, формула 3.383], получаем (6). Вы-
ражение для функции распределения ρ получаем,
проинтегрировав (6).

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 2 непосредственно
вытекает из равенства

fρ(x) =
θ

x2
fµ

(
θ

x

)
, x > θ .

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 3. Для плотности
индекса баланса при x > 0 имеем

fρ(x) =

=
4(q/θ)q(p/α)p

•(q)•(p)
x2q−1

∞∫

0

y2q+2p−1e−(qx2/θ+p/α)y2 dy =

=
2(q/θ)q(p/α)p

•(q) •(p)
x2q−1

∞∫

0

tq+p−1e−(qx2/θ+p/α)t dt =

=
2(q/θ)q(p/α)px2q−1

B(q, p)(qx2/θ + p/α)q+p ,

откуда получаем:

Fρ(x) =
2(q/θ)q(p/α)p

B(q, p)

x∫

0

u2q−1 du

(qu2/θ + p/α)q+p =

=
(p/α)p

B(q, p)

qx2/θ+p/α∫

p/α

(t − p/α)q−1

tq+p dt =

=
1

B(q, p)

qx2/(qx2+θp/α)∫

0

zq−1(1− z)p−1 dz .

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 4. Поскольку при
x > 0

Fρ(x) = 1−
(p/α)p

•(p)

θ2/x2∫

0

yp−1e−py/α dy ,

продифференцировав по x, получаем fρ(x) и выра-
жение для моментов при l < 2p:

Eρl =
θ2p(p/α)p

•(p)

∞∫

0

yp−l/2−1e−θ2py/α dy =

=
θl(p/α)l/2

•(p)
•

(
p − l

2

)
.

Последнее равенство наряду с представлением мо-
ментов распределения Накагами

Eλl =
•(q + l/2)

(q/θ)l/2•(q)

обосновывает следствие 2.

6 Заключение
В данной работе было существенно расширено

множество возможных областей применения бай-
есовских постановок задач определения значений
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индексов баланса и преимущества, целесообраз-
ность которых ранее обусловливалась только при-
менительно к теории массового обслуживания и на-
дежности [24–26]. Решение задачи нахождения
вероятностных характеристик частного двух слу-
чайных факторов имеет не только практическую
значимость, но и представляет теоретический ин-
терес.
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ЗАШУМЛЕНИЕ ДАННЫХ КОНЕЧНЫМИ СМЕСЯМИ

НОРМАЛЬНЫХ И ГАММА-РАСПРЕДЕЛЕНИЙ

С ПРИМЕНЕНИЕМ К ЗАДАЧЕ ОКРУГЛЕНИЯ НАБЛЮДЕНИЙ∗

А. К. Горшенин1

Аннотация: Во многих реальных задачах проводится статистический анализ данных, содержащих допол-
нительные ошибки измерения, в том числе в виде округления, что в ряде ситуаций может приводить
к достаточно существенным искажениям. В настоящей статье для одной из возможных моделей округле-
ния получены оценки для неизвестного математического ожидания наблюдений в предположении, что
исходные данные дополнительно зашумлены с помощью случайных величин, имеющих распределения
типа конечных смесей нормальных и гамма-законов. Построены доверительные интервалы для неиз-
вестного математического ожидания с использованием уточненной оценки для дисперсии целой части
случайной величины. Обсуждается алгоритм определения значения параметра для искусственного шума,
добавление которого к исходным данным способствует повышению качества работы метода скользящего
разделения смесей.

Ключевые слова: зашумленные данные; округленные наблюдения; конечные смеси нормальных распреде-
лений; конечные смеси гамма-распределений; доверительные интервалы; метод скользящего разделения
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1 Введение

Во многих реальных задачах данные, являющи-
еся непрерывными по своей сути, регистрируются
с помощью инструментов, вносящих дополнитель-
ные ошибки измерения, в том числе в виде округ-
ления. Таким образом, статистический анализ про-
водится не для исходных, а для преобразованных
некоторым случайным образом наблюдений, что
в ряде ситуаций может приводить к достаточно су-
щественным искажениям.

Для преодоления данной проблемы развивались
различные подходы, в том числе на основе сме-
шанных моделей (см., например, статью [1], в ко-
торой различные компоненты используются для
представления уровней округления). В работе [2]
приводятся результаты для моделей авторегрессии
и скользящего среднего для округленных данных,
а в статье [3] эти результаты развиваются и исследу-
ются их асимптотические свойства. В статье [4] ис-
следован метод оценивания параметров конечных
смесей вероятностных распределений (в том чис-
ле, и многомерных) на основе использования EM
(expectation-maximization) алгоритма [5] с целью
получения состоятельных и асимптотически нор-
мальных оценок.

В настоящей статье развиваются результаты для
моделей округления, описанных в работах [6–8].

В их рамках будут получены оценки для неизве-
стного математического ожидания наблюдений
в предположении, что исходные данные зашумлены
с помощью случайных величин, имеющих распре-
деления типа конечных смесей нормальных и гам-
ма-законов. Это позволяет учесть большее количе-
ство случайных факторов, влияющих на величину
«дополнительной» ошибки. Также будут построены
доверительные интервалы для неизвестного мате-
матического ожидания. Выражения для гамма-рас-
пределений получены впервые. Также обсуждает-
ся алгоритм определения значения параметра для
искусственного шума, добавление которого к ис-
ходным данным способствует повышению качества
работы метода скользящего разделения смесей [9].

2 Предположения и базовые
отношения

Для сокращения формулировок теорем в сле-
дующих разделах сделаем ряд предположений, на
которые будем ссылаться в дальнейшем. Итак,
пусть:

(A) X1, X2, . . . — независимые одинаково распре-
деленные случайные величины с неизвестным
математическим ожиданием EX < +∞;

∗Работа выполнена при поддержке РНФ (проект 18-71-00156).
1Институт проблем информатики Федерального исследовательского центра «Информатика и управление» Российской академии

наук, agorshenin@frccsc.ru
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(B) ε1, ε2, . . . — независимые одинаково распреде-
ленные случайные величины с математическим
ожиданием Eε < +∞;

(C) X1, X2, . . . и ε1, ε2, . . . являются независимыми;

(D) Yj = [Xj + εj + 1/2] для всех j = 1, 2, . . . пред-
ставляют собой округление значения суммы
случайных величин Xj + εj до ближайшего це-
лого сверху (при этом запись [·] соответствует
целой части выражения).

В рамках данных предположений в статье будут
рассмотрены вопросы качества приближения не-
известного математического ожидания EX для ис-
ходных данных в ситуации, когда наблюдения для
анализа получены с аддитивной ошибкой c извест-
ными распределениями (см. предположение (B))
и дополнительно округляются до ближайшего це-
лого (см. предположение (D)).

Заметим, что в силу усиленного закона больших
чисел справедливы следующие выражения:

1

n

n∑

j=1

Yj
п.н.−−−−→

n→∞
EY ≡ E

[
X1 + ε1 +

1

2

]
=

= E

(
Xj + εj +

1

2

)
− E

{
Xj + εj +

1

2

}
=

= EX + Eε +
1

2
− E

{
Xj + εj +

1

2

}
. (1)

Запись {·} в формуле (1) соответствует дроб-
ной части выражения, а п.н. обозначает сходимость
в смысле почти наверное.

Для доказательства результатов в дальнейшем
потребуется следующее представления для дробной
части абсолютно непрерывной случайной величи-
ны Z с абсолютно интегрируемой характеристи-
ческой функцией ϕZ(t) (см., например, Лемму 4
в работе [8]):

E{Z} = 1
2
−

∞∑

n=1

Im (ϕZ(2πn))

πn
. (2)

Через Im (·) в формуле (2) обозначена мнимая
часть соответствующей функции.

При построении доверительных интервалов
в дальнейшем будет использована следующая оцен-
ка, справедливая для любой случайной величины Z:

D[Z] 6

(√
DZ +

1

2

)2
. (3)

Она может быть проверена непосредственно с уче-
том представления D[Z] = D (Z − {Z}), неравен-
ства Коши–Буняковского для ковариации и соот-
ношения D{Z} 6 1/4, справедливого для любой

случайной величины Z (см., например, статью [8]).
Отметим, что данная оценка является более точной
по сравнению с использованным для аналогичных
целей в работе [8] соотношением D[Z] 6 2DZ+1/2.
Действительно,

2DZ +
1

2
−
(√

DZ +
1

2

)2
=

(√
DZ − 1

2

)2
> 0 ,

причем для всех
√

DZ 6= 1/2 данное неравенство
является строгим.

3 Конечные смеси нормальных
законов

Для случайной величины X, имеющей распре-
деление типа конечной смеси нормальных зако-
нов [5] с параметрами a = (a1, . . . , ak), aj ∈ R,
σ = (σ1, . . . , σk), σj > 0, p = (p1, . . . , pk), pj > 0,∑k

j=1 pj = 1, плотность которого задается выраже-
нием

fX(x) =
k∑

j=1

pj

σj

√
2π

e−(x−aj)
2/(2σ2j ) , (4)

характеристическая функция имеет вид:

ϕX(t) =

+∞∫

−∞

eitxfX(x) dx =

k∑

j=1

pje
itaj−σ2j t2/2. (5)

Абсолютная интегрируемость ϕX(t) вытекает из
свойств характеристической функции нормально-
го распределения. Заметим, что в точке t = 2πn
выражение (5) принимает следующий вид:

ϕX(2πn) =

k∑

j=1

pje
−2π2σ2j n2 . (6)

Рассмотрим вопрос точности оценивания неиз-
вестного математического ожидания EX при добав-
лении зашумления.

Теорема 1. Пусть выполнены предположения (A)–
(D), причем случайные величины εj, j = 1, 2, . . .,
имеют распределение типа конечной k-компонентной

смеси нормальных законов вида (4) с параметрами a,

σ и p. Тогда

|EY − EX | 6 A+
1

π

(
1 +

1

4π2σ2

)
e−2π

2σ2 , (7)

где A = max(|a1|, . . . , |ak|), σ = min(σ1, . . . , σk).
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Д о к а з а т е л ь с т в о . С учетом представле-
ний (1), (2) и (6), ограниченности модуля харак-
теристической функции, а также независимости
случайных величин Xj и εj имеем:

|EY − EX | =
∣∣∣∣Eε +

1

2
− E

{
Xj + εj +

1

2

}∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣Eε +
∞∑

n=1

Im
(
ϕXj
(2πn)ϕεj

(2πn)ϕ1/2(2πn)
)

πn

∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣∣∣
Eε +

+

∞∑

n=1

Im

(
ϕXj
(2πn)

∑k

j=1
pje

−2π2σ2j n2eπn

)

πn

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

=

∣∣∣∣∣∣∣
Eε +

+
∞∑

n=1

(−1)n
∑k

j=1
pje

−2π2σ2j n2Im
(
ϕXj
(2πn)

)

πn

∣∣∣∣∣∣∣
6

6 |Eε|+

∣∣∣∣∣∣

k∑

j=1

pj

∞∑

n=1

1

πn
e−2π

2σ2j n2

∣∣∣∣∣∣
6

6 max (|a1|, . . . , |ak|) +

+

k∑

j=1

pj

π

(
1 +

1

4π2σ2j

)
e−2π

2σ2j 6

6 A+
1

π

(
1 +

1

4π2σ2

)
e−2π

2σ2 .

Справедливость использованной оценки

∞∑

n=1

e−2π
2σ2j n2

n
6

(
1 +

1

4π2σ2j

)
e−2π

2σ2j

может быть проверена непосредственно (например,
см. доказательство Теоремы 6 в статье [8]). �

Замечание 1. В случае, если зашумление произ-
водится нормально распределенными случайными
величинами c нулевыми средними (т. е. в форму-
ле (7) необходимо считать A = 0, k = 1), то Теоре-
ма 1 совпадает с результатом, полученным в рабо-
те [8].

Рассмотрим вопросы построения доверитель-
ного интервала для неизвестного математического
ожидания EX в предположении, что случайные ве-
личины Xj не содержат ошибок измерения, а все

погрешности учтены исключительно в зашумля-
ющих элементах εj .

Теорема 2. Пусть выполнены предположения (A)–
(D), причем случайные величины εj, j = 1, 2, . . .,
имеют распределение типа конечной k-компонентной

смеси нормальных законов вида (4) с параметрами a,

σ и p, а случайные величины Xj
п.н.
= EX , j = 1, 2, . . .

Тогда доверительный интервал для EX при условии

0 < α < 1 имеет вид:

�EX − f(a, σ, α, n) 6 EX 6 �EX + f(a, σ, α, n), (8)

где

�EX =
1

n

n∑

j=1

Yj ; (9)

f(a, σ, α, n) =
z1−α/2√

n

(√
A2 +›2 +

1

2

)
+

+A+
1

π

(
1 +

1

4π2σ2

)
e−2π

2σ2 ; (10)

z1−α/2— (1− α/2)-квантиль стандартного нормаль-

ного распределения; A = max(|a1|, . . . , |ak|); › =
= max(σ1, . . . , σk); σ = min(σ1, . . . , σk).

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из центральной предельной
теоремы с учетом условия (A) следует, что величи-
на �EX (9) асимптотически нормальна с математи-
ческим ожиданием

EY ≡ E

[
EX + ε1 +

1

2

]
(11)

и дисперсией

1

n
DY ≡ 1

n
D

[
EX + ε1 +

1

2

]
. (12)

Воспользовавшись оценкой (3), получим:

DY 6

(√
D

(
EX + ε1 +

1

2

)
+
1

2

)2
=

=

(√
Dε1 +

1

2

)2
=

=




√√√√√
k∑

j=1

pj




(

aj −
k∑

t=1

ptat

)2
+ σ2j



+ 1
2




2

6

6

(√
A2 +›2 +

1

2

)2
.

Тогда доверительный интервал уровня 1 − α для
математического ожидания EY имеет вид:

P

(∣∣∣�EX − EY

∣∣∣ 6
z1−α/2√

n

(√
A2 +›2 +

1

2

))
> 1−α .

Откуда следует справедливость соотношения (8)
c учетом очевидного неравенства
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∣∣∣�EX − EX

∣∣∣ 6
∣∣∣�EX − EY

∣∣∣+ |EY − EX |

и оценки (7) из Теоремы 1. �

Замечание 2. В работе [9] было продемонстриро-
вано повышение точности работы метода скользя-
щего разделения конечных нормальных смесей за
счет введения дополнительной компоненты, име-
ющей нормальное распределение N (0, σ2) с мате-
матическим ожиданием, равным 0, и стандартным
отклонением σ. При этом была отмечена сложность
выбора параметра σ для сохранения структуры вы-
борки, близкой к исходной. Результат Теоремы 2
может быть использован с данной целью, если по-
ложить k = 1, aj = 0 для всех j = 1, 2, . . . и вы-
бирать величину σ как минимизирующую длину
доверительного интервала (8). Для этого необхо-
димо найти производную функции f(0, σ, α, n) (10)
и численно решить уравнение

f ′
σ(0, σ, α, n) ≡ z1−α/2√

n
−

− e−2π
2σ2
(
4πσ +

1

2π3σ3
+
1

πσ

)
= 0 (13)

относительно неизвестного параметра σ при вы-
бранных значениях величин n и α. В качестве аль-
тернативы можно использовать вид доверительно-
го интервала из статьи [8], полученный с помощью
неравенства D[Z] 6 2DZ + 1/2, и искать решение
уравнения вида:

2σz1−α/2√
n(2σ2 + 1/2)

−e−2π
2σ2
(
4πσ +

1

2π3σ3
+
1

πσ

)
=

= 0 . (14)

Примеры найденных значений σ для типичных
размеров выборок в методе скользящего разделе-
ния смесей (учитываются как возможная ширина
окна, так и общее количество наблюдений в анали-
зируемом ряде) приведены в таблице (использован
метод оптимизации Trust-Region Dogleg пакета
MATLAB c настройками по умолчанию), в которой
через σ1 обозначено приближенное решение урав-
нения (13), a через σ2 — уравнения (14).

Проверка практической эффективности данно-
го подхода в качестве критерия выбора параметров
зашумляющего распределения для повышения точ-
ности работы метода скользящего разделения сме-
сей может быть отмечена как задача для дальнейших
исследований.

4 Конечные смеси
гамма-распределений

Для случайной величины X, имеющей распре-
деление типа конечной смеси гамма-распределе-
ний с параметрами r = (r1, . . . , rk), rj > 0, λ =
= (λ1, . . . , λk), λj > 0, p = (p1, . . . , pk), pj > 0,∑k

j=1 pj = 1, плотность которого задается выраже-
нием

fX(x) =

k∑

j=1

pj

λ
rj

j e−λjx

•(rj)
xrj−1 , (15)

характеристическая функция имеет следующий
вид:

ϕX(t) =

+∞∫

−∞

eitxfX(x) dx =

k∑

j=1

pj

(
1− it

λj

)−rj

. (16)

Отметим, что подобные модели зашумления ра-
зумно использовать в случае, если известно, что
данные сосредоточены на положительной полуоси,
например при анализе различных информацион-
ных потоков (см., в частности, работу [10]).

Проверим абсолютную интегрируемость функ-
ции ϕX(t) (16). Имеем:

+∞∫

−∞

|ϕX(t)| dt 6

k∑

j=1

pj

+∞∫

−∞

∣∣∣∣∣

(
1− it

λj

)−rj

∣∣∣∣∣ dt =

=

k∑

j=1

pj

+∞∫

−∞

∣∣∣∣∣

(
λj(λj + it)

λ2j + t2

)rj
∣∣∣∣∣ dt 6

6

k∑

j=1

pjλj

+∞∫

−∞

(
1 + y2

)−rj/2
dy .

Численные решения уравнений (13) и (14) относительно параметра σ
для некоторых значений n и α

Размер Уровень α = 0,1 Уровень α = 0,05 Уровень α = 0,01
выборки n σ1 σ2 σ1 σ2 σ1 σ2

100 0,4302 0,435 0,419 0,425 0,4002 0,408
200 0,452 0,455 0,441 0,445 0,424 0,429
1000 0,499 0,499 0,489 0,489 0,473 0,475
10000 0,558 0,556 0,549 0,547 0,536 0,534
100000 0,611 0,607 0,603 0,599 0,591 0,588
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Подынтегральное выражение при rj > 2 мо-
жет быть оценено сверху функцией 1/(1 + y2), при
этом соответствующий интеграл равен π, что влечет
абсолютную интегрируемость характеристической
функции для конечной смеси гамма-распределе-
ний. Поэтому в дальнейшем будем предполагать,
что rj > 2 для всех возможных значений j = 1, 2, . . .

Рассмотрим вопрос точности оценивания неиз-
вестного математического ожидания EX > 0 при
добавлении зашумления.

Теорема 3. Пусть выполнены предположения (A)–
(D), причем случайные величины εj, j = 1, 2, . . .,
имеют распределение типа конечной k-компонент-

ной смеси гамма-распределений вида (15) с парамет-

рами r, λ и p. Тогда

|EY − EX | 6
R

λ
+
˜R

2rπr+1

(
1 +
1

r

)
, (17)

где r = min(r1, . . . , rk); R = max(r1, . . . , rk); λ =
= max(λ1, . . . , λk); ˜ = max(λ1, . . . , λk).

Д о к а з а т е л ь с т в о . С учетом представлений (1)
и (2), ограниченности модуля характеристической
функции, перехода от тригонометрической к по-
казательной записи комплексных чисел, а также
независимости случайных величин Xj и εj имеем:

|EY − EX | 6 |Eε|+

+

∣∣∣∣∣∣

∞∑

n=1



(−1)nIm




k∑

j=1

pjϕXj
(2πn)

(
1−

− i

(
2πn

λj

))−rj

)/
(πn)





∣∣∣∣∣∣
=

= |Eε|+

∣∣∣∣∣∣

∞∑

n=1



(−1)nIm




k∑

j=1

pj

(
1 +
4π2n2

λ2j

)−rj/2

×

× ϕXj
(2πn) e−irjarctan (t/λj)

)/
(πn)





∣∣∣∣∣∣
6

6 |Eε|+
k∑

j=1

pj

∞∑

n=1

1

πn

(
1 +
4π2n2

λ2j

)−rj/2

6

6
R

λ
+

k∑

j=1

pj

∞∑

n=1

(
1

πn

λ
rj

j

(2π)rj nrj

)
6

6
R

λ
+

k∑

j=1

pj

λ
rj

j

2rj πrj+1


1 +

∞∫

1

1

xrj+1
dx


 6

6
R

λ
+
˜R

2rπr+1

(
1 +
1

r

)
.

При переходе от суммы к интегралу использу-
ется факт убывания функции как переменной n
(или x). �

Замечание 3. Теорема 3 описывает соответству-
ющий результат для гамма-распределенных зашум-
ляющих случайных величин, если положить k = 1
в выражении (17). При этом, очевидно, r ≡ R
и λ ≡ ˜.

Рассмотрим вопросы построения доверитель-
ного интервала для неизвестного математического
ожидания EX > 0 в предположении, что случай-
ные величины Xj не содержат ошибок измерения,
а все погрешности учтены исключительно в зашум-
ляющих элементах εj .

Теорема 4. Пусть выполнены предположения (A)–
(D), причем случайные величины εj, j = 1, 2, . . .,
имеют распределение типа конечной k-компонент-

ной смеси гамма-распределений вида (15) с парамет-

рами r, λ и p, а случайные величины Xj
п.н.
= EX,

j = 1, 2, . . . Тогда доверительный интервал для EX

при условии 0 < α < 1 имеет вид:
∣∣∣EX − �EX

∣∣∣ 6 f(r, λ, α, n), (18)

где

�EX =
1

n

n∑

j=1

Yj ; (19)

f(r, λ, α, n) =
z1−α/2√

n

(√
R(R+ 1)

λ2
− r2

˜2
+
1

2

)
+

+
R

λ
+
˜R

2rπr+1

(
1 +
1

r

)
;

z1−α/2 — (1− α/2)-квантиль стандартного нор-

мального распределения; r = min(r1, . . . , rk); R =
= max(r1, . . . , rk); λ = max(λ1, . . . , λk); ˜ =
= max(λ1, . . . , λk).

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из центральной предельной
теоремы с учетом условия (A) следует, что вели-
чина �EX (19) асимптотически нормальна с ма-
тематическим ожиданием EY (11) и дисперсией
(1/n)DY (12). Пользуясь определением и свойства-
ми гамма-функции, а также оценкой (3) получим:

DY 6




√√√√√
k∑

j=1

pj

λ
rj

j

•(rj)

+∞∫

0

eλjxxrj+1 dx +
1

2




2

=

=




√√√√√
k∑

j=1

pj
rj(rj + 1)

λ2j
−




k∑

j=1

pj
rj

λj



2

+
1

2




2

6

6

(√
R(R+ 1)

λ2
− r2

˜2
+
1

2

)2
.
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Аналогично доказательству Теоремы 2 с учетом
оценки (17) отсюда следует справедливость соотно-
шения (18). �

5 Заключение
Итак, в работе получены оценки для матема-

тического ожидания наблюдений в предположе-
нии зашумления конечными смесями нормальных
(Теорема 1) и гамма-распределений (Теорема 3).
Построены доверительные интервалы для неиз-
вестного математического ожидания в этих случаях
с использованием уточненной оценки (3) (Теоре-
мы 2 и 4 соответственно). Отметим, что соот-
ветствующие соотношения зависят только от «экс-
тремальных» значений параметров смесей, но не от
числа компонент и весов в распределении зашумля-
ющих наблюдений. Замечание 2 предлагает подход,
который может быть использован для определения
неизвестного параметра искусственно добавляемо-
го к исходным данным шума для улучшения каче-
ства работы метода скользящего разделения смесей.

Автор выражает признательность доктору фи-
зико-математических наук, профессору Виктору
Юрьевичу Королеву за идею использования оценки
дисперсии вида (3) и другие полезные обсуждения
в рамках работы над данной статьей.
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АНАЛИЗ РАЗРЕЗНЫХ ПОВРЕЖДЕНИЙ В МНОГОПОЛЮСНЫХ

СЕТЯХ

Ю. Е. Малашенко1, И. А. Назарова2, Н. М. Новикова3

Аннотация: Предложен метод оценки изменения функциональных возможностей многополюсной по-
токовой сетевой системы после повреждающего воздействия. Для каждой стоковой дуги вычисляется
максимальный поток, не зависящий от величины потока по остальным стоковым дугам. Разрезным
структурным повреждением считается удаление из сети всех дуг, образующих минимальный разрез,
соответствующий максимальному потоку по некоторой стоковой дуге. Среди найденных структурных
повреждений по введенному критерию выбираются критически опасные. Для каждой дуги, принад-
лежащей хотя бы одному разрезному структурному повреждению, проводится количественная оценка
последствий ее разрушения. Описанный подход предлагается использовать при исследовании уязви-
мости территориально распределенных многопользовательских систем передачи одного вида продукта,
имеющих сетевую структуру связей.

Ключевые слова: однопродуктовая потоковая сеть; структурная уязвимость сети; многополюсная пото-
ковая модель

DOI: 10.14357/19922264180305

1 Введение

В [1] на примере многополюсной однопродукто-
вой модели изучались возможности передачи поль-
зователям запрашиваемых величин потоков при
полном разрушении отдельных элементов исход-
ной сетевой системы. Последовательно опреде-
лялись гарантированные оценки величин потоков,
которые можно передать в сети после аварии. В [2]
был описан метод вычисления векторов ущерба для
пользователей сети при различных повреждающих
воздействиях. Предлагалось одновременно ана-
лизировать уязвимость и живучесть сети, а также
вычислять величины потоков, которые можно га-
рантированно доставить всем пользователям.

В настоящей работе в рамках того же фор-
мализма однопродуктового потока и многосто-
ковой модели рассматриваются предельные функ-
циональные возможности сети и их изменение
после аварий. Для оценки функциональных ха-
рактеристик системы для каждой стоковой дуги
вычисляется максимальный поток, не зависящий
от величины потока по остальным стоковым дугам,
и определяется соответствующий ему минималь-
ный разрез [3]. Для сети вводится понятие кри-
тически опасного повреждения как повреждения,
в результате которого передача потока из источни-

ка хотя бы в одну стоковую вершину оказывается
невозможной. Разрезным структурным поврежде-
нием считается удаление из сети всех дуг, соответ-
ствующих минимальному разрезу для некоторой
стоковой вершины. Для каждой стоковой верши-
ны выбирается свой минимальный разрез. После
моделирования такого повреждения сети опреде-
ляются значения максимального потока по всем
стоковым дугам и подсчитывается число нулевых
значений. На основании проведенных расчетов
выявляются стоковые вершины, передача потоков
для которых чаще других оказывается в зоне крити-
чески опасных повреждений, вычисляются пока-
затели, позволяющие оценить уязвимость системы
в случае разрезных повреждений, строится таблица
сравнительного «вклада» в уязвимость сети каждой
из ее дуг, относящихся к множеству образующих
критические разрезы.

2 Многополюсная потоковая
модель

Сеть передачи единственного вида продукта
в многополюсной системе будем описывать ори-
ентированным графом G = 〈V ,L〉 без петель, ко-
торый определяется множеством вершин (узлов)

1Вычислительный центр им. А. А. Дородницына Федерального исследовательского центра «Информатика и управление» Рос-
сийской академии наук, malash09@ccas.ru

2Вычислительный центр им. А. А. Дородницына Федерального исследовательского центра «Информатика и управление» Рос-
сийской академии наук, irina-nazar@yandex.ru

3Вычислительный центр им. А. А. Дородницына Федерального исследовательского центра «Информатика и управление» Рос-
сийской академии наук, n novikova@umail.ru

35



Ю. Е. Малашенко, И. А. Назарова, Н. М. Новикова

V = {v1, v2, . . . , vN}, где |V| = N , N — множество
индексов вершин, и множеством направленных дуг
L = {lij | i ∈ N , j ∈ N , i 6= j}, соединяющих
вершины. Здесь lij = (vi, vj) — дуга, ведущая из
вершины vi в вершину vj , |L| = L.

Обозначим через VS и VK множества вершин
графа G, являющихся соответственно источника-
ми и стоками для потока, который передается по
многополюсной сети; NS и NK — множества ин-
дексов вершин-источников и вершин-стоков: VS =
= {vi| i ∈ NS}, |VS| = S, VS ⊂ V, NS ⊂ N , S ≥ 1,
VK = {vi| i ∈ NK}, |VK| = K, VK ⊂ V, NK ⊂ N ,
K ≥ 1, VS

⋂VK = ∅.
Считается, что на дугах графа G заданы веса —

значения dij пропускной способности дуг lij . Век-
тор d определяет максимально допустимую вели-
чину потока по дугам, d = {dij | dij ≥ 0, lij ∈ L}.
К графу G добавим:

v0 — единственный источник потока бесконеч-
ной мощности и дуги (v0, vj), j ∈ NS, соеди-
няющие v0 с каждым узлом-источником. Для
каждой дуги l0j формально определим верхнее
ограничение d0j , которое соответствует вели-
чине максимального потока из узла-источни-
ка vj в систему. Будем считать, что дуги (v0, vj),
j ∈ NS, являются дугами-источниками, и обо-
значим их множество через �L = {l0j | j ∈ NS},
| �L| = S;

vN+1 — единственный узел-сток бесконечного
объема и дуги (vi, vN+1), i ∈ NK, соединяющие
каждый узел-сток с vN+1. Назовем направлен-
ные дуги (vi, vN+1), i ∈ NK, дугами-стоками,
или стоковыми дугами, и обозначим их мно-
жество через “L = {liN+1|i ∈ NK}, | “L| = K. Для
каждой дуги liN+1 формально определим верх-
нее ограничение diN+1, которое соответству-
ет величине максимального потока из системы
в vi. Значение diN+1 задает верхний предел
для величины потока, покидающего систему
через узел vi. Ориентированный граф, кото-
рый определяется множествами вершин V =
= V⋃{v0, vN+1} и дуг L = “L⋃L⋃ �L, обозна-
чим G = 〈V ,L〉.

Для графа G введем: xij — поток по дуге lij,
lij ∈ L, протекающий в соответствии с ее направле-
нием; N−

j — множество индексов узлов, из которых

исходят дуги, ведущие в j-й узел, N−
j ⊂ N ⋃{0};

N+j — множество индексов узлов, в которые ведут

дуги, исходящие из j-го узла, N+j ⊂ N ⋃{N + 1}.
Вектор потоков x = 〈x0j , . . . , xij , . . . , xi(N+1)〉по ду-
гам lij ∈ L, где

i ∈ N
⋃

{0}, j ∈ N
⋃

{N + 1}, i 6= j, lij ∈ L,

и если i = 0, то j 6= N + 1 , (1)

должен удовлетворять условию сохранения потока
в транзитных узлах

∑

i∈N−

j

xij =
∑

i∈N+

j

xji, j ∈ N , (2)

и ограничению на пропускную способность соот-
ветствующих дуг

0 ≤ xij ≤ dij , lij ∈ L, для i, j выполняется (1). (3)

Множество допустимых потоков в сети X =
= {x | выполняются (1)–(3)}.

При анализе функциональных возможностей
системы будем рассматривать потоки по стоковым
дугам. Перенумеруем стоковые дуги по некоторо-
му правилу натуральными числами от 1 до K, т. е.
установим взаимно однозначное соответствие lk =
= lj(N+1), k = 1, K, j ∈ NK. Пусть xk — величина
потока по стоковой дуге lk, xk = xj(N+1), xj(N+1) ≥
≥ 0, k = 1, K, j ∈ NK. Таким образом, вектор
x = 〈x1, . . . , xk, . . . , xK〉, k = 1, K, покомпонентно
определяет величины потока, которые передаются
по каждой стоковой дуге сети в соответствии с не-
которым допустимым потоком x ∈ X . Обозначим
через X множество всех допустимых векторов x:

X = {x | xk = xj(N+1),

k = 1, K, j ∈ NK, x ∈ X}. (4)

3 Предельные функциональные
характеристики

Рассмотрим множество X векторов-потоков по
стоковым дугам (4). Каждый допустимый вектор
x ∈ X характеризует возможности системы по пе-
редаче потоков, покидающих сеть по всем стоко-
вым дугам одновременно. Множество X является
выпуклым и многогранным. Точки, лежащие на
границе множества X , будем называть предельны-
ми функциональными характеристиками системы
(ПФ-характеристиками).

Определение 1. Монопольным режимом передачи
потока из фиктивного узла-источника v0 в фиктив-
ный сток vN+1 по стоковой дуге la будем называть
такой режим функционирования системы, при ко-
тором потоки по всем остальным стоковым дугам
полагаются равными нулю.

Для анализа множества X рассмотрим некото-
рую фиксированную стоковую дугу la, по которой
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поток xa из вершины va ∈ VK покидает систему.
Вычислим максимальную величину потока xa при
работе системы в монопольном режиме, т. е. решим
следующую задачу о максимальном потоке.

Задача 1. Для выделенной стоковой вершины va ∈
∈ VK найти

x∗
a = max

x∈X
xa

при дополнительном условии xi = 0 для всех i 6= a,
i ∈ NK.

Оптимальное решение задачи 1 — максимально
допустимый поток x∗

a по дуге la из стоковой верши-
ны va ∈ VK при передаче в монопольном режиме
в вершину vN+1. Значение x∗

a для стоковой вер-
шины va будем называть максимальным потоком,
передаваемым в монопольном режиме, или МРМ-
потоком. Вектор 〈0, 0, . . . , x∗

a, 0, 0, . . . , 0〉 является
угловой точкой множества X и лежит на соответ-
ствующей координатной оси. Величина МРМ-по-
тока x∗

a определяет значение a-й ПФ-характеристи-
ки сети.

Последовательно решим задачу 1 и вычислим
МРМ-потоки для каждой стоковой дуги lk, k =
= 1, K. С помощью полученных решений сфор-
мируем вектор МРМ-потоков по стоковым дугам
x∗ = 〈x∗

1, . . . , x
∗
k, . . . , x∗

K〉, значение k-й компонен-
ты которого равно величине потока по стоковой ду-
ге lk в фиктивный узел-сток vN+1 при монопольном
режиме, т. е. без учета потоков по другим стоковым
дугам. Для вычисления предельных значений пото-
ков при одновременной передаче их в сети решим
следующую задачу.

Задача 2. Найти

α∗ = max
α, x∈X

α

при условиях αx∗
k ≤ xk, k = 1, K, α ≥ 0.

Вектор потоков, отвечающий оптимальному ре-
шению α∗ > 0 задачи 2, обозначим через f∗, f∗ =
= α∗x∗ = 〈α∗x∗

1, . . . , α
∗x∗

j , . . . , α
∗x∗

K〉.
Точка с координатами (α∗x∗

1, . . . , α
∗x∗

j , . . .
. . . , α∗x∗

K) лежит на слейтеровской [4,5] грани мно-
жества X по критерию максимизации вектора по-
токов по всем стоковым дугам. В рамках фор-
мализма модели можно утверждать, что вектор f∗

определяет передачу в равных долях максимальных
потоков x∗

j , достижимых только при монопольных
режимах управления. Такое равнодолевое распре-
деление обеспечивает допустимый поток при од-
новременной передаче из фиктивного источника
бесконечной мощности vS по всем стоковым ду-
гам в фиктивный сток бесконечной емкости vK.
Поскольку хотя бы для одной стоковой дуги ком-
понента вектора f∗ задает ее предельные функ-

циональные возможности при одновременной пе-
редаче потока в условиях равнодолевого распреде-
ления, далее вектор f∗ будем называть ПФР-ха-
рактеристикой многополюсной потоковой сетевой
системы (предельной функциональной равнодоле-
вой характеристикой).

4 Критически опасные
повреждения сети

Пусть повреждение сети задается подмноже-
ством w дуг исходной сети, пропускная способность
которых становится равной нулю. Предполагается,
что повреждены могут быть любые дуги сети, кро-
ме стоковых. Положим L′ = L⋃ �L, тогда w ⊆ L′.
Обозначим через dij(w) пропускную способность
дуги lij поврежденной сети и положим

dij(w) =

{
0, если lij ∈ w ;

dij , если lij ∈ L\w .
(5)

Для допустимого после повреждения сети потока
x(w), где распределение потоков по дугам описы-
вается компонентами вектора x(w) = 〈x0j(w), . . .
. . . , xij(w), . . . , xi(N+1)(w)〉, должно выполнять-
ся (1). Для любых допустимых потоков x(w) в по-
врежденной сети выполняются стандартные огра-
ничения

0 ≤ xij(w) ≤ dij(w),

где dij(w) определяется (5), lij ∈ L, (6)

и закон сохранения потока в транзитных узлах
∑

i∈N−

j

xij(w) =
∑

i∈N+

j

xji(w), j ∈ N . (7)

Множество X (w) допустимых потоков в повреж-
денной сети определяется условиями (1), (6) и (7):
X (w) = {x(w) | выполняется (1), (6), (7)}.

Пусть xk(w) — величина потока по k-й стоко-
вой дуге после разрушающего воздействия, тогда
x(w) — вектор величин потоков по всем стоковым
дугам, x(w) = 〈x1(w), . . . , xk(w), . . . , xK(w)〉. Ана-
логично (4) множество

X (w) = {x(w) | xk(w) = xj(N+1)(w) ,

k = 1, K , j ∈ NK , x(w) ∈ X (w)}

описывает достижимые потоки по стоковым дугам
после повреждения.

Определение 2. Критически опасным структурным
повреждением (КС-повреждением) w будем назы-
вать разрушающее воздействие на дуги сети, при
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котором поток хотя бы к одной стоковой верши-
не оказывается равным нулю. Формально в случае
КС-повреждения сети w у вектора потоков x(w)
всегда найдется компонента, равная нулю, т. е.

∀ x(w) ∈ X (w) ∃ k : xk(w) = 0.

Рассмотрим влияние КС-повреждений на ПФ-
и ПФР-характеристики многополюсной потоковой
сетевой системы. Согласно классической теории
о передаче однопродуктового потока [3] макси-
мальному потоку в сети соответствует минималь-
ный разрез, пропускная способность которого
равна величине максимального потока. При раз-
рушении дуг, определяющих минимальный разрез,
передача потока в сети становится невозможной.
Таким образом, по определению 2, все разрезы,
соответствующие МРМ-потокам, образуются КС-
повреждениями. Действительно, для того чтобы
применить [3] в задаче 1, формально положим про-
пускную способность всех стоковых дуг, кроме la,
равной нулю и решим задачу на максимум пото-
ка без дополнительного условия, имевшегося в за-
даче 1. Получим МРМ-поток для дуги la. Для
МРМ-потока x∗

a в этой задаче уже найдем соответ-
ствующее минимальному разрезу (далее — МРМ-
разрез) подмножество R(a) дуг lij ∈ L′, суммарная
пропускная способность которых равна x∗

a, и такое,
что в случае повреждения R(a) при монопольном
для la режиме функционирования передача пото-
ка из единственного источника v0 в единственный
узел-сток vN+1 через стоковую дугу la окажется не-
возможна, т. е.

∑

lij∈R(a)

dij = x∗
a, xa = 0 ∀ x(R(a)) ∈ X (R(a)) .

Далее для сохранения простоты изложения бу-
дем считать, что каждому МРМ-потоку соответ-
ствует единственный МРМ-разрез и единственное
КС-повреждение R(a). Все такие повреждения
объединим в одно множество, т. е введем R =
= {R(a) | a ∈ NK}. Если МРМ-потоку x∗

a соот-
ветствует несколько КС-повреждений, то любые
(все) из них поместим в R. Повреждения, зада-
ваемые МРМ-разрезами, будем называть разрез-
ными. Каждое R(a) ∈ R является оптимальным
в игровой задаче за условного противника, разру-
шающего сеть по критерию отделения одной из сто-
ковых вершин (va) с минимальными затратами на
уничтожение пропускной способности дуг. Когда
же выбираемая «разрушителем» стоковая вершина
не известна заранее (как в модели «оборона против
нападения» [4]), можно ожидать любого поврежде-
ния из R. Поэтому из большого набора КС-по-
вреждений для анализа уязвимости сети выберем

именно разрезные и получение оценок уязвимости
проведем с помощью множества R.

Обозначим через R общее число разрезных КС-
повреждений в множестве R. Для каждой стоко-
вой дуги lk вычислим долю случаев ρk, когда при
повреждении того или иного множества дуг R(a),
a ∈ NK, поток по выбранной стоковой дуге lk ока-
зывается равным нулю. Для этого число разрез-
ных повреждений m(lk), «обнуляющих» поток по
выбранной стоковой дуге lk, разделим на общее
число R повреждений в множестве R, т. е. положим

ρk =
m(lk)

R
.

Передача потока через стоковые дуги lk, для
которых величина ρk больше чем у других, пред-
ставляется более рискованной, так как пути в соот-
ветствующие стоковые вершины vk чаще проходят
в зоне критических повреждений сети. Следова-
тельно, можно считать, что пользователи, стоящие
за подобными стоковыми вершинами vk, наиболее
уязвимы в случае разрезных повреждений. Получи-
ли просто вычисляемый показатель относительной
уязвимости стоковых вершин многополюсной сети.

5 Эффективные повреждения
сети

Теперь предложим способ ранжирования раз-
резных КС-повреждений из R. Обозначим раз-
рушение всех дуг некоторого R(a) ∈ R через wa.
Напомним, что в этом случае поток по стоковой
дуге la оказывается равным нулю. Для оценки изме-
нений относительно исходной ПФР-характеристи-
ки f∗ решим на сети после повреждения wa = R(a)
следующую задачу.

Задача 3. Найти

β∗(wa) = min
x(wa)∈X (wa)

∑

k=1,K

(
f∗

k − xk(wa)

f∗
k

)2
.

Вектор, отвечающий решению задачи 3, обозна-
чим через x∗(wa). Векторуx∗(wa)соответствует век-
тор потоков по стоковым дугам x∗(wa) при повреж-
дении wa: x∗(wa) = 〈x∗

1(wa), x
∗
2(wa), . . . , x

∗
K(wa)〉 .

Компоненты вектора x∗(wa) определяют макси-
мальные (но не выше исходных значений у ПФР-
характеристики) потоки по стоковым дугам при
условии, что пропускная способность дуг из вы-
бранного множества R(a) равна нулю. Заметим,
что a-я компонента вектора x∗(wa) гарантированно
равна нулю.
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Для решения x∗(wa) задачи 3 введем множество
номеров стоковых дуг, величина потока по кото-
рым равна нулю, K−(wa) = {k = 1, K | x∗

k(wa) = 0},
и обозначим через K+(wa)множество номеров сто-
ковых дуг, величина потока по которым больше
нуля, K+(wa) = {k = 1, K | x∗

k(wa) > 0}. При этом
K−(wa)

⋃K+(wa) = �L. Вычислим долю стоковых
дуг с нулевым потоком и обозначим ее

κ(wa) =
|K−(wa)|

K
.

Найдем значение суммарных относительных по-
терь для сохранившихся потоков по стоковым ду-
гам:

–(wa) =
∑

k∈K+(wa)

f∗
k − x∗

k(wa)

f∗
k

.

Процедуру построения векторов x∗(wk) и опре-
деления величин κ(wk) и –(wk) проведем для каж-
дого из КС-повреждений R(k), k ∈ NK, входящих
в R. Выберем из R подмножество R∗

разрезных
повреждений, недоминируемых сразу по двум по-
казателям (κ,–):

R∗
= {R(k) ∈ R | ∀ a ∈ NK : если κ(wa) > κ(wk),

то–(wk) > –(wa)}.
Критически опасные структурные повреждения
из R∗

будем называть эффективными (с точки
зрения разрушителя сети — по векторному крите-
рию (κ,–) на максимум). Они задают конфигура-
ции дуг сети, образующие ее «слабые места», защи-
та которых требуется в первую очередь. Остальные
элементы R — доминируемые повреждения, но то-
же могут быть полезны для целей аналитики.

Опираясь на полученные результаты, опреде-
лим, полное разрушение каких дуг из КС-повреж-
дений, входящих в множество R, оказывает наи-
большее влияние на уязвимость сети. Для этого
построим таблицу, организованную следующим
образом. В первый стролбец таблицы внесем дуги
сети lij, которые могут быть подвержены разруше-
нию, во второй — общее число разрезных повреж-
дений n(lij), в которые входит дуга lij, в третий —

Формирование разрезных и эффективных
повреждений

Дуги сети
Разрезные

повреждения
Эффективные
повреждения

l0j n(l0j) n∗(l0j)
...

...
...

lij n(lij) n∗(lij)
...

...
...

liN n(liN ) n∗(liN )

общее число эффективных разрезных поврежде-
ний n∗(lij) с дугой lij .

Чем больше значение n(lij), тем важнее сохра-
нить дугу lij от разрушения, поскольку удаление lij
снижает пропускную способность минимального
разреза (и МРМ-потоки) для большего числа сто-
ковых вершин. Заметим, что ПФР-характеристики
КС-повреждений для указанных вершин не обяза-
тельно хуже, чем при удалении иной дуги. Для дуг
с большими значениями как n(lij), так и n∗(lij) их
влияние на уязвимость сети по отношению к раз-
резным повреждениям, по-видимому, еще суще-
ственней.

6 Заключение
Сценарии повреждения дуг, соответствующих

минимальным разрезам, не являются единственно
возможными. При исследовании сетевых систем
приходится обращаться к теории графов и мето-
дам комбинаторной оптимизации [6, 7]. Пробле-
ма состоит в том, что попытки решения многих
практических задач требуют применения ресурсо-
емких переборных методов анализа структуры сети
с последующим специальным изучением функцио-
нальных потоковых характеристик [8, 9].

Предложенная в настоящей работе схема вы-
деляет на дереве перебора содержательно важные
точки ветвления — конфигурации дуг сети, обра-
зующие МРМ-разрезы. Подобным образом опыт-
ный шахматист или хорошая шахматная програм-
ма заранее тщательно рассматривает некоторые
стандартные часто встречающиеся позиции, чтобы
сэкономить время в реальной партии и/или лучше
понять внутреннюю логику возможных последую-
щих ходов в игре.

Разработанный подход опирается на методо-
логию исследования операций [4]. Определение
допустимых потоков через все стоковые дуги по-
зволяет анализировать сложные взаимосвязи, свой-
ственные большим территориально распределен-
ным системам (см., например, [10]). Изучение
разрезных повреждений помогает выявить наибо-
лее уязвимые стоковые вершины. Следует под-
черкнуть, что методы потокового программирова-
ния [3], положенные в основу анализа, дают способ
быстро и эффективно проводить необходимые вы-
числения и получать значимые результаты.
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ОБ ИНВАРИАНТНОСТИ СТАЦИОНАРНОГО РАСПРЕДЕЛЕНИЯ

СИСТЕМЫ МАССОВОГО ОБСЛУЖИВАНИЯ С ОГРАНИЧЕННЫМИ

РЕСУРСАМИ И С ИНТЕНСИВНОСТЯМИ ПОСТУПЛЕНИЯ

И ОБСЛУЖИВАНИЯ, ЗАВИСЯЩИМИ ОТ СОСТОЯНИЯ

СИСТЕМЫ∗

Э. С. Сопин1, В. А. Наумов2, К. Е. Самуйлов3

Аннотация: Рассматривается дальнейшее обобщение систем массового обслуживания (СМО), в которых
заявкам для обслуживания требуется не только прибор, но и некоторый объем ресурсов, суммарный объем
которых ограничен. В рассматриваемой системе интенсивности поступления и обслуживания заявок
зависят от состояния системы, при этом объемы работ, приносимых заявками, имеют произвольное
распределение с конечным средним. Сформулирована и доказана теорема о мультипликативном виде
стационарного распределения вероятностей при пуассоновском входящем потоке, зависящем от числа
заявок в системе. Показано, что стационарные вероятности числа заявок в системе и объемов занятых
ими ресурсов, аналогично системе Эрланга с потерями, не зависят от вида функции распределения (ФР)
объема работ, а зависят только от математического ожидания.

Ключевые слова: ограниченные ресурсы; система массового обслуживания; инвариантность; время
обслуживания
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1 Введение

Обобщение многолинейной модели Эрланга
с потерями в виде СМО, в которых заявка на все
время обслуживания занимает прибор и случайный
объем ограниченных ресурсов, все чаще приме-
няется для анализа современных вычислительных
и телекоммуникационных систем. К примеру, при
построении и анализе моделей перспективных бес-
проводных сетей основная сложность заключается
в том, что объем используемых частотно-времен-
н‚ых ресурсов одной пользовательской сессией за-
висит не только от типа услуги, но и массы других
факторов, влияющих на распространение радио-
сигнала, таких как расстояние между мобильным
устройством и базовой станцией, наличие допол-
нительных препятствий между ними, используемая
кодово-модуляционная схема и др. Системы мас-
сового обслуживания с ограниченными ресурсами
позволяют учесть все эти факторы и описывают
функционирование таких систем с высокой степе-
нью адекватности [1]. Первые результаты для сис-
тем с ограниченными ресурсами были получены

в работе [2]. Рассматриваемая в настоящей статье
ресурсная СМО, в которой интенсивности поступ-
ления и обслуживания заявок зависят от состояния
системы, была изучена в [3] в случае экспонен-
циального распределения времени обслуживания
и пуассоновского входящего потока.

Впервые свойство инвариантности было дока-
зано для системы Эрланга с потерями [4, 5]. В даль-
нейшем было показано, что свойство инвариант-
ности справедливо для класса «симметричных»
СМО, примерами которых служат однолинейная
СМО с дисциплиной разделения процессора и бес-
конечно-линейная СМО. Для более полного обзора
инвариантных систем читателю предлагается озна-
комиться с работой [6].

Для СМО с ограниченными ресурсами и посто-
янными интенсивностями поступления и обслужи-
вания заявок свойство инвариантности было дока-
зано в [7]. В данной работе доказывается свойство
инвариантности системы из [3] относительно вида
распределения времени обслуживания. За основу
доказательства свойства инвариантности более об-
щей системы была взята идея доказательства из [6].

∗Публикация подготовлена при финансовой поддержке Минобрнауки России (проект 2.882.2017/4.6).
1Российский университет дружбы народов, Институт проблем информатики Федерального исследовательского центра «Инфор-

матика и управление» Российской академии наук, sopin es@rudn.university
2Исследовательский институт инноваций, г. Хельсинки, Финляндия, valeriy.naumov@pfu.fi
3Российский университет дружбы народов; Институт проблем информатики Федерального исследовательского центра «Инфор-

матика и управление» Российской академии наук, samouylov ke@rudn.university
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2 Модель системы в случае
экспоненциального
распределения времени
обслуживания

Рассмотрим многолинейную СМО с N < ∞
приборами. Предположим, что поступающий по-
ток является пуассоновским с параметром λk, зави-
сящим от числа k заявок в системе, а объемы работ,
которые необходимо выполнить для обслуживания
заявок, независимы между собой и от поступающе-
го потока и экспоненциально распределены с пара-
метром µ = 1/b. Предположим также, что каждый
прибор обслуживает заявки с постоянной, зави-
сящей от числа k заявок в системе скоростью σk.
Система располагает ограниченным объемом ре-
сурсов M типов и функционирует следующим обра-
зом:

1. Каждой находящейся в системе заявке требу-
ется один прибор и некоторый объем ресурса
каждого типа.

2. Поступившая заявка теряется, если в момент
поступления объем требуемого ей ресурса пре-
вышает объем свободного ресурса этого типа
либо в системе нет свободных приборов.

3. В момент поступления заявки объем свободно-
го ресурса каждого типа уменьшается на вели-
чину ресурса, выделенного этой заявке.

4. В момент ухода заявки объем свободного ре-
сурса каждого типа увеличивается на величину
ресурса, выделенного этой заявке.

Обозначим Rm общий объем ресурса типа m
и rj = (rj1, rj2, . . . , rjM ) — вектор объемов ресур-
сов, необходимых j-й поступившей заявке, j ≥ 1.
Будем считать, что случайные векторы rj не зависят
от процесса поступления и обслуживания заявок,
независимы в совокупности и одинаково распреде-
лены с ФР F (x).

Будем считать, что поступившие заявки распо-
лагаются в очереди в порядке поступления и опи-
шем состояние системы в момент t процессом
X(t) = (ξ(t), γ(t)). Здесь ξ(t)— число заявок в сис-
теме и γ(t) =

(
γ1(t), γ2(t), . . . , γξ(t)(t)

)
, где γi(t) —

вектор объемов ресурсов, занимаемых i-й заявкой.
Состояние системы может измениться только в мо-
менты ti, когда либо в систему поступает, либо ее
покидает заявка.

Введем обозначения для стационарных вероят-
ностей процесса X(t):

p0 = lim
t→∞

P(ξ(t) = 0) ; (1)

pk (r1, . . . , rk) = lim
t→∞

P (ξ(t) = k,

γ1(t) ≤ r1, . . . , γk(t) ≤ rk) , 1 ≤ k ≤ N . (2)

Выражения для стационарного распределе-
ния (1), (2) имеют следующий вид:

p0 =

(
1 +

N∑

k=1

F (k)(R)
bk

k!

k∏

i=1

λi−1

σi

)−1

;

pk (r1, r2, . . . , rk) =

= p0F (r1)F (r2) · · ·F (rk)
bk

k!

k∏

i=1

λi−1

σi
,

1 ≤ k ≤ N , r1 ≥ 0 , . . . , rk ≥ 0 ,

k∑

i=1

ri ≤ R , (3)

где F (k)(x) есть k-кратная свертка ФР F (x).

3 Свойство инвариантности
относительно вида
распределения времени
обслуживания

Рассмотрим поведение системы в случае, когда
распределение объемов работ не является экс-
поненциальным, а распределено в соответствии
с ФР B(x) с таким же математическим ожидани-
ем b. Будем считать, что распределение времени
обслуживания имеет плотность b(x) на полуоси
[0,∞), однако заметим, что опираясь на свой-
ства слабой непрерывности, как в [8], полученные
результаты можно доказать и в более общем слу-
чае. Состояние системы в момент t описывает-
ся случайным процессом “X(t) = (ξ(t), γ(t), β(t)).
Здесь, как и прежде, ξ(t) — число заявок в сис-
теме, γ(t) описывает объемы ресурсов, зани-
маемых каждой заявкой, а третья компонента
β(t) =

(
β1(t), β2(t), . . . , βξ(t)(t)

)
, где βi(t) — объ-

ем обслуженной работы i-й заявки. При по-
ступлении заявки с вектором требований ресур-
сов r система переходит из состояния (k, (r1, . . .
. . . , rk) , (x1, . . . , xk)) в одно из состояний (k + 1,
(r1, . . . , ri−1, r, ri, . . . , rk) , (x1, . . . , xi−1, 0, xi, . . .
. . . , xk)), 0 ≤ i ≤ k, с вероятностью 1/(k + 1).

Обозначим
q0(t) = P(ξ(t) = 0) ; (4)

Qk(r1, . . . , rk, x1, . . . , xk; t) =

= P (ξ(t) = k, γ1(t) ≤ r1, . . . , γk(t) ≤ rk,

β1(t) < x1, . . . , βk(t) < xk) , 1 ≤ k ≤ N , (5)

вероятности состояний системы в момент времени t
и qk(r1, . . . , rk, x1, . . . , xk; t)— плотности вероятно-
стей Qk(r1, . . . , rk, x1, . . . , xk; t), k > 0.
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Выпишем уравнения изменения k-мерных
плотностей qk(r1, . . . , rk, x1, . . . , xk; t), в точке
r1, . . . , rk, x1, . . . , xk за малое время–t. Для вероят-
ностей пустой системы справедливо равенство:

q0(t+–t) = q0(t) (1− λ0F (R)–t) +

+

∫

0≤r≤R

∞∫

0

q1(dr, x; t)
b(x)σ1–t

1 − B(x)
dx + o(–t) . (6)

Первое слагаемое в правой части уравнения (6)
соответствует случаю, при котором в интервале
(t, t +–t) не было поступлений заявок, а второе —
окончанию обслуживания заявки на данном интер-
вале. Множитель b(x)σ1–t/(1 − B(x)) имеет здесь
смысл вероятности того, что на интервале (t, t+–t)
заявка будет обслужена при условии, что объем
работы, принесенной заявкой, превышает x. Выве-
дем теперь уравнения для случая, когда в системе
находится 0 < n < N заявок:

qk (r1, . . . , rk, x1, . . . , xk; t+–t) =

=

∫

0≤si≤ri,
i=1,2,...,k

qk (ds1, . . . , dsk, x1 − σk–t, . . . , xk − σk–t; t)×

×
[
1−

(
λkF

(
R−

k∑

i=1

si

)
+

k∑

i=1

b(xi)σk

1− B(xi)

)
–t

]
+

+

k+1∑

j=1

∫

0≤si≤ri,
i=1,2,...,k,

s≤R−s1−···−sk

∞∫

0

qk+1 (ds1, . . . , dsj−1, ds, dsj , . . .

. . . , dsk, x1 − σk+1–t, . . . , xj−1 − σk+1–t, x,

xj − σk+1–t, xk − σk+1–t; t)
b(x)σk+1–t

1− B(x)
dx+

+ o(–t) ,

k∑

i=1

ri ≤ R , 1 ≤ k ≤ N − 1 . (7)

Аналогично уравнению (6) первое слагаемое
в правой части (7) соответствует случаю, в котором
за интервал (t, t + –t) не происходит поступлений
новых заявок и ни одна заявка не покидает систему,
а второе — окончанию обслуживания одной заявки.
Если в системе уже находится N заявок, то новых
поступлений быть не может и невозможен переход
из состояний с N + 1 заявками. Тогда уравнение
упрощается:

qN (r1, rN , x1, . . . , xN ; t+–t) =

= qN (r1, . . . , rN , x1 − σN–t, . . . , xN − σN–t; t)×

×
[
1−

N∑

i=1

b(xi)σk

1− B(xi)
–t

]
+ o(–t) ,

N∑

i=1

ri ≤ R . (8)

Поделив левые и правые части уравнений (6)–(8)
на–t и устремив–t к нулю, получим:

∂q0(t)

∂t
+ λ0q0(t)F (R) =

= σ1

∫

0≤r≤R

∞∫

0

q1(dr, x; t)
b(x)

1 − B(x)
dx ; (9)

∂qk(r1, . . . , rk, x1, . . . , xk; t)

∂t
+

+ σk

k∑

i=1

∂qk(r1, . . . , rk, x1, . . . , xk; t)

∂xi
=

= −
∫

0≤si≤ri,
i=1,2,...,k

qk(ds1, . . . , dsk, x1, . . . , xk; t)×

×
(

λkF

(
R−

k∑

i=1

si

)
+

k∑

i=1

b(xi)σk

1− B(xi)

)
+

+

k+1∑

j=1

∫

0≤si≤ri,
i=1,2,...,k,

s≤R−s1−···−sk

∞∫

0

qk+1 (ds1, . . . , dsj−1, ds, dsj, . . .

. . . , dsk, x1, . . . , xj−1, x, xj , xk; t)
b(x)σk+1

1− B(x)
dx ,

k∑

i=1

ri ≤ R , 1 ≤ k ≤ N − 1 ; (10)

∂qN(r1, . . . , rN , x1, . . . , xN ; t)

∂t
+

+ σN

N∑

i=1

∂qN(r1, . . . , rN , x1, . . . , xN ; t)

∂xi
=

= −qN (r1, . . . , rN , x1, . . . , xN ; t)

N∑

i=1

b(xi)σN

1− B(xi)
,

N∑

i=1

ri ≤ R . (11)

Для вывода граничных условий рассмотрим по-
ведение системы в моменты поступления заявок:

σk–t∫

0

qk (r1, . . . , ri−1, r, rj , . . . , rk, x1 + σk–t, . . .

. . . , xi−1 + σk–t, x, xi + σk–t, . . . , xk−1 + σk–t;

t+–t) dx =
λk–t

k
F (r) ×

× qk−1 (r1, . . . , rk−1, x1, . . . , xk−1; t) + o(–t) ,
k∑

i=1

ri ≤ R− r , 0 < k ≤ N .

Аналогично, поделив на–t и устремив–t к ну-
лю, получим:
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σkqk (r1, . . . , ri−1, r, ri, . . . rk, x1, . . . , xi−1, 0, xi, . . .

. . . , xk−1; t) =

=
λk

k
F (r)qk−1 (r1, . . . , rk−1, x1, . . . , xk−1; t) ,

k∑

i=1

ri ≤ R− r , 0 < k ≤ N . (12)

Чтобы получить уравнения для стационарного
режима, приравняем к нулю производные функ-
ций (4)–(5) по времени t. В результате урав-
нения (9)–(11) и граничное условие (12) примут
вид:

λ0q0F (R) = σ1

∫

0≤r≤R

∞∫

0

q1(dr, x)
b(x)

1 − B(x)
dx ; (13)

σk

k∑

i=1

∂qk(r1, . . . , rk, x1, . . . , xk)

∂xi
=

= −
∫

0≤si≤ri,
i=1,2,...,k

qk(ds1, . . . , dsk, x1, . . . , xk)×

×
(

λkF

(
R−

k∑

i=1

si

)
+

k∑

i=1

b(xi)σk

1− B(xi)

)
+

+

k+1∑

j=1

∫

0≤si≤ri,

i=1,2,...,k,
s≤R−s1−···−sk

∞∫

0

qk+1 (ds1, . . . , dsj−1, ds, dsj , . . .

. . . , dsk, x1, . . . , xj−1, x, xj , xk)
b(x)σk+1

1− B(x)
dx ,

k∑

i=1

ri ≤ R , 1 ≤ k ≤ N − 1 ; (14)

σN

N∑

i=1

∂qN (r1, . . . , rN , x1, . . . , xN )

∂xi
=

= −qN(r1, . . . , rN , x1, . . . , xN )

N∑

i=1

b(xi)σN

1− B(xi)
,

N∑

i=1

ri ≤ R ; (15)

σkqk (r1, . . . ri−1, r, ri, . . . , rk, x1, . . . , xi−1, 0, xi, . . .

. . . , xk−1) =

=
λk

k
F (r)qk−1(r1, . . . , rk−1, x1, . . . , xk−1) ,

k∑

i=1

ri ≤ R− r , 0 < k ≤ N . (16)

Решение системы (13)–(16) задается выражениями:

qk (r1, . . . , rk, x1, . . . , xk) =

= q0F (x1) · · ·F (xk)
1

k!

k∏

i=1

λi−1

σi
(1− B(xi)) ,

0 ≤ k ≤ N , x1 ≥ 0, . . . ,xk ≥ 0,
k∑

i=1

xi ≤ R . (17)

Это следует из того, что для любой непрерывной
функции B(x)

d(1− B(x))

dx
= −b(x) ,

и тогда каждое i-е слагаемое в левой части урав-
нений (14) и (15) равно i-му слагаемому в первой
сумме правой части. Кроме того, так как

∞∫

0

b(x) dx = 1 ,

то

k+1∑

j=1

∫

0≤si≤ri,
i=1,2,...,k,

s≤R−s1−···−sk

∞∫

0

qk+1 (ds1, . . . , dsj−1, ds, dsj, . . .

. . . , dsk, x1, . . . , xj−1, x, xj , xk)
b(x)σk+1

1− B(x)
dx −

− λkF

(
R−

k∑

i=1

si

)
×

×
∫

0≤si≤ri,
i=1,2,...,k

qk (ds1, . . . , dsk, x1, . . . , xk) = 0 .

Таким образом, выражение (17) является решением
системы (13)–(16). Доказательство того, что сис-
тема (13)–(16) имеет единственное вероятностное
решение, можно провести аналогично работе [9].
Таким образом, доказана следующая теорема.
Теорема. Если объемы работ имеют ФР B(x) и конеч-

ное математическое ожидание b, то стационарное

распределение (5) процесса “X(t) имеет вид:

Qk (r1, . . . , rk, x1, . . . , xk) =

= q0F (r1) · · ·F (rk)
bk

k!

k∏

i=1

λi−1

σi

“B(xi) ,

1 ≤ k ≤ N , r1 ≥ 0, . . . , rk ≥ 0 ,

k∑

i=1

ri ≤ R ,

где “B(x) есть ФР остаточного объема работы:

“B(x) =
1

b

x∫

0

(1 − B(y)) dy .
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Отсюда, в частности, следует, что формула для мар-
гинальных вероятностей Qk(r1, . . . , rk,∞, . . . ,∞)
идентична выражению (3) для случая экспонен-
циального распределения объема работы. Таким
образом, доказано, что стационарное распределе-
ние вероятностей СМО с ограниченными ресурса-
ми и с интенсивностями поступления и обслужива-
ния заявок, зависящими от состояния системы, не
зависит от вида распределения объема работы заяв-
ки, а зависит только от математического ожидания.

4 Заключение

В работе был проведен анализ стационарного
распределения СМО с ограниченными ресурсами
и интенсивностями поступления и обслуживания,
зависящими от состояния системы, в случае про-
извольного распределения объема работы, прино-
симого заявкой. Была доказана теорема о мульти-
пликативном виде стационарного распределения
системы. Кроме того, было показано, что ста-
ционарное распределение числа заявок в системе
и объема занимаемых ими ресурсов не зависит от
вида распределения объема работы заявки, а зави-
сит только от математического ожидания.
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Abstract: The authors consider further generalization of the queuing systems, in which customers require not only
a server but also a certain amount of limited resources. In the considered queuing system, arrival and serving
intensities depend on the statе of the system. The authors assume an arbitrary distribution of the service time.
The authors prove that the stationary distribution of the system has product form in the case of Poisson arrivals.
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Moreover, it was shown that the steady-state probability distribution of number of customers in the system and
volumes of occupied resources depends on the service time distribution only through its mean.
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РЕСУРСНЫЕ СИСТЕМЫ МАССОВОГО ОБСЛУЖИВАНИЯ

КАК МОДЕЛИ БЕСПРОВОДНЫХ СИСТЕМ СВЯЗИ∗

А. В. Горбунова1, В. А. Наумов2, Ю. В. Гайдамака3, К. Е. Самуйлов4

Аннотация: Представлен обзор ресурсных систем массового обслуживания (СМО), используемых для
моделирования широкого класса реальных систем, в которых ресурсы являются заведомо ограниченными.
Несмотря на объективную важность исследования подобных систем, работ, посвященных их анализу,
до последнего времени существовало совсем немного, что было связано со сложностью построения
случайного процесса, описывающего их функционирование, и, соответственно, получения численных
результатов. Однако за последние годы произошел существенный сдвиг в изучении ресурсных систем,
были предложены новые методы их анализа, позволяющие строить рекуррентные алгоритмы, пригодные
для численных расчетов. В этой связи в обзоре отражена только часть полученных результатов, а именно:
рассмотрены ресурсные системы без мест для ожидания с экспоненциальным временем обслуживания.
Рассмотрены модели беспроводных систем связи, основанные на ресурсных СМО (РСМО), выражения
для оценки основных вероятностно-временных характеристик и алгоритмы их вычисления.

Ключевые слова: ресурсная система массового обслуживания; непрерывный ресурс; дискретный ре-
сурс; ограниченный ресурс; рекуррентный алгоритм; гетерогенная сеть; стационарное распределение;
полумарковский процесс; беспроводные системы связи
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1 Введение

В классических СМО приборы и места ожида-
ния играют роль необходимых для обслуживания
ресурсов. В РСМО кроме приборов и мест ожи-
дания заявкам могут потребоваться различные до-
полнительные ресурсы. Это может быть некоторый
случайный объем ресурса, занимаемого на время
ожидания начала обслуживания, либо на время об-
служивания, либо на все время пребывания заявки
в системе. Если у системы нет достаточного числа
свободных ресурсов, поступившая заявка теряется.
В дальнейшем будем использовать термин «ресурс»
только для обозначения дополнительного ресурса,
отличного от приборов или мест ожидания.

Интерес к РСМО объясняется возможностью
их применения для моделирования достаточно ши-
рокого спектра технических устройств и в целом
информационно-вычислительных систем. В част-
ности, если говорить о единственном типе ресурса
ограниченного объема, то таким образом может мо-
делироваться ограниченность памяти некоторого
устройства или отдельной системы. Таким образом,
увеличивается реалистичность модели и, соответ-

ственно, ее практическая ценность. Если же гово-
рить о множественных ресурсах, то стоит вспом-
нить услуги беспроводных сетей, таких, например,
как Long Term Evolution (LTE) [1]. Рост их популяр-
ности делает необходимым создание эффективных
инструментов для оценки телекоммуникационны-
ми операторами работы радиоинтерфейсов [2, 3].
В этих сетях каждая активная сессия занимает опре-
деленный объем радиоресурсов (например, ширину
полосы пропускания спектра частот, мощности пе-
редачи радиочастотного усилителя и др.), которые
являются заведомо ограниченными и должны быть
распределены при поступлении вызова пользовате-
ля и освобождены по завершении сессии [4].

Стоит отметить, что моделированию беспровод-
ных систем связи с помощью СМО с множествен-
ными ресурсами начиная с [5] посвящено большое
число публикаций. Однако основной акцент в них
делается на анализ различных схем распределения
ресурсов в системах c детерминированными тре-
бованиями заявок к ресурсам. Обзор этих работ
можно найти в [6–8].

Статья организована следующим образом:
в разд. 2 описываются основные типы РСМО без

∗Публикация подготовлена при финансовой поддержке Минобрнауки России (проект 2.882.2017/4.6).
1Российский университета дружбы народов, gorbunova av@rudn.university
2Исследовательский институт инноваций, Хельсинки, Финляндия, valeriy.naumov@pfu.fi
3Российский университет дружбы народов; Институт проблем информатики Федерального исследовательского центра «Инфор-

матика и управление» Российской академии наук, gaydamaka yuv@rudn.university
4Российский университет дружбы народов; Институт проблем информатики Федерального исследовательского центра «Инфор-

матика и управление» Российской академии наук, samouylov ke@rudn.university

48



Ресурсные системы массового обслуживания как модели беспроводных систем связи

мест для ожидания, методы их исследования и полу-
ченные результаты в виде выражений для основных
вероятностно-временн‚ых характеристик функци-
онирования указанных систем. В разд. 3 пред-
ставлены подходы, позволяющие провести числен-
ные расчеты с помощью полученных соотношений.
В заключении кратко подведены итоги работы.

2 Ресурсные системы массового
обслуживания

Более подробно остановимся на описании об-
щей модели РСМО без мест для ожидания (рис. 1).
Система может располагать ограниченным или не-
ограниченным объемом ресурсов как одного, так
и нескольких типов. Схему ее функционирования
можно описать следующим образом:

(1) для обслуживания каждой заявки требуется
один прибор и некоторый объем ресурса каж-
дого типа;

(2) поступившая заявка теряется, если в момент
поступления объем требуемого ей ресурса пре-
вышает объем свободного ресурса этого типа
либо все приборы заняты;

(3) в момент начала обслуживания заявки сум-
марный объем занятого ресурса каждого типа
увеличивается на величину ресурса, выделен-
ного этой заявке;

(4) в момент окончания обслуживания заявки
суммарный объем занятого ресурса каждого
типа уменьшается на величину ресурса, выде-
ленного этой заявке.

В СМО может поступать один или несколько
классов заявок, для которых Al(t) — функция рас-
пределения времени между поступлениями заявок
класса l, Hl(t,x) — совместная функция распреде-
ления длительности обслуживания и вектора объ-
ема ресурсов, необходимых поступившей заявке

Рис. 1 Схема функционирования РСМО общего вида

Рис. 2 Схема функционирования простейшей РСМО

класса l, l = 1, L. Для случая, когда случайные вели-
чины длительности обслуживания и вектора объема
необходимых ресурсов независимы, имеем

Hl(t,x) = Bl(t)Fl(x) ,

где Bl(t) — функция распределения времени об-
служивания заявки класса l; Fl(x) — функция рас-
пределения вектора объема ресурсов, требуемых
заявкам класса l.

Первые статьи, посвященные анализу СМО
с выделением каждой поступающей заявке по-
мимо прибора некоторого случайного объема ре-
сурса единственного типа появились в начале
1970-х гг. [9, 10]. В частности, в работе [9] рас-
сматривалась бесконечно линейная СМО с пуассо-
новским входящим потоком и экспоненциальным
временем обслуживания (рис. 2). Величины требу-
емых ресурсов — независимые одинаково распре-
деленные случайные величины с функцией распре-
деления F (x). В качестве емкости системы, т. е.
максимально допустимого объема ресурсов, высту-
пает величина R.

Система уравнений равновесия (СУР) для слу-
чайного процесса, описывающего систему, факти-
чески представляет собой обобщение системы Эр-
ланга. В результате решения СУР были получены
стационарные вероятности того, что в системе на-
ходится k заявок:

pk =
(1/k!)(λ/µ)kF (k)(R)

∑∞

i=0
(1/i!)(λ/µ)iF (i)(R)

,

где F (k)(x) является k-кратной сверткой функции
распределения F (x), k = 2, 3, . . ., F (0)(x) = 1,
F (1)(x) = F (x). В условиях описанной модели
потеря заявки или отказ в обслуживании происхо-
дят только тогда, когда разность между величиной
объема всей системы и суммарным объемом ресур-
сов, занятых находящимися в системе заявками,
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меньше, чем величина требуемого объема ресур-
сов у вновь поступившей заявки. Таким образом,
вероятность потери заявки равна

B = 1−

∑∞

k=0
(1/k!)(λ/µ)kF (k+1)(R)

∑∞

k=0
(1/k!)(λ/µ)kF (k)(R)

.

Для того чтобы более детально ознакомиться
с особенностями построения и анализа РСМО, по-
дробнее остановимся на статье [4]. Здесь рассмат-
ривается многолинейная СМО c N ≤ ∞ прибора-
ми. Поступающий поток является пуассоновским
с параметром λ, длительности обслуживания заявок
независимы между собой и от поступающего пото-
ка и имеют экспоненциальное распределение с па-
раметром µ. Система располагает ограниченным
объемом ресурсов M типов. Обозначим через Rm

общий объем ресурса типа m, R = (R1, . . . , RM ),
и через rj = (rj1, rj2, . . . , rjM )— вектор объемов ре-
сурсов, необходимых j-й поступившей заявке, j =
= 1, 2, . . . Будем считать, что случайные векторы rj
не зависят от процессов поступления и обслужи-
вания заявок, независимы в совокупности и оди-
наково распределены с функцией распределения
F (x),x = (x1, . . . , xM ). Состояние такой системы
в момент t можно описать полумарковским про-
цессом X(t) = {ξ(t),•(t)} [4]. Здесь ξ(t) — число
заявок в системе, а •(t) = (γ1(t), γ2(t), . . . , γξ(t)(t)),
где γi(t)— вектор объемов всех типов ресурсов, за-
нимаемых i-й обслуживаемой заявкой. Находящи-
еся на обслуживании заявки перенумеровываются
в порядке убывания остаточного времени обслу-
живания. Рассмотрим предельное распределение
процесса X(t) :

p0 = lim
t→∞

P{ξ(t) = 0} ;

Pk (x1,x2, . . . ,xk) = lim
t→∞

P {ξ(t) = k;

γ1(t) ≤ x1, γ2(t) ≤ x2, . . . , γk(t) ≤ xk} .

После решения соответствующей СУР получаем

p0 =

(
1 +

N∑

i=1

F (k)(R)
ρk

k!

)−1

;

Pk(x1,x2, . . . ,xk) = p0F (x1)F (x2) · · ·F (xk)
ρk

k!
,

x1,x2, . . . ,xk ≥ 0,
k∑

i=1

xi ≤ R, 1 ≤ k ≤ N,

где ρ = λ/µ; F (k)(x) — k-кратная свертка функ-
ции F (x); xi = (xi1, . . . , xiM ), i = 1, k. Далее,
если обозначить вектор суммарных объемов за-
нятых ресурсов каждого типа δ(t) =

∑ξ(t)
i=1 γi(t),

δ(t) = (δ1(t), . . . , δM (t)), стационарное распределе-
ние Qk(x) случайного процесса X(t) = (ξ(t); δ(t))
примет вид:

Qk(x) = lim
t→∞

P{ξ(t) = k; δ(t) ≤ x} = p0F
(k)(x)

ρk

k!
,

0 ≤ x ≤ R , 1 ≤ k ≤ N .

В [11] исследуется РСМО с единственным ти-
пом ограниченного ресурса объема R, но уже с L
входящими пуассоновскими потоками с интен-
сивностями λ1, . . . , λL и с N ≤ ∞ приборами.
Длительности обслуживания заявок независимы
между собой, от поступающих потоков и экспонен-
циально распределены с параметром µl для заявок
класса l, l = 1, L. Предполагается, что объем ресур-
са, требуемого заявкам класса l, является случай-
ной величиной с функцией распределения Fl(x), не
зависящей от процессов поступления и обслужива-
ния заявок. Обслуживающимся заявкам присваи-
вается номер, причем так, чтобы заявка с номером
i имела i-е по величине остаточное время обслужи-
вания. Этот номер следует отличать от порядкового
номера заявки. При поступлении новой заявки
все находящиеся на обслуживании заявки пере-
нумеровываются. Состояние системы в момент t
описывается полумарковским процессом X(t) =
= (ξ(t);θ(t);γ(t)). Здесь, как и прежде, ξ(t)— число
заявок в системе; θ(t) = (θ1(t), θ2(t), . . . , θξ(t)(t));
γ(t) = (γ1(t), γ2(t), . . . , γξ(t)(t)), где θi(t)— класс i-й
обслуживаемой заявки; γi(t)— объем занимаемого
ею ресурса.

Введем стационарное распределение процес-
са X(t)

p0 = lim
t→∞

P{ξ(t) = 0} ;

pk
l1,...,lk

(x1, . . . , xk) = lim
t→∞

P {ξ(t) = k;

θ1(t) = l1, . . . , θk(t) = lk;

γ1(t) ≤ x1, . . . , γk(t) ≤ xk} .

В результате решения соответствующей СУР полу-
чены выражения для стационарных вероятностей
описанной системы. Кроме того, в [11] показано,
что стационарные вероятности того, что в систе-
ме находятся kj заявок типа j и суммарный объем
занимаемого ими ресурсов не превосходит xj, j =
= 1, L, имеют мультипликативный вид:

Pk1,...,kL
(x1, . . . , xk) = p0

L∏

j=1

F
(kj)
j (xj)

ρ
kj

j

kj !
.

В [12] исследуются показатели эффективности
сетей LTE. Ресурсная СМО, моделирующая сис-
тему, аналогична представленной в [11], но уже
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с M типами ограниченных ресурсов, и потому ста-
ционарные вероятности

p0 = lim
t→∞

P{ξ(t) = 0} ;

pk
l1,...,lk

(x1, . . . ,xk) = lim
t→∞

P {ξ(t) = k;

θ1(t) = l1, . . . , θk(t) = lk;

γ1(t) ≤ x1, . . . , γk(t) ≤ xk}

после решения соответствующей СУР примут вид:

p0 =

(
1 +

+
N∑

r=1

∑

k1+···+kr=r

(
F
(k1)
1 ∗ F

(k2)
2 ∗ · · · ∗ F (kr)

r

)
(R)×

× ρk1
1

k1!

ρk2
2

k2!
· · · ρkr

1

kr!

)−1

;

pk
l1,...,lk

(x1, . . . ,xk) =

= p0Fl1(x1)Fl2(x2) · · ·Flk(xk)

k∏

n=1

λln∑n

i=1
µli

,

1 ≤ l1, . . . , lk ≤ L , x1,x2, . . . ,xk ≥ 0 ,

k∑

i=1

xi ≤ R, 1 ≤ k ≤ N,

где символ ∗ означает свертку функции распреде-
ления.

В работе [13] моделируется ситуация, когда объ-
ем ресурсов, запрашиваемых пользователями, мо-
жет быть не только положительным, но и отрица-
тельным. Запросы на отрицательный объем ресурса
увеличивают объем доступного ресурса для пользо-
вателей, запрашивающих его положительные объ-
емы. В [13] предполагается зависимость времени
обслуживания и интервалов между поступления-
ми заявок от числа заявок в системе. В результа-
те анализа моделей получены формулы для расчета
основных вероятностно-временных характеристик.

В [14, 15] для анализа сетей LTE с динамически
меняющимися требованиями к ресурсам рассмат-
риваются РСМО с добавлением пуассоновского по-
тока сигналов, инициирующего перераспределение
ресурсов для активных пользователей. Развитием
работы [15] стали статьи [16,17]. Были исследованы
два сценария перераспределения ресурсов и сопо-
ставлены посредством численного анализа.

В серии работ [15, 18–24] исследуются РСМО,
в которых объем выделяемых заявке ресурсов име-
ет дискретное распределение, т. е. для i-й поступив-
шей в систему заявки с вероятностью pj = P (ri = j)

потребуется ресурс объема j. Так, в [20] анализиру-
ется РСМО с L входящими пуассоновскими пото-
ками и M типами ресурсов. Получены выражения
для стационарных вероятностей:

qk
k1,...,kL

(r1, . . . , rL) =

= q0
∑

k1+···+kl=k

p
(k1)
1,r1

· · · p(kL)
1,rL

ρk1
1

k1!
· · · ρkL

L

kL!
;

q0 =

=



1 +
N∑

k=0

∑

k1+···+kL=k

∑

r1+···+rL≤R

p
(kL)
1,rL

ρk1
1

k1!
· · · ρkL

L

kL!




−1

,

где qk
k1,...,kL

(r1, . . . , rL) — это вероятность того, что
в системе находятся k заявок, из которых k1 —
класса 1, k2 — класса 2 и т. д., а суммарный объем
ресурсов каждого типа, занятых заявками класса 1,
равен r1 и т. д.

В статье [22] при исследовании той же СМО, что
и в [20], было получено распределение стационар-
ных вероятностей qk(r) с объединенным входящим
потоком и средневзвешенным требованием

pr =

L∑

l=1

ρl

ρ
pl,r,

где ρ =
∑L

l=1 ρl:

qk(r) = q0
ρk

k!
p(k)r , q0 =

(
N∑

k=0

R∑

r=0

p(k)r

)−1

,

что позволило выразить вероятность блокировки
и среднего объема занятых ресурсов в аналитиче-
ском виде.

В случае рассматриваемой СМО, но с заявками
одного класса, в [24] представлены выражения для
стационарных вероятностей состояний числа за-
явок в системе и суммарного объема занятых ресур-
сов, а также формулы для вероятности блокировки
и среднего объема занятых ресурсов.

3 Вычисление характеристик
ресурсных систем массового
обслуживания

В работе [25] для системы с одним типом ресур-
са показано, что в предположении о гамма-распре-
делении необходимого заявкам ресурса плотность
распределения высвобождаемого заявкой ресурса
при заданном числе заявок в системе и заданном
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векторе суммарных объемов занятых ресурсов со-
впадает с бета-распределением, позволяющим лег-
ко рассчитывать многократные свертки, к которым
приводит необходимость учитывать объемы всех
заявок в системе. В остальных случаях наличие
в формулах большого числа сверток создает зна-
чительную вычислительную сложность при расчете
стационарных характеристик РСМО. Так, для рас-
чета характеристик СМО из [20] необходимо для
каждого k ∈ {0, . . . , N}, а также всех наборов век-
торов r ≤ R хранить в памяти компьютера значения
сверток вероятностей pr. А при больших значени-
ях N и R вычисление вероятностей блокировок
системы и также объемов занятого ресурса по пред-
ставленным формулам вообще нерационально. По-
этому задача получения действенных численных
методов является крайне важной. В работе [21] для
модели СМО из [20], чтобы сократить вычисле-
ния, был предложен рекуррентный алгоритм вычи-
сления нормировочной константы G(N,R) = q−10 ,
основанный на алгоритме Бузена [26]. Кроме того,
на основе разработанного алгоритма были полу-
чены рекуррентные формулы для вычисления ве-
роятностных характеристик системы: вероятности
блокировки системы, среднего объема дисперсии
занятых ресурсов. Если обозначить

G(n, r)

n∑

k=0

r∑

j=0

p
(k)
j

ρk

k!
, n ≥ 0 , r ≥ 0 ,

то функция G(n, r) будет удовлетворять следующе-
му рекуррентному соотношению:

G(n, r) = G(n − 1, r) +

+
ρ

n!

r∑

j=0

pj (G(n − 1, r− j)− G(n − 2, r− j))

с начальными условиями

G(0, r) = 1, r ≥ 0 ; G(1, r) = 1 +

r∑

j=0

pj .

При анализе РСМО, описывающих M2M (machine-
to-machine) трафик в сетях LTE, аналогичный
рекуррентный алгоритм для вычисления норми-
ровочной константы был разработан в [24]. Мат-
ричные методы анализа РСМО, применимые при
моделировании соты сети LTE с двумя типами тра-
фика, M2M и H2H (human-to-human), предложены
в работах [27, 28].

4 Заключение

В настоящем обзоре кратко представлены
основные разновидности РСМО, существующие

методы их анализа, выражения для оценки основ-
ных вероятностно-временн‚ых характеристик и ал-
горитмы их вычисления.
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Abstract: The article presents an overview of the resource queuing systems used for modeling of a wide class of real
systems with admittedly limited resources. Despite the objective importance of studying of such systems, there have
been very few works devoted to their analysis until recently, which was due to the complexity of constructing a random
process to describe their functioning and, accordingly, of obtaining the numerical results. However, in recent
years, there has been a significant shift in the study of the resource systems — new methods for their analysis have
been proposed, which made it possible to construct recursive algorithms suitable for the numerical calculations.
In this regard, the current review reflects only a part of the previously obtained results, namely, it considers
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the resource systems without waiting space with exponentially distributed service time. The authors consider the
models of wireless communication systems based on resource queuing systems, expressions for estimating the main
probabilistic, and temporal characteristics and algorithms for their calculation.
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ОБУЧАЕМАЯ КЛАССИФИКАЦИЯ ДАННЫХ

С УЧЕТОМ АНАЛИЗА ГЛАВНЫХ КОМПОНЕНТ

М. П. Кривенко1

Аннотация: Рассматриваются вопросы обучаемой классификации с учетом результатов анализа главных
компонент (PCA — Principal Component Analysis). Построение байесовского классификатора становится
возможным после представления ковариаций через параметры вероятностной модели PCA. Выделен
случай сингулярных распределений данных, для него оценивание параметров модели предлагается про-
водить при ограничениях на собственные значения ковариационных матриц. Исследуется качество
классификации с учетом реальной размерности данных. Продемонстрировано, что при ее правильном
задании классификатор обладает наименьшими вероятностями ошибки. Превышение наилучшего зна-
чения размерности обычно ухудшает качество классификации в меньшей степени, чем его занижение.
Смесь вероятностных анализаторов главных компонент позволяет моделировать объемные данные с по-
мощью относительно небольшого числа свободных параметров. Число свободных параметров можно
контролировать с помощью выбора латентной размерности данных.

Ключевые слова: анализ главных компонент; смеси нормальных распределений; EM-алгоритм; обучаемая
классификация
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1 Введение

Один из способов снижения размерности дан-
ных заключается в применении анализа главных
компонент (PCA). Популярность PCA определяет-
ся рядом свойств, важнейшим из которых является
его оптимальность при сжатии множества векторов
высокой размерности в множество векторов более
низкой размерности, а затем их восстановления.

Использовать PCA в задаче обучаемой класси-
фикации данных можно двояко. Во-первых, без-
относительно к сложной структуре результатов
наблюдений, подразумевающей наличие классов
данных. В этом случае данные без уточнения их
статистической модели сжимаются, а затем под-
вергаются анализу. Более сложным оказывается
второй подход, когда PCA проводится индивиду-
ально для каждого класса в отдельности. В связи
с его применением возникают два вопроса:

1. Как проводить классификацию данных, объ-
единяя результаты PCA для каждого класса в от-
дельности?

2. Может ли подобное сжатие данных стать ис-
точником повышения качества классификации
данных?

Задача классификации данных становится тра-
диционной после перехода к PPCA(k) — вероят-

ностной модели PCA (PPCA — probabilistic PCA)
для сниженной размерности k:

y =Wx+ a+ ε ,

где y — d-мерная наблюдаемая переменная, y ∼
∼ N(a,C(k)); W — (d × k)-матрица преобразо-
вания; x — k-мерная латентная переменная, x ∼
∼ N(0, I); ε — d-мерная переменная, ε ∼ N(0, σ2I);
C(k) = WWT + σ2I. Здесь d — исходная размер-
ность данных; k — сниженная размерность сжатых
данных; σ2 и W суть параметры модели (данные
принимаются центрированными).

Пусть задана (d × N)-матрица «признак–объ-
ект»Y и найдена выборочная ковариационная мат-
рица S. Справедливо спектральное разложение ви-
да S = UVUT, где V — диагональная матрица,
ее элементы v1, . . . , vd суть собственные значения
матрицы S, аU является ортогональной матрицей,
столбцы которой — ортонормированные собствен-
ные векторы матрицы S. Тогда согласно [1] могут
быть найдены оценки параметров модели:

�σ2 =
1

d − k

d∑

i=k+1

vi ; �W = Uk

(
Vk − �σ2I

)1/2
,

где столбцы (d × k)-матрицы Uk суть оси пер-
вых k главных компонент; Vk — диагональная

1Институт проблем информатики Федерального исследовательского центра «Информатика и управление» Российской академии
наук, mkrivenko@ipiran.ru
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(k × k)-матрица соответствующих дисперсий. По-
сле этого можно рассматривать случайную нор-
мально распределенную величину y ∼ N(a, �C(k)),
где

�C(k) = �W �WT + �σ2I ,

и становится возможным построение байесовского
классификатора. Заметим, что для различных зна-
чений k ковариационная матрица �C(k) 6= S, кроме
случаев k = d − 1, d.

2 Смесь вероятностных моделей
анализа главных компонент

Анализ главных компонент определяет толь-
ко линейную проекцию данных, по этой причи-
не область его применения несколько ограничена.
Это, естественно, мотивировало различные разра-
ботки нелинейного PCA.

Связь вероятностной модели со стандартным
PCA открывает заманчивую перспективу модели-
ровать сложные структуры данных с помощью ком-
бинации локальных подмоделей PCA и реализа-
ции механизма смеси вероятностных анализаторов
главных компонент.

Этот подход позволяет определять все параме-
тры модели путем максимизации правдоподобия,
в ходе которого автоматически происходит разби-
ение данных и определение соответствующих глав-
ных осей. Логарифм правдоподобия для такой мо-
дели смеси есть

L =

N∑

n=1

ln {p (yn)} =
N∑

n=1

ln





M∑

j=1

πip(yn|j)



 ,

где p(yn|j) отвечает элементарной PPCA-модели;
πj — соответствующий вес элемента смеси с πj ≥
≥ 0 и

∑M
j=1 πj = 1. Заметим, что с каждым j-м

элементом смеси связаны свои параметры aj, Wj

и σ2j .
При этом генерирующая модель для смеси тре-

бует случайного выбора элемента в соответствии
с пропорциями πj, после чего формирование на-
блюдений для x и ε происходит согласно модели
PPCA(k) с соответствующими параметрами. Кро-
ме того, для некоторой точки y теперь имеется
апостериорное распределение, связанное с каждым
латентным пространством.

Можно разработать итеративный EM
(expectation-maximization) алгоритм для оценива-
ния всех параметров модели πj , aj,Wj и σ2j . Если

qnj = p(j|yn) — вероятность принадлежности yn

к j-му элементу смеси и

qnj =
πjp(yn|j)

p(yn)
,

то согласно приложению C [1] обновления для
параметров принимают обычный вид для смеси
нормальных распределений. Более того, в при-
ложении C [1] также показано: комбинация E-
и M-шагов приводит к интуитивно ясному резуль-
тату, что осиWj и дисперсии шума σ2j определяются
из взвешенной ковариационной матрицы

Sj =
1

“πjN

N∑

n=1

qnj (yn − �aj) (yn − �aj)
T

с помощью обычной факторизации так же, как
и для элементарного PPCA. Однако, как отмечено
в разд. 3.4 и приложении A.5 [1], для больших зна-
чений размерности данных d могут быть получены
вычислительные преимущества, если оценки Wj

и σ2j обновляются итеративно в соответствии со
схемой EM-алгоритма.

До сих пор предполагалось, что |Sj | 6= 0. Иная
ситуация с наличием сингулярных распределений
может возникать при малых выборках, когда их
объем не превосходит размерности выборочного
пространства, или при применении EM-алгоритма
оценивания параметров, характеризующих смесь
нормальных распределений. Если это так, то на
помощь может прийти подход и результаты из
разд. 2.2.2 [2], заключающиеся в использовании
уточненной (невырожденной) модели многомер-
ного нормального распределения, для которой вве-
дены ограничения на множество возможных значе-
ний ковариационной матрицы.

Пусть плотность распределения смеси нормаль-
ных распределений есть

f(u) =

M∑

j=1

πjϕ (u,aj ,Cj) ,

где ϕ(u,aj ,Cj) — плотность нормального рас-
пределения со средним aj и ковариационной
матрицей Cj . При этом все собственные значе-
ния vi(Cj) ковариационных матриц Cj ограниче-
ны снизу некоторой положительной константой v0,
т. е. vi(Cj) ≥ v0 > 0, i = 1, . . . , d. Доказано, что при
этих условиях на t-м шаге итерации EM-алгоритма
максимум функции

∑M
j=1

∑N
n=1 q

(t)
ij lnϕ(yj ,aj ,Cj)

достигается при значениях параметров, которые
для каждого значения допустимого j последова-
тельно находятся следующим образом (реализация
М-шага):
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(1) вычислить

a
(t+1)
j =

∑N

n=1
q
(t)
nj yn

∑N

n=1
q
(t)
nj

;

(2) вычислить

“Cj =

∑N

n=1
q
(t)
nj

(
yn − a(t+1)j

)(
yn − a(t+1)j

)T

∑N

n=1
q
(t)
nj

;

(3) найти матрицы “Uj и “Vj, которые задают спек-
тральное разложение матрицы “Cj;

(4) определить элементы v
(t+1)
jl диагональной мат-

рицыV(t+1)j через элементы “vjl матрицы “Vj по

формулам v
(t+1)
jl = max {“vjl, v0}, l = 1, . . . , d;

(5) вычислитьC(t+1)j = “UjV
(t+1)
j

(
“Uj

)T
.

Заметим, что в рассматриваемом случае про-
странство параметров ограничено и максимум
функции правдоподобия может лежать на грани-
це. В силу этого полученные оценки не подпадают
под обычные условия о сходимости EM-алгоритма
(см., например, [3]). Требуемые результаты были
получены в [4].

Задание ограничения снизу на собственные зна-
чение ковариационных матриц необходимо для
предотвращения появления недопустимо больших
(малых) значений функции правдоподобия. При
этом возникает необходимость выбора этого огра-
ничения v0. С одной стороны, значение v0 должно
быть достаточно большим, чтобы обеспечить кор-
ректное выполнение операций с плавающей точ-
кой. С другой стороны, неразумное увеличение
этого значения может дать снижение качества клас-
сификации данных на основе модели смеси (напри-
мер, слишком большие значения v0 могут привести
к потере индивидуальности отдельных элементов
смеси).

3 Последствия неправильного
выбора размерности

Исследуем влияние ошибочного представления
о реальной модели данных PPCA, принятой при
классификации. Подобная постановка задачи ак-
туальна в связи с вопросом, может ли снижение
размерности данных на основе анализа главных
компонент привести к повышению качества клас-
сификации данных.

Аналогичная ситуация рассматривалась в [1]. На
примере задачи распознавания рукописных цифр
исследовалась эффективность представления плот-
ности распределения данных с помощью модели
смеси PPCA. Было продемонстрировано снижение
ошибочной классификации за счет рассмотрения
не просто нормального распределения, а смеси нор-
мальных распределений (увеличение числа элемен-
тов смеси с M = 1 до 10) и снижения размерности
данных (с d = 64 до 10). Но данное улучшение, ско-
рее всего, является просто результатом использова-
ния смеси, а выбор малых значений k лишь обес-
печивает снижение вычислительной сложности, но
не ясно, как он влияет на качество классификации.
Таким образом, фактически было лишь показано,
что качество классификации повышается в связи
с усложнением модели данных.

Чтобы составить представление о поведении ка-
чества классификации с учетом PPCA, рассмотрим
различение двух классов ω1 и ω2 нормально рас-
пределенных данных N(a1,C1(k)) и N(a2,C2(k)),
формируемых в соответствии с моделью PPCA(k).
При этом байесовский классификатор будет стро-
иться с помощью модели PPCA(q). В этом случае
он будет обучаться по выборкеYn объема n в соот-
ветствии с моделью PPCA(q), что даст для каждого
класса оценки �ai и �Ci(q), i = 1, 2. Поэтому реша-
ющая функция для некоторого вектора x примет
вид:

di(x) = lnπi −

− 1
2
ln
∣∣∣ �Ci(q)

∣∣∣− 1
2
(x− �ai)

T �C−1(q) (x− �ai) ,

где πi — вероятности появления классов.
Для построенного классификатора теперь мож-

но найти условную вероятность ошибки класси-
фикатора Pe или ее оценку �Pe, т. е. реализовать
следующие шаги:

– генерирование выборки Yn для
π1N(a1,C1(k)) + π2N(a2,C2(k));

– обучение классификатора в соответствии с мо-
делью PPCA(q), т. е. нахождение на основе сге-
нерированной выборкиYn оценок параметров
модели PPCA(q) и с их помощью �Ci(q);

– нахождение Pe или �Pe.

Данные шаги могут быть многократно повто-
рены для различных выборок yn, что позволит
найти оценки безусловных характеристик вероят-
ности ошибки классификации.

Нахождение �Pe можно реализовать с помощью
метода моделирования, т. е. реализовать следующие
шаги:
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– генерирование обучающей выборки Xm для

f(u) = �π1N
(
�a1, �C1(q)

)
+ �π2N

(
�a2, �C2(q)

)
;

– классификация элементов Xm на основе f(u),
затем получение значения �Pe путем сравне-
ния смоделированной и оцененной классифи-
каций.

С помощью некоторого упрощения постанов-
ки задачи классификации удается добиться того,
что Pe можно найти аналитически, в частности,
обобщая прием разд. 4.4 [5].

Действительно, рассмотрим различение двух
классов и нормально распределенных данных с раз-
личными векторами средних a1 и a2, но одинако-
выми ковариационными матрицами. Пусть на-
блюдения формируются в соответствии с моделью
PPCA(k), а для их классификации используется
модель PPCA(q). Обучение байесовского класси-
фикатора по выборкеYn в соответствии с моделью
PPCA(q) дает оценку �C(q). После этого классифи-
кация некоторого вектора x осуществляется с по-
мощью функции

u12(x) = 2x
T �C−1(q) (a1 − a2)T −

− (a1 + a2)T �C−1(q) (a1 − a2) .

При единичной функции потерь и вероятностях
появления классов πi условие, определяющее при-
надлежность x к ω1, имеет вид u12(x) > t, где
t = ln(π2/π1). Случайная величина u12(x), где
x ∼ N(ai,C(k)) для i = 1, 2, как линейная ком-
бинация нормально распределенных случайных
величин имеет также нормальное распределение.
Поэтому достаточно найти первые моменты рас-
пределений u12(x) для каждого из двух классов,
а именно:

2Ei {u12(x)} =
{

ρ , i = 1 ;

−ρ , i = 2 ,

где
ρ = (a1 − a2)T �C−1(a1 − a2) ;

Ei

{
(u12(x) − Ei {u12(x)})2

}2
= (a1 − a2)T �C−1(q)×

× Ei

{
(x− ai) (x− ai)

T �C−1(q) (a1 − a2)
}
=

= (a1 − a2)T �C−1(q) ·C(k) �C−1(q) · (a1 − a2) = v2

(по определению).

В результате имеем:

Pe = π1Pr {u12(x) < t|ω1}+π2Pr {u12(x) > t|ω2} =

= π1�

(
t − ρ/2√

v2

)
+ π2

(
1− �

(
t+ ρ/2√

v2

))
,

где�(u)— функция стандартного нормального рас-
пределения.

При π1 = π2 = 1/2

Pe = �

(
− ρ

2
√

v2

)
.

Если q = k, то v2 = ρ и получаем ранее известную
формулу:

Pe = �

(
−
√

ρ

2

)
.

Для того чтобы составить представление о реаль-
ной зависимости качества классификации от зна-
ния фактической размерности данных, рассматри-
вался случай: d = 50; k = 5; a1−a2 = (0,1; . . . ; 0,1)T;
C— некоторая случайно выбранная ковариацион-
ная матрица. Параметры выборок были таковы:
n = 300; Nexp = 100. Результаты моделирования
позволили получить оценки 95%-ных доверитель-
ных интервалов для оценки вероятности ошибки
байесовского классификатора при различных зна-
чениях q.

В первую очередь ковариационные матрицы для
классов принимались одинаковыми:

C1 = C2 = (u1, . . . ,uk)Vk(u1, . . . ,uk)
T .

Соответствующие результаты отражены на рисун-
ке в виде практически слившихся линий с помет-
кой 1 (границы доверительных интервалов прибли-
зительно равны).

Затем рассматривался случай ковариационных
матриц:

C1 = (u1, . . . ,uk)Vk(u1, . . . ,uk)
T;

C2 = (u2, . . . ,uk+1)Vk(u2, . . . ,uk+1)
T,

Зависимость качества классификации Pe от размерности
данных q, принятой при анализе данных
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использующих несколько разные подпространства
главных компонент и совпадающие дисперсии для
них.

Соответствующие результаты представлены на
рисунке уже в виде двух линий, помеченных
как 2. При оценивании вероятности ошибки клас-
сификации бралась контрольная выборка объема
Ncontr = 300. Заметим, что только изменение вза-
имной ориентации главных компонент для классов
приводит к существенному повышению качества
классификации.

Продемонстрированный пример, а также мно-
жество дополнительно проведенных эксперимен-
тов позволяют сформулировать следующие резуль-
таты:

– оценка Pe как функция от размерности q для
модели данных имеет минимум для q = k, т. е.
при правильном задании реальной размерности
данных классификатор обладает наилучшим
качеством (на рисунке наилучшее значение вы-
делено вертикальной штриховой прямой);

– превышение наилучшего значения q обычно
ухудшает качество классификации в меньшей
степени, чем его занижение (на рисунке это
более ярко проявляется для графика 2).

4 Заключение

Внимание к модели смеси в рамках PPCA опре-
деляется в первую очередь необходимостью повы-
шения эффективности сжатия и восстановления
данных. Но эта модель позволяет также детализи-
ровать описание реальных данных и тем самым
создать предпосылки для повышения качества
классификации. Как показывают проведенные
эксперименты, вероятность ошибок классифика-
тора может снижаться достаточно существенно.

Модель смеси нормальных распределений явля-
ется основой для популярного подхода к комбини-
рованной оценке плотности.

Однако такая модель обладает следующим не-
достатком: если каждая гауссовская компонента
описывается полной ковариационной матрицей,
то для каждой компоненты смеси должны оце-
ниваться d(d + 1)/2 отдельных ковариационных
параметров. Очевидно, что по мере роста размер-
ности пространства данных, да еще при естествен-
ном желании увеличить число элементов смеси,
количество точек данных, необходимых для на-
дежного определения этих параметров, становится
непомерно высоким. Альтернативный подход за-
ключается в уменьшении числа параметров путем
введения ограничения на форму ковариационной

матрицы (другой прием состоял во введении пред-
положений о параметрах полной ковариационной
матрицы [6]). При этом обычно используются два
общих ограничения: задать матрицу ковариаций
изотропной или диагональной.

Изотропная модель сильно ограничена, по-
скольку она присваивает только один параметр для
описания всей структуры ковариации для полно-
размерных данных. Диагональная модель более
гибкая, с d параметрами, но главные оси эллипсои-
дов для элементов смеси должны быть выровнены
с осями данных, и, таким образом, каждый от-
дельный элемент смеси не способен описывать
корреляции между переменными. Поэтому смесь
моделей PPCA, где ковариации каждого элемента
параметризуются с помощью соотношения C =
= σ2I + WWT, может содержать существенно
меньшее число параметров.

Одним из преимуществ методологии PPCA
является то, что определение модели плотности
позволяет вычислять апостериорные вероятности
принадлежности некоторого наблюденного значе-
ния элементу смеси (некоторому классу) и исполь-
зовать их для последующей классификации, не на-
ходя ошибку восстановления.

Возможным недостатком вероятностного
подхода к объединению локальных моделей PCA
является то, что, оптимизируя функцию правдопо-
добия, модель смеси PPCA напрямую не миними-
зирует квадратичную ошибку реконструкции. Для
приложений, где это ключевой критерий, следует
ожидать, что алгоритмы, которые явно минимизи-
руют ошибку восстановления, будут эффективнее.
Эксперименты действительно показали, что это,
как правило, имеет место, но важны две оговор-
ки, прежде чем можно будет сделать какие-либо
твердые выводы относительно пригодности данной
модели.

Во-первых, есть задачи, где окончательная мо-
дель смеси PPCA оказывалась фактически лучше
в смысле ошибки реконструкции, даже на обуча-
ющем наборе.

Второе соображение заключается в том, что име-
ются также свидетельства того, что сглаживание,
подразумеваемое мягкой кластеризацией, прису-
щей модели смеси PPCA, помогает уменьшить пе-
реобучение, особенно в случае эксперимента сжа-
тия данных, где статистика набора тестовых данных
отличается от данных обучения гораздо больше, чем
для других примеров (см., например, [1]).

В терминах модели гауссовой смеси смесь ве-
роятностных анализаторов главных компонент по-
зволяет моделировать данные больших размеров
с относительно небольшим числом свободных па-
раметров, не налагая в целом неуместного ограни-
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чения на структуру ковариации. Число свободных
параметров можно контролировать с помощью вы-
бора скрытой пространственной размерности k, что
позволяет проводить интерполяцию по сложности
модели от изотропной до полной ковариационной
структуры.
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этих объектов назовем параметризацией рассматриваемого класса. Кроме идентификации объектов
множествами характеристик существует задача выявления причины того, что некоторые объекты класса
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Работа посвящена построению методов изменения начальной параметризации в задаче уточнения эм-
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1 Введение

Работа посвящена исследованию следующей
проблемы. Если в классе объектов часть их обладает
свойством P , а часть не обладает этим свойством,
то возникает задача выявления причины появления
свойства P у части объектов. Объекты описывают-
ся множеством характеристик этих объектов, или
параметров — по Эшби [1]. Поэтому можно отож-
дествлять объекты и соответствующие множества
их характеристик.

Множество характеристик полно, если каждый
объект однозначно выделяется по своему подмно-
жеству характеристик. Однако при исследовании
причины появления свойства P в некоторых объек-
тах можно прийти к выводу, что полнота множества
характеристик не гарантирует описания причин по-
явления свойства P . Тогда необходимо изменять
параметризацию класса объектов (множество па-
раметров описания объектов), уточняя ее в такой
степени, чтобы в этом описании содержались при-
чины появления свойства P .

В работе рассматривается несколько спосо-
бов расширения множества характеристик данного
класса объектов при сохранении свойства полноты.

2 Эмпирические причины

Рассмотрим простейшую модель ДСМ-мето-
да [2] интеллектуального анализа данных (ИАД),
построенную на языке теории множеств. Пусть
U = {u1, . . . , um} является множеством харак-
теристик наблюдаемых объектов O1, . . . , On, т. е.
объекты полностью описываются наборами харак-
теристик из U . Можно считать, что любой объ-
ект O — это подмножество U , а множество всех
возможных объектов — это множество всех под-
множеств множества U . Само множество U будем
называть параметризацией наблюдаемых объектов.
Кроме характеристик определим понятие свойства
объекта. Свойство P объекта O отражает некото-
рую интегральную характеристику объекта O, ко-
торая может присутствовать в O или отсутствовать
в O. Если объекты появляются последовательно, то
вновь появившийся объект должен проверяться на
наличие свойства P .

Предположим, что рассматриваемое свойство P
удовлетворяет следующим условиям:

(А) если свойство P выявлено в объектах O1 и O2,
то оно есть в объекте O = O1 ∩ O2;
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(В) если объект O обладает свойством P , то для
любого объекта O1, содержащего O, объект O1
также обладает P .

Определим понятие эмпирической причины
некоторого свойства P в наблюдаемых данных.
Основываясь на понимании причины Д. С. Мил-
лем [3], в рассматриваемой модели эмпириче-
ской причиной свойства P для множества объектов
O1, O2, . . . , Ol будем называть производный объект
O =

⋂
i

Oi по всем индексам i, для которых Oi обла-

дает свойством P , но ни один из остальных Oj

свойством P не обладает. Причина должна быть
единственной, и от нее ничего нельзя убавить или
к ней добавить [4].

Пример 1. Пусть U = {Á, Â, . . . , Ñ} — русский ал-
фавит. Свойство P означает множество букв, из
которых можно собрать слово, выражающее поня-
тие «дом». Пусть есть два объекта O1 = {Ä, Ï,Í}
и O2 = {Ó, Õ, Ë}. Ясно, что O1 является эмпири-
ческой причиной свойства P . При этом O2 не
обладает свойством P .

3 Различные параметризации

Однозначное представление объектов в виде
подмножеств множества характеристик не означа-
ет, что не существует другого множества характери-
стик для описания того же множества наблюдаемых
объектов и свойств.

Пример 2. Понятие «дом» можно выразить на ан-
глийском языке словом home. Тогда множество
характеристик есть английский алфавит, а анало-
гичное свойство примера 1 выражается другой при-
чиной, выраженной другим множеством характе-
ристик.

Представление объектов из множества характе-
ристик можно строить с помощью упорядоченных
наборов характеристик. Тогда множество описы-
ваемых объектов совпадает с множеством слов ко-
нечной длины U∗ из исходного множества характе-
ристик. Это множество бесконечное и U∗∗ = U∗.
Эмпирическая причина для U∗ определяется сло-
вом, описывающим интегральное свойствоP в язы-
ке U∗. При этом свойство P примера 1 выражается
проще. Объект «дом» обладает свойством P , а объ-
ект «мода» свойством P уже не обладает. Однако
в данном представлении объектов может возник-
нуть ситуация, когда эмпирическая причина отсут-
ствует.

Пример 3. Объект «дом» соответствует понятию,
описанному словом дом, и является эмпирической

причиной свойства P , а объект «строение» не явля-
ется словом дом, но соответствует смыслу свой-
ства P . Таким образом, возникает объект, не обла-
дающий эмпирической причиной и одновременно
обладает свойством P .

Чаще всего добавление новых объектов фаль-
сифицирует эмпирическую причину, найденную по
исходному набору объектов. Фальсификация про-
исходит в следующих формах:

(1) найденная эмпирическая причина появляется
в новом объекте, который не обладает свой-
ством P ;

(2) найденная эмпирическая причина не появля-
ется в новом объекте, который, как предпола-
гается, обладает свойством P .

Рассмотрим некоторые другие примеры измене-
ния параметризации, позволяющие тоньше иден-
тифицировать причины их фальсификации.

4 Схема аутентификации
как поиск причины
в модифицированной
параметризации

В данном разделе рассматривается задача из-
менения параметризации за счет добавления мно-
жеств характеристик из различных информацион-
ных пространств.

Пусть A — субъект, который должен подтвер-
дить субъекту W свое имя. Эта процедура называ-
ется аутентификацией [5] и может быть проведена
следующим образом.

Пусть›1 — это информационное пространство,
содержащее объекты O

(1)
1 , O

(1)
2 , . . . , O

(1)
s1 . Каждый

из этих объектов классифицируется двумя значе-
ниями t (truth) и f (false). Свойство P состоит
в знании для этих объектов правильного вектора

x(1) =
(
x
(1)
1 , x

(1)
2 , . . . , x

(1)
s1

)
, где

x
(1)
i =

{
t ;

f
для i = 1, . . . , s1 .

Пусть вектор x(1) известен A и W . Предполо-
жим, что существует субъект B, который назвал
себя именем A и также пытается подтвердить это
имя. Возможны два случая.

1. B случайно выбирает значение вектора x(1) =

=
(
x
(1)
1 , x

(1)
2 , . . . , x

(1)
s1

)
.

2. Пространство ›1 известно B, и он знает век-
тор x(1).
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Субъект W проверяет знание вектора x(1), счи-
тая что он общается с некоторым субъектом �,
который может принимать значения � = A или B.
Субъект W предъявляет объекты O

(1)
1 , O

(1)
2 , . . . , O

(1)
s1

субъекту �. Тогда, получив вектор x(1), субъект W
может считать, что субъект � знает эмпирическую
причину свойства P . При этом эту причину может
знать как A, так и B. Причем B может случайно
угадать вектор x(1) (ложная аутентификация).

Проверка имени A может быть продолжена, ес-
ли к информационному пространству ›1 добавить
информационные пространства ›2, . . . ,›m. Из ха-
рактеристик каждого из добавленных пространств
можно сформировать объекты O

(i)
1 , O

(i)
2 , . . . , O

(i)
si ,

i = 2, . . . , m, для которых W и A знают векторы x(i),
i = 2, . . . , m. Таким образом, пара субъектов W и A
расширяет параметризацию для определения при-
чин свойства P до знания векторов x(1), . . . , x(m).

Если субъект B выбирает значение вектора x
(i)
j

случайно, то с вероятностью, как угодно близкой
к 1, он на каком-то шаге ошибется. Это позво-
лит субъекту W понять, что субъект � не обладает
свойством P .

Если субъект B скомпрометировал простран-
ства ›i1 , . . . ,›ir

, r < m, то субъект W знает
о возможной компрометации каких-то информа-
ционных пространств, но не знает каких. Тогда
субъект W предъявляет � объекты, созданные
в информационных пространствах ›1,›2, . . . ,›m,
попадает на объекты нескомпрометированных про-
странств и определяет фальсификацию эмпириче-
ской причины P . Если субъект � определяет пра-
вильно все векторы x(1), . . . , x(m), то причина P
подтверждена и аутентификация прошла успешно.

Рассмотренный пример показывает, что рас-
ширение множества характеристик за счет при-
влечения дополнительной информации позволяет
уточнять причину исследуемого свойства P . Идея
подтверждения эмпирической причины за счет рас-
ширения исходной параметризации с помощью до-
бавления характеристик рассматривалась в рабо-
тах [6, 7].

5 Изменение параметризации
за счет разбиения параметров

Пусть U = {u1, . . . , um} — это хосты сети. Пусть
свойство P соответствует обработке информацион-
ной технологии за время τ > T0. Пусть объект O —
это множество хостов, выделяемое провайдером
для реализации информационной технологии. При
повторах технологии выделяется множество объ-
ектов {O+}, на которых наблюдаются задержки

τ > T0 выполнения информационной технологии,
и множество объектов {O−}, для которых τ ≤ T0,
т. е. в сети возникает так называемая «мерцающая»
ошибка [8, 9].

Предположим, что причина o свойства P ищет-
ся с помощью пересечения объектов из множе-
ства {O+}. Эмпирическая причина является под-
объектом o, если oне встречается в множестве{O−}.
Пусть к множеству объектов добавляется новый
объект O и пусть o ⊆ O, но информационная
технология реализуется так, что τ ≤ T0. Таким
образом, происходит фальсификация эмпириче-
ской причины.

При исследовании характеристик U оказалось,
что u1 — это локальная сеть из двух машин u

(1)
1

и u
(2)
1 с прокси-сервером для выхода в общую сеть.

Для реализации информационной технологии лю-
бая из этих машин выбирается случайно. Оказы-
вается, что u

(2)
1 работает всегда быстро, а u

(1)
1 —

всегда медленно. Рассмотрим новое пространство

характеристик U ′ =
{
u
(1)
1 , u

(2)
1 , u2, . . . , um

}
. Тогда

в новом множестве характеристик причина свой-
ства P = (τ > T0) определяется тем же методом,
что и ранее, но эмпирическая причина не фальси-
фицируется.

6 Заключение

Выявление устойчивых при увеличении исход-
ных данных эмпирических причин исследуемых
свойств не всегда возможно в условиях исходной па-
раметризации. Изменение параметризации требует
выполнения полноты описания известных и вновь
поступающих объектов.

Возможно дополнение изменения параметриза-
ции требованием сохранения описания эмпириче-
ских причин других свойств, поэтому необходимо
строить новую параметризацию путем уточнения
старой параметризации. В работе рассмотрены при-
меры построения таких уточняющих параметриза-
ций. Возможны гибридные варианты применения
изложенных методов.

В дальнейшем предполагается исследовать воз-
можность доказательства того, что других путей
уточнения параметризации нет.
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ющих построение моделей функционирования элементов жилищной инфраструктуры и обнаружение
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1 Введение

Активное развитие технологии Интернета ве-
щей, предполагающей, в частности, оснащение
физических предметов средствами взаимодействия
друг с другом или с внешней средой, открывает
перспективы появления и совершенствования но-
вых классов информационных систем для реше-
ния насущных задач различного рода. Например,
в области жилищно-коммунальной инфраструкту-
ры оснащение элементов инфраструктуры (таких
как трансформаторы, насосы, кондиционеры и др.)
разнообразными датчиками — температуры, тока,
напряжения, звука — позволяет собирать с них дан-
ные и осуществлять их анализ с целью поддержки
технического обслуживания.

Данная работа проводится в рамках проекта,
нацеленного на создание комплекса программно-
технических решений по созданию информаци-
онной системы, обеспечивающей поддержку тех-
нического обслуживания элементов жилищной
инфраструктуры в целях оперативного контроля
их состояния, предиктивного ремонта и оповеще-
ния о возникающих нештатных ситуациях и ре-

гулярных событиях. К нештатным ситуациям от-
носится, в частности, отказ элементов жилищной
инфраструктуры в эксплуатационный период, за-
явленный производителем; к регулярным собы-
тиям — техническое обслуживание и замена эле-
ментов по истечении эксплуатационного периода.
В рамках проекта рассматриваются такие элементы
жилищной инфраструктуры, как трансформаторы,
насосы, вентиляционные установки и кондиционе-
ры, газовые котлы, трубчатые электронагреватели
(ТЭНы), электрические лампы.

В работе [1] авторами была предложена архи-
тектура информационной системы, включающая
модули сбора данных, хранения данных, обнаруже-
ния и предсказания нештатных ситуаций, инфор-
мирования пользователя о произошедших и потен-
циально возможных нештатных ситуациях. Одной
из основных составляющих архитектуры являет-
ся модуль обнаружения и предсказания нештатных
ситуаций, включающий, в частности, компонен-
ты построения моделей функционирования эле-
ментов жилищной инфраструктуры и обнаружения
нештатных ситуаций [1]. В данной работе рассмат-
ривается подход к программной реализации упо-

∗Работа выполнена при финансовой поддержке Министерства образования и науки Российской Федерации (уникальный
идентификатор проекта RFMEFI60717X0176).

1Институт проблем информатики Федерального исследовательского центра «Информатика и управление» Российской академии
наук, v08shanin@gmail.com

2Институт проблем информатики Федерального исследовательского центра «Информатика и управление» Российской академии
наук, sstupnikov@ipiran.ru

3Институт проблем информатики Федерального исследовательского центра «Информатика и управление» Российской академии
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мянутых компонентов модуля. Описаны алгорит-
мы функционирования и особенности реализации
компонентов модуля (разд. 2). Приводятся экспе-
риментальные результаты применения подхода для
обнаружения нештатных ситуаций на модельных
наборах данных (разд. 3).

2 Алгоритмы функционирования
компонентов модуля
обнаружения нештатных
ситуаций

2.1 Построение моделей
функционирования элементов
жилищной инфраструктуры

Компонент реализует следующие подходы
к анализу временных рядов: сезонная интегриро-
ванная модель авторегрессии — скользящего сред-
него (SARIMA — seasonal autoregressive integrat-
ed moving average) и скрытые марковские модели
(HMM — hidden Markov models).

Модель SARIMA. Являясь обобщением класси-
ческой модели авторегрессии — скользящего сред-
него (ARMA — autoregressive moving average) [2],
данная модель находит массу применений в ана-
лизе временн‚ых рядов, в частности в задаче про-
гнозирования и интерполяции значений. Модель
использует понятие тренд-сезонного разложения
временн‚ого ряда [3], представляя наблюдаемые
значения в виде суммы (или произведения)
трех компонент: тренда, сезонной составляющей

и остатков. Трендовая составляющая отражает
долгосрочное изменение показателей, сезонная со-
ставляющая отражает периодические колебания
временн‚ого ряда. Остатки не имеют ни сезонных,
ни трендовых особенностей. Для обучения модели
необходимо оценить гиперпараметры p, d, q, P , D,
Q и s:

– целочисленные параметры p и q соответствуют
порядкам моделей авторегрессии (AR — autore-
gression) и скользящего среднего (MA — moving
average), их значение отображает число элемен-
тов временн‚ого ряда, участвующих в постро-
ении линейных моделей AR и MA;

– параметр d соответствует порядку дифферен-
цирования, необходимому для удаления несе-
зонных трендов и приведения ряда к стацио-
нарному виду;

– целочисленный параметр s соответствует пе-
риоду сезонности — периодических колебаний
временн‚ого ряда;

– параметры P , D и Q имеют тот же смысл, что
и p, d и q, но относятся к сезонной составля-
ющей ряда.

Параметры p, d, q, P , D и Q принимают зна-
чения из множества {0, 1, 2, 3}. Для выбранных
наборов значений гиперпараметров оцениваются
коэффициенты моделей AR и MA.

Входные данные (сlean data) при построении
модели представляют собой набор кортежей ви-
да 〈timestamp: time, value: real〉 — временной ряд
значений некоторого датчика, установленного на
элементе жилищной инфраструктуры, соответству-
ющий штатному режиму работы элемента. Постро-
ение модели включает следующие шаги:

– вывести на экран графики функций автокорре-
ляции (ACF — autocorrelation function) и час-
тичной автокорреляции (PACF — partial ACF)
данных. По свойствам этих графиков можно
сделать вывод о возможных значениях гипер-
параметров модели, тем самым существенно
ускорив время обучения;

– считать введенные пользователем множе-
ства возможных значений гиперпараметров
p range, d range, q range, P range, D range
и Q range, являющиеся подмножествами мно-
жества {0, 1, 2, 3} и значение s∗ параметра s;

– для всех возможных наборов значений гипер-
параметров p, d, q, P, D и Q и входных данных
сlean data вычисляется значение информаци-
онного критерия Акаике (AIC — Akaike infor-
mation criterion), выбираются конкретные зна-
чения гиперпараметров p∗, d∗, q∗, P ∗, D∗, Q∗

и s∗, соответствующие минимальному значе-
нию AIC;

– обучить модель SARIMA на основании
сlean data и значений p∗, d∗, q∗, P ∗, D∗, Q∗

и s∗, при этом определить AR∗ и MA∗ — кор-
тежи вещественных коэффициентов линейных
моделей AR и MA;

– вычислить остатки построенной модели на
входных данных сlean data;

– проверить статистическую гипотезу о нестаци-
онарности остатков временн‚ого ряда с исполь-
зованием расширенного теста Дики–Фуллера
(ADF — augmented Dickey–Fuller test). В слу-
чае если p-значение теста больше 0,05, вернуть
предупреждение о неприменимости SARIMA,
иначе вернуть набор параметров модели в виде
кортежа 〈p∗, d∗, q∗, P ∗, D∗, Q∗,AR∗,MA∗〉.
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Для реализации указанных шагов использова-
лись функции пакета p∗, statsmodels1 языка Python.

Модель HMM. Данная модель [4] основывает-
ся на гипотезе о том, что у анализируемой систе-
мы имеется конечное множество «скрытых» состо-
яний. Таким образом, помимо последовательности
значений анализируемого временн‚ого ряда су-
ществует скрытая последовательность состояний
(система может принимать ровно одно состояние
в каждый момент времени). Скрытая марков-
ская модель характеризуется набором параметров
〈T, N, P, M, A〉, где T — множество возможных
скрытых состояний; N — множество возможных
наблюдаемых значений; P — множество условных
вероятностных распределений p(x|ti) для каждо-
го скрытого состояния ti; M — матрица размера
|T | × |T |, элементы Mij которой являются вероят-
ностями перехода системы из состояния ti в состо-
яние tj; A — вероятностное распределение первого
состояния скрытой марковской модели (априорное
распределение).

В данном подходе метки классов неисправно-
стей в каждый момент времени будут напрямую
соответствовать скрытым состояниям модели. Ис-
пользуются два принципиально разных способа
применения скрытых марковских моделей: в пер-
вом случае активно используется обучающая вы-
борка, в которой сигнал уже разделен на сегменты,
соответствующие исправным и неисправным режи-
мам работы; разметка используется на этапе обуче-
ния параметров модели по методу максимума прав-
доподобия. Второй способ не предполагает наличие
размеченной выборки, в этом случае для обучения
модели применяется алгоритм Баума–Уэлша (част-
ный случай EM (expectation-maximization) алгорит-
ма) [5]. Главным ограничением такого подхода
является необходимость заранее оценить число ти-
пов различных нештатных ситуаций, а следователь-
но, применимость HMM заметно снижается в слу-
чае отсутствия размеченной обучающей выборки.
На практике также оказывается эффективным сме-
шанный подход: проводить инициализацию па-
раметров модели с помощью обучающей выборки
по методу максимума правдоподобия, чтобы потом
улучшить параметры с помощью алгоритма Баума–
Уэлша.

Входные данные (training data) при постро-
ении модели представляют собой набор кортежей
вида 〈value: real, hidden state: int〉, где value —
элемент последовательности значений анализи-
руемого временного ряда, а hidden state — раз-
метка элементов последовательности по классам

аномалий. При реализации используется класс
HiddenMarkovModel пакета pomegranate2 языка
Python; для обучения на неразмеченных данных
используется вызов метода fit на входных дан-
ных с параметром algorithm = ‘baum-welch’. Для
обучения на размеченных данных используется
вызов метода fit на входных данных с па-
раметрами labels = training data.hidden state, algo-
rithm = labeled’; а затем — вызов метода fit на вход-
ных данных с параметром algorithm =‘baum-welch’.

В результате обучения формируется модель, со-
держащая конкретные значения вышеупомянутых
параметров 〈T, N, P, M, A〉.

2.2 Обнаружение нештатных ситуаций

Компонент получает на вход параметры постро-
енных моделей SARIMA и HMM и анализируемые
временные ряды показаний датчиков, прошедшие
предобработку. Цель работы данного компонен-
та — бинарная классификация показаний датчиков
на показания, соответствующие штатной работе ис-
правного оборудования, и показания, соответству-
ющие различным нештатным ситуациям (аномали-
ям во временн‚ом ряду).

Обнаружение нештатных ситуаций при помощи

модели SARIMA. Модель SARIMA позволяет про-
гнозировать следующее значение временн‚ого ря-
да, зная несколько предыдущих значений. Таким
образом, для обнаружения аномалий требует-
ся сравнить реальные значения временн‚ого ряда
с границами доверительного интервала SARIMA.
Входными данными при обнаружении аномалий
являются кортеж model = 〈p, d, q, P, D, Q,AR,MA〉
параметров модели и набор data кортежей вида
〈timestamp: time, value: real〉. В качестве выходных
данных выступает бинарный массив labels, по числу
элементов совпадающий с data, элементы которого
принимают значения из множества {0, 1}, где 0
означает штатность соответствующего элемента
data, а 1 — его аномальность. Процедура обна-
ружения аномалий включает следующие шаги:

– инициализировать переменную filtered data
значением data;

– для каждого i начиная сmax(p, q) до |data|−1на
основании первых i элементов временного ря-
да filtered data предсказать (i+1)-й элемент ря-
да с использованием модели model, вычислить
предсказанное значение forecast value и дове-
рительный интервал confidence interval;

– проверить вхождение значения data[i].value
в интервал confidence interval. В случае вхож-

1http://www.statsmodels.org/dev/generated/statsmodels.tsa.statespace.sarimax.SARIMAX.html.
2https://pomegranate.readthedocs.io/en/latest/.
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дения присвоить 0 элементу labels[i], иначе
присвоить 1 элементу labels[i] и присвоить зна-
чение 〈data[i].timestamp, forecast value〉 элемен-
ту filtered data[i] для обеспечения возможности
дальнейшего предсказания: фактически, при
этом во временн‚ом ряду аномальное значе-
ние заменяется на штатное, предсказанное мо-
делью.

Для реализации указанных шагов использова-
лись функции пакета statsmodels языка Python.

Обнаружение нештатных ситуаций при помощи

модели HMM. Здесь задача детектирования нештат-
ных режимов работы оборудования рассматривает-
ся как задача сегментации сигнала: по известному
набору параметров HMM требуется восстановить
наиболее вероятную последовательность скрытых
состояний системы. Данная задача решается при
помощи алгоритма Витерби — классического алго-
ритма динамического программирования.

На входе процедура обнаружения аномалий по-
лучает обученную скрытую марковскую модель
model и анализируемые данные data — набор корте-
жей вида 〈timestamp: time, value: real〉, соответ-
ствующие реальной (возможно, нештатной) ра-
боте оборудования — источника данных. При
реализации используется вызов метода predict
класса HiddenMarkovModel из пакета pomegranate
языка Pyhon на наборе data с параметром algo-
rithm = ‘viterbi’. Результатом работы является це-
лочисленный массив labels, по числу элементов
совпадающий с data, значения которого соответ-
ствуют скрытым состояниям (режимам работы)
системы. Значение 0 соответствует штатному ре-
жиму работы, а все остальные — аномальным ре-
жимам.

3 Экспериментальные результаты

В рамках проекта RFMEFI60717X0176 для
проведения экспериментов создан исследователь-
ский стенд, развернутый на нескольких объектах
жилищной инфраструктуры, включающий аппа-
ратно-программные контроллеры и датчики (рас-
ходомеры, датчики входного/выходного тока/на-
пряжения, температуры, звука, освещенности,
давления), установленные на трансформаторах, во-
дяных насосах, вентиляционных установках, кон-
диционерах, газовых котлах, ТЭНах, электрических
лампах. В настоящее время продолжается сбор дан-
ных с компонентов исследовательского стенда для
их последующего анализа. В рамках же данной
статьи эксперименты проводятся на двух готовых
наборах данных: Intel Lab Data и LUCE. Краткое
описание наборов данных приведено ниже.

Данные исследовательской лаборатории Intel

в Беркли. Набор данных состоит из показаний
бытовых домашних метеостанций, размещенных
в помещении лаборатории: измерений датчиков
освещенности, влажности, температуры и напря-
жения [6]. Измерения снимались раз в 31 секун-
ду на протяжении 36 дней, таким образом было
собрано 2,3 млн записей. Данные представлены
в виде набора кортежей 〈date: yyyy-mm-dd, time:
hh:mm:ss.xxx, temperature: real, light: real〉. Для ана-
лиза использовались данные по температуре и осве-
щенности. Одной из важных особенностей этого
набора данных является ярко выраженная сезон-
ность измерений (периодические колебания) с пе-
риодом 24 ч, связанная с суточным изменением
температуры и освещенности.

Данные эксперимента LUCE проекта SensorScope.

Данный набор данных также представляет собой
показания метеостанций, но датчики расположены
не в помещении, а на улице (использовались улич-
ные метеостанции) [7]. Измерения считывались
каждые 120 с, в набор данных вошли измерения
за 44 дня. Среди измеренных значений присут-
ствуют данные об окружающей среде, такие как
температура, относительная влажность, солнечная
радиация, скорость ветра и др. Для анализа бы-
ла выбрана температурная составляющая измере-
ний. Таким образом, кортеж анализируемых дан-
ных имеет вид 〈date: yyyy-mm-dd, time: hh:mm:ss.xxx,
temperature: real〉. В данных также ярко выражена
сезонная составляющая с периодом 24 ч.

Классификация возможных аномалий в наборах
данных Intel Lab и SensorScope предложена в [8].
Позднее в [9] было сформулировано следующее
определение. Пусть r i — значение в момент вре-
мени i, предсказываемое моделью, а r i + eps i —
наблюдаемое значение. Тогда предлагается рас-
сматривать следующие типы аномалий:

– случайные аномалии: одиночно встречающиеся
значения-выбросы;

– неисправности: частое наличие в данных невер-
ных значений таких, что eps i > t (где t — неко-
торое пороговое значение); в последователь-
ности неверных значений не предполагается
наличие закономерности.

В работе [10] разработаны алгоритмы модели-
рования данных классов аномалий, в частности
построен контрольный набор данных, в который
включена размеченная выборка, включающая в се-
бя смоделированные аномалии. Результаты ге-
нерации неисправностей опубликованы в виде
контрольного набора данных [11], в котором со-
держатся данные Intel Lab и SensorScope, включа-
ющие синтезированные неисправности. Кроме то-
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го, для каждого измерения добавлено контрольное
значение, соответствующее классу нештатной си-
туации либо ее отсутствию в конкретный момент.
Классы размечены следующим образом: «0» — нет
аномалий; «1» — случайные аномалии; «2» — не-
исправности; «4» — смещение; «8», «16», «32» —
полиномиальные искажения, сгенерированы раз-
ными алгоритмами. Эти данные были выбраны
для контроля качества детектирования аномалий
разрабатываемой системы.

На рассматриваемых данных были применены
методы обнаружения аномалий, основанные на мо-
делях SARIMA и HMM. Из набора данных Intel Lab
Data были использованы данные по датчикам све-
та, из набора данных LUCE — данные по датчикам
температуры.

В результате настройки моделей SARIMA наи-
более часто встречались следующие наборы ги-
перпараметров 〈p, d, q, P, D, Q〉 : 〈0, 1, 1, 1, 1, 1〉
и 〈0, 1, 1, 0, 1, 1〉, при сезонном параметре s = 24 ч
(сутки). Эксперименты показали, что модели
SARIMA лучше подходят для обнаружения крат-
косрочных случайных аномалий, так как в случае
долгосрочных аномалий доверительные интервалы
ее предсказаний становятся шире, а следовательно,
слабее.

Метод HMM показал себя более успешным
на продолжительных аномалиях (неисправностях),
при этом заметно уступая методу SARIMA в кратко-
срочных аномалиях (случайных выбросах). В рабо-
те [12] также для долгосрочных аномалий отдается
предпочтение скрытым марковским моделям.

Так, на наборе Intel Lab Data средняя доля об-
наруженных случайных аномалий составила 92,6%
для SARIMA и 29,3% для HMM, а доля обнаружен-
ных неисправностей составила 43,2% для SARIMA
и 69,1% для HMM. На наборе LUCE средняя до-
ля обнаруженных случайных аномалий состави-
ла 89,2% для SARIMA и 32,7% для HMM, а до-
ля обнаруженных неисправностей составила 40,1%
для SARIMA и 71,9% для HMM. Доля ложных сра-
батываний при этом не превышает 2% от общего
числа измерений.

В работе [8] метод SARIMA был применен к тем
же наборам данных, но моделирование анома-
лий проводилось иначе. Кроме того, параметры
модели SARIMA использовались фиксированные:
〈0, 1, 1, 0, 1, 1〉. Результаты на случайных аномалиях
оказались схожими — более 96% ARIMA (других
сравнимых типов аномалий в этой работе не было).
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ИМПЛИЦИРОВАННЫЕ ЗНАНИЯ: ОСНОВАНИЯ И ТЕХНОЛОГИИ

ИЗВЛЕЧЕНИЯ∗

И. М. Зацман1

Аннотация: Дано описание теоретических оснований разработки информационных технологий, которые
обеспечивают целенаправленность формирования лингвистических типологий как форм представления
нового знания о языке. Они формируются в процессе контрастивного анализа параллельных выров-
ненных текстов, служащих источниками нового знания. В параллельных текстах встречаются случаи
имплицирования субъективных знаний переводчиков, которые не представлены в системе современного
знания о языке. Их экспликация возможна с помощью информационных технологий, позволяющих
обрабатывать параллельные тексты и целенаправленно извлекать имплицированные знания. Цель статьи
состоит в описании нового подхода к разработке технологий, обеспечивающих целенаправленность фор-
мирования лингвистических типологий, и его сопоставлении с существующими подходами и моделями
процессов формирования (роста) знания. Сформулированы те условия, при которых технологически
может быть обеспечен целенаправленный рост объективного знания (в терминах К. Р. Поппера). Пред-
лагаемый подход иллюстрируется на примере задачи формирования типологии конструкций русского
языка с модальным значением, возникающих в переводе немецких модальных конструкций.

Ключевые слова: параллельные тексты; корпусная лингвистика; имплицированные знания; извлечение
новых знаний; эмерджентность; информационная технология; целенаправленность; формирование
типологий
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1 Введение

Разработка информационной технологии, кото-
рая обеспечивает формирование лингвистических
типологий как форм представления нового знания
о языке, является одной из задач проекта по гранту
РФФИ, который в настоящее время выполняет-
ся в Институте проблем информатики ФИЦ ИУ
РАН.

Проектируемая информационная технология
формирования (ИТФ) лингвистических типоло-
гий2 предназначена для использования в процессе
решения трех взаимосвязанных задач:

(1) обнаружение лакун в системе современного
знания о языке относительно исследуемых
языковых единиц;

(2) целенаправленное извлечение новых знаний
для заполнения лакун;

(3) формирование и развитие лингвистических
типологий на основе извлеченных знаний.

Цель статьи состоит в описании подхода к созда-
нию ИТФ, обеспечивающей целенаправленность
развития современного знания о языке на основе

экспликации субъективных знаний переводчиков,
имплицированных в параллельных текстах, за счет
формирования новых или развития существующих
типологий.

Существует принципиальная разница между
знаниями, представленными в параллельных тек-
стах и имплицированными в них.

В первом случае смысловое содержание ориги-
нального и переводного текстов непосредственно
передается с помощью естественных языков ориги-
нала или перевода соответственно.

Второй случай предполагает знание двух языков
и переводных соответствий языковых единиц ори-
гинального и переводного текстов. Для понимания
текста перевода необязательно знать язык оригина-
ла и переводные соответствия, но для выполнения
перевода знание переводных соответствий являет-
ся необходимым. При этом в процессе перевода
возможны случаи использования концептов субъ-
ективных знаний переводчика, которые не пред-
ставлены в системе современного знания о языке.
Такое их использование предлагается называть им-

плицированием субъективных знаний в параллель-
ных текстах.

∗Работа выполнена в Институте проблем информатики ФИЦ ИУ РАН при поддержке РФФИ (проект 18-07-00192).
1Институт проблем информатики Федерального исследовательского центра «Информатика и управление» Российской академии

наук, izatsman@yandex.ru
2В лингвистике типологии используются, как правило, для описания сходства и различий между языками. В статье этот термин

используется в другом значении: для описания сходства и различий между языковыми единицами.
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Фрагменты параллельных текстов, в которых
имплицированы концепты субъективных знаний
переводчиков, будем называть объектами интерпре-

тации, которые по определению являются двуязыч-
ными. Создаваемая ИТФ предназначена для поиска
таких объектов в параллельных текстах и обеспече-
ния целенаправленной экспликации имплициро-
ванных знаний в процессе семантического анали-
за объектов интерпретации. Здесь важно сказать
о той точке зрения, которая широко распростра-
нена в эпистемологии, что рост научного знания
эмерджентен и поэтому непредсказуем в принципе.
А раз его рост является спонтанным, то и нельзя
говорить об обеспечении целенаправленности его
роста. Поэтому первый вопрос, рассматриваемый
в статье, можно было бы сформулировать так: все-
гда ли рост знания является эмерджентным?

Если ответ «нет», то второй вопрос, являющий-
ся актуальным для выполняемого проекта, можно
было бы сформулировать так: если современ-
ная система знания о языке не удовлетворяет но-
вым образовательным, технологическим (напри-
мер, машинный перевод) или иным потребностям
общества, то можно ли обеспечить целенаправлен-
ность его роста с использованием средств инфор-
матики?

2 Что говорит эпистемология?

Согласно К. Р. Попперу, рост научного знания
непредсказуем в принципе: «Мои доводы строят-
ся на предположении, что существует такая вещь,
как подлинный рост научного знания, или, выра-
жаясь практически, что завтра или через год мы,
возможно, выдвинем и подвергнем проверке важ-
ные теории, о которых до сих пор никто всерьез

не думал (курсив мой — ИЗ). Если существует рост
научного знания в этом смысле, то он не может
быть предсказуем средствами науки. Ведь тот, кто
смог бы сегодня средствами науки предсказать зав-
трашние открытия, мог бы сегодня их и сделать, это
означало бы, что рост научного знания закончил-
ся» [1, с. 283].

В этой книге описывается четырехчленная ите-
рационная схема спонтанного роста научного зна-
ния, представленного в форме теорий. Каждая
итерация этой схемы имеет следующий вид: ò1 →
→ ôô → åå → ò2, где ò1 означает «проблема
в начале итерации»; ôô— «пробная теория»; åå—
«устранение ошибок»; ò2 — «проблема в конце
итерации». С помощью этой схемы К. Р. Поппер
«пытался показать, что результатом критики или
устранения ошибок в применении к пробной тео-
рии, как правило, становится возникновение новой

проблемы или даже нескольких новых проблем» [1,
с. 273–274].

Итерационный подход к моделированию про-
цессов роста знания используется и в экономике.
В этой научной дисциплине первая итерационная
модель была создана в последнем десятилетии про-
шлого века: спиральная модель процессов фор-
мирования новых знаний. Она была предложена
И. Нонака и впервые описана им в работах [2, 3].
В процессе ее построения рассматривались индиви-
дуальные знания человека и коллективные знания
группы людей. Каждая из этих двух категорий зна-
ний была разделена на эксплицированные (explic-
it) и имплицитные (tacit) знания. Следовательно,
спиральная модель включает в рассмотрение следу-
ющие четыре категории знаний: индивидуальные
имплицитные, коллективные имплицитные, кол-
лективные и индивидуальные эксплицированные
знания.

С использованием этих четырех категорий
И. Нонака определил понятие «спираль форми-
рования знаний». Было показано на примерах,
что эта спираль может служить качественной моде-
лью итерационного процесса формирования новых
знаний во время проведения «мозгового штурма».
Развитие спиральной модели и описание примеров
ее использования дано в работах [4, 5].

Обобщение и принципиально новое развитие
результатов И. Нонака было предложено в работах
Й. Накамори и А. Вежбицкого в рамках создаваемой
ими научной дисциплины, которую они называют
«Наука о знаниях» [6–8].

В этих работах знания разделены на индиви-
дуальные знания человека, коллективные и кон-
венциональные знания. Это деление Вежбицкий
и Накамори называют социальным аспектом или
измерением, так как перечисленные знания отли-
чаются тремя уровнями социализации (от первого
индивидуального уровня до третьего конвенцио-
нального). С учетом деления на эксплицирован-
ные и имплицитные знания добавляются две новые
категории знаний, которых нет в спиральной мо-
дели: конвенциональные имплицитные и конвен-
циональные эксплицированные знания. Развитие
спиральной модели, включающее шесть категорий
знаний, получило название «креативное простран-
ство» [6].

Отметим, что в четырехчленной схеме, спи-
ральной модели и креативном пространстве нет
явно определенной оси времени. Это не дает воз-
можности фиксировать моменты времени созда-
ния пробной теории или генерации каждого нового
концепта как структурного элемента создаваемой
теории или развиваемой системы знания. Также
в рассмотренных подходах явно не указываются
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Таблица 1 Три подхода к описанию роста знания

Позиции

сопоставления

1. Четырехчленная
схема [1]

2. Спиральная
модель [2–5]

3. Креативное
пространство [6–8]

Социальное измерение

(включает три по-
зиции номинативной
шкалы: индивиду-
альное, коллективное,
конвенциональное)

Индивидуальные (субъектив-
ные) знания мира 2 и конвенци-
ональные (объективные) знания
мира 3

Индивидуальные и кол-
лективные знания

Индивидуальные, кол-
лективные и конвенци-
ональные знания

Имплицитные/экспли-

цированные знания

Имплицитные индивидуальные
знания (мир 2), эксплицирован-
ные индивидуальные и конвен-
циональные знания (мир 3)

Имплицитные и экс-
плицированные знания
(и для индивидуальных,
и для коллективных)

Имплицитные и экс-
плицированные знания
(для индивидуальных,
коллективных и конвен-
циональных)

Источник роста зна-

ния

Явно не указан (подразумевают-
ся индивидуальные и конвен-
циональные эксплицированные
знания)

Явно не указан (подразу-
меваются индивидуаль-
ные и коллективные экс-
плицированные знания)

Явно не указан (подра-
зумеваются индивиду-
альные, коллективные
и конвенциональные
эксплицированные
знания)

информационные источники роста знания, но они
подразумеваются.

Сопоставим три рассмотренных подхода к опи-
санию роста знания, которые пронумеруем соглас-
но первой строке табл. 1. Строго говоря, в опи-
сании самой четырехчленной схемы не указаны
категории знания, но они отмечены для первого
подхода в позиции «Имплицитные/эксплицирован-

ные знания» в этой таблице. Почему? В той же
самой работе К. Р. Поппер проводит границу меж-
ду субъективным и объективным знанием, строит
теорию познания, в контексте которой и дано опи-
сание рассматриваемой четырехчленной схемы.

В процессе ее построения он описывает идею
«трех миров» следующим образом: «Примерами
объективного знания являются теории, опублико-

ванные в журналах и книгах и хранящиеся в биб-
лиотеках, обсуждения этих теорий, трудности или
проблемы, на которые было указано в связи с таки-
ми теориями и т. д. Мы можем назвать физический
мир «миром 1», мир наших осознанных пережива-
ний — «миром 2», а мир логического содержания
книг, библиотек, компьютерной памяти и тому по-
добного — «миром 3» [1, с. 78]. Следовательно,
если рассматривать четырехчленную схему в кон-
тексте описания идеи «трех миров», то это является
основанием указать для нее три категории знания
в табл. 2: имплицитные индивидуальные, экспли-
цированные индивидуальные и конвенциональные
знания.

Вернемся к первому вопросу статьи: возмож-
но ли именно целенаправленное выявление лакун

Таблица 2 Семь значений слова face по HTE [9, 10]

Номер концепта в HTE Концепт Слово и год появления концепта
01.02.03.08.01.04 n. The body :: Face Matching word(s): face (1290–)
01.02.03.08.01.04|04 n. The body :: Face :: with reference to beauty Matching word(s): face (1591–)
01.02.03.08.01.04.01 n. The body :: Face with expression/expression Matching word(s): face (1330–)

01.02.03.08.01.04.01|01 n.
The body :: Face with expression/expression ::
grimace/distortion

Matching word(s): face (1602–)

01.12.05.03.01|13 n.
Relative position :: Surface :: one of several surfaces
of a thing

Matching word(s): face (1340–)

01.12.05.03.01|19 n. Relative position :: Surface :: front surface Matching word(s): face (1611 + 1820–)

01.12.05.03.01|19.01 n.
Relative position :: Surface :: front surface :: specif-
ically of a coin/medal/seal/die, etc.

Matching word(s): face (1515–)

Примечание: если в третьем столбце после «–» не указан год, то это говорит о том, что это значение встречается в текстах до
настоящего времени.
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и их заполнение, обеспечивающее рост знания?
Отметим, что во всех трех рассмотренных подходах
категория имплицированных знаний отсутствует, т. е.
для них первый вопрос остается открытым. Во всех
трех подходах можно найти неявные указания на
источники нового знания. В табл. 1 указаны по два
источника для первого и второго подходов, три —
для третьего. Источники не указаны в явном виде,
но они подразумеваются в описании связей между
знаниями разных категорий. Например, зависи-
мость имплицитного индивидуального знания от
конвенционального в первом подходе описана так:
«В мире 3 мы можем открыть новые проблемы, ко-
торые были там до того, как их открыли, и до того,
как они были осознаны, то есть до того, как что-
либо соответствующее им появилось в мире 2 〈. . .〉
Основной тезис: наше осознанное субъективное зна-

ние (знание в мире 2) зависит от мира 3, то есть от

теорий, сформулированных (хотя бы виртуально) на

определенном языке (курсив мой — ИЗ)» [1, с. 78].
Рассмотренные три теоретических подхода со-

поставим с практикой конкурсного финансирова-
ния фундаментальных исследований, ориентиро-
ванных на рост научного знания.

3 Практика формирования
нового знания

Для примера возьмем проект, поддержанный
Национальным научным фондом (ННФ) США,
который посвящен моделированию процесса воз-
никновения новых значений (= концептов) слов.
Целью проекта ННФ является разработка рет-
роспективной модели, описывающей временн‚ую
траекторию возникновения новых концептов. Ис-
полнители проекта исходили из того, что в есте-
ственном языке используется конечное число слов,
обозначающих концепты, но при этом слова долж-
ны быть способны выражать значительно большее
число концептов, чем число слов в языке. Из
этого они сделали вывод, что в процессе развития
языка существующие слова приобретают все но-
вые и новые концепты согласно некоторой модели,
что и было ими показано в результате выполнения
проекта.

Для достижения цели проекта его исполните-
ли поставили задачу разработать ретроспективную
модель (ожидаемый результат проекта), описыва-
ющую процесс появления в прошлом концептов,
исследуя эволюцию английского языка [11]. В этой
модели есть ось времени, на которой указаны мо-
менты появления новых значений у исследуемого
слова. Эти моменты определялись по Историче-
скому тезаурусу английского языка (The Historical

Thesaurus of English — HTE), в котором содержится
информация о годах появления новых концептов
слов, начиная с 1000 г. [9].

Ретроспективная модель описывает связи между
концептами каждого исследуемого слова и степень
их семантической близости, которая определятся
на основе иерархического номера, присвоенного
каждому концепту в HTE [10]. В качестве при-
мера приведем семь концептов слова face по HTE
c указанием их номеров и годов появления в тек-
стах Британского национального корпуса (British
National Corpus — BNC) [12] (см. табл. 2). Отме-
тим, что для всех семи концептов не указаны годы
их исчезновения из текстов, т. е. они встречаются
в современных текстах BNC.

В ретроспективной модели источниками ново-
го знания о временн‚ых траекториях возникнове-
ния новых концептов являются HTE и BNC. Для
рассмотренного проекта три позиции сравнения,
приведенных в табл. 1, будут иметь следующий вид:

(1) конвенциональные знания, отраженные
в BNC, а также индивидуальные и коллек-
тивные знания исполнителей проекта;

(2) эксплицированные конвенциональные зна-
ния, а также эксплицированные и имплицит-
ные индивидуальные и коллективные знания
исполнителей проекта;

(3) источником нового знания о временн‚ых тра-
екториях являются HTE и BNC.

Возникает закономерный вопрос, в какой степе-
ни новое знание в форме моделей и временн‚ых тра-
екторий возникновения новых концептов является
спонтанным? Авторы проекта сформулировали его
цель и задачу, описали ожидаемый результат, до-
ступные информационные ресурсы HTE и BNC,
запланировали выполнение проекта, включая
проведение вычислительных экспериментов с ис-
пользованием методов корпусной лингвистики,
получили ожидаемый результат и опубликовали
статью [11]. При этом они сформировали новое
знание в форме моделей и их действия в целях его
получения были целенаправленными. Таким обра-
зом, этот пример говорит о возможности целена-
правленного роста научного знания.

Естественно, что возможны ситуации, когда не
удается получить ожидаемые результаты проектов
фундаментальных исследований и/или спонтан-
но возникают незапланированные новые резуль-
таты. Для положительного ответа на первый вопрос
статьи достаточно было бы и одного приведенного
примера, но практика научных фондов позволяет
утверждать, что это далеко не единичный случай.
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Таблица 3 Примеры объектов интерпретации с модальными конструкциями в оригинале

Оригинал Перевод
Sollte jetzt etwa eine Predigt stattfinden?
[Franz Kafka. Der Prozess (1914)]

Неужели сейчас кто-то будет читать проповедь?
[Франц Кафка. Процесс (Р. Райт-Ковалева, 1965)]

Warum mu�te er diese Demoiselle St�uwing heiraten und
den. . . Laden. . .
[Thomas Mann. Buddenbrooks (1896–1900)]

Зачем ему понадобилось жениться на этой мадемуа-
зель Штювинг с ее . . . лавкой?
[Томас Манн. Будденброки (Н. Ман, 1953)]

Er durfte nun eine Weile lang guten Gewissens ruhen.
[Patrick S�uskind. Das Parfum: Die Geschichte eines
M�orders (1985)]

Теперь он имел право некоторое время отдыхать.
[Патрик Зюскинд. Парфюмер: История одного
убийцы (Э. Венгерова, 1992)]

”Das Kind kann nichts daf�ur”, h�orte sie die Stimme
sagen, “aber du, Kassiopeia — warum hast du das nur
getan?”
[Michael Ende. Momo (1973)]

– Ребенок не виноват, — услышала она говоривше-
го. — Но ты, Кассиопея, почему ты это сделала?
[Михаэль Энде. Момо (Ю. И. Коринец, 1982)]

“Mag sein,” sagte der Advokat, “wir wollen aber trotzdem
nichts �ubereilen.”
[Franz Kafka. Der Prozess (1914)]

– Возможно, — сказал адвокат, — и все же не будем
торопиться.
[Франц Кафка. Процесс (Р. Райт-Ковалева, 1965)]

Таким образом, ответ на первый вопрос предла-
гается такой: многолетняя практика работы оте-
чественных и зарубежных фондов по финансиро-
ванию проектов фундаментальных исследований
говорит о возможности целенаправленного форми-
рования нового научного знания.

Рассмотрим второй вопрос — о возможности
обеспечить целенаправленность роста научного
знания с использованием средств информатики.
При его рассмотрении ограничимся только систе-
мой знания о языке.

4 Теоретические основания
создания информационной
технологии формирования

Разрабатываемая в рамках проекта РФФИ кон-
цепция создания ИТФ предназначена в первую оче-
редь для решения трех задач, которые перечислены
в начале статьи. Первая основная идея предлага-
емой концепции и ее отличие от трех подходов,
приведенных в табл. 1, заключается в явном описа-
нии источника нового знания о языке и фрагмен-
тации его информации на объекты интерпретации
(пять их примеров приведены в табл. 3).

В разрабатываемой концепции фрагментация
информации источника знания на объекты интер-
претации позиционируется как необходимое усло-
вие создания ИТФ. Проиллюстрируем это усло-
вие на примере задачи построения типологии
конструкций русского языка с модальным значе-
нием, возникающих в переводе конструкций не-
мецкого языка с модальными глаголами, которая
является сегодня актуальной в лингвистике [13].
Для решения этой задачи естественно использовать

параллельные тексты с предложениями на немец-
ком языке и их переводами на русский язык (см.
табл. 3).

В настоящее время наиболее представительный
массив немецко-русских текстов в электронной
форме объемом 2,6 млн словоупотреблений хра-
нится в Параллельном немецком корпусе (ПНК),
который находится в открытом доступе [14]. Так
как эти тексты являются выровненными (ориги-
нальным предложениям поставлены в соответствие
их переводы), то необходимая фрагментация в ПНК
уже есть, при этом объект интерпретации — это па-
ра немецкого и русского предложений (см. табл. 3).
Когда используются невыровненные тексты ори-
гинала и перевода, тогда операция фрагментации
является необходимым компонентом ИТФ [15].

Для решения задачи построения типологии не-
обходимо из корпуса выровненных текстов ото-
брать с помощью поиска по леммам предложения
с исследуемыми немецкими модальными глагола-
ми и одновременно переводы этих предложений на
русский язык. Таблица 4 содержит данные прове-

Таблица 4 Число объектов интерпретации в немецко-
русских текстах ПНК

Модальный глагол
Число

объектов
интерпретации

D�urfen 758
K�onnen 5 782
M�ogen 937
M�ussen 3 209
Sollen 2 041
Wollen 3 541

Всего объектов интерпретации 16 268
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Таблица 5 Пример завершенной аннотации

Sie sollten diese ungem�utliche
Sache jetzt lieber sein lassen.

sollen

〈+Inf I〉
〈Sie〉
〈Praet〉
〈Konj II〉
〈sollen-3〉

– Давай оставим это дело
в покое.

〈1pl〉
〈Imperat〉
〈2sg〉
〈давай〉

Примечания: 〈+Inf I〉 — управляет глаголом в форме инфинитива I; 〈Sie〉 — вежливая форма
обращения ко 2-му лицу; 〈Praet〉— Pr�ateritum; 〈Konj II〉— Konjunktiv II; 〈sollen-3〉— соответству-
ет 3-му значению в словарной статье модального глагола sollen; 〈1pl〉 — 1-е лицо, множественное
число (глагола, управляемого формой давай); 〈Imperat〉 — императив (характеристика формы
давай); 〈2sg〉 — характеристика формы давай.

Таблица 6 Пример незавершенной аннотации

Gut, sagte ich, soll er

dich verehren, aber so-
viel kostbare Blumen,
das ist aufdringlich.

Sollen

〈+Inf I〉
〈3sg〉
〈Praes〉
〈sollen-x〉
〈Verb-Initial〉

– Очень мило, — сказал я, —
поклонник поклонником, но
дарить такой большой букет
дорогих цветов — значит на-
вязываться.

〈xN-Nomin+xN-Instr〉

Примечания: 〈sollen-x〉 — означает, что значение модального глагола в этом предложении не найде-
но в немецко-русском словаре в процессе лингвистического аннотирования; 〈xN-Nomin+xN-Instr〉 —
конструкция «существительное в именительном падеже + то же существительное в творительном».

денного поиска: для рассматриваемой задачи ис-
следователям доступны в ПНК более 16 тыс. объ-
ектов интерпретации (в таблице они распределены
по шести немецким модальным глаголам).

Вторая идея предлагаемой концепции заключа-
ется в обеспечении с помощью ИТФ лингвисти-
ческого аннотирования отобранных объектов ин-
терпретации, позволяющего фиксировать лакуны
в системе современного знания о языке. До нача-
ла аннотирования для рассматриваемой задачи был
выбран немецко-русский словарь [16], который от-
ражает современный уровень, и он используется
в процессе аннотирования. Результатом аннотиро-
вания объектов интерпретации могут быть как за-
вершенные (табл. 5), так и незавершенные (табл. 6)
двуязычные аннотации1.

Массив отобранных завершенных аннотаций
содержит структурированное описание конструк-
ций немецкого языка с модальными глаголами
и конструкций русского языка с модальным значе-
нием. Исследование соотношения между количе-
ством завершенных и незавершенных аннотаций,
которое меняется в процессе аннотирования,
является самостоятельной задачей. Есть первые
результаты ее решения для переводов француз-
ских глаголов на русский язык [17]. Был прове-
ден эксперимент по аннотированию 2 500 объектов

интерпретации, т. е. пар предложений, включа-
ющих переводы французских глаголов, которые
были выровнены так же, как и немецкие пред-
ложения в табл. 3. В результате их аннотирования
было сформировано 97,7% завершенных аннота-
ций. При этом семантический анализ 2,3% незавер-
шенных аннотаций позволил лингвистам извлечь
четыре низкочастотных модели перевода француз-
ских глаголов прошедшего времени несовершенно-
го вида (imparfait) на русский язык, отсутствующих
в современных контрастивных грамматиках [18].

Завершенность процесса аннотирования объек-
та интерпретации говорит о том, что значение не-
мецкого модального глагола, которое встретилось
в объекте интерпретации, присутствует в словаре.
Если этого значения в словаре нет, то в аннотации
ставятся специальные теги, которые фиксируют ее
незавершенность, причину незавершенности и тем
самым описывают потенциальные лакуны в систе-
ме современного знания о языке. Таким образом,
массив незавершенных аннотаций фиксирует не-
который спектр потенциальных лакун. Одной из
целей создания ИТФ является обеспечение про-
цесса аннотирования и разметки незавершенных
аннотаций с помощью тегов, которые передаются
на этап их семантического анализа, выполняемо-
го лингвистами-экспертами. Результатом анали-

1Аннотации сформированы В. И. Карповым (см. табл. 5) и А. А. Гончаровым (см. табл. 6). Примечания к табл. 5 и 6 подготовлены
Д. О. Добровольским и Анной А. Зализняк.
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за является описание новых значений немецких
модальных глаголов и пополнение ими немецко-
русского словаря с использованием переводов тех
предложений, в которых эти новые значения были
обнаружены в процессе аннотирования.

Третья идея предлагаемой концепции заключа-
ется в обеспечении с помощью ИТФ многоаспект-
ной кластеризации завершенных аннотаций. Вы-
бор аспектов кластеризации зависит от решаемой
лингвистической задачи и исследуемых языковых
единиц. Например, для формирования типологии
конструкций русского языка с модальным значени-
ем, возникающих в переводе конструкций немец-
кого языка с модальными глаголами, завершенные
аннотации группируются по немецким модальным
глаголам (см. табл. 4), но это является только одним
из аспектов кластеризации.

5 Заключение

Применение ИТФ в процессе лингвистическо-
го аннотирования дает возможность лингвистам
сформировать массив незавершенных аннотаций,
отражающих потенциальные лакуны в системе
современного знания о языке. Последующий
семантический анализ таких аннотаций позволя-
ет выявить новые значения модальных глаголов
и сформировать искомую типологию [13]. Со-
поставим предлагаемые теоретические основания
создания ИТФ с ретроспективной моделью воз-
никновения новых концептов [9–11]. Основное
отличие заключается в том, что в первом случае
ИТФ помогает лингвистам целенаправленно вы-
являть и описывать новые концепты, имплициро-
ванные в параллельных текстах, а во втором случае
информационные ресурсы BNC используются для
описания ретроспективной временн‚ой траектории
появления концептов, которые эксплицированы,
так как они уже были описаны в HTE до начала
проекта ННФ.

В первом случае ИТФ обеспечивает извлечение
имплицированных субъективных знаний перевод-
чиков (мир 2) и формирование на их основе но-
вых эксплицированных знаний лингвистов в мире 3
как объективного знания в терминах К. Р. Поппе-
ра. Во втором случае были построены временн‚ые
траектории и новые модели появления концептов
с использованием информационных ресурсов BNC
и HTE без извлечения из них имплицированных
знаний. Из HTE копировалась информация о кон-
цептах и годах их первого появления в текстах BNC,
на основе которой строились траектории и модели
появления концептов исследуемых слов.

Необходимыми условиями создания ИТФ, обес-
печивающих рост научного знания в лингвистике за
счет экспликации имплицированных знаний, явля-
ются следующие положения:

– наличие источника нового знания для обо-
значенной предметной области и возможность
фрагментации его информации на объекты ин-
терпретации, в которых имплицированы инди-
видуальные (субъективные) знания;

– возможность отражения потенциальных лакун
в системе современного знания с помощью раз-
метки тегами объектов интерпретации;

– возможность заполнения лакун результатами
семантического анализа соответствующих объ-
ектов интерпретации в процессе экспликации
имплицированных знаний.

Для ряда задач контрастивной лингвистики эти
три условия выполняются [17, 18], и они являются
необходимыми теоретическими основаниями раз-
работки ИТФ. В настоящее время разработан ее
первый компонент, ориентированный на обнару-
жение потенциальных лакун в системе современ-
ного знания о переводах конструкций с немецкими
модальными глаголами на русский язык. Первые
результаты экспериментальной эксплуатации по-
зволяют говорить о возможности обеспечения целе-
направленности экспликации имплицированных
знаний с использованием средств информатики.
Что касается других предметных областей, то во-
прос применимости в них аналогичных средств ин-
форматики, обеспечивающих целенаправленность
роста знания, в настоящее время является откры-
тым, так как требуется отдельная проверка выпол-
нимости в этих областях трех перечисленных усло-
вий.
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Abstract: In recent decades, problems of language specificity in the Russian language attract considerable attention
of researchers, although until recently, they have not been thoroughly examined using corpus-based methods. This
paper presents a new method of investigating language specificity of Russian connectives based on statistical analysis
of annotated parallel texts. Russian–French and French–Russian parallel texts are processed with the help of the
Supracorpora Database (SCDB) of Connectives designed specifically for annotation of translation correspondences
(TCs) found in parallel texts. Each TC includes annotations of a Russian connective and its translation equivalent
(TE), which enables one to obtain statistical data on various translation models (TMs) based on several proposed
parameters of language specificity of connectives. As an example, in this work, language specificity of two Russian
connectives will be examined: или and а то. Based on the proposed statistical parameters, it will be demonstrated
that или has a very low degree of language specificity in the context of the Russian–French language pair, while
а то is a highly language-specific connective. The results of this research are applicable to informatics (machine
translation and statistical analysis of textual data) and comparative study of languages, such as lexical typology,
lexicography, and theory and practice of translation.
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1 Introduction

Language-specific phenomena (the term introduced
in [1]) are examined in Russian linguistics since 1990s
(see, e. g., [2, 3]). According to [4], a language-specific
lexical unit “includes a unique conceptual configuration,
meaning that all of its existing translation equivalents
either lack a certain semantic component, or include
an irremovable superfluous component.” Until recently,
language-specific phenomena had been studied based
almost exclusively on comparative semantic analysis. By
now, semantic analysis has been supplemented by quan-
titative statistical analysis of annotated parallel texts.

The goal of this paper is to describe new approach-
es to identifying the degree of language specificity of
connectives based on data from parallel corpora. The
language specificity of Russian connectives is examined
in comparison with French TEs that appear in parallel
texts.

The SCDB of Connectives is a new information
resource that contains aligned texts of parallel corpora
from the Russian National Corpus (RNC) and makes
it possible to create and annotate Russian connectives
together with their TEs in parallel texts. Such an-
notated pairs are called translation correspondences.
Annotations of connectives and their TEs include rele-
vant context properties of Russian connectives and their

parallels, such as type of relation, position, structural
features, etc. The concept of the SCDBs and their use
are described in [5, 6], and the annotation system and
statistical features — in [7].

The quantitative analysis requires adequate inter-
pretation and should be accompanied by semantic and
functional analysis. This analysis makes it possible to
determine the type and degree of language specificity of
various Russian connectives, as will be demonstrated by
the example of 210 annotations of the Russian connec-
tive или with rather obvious semantics and 210 annota-
tions of the polysemic Russian connective а то.

2 Data and Information Resources

The primary source of data for this research are paral-
lel texts of Russian–French corpus of the RNC. These
texts include morphological annotation for individual
words (such as part of speech, tense, number, etc.) and
they are aligned to mark correspondences between large
text segments of Russian and French texts ranging from
one to several sentences. An example fragment of an
aligned Russian–French parallel text is presented in
Table 1.

For many tasks of contrastive analysis, such as analy-
sis of language specificity of Russian connectives in

1Institute of Informatics Problems, Federal Research Center “Computer Science and Control” of the Russian Academy of Sciences, 44-2
Vavilov Str., Moscow 119333, Russian Federation
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Table 1 Example fragment of an aligned Russian–French parallel text∗

Original Russian Text [English translation] French Translation Text
— Ну что ты, Алеша. . . лежи,
молчи. . .

[— Come, come, Alyosha. . . lie down,
don’t talk. . .]

— Voyons, Aliocha. . . Allons, reste
couch‚e et tais-toi. . .

Пальто-то этой дамы у нас пока бу-
дет?

[Should we keep the coat of this lady
for now?]

Le manteau de cette dame, on le garde
ici, pour l’instant?

— Да, да. Чтобы Николка не взду-
мал тащить его.

[— Yes, yes. Don’t let Nikolka even
dream of bringing it back.]

— Oui, oui. Et que Nikolka ne s’avise
pas de le porter.

А то на улице. . . Слышишь? [Because on the street. . . Do you
hear?]

Sinon, dans la rue. . . Tu comprends?

Вообще, ради бога, не пускай его
никуда.

[For god’s sake, don’t let him go any-
where at all.]

En g‚en‚eral, pour l’amour du ciel, ne
le laisse aller nulle part.

∗Mikhail Boulgakov. The White Guard. 1926. French translation by Claude Ligny, 1970. Literal English translation of Russian texts
here and hereafter is provided by the authors of the paper.

contrast with French, an additional layer of annotation
is needed. The goal of this additional layer is to en-
able annotation of TCs between specific language units
(LUs), in this case — Russian connectives, and their TEs
in French. Note that Russian connectives may include
more than one word while in contemporary corpora,
only individual words are usually annotated. To support
this type of annotation, a new information resource was
created — the SCDB of Connectives.

The SCDB of Connectives includes information
about TCs that experts record and annotate for Russian
connectives using customizable sets of features (tags).
All LUs in the SCDB of Connectives (both Russian
connectives and their corresponding TEs) are annotated
with the following information:

– word composition and relevant context of the LU;

– one main feature (tag) that specifies the type of the
LU. A combination of main features of a Russian
connective and its French TE defines one of the
possible TMs for that connective; and

– several additional features (tags) that describe con-
text properties of the LU. The most notable among
these are the tags that specify the meaning of each
connective; in other words, discourse relation be-
tween the corresponding text fragments that this
connective marks.

In addition, some features apply to the TC as a whole
and not to any of the LUs composing it. For example,
translation type of a TC is tagged congruent if a Russian

The framework of the SCDB of Connectives and an example of an annotated TC (the TC presented in this figure is based on the
fragment of the parallel text presented in Table 1)
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connective corresponds to a French LU of the same
category (i. e., a French connective), and divergent if
it corresponds to a French LU of a different category
(see [8, p. 23–25]). The figure presents an example
of an annotated TC in the framework of the SCDB of
Connectives.

3 Method of Calculation
of Language Specificity
Parameters

In [9], the following features are proposed as param-
eters that may signal language specificity of a Russian
connective.

In Russian–French parallel texts:

1. A large number of different TMs.

2. A high proportion of divergent TEs (i. e., units other
than connectives in translation).

3. A high proportion of zero-equivalents (connectives
are not translated).

In French–Russian parallel texts:

4. A large number of different translation stimuli (TSs).

5. A high proportion of divergent TSs.

6. A high proportion of zero-stimuli (no stimuli for the
connective is found in the original text).

Table 2 Normalization of the language specificity parameter 1
per 100 TCs based on the assumption of linear growth

Connective
Number
of TCs

Number
of TMs

Estimated
number of TMs

per 100 TCs
K1 300 100 33.3
K2 50 20 40

Parameters 2–3 and 5–6 are calculated as percent-
ages from the total number of TCs for each connective.
Evaluation of parameters 1 and 4 is less obvious. It is ob-
vious that as the number of annotated TCs for a certain
connective grows in the SCDB, the number of identified
TMs for that connective will also grow. For instance, let
us suppose that in the Russian–French parallel corpus
of the SCDB 50 TCs were annotated for connective K1
and 300 TCs — for connective K2. In addition, 20 TMs
were identified for connective K1 and 100 TMs — for
connective K2. Then, based on the assumption of lin-
ear growth, one would arrive at the estimate shown in
Table 2.

Based on this estimate, it could be concluded that
connective K2 generates new translation models slightly
more often than connective K1. This is, however, not

true, because increase of the number of TMs relative to
the number of TCs is not linear. It is intuitively clear that
as more and more annotated TCs for a certain connec-
tive are registered in the database, growth of the number
of new, previously unidentified TMs will be gradually
slowing down. This assumption is supported by the data.

This means that in order to compare language speci-
ficity of these two connectives based on the parameter 1,
it is necessary to approximate the ratio of increase in the
number of TMs relative to the total number of TCs for
a given connective (the same logic applies to parameter 4,
which is calculated based on reverse French–Russian
translations).

Analysis of available data showed that the growth of
the number of TMs relative to number of TCs can be
approximately described by the following formula1:

ni = Rim
0.65
i

where mi is the number of TCs created for connective Ki

in the SCDB; ni is the number of TMs identified for
connective Ki in these TCs; and Ri is the TM-factor of
language specificity of the connective Ki. The higher is
the TM-factor, the higher is the likelihood for a certain
connective to generate new TMs with each new TC cre-
ated in the SCDB. Based on this formula, the TM-factor
is calculated as follows:

Ri =
ni

m0.65i

.

The proposed method for generating more accurate
language specificity parameters is based on this formula.
The updated estimate for the above speculative example
(Table 3) clearly shows that Russian connective K1 has
a significantly higher TM-factor of language specificity
and, thus, generates new TMs more often compared to
connective K2.

In order to calculate language specificity parameters
based on the number of different TSs (parameter 4),
more experimental data should be gathered and pro-
cessed to test and adopt the above formula to correctly
reflect the growth of the number of TSs relative to
number of TCs.

4 Examination of Language
Specificity Parameters
for а то and или

Table 4 shows the language specificity parameters calcu-
lated based on 210 annotations of а то and 210 annota-
tions of или in the SCDB’s Russian–French corpus.

All the parameters differ significantly for the two
connectives, their values for а то are at least twice as

1The formula was proposed and tested by M. Kruzhkov.
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Table 3 Language specificity parameters based on the formula ni = Rim
0.65
i

Connective
Number

of TCs, mi

Number
of TMs, ni

TM-factor, Ri

Estimated
number of TMs

per 100 TCs
K1 300 100 2.45 49.0
K2 50 20 1.57 31.4

Table 4 Language specificity parameters of а то and или based on the SCDB data

Russian connctives Total TCs Zero1 Zero, % Dvrg2 Dvrg, % TMs TM-factor TMs per 100
а то 210 54 25,71 6 2,86 33 1.02 20.37
или 210 20 9,52 1 0,48 18 0.56 11.11

1Number of zero-equivalents (see language specificity parameter 3).
2Number of divergent TEs (see language specificity parameter 2).

high as for или. Of course, further semantic analysis is
required to clarify the nature of these differences.

4.1 Connective ‘или’

Connective или expresses the relation of alternative (1)
and in 70.48% of TCs in the SCDB, its French func-
tional equivalent is connective ou, which has similar
semantics.

(1) Закон, устанавливающий или отягчающий от-
ветственность, обратной силы не имеет.1

La loi ‚etablissant ou aggravant la responsabilit‚e
d’une personne n’a pas d’effet r‚etroactif. [Con-
stitution de la F‚ed‚eration de Russie (M.: Lesage,
2000)]

Nevertheless, in different contexts the opposition of
disjuncts can be more or less strong. For example, it
is minimal in (2), where alternative is perceived almost
as a connective relation, and maximal in (3), where
alternative is interpreted as one that excludes one of the
disjuncts.

(2) Здесь чужой акцент только намечается, но он
уже порождает оговорку или заминку в речи.2

Ici l’accent “‚etranger” est seulement esquiss‚e, mais
cela suffit à faire na��tre dans le discours des r‚eserves
et des h‚esitations. [Mikha��l Bakhtine. La po‚etique
de Dosto��evski (Isabelle Kolitcheff, 1970)]

(3) Но правило для всех одно: «Прогибайся или

прогибай».3

Mais la règle est la m�eme pour tout le monde: ou

tu te fais ‚ecraser, ou tu ‚ecrases les autres. [Svetlana
Alexievitch. La fin de l’homme rouge ou le temps
du d‚esenchantement (Sophie Benech, 2013)]

These subtleties of meaning can be made explicit by
translators. When opposition between disjuncts weak-
ens, translators choose copulative et (2), ainsi que, and
in the presence of negation of disjuncts — ni. Translation
models with copulative semantics account for 7.62% of
TCs with или. Some of the zero-equivalents (9.52%) can
also be attributed to weakening the opposition: in such
cases, disjuncts in translation are separated by a comma.
When the opposition is strong, translators choose dupli-
cate conjunctions ou‖ou (3), soit‖soit, single or duplicate
ou bien. They account for 6.68% of the total TCs (5.24%
of which account for single ou bien).

The remaining TMs (mostly, metalinguistic alter-
natives, such as ou plut�ot, autrement dit, c’est-à-dire)
account for 8.58%. These factors explain the number
of translation models (18) and the TM-factor (0.56).
However, they are all rather homogeneous in their se-
mantics and could be replaced by the most frequent TM
ou. Finally, the relation of alternative is extremely rarely
expressed by other means than connectives: a divergent
translation (a temporal alteration adverbial de temps en

temps) was encountered only once (0.48%). This usage
can be viewed as a context-driven translator’s choice.

4.2 Connective ‘а то’

As opposed to или, а то is a polysemic connective;
researchers distinguish up to 6 meanings for it (i. e., dis-
course relations that can be expressed by it, see [10]). It
is important to note that language specificity parameters
of а то vary considerably for different meanings of this
connective (Table 5).

The most frequent meaning of а то is the nega-
tive alternative relation — it accounts for 56% of all its
uses (4).

1The law that establishes or aggravates responsibility does not have a retroactive effect.
2Here, the foreign accent is barely hinted at, but it already entails a fault or a halt in discourse.
3But the rule is the same for everybody: “Yield, or force others to yield.”
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Table 5 Language specificity parameters of а то combined with relations expressed by it

Relation TCs TCs, % Zero Zero, % Dvrg Dvrg, % TMs TM-factor TMs per 100
negative alternative 116 56 11 9.48 2 1.72 19 0.86 17.25
cause 52 25 33 63.46 0 0.00 9 0.69 13.77
discrepancy 15 7 3 20.00 1 6.67 7 1.20 24.04
alternative 13 6 3 23.08 1 7.69 8 1.51 30.11
complementarity 9 4 3 33.33 0 0.00 6 1.44(!) 28.71(!)∗

exception 2 1 0 0.00 2 100.00 2 — —
∗The estimate is approximate since there is not enough data.

(4) — Говори, а то я заплачу.1

— Parle, sinon je pleure. [Sergue�� Dovlatov.
L’‚Etrangère (Jacques Michaut-Paterno, 2001)]

When combined with this relation, the language
specificity parameters of а то are relatively low. Zero-
equivalents are less than 10%, divergent translations are
also rare (1,72%), and TM-factor is also relatively low
(0.86). The most frequent TM is sinon (63.79%), which
can be combined with mais and et (1.72%); there are also
a few synonyms of sinon: sans cela, sans quoi, sans c�a,
autrement, and ou (12.07%). Translation models from
this semantic group account for 77.58% of all TCs for
negative alternative а то in the SCDB, and if we include
zero-equivalents, the total reaches 87.06%.

The second most frequent meaning of а то is the
one that expresses cause (25%):

(5) По крайней мере позвольте объяснить госпо-
дину Вольдемару, в чем дело, (. . .) а то он
совсем растерялся.2

Permettez au moins que nous expliquions le jeu
à M. Vold‚emar, (. . .). Car il a complètement per-
du le nord. . . [Ivan Tourgueniev. Premier Amour
(Michel-Rostislav Hofmann, 1974)]

The most frequent equivalent here is the zero-
equivalent, which is not unusual for causal relations
(see [11, 12]), but the actual percentage (63.46%) surely
attracts attention. In cases where a TE can be identified,
equivalents are usually markers of casual relations: car

(17.31%), parce que (3.85%), à cause de (1.92%). One
should also note that in some cases, а то with negative
alternative relation is translated into French by causal
conjunctions (1.74%) and at the same time, casual а то

in some cases (7.72%, even more often) is translated
into French by units that express the negative alternative
relation (sinon, sans quoi). Compare (6), where in the
original text connective а то expresses cause, while in
the translation, the present tense is substituted by the fu-
ture and, as a result, the causal motivation is transformed

into motivation through possible negative consequences
of failure to implement the initial proposition.

(6) Нужно физическое движенье, а то мой харак-
тер решительно портится.3

J’ai besoin d’un exercice violent, sinon mon
caractère deviendra intraitable [L‚eon Tolsto��. An-
na Kar‚enine (Henri Mongault, 1952)]

Nevertheless, the TM-factor for causal relation is
lower than for negative alternative relation: 0.69 which
is evidently caused by extremely high percentage of
zero-equivalents.

Next in terms of frequency are relations of discrep-
ancy (7%) and alternative (6%). The TM-factors for
these relations are quite high: 1.2 and 1.51, respectively.
This may have to do with the fact that а то belongs
to an informal style of discourse abundant with fixed
expressions for which it is often difficult to find an exact
equivalent; so, the choice of a TMs is often dependent
on the context. However, as in the above cases, all TMs
belong to the same semantic class.

The most frequent TM for а то with discrepancy
meaning is mais (26.67%, see (7)); next in frequency are
tandis que and zero-equivalent (20% each).

(7) Ну, захотел помочь — дай пятнадцать, дай два-
дцать, ну да хоть три целковых себе оставь,
а то все двадцать пять так и отвалил!4

Ma foi, si tu voulais l’aider, tu n’avais qu’à don-
ner quinze, vingt roubles, et en garder pour toi ne
serait-ce que trois, mais il les a l�ach‚es d’un coup
tous les vingt-cinq! [F‚edor Dosto��evski. Crime et
ch�atiment (‚Elisabeth Guertik, 1947)]

Another possible equivalent is conjunction et

(13.33%), which is also used here in an oppositional
context (8) and, finally, there is au lieu que (6.67%), so
that the total amounts to 86.66%.

1Speak, or else I will cry.
2At least, let me explain to Mr. Voldemar what is the matter, (. . .) since he is completely at a loss.
3Physical movement is necessary, since my character clearly deteriorates.
4Well, if you want to help, then give 15, give 20, but keep at least three rubles for yourself, but he just likes that gave away all 25.
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(8) — Он женится! Хочешь об заклад, что не же-
нится? — возразил он. — Да ему Захар и спать-
то помогает, а то жениться!1

— Lui, se marier! je parie qu’il ne se mariera pas!
r‚epliqua-t-il. Il a besoin de Zakhar m�eme pour
dormir, et tu veux qu’il se marie! [Ivan Gontcharov.
Oblomov (Luba Jurgenson, 1988)]

High TM-factor of а то coupled with relation of
alternative (1.51) has to do with the fact that different
TMs express different shades of this relation: tempo-
ral alternation (tant�ot, de temps en temps), gradation
(m�eme), or intensification of alternative (ou encore, ou

bien). Nevertheless, in more than 50% of cases, we
encounter either TMs belonging to different semantic
classes (30.76%), or zero-equivalents (23.8%).

Unfortunately, there are insufficient data at this point
to obtain representative statistics and make reliable con-
clusions about the two remaining relations — comple-
mentarity (4.21%) and exception (0.53%).

5 Concluding Remarks

The new information resource, the SCDB of Connec-
tives, and the associated new method of analyzing corpus
data offer researchers valuable insights that can produce
tangible evidence that или is not a language specific
connector in the context of Russian–French language
pair. In 70.48% of cases, its TE is conjunction ou that ex-
presses the same relation; in most other cases, the TMs
selected by translators may be replaced by ou without
distortion of meaning.

On the other hand, analysis of the SCDB data sug-
gests that Russian connective а то has a relatively high
degree of language specificity, especially for some rela-
tions that can be expressed by it. This is due to the fact
that no connective with similar semantic configuration
exists in French. Its most frequent TE is sinon, but
it is found in only 38% of TCs, and what’s more, it
is associated with a different range of meanings (sinon

is translated into Russian by а то in 44.75% of cases,
mainly expressing the relation of negative alternative,
which is common for both connectives and has one
of the lowest TM-factors). These findings allow us to
attribute а то to language specificity Type 4, where
“the connective KA of language A has in language B
a systemic equivalent KB which is the most frequent in
translation, but does not reproduce all the values and
uses of KA” [9]. In addition, statistical analysis of the
corpus data allowed us to arrange 6 meanings of the
Russian connective а то according to their frequen-
cies.

Thus, the proposed method of statistical analysis can
lend greater objectivity to linguistic research by supple-

menting semantic analysis with quantitative data that
can either support or question it. The results of this
research are applicable to many areas related to infor-
matics (machine translation) and comparative study of
languages, such as lexical typology, lexicography, and
theory and practice of translation.
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СТАТИСТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ ЛИНГВОСПЕЦИФИЧНОСТИ

КОННЕКТОРОВ (НА МАТЕРИАЛЕ ПАРАЛЛЕЛЬНЫХ КОРПУСОВ)∗

О. Ю. Инькова, М. Г. Кружков

Институт проблем информатики Федерального исследовательского центра «Информатика и управление»
Российской академии наук

Аннотация: В последние десятилетия проблемы лингвоспецифичности в русском языке привлекают при-
стальное внимание исследователей, хотя до последнего времени они рассматривались без привлечения
корпусных методов. В этой работе описываются новые методы исследования лингвоспецифичности
русских коннекторов с привлечением статистического анализа аннотированных параллельных корпусов.
Русско-французские и франко-русские параллельные тексты обрабатываются с помощью Надкорпусной
базы данных коннекторов, разработанной специально для аннотирования переводных соответствий,
выявляемых в параллельных корпусах. Каждое переводное соответствие включает в себя аннотацию
русского коннектора и его переводного эквивалента, что позволяет генерировать статистические данные
по различным типам моделей перевода — на основе предлагаемых для коннекторов параметров лингво-
специфичности. В качестве примера в данной работе рассматриваются два русских коннектора: или и а то.
На основе предлагаемых статистических параметров будет показано, что или имеет очень низкий уровень
лингвоспецифичности в сопоставлении с французским языком, в то время как коннектор а то обладает
высокой лингвоспецифичностью. Результаты данного исследования могут быть востребованы в инфор-
матике (машинный перевод, статистический анализ текстовых данных), а также в различных областях,
связанных с контрастивными лингвистическими исследованиями, таких как лексическая типология,
лексикография и переводоведение.

Ключевые слова: надкорпусные базы данных; статистический анализ; контрастивный корпусный анализ;
лингвоспецифичность; параллельные корпуса; лингвистические информационные ресурсы; коннекторы;
дискурсивные отношения; семантика
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СЕМАНТИЧЕСКАЯ ОБРАБОТКА НЕСТРУКТУРИРОВАННЫХ

ТЕКСТОВЫХ ДАННЫХ НА ОСНОВЕ ЛИНГВИСТИЧЕСКОГО

ПРОЦЕССОРА PullEnti

Е. Б. Козеренко1, К. И. Кузнецов2, Д. А. Романов3

Аннотация: Представлена методика создания систем извлечения знаний, основанная на подходе, главным
инструментом которого является программный пакет PullEnti, включающий алгоритмы морфологиче-
ского и семантико-синтаксического анализа для выделения сущностей определенных типов из текстов
естественного языка (персоны, организации, локации и другие целевые семантические объекты). В сис-
теме PullEnti используются динамически подключаемые компоненты (плагины), что позволяет без
перекомпилирования активировать различные функциональные возможности. Именно таким образом
запускается блок семантического анализа. В процессе анализа выделяются семантические единицы
(токены), которые представляют собой типизированные фразы: текстовые, числовые и др. Приводятся
примеры реализованных проектов для различных предметных областей.

Ключевые слова: семантическое моделирование; извлечение именованных сущностей; области с ин-
тенсивным использованием данных; автоматизированные системы извлечения знаний; семантический
поиск; интеллектуальные интернет-технологии
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1 Введение
Задача автоматического анализа текстовой ин-

формации, представленной в Интернете, является
актуальной во всем мире. В данной статье пред-
ставлены результаты исследований и разработок,
направленных на решение научной проблемы со-
здания оптимальной методики логико-статистиче-
ского моделирования механизмов целевого семан-
тического анализа в информационных системах
с интенсивным использованием знаний, выпол-
няющих функции извлечения знаний, поддержки
аналитических решений, в том числе в среде не-
скольких естественных языков.

Для решения полного спектра задач обработки
естественного языка создан семантически-ориен-
тированный лингвистический процессор (СОЛП).
Центральным компонентом СОЛП является ин-
струментальный пакет (SDK-модуль) PullEnti. Этот
процессор в рамках проводимых соревнований
конференции «Диалог-2016» занял несколько пер-
вых мест при анализе текстов в рамках решения
задач извлечения именованных сущностей. Раз-
работчик PullEnti — Кузнецов Константин Иго-
ревич. В системе PullEnti используются динами-
чески подключаемые компоненты (плагины), что

позволяет без перекомпилирования запускать раз-
личные функциональные возможности. Именно
таким образом активируется блок семантического
анализа.

В процессе анализа выделяются семантические
единицы (токены), которые представляют собой
типизированные фразы, такие как текстовые, чис-
ловые и др. Например, в результате анализа фразы
«В 2017 году» будут выделены три токена: «В» —
текстовый; «году» — текстовый; «2017» — чис-
ловой. Такие токены можно назвать простыми.
Кроме того, выделяются метатокены — сложные
токены, которые объединяют несколько простых
токенов, например существительные с определите-
лями, скобки, кавычки и т. п.

В системе существует пополняемый статиче-
ский словарь терминов. В него можно добавлять
термины и затем проверять их наличие в тексте.
Кроме того, в системе можно формировать ди-
намически подобные словари на основе анализа
текста.

При анализе текста создается аналитический
контейнер, в который помещаются выделяемые
сущности, токены в определенной последователь-
ности, статистические данные и др.

1Институт проблем информатики Федерального исследовательского центра «Информатика и управле ние» Российской академии
наук, kozerenko@mail.ru

2Институт проблем информатики Федерального исследовательского центра «Информатика и управление» Российской академии
наук, k.smith@mail.ru

3Национальный исследовательский университет «Высшая школа экономики», DRomanov@it.ru
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2 Лингвистическое
моделирование в системах
обработки знаний
в многоязычной среде

Способы представления информации, знаний
многообразны. Огромный объем данных представ-
лен в виде текстов естественного языка, что делает
задачу извлечения и структурирования информа-
ции из текстов весьма важной. Это относится к раз-
личным предметным областям. Для оперирования
данными на компьютере необходимо выделить из
текста объекты, их атрибуты, связи между объекта-
ми, процессы, в которых эти объекты задействова-
ны, другую важную информацию, которая бы по-
зволяла не только описать ситуацию, но и строить
выводы, характерные для конкретной предметной
области, прогнозировать развитие ситуации.

Для решения поставленных задач проведены
эксперименты с различными грамматическими
формализмами, в том числе с грамматикой кате-
гориального типа [1]. Проведено сравнительное
исследование методов классификации примени-
тельно к лингвистическим задачам; выработан
эффективный метод отображения вектора есте-
ственно-языковых структур в расширенное про-
странство признаков для классификации новых
языковых объектов и структур; сформирована фо-
кусная выборка параллельных текстов деловых
и научных документов на русском и английском
языках по различным отраслям науки и техники;
сформирована расширенная система новых кате-
горий для повышения изобразительных возмож-
ностей двуязычной грамматики; выработаны пути
расширения базовых представлений на основе
аппарата расширенных семантических сетей [2]
и результатов применения метода векторных про-
странств, направленного на разрешение неодно-
значности языковых структур для синтаксического
разбора при распознавании текста в процессе из-
влечения знаний из текстов на разных естественных
языках. Разработаны алгоритмы автоматического
выравнивания параллельных текстов для развития
грамматических компонент систем обработки зна-
ний в многоязычном режиме.

Основной результат исследований — модель
лингвистической составляющей интеллектуальных
информационных систем, работающих в много-
язычном пространстве для поиска информации,
обеспечения оптимальных аналитических и управ-
ленческих решений в сферах деятельности с ин-
тенсивным использованием данных. Результаты
исследований применяются в логико-семантиче-

ских и статистических процедурах обработки сла-
боструктурированной текстовой информации, при
разработке технологии и инструментальных средств
построения лингвистических компонент интеллек-
туальных систем и систем машинного перевода.

3 Представление
лингвистических знаний
на основе векторных
пространств

Процедуры анализа и синтеза естественно-язы-
ковых высказываний отражают динамический ха-
рактер языка как деятельности; соответственно,
в модели, которая кладется в основу проекта сис-
темы обработки естественно-языковых высказыва-
ний, должен быть заложен механизм, позволяющий
строить представления движения.

Методы машинного обучения на основе вектор-
ных моделей развиваются и используются в различ-
ных областях знаний, применительно к лингвисти-
ческим задачам эти методы вполне эффективны для
разрешения лексической многозначности [3–8].

Более сложной задачей и новым направлени-
ем исследований возможности применения век-
торных моделей для представления и обработки
лингвистических данных является моделирование
грамматических преобразований на основе вектор-
ных пространств и тензоров. Тензор (от лат. ten-

sus, напряженный) — объект линейной алгебры,
преобразующий элементы одного линейного про-
странства в элементы другого. Часто тензор пред-
ставляют как многомерную таблицу, заполненную
числами — компонентами тензора d · d · · ·d, где d —
размерность, над которой задан тензор, а число
сомножителей совпадает с так называемой валент-
ностью, или рангом тензора. Важно, что такое
представление (кроме скаляров, т. е. тензоров ва-
лентности ноль) возможно только после выбора
базиса (или системы координат): при смене ба-
зиса компоненты тензора меняются определенным
образом. Сам тензор как «геометрическая сущ-
ность» от выбора базиса не зависит, компоненты
вектора меняются при смене координатных осей,
но сам вектор, образом которого может быть прос-
то нарисованная стрелка, от этого не изменяется.
Тензор обычно обозначают некоторой буквой с со-
вокупностью верхних (контрвариантных) и нижних
(ковариантных) индексов: X i1i2...ir

j1j2...js
. При смене ба-

зиса ковариантные компоненты меняются так же,
как и базис (с помощью того же преобразования),
а контрвариантные — обратно изменению бази-
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са (обратным преобразованием). Тензор является
сущностью любой системы реального мира и со-
храняется, несмотря на происходящие изменения
в этой системе [9]. Эта особенность тензора чрез-
вычайно актуальна для моделирования языковых
преобразований в лингвистических процессорах,
когда необходимо выявлять сходные значения, вы-
раженные многочисленными способами, системой
разнородных языковых средств.

В работе, представленной в данной статье, ис-
пользуются два основных подхода к представлению
смысла в вычислительной лингвистике: символь-
ный подход [10, 11] и подход на основе дистрибу-
тивной семантики [4–6, 9]; решение заключается
в сочетании методов компьютерной лингвисти-
ки и когнитивной науки, в котором символьное
и «коннекционистское» (от англ. connectionist, т. е.
основанное на нейронных сетях как модели ма-
шинного обучения) представления объединяются
с помощью тензорных произведений. Исследо-
ваны возможные применения данного метода для
обработки синтаксических структур и контекстов
в русском и английском языках и проведены межъ-
языковые сопоставления.

4 Семантико-ориентированный
лингвистический процессор

Методы, описанные выше, используются в про-
цедурах семантической обработки текстовых зна-
ний в СОЛП, который решает задачу извлечения
структурированной информации из текстов на рус-
ском и английском языках. Ядром СОЛП является
программный пакет PullEnti, включающий алго-
ритмы морфологического и синтаксического ана-
лиза, который позволяет выделять сущности опре-
деленных типов из текстов естественного языка
(персоны, организации, локации и другие семан-
тические объекты). «Именованная сущность» —
это объект, содержащий набор значений атрибу-
тов, отличающий его от других объектов этого же
типа. В тексте находятся именованные сущности
и устанавливаются семантические связи между ни-
ми, при этом учитывается возможность обозначе-
ния одной сущности несколькими способами (си-
нонимия). Все множество сущностей, выделенных
из текста или нескольких текстов, представляет со-
бой ориентированный граф.

Предварительный этап обработки текстов
включает в себя морфологический и синтаксиче-
ский анализ. При морфологическом анализе текст
разбивается на словоформы, также называемые то-
кенами (от англ. token — пример использования

лингвистической единицы в тексте). Основны-
ми наследными классами базового класса Token
являются TextToken и MetaToken. TextToken — это
исходный фрагмент текста, содержащий результат
морфологического анализа. TextToken ссылается
на MorphToken, содержащий все морфологиче-
ские варианты разбора. MetaToken — это группа
токенов, соответствующих одной синтаксической
или семантической группе. К классу метатокенов
относятся NumberToken, представляющий число,
и ReferentToken, представляющий сущность.

Приведем пример морфологического анализа
предложения.

Исходный текст:
«По словам директора департамента экономи-

ческого развития автономного округа Павла Сидо-
рова, на эти цели планируется привлечь 200 млн
рублей из федерального бюджета и еще 450 млн
рублей из внебюджетных источников».

В результате морфологического разбора текст
был разбит на словоформы, для каждой словофор-
мы указана начальная форма, часть речи и морфо-
логические характеристики. В случае многознач-
ности или омонимии указываются все варианты
морфологического разбора.

Также были выделены следующие метатокены:
Павел Сидоров — текстовый фрагмент «дирек-

тора департамента экономического развития авто-
номного округа Павла Сидорова»

200.000.000 RUB — текстовый фрагмент
«200 миллионов рублей»

450.000.000 RUB — текстовый фрагмент
«450 миллионов рублей»

Вслед за морфологическим анализом проводит-
ся выделение именованных сущностей различных
типов. Семантико-ориентированный лингвистиче-
ский процессор извлекает из текстов объекты сле-
дующих типов: дата, временной период, террито-
риальное образование, денежная сумма, телефон,
URL, адрес, организация, транспорт, свойство пер-
соны, персона, декрет, часть декрета. Каждому типу
соответствуют свои свойства и связи с объектами
других типов.

Базовым классом для сущностей является класс
Referent. Тип сущностей задается классом Referent
Class, наследным от Referent, который содержит на-
бор атрибутов. Значение может быть как простым
(строка, число), так и ссылкой на другую сущность.
Помимо значений атрибутов сущность содержит
список ссылок на участки исходного текста, в ко-
торых эта сущность располагается. Для задач, в ко-
торых требуется обрабатывать множество текстов
и хранить получаемые сущности, в СОЛП исполь-
зуется базовый класс Repository Base, облегчающий
реализацию хранилища сущностей. Место хране-
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ния сериализованных данных от сущностей опре-
деляется в наследном классе (например, это может
быть реляционная система управления базами дан-
ных или файловая система). Repository Base берет
на себя функции отождествления новых данных
со старыми данными и поддержки непротиворечи-
вости семантической сети.

Извлекаемая из текста информация должна
быть адресной, поэтому из одного и того же тек-
ста можно извлекать совершенно различные виды
информации, характерные для конкретной пред-
метной области. В результате анализа текстовой
информации выделяются типизированные объек-
ты предметной области. Программа PullEnti стала
основой для построения множества систем, таких
как программа «Доктор Ватсон», система поиска
экспертов, процессор BRef и др. Программа «Док-
тор Ватсон» предназначена для исследования мас-
сивов текстовой информации с целью выявления
сущностей и связей между ними. При этом поль-
зователь может добавить недостающие сущности
и связи (которые не были выделены программой),
настроить выдаваемую информацию, сформиро-
вать отчет о результатах работы программы. Данная
программа может использоваться в таких сферах
деятельности, как криминалистика, конкурентная
разведка, маркетинг, реклама, безопасность. Ре-
зультат работы программы — отчет об исследуемом
объекте, диаграммы сущностей и связей — пред-
ставлен на рис. 1. Из текущего текста выделены
организации, персоны, их связи.

На рис. 2 представлены выделенные объекты,
их связи. Для каждой связи выделяется тип связи
и название (например, тип связи — «родственные»,
заголовок связи — «отец»; тип связи — «владе-
ние», заголовок связи — «особняк в центре Ва-
шингтона» и т. д.), определяются попарно объекты-
участники связи. Для более полного определения
ситуации выделяется не только время, характеризу-
ющее текущую ситуацию, но и интервалы времени.
Дополнительные параметры позволяют выяснить,
является ли связь симметричной для данной пары
выделенных объектов (субъектов). Также для каж-
дого выделенного объекта (субъекта) выделяются
атрибуты. Например, для типа объекта «персона»
выделяются имя, фамилия, отчество, дата рожде-
ния и др.

Результаты работы программы могут быть пред-
ставлены в виде графа (вкладка «Диаграммы») (см.
рис. 3). В отчете выводятся обнаруженные объек-
ты (персоны, организации, локации, атрибуты), их
связи в удобном для анализа виде.

Программа «Логика ECM. Правовая экспер-
тиза» предназначена для автоматизации процесса
проведения экспертизы проектов нормативно-пра-
вовых актов, организационно-распорядительных
документов, договоров и других документов. Сис-
тема значительно упрощает процесс проведения
правовой экспертизы и сокращает его сроки, вы-
полняя рутинные операции и кардинально сни-
жая затраты рабочего времени квалифицированных
юристов. Система «Логика ECM. Правовая экспер-

Рис. 1 Результаты работы программы «Доктор Ватсон». Выделение сущностей

94 ИНФОРМАТИКА И ЕЁ ПРИМЕНЕНИЯ том 12 выпуск 3 2018



Семантическая обработка неструктурированных текстовых данных на основе лингвистического процессора PullEnti

Рис. 2 Выделение связей, периодов

Рис. 3 Графическое представление результатов работы программы «Доктор Ватсон»

тиза» автоматически за несколько секунд поможет,
например, установить:

– не содержатся ли в проверяемом документе
ссылки на нормативные правовые акты, ко-
торые утратили силу;

– нет ли в проверяемом документе фрагментов
других документов, не возникает ли избыточ-
ное дублирование нормативной документации;

– соответствует ли оформление и структура доку-
мента установленным в организации правилам;

– нет ли ошибок в оформлении цифровой ин-
формации в договоре, соответствуют ли друг
другу суммы, указанные цифрами и прописью,
правильно ли рассчитан налог на добавленную
стоимость и т. п. На основе лингвистического
процессора PullEnti был реализован процессор
обработки ссылок и списка литературы BREF,
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который позволяет по выделенной информа-
ции построить Граф Цитирования и Граф Соав-

торов, отражающие формальные связи в кол-
лекции документов.

Лингвистический процессор PullEnti под псев-
донимом Pink на соревновании FactRuEval конфе-
ренции «Диалог-2016» занял первые места на боль-
шинстве дорожек [12].

Соревнование проводилось на следующих до-
рожках:

– определение в тексте границ именованных сущ-
ностей, таких как персона, организация, лока-
ция;

– выделение именованных сущностей с опре-
делением атрибутов в нормализованном виде.
Для персон это фамилия, имя и отчество. Для
организаций и локаций — нормализованное на-
звание;

– извлечение фактов (например: «встреча», «по-
купка», . . .) и наборов строковых полей (напри-
мер: «участник встречи 1», «участник встре-
чи 2», «место встречи», «дата/время начала
встречи», . . .).

5 Заключение
Лингвистические процессоры на основе про-

граммы PullEnti могут быть использованы в различ-
ных областях, в которых информация представлена
в текстовом виде. Особенно это важно в тех случаях,
когда необходимо выделять важную информацию
из большого потока документов на естественном
языке. Очень хорошо данная технология работает
в задачах кластеризации текстов по определенным
признакам. При этом существует возможность ав-
томатической настройки программы на требования
пользователя.

Описанные выше системы, созданные на основе
технологии PullEnti, доказывают ее эффективность
в самых различных областях. Следующими шага-
ми исследований станут: методы уточнения границ
моделируемых предметных областей за счет постро-
ения семантического ядра каждой области (в том
числе с использованием методов вероятностного
тематического моделирования); выделение масси-
ва неявных ссылок (упоминаний персон и идей,
выраженных ключевыми фразами/значимыми сло-
восочетаниями); расчет корреляции между явными
и неявными ссылками в рамках созданной кол-
лекции, формирование функционально-граммати-
ческих модулей естественных языков, включаемых
в лингвистический процессор.
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Abstract: The paper presents the method for creation of knowledge extraction systems based on the approach
employing the software tool system PullEnti comprising the algorithms for morphological and semantic-syntactical
analysis which makes it possible to extract entities of certain types from natural language texts (persons, organiza-
tions, locations, and other target semantic objects). The PullEnti system uses dynamically connected components
(plugins) which makes it possible to activate various functions without recompiling. This is how the semantic
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УПРАВЛЕНИЕ ВЫХОДОМ СТОХАСТИЧЕСКОЙ

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЙ СИСТЕМЫ ПО КВАДРАТИЧНОМУ

КРИТЕРИЮ. I. ОПТИМАЛЬНОЕ РЕШЕНИЕ МЕТОДОМ

ДИНАМИЧЕСКОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ∗

А. В. Босов1, А. И. Стефанович2

Аннотация: Решается задача оптимального управления для диффузионного процесса Ито и линейного
управляемого выхода. Рассматриваемая постановка близка к классической линейно-квадратичной гаус-
совской задаче управления (linear-quadratic Gaussian (LQG) control). Отличия состоят в том, что состояние
описывается нелинейным дифференциальным уравнение Ито dyt = At(yt) dt+›t(yt) dvt и не зависит от
управления ut, оптимизации подлежит управляемый линейный выход dzt = atyt dt + btzt dt + ctut dt +
+ σt dwt. Дополнительные обобщения внесены в квадратичный критерий качества с целью возможности
постановки таких задач, как отслеживание выходом состояния или управлением — линейной комбина-
ции состояния и выхода. Для решения используется метод динамического программирования. Функцию
Беллмана позволяет найти предположение о ее структуре вида Vt(y, z) = αtz

2 + βt(y)z + γt(y). Решение
дают три дифференциальных уравнения для коэффициентов αt, βt(y) и γt(y). Эти уравнения составляют
оптимальное решение рассматриваемой задачи.

Ключевые слова: стохастическое дифференциальное уравнение; оптимальное управление; динамическое
программирование; функция Беллмана; уравнение Риккати; линейные уравнения параболического типа
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1 Введение

Ключевые результаты в области оптимизации
стохастических динамических систем, составля-
ющие классическую теорию управления, получены
более 40 лет назад (такова работа [1] в отноше-
нии задачи управления линейно-гауссовскими сто-
хастическими системами по квадратичному кри-
терию). К классической теории следует относить
линейные модели стохастических систем и квадра-
тичный критерий качества. Это исходный базис, на
котором основано множество успешно исследован-
ных и решенных задач стохастического управления
и оптимизации.

Дальнейшее развитие — это новые модели
и критерии, но прежде всего это новые методы:
от теории линейных регуляторов, метода динами-
ческого программирования и принципа максимума
к адаптивному и минимаксному подходу, импульс-
ному управлению и т. д. Множество инноваций как
в части моделей, так и в части математического
аппарата, имевших место в последующие годы, су-
щественно обогатили теорию управления. Но и до

настоящего времени линейные модели и квадра-
тичный критерий, несмотря на всю справедливую
критику в отношении их адекватности и гибкости,
сохраняют исследовательский интерес и находят
современные области приложения.

Не претендуя на сколько-нибудь полное
обоснование последнего тезиса, приведем несколь-
ко примеров, показавшихся наиболее интерес-
ными.

Так, в [2] решается линейно-квадратичная зада-
ча в игровой постановке с запаздыванием. В близ-
кой по модели работе [3] задача управления ставит-
ся в терминах H∞-робастности. Точнее называть
эту тематику H2/H∞-управлением, и работ по этой
теме очень много. Аккуратности ради следует
уточнить, что под линейными понимаются моде-
ли с мультипликативными по состоянию возмуще-
ниями.

Совсем другой класс моделей, особо популяр-
ных в последние годы, составляют скачкообразные
процессы. Например, линейные уравнения в со-
четании с пуассоновскими скачками в [4] исполь-
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зуются в моделях, описывающих различные по-
казатели функционирования сетевых протоколов
передачи данных транспортного уровня. Телеком-
муникации представляют в последние годы самый
популярный прикладной материал для исследова-
ний, работ по этой проблематике множество, ма-
тематические техники привлекаются самые разные
и самые современные, но и линейным моделям
место находится. Еще один любопытный пример
исследования скачкообразного процесса и опти-
мизации на основе квадратичного критерия можно
найти в [5] применительно к задаче инвестирова-
ния на финансовом рынке. Наконец, упомянем еще
работу [6], подводящую итог исследований в отно-
шении классической детерминированной линей-
но-квадратичной задачи с использованием техники
матричных неравенств.

В данной работе также эксплуатируются при-
влекательные свойства линейных моделей и квад-
ратичного критерия, причем в стохастической по-
становке. Направлением для обобщения выбрана
модель динамики системы: основные усилия на-
правлены на то, чтобы сделать ее нелинейной. Кро-
ме того, представленная постановка может рассмат-
риваться и как обобщение ранее решенной задачи
в дискретном времени [7, 8] на время непрерыв-
ное. В упомянутых работах помимо собственно
модельной постановки важна еще и привлекаемая
прикладная область — функционирование слож-
ных программных систем. Результатов, ориенти-
рованных непосредственно на такие приложения,
к настоящему времени пренебрежимо мало, по-
этому [7, 8] — это еще и прикладное обоснование
рассматриваемой далее задачи.

Оптимизируемая динамическая система описы-
вается двумя уравнениями. Состояние задается
нелинейным стохастическим дифференциальным
уравнением Ито, не содержащим управляемой пе-
ременной. Возмущение здесь описывается стан-
дартным винеровским процессом, накладываются
простые условия существования и единственности
решения. Поскольку состояние не управляется, то
уместно его интерпретировать как сложное внеш-
нее возмущение. Вторая переменная — управля-
емый выход — задается линейным стохастическим
дифференциальным уравнением. Цель оптимиза-
ции выхода формируется квадратичным критерием
общего вида. Формальная постановка задачи при-
ведена в следующем разделе.

Для решения задачи используется метод дина-
мического программирования, решается уравнение
Беллмана [9]. Соответственно, в результате полу-
чаются аналитические выражения и для оптималь-
ного управления, и для значения функционала ка-
чества. Технически традиционный, стандартный

подход к задаче обременен, пожалуй, единствен-
ной проблемой — поиском верного представления
структуры функции Беллмана. Справиться с этой
проблемой в большей степени удается за счет ре-
зультата, полученного при решении дискретного по
времени аналога рассматриваемой постановки [8].
Конечные соотношения для оптимального реше-
ния, как и во всех подобных задачах, включая клас-
сическую линейно-квадратичную, содержат реше-
ния определенных дифференциальных уравнений
(обыкновенных и в частных производных). Вы-
вод этих уравнений и составляет содержание пер-
вой части данной работы. Во второй части будет
обсуждаться их приближенное численное решение
и компьютерные эксперименты.

Кратко обозначим основные положения, при-
влекаемые далее к решению задачи, следуя в основ-
ном обозначениям и терминологии [9], а именно:
будем рассматривать задачу оптимального управле-
ния в стохастической динамической системе по
полной информации, применяя метод динамиче-
ского программирования. В качестве целевого
функционала, определяющего качество управле-
ния UT

0 = {ut, 0 ≤ t ≤ T }, выступает

J
(
UT
0

)
= E





T∫

0

Lt (xt, ut) dt+ l (xT )



 . (1)

Здесь E{·} — оператор математического ожидания;
xt — случайный процесс, описываемый стохасти-
ческим дифференциальным уравнением Ито

dxt = mt (xt, ut) dt+ σt (xt) dWt , x0 = X , (2)

где Wt — стандартный винеровский процесс под-
ходящей размерности; X — случайный вектор.

UT
0 будем выбирать из класса допустимых не-

упреждающих (по отношению к Wt) управле-
ний [9]. Соответственно, относительно функций
сноса и диффузии mt и σt в (2) будем предпо-
лагать выполненными какие-либо условия суще-
ствования сильного решения для заданного допус-
тимого управления. Например, для управления
с обратной связью ut = ut(xt) будем считать, что
mt(x, ut(x)) и σt(x) удовлетворяют условию линей-
ного роста и локальному условию Липшица по x
равномерно по t (т. е. условиям Ито).

Для поиска оптимального управления, миними-
зирующего J(UT

0 ), рассматривается функция Белл-
мана

Vt(x) = inf
UT

t

E






T∫

t

Lt (xt, ut) dt+ l (xT )

∣∣∣∣∣∣
Fx

t




 , (3)
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где Fx
t — σ-алгебра, порожденная xτ , 0 ≤ τ ≤ t,

E{·|F}— оператор условного математического ожи-
дания относительно F . Соответственно, в качестве
достаточного условия оптимальности воспользуем-
ся уравнением динамического программирования

∂Vt(x)

∂t
+
1

2

n∑

i,j=1

σ2tij

∂2Vt(x)

∂xi∂xj
+

+min
u

[
n∑

i=1

mti

∂Vt(x)

∂xi
+ Lt(x, u)

]
= 0 ,

VT (x) = l(x) , (4)

где mti
— i-й элемент вектор-функции mt(x, u);

σ2tij
=
∑m

k=1 σtik
σtki

, σtij
— i-й по строке, j-й по

столбцу элемент матричной функции σt(x); n и m —
размерности xt и Wt соответственно.

Традиционно в рамках применения метода ди-
намического программирования будем предпола-
гать, что функции Lt, l, mt и σt обеспечивают
существование хотя бы одного решения уравне-
ния (4), а следовательно, и оптимального управле-
ния u∗

t , 0 ≤ t ≤ T , доставляющего минимум целе-
вому функционалу (1). Задача оптимизации далее
получается путем указания конкретных выражений
для Lt, l, mt и σt.

2 Постановка задачи управления
выходом

Рассматриваемые далее случайные функции бу-
дут предполагаться скалярными. Такое упрощение
позволит разгрузить выкладки и итоговые выраже-
ния от не самых существенных деталей.

Рассмотрим стохастическую дифференциаль-
ную систему, состояние которой представляет
диффузионный процесс yt, описываемый нелиней-
ным стохастическим дифференциальным уравне-
нием Ито

dyt = At (yt) dt+›t (yt) dvt , y0 = Y , (5)

где vt — стандартный (одномерный) винеровский
процесс; Y — случайная величина с конечным вто-
рым моментом; функции At и ›t удовлетворяют
условиям Ито:

|At(y)|+ |›t(y)| ≤ C(1 + |y|) для всех 0 ≤ t ≤ T ;

|At (y1)− At (y2)|+|›t (y1)− ›t (y2)| ≤ C |y1 − y2|
для всех 0 ≤ t ≤ T и y1, y2 ∈ R

1 ,

обеспечивающим существование единственного
сильного (потраекторного) решения уравнения.

Будем считать, что yt описывает состояние не-
которой динамической системы. Соответственно,
поведение этой системы опишем выходом, линейно
связанным с состоянием:

dzt = atyt dt+btzt dt+ctut dt+σt dwt , z0 = Z . (6)

Здесь wt — не зависящий от vt, Y и Z стандарт-
ный (одномерный) винеровский процесс; Z — слу-
чайная величина с конечным вторым моментом;
ut — допустимое неупреждающее управление, ка-
чество которого определяется целевым функциона-
лом следующего вида:

J
(
UT
0

)
= E






T∫

0

(
St (styt − gtzt − htut)

2
+Gtz

2
t +

+Htu
2
t

)
dt+ ST (sT yT − gT zT )

2
+GT z2T




 , (7)

где St, Gt и Ht — неотрицательные функции
0 ≤ t ≤ T . Такой критерий отражает физиче-
ский смысл задачи распределения ресурсов со-
гласно аналогичной (5)–(7) задаче для дискретно-
го времени, рассмотренной в [7]. В частности,
функционал (7) позволяет ставить задачи отсле-
живания выходом состояния системы, используя
слагаемое (yt − zt)

2, или управлением — линейной
комбинации состояния и выхода, слагаемое типа
(yt + zt − ut)

2. Поскольку задача формулирует-
ся в предположении наличия полной информации
о состоянии yt и выходе zt (соответствующую σ-ал-
гебру обозначим Fy,z

t ), то допустимое управление
ищется в классе Fy,z

t -измеримых неупреждающих
функций (и, как будет показано далее, оказывается
управлением с обратной связью).

Функции at, bt, ct и σt будем предполагать огра-
ниченными: |at| + |bt| + |ct| + |σt| ≤ C для всех
0 ≤ t ≤ T , процесс управления — допустимым не-
упреждающим [9], обеспечивая, таким образом, су-
ществование сильного решения уравнения (6) для
любого допустимого управления.

Задачу составляет поиск u∗
t — допустимого

управления, доставляющего минимум квадратич-
ному функционалу J(UT

0 ).
Поставленная задача очевидным образом фор-

мулируется в терминах введенных выше в (1)–(3)
обозначений, а именно: требуется обозначить

xt =

(
yt

zt

)
; mt(xt, ut) =

(
At(yt)

atyt + btzt + ctut

)
;

σt(xt) =

(
›t(yt) 0
0 σt

)
; Wt =

(
vt

wt

)
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для записи уравнения состояния типа (2) и

Lt(x, u) = Lt(y, z, u) =

= St (sty − gtz − htu)
2
+Gtz

2 +Htu
2 ;

l(x) = l(y, z) = ST (ST y − gT z)
2
+GT z2

для записи целевого функционала в виде (1).
Функция Беллмана (3) принимает вид Vt(x) =

= Vt(y, z). Для записи соответствующего (4) урав-
нения Беллмана для Vt(y, z) заметим, что

(
σ2tij

)

i,j=1,2
=

(
›2t (y) 0
0 σ2t

)
.

С учетом перечисленных обозначений уравне-
ние динамического программирования (4) прини-
мает вид:

∂Vt(y, z)

∂t
+
1

2

(
›2t (y)

∂2Vt(y, z)

∂y2
+ σ2t

∂2Vt(y, z)

∂z2

)
+

+min
u

[
At(y)

∂Vt(y, z)

∂y
+ (aty + btz + ctu)

∂Vt(y, z)

∂z
+

+ St (sty − gtz − htu)
2
+Gtz

2 +Htu
2

]
= 0 ,

VT (y, z) = ST (sT y − gT z)
2
+GT z2 . (8)

Это и есть то самое уравнение, которое требуется
решить: существование решения данного уравне-
ния суть достаточное условие оптимальности; опти-
мальное управление при этом — точка минимума
соответствующего слагаемого.

3 Динамическое
программирование
и оптимальное управление

В рассматриваемой постановке линейность
выхода и квадратичность критерия дают те же пре-
имущества, что и в классической линейно-квадра-
тичной задаче управления [1], а именно: позволя-
ют сразу определить вид оптимального управления
и фактические условия его существования. Дей-
ствительно, сохраняя в (8) под знаком minu только
члены, зависящие от u, получаем

∂Vt(y, z)

∂t
+
1

2

(
›2t (y)

∂2Vt(y, z)

∂y2
+ σ2t

∂2Vt(y, z)

∂z2

)
+

+At(y)
∂Vt(y, z)

∂y
+ (aty + btz)

∂Vt(y, z)

∂z
+

+ St (sty − gtz)
2
+Gtz

2 +

+min
u

[(
ct

∂Vt(y, z)

∂z
− 2St (sty − gtz)ht

)
u+

+
(
Sth

2
t +Ht

)
u2
]
= 0 ,

откуда в предположении Sth
2
t + Ht > 0 следует,

что существует оптимальное управление, которое
определяется равенством

u∗
t = u∗

t (y, z) = −1
2

(
Sth

2
t +Ht

)−1
(

ct
∂Vt(y, z)

∂z
−

− 2St (sty − gtz)ht

)
(9)

и доставляет минимум соответствующему слага-
емому в уравнении Беллмана, равный −

(
Sth

2
t+

+Ht)
−1
(ct∂Vt(y, z)/∂z − 2St (sty − gtz)ht)

2
/4.

Отметим, что, как и в классической линейно-
квадратичной задаче, управление из класса допус-
тимых неупреждающих получилось управлением
с обратной связью.

Таким образом, функция Беллмана описывается
следующим дифференциальным уравнением:

∂Vt(y, z)

∂t
+
1

2

(
›2t (y)

∂2Vt(y, z)

∂y2
+ σ2t

∂2Vt(y, z)

∂z2

)
+

+At(y)
∂Vt(y, z)

∂y
+ (aty + btz)

∂Vt(y, z)

∂z
+

+ St (sty − gtz)
2 +Gtz

2 − 1
4

(
Sth

2
t +Ht

)−1 ×

×
(

ct
∂Vt(y, z)

∂z
− 2St (sty − gtz)ht

)2
= 0 . (10)

Возводя в квадрат последнее слагаемое в (10),
перепишем его в виде:

∂Vt(y, z)

∂t
+
1

2

(
›2t (y)

∂2Vt(y, z)

∂y2
+ σ2t

∂2Vt(y, z)

∂z2

)
+

+At(y)
∂Vt(y, z)

∂y
+
(
aty + btz +

+
(
Sth

2
t +Ht

)−1
ctSt (sty − gtz)ht

) ∂Vt(y, z)

∂z
+

+
(
St −

(
Sth

2
t +Ht

)−1
S2t h2t

)
(sty − gtz)

2
+

+Gtz
2 − 1
4

(
Sth

2
t +Ht

)−1
c2t

(
∂Vt(y, z)

∂z

)2
= 0 . (11)

Рассматривая полученное уравнение, заметим,
что его решение может быть представлено в виде:

Vt(y, z) = αtz
2 + βt(y)z + γt(y) , (12)
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т. е. будем искать решение при дополнительном
предположении о квадратичности функции Белл-
мана по переменной z, и сведем, таким образом,
поиск оптимального решения к уравнениям отно-
сительно функций αt, βt(y) и γt(y). Отметим сразу,
что явный вид функции γt(y) для реализации опти-
мального управления не требуется, однако далее
будет предложен вариант вычисления и этой функ-
ции, что представляется небесполезным, посколь-
ку позволит выполнять расчет минимума целевого
функционала. Источником для предложения (12)
является уже упоминавшаяся аналогичная задача
для случая дискретного времени [7, 8]. В той задаче
выражение для функции Беллмана получается фор-
мально без дополнительных усилий. При этом фор-
ма (12) обнаруживается как свойство оптимального
решения. В рассматриваемом случае непрерыв-
ного времени (12) постулируется, а правильность
постулата подтверждается далее результирующими
уравнениями для αt, βt(y) и γt(y) Кроме того, дан-
ное предположение представляется вытекающим
из линейной структуры задачи в отношении пе-
ременной z, в частности, тем фактом, что такой
вид функции Беллмана обеспечивает линейность
оптимального управления (9) по z.

Граничное условие при выбранном предположе-
нии (12) принимает вид:

VT (y, z) = ST (sT y − gT z)
2
+GT z2 =

= αT z2 + βT (y)z + γT (y) ,

т. е.

αT = ST g2T +GT ;

βT (y) = −2ST sT gT y ;

γT (y) = ST s2T y2 .

При этом само оптимальное управление, опреде-
ленное выражением (9), оказывается управлением
с обратной связью по yt и zt:

u∗
t = u∗

t (y, z) =

= −1
2

(
Sth

2
t +Ht

)−1
(ct (2αtz + βt(y)) +

+ 2St (sty − gtz)ht) . (13)

Подставляем Vt(y, z) = αtz
2 + βt(y)z + γt(y) в (11):

∂αt

∂t
z2 +

∂βt(y)

∂t
z +

∂γt(y)

∂t
+

+
1

2

(
›2t (y)

(
∂2βt(y)

∂y2
z +

∂2γt(y)

∂y2

)
+ 2σ2t αt

)
+

+At(y)

(
∂βt(y)

∂y
z +

∂γt(y)

∂y

)
+

+
(
aty + btz +

(
Sth

2
t +Ht

)−1
ctSt (sty − gtz)ht

)
×

× (2αtz + βt(y)) +

+
(
St −

(
Sth

2
t +Ht

)−1
S2t h2t

)
(sty − gtz)

2 +

+Gtz
2 − 1
4

(
Sth

2
t +Ht

)−1
c2t (2αtz + βt(y))

2
= 0 .

Далее выделяем слагаемые при z2, z и z0

∂αt

∂t
z2 +

∂βt(y)

∂t
z +

∂γt(y)

∂t
+
1

2
›2t (y)

∂2βt(y)

∂y2
z +

+
1

2
›2t (y)

∂2γt(y)

∂y2
+ σ2t αt +At(y)

∂βt(y)

∂y
z +

+At(y)
∂γt(y)

∂y
+

+ 2αt

(
bt −

(
Sth

2
t +Ht

)−1
ctSthtgt

)
z2 +

+
(
2αt

(
αt +

(
Sth

2
t +Ht

)−1
ctSthtst

)
y +

+ βt(y)
(
bt −

(
Sth

2
t +Ht

)−1
ctSthtgt

))
z +

+ βt(y)
(
at +

(
Sth

2
t +Ht

)−1
ctSthtst

)
y +

+
(
St −

(
Sth

2
t +Ht

)−1
S2t h2t

)
g2t z2 −

− 2
(
St −

(
Sth

2
t +Ht

)−1
S2t h2t

)
stgtyz +

+
(
St −

(
Sth

2
t +Ht

)−1
S2t h2t

)
s2t y

2 +

+Gtz
2 −

(
Sth

2
t +Ht

)−1
c2t α

2
t z
2 −

−
(
Sth

2
t +Ht

)−1
c2t αtβt(y)z −

− 1
4

(
Sth

2
t +Ht

)−1
c2t β

2
t (y) = 0 ,

группируем их и получаем следующие уравнения:

– для αt:

∂αt

∂t
+ 2αt

(
bt −

(
Sth

2
t +Ht

)−1
ctSthtgt

)
+

+
(
St −

(
Sth

2
t +Ht

)−1
S2t h2t

)
g2t +Gt −

−
(
Sth

2
t +Ht

)−1
c2t α

2
t = 0 , αT = ST g2t +GT ; (14)

– для βt:

∂βt(y)

∂t
+
1

2
›2t (y)

∂2βt(y)

∂y2
+At(y)

∂βt(y)

∂y
+

+ 2αt

(
at +

(
Sth

2
t +Ht

)−1
ctSthtst

)
y +

+ βt(y)
(
bt −

(
Sth

2
t +Ht

)−1
ctSthtgt

)
−

− 2
(
St −

(
Sth

2
t +Ht

)−1
S2t h2t

)
stgty −

−
(
Sth

2
t +Ht

)−1
c2t αtβt(y) = 0 ,

βT (y) = −2ST sT gT y ; (15)
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– для γt:

∂γt(y)

∂t
+
1

2
›2t (y)

∂2γt(y)

∂y2
+σ2t αt+At(y)

∂γt(y)

∂y
+

+ βt(y)
(
at +

(
Sth

2
t +Ht

)−1
ctSthtst

)
y +

+
(
St −

(
Sth

2
t +Ht

)−1
S2t h2t

)
s2t y

2 −

− 1
4

(
Sth

2
t +Ht

)−1
c2t β

2
t (y) = 0 ,

γT (y) = ST s2T y2 . (16)

Уравнение (14), легко заметить, является урав-
нением Риккати, которое в силу сформулирован-
ного выше условия имеет единственное неотрица-
тельное решение для всех 0 ≤ t ≤ T . Этот факт
требует дополнительного комментария. Для полу-
чения уравнения (14) рассмотрим исходную задачу
при дополнительных условиях at = 0 и st = 0 для
всех 0 ≤ t ≤ T . Нетрудно видеть, что эти усло-
вия рассматриваемую постановку сводят фактиче-
ски к классической линейно-квадратичной зада-
че. Имеющуюся в рассматриваемой формулировке
чуть более общую форму целевой функции (прин-
ципиального значения это обобщение, конечно, не
имеет) сведем к классической еще одним предпо-
ложением: St = 0 для всех 0 ≤ t ≤ T . Теперь урав-
нение для αt принимает хорошо известный вид:

∂αt

∂t
+ 2αtbt +Gt − H−1

t c2t α
2
t = 0 , αT = GT . (17)

В таком случае, как известно [10], существует
единственное оптимальное управление — линейное
с обратной связью по выходу zt, с коэффициентом
усиления, описываемым уравнением Риккати (17).
Именно этот результат дают уравнения (14)–(16)
и описываемая ими функция Беллмана (12), так
как из at = 0 и st = 0 немедленно следует, что
βt(y) = 0, откуда, в свою очередь, с учетом незави-
симости решения от yt следует, что γt(y) = γt, т. е.
не зависит от y и задается уравнением:

∂γt(y)

∂t
+ σ2t αt = 0 , γT = 0 .

Оптимальное управление при этом

u∗
t = −H−1

t ctαtzt ,

т. е. все полностью совпадает с известным класси-
ческим решением.

С уравнениями (15) и (16) ситуация, естествен-
но, обстоит сложнее. Это линейные уравнения
второго порядка параболического типа, поскольку
›2t (y) > 0. Фактически отсутствуют конструктив-
ные условия, гарантирующие существование их

решений (требовать, чтобы все фигурирующие
в уравнениях коэффициенты были представлены
аналитическими функциями на всем пространстве
значений, вряд ли целесообразно), поэтому далее
будем предполагать, что данные уравнения имеют
на рассматриваемом интервале 0 ≤ t ≤ T хотя бы
одно ограниченное решение и именно эти усло-
вия будем рассматривать как достаточные условия
существования оптимального решения рассматри-
ваемой задачи.

Таким образом, доказана следующая теорема.

Теорема. Пусть для диффузионного процесса (5) вы-

полнены условия Ито, для процесса (6) — ограничены

коэффициенты, уравнения (14)–(16) имеют ограни-

ченные решения для 0 ≤ t ≤ T . Тогда минимум функ-

ционалу (7) доставляет оптимальное управление (13),
где y = yt; z = zt.

4 Заключение

Рассмотренная задача оптимизации в целом
близка и по модели, и по критерию к классиче-
ской линейно-квадратичной постановке. Принци-
пиальным отличием является нелинейная модель
для описания состояния динамической системы,
в которой отсутствует управляющее воздействие.
Такую модель наряду с традиционной интерпре-
тацией «состояние–выход» можно понимать как
модель неконтролируемого сложного внешнего
воздействия. Небольшое дополнительное отличие
дает предложенная форма квадратичного критерия,
позволяющая, в частности, ставить такие задачи,
как отслеживание выходом или управлением со-
стояния системы или ее выхода.

Поскольку обсуждать возможности точного ре-
шения уравнений, определяющих оптимальное
управление, не имеет смысла, наиболее актуальной
далее является задача их приближенного численно-
го решения и анализа возможности практической
реализации. Этому посвящена вторая часть данной
работы, планируемая к выходу в ближайшее время.
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Abstract: The problem of optimal control for the Ito diffusion process and a controlled linear output is
solved. The considered statement is close to the classical linear-quadratic Gaussian control (LQG control)
problem. Differences consist in the fact that the state is described by the nonlinear differential Ito equation
dyy = At(yt) dt + ›t(yt) dvt and does not depend on the control ut, optimization subject is controlled linear
output dzt = atyt dt+ btzt dt+ ctut dt+ σt dwt. Additional generalizations are included in the quadratic quality
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output tracking by control. The method of dynamic programming is used for the solution. The assumption about
Bellman function in the form Vt(y, z) = αtz

2 + βt(y)z + γt(y) allows one to find it. Three differential equations
for the coefficients αt, βt(y), and γt(y) give the solution. These equations constitute the optimal solution of the
problem under consideration.
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Аннотация: Предложена математическая модель для решения задачи управления движением маневровых
локомотивов на железнодорожной станции при заданном расписании движения пассажирских/грузовых
поездов через станцию и фиксированном графике маневровых работ, под которыми понимается отцепка
и прицепка вагонов, выпуск и расформирование поездов. Модель используется для постановки и решения
задачи минимизации времени передвижения по станции маневрового локомотива для осуществления
очередной маневровой работы с учетом занятости некоторых путей для движения вследствие наличия на
них пассажирских/грузовых поездов, а также с учетом ограничений на время исполнения маневровых
работ. Исходная постановка сводится к задаче смешанного целочисленного линейного программирова-
ния. Представленная модель использована для оценки вероятности бокового столкновения на станции
с учетом возможных случайных задержек в движении пассажирских поездов. Приведены результаты
численных экспериментов.
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1 Введение

Основной задачей управления рисками на же-
лезнодорожном транспорте является достижение
и поддержание допустимого уровня риска различ-
ных неблагоприятных событий [1]. К таким собы-
тиям относятся, например, столкновения на желез-
нодорожных переездах поездов с автотранспортом,
сход вагонов при поездной работе, пожары на ло-
комотивах, излом рельса под поездом и др.

Изучение риска таких событий привлекало вни-
мание как российских [2–5], так и западных [6]
исследователей. Работа [6] в этой связи выделя-
ется тем, что в ней исследовались вопросы опти-
мального положения вагонов с опасными грузами
в поезде. Отдельный пласт задач связан с оценкой
и анализом рисков происшествий, происходящих
на железнодорожных станциях.

На крупных станциях, где маневровые работы
осуществляются при интенсивном движении поез-
дов, в качестве возможных неблагоприятных собы-
тий рассматриваются столкновения между манев-
ровыми составами и пассажирскими/грузовыми

поездами, взрез стрелки (случайный перевод стрел-
ки колесами подвижного состава) или сход с рель-
сов маневрового состава. Для описания соответ-
ствующих рисков в работе [7] была предложена
оценка вероятности хотя бы одного столкновения
на станции за произвольный промежуток времени,
а в [8] оценено число взрезов и сходов с рельсов.
Вычисление этих величин основано на интенсив-
ностях пересечения маневровыми составами стре-
лочных переводов, используемых для перевода по-
движного состава с одного пути на другой.

Для уточнения приведенной в [7] оценки интен-
сивностей можно провести длительные натурные
наблюдения за работой конкретной станции, кото-
рые могут оказаться весьма дорогостоящими. При
этом результаты (оценки интенсивности) будут
получены только для одной этой станции и не дадут
каких-либо оценок для других.

Другим способом уточнения интенсивностей
является построение имитационной модели пере-
движения поездов на железнодорожной станции,
которую можно было бы использовать на различ-
ных станциях, задавая небольшой набор входных

∗Работа выполнена при поддержке Российского научного фонда (проект № 16-11-00062).
1Институт проблем информатики Федерального исследовательского центра «Информатика и управление» Российской академии

наук, AVBosov@ipiran.ru
2Московский авиационный институт (национальный исследовательский университет), alexei.ignatov1@gmail.com
3Московский авиационный институт (национальный исследовательский университет), naumovav@mail.ru
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данных, таких как схема станции, график движения
поездов и маневровых работ, под которыми пони-
маются отцепка и прицепка вагонов, выпуск и рас-
формирование поездов. Набор этих работ будет
далее предполагаться фиксированным, поскольку
он может быть получен из суточного плана работы
станции. Кроме того, важно отметить, что сами ма-
невровые работы могут быть отсортированы по вре-
мени начала исполнения. С течением суток вслед-
ствие исполнения маневровых работ их общее чи-
сло уменьшается. Для предотвращения нарушения
суточного плана работы станции необходимо опти-
мальным образом прокладывать траекторию дви-
жения маневрового состава от момента исполнения
последней работы к моменту начала новой работы.

Применение имитационных моделей для задач
на железнодорожном транспорте является обычной
практикой. Чаще всего моделируют назначение
локомотивов для составов с целью уменьшения об-
щего числа используемых локомотивов [9–12], пе-
редвижение пассажиров по станции с целью уве-
личения пропускной способности станции [13].
Схожими по смыслу являются Комплексная авто-
матизированная система ведения технологических
процессов работы железнодорожных станций (АС
ВТП) и Автоматизированная система разработки
и мониторинга выполнения Единых технологиче-
ских процессов работы железнодорожных путей не-
общего пользования и станций примыкания (АС
ЕТП). В них заложены описания, модели всех тех-
нологических процессов, происходящих на стан-
ции. Разрабатываемая в данной работе модель
интенсивностей пересечения стрелочных перево-
дов маневровыми локомотивами строится с учетом
компромисса между учетом всех технологических
процессов, происходящих на станции, и наимень-
шим объемом входных данных с целью быстрой,
но близкой к точной оценки искомых интен-
сивностей. Построенная система моделирования
также позволит учитывать случайные задержки
в прибытии и отправлении поездов на станции, по-
зволяя проанализировать, что произойдет на стан-
ции в случае неисполнения расписания.

Далее в статье сформулированы принципы
и описана структура имитационной модели пере-
движения поездов на железнодорожной станции.
Станция представляется в виде неориентированно-
го нагруженного графа, вершинами которого явля-
ются стрелочные переводы, а также места перехода
кривых участков пути в прямые и места перехода
прямых участков пути в кривые, а также точки вхо-
да/выхода со станции. Ребрами являются железно-
дорожные пути, связывающие вершины. Каждому
ребру сопоставляется число, равное расстоянию от
одной вершины до другой на плоскости, т. е. дли-

на пути. На станции предполагается возможным
движение транзитных пассажирских поездов, пас-
сажирских поездов местного формирования, грузо-
вых поездов, а также маневровых составов. Пасса-
жирские и грузовые поезда следуют по расписанию,
которое в силу различных происшествий на желез-
ной дороге может исполняться не полностью, т. е.
предусматривается возможность задержек поездов.
В заключительной части статьи приводятся приме-
ры расчета интенсивности пересечения стрелочных
переводов маневровыми составами, выполненные
на основе построенной имитационной модели.

2 Постановка задачи
Пусть имеется определяющий модель станции

неориентированный граф G = 〈V, E〉, где V —
множество вершин (стрелочных переводов, стыков
между рельсами и точек входа и выхода со станции
(границ станции)); E — множество ребер (железно-
дорожных путей), соединяющих данные вершины.
Также задана функция D : E → R+, характеризу-
ющая длину ребра. Пусть |E| = m. Пронумеровав
ребра графа G от 1 до m, составим новый граф G′ =
= 〈V ′, E′〉, множеством вершин V ′ которого явля-
ются номера ребер графа G, т. е. V ′ = {1, 2, . . . , m}.
Множество ребер E′ включает в себя ребра меж-
ду вершинами из V ′, если эти вершины являются
смежными ребрами в графе G. На элементах мно-
жества V ′ введем функцию D′ : V ′ → R+, харак-
теризующую «вес» вершин в графе G′, т. е. длину
соответствующих ребер в графе G.

Предположим, что расписание движения пасса-
жирских поездов и набор маневровых работ явля-
ются корректными в том смысле, что некоторым
назначением траекторий движения маневровых ло-
комотивов можно исполнить суточный план работы
станции без его нарушения. Пусть максимальная
скорость передвижения по станции маневрового
локомотива равна vmax; номер ребра графа G, на ко-
тором заканчивается предыдущая маневровая рабо-
та, равен j0 ∈ V ′; номер ребра графа G, на котором
начинается следующая маневровая работа, равен
jT ∈ V ′, где T — время окончания передвижения
по станции маневрового локомотива, назначенного
для осуществления маневровой работы. С учетом
данных параметров поставим задачу по отысканию
маршрута передвижения по станции маневрового
локомотива для выполнения очередной еще не ис-
полненной маневровой работы в плане на сутки
с учетом ряда физических ограничений, описыва-
емых ниже, с целью минимизации времени T . Бу-
дем отсчитывать время от момента окончания по-
следней маневровой работы. Пусть u(t) — номер
ребра, которое проходит маневровый локомотив
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в момент времени t от окончания последней манев-
ровой работы (u(t) ∈ V ′).

Поскольку на станции осуществляется движе-
ние пассажирских поездов и других маневровых
составов, часть ребер закрыта для проезда. В связи
с этим введем функцию F : V ′ × R1+ → {0, 1} вида

F (j, t)
def
=






0 , ребро (графа G) с номером j

свободно в момент времени t ;

1 иначе,

которая характеризует занятость ребра для движе-
ния маневрового локомотива в момент времени t от
начала выполнения маневровой работы.

Перебор всех возможных путей (называемых
в дальнейшем маршрутами) в графе G′ из верши-
ны j0 в вершину jT невозможен в силу их беско-
нечного количества, связанного с наличием циклов
в графеG. Поэтому выберем несколько таких марш-
рутов, общим числом равных L. Составим из этих
последовательностей множество J . Для миними-
зации времени T необходимо найти минимальное
время, за которое можно пройти каждый маршрут
(каждую последовательность вершин) из множе-
ства J , а затем выбрать среди найденных времен
минимальное.

Сформулируем задачу по минимизации времени
прохождения маневрового состава через станцию
по маршруту, задаваемому произвольной последо-
вательностью из множества J . Для этого отметим,
что произвольный элемент J l множества J имеет
вид:

J l = {j0,l, j1,l, . . . , jk,l, . . . , lKl,l} ,

где jk,l ∈ V ′, причем j0,l = j0 и jKl,l = jT , а k =
= 1, Kl, l = 1, L.

Пусть tk,l — момент перехода с вершины с но-
мером jk−1,l на вершину с номером jk,l графа G′,
а t0,l = 0, tKl+1,l = T . Тогда для каждого элемен-
та J l множества J условие физической реализуемо-
сти можно записать в виде:

tk+1,l − tk,l ≥
D′(jk,l)

vmax
, k = 0, Kl ,

т. е. исключить нереализуемую возможность про-
ехать любое ребро графа G за бесконечно малое
время.

Условие на движение только по свободным ре-
брам графа G записывается в виде:

∀jk,l∀t ∈ [tk,l, tk+1,l] F (jk,l, t) = 0 , k = 0, Kl ,

которое эквивалентно ограничениям:

tk+1,l∫

tk,l

F (jk,l, t) dt = 0 , k = 0, Kl .

Также имеет место ограничение вида:

tÍÉÎ ≤ tKl+1,l ≤ tÍÁËÓ ,

которое гарантирует, что очередная маневровая ра-
бота не начнется позже момента времени tÍÁËÓ
и/или раньше tÍÉÎ. Величины tÍÉÎ и tÍÁËÓ определя-
ются исходя из графика маневровых работ и связа-
ны с тем, что маневровый локомотив должен подъ-
ехать к месту осуществления работ в определенный
промежуток времени [tÍÉÎ, tÍÁËÓ], так как в иное
время очередная работа может быть пропущена или
еще не начаться согласно графику работ.

Таким образом, задача по минимизации време-
ни прохождения маневрового состава через стан-
цию по маршруту, задаваемому произвольной по-
следовательностью J l из множества J , имеет вид:

tKl+1,i → min
tk,l, k=1,Kl+1

(1)

при ограничениях

tk+1,l − tk,l ≥
D′(jk,l)

vmax
, k = 0, Kl ;

tk+1,l∫

tk,l

F (jk,l, t) dt = 0 , k = 0, Kl ;

tÍÉÎ ≤ tKl+1,j ≤ tÍÁËÓ , t0,l = 0 .





(2)

3 Сведение задачи о выборе
маршрута движения к задаче
смешанного целочисленного
линейного программирования

Заметим, что используемые выше функции

H(jk,l, t)
def
=

t∫

0

F (jk,l, y) dy , k = 1, Kl ,

являются кусочно-линейными, поэтому ограниче-
ния (2) в задаче (1) являются нелинейными, что
делает поиск решения в задаче (1) при ограниче-
ниях (2) весьма затруднительным. Но указанное
свойство функций H(jk,l, t), k = 0, Kl, позволяет
путем введения целочисленных переменных свести
исходную задачу нелинейного программирования
к задаче смешанного целочисленного линейного
программирования. Для этого сформируем мно-
жество Tk,l, состоящее из левой и правой границ
интервалов времени, когда ребро с номером jk,l

оказывалось свободным для движения маневрово-
го состава, k = 0, Kl.
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С помощью множества Tk,l можно определить
«окна» (т. е. интервалы времени, в которые ребро
с номером jk,l свободно). Упорядочив элементы
множества Tk,l по возрастанию, составим из них
вектор τk,l. Пусть dim τk,l = 2Ik,l, где Ik,l — число
«окон». Ввведем новые переменные δi

k,l, равные
единице, если движение по ребру с номером jk,l

осуществляется в промежуток времени между τ2i−1k,l

и τ2ik,l, и равные нулю, если движение по ребру с но-

мером jk,l в промежуток времени между τ2i−1k,l и τ2ik,l

не осуществляется, k = 0, Kl, i = 1, Ik,l. С учетом
новых переменных δi

k,l задача (1) при ограничени-
ях (2) эквивалентным образом сводится к следу-
ющей задаче:

tKl+1,l → min
tk,l, tKl+1,l, δi

0,l
, δi

k,l
, k=1,Kl, i=1,Ik,l

(3)

при ограничениях

tk+1,l − tk,l ≥
D′(jk,l)

vmax
, k = 0, Kl ;

Ik,l∑

i=1

δi
k,l = 1 , k = 0, Kl ;

tk+1,l ≤ δi
k,lτ

2i
k,l +

(
1− δi

k,l

)
tÍÁËÓ ,

k = 0, Kl, i = 1, Ik,l ;

tk,l ≥ δi
k,lτ

2i−1
k,l , k = 0, Kl , i = 1, Ik,l ;

tÍÉÎ ≤ tKl+1,j ≤ tÍÁËÓ , δi
k,l ∈ {0, 1} ,

i = 1, Ik,l , k = 0, Kl , t0,l = 0 .





(4)

Поскольку задача (1) при ограничениях (2) мо-
жет не иметь решения, то введем новую величину:

Tl
def
=





T ∗
l , решение задачи (1)

при ограничениях (2) существует ;

+∞ иначе,

l = 1, L. Здесь T ∗
l — оптимальное значение крите-

рия в задаче (3)–(4). С использованием величин T ∗
l

заключаем, что можно оценить величину T ∗ свер-
ху как T ∗ ≤ minl=1,L T ∗

l , где T ∗ — минимальное
время, за которое можно добраться из вершины j0
в вершину jT в графе G′, не нарушая и график ма-
невровых работ, и график движения пассажирских
поездов.

Таким образом, решение задачи, сформулиро-
ванной выше, дает возможность оценить сверху
время передвижения маневрового локомотива по
станции до исполнения очередной маневровой ра-
боты.

После передвижения по станции к месту выпол-
нения маневровой работы и ее исполнения манев-
ровому локомотиву назначается любая маневровая

работа из перечня оставшихся маневровых работ,
такая что она может быть выполнена вовремя ука-
занным маневровым локомотивом.

4 Применение полученных
результатов для оценки
интенсивности пересечения
стрелочного перевода
маневровым составом

Наряду с максимальным числом пассажир-
ских/грузовых поездов, пересекающих станцию,
которое характеризует доход от функционирова-
ния станции, важной характеристикой является
вероятность хотя бы одного бокового столкнове-
ния между пассажирскими и грузовыми поездами
и маневровыми составами, которая характризует
степень безопасности движения. Для увеличения
максимального числа поездов, пересекающих стан-
цию, вначале необходимо рассчитать вероятность
хотя бы одного бокового столкновения, например
за сутки. Для этого необходимо рассчитать ве-
роятность столкновения произвольного пассажир-
ского/грузового поезда с маневровым составом на
произвольной стрелке при пересечении пассажир-
ским/грузовым поездом станции.

В [7] была предложена следующая оценка ве-
роятности бокового столкновения, получаемая на
основе предположения о том, что поток пересече-
ний маневровыми составами стрелок — пуассонов-
ский:

P(A) =
(

λÍ
(
PÍ + PÍPÐ/Ç + PÐ/Ç

)( lÐ/Ç

vÐ/Ç
+

lÍ
vÍ

)
+

+ λÓPÐ/ÇτÓ + λÍPÍPÐÓ/ÇÓτÐÓ/ÇÓ

)
κÓ ,

λÍ =
1

d

Q∑

i=1

Ni

N
. (5)

Здесь λÍ— интенсивность пересечения стрелки ма-
невровыми составами в направлении, при котором
возможно боковое столкновение между пассажир-
ским/грузовым поездом и маневровым составом
(рис. 1) [1/ч]; Q — число маневровых локомо-
тивов на станции; N — число стрелок на стан-
ции; Ni — число стрелок, пересекаемых в час
i-м маневровым составом; d — общее число
направлений движения по стрелке маневрового
состава (на рис. 1 d = 4); lÐ/Ç — средняя длина
пассажирского/грузового поезда [км]; lÍ — сред-
няя длина маневрового состава [км]; vÐ/Ç — сред-
няя скорость пассажирского/грузового поезда
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Рис. 1 Направление следования (отмечено пунктиром)
маневрового состава через стрелочный перевод (отмечен
кружком), при котором возможно столкновение с пасса-
жирским составом

[км/ч]; vÍ — средняя скорость маневрового со-
става [км/ч]; τÓ — среднее время нахождения ма-
неврового состава на стрелочном переводе при
условии остановки на нем [ч]; τÐÓ/ÇÓ — сред-
нее время стоянки пассажирского/грузового по-
езда на стрелочном переводе [ч]; PÐÓ/ÇÓ — вероят-
ность остановки пассажирского/грузового поезда
на стрелочном переводе; PÐ/Ç — вероятность
проезда на запрещающий сигнал светофора пасса-
жирского/грузового поезда; PÍ — вероятность про-
езда на запрещающий сигнал светофора маневро-
вого состава; κÓ — коэффициент, характеризующий
неизолированность стрелочного перевода (возмож-
ность бокового столкновения), принимающий зна-
чение 1, если стрелочный перевод неизолирован-
ный, и 0, если изолированный.

Вероятности PÐÓ/ÇÓ, PÐ/Ç и PÍ задаются соглас-
но [7, 14]. Как видно из формулы (5), интенсив-
ность λÍ (при одинаковых d) получается одной
и той же для стрелок и с интенсивным, и с неинтен-
сивным движением по ним маневровых составов.
При этом сама величина λÍ существенно влияет на
вероятность P(A). Поэтому на основе составленно-
го расписания движения маневрового локомотива
по станции предложим иной способ вычисления
интенсивностей λÍ.

Наличие предложенной имитационной модели
позволяет использовать для оценки интенсивности
пересечения стрелочных переводов маневровыми
локомотивами классическую оценку в виде часто-

ты. Пусть w — число пересечений маневровыми
локомотивами стрелочного перевода в направле-
нии, при котором возможно боковое столкновение
между пассажирским/грузовым поездом и манев-
ровым составом, в течение суток. Тогда λÍ = w/24.

5 Результаты численного
эксперимента

Рассмотрим некоторую станцию, схема части
которой отображена на рис. 2.

Общее число стрелок на данной станции рав-
но 149. Пусть данную станцию в некоторые сут-
ки пересекают 84 пассажирских поезда (включая
поездные локомотивы), общее число маневровых
работ равно 76, а максимальная скорость vÍ пе-
редвижения маневровых локомотивов по станции
равна 10,8 км/ч. Очевидно, что чем больше марш-
рутов передвижения маневрового локомотива по
станции, найденных по графу G′, к месту выпол-
нения очередной маневровой работы исследуется,
тем большая доля маневровых работ может быть
выполнен, а время передвижения по станции ма-
неврового локомотива уменьшится. Однако в этом
случае также увеличится суммарное время, необ-
ходимое для нахождения решения задач (3) при
ограничениях (4).

Проанализируем время счета и доля выполнен-
ных маневровых работ в зависимости от различного
числа маршрутов передвижения маневрового локо-
мотива по станции к месту выполнения очередной
маневровой работы.

Расчеты проводились на персональном компью-
тере со следующими характеристиками: процессор
Intel Core i7 2,8 ГГц, память 8 ГБ 1 600 МГц DDR3.

Как следует из табл. 1 и 2, время счета ожида-
емо растет при увеличении числа L, однако рас-
тет и доля выполненных маневровых работ. При
этом для выполнения 100% маневровых работ до-
статочно рассмотреть небольшое число маршрутов

Рис. 2 Схема станции
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Таблица 1 Время передвижения по станции для осуществления i-й маневро-
вой работы [мин] / время поиска решения в задачах (3) при ограничениях (4)
[мин]

i
L

. . . 14 15 16 17 18 19 . . .

1 · · · 32/0,003 25/0,01 4/0,002 3/0,005 6/0,009 6/0,01 · · ·
...

...
...

...
...

...
...

...
...

7 · · · 30/0,02 23/0,1 2/0,03 2/0,04 4/0,17 5/0,11 · · ·

Таблица 2 Общее время счета и доля выполненных
маневровых работ

L
Общее время

счета, ч
Доля выполненных

маневровых работ, %
1 0,26 73
3 2,71 83,8
5 2,95 97,3
7 3,03 100

Рис. 3 Интенсивности пересечения стрелочного пере-
вода № 178 по формуле (5) по данным из [7] / по предла-
гаемой имитационной модели

пересечения маневровым локомотивом станции до
места исполнения очередной маневровой работы.

Теперь отдельно рассмотрим стрелочный пере-
вод № 178 и приведем число пересечений маневро-
выми локомотивами данного перевода в различных
направлениях.

Как следует из рис. 3, интенсивности пересе-
чения стрелочного перевода № 178, полученные по
предлагаемой имитационной модели и по форму-
ле (5), отличаются. Это связано с тем, что интен-
сивности, полученные по формуле (5), назначаются
одинаковыми каждому стрелочному переводу, а ре-
альная загруженность того или иного стрелочного
перевода (удаленность или близость конкретного
стрелочного перевода от места проведения боль-
шинства маневровых работ) в расчет не принима-
ется.

6 Заключение
В работе рассмотрена задача по составлению

расписания движения по станции маневровых ло-
комотивов с учетом различных технических огра-
ничений, суточного расписания движения поездов,
а также набора маневровых работ.

Сформулирована задача нелинейного програм-
мирования, которая сведена к задаче смешанного
целочисленного линейного программирования.

На основе построенной имитационной моде-
ли получена модифицированная оценка интен-
сивности пересечения стрелочных переводов
в различных направлениях маневровыми локомо-
тивами, которая в дальнейшем используется для
уточнения оценки вероятности бокового столкно-
вения между маневровым локомотивом и пасса-
жирским/грузовым поездом на стрелочном пере-
воде.
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Abstract: A mathematical model for solution of the shunting locomotives traffic control problem is proposed for
a fixed schedule of passenger/freight trains traffic across a station and a fixed time-table of shunting operations:
set off and attaching of cars, output operation and deconsolidation of trains. The model is used for formulation
and solution of the problem to minimize time of shunting locomotive transportation across the station to perform
next scheduled operation with respect to busy condition of some tracks for transportation owing to presence of
passenger/freight trains on them and with respect to restriction on shunting operation execution time. The original
statement is reduced to mixed integer linear programming. The presented model was used for evaluation of
side-collision probability at a railway station with respect to possible random drag in passenger trains traffic. The
results of numerical experiments are presented.

Keywords: simulation model; schedule; intensity; mixed integer linear programming

DOI: 10.14357/19922264180315

Acknowledgments

This work was supported by the Russian Science Foundation (grant No. 16-11-00062).

INFORMATIKA I EE PRIMENENIYA — INFORMATICS AND APPLICATIONS 2018 volume 12 issue 3 113



A. V. Bosov, A. N. Ignatov, and A. V. Naumov

References

1. GOST 33433-2015. 2016. Bezopasnost’ funktsional’naya.

Upravlenie riskami na zheleznodorozhnom transporte

[Functional safety. Risk control in railroad transport].
Moscow: Standartinform. 34 p.

2. Shubinsky, I. B., O. B. Pronevich, and A. D. Danilova.
2016. Osobennosti otsenki veroyatnosti vozniknoveniya
pozharov na teplovozakh razlichnykh seriy [Special as-
pects of estimating the probability of fire occurrence
on diesel locomotives of various types]. Dependabili-

ty 16(4):24–29. doi: 10.21683/1729-2646-2016-16-4-24-
29.

3. Krutikov, A. M. 2016. Otsenka nadezhnosti rel’sov R65 po

resursu: eksperimental’nye issledovaniya [Evaluation of the
dependability of rails R65 on the resource: Experimental
researches]. Moscow: Finansy i statistika. 151 p.

4. Zamyshliaev, A. M., A. N. Ignatov, A. I. Kibzun, and
E. O. Novozhilov. 2018. Funktsional’naya zavisimost’
mezhdu kolichestvom vagonov v skhode iz-za neis-
pravnostey vagonov ili puti i faktorami dvizheniya [Func-
tional dependency between the number of wagons derailed
due to wagon or track defects and the traffic factors]. De-

pendability 18(1):53–60. doi: 10.21683/1729-2646-2018-
18-1-53-60.

5. Kibzun, A. I., and A. N. Ignatov. 2018. O zadache raspre-
deleniya investitsiy v ustanovku sredstv, predotvrashcha-
yushchikh nesanktsionirovannyy proezd avtotransportom
zheleznodorozhnykh pereezdov, dlya razlichnykh statis-
ticheskikh kriteriev [On the task of allocating investment
to facilities preventing unauthorized movement of road
vehicles across level crossings for various statistical cri-
teria]. Dependability 18(2):31–37. doi: 10.21683/1729-
2646-2018-18-2-31-37.

6. Bagheri, M., F. Saccomanno, S. Chenouri, and L. Fu.
2011. Reducing the threat of in-transit derailments involv-
ing dangerous goods through effective placement along the
train consist. Accident Anal. Prevent. 43(3):613–620. doi:
10.1016/j.aap.2010.09.008.

7. Ignatov, A. N., A. I. Kibzun, and E. N. Platonov. 2016.
Estimating collision probabilities for trains on railroad
stations based on a Poisson model. Automat. Rem. Contr.

77(11):1914–1927.

8. Shubinsky, I. B., A. M. Zamyshlyaev, A. N. Ignatov,
Yu. S. Kan, A. I. Kibzun, and E. N. Platonov. 2016. Otsen-
ka riskov, svyazannykh s proezdom zapreshchayushchego
signala svetofora, manevrovym sostavom ili passazhirskim
poezdom [Estimation of risks related to stop signal
passed by shunting loco or passenger train]. Dependabili-

ty 16(3):39–46. doi: 10.21683/1729-2646-2016-16-3-39-
46.

9. Ivanov, S. V., A. I. Kibzun, and A. V. Osokin. 2016.
Stochastic optimization model of locomotive assignment
to freight trains. Automat. Rem. Contr. 77(11):1944–1956.

10. Lazarev, A. A., E. G. Musatova, and I. A. Tarasov. 2016.
Two-directional traffic scheduling problem solution for
a single-track railway with siding. Automat. Rem. Contr.

77(12):2118–2131.

11. Gainanov, D. N., and V. A. Rasskazova. 2017. Matema-
ticheskoe modelirovanie v zadache optimal’nogo nazna-
cheniya i peremeshcheniya lokomotivov metodami teorii
grafov i kombinatornoy optimizatsii [Mathematical mod-
elling of locomotives’ traffic problem by graph theory
and combinatorial optimization methods]. Trudy MAI 92.
24 p.

12. Buyanov, M. V., S. V. Ivanov, A. I. Kibzun, and A. V. Nau-
mov. 2017. Razvitie matematicheskoy modeli upravleniya
gruzoperevozkami na uchastke zheleznodorozhnoy seti
s uchetom sluchaynykh faktorov [Development of the
mathematical model of cargo transportation control on
a railway network segment taking into account random
factor]. Informatika i ee Primeneniya — Inform. Appl.

11(4):85–93. doi: 10.14357/19922264170411.

13. Iskakov, T. A. 2016. Imitatsionnoe modelirovanie funktsi-
onirovaniya transportnogo uzla [Simulation modelling
of functioning transport hub]. Trudy V nauchno-

tekhnich. konf. s mezhdunarodnym uchastiem “Intellek-

tual’nye sistemy upravleniya na zheleznodorozhnom trans-

porte. Komp’yuternoe i matematicheskoe modelirovanie”

[5th Science and Technological Conference (with Inter-
national Participation) “Intellectual Control Systems in
Railroad Transport. Computer and Mathematical Model-
ing” Proceedings]. Moscow. 221–225.

14. Shubinskiy, I. B. 2012. Funktsional’naya nadezhnost’ infor-

matsionnykh sistem. Metody analiza [International func-
tional dependability of information systems. Methods of
analysis]. Ul’yanovsk: Pechatnyy dvor. 296 p.

Received February 1, 2018

Contributors
Bosov Alexey V. (b. 1969) — Doctor of Science in technology, principal scientist, Institute of Informatics Problems,
Federal Research Center “Computer Science and Control” of the Russian Academy of Sciences, 44-2 Vavilov Str.,
Moscow 119333, Russian Federation; AVBosov@ipiran.ru

Ignatov Alexey N. (b. 1991) — Candidate of Science (PhD) in physics and mathematics, senior lecturer, Moscow
Aviation Institute (National Research University), 4 Volokolamskoe Shosse, Moscow 125993, Russian Federation;
alexei.ignatov1@gmail.com

Naumov Andrey V. (b. 1966) — Doctor of Science in physics and mathematics, associate professor, Department
“Probability Theory and Computational Modeling,” Moscow Aviation Institute (National Research University),
4 Volokolamskoe Shosse, Moscow 125993, Russian Federation; naumovav@mail.ru

114 INFORMATIKA I EE PRIMENENIYA — INFORMATICS AND APPLICATIONS 2018 volume 12 issue 3



éîæïòíáôéëá é å¿ ðòéíåîåîéñ, 2018. ô. 12. ÷ÙÐ. 3. ó. 115�121

ФИЛЬТРАЦИЯ СОСТОЯНИЙ МАРКОВСКИХ СКАЧКООБРАЗНЫХ

ПРОЦЕССОВ ПО ДИСКРЕТИЗОВАННЫМ НАБЛЮДЕНИЯМ∗

А. В. Борисов1

Аннотация: Статья посвящена решению задачи оптимальной фильтрации состояний однородного мар-
ковского скачкообразного процесса (МСП). Наблюдения представляют собой приращения случайных
процессов — интегральных преобразований состояний, зашумленные винеровскими процессами, интен-
сивность которых также зависит от оцениваемого состояния. Оптимальная оценка в моменты получения
нового наблюдения вычисляется как функция предыдущей оценки и новых наблюдений, а между мо-
ментами наблюдений — простейшим прогнозом в силу системы уравнений Колмогорова. Рекуррентная
формула пересчета ресурсозатратна, так как содержит интегралы — масштабно-сдвиговые смеси много-
мерных гауссиан, где в качестве смешивающих выступают распределения времени пребывания состояния
в каждом из возможных значений. Предложены более простые аппроксимации, основанные на пред-
положении об ограниченности числа скачков состояния за время между наблюдениями. Получены
универсальные локальная и глобальная характеристики точности аппроксимаций, зависящие от пара-
метров оцениваемого процесса, величины временн‚ого шага между наблюдениями и максимального числа
учитываемых скачков.

Ключевые слова: марковский скачкообразный процесс; оптимальная фильтрация; мультипликативные
шумы в наблюдениях; стохастическое дифференциальное уравнение; численная аппроксимация
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1 Введение

Фильтр Вонэма [1] — один из редких удачных
случаев, когда оценка оптимальной фильтрации
состояния стохастической системы наблюдения
выражается в виде решения некоторой замкнутой
конечномерной системы стохастических диффе-
ренциальных уравнений.

Алгоритм данного фильтра позволяет вычислить
оценку фильтрации состояния марковского скачко-

образного процесса с конечным множеством состо-
яний по наблюдениям в присутствии аддитивных
винеровских шумов. Теоретически оптимальная
оценка состояния — его условное распределение
в текущий момент времени — обладает очевидны-
ми свойствами неотрицательности и нормировки.
При численной реализации данного фильтра клас-
сическим методом Эйлера–Маруямы [2] данные
свойства могут не сохраняться и процедура вычис-
ления становится неустойчивой. В связи с этим об-
стоятельством разрабатывались другие алгоритмы
численного решения уравнения фильтра Вонэма,
обладающие требуемыми свойствами устойчивости
(см. [3, 4] и библиографию в них). В части этих
работ доказана лишь слабая сходимость предлага-
емых аппроксимационных схем к оценке фильтра

Вонэма, в то время как какая-либо характеризация
точности этих приближений отсутствует.

В [5] было представлено распространение
фильтра Вонэма на случай наблюдений с мульти-
пликативными шумами. При этом уравнение обоб-
щенного фильтра содержит в правой части квадра-
тическую характеристику шумов в наблюдениях.
Данный процесс на практике никогда не наблю-
дается непосредственно, а является лишь некото-
рым нелинейным интегральным преобразованием
наблюдений. Очевидно, что имеющиеся в насто-
ящий момент времени алгоритмы приближенного
вычисления оценки фильтрации Вонэма для дан-
ной системы не подходят.

Целью предлагаемой работы является исполь-
зование результатов оптимальной фильтрации со-
стояний систем с дискретным временем для ап-
проксимации решения аналогичной задачи для
стохастических дифференциальных систем.

Статья организована следующим образом. Раз-
дел 2 содержит формальную постановку задачи
фильтрации состояний однородного МСП с ко-
нечным множеством состояний по наблюдениям,
полученным путем временн‚ой дискретизации про-
цессов с непрерывным временем — интеграль-
ных преобразований состояния системы в при-

∗Работа выполнена при частичной поддержке РФФИ (проект 16-07-00677).
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сутствии мультипликативных винеровских шумов.
В разд. 3 представлено решение поставленной за-
дачи фильтрации: пересчет оценок состояний в мо-
мент получения новых дискретизованных наблю-
дений выполняется в соответствии с некоторыми
рекуррентными интегральными соотношениями,
в то время как между моментами наблюдений оцен-
ка корректируется в соответствии с прогнозом в си-
лу системы уравнений Колмогорова. Вычисли-
тельная сложность упомянутых выше интегральных
соотношений связана с тем, что в расчет прини-
мается возможность того, что между моментами
наблюдений оцениваемое состояние может совер-
шить произвольное число скачков. В разд. 4 пред-
ставлен более простой алгоритм приближенного
вычисления оценки фильтрации, основанный на
ограничении возможного числа учитываемых скач-
ков МСП. Доказана теорема, определяющая как
локальную (одношаговую), так и глобальную (мно-
гошаговую) характеристики точности предложен-
ного приближения — ℓ1-нормы ошибки аппрок-
симации. Полученные характеристики являются
универсальными, т. е. не асимптотическими по ша-
гу дискретизации, и зависят от характеристик са-
мого МСП, шага временн‚ой дискретизации и числа
скачков состояния, учитываемых на шаге. Обсуж-
дение результатов и заключительные комментарии
представлены в разд. 5.

2 Постановка задачи фильтрации

На полном вероятностном пространстве
с фильтрацией (Ÿ,F ,P , {Ft}t>0) рассматривается
система наблюдений

Xt = X0 +

t∫

0

˜⊤Xs ds+ µs ;

Yk =

tk∫

tk−1

fXs ds+

tk∫

tk−1

N∑

n=1

Xn
s gn dWs,

{tk}k>0 : 0 = t0 < t1 < t2 · · · ,





(1)

где

– Xt , col
(
X1t , . . . , XN

t

)
∈ S

N — ненаблюдаемое
состояние системы, являющееся однородным
МСП с конечным множеством состояний S

N ,
, {e1, . . . , eN} (SN — множество единичных
векторов евклидова пространства R

N ), матри-
цей интенсивностей переходов ˜ и начальным
распределением π;

– µt , col
(
µ1t , . . . , µ

N
t

)
∈ R

N — Ft-согласован-
ный мартингал;

– {Yk}k∈N : Yk , col
(
Y 1k , . . . , Y M

k

)
∈ R

M —
последовательность дискретизованных наблю-
дений, доступных в известные неслучайные
моменты времени {tk}k∈N, в которых Wt ,
, col

(
W 1

t , . . . , WM
t

)
∈ R

M является Ft-со-
гласованным стандартным винеровским про-
цессом, определяющим шумы в наблюдениях,
f — (M × N)-мерная матрица плана наблюде-
ний, а набор матриц {gn}n=1,N характеризует
интенсивности шумов в зависимости от теку-
щего состояния Xt.

Введем также в рассмотрение неубывающие
семейства σ-алгебр Ok , σ{Yℓ : 1 6 ℓ 6 k}
иOt , Ok(t), где k(t) ,

∑
j∈N
I(t−tj); O0 , {∅, Ÿ}.

Задача оптимальной фильтрации состояния X по

наблюдениям Y заключается в нахождении условного

математического ожидания (УМО)

X̂t , E {Xt|Ot} .

Относительно системы (1) сделаны следующие
предположения:

(а) Ft ≡ FX
t

∨FW
t для любого t > 0;

(б) шумы в наблюдениях равномерно невырожден-
ные, т. е. gng⊤n > αI > 0 для всех n = 1, N
и некоторого α > 0.

3 Уравнения оптимального
фильтра

Для получения уравнений оптимального фильт-
ра воспользуемся подходом, применяемым для ре-
шения аналогичной задачи в стохастических сис-
темах наблюдения с дискретным временем [6].
Воспользуемся методом математической индук-
ции.

При r = 0

X̂t0 = E{X0|O0} = E{X0} = π . (2)

Пусть для некоторого r > 0 известна оценка
оптимальной фильтрации X̂tr

= EXtr
|Or. Опреде-

лим оценку оптимальной фильтрации X̂t для t ∈
∈ (tr, tr+1].

Для произвольного момента t ∈ (tr, tr+1) в си-
лу мартингального разложения МСП Xt и свойств
УМО верна следующая цепочка равенств:

X̂t = E {Xt|Or} =

= E




P⊤(tr, t)Xtr
+

t∫

tr

P⊤(tr, s) dMs

∣∣Or




 =
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= P⊤(tr, t)X̂tr
+E



E





t∫

tr

P⊤(tr, s) dMs|Ftr




∣∣Or



 =

= P⊤(tr, t)X̂tr
, (3)

где P(s, t) (s 6 t) — матрица переходной веро-
ятности МСП на промежутке [s, t], являющаяся
решением системы дифференциальных уравнений
Колмогорова

P ′
t(s, t) = P(s, t)˜, t > s, P(s, s) = I.

В случае однородного МСП P(s, t) = e(t−s)˜.
Далее необходимо определить совместное рас-

пределение (Xtr+1
, Yr+1) относительно Or. Из мо-

дели наблюдений следует, что распределение Yr+1

относительно σ-алгебры FX
tr+1

∨ Or — гауссовское
с параметрами

E
{
Yr+1|FX

tr+1

}
= fτr+1 ;

cov
(
Yr+1, Yr+1|FX

tr+1

)
=

N∑

n=1

τn
r+1gng⊤n ,

где τr+1 = τr+1(X(ω)) = col
(
τ1r+1, . . . , τ

N
r+1

)
,

,
∫ tr+1

tr
Xs ds — случайный вектор, n-я компонен-

та которого равна времени пребывания процесса X
в состоянии en на интервале времени [tr, tr+1]. Обо-
значим через Dr+1 , {u = col (u1, . . . , uN ) : um >

> 0,
∑M

m=1 um = tr+1 − tr} (M − 1)-мерный сим-
плекс в пространстве R

M , являющийся носителем
распределения вектора τr+1. Пусть ρk,ℓ

r+1(du)— рас-
пределение вектора τr+1X

ℓ
tr+1

при условии Xtr
=

= ek, т. е. для любого A ∈ B(RM ) верно тождество:

P
{
ω : Xtr+1

(ω) = eℓ,

τr+1(X(ω)) ∈ A | Xtr
= ek} ≡ ρk,ℓ

r+1(A) .

Обозначим через

N (y, m, K) , (2π)−M/2det−1/2K ×

× exp
{
−1
2
(y − m)⊤ K−1(y − m)

}

M-мерную плотность гауссовского распределения
с математическим ожиданием m и ковариационной
матрицей K.

Из марковского свойства {Xtr
, Yr)}r>0 относи-

тельно Ftr
[7] и теоремы Фубини следует, что для

любого множества A ∈ B(RM ) верна следующая
цепочка равенств:

E
{
Xtr+1

IA (Yr+1)
∣∣Or

}
=

= E
{
E
{
Xtr+1

IA (Yr+1)
∣∣FX

tr+1
∨ Or

} ∣∣Or

}
=

=

N∑

ℓ=1

eℓ

∫

A




N∑

k=1

∫

Dr+1

N
(

y, fu,

N∑

p=1

upgpg
⊤
p

)
×

× ρk,ℓ
r+1(du)X̂k

tr


 dy,

из чего следует, что интегранд в квадратных скобках
в последнем выражении определяет искомое со-
вместное распределение (Xtr+1

, Yr+1) относитель-

но Or. Оценка X̂tr+1
покомпонентно определяет-

ся [6] с помощью обобщенного варианта формулы
Байеса:

X̂j
tr+1
=

=

∫

Dr+1

N
(

Yr+1, fu,
∑N

p=1
upgpg

⊤
p

)∑N

k=1
X̂k

tr
ρk,j

r+1(du)

∫

Dr+1

N
(

Yr+1, fv,
∑N

q=1
vqgqg

⊤
q

)∑N

i,ℓ=1
X̂ i

tr
ρi,ℓ

r+1(dv)

,

j = 1, N . (4)

Таким образом, доказана следующая
Лемма 1. Если для системы наблюдения (1) верны усло-

вия (а) и (б), то оценка X̂t оптимальной фильтрации

определяется формулой (2) при t = 0, рекуррент-

ным соотношением (4) — в моменты tr+1 получения

наблюдений Yr+1 и формулой (3) — в промежутках

времени между моментами получения наблюдений.

Несмотря на компактную запись (4), их пря-
мая численная реализация ресурсозатратна. Во-
первых, в (4) требуется вычислять распределения
масштабно-сдвиговых смесей многомерных нор-
мальных распределений, что является трудоемкой
процедурой. Во-вторых, распределения ρk,j

r+1 вре-
мени пребывания представляют собой сумму
бесконечного ряда, слагаемые которого вычис-
ляются с помощью некоторой рекуррентной проце-
дуры [8]. В-третьих, распределения ρk,j

r+1 не являют-
ся абсолютно непрерывными относительно меры
Лебега.

Следующий раздел посвящен численной ап-
проксимации (4) и исследованию ее точностных
характеристик.

4 Приближенное вычисление
оценки фильтрации

Без ограничения общности будем считать, что
сетка {tr}r>0 является равномерной с шагом–, т. е.
tr = r– и Dr ≡ D. Обозначим через Nr+1 об-
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щее число скачков процесса Xt, имевших место на
промежутке (tr, tr+1]. Тогда из формулы полной
вероятности следует, что (4) представима в виде:

X̂j
tr+1
=




∫

D

N
(

Yr+1, fu,
N∑

p=1

upgpg
⊤
p

)
×

×
∞∑

h=0

N∑

k=1

X̂k
tr

ρk,j,h
r+1 (du)

)/




∫

D

N
(

Yr+1, fv,

N∑

q=1

vqgqg
⊤
q

)
×

×
∞∑

m=0

N∑

i,ℓ=1

X̂ i
tr

ρi,ℓ,m
r+1 (dv)



 , j = 1, N , (5)

где ρk,j,h
r+1 (du) — распределение вектора

τr+1X
j
tr+1
I{h}(Nr+1) при условии Xtr

= ek, т. е.

для любого A ∈ B(RM ) верно тождество

P
{
ω : Xtr+1

(ω) = ej , Nr+1 = h,

τr+1(X(ω)) ∈ A | Xtr
= ek} ≡ ρk,j,h

r+1 (A).

В качестве аппроксимации оценок можно исполь-

зовать X
n

tr+1
, col (X

n,1

tr+1
, . . . , X

n,N

tr+1
), полученные

из (5) путем урезания сумм ряда в числителе и зна-
менателе:

X
n,j

tr+1
=



∫

D

N
(

Yr+1, fu,

N∑

p=1

upgpg
⊤
p

)
×

×
n∑

h=0

N∑

k=1

X
k

tr
ρk,j,h

r+1 (du)

)/



∫

D

N
(

Yr+1, fv,

N∑

q=1

vqgqg
⊤
q

)
×

×
n∑

m=0

N∑

i,ℓ=1

X
i

tr
ρi,ℓ,m

r+1 (dv)



 , j = 1, N. (6)

Ниже по формуле полной вероятности получены
интегралы из (6) для h = 0, 1, 2:

∫

D

N
(

Yr+1, fu,

N∑

p=1

upgpg
⊤
p

)
ρk,j,0

r+1 (du) =

= δkjN
(
Yr+1,–f j ,–gjg

⊤
j

)
eλjj–;

∫

D

N
(

Yr+1, fu,
N∑

p=1

upgpg
⊤
p

)
ρk,j,1

r+1 (du) =

= (1− δkj)λkje
λjj–

–∫

0

e(λkk−λjj)u
kN

(
Yr+1, u

kfk +

+
(
–− uk

)
f j , ukgkg⊤k +

(
–− uk

)
gjg

⊤
j

)
duk; (7)

∫

D

N
(

Yr+1, fu,

N∑

p=1

upgpg
⊤
p

)
du =

=
∑

ℓ:ℓ 6=k,
ℓ 6=j

λkℓλℓje
λjj– ×

×
–∫

0

–−uk∫

0

e(λkk−λℓℓ)u
k+(λℓℓ−λjj)u

ℓ ×

×N
(
Yr+1, u

kfk + uℓf ℓ +
(
–− uk − uℓ

)
f j,

ukgkg⊤k + uℓgℓg
⊤
ℓ +

(
–− uk − uℓ

)
gjg

⊤
j

)
duℓduk, (8)

где δij — символ Кронекера. Интегралы для h > 2
также могут быть получены в явном виде, однако
их сложность резко возрастает.

Так как система (1) является автономной,
то в качестве локальной характеристики бли-
зости {Xtr

} к {X̂tr
} может быть выбрана величина

σ(π) , E
{
‖X̂t1(π, Y1)− Xt1 (π, Y1) ‖1

}
=

=

N∑

j=1

E
{∣∣∣X̂j

t1 (π, Y1)− X
n,j

t1 (π, Y1)
∣∣∣
}

.

При этом начальное распределение π ∈ D1 ,
, {col (π1, . . . , πN ) : πj > 0,

∑N
j=1 πj = 1} явля-

ется начальным условием применения одного шага
рекурсии (4) или (6) для вычисления оценки X̂t1

или Xt1 соответственно. Фактически, характери-
стика σ(π) определяет, насколько сильно рекурсив-
ные схемы (4) и (6) разойдутся за один шаг, стартуя
из общей точки π.

Рекуррентные схемы (4) и (6), применен-
ные r раз, позволяют вычислить оценки X̂tr

и Xtr

в точке tr. В качестве характеристики точности гло-
бальной аппроксимации в этом случае естественно
рассмотреть величину

›tr
(π) , E

{
‖X̂tr

− Xtr
‖1
}
=

N∑

j=1

E
{∣∣∣X̂j

tr
− X

n,j

tr

∣∣∣
}

.

Следующее утверждение определяет оценки ло-
кальной и глобальной точности схемы аппрокси-
мации (6).
Теорема 1. Выполняются неравенства

sup
π∈D1

σ(π) 6 2
(λ–)n+1

(n+ 1)!
; (9)
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sup
π∈D1

›tr
(π) 6 2r

(λ–)n+1

(n+ 1)!
+

+ r(r − 1)
(
(λ–)n+1

(n+ 1)!

)2(
1− (λ–)

n+1

(n+ 1)!

)r−2

, (10)

где λ , max16j6N |λjj |.
Доказательство теоремы 1 приведено в прило-

жении.
Данное утверждение представляет полезные

оценки точности. Во-первых, они являются рав-
номерными по начальному распределению π ∈
∈ D1. Во-вторых, оценки носят универсальный,
а не асимптотический характер. Это существенно
в практических задачах оценивания по дискрети-
зованным наблюдениям с физическими или алго-
ритмическими ограничениями на шаг по времени.
Например, в случае наблюдаемого процесса восста-
новления в силу центральной предельной теоремы
для процессов восстановления [9] его приращения
можно рассматривать как гауссовские случайные
величины. Однако данная аппроксимация облада-
ет удовлетворительной точностью только в случае,
когда шаг дискретизации по времени достаточно
большой. В-третьих, неравенство (10) позволяет
получить порядок аппроксимации при – → 0. За-
фиксируем момент времени t = T и рассмотрим
характеристику supπ∈D1 ›T (π) при r = T/– и –→
→ 0. Как только – становится настолько мало,
что max

(
(λ–)n+1/(n+ 1)!,–(Tλn+1/(n+ 1)!)

)
<

< 1, из (10) следует неравенство supπ∈D1 ›T (π) 6

6 (3λ
n+1

/(n+ 1)!)T–n. Это значит, что с ростом
времени T ошибка аппроксимации копится про-
порционально T и при этом порядок точности по–
равен n.

5 Заключение
В работе решена задача оценивания состояния

однородного МСП по дискретизованным наблюде-
ниям. Получено аналитическое решение и его чис-
ленные аппроксимации. Локальные и глобальные
показатели точности этих приближений в статье
также представлены. Примечательно, что част-
ный случай аппроксимаций (6) при n = 0 и ˜ = 0
был ранее представлен в [10, 11] для решения зада-
чи байесовской классификации случайного вектора
по непрерывным наблюдениям с мультипликатив-
ными шумами. Алгоритм оптимальной фильтра-
ции и его субоптимальные версии могут рассмат-
риваться в качестве основы численной реализации
обобщения фильтра Вонэма для систем с мульти-
пликативными шумами в наблюдениях. Однако
для их непосредственного использования необхо-
димо решить следующие проблемы. Во-первых,

в (7) и (8) присутствуют многомерные интегралы.
Следует выяснить, какую результирующую погреш-
ность будут вносить ошибки их вычисления. Во-
вторых, представляется интересным определить ха-
рактеристики точности оптимальной фильтрации
по дискретизованным наблюдениям по отноше-
нию к оптимальной фильтрации по непрерывным
наблюдениям: каков порядок точности по шагу
временной дискретизации –? Для случая вычис-
ления классического фильтра Вонэма с помощью
алгоритма Эйлера–Маруямы подобный результат
известен: порядок глобальной ошибки равен 1/2.
Перечисленные задачи являются предметом даль-
нейших исследований.

Приложение
Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 1. Введем следующие обо-
значения для случайных величин и матриц, составленных
из них:

ξji(ℓ) ,

n∑

h=0

∫

D

N

(
Yℓ, fu,

N∑

p=1

upgpg⊤

p

)
ρj,i,h
1 (du) ;

θji(ℓ) ,

∞∑

h=n+1

∫

D

N

(
Yℓ, fu,

N∑

p=1

upgpg⊤

p

)
ρj,i,h
1 (du) ;

ξ(ℓ) , ‖ξji(ℓ)‖j,i=1,N , ™(r) , ξ(r)ξ(r − 1) · · · ξ(1) ;

θ(ℓ) , ‖θji(ℓ)‖j,i=1,N , —(r) , θ(r)θ(r − 1) · · · θ(1) .

Рекуррентные формулы (4) и (6) можно записать в яв-
ной форме

X̂tr = (1 (™(r) + —(r))π)
−1 (™(r) + —(r))π ;

Xtr = (1™(r)π)
−1 ™(r)π,

где 1 , (1, . . . , 1) — вектор-строка подходящей размер-
ности, составленная из единиц.

Верна следующая цепочка неравенств:

›tr (π) = E
{∥∥∥∥

1

1 (™(r) + —(r))π
(™(r) +

+ —(r))π −
1

1™(r)π
™(r)π

∥∥∥∥
1

}
=

= E
{

1

1 (™(r) + —(r))π1™(r)π
‖1™(r)π—(r)π −

− 1—(r)π™(r)π‖
1

}
6

6 E
{

1

1 (™(r) + —(r))π1™(r)π
(1™(r)π‖—(r)π‖1 +

+ 1—(r)π‖™(r)π‖1)

}
=

= 2E
{

1

1 (™(r) + —(r))π
1—(r)π

}
. (11)

Рассмотрим случайные события aℓ , {ω ∈ Ÿ : Nℓ(ω) 6
6 n}, ℓ = 1, r, и Ar , {ω ∈ Ÿ : max16ℓ6r Nℓ(ω) 6

6 n} =
∏r

ℓ=1 aℓ и оценку X̃tr (π, Y1, . . . , Yr) ,
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, E {Xtr (ω)IAr (ω)|Or} . Используя введенные выше
обозначения и абстрактный вариант формулы Байеса,
получаем, что

X̃tr =
1

1 (™(r) + —(r))π
™(r)π ;

X̂tr − X̃tr = E
{
Xtr (ω)IAr

(ω)|Or

}
=

=
1

1 (™(r) + —(r))π
—(r)π . (12)

Из (11) и (12) для r = 1 следует, что

σ(π) 6 2E {‖E {Xt1(ω)Ia1(ω)|O1} ‖1} =

= 2E

{
N∑

n=1

E {Xn
t1
(ω)Ia1(ω)|O1}

}
=

= 2E {E {Ia1(ω)|O1}} = 2P {a1(ω)} . (13)

Процесс NX
t общего числа скачков состояния Xt явля-

ется считающим, и его квадратическая характеристика
равна

〈NX , NX〉t = −

t∫

0

N∑

n=1

λnnXn
s ds ,

поэтому искомая вероятность ограничена сверху:

P {a1(ω)} 6 e−λ–

∞∑

k=n+1

(λ–)k

k!
<
(λ–)n+1

(n+ 1)!
.

Из последнего неравенства и (13) следует, что для любого
начального распределения π выполняется неравенство
σ(π) < 2((λ–)n+1/(n+ 1)!), т. е. локальная оценка (9)
верна.

С помощью марковского свойства пары (Xt, N
X
t )

и последнего неравенства можно оценить сверху веро-
ятностьP

{
Ar(ω)

}
:

P
{
Ar(ω)

}
6 1−

(
1−
(λ–)n+1

(n+ 1)!

)r

6 r
(λ–)n+1

(n+ 1)!
+

+

∣∣∣∣∣

r∑

k=2

Ck
r

(
−
(λ–)n+1

(n+ 1)!

)k
∣∣∣∣∣ 6 r

(λ–)n+1

(n+ 1)!
+

+
r(r − 1)

2

(
(λ–)n+1

(n+ 1)!

)2 (
1−
(λ–)n+1

(n+ 1)!

)r−2

,

из чего следует истинность глобальной оценки (10). Тео-
рема 1 доказана.
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Abstract: The article is devoted to a solution of the optimal filtering problem of a homogenous Markov jump
process state. The available observations represent time increments of the integral transformations of the Markov
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Filtering of Markov jump processes by discretized observations

state corrupted by Wiener processes. The noise intensity is also state-dependent. At the instant of the consecutive
observation obtaining, the optimal estimate is calculated recursively as a function of previous estimate and the new
observation, meanwhile between observations the filtering estimate is a simple forecast by virtue of the Kolmogorov
differential system. The recursion is rather expensive because of need to calculate the integrals, which are the
location-scale mixtures of Gaussians. The mixing distributions represent the occupation of the state in each of
possible values during the mid-observation intervals. The paper contains numerically cheaper approximations,
based on the restriction of the state transitions number between the observations. Both the local and global
characteristics of approximation accuracy are obtained as functions of the dynamics parameters, mid-observation
interval length, and upper bound of transitions number.

Keywords: Markov jump process; optimal filtering; multiplicative observation noises; stochastic differential
equation; numerical approximation
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Conference proceedings:
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