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МЕТОД МОДЕЛИРОВАНИЯ ХАРАКТЕРИСТИК

ИНТЕРФЕРЕНЦИИ ПРИ ПРЯМОМ ВЗАИМОДЕЙСТВИИ

ПЕРЕМЕЩАЮЩИХСЯ УСТРОЙСТВ В ГЕТЕРОГЕННОЙ

БЕСПРОВОДНОЙ СЕТИ ПЯТОГО ПОКОЛЕНИЯ∗

Ю. В. Гайдамака1, К. Е. Самуйлов2, С. Я. Шоргин3

Аннотация: В общем виде показано построение модели перемещения взаимодействующих устройств
в гетерогенных беспроводных сетях пятого поколения с помощью кинетического уравнения с учетом
скорости перемещения устройств, их пространственной плотности и максимального допустимого радиу-
са взаимодействия. Предложен метод моделирования траекторий, когда приемо-передающие устройства
движутся случайным образом, причем блуждание в общем случае не является стационарным, что отлича-
ет предложенную модель движения мобильных устройств от известных ранее моделей. Характеристики
интерференции, в том числе отношение сигнал/интерференция (SIR, signal-to-interference ratio), ис-
следуются в виде непрерывного во времени случайного процесса, задачу расчета этих характеристик
предлагается решать методом имитационного моделирования. Показано, что такой анализ дает воз-
можность исследовать вероятностные характеристики взаимодействия устройств, такие как вероятность
обрыва связи и длительности периодов наличия и отсутствия связи между устройствами.

Ключевые слова: беспроводная гетерогенная сеть; отношение сигнал/интерференция; прямое взаи-
модействие устройств; перемещение взаимодействующих устройств; модель движения; кинетическое
уравнение; генерация траекторий; показатели эффективности сети
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1 Введение

На производительность современных сетей по-
движной связи, работающих в диапазоне деци-
метровых (300 МГц – 3 ГГц) и сантиметровых (3–
30 ГГц) волн (например, GSM [1], 900 МГц,
WiMAX [2], 2,5 ГГц, WCDMA [3] и LTE [4], 1,9 ГГц
и 2,1 ГГц) существенное влияние оказывает ин-
терференция, т. е. взаимное деструктивное влияние
радиосигналов мобильных станций, работающих
в одном диапазоне частот [5]. Основным парамет-
ром, определяющим качество в таких сетях, явля-
ется SIR, которое измеряется на приемнике и ха-
рактеризует качество беспроводного канала связи
между приемником и передатчиком в ассоцииро-
ванной паре «передатчик–приемник» [1–6]. Отно-
шение сигнал/интерференция определяет скорость
передачи данных и спектральную эффективность
радиоканала и системы в целом, от которых за-
висит пропускная способность сети, надежность
и связность беспроводных соединений.

Результаты работ [7–12] по точному и прибли-
женному анализу SIR могут быть использованы для
оценки скорости передачи данных, спектральной
эффективности, числа абонентов, которым в опре-
деленной географической зоне могут быть предо-
ставлены услуги беспроводной связи, в предполо-
жении о постоянном значении SIR, т. е. для случая
неподвижных абонентов.

Исследования перемещающихся беспроводных
устройств были начаты в [13] и получили развитие
в [14], где для случая нестационарного блужда-
ния абонентов был предложен метод расчета SIR,
позволивший получить плотности распределения
длительности периодов наличия и отсутствия свя-
зи. В соответствии с предложенным методом SIR
представляет собой функционал расстояний меж-
ду взаимодействующими устройствами, определя-
емых моделью движения абонентов, которая опи-
сывается кинетическим уравнением. При этом
метод моделирования ансамбля траекторий для за-
данной модели движения в [14] не излагался. Этот
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метод изложен ниже в разд. 3 статьи. Авторы ис-
пользуют ту же системную модель и обозначения,
что позволило в разд. 4 продолжить численный ана-
лиз исследованного в [14] сценария перемещения
взаимодействующих устройств. Исследованы веро-
ятность обрыва связи, распределения длительности
периодов наличия и отсутствия связи и их средние
значения. В заключении приведены выводы и опре-
делены задачи дальнейших исследований.

2 Модель перемещения устройств

Траектории движения устройств моделируют-
ся для ситуации, когда взаимодействующие при-
емо-передающие устройства движутся случайным
образом в ограниченной зоне обслуживания V ,
представляющей собой область в M-мерном про-
странстве, причем блуждание в общем случае не
является стационарным. Считаем, что переме-
щение устройств сочетает целеполагающее по-
ступательное движение и хаотическое блуждание
и определяется кинетическим уравнением типа
Фоккера–Планка с заданной скоростью сноса v
и коэффициентом диффузии α.

Для исследования интерференции на прием-
нике ассоциированной пары взаимодействующих
устройств, создаваемой передатчиками других ас-
социированных пар, устройства разбиты на пары,
число пар обозначено N . На рис. 1 схематически
показаны два варианта перемещения приемников
в ассоциированной паре «передатчик–приемник»:
в случае (а) приемник движется вместе с передат-
чиком, оставаясь на постоянном расстоянии d от
него; в случае (б) приемник движется согласно
броуновскому движению с диффузией vRx внутри
окружности радиуса d с центром в точке располо-
жения передатчика. Первый вариант соответству-
ет сценарию, когда два абонента не отрываются

Рис. 1 Сценарии взаимодействия устройств на основе
прямых соединений D2D

друг от друга в процессе перемещения, т. е. траек-
тории их движения зависимы, второй — сценарию,
когда траектории движения приемника и передат-
чика взаимно независимы. При этом расстояние d
в первом случае имеет смысл постоянной дистан-
ции между абонентами в движущейся паре, а во
втором — максимального расстояния от приемни-
ка до передатчика в ассоциированной паре, которое
определяется из описанной ниже модели распро-
странения сигнала.

Предложенный в данной статье метод не огра-
ничен выбранными параметрами и может быть при-
менен к другим моделям движения, описываемым
уравнением диффузии. Не ограничивая общности
метода, предполагается, что мощность сигнала на
приемнике задается выражением φ(r) = Ar−γ и за-
висит от расстояния r при заданной константе A,
учитывающей излучаемую мощность и коэффици-
енты усиления приемной и передающей антенны,
и коэффициенте распространения сигнала γ.

Как и в [14], для оценки SIR далее используется
формула:

SIR =
φ(r0)

∑N−1

n=1
φ(dn)

,

где r0 — расстояние между приемником и передат-
чиком в исследуемой ассоциированной паре; dn —
расстояние между приемником из исследуемой па-
ры и передатчиком из n-й интерферирующей пары,
n = 1, . . . , N − 1. Также задан порог SIR∗, опреде-
ляющий минимальное значение SIR, необходимое
для поддержания связи в ассоциированной паре.

В описанной модели случайное расстояние меж-
ду приемником и передатчиком в некоторой ассо-
циированной паре, а также случайные расстояния
между приемником из этой ассоциированной па-
ры и интерферирующими передатчиками из других
пар, работающими на близких частотах, исследу-
ются как функции от времени. Эти расстояния
определяют суммарную интерференцию и SIR как
функционалы на траекториях движения взаимодей-
ствующих устройств. При падении SIR на приемни-
ке исследуемой ассоциированной пары ниже поро-
гового значения SIR∗ происходит так называемый
«обрыв связи» — передача данных от передатчика
к приемнику в этой паре прерывается до момен-
та, когда SIR вновь превысит данный порог. Для
случайного процесса с независимыми приращени-
ями, описывающего изменение SIR, представляют
интерес такие вероятностно-временн‚ые характери-
стики, как вероятность перехода процесса в одно из
состояний ниже порогового значения SIR∗, а так-
же длительности периодов пребывания процесса
в множестве таких состояний. Таким образом, за-
дачей моделирования является нахождение вероят-
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ности обрыва связи и распределения длительности
периодов наличия и отсутствия связи.

3 Метод моделирования
траекторий движения устройств

Известно использование случайных процессов
с независимыми приращениями в экономике для
анализа фондового рынка. При этом подходы,
связанные с моделированием траектории случай-
ного процесса – временн‚ого ряда, отражающего
флуктуации параметров фондового рынка (кур-
сов ценных бумаг или биржевых фондовых ин-
дексов), — использованы при разработке метода
моделирования траекторий для нестационарного
движения устройств. В [15] был предложен метод
генерации траектории случайного процесса с неста-
ционарной функцией распределения (ФР) при из-
вестном уравнении эволюции этой функции. В [16]
этот метод был расширен на генерацию ансамбля
траекторий, распределение которых эволюциони-
рует в соответствии с заданным кинетическим урав-
нением. В [17] представлена структура программ-
ного комплекса, реализующего задачу генерации
ансамбля случайных нестационарных траекторий
и анализа функционалов на них.

Опишем кратко методологию проводимого да-
лее анализа в обозначениях [14], следуя указанным
работам.

Пусть плотность ФР f(x, t) приращений коор-
динат x положений приемо-передающих устройств
в момент времени t удовлетворяет уравнению Фок-
кера–Планка (M = 1):

∂f(x, t)

∂t
+

∂

∂x
(u(x, t)f(x, t)) −

− α(t)

2

∂2f(x, t)

∂x2
= 0 . (1)

Это уравнение решается численно при задан-
ных начальном и граничном условиях. Параметры
уравнения — скорость сноса u(x, t) и нестацио-
нарный в общем случае неотрицательный коэф-
фициент диффузии α(t) — определяются по на-
блюдаемым значениям временн‚ого ряда. Для этого
строится совместное распределениеF (x, v, t) значе-
ний временн‚ого ряда x(t) и его приращений v(t) =
= x(t+1)−x(t) по выборке длины, достаточной для
конструирования такого распределения на задан-
ном уровне стационарности [17], после чего вели-
чины, входящие в (1), определяются по формулам:

f(x, t) =

∫
F (x, v, t) dv ;

u(x, t)f(x, t) =

∫
vF (x, v, t) dv ;

α(t) = 2covx,v(t)−
dσ2(t)

dt
,

где covx,v(t) — ковариация приращения координа-
ты x(t) и скорости сноса u(x, t):

covx,v(t) =

∫
xvF (x, v, t) dxdv −

−
∫
xF (x, v, t) dxdv ·

∫
vF (x, v, t) dxdv ,

а дисперсия приращений координат определяется
как

σ2(t) =

∫
(x− x(t))

2
f(x, t) dx .

При двумерном или трехмерном моделирова-
нии блуждание по каждой координате считалось
независимым. В отсутствие достоверных экспе-
риментальных данных в данной работе параметры
сноса и диффузии были построены по моделям ти-
пичных нестационарных процессов, описывающих
изменения положений случайно блуждающих объ-
ектов, обсуждаемым в [17]. Примеры стандартных
моделей движения, традиционно использующих-
ся для описания перемещения абонентов беспро-
водной сети, приведены в заключении статьи при
формулировке задач дальнейших исследований.

Величина x приращения координат для удоб-
ства нормирована на 1, т. е. считается, что воз-
можные изменения положений устройств равно-
мерно ограничены по времени. Решение строится
на временн‚ом горизонте t ∈ [1, T ] в дискретном
времени с единичным шагом по времени. На каж-
дом шаге k = 1, 2, . . . , T для каждого устройства n,
n = 1, . . . , N , генерируется случайное число с ФР

Fn(x, t) = F (x, t) =

x∫

0

f(y, t) dy ,

для чего требуется, чтобы в результате численного
расчета была получена непрерывная строго моно-
тонная функция. В частности, если решение урав-
нения (1) представлено в виде гистограммы fj(t),
где j есть номер классового интервала, на которые
разбита область интегрирования, то непрерывная
строго монотонная ФР имеет вид:

F (x, t) = (Jx− j)fj+1(t) +

j∑

l=1

fl(t) ,

x ∈
[
j − 1
J
;
j

J

]
, j = 1, . . . , J . (2)
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Пусть Rn(k) = (Rnm(k))m=1,...,M — положение
n-й точки в момент времени t = k, k = 1, 2, . . . , T ,
в некоторой области V в M-мерном простран-
стве. Здесь нижний индексm нумерует координаты
в этом пространстве.

Алгоритм генерации случайных чисел, обра-
зующих в совокупности точки Rn(k) = Rn(0) +
+
∑k

t=1 x
n(t) одной из возможных траекторий

временн‚ого ряда на заданном промежутке времени,
состоит в следующем. Генерируется стационарный
равномерно распределенный на [0; 1]ряд чисел {yk}
длиной T . Отвечающий ему ряд приращений ко-
ординат {xn(k)} положения передающего устрой-
ства n, m = 1, . . . , N , с распределением Fn(x, t)
из (2) строится по формуле обращения соответ-
ствующей локальной по времени ФР, движущейся
в скользящем окне длины T :

yk = Fn (x
n(k), k) , xn(k) = F−1

n (yk, k) ,

k = 1, . . . , T . (3)

Генерируя набор равномерно распределенных
выборок {yk}k=1,...,T , для каждого k = 1, . . . , T
получаем соответствующий набор из N прира-
щений координат {xn(k)}n=1,...,N , которые дают
набор траекторий N передающих устройств на
временн‚ом горизонте t ∈ [1, T ]. Эти траектории
можно рассматривать как выборку из ансамбля ре-
шений кинетического уравнения. Полученный на-
бор траекторий представляет движение передатчи-
ков в ассоциированных парах.

Моделирование траекторий в ограниченной
области V при трехмерном блуждании M = 3 осу-
ществлялось следующим образом. В начальный мо-
мент задавалось сферически симметричное распре-
деление точек в кубе со стороной 10d, спадающее
кусочно-степенным образом по закону 1/(r + 2)
от центра к граням куба и равномерное в каждом
кольце шириной 2d, где d есть радиус сферы на
рис. 1. Это распределение точек — начальное усло-
вие для решения кинетического уравнения (1) и од-
новременно начальные положения для траекторий
устройств. Задавалась скорость изменения ФР в (1),
а также коэффициент α, после чего численно ре-
шалось уравнение (1). Затем по описанным выше
правилам (2), (3) вычислялись случайные значе-
ния последовательных приращений координат для
каждой траектории, что позволяло строить сами
траектории с учетом граничных условий. При рас-
смотрении движения в данной работе задавались
условия идеального отражения траектории прием-
ника от границы сферы с центром в точке располо-
жения передатчика ассоциированной пары, а так-
же сферы ассоциированной пары от границы куба,
определяющего ограниченную область V , хотя для

области можно рассмотреть и задачу с источником
и стоком.

4 Пример расчета характеристик
интерференции движущихся
устройств

Траектории движения устройств моделируются
для сценария [14], соответствующего перемеще-
нию внутри торгового центра 50 × 50 м абонентов,
использующих прямое D2D (device-to-device) под-
ключение. Моделирование проведено на времен-
ном горизонте t ∈ [1, T ] при T = 105 для различной
плотности устройств (N = 10, 30, 50, 100) и раз-
личных средних скоростей сноса (v = 1, 3, 5, 10,
40 м/c). Были выбраны типичные для D2D-со-
единений параметры системной модели (α = 2,
A = 1, γ = 3, d = 5 м, vRx = 1 м/с, SIR∗ = 0,01),
выполнялось усреднение по реализациям. При мо-
делировании рассматривалось число C(T ) обрывов
связи и вероятность P− обрыва связи между взаи-
модействующими устройствами:

P− = lim
T→∞

(
C(T )

T

)
,

т. е. выброса SIR ниже порогового значения SIR∗.
На рис. 2, а представлены графики вероят-

ности P− обрыва связи в зависимости от средней
скорости v передвижения устройств и числа N пар
взаимодействующих устройств. Следует отметить,
что увеличение как числа пар устройств, так
и средней скорости их перемещения оказывает не-
гативное влияние на устойчивость связи. В обо-
их случаях можно отметить логарифмический рост
вероятности потери связи. Средние значения дли-
тельностей τ+ периода наличия и τ− периода от-
сутствия связи как функции от средней скорости v
устройств и числаN взаимодействующих пар пред-
ставлены на рис. 2, б и 2, в.

Анализируя представленные данные для пери-
ода наличия связи, следует отметить, что сред-
нее значение τ+ рассматриваемой метрики демон-
стрирует экспоненциальное падение с увеличением
как средней скорости перемещения устройств, так
и числа пар взаимодействующих устройств. Так,
при значениях скорости перемещения, соответст-
вующих скорости пешеходов (3–5 м/c), средняя
длительность τ+ периода наличия связи может до-
стигать 9–10 с при 10 одновременных установлен-
ных прямых соединениях. Однако при скоростях,
соответствующих средней скорости перемещения
автомобилей (30–40 м/c), величина τ+ не превы-
шает 1 с.
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Рис. 2 Вероятность P− обрыва связи (а), средняя длительность периодов наличия связи τ+ (б) и средняя длительность
периодов отсутствия связи τ− (в): левый столбец — функция от скорости v (N = 10); правый столбец — функция от
числа пар N (v = 5 м/с)

Период наличия связи определяет длительность
интервала времени до прерывания соединения для
приложений в реальном времени. Для таких при-
ложений при условии поступления запроса на уста-
новление соединения в случайный момент времени

в период наличия связи этот интервал совпадает
с длительностью периода до первого обрыва связи
и, как отмечено в [14], имеет показательное распре-
деление со средним значением, представленным
на рис. 2, б. Для кэшируемых приложений интер-
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вал времени до прерывания соединения определя-
ется длительностью как периодов наличия связи,
так и периодов отсутствия связи. Если последняя
не превышает некоторого порогового значения τ∗,
характерного для конкретного приложения, то ин-
тервал времени до прерывания соединения склады-
вается из нескольких последовательных периодов
наличия и отсутствия связи.

Анализируя графики на рис. 2, в, следует от-
метить, что зависимость средней длительности
периода отсутствия связи демонстрирует разный
характер изменения при увеличении скорости пе-
ремещения устройств и числа пар взаимодейству-
ющих устройств. Так, при увеличении скорости
перемещения период отсутствия связи экспонен-
циально уменьшается. При увеличении числа пар
взаимодействующих устройств наблюдается линей-
ный рост средней длительности периода отсутствия
связи.

5 Заключение

В представленной работе предложен метод мо-
делирования траекторий движения приемо-пере-
дающих устройств в беспроводной сети пятого по-
коления с технологией прямого взаимодействия
устройств. С применением предложенного метода
проведено имитационное моделирование и иссле-
дованы вероятность обрыва связи и средние значе-
ния длительности периодов наличия и отсутствия
связи. Полученный в работе результат по экспо-
ненциальному уменьшению средней длительности
периода отсутствия связи при увеличении скорости
перемещения устройств имеет важное практиче-
ское значение: это уменьшение компенсируется
снижением средней длительности периода отсут-
ствия связи, значительно увеличивая вероятность
того, что в течение этого времени не произойдет
прерывания соединения.

Задачей дальнейших исследований остается
анализ устойчивости соединения в зависимости от
размера буфера оборудования пользователя для кэ-
шируемых приложений.

В случае приложений в реальном времени, для
которых вероятность прерывания соединения не
зависит от буферизации, интерес представляет ис-
следование эволюции старших моментов функци-
онала SIR, определяющих надежность соединения.

Еще одной задачей дальнейших исследований
является анализ характеристик интерференции при
моделировании ансамбля траекторий для различ-
ных моделей движения, применимых для описания
перемещения абонентов [18]: броуновское движе-
ние (Brownian Motion), движение в случайном на-

правлении (Random Direction Motion) и так назы-
ваемый «полет Леви» (L‚evy Flight).
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СТАЦИОНАРНЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ СИСТЕМЫ

ОБСЛУЖИВАНИЯ С ИНВЕРСИОННЫМ ПОРЯДКОМ

ОБСЛУЖИВАНИЯ, ВЕРОЯТНОСТНЫМ ПРИОРИТЕТОМ

И ГРУППОВЫМ ПОСТУПЛЕНИЕМ РАЗНОРОДНЫХ ЗАЯВОК∗

Р. В. Разумчик1

Аннотация: Статья посвящена исследованию стационарных характеристик однолинейных систем массо-
вого обслуживания (СМО) со специальными дисциплинами обслуживания. Рассматриваемая дисципли-
на — инверсионный порядок обслуживания с вероятностным приоритетом. Основные результаты для
данной дисциплины были получены в предположениях, что в систему поступает пуассоновский поток или
поток фазового типа и времена обслуживания имеют произвольное распределение. Существенным также
было предположение о независимости процесса поступления заявок от состояния системы. Здесь же по-
казано, что это предположение может быть определенным образом ослаблено. Рассматривается система
с одним прибором, очередью неограниченной емкости и неординарным пуассоновским потоком, интен-
сивность которого может зависеть от общего числа заявок, находящихся в системе в момент поступления
группы, причем размер поступающей группы и размеры заявок в ней имеют совместное произвольное
распределение. Получены аналитические соотношения, позволяющие рассчитывать совместное стацио-
нарное распределение числа заявок в системе и остаточных времен обслуживания. Кроме того, в терминах
преобразований Лапласа–Стилтьеса (ПЛС) находятся стационарные распределения случайных величин,
связанных с временем ожидания начала обслуживания и пребывания заявки в системе.

Ключевые слова: инверсионный порядок обслуживания; вероятностный приоритет; неординарный
входящий поток

DOI: 10.14357/19922264170402

1 Введение

Эта статья развивает результаты работ [1–6] по
исследованию стационарных характеристик одно-
линейных СМО M/G/1 с инверсионным поряд-
ком обслуживания и вероятностным приоритетом.
Основные результаты этих работ были получены
в предположении, что входящий в систему поток
является простейшим.

Как было продемонстрировано в [7], некоторые
из этих результатов допускают обобщение на слу-
чай потоков фазового типа, которые не являются
рекуррентными и, таким образом, могут быть более
привлекательными при моделировании процессов
в реальных технических системах. Несмотря на
свою общность, модель потока фазового типа под-
разумевает, что процесс поступления заявок в сис-
тему не зависит от состояния самой системы. Тем
самым в стороне осталась задача обобщения ре-
зультатов на случай, когда такая зависимость при-
сутствует. Не останавливаясь на возможных прак-
тических интерпретациях связей между входящим
потоком и состоянием системы (см. [8]), отметим

лишь, что исследованию СМО с такими зависи-
мостями посвящено достаточно много работ (см.,
например, [9–12] и ссылки в них). Обычно пред-
полагается, что в систему поступает пуассоновский
поток второго рода (т. е. интенсивность потока за-
висит от общего числа заявок, находящихся в систе-
ме). Если же допускается поступление групп заявок,
то обычно предполагается, что размеры (остаточ-
ные времена обслуживания) заявок в группе явля-
ются независимыми случайными величинами (не
зависящими также и от размера группы).

В данной статье эти предположения ослабля-
ются следующим образом: рассматривается не-
ординарный пуассоновский поток, интенсивность
которого может зависеть от общего числа заявок,
находящихся в системе в момент поступления груп-
пы, причем размер поступающей группы и размеры
заявок в ней имеют совместное произвольное рас-
пределение. Для однолинейной СМО неограни-
ченной емкости с инверсионным порядком обслу-
живания и вероятностным приоритетом при таком
входящем потоке решена задача отыскания со-
вместного стационарного распределения числа за-

∗Работа выполнена при поддержке Российского научного фонда (проект 16-11-10227).
1Институт проблем информатики Федерального исследовательского центра «Информатика и управление» Российской академии

наук; Российский университет дружбы народов, rrazumchik@ipiran.ru
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явок в системе и их остаточного времени обслужи-
вания, а также стационарных распределений (в тер-
минах ПЛС), связанных с временем пребывания
заявки в системе.

2 Описание системы
Рассмотрим однолинейную СМО с очередью

неограниченной емкости, на вход которой по-
ступает групповой пуассоновский поток заявок
с переменной интенсивностью λn, зависящей от
числа заявок n, находящихся в системе. Че-
рез Bk(x1, . . . , xk) будем обозначать вероятность
того, что в поступившей группе будет k за-
явок, причем первая заявка будет иметь длину
меньше x1, вторая — меньше x2 и т. д.; через
bk(x1, . . . , xk) = ∂kBk(x1, . . . , xk)/(∂x1 · · ·∂xk) —
совместную плотность вероятностей. Длины заявок
в различных группах независимы между собой.

Определим дисциплину обслуживания следу-
ющим образом: в момент прихода очередной груп-
пы заявок замеряется остаточное время обслужи-
вания (в дальнейшем будем называть его длиной)
первой заявки из группы. Пусть она равна x. Эта
длина сравнивается с остаточной длиной заявки,
находящейся на обслуживании. Если оставшееся
время обслуживания заявки на приборе равно y,
то с вероятностью d(x, y) первая заявка из груп-
пы становится на обслуживание, за ней (в очередь)
становятся остальные заявки группы, затем обслу-
живавшаяся ранее и остальные заявки, прежде на-
ходившиеся в системе. С вероятностьюd(x, y) = 1−
−d(x, y)обслуживавшаяся ранее заявка продолжает
обслуживаться на приборе, вновь поступившие за-
явки становятся (в очередь) за ней, затем остальные
находившиеся прежде в системе заявки. Недооб-
служенные заявки дообслуживаются.

Поскольку интерес представляют стационарные
характеристики этой системы, всюду в дальнейшем
будем предполагать, что стационарное распреде-
ление существует. Критерий его существования
следует из условия конечности среднего времени
возвращения в некоторое состояние (см. соотно-
шение (12)). Однако в случае произвольных функ-
ций Bk(x1, . . . , xk) выписать его в простом виде не
удается.

3 Марковский случайный
процесс

Обозначим через ν(t) число заявок в системе
в момент t, а через ~ξ(t) = (ξ1(t), . . . , ξν(t)(t)) —
вектор, координатой ξ1(t) которого является оста-
точное время обслуживания заявки, находящейся

в этот момент на приборе, ξ2(t) — первой заявки
в очереди, . . . , ξν(t)−1(t) — последней, (ν(t)− 1)-й

заявки в очереди. При ν(t) = 0 вектор ~ξ(t) не
определяется. Тогда η(t) = (ν(t), ~ξ(t)) представляет
собой марковский процесс, описывающий поведе-
ние числа заявок в рассматриваемой системе.

4 Система
интегродифференциальных
уравнений

Обозначим через p0 = limt→∞P{ν(t) = 0},
Pn(x1, . . . , xn) = limt→∞P{ν(t) = n, ξ1(t) <
< x1, . . . , ξn(t) < xn}, n ≥ 1, стационарное рас-
пределение процесса η(t), а через pn(x1, . . . , xn) —
стационарную плотность вероятности того, что
в системеn заявок, причем заявка на приборе имеет
длину x1, первая в очереди — длину x2 и т. д.

Выпишем систему интегродифференциальных
уравнений, которой удовлетворяют pn(x1, . . . , xn).
Воспользовавшись методом исключения состо-
яний (см., например, [1–5]), получаем следующие
соотношения:

− p′1(x) = λ0p0


b1(x) +

+
∞∑

k=2

∫
· · ·
∫

y1,...,yk−1>0

bk (y1, . . . , yk−1, x) dy1 · · · dyk−1


−

− λ1p1(x) + λ1p1(x)×

×
∞∑

k=1

∫
· · ·
∫

y1,...,yk>0

bk (y1, . . . , yk) d (y1, x) dy1 · · · dyk +

+ λ1

∞∫

0

p1(y)b1(x)d(x, y) dy +

+ λ1

∞∑

k=2

∫
· · ·
∫

y1,...,yk>0

p1 (y1) bk (y2, . . . , yk, x)×

× d (y2, y1) dy1 · · · dyk ; (1)

− p′n (x1, . . . , xn) = λ0p0


bn (x1, . . . , xn) +

+

∞∑

k=n+1

∫
. . .

∫

y1,...,yk−n>0

bk (y1, . . . , yk−n, x1, . . .
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. . . , xn) dy1 · · · dyk−n


+

n−1∑

k=1

λkd (x1, xn−k+1)×

× bn−k (x1, . . . , xn−k) pk (xn−k+1, . . . , xn) +

+

n−1∑

k=1

λkd(x2, x1)bn−k (x2, . . . , xn−k+1)×

× pk (x1, xn−k+2, . . . , xn)− λnpn (x1, . . . , xn) +

+

n∑

k=1

∞∫

0

λkd (x1, y) bn−k+1 (x1, . . . , xn−k+1)×

× pk (y, xn−k+2, . . . , xn) dy +

+ λnpn(x)
∞∑

k=1

∞∫

0

bk1(y) d(y, x)dy +

+

n−1∑

k=1

∞∫

0

λkd (y, xn−k+1) bn−k+1 (y, x1, . . . , xn−k)×

× pk (xn−k+1, . . . , xn) dy +

+ λk

n∑

k=1

∞∑

m=2

∫
· · ·
∫

y1,...,ym>0

d (y2, y1)×

× bn−k+m (y2, . . . , ym, x1, . . . , xn−k+1)×
× pk (y1, xn−k+2, . . . , xn) dy1 · · · dym +

+ λk

n∑

k=1

∞∑

m=2

∫
· · ·
∫

y1,...,ym>0

d (y1, xn−k+1)×

× bn−k+m (y1, . . . , ym, x1, . . . , xn−k)×
× pk (xn−k+1, . . . , xn) dy1 · · · dym , n ≥ 2 . (2)

К этой системе уравнений нужно добавить гранич-
ные условия, которые удобно записать в виде:

lim
x→∞

p1(x) = 0 ; lim
x→∞

pn(x, x2, . . . , xn) = 0 , n ≥ 2 .

Полученные соотношения позволяют теоретически
последовательно по n вычислять совместное стаци-
онарное распределение pn(x1, . . . , xn) с точностью
до вероятности p0, которая находится из условия
нормировки. Если достаточно знать только марги-
нальные плотности

pn(x) =

∞∫

0

· · ·
∞∫

0

pn (x, x2, . . . , xn) dx2 · · ·dxn , n ≥ 2 ,

то полученные соотношения можно упросить. Вве-
дем обозначения:

bk,m(x) =

∫
· · ·
∫

y1,...,yk−1>0

bk (y1, . . . , ym−1, x, ym, . . .

. . . , yk−1) dy1 · · ·dyk−1 , k ≥ 2 , m = 1, k ; (3)

b2,1,2(y, x) = b2(y, x) ; (4)

bk,1,m(y, x) =

∫
· · ·
∫

y1,...,yk−2>0

bk (y, y1, . . .

. . . , ym−2, x, ym−1, . . . , yk−2) dy1 · · ·dyk−2 ,
k ≥ 3 , m = 2, k . (5)

Интегрируя (1) и (2) по x2, . . . , xn в пределах от 0
до ∞ и учитывая обозначения (3)–(5), получа-
ем следующую систему интегродифференциальных
уравнений для pn(x), n ≥ 1:
−p′1(x) = a1(x) − λ1p1(x) +

+ λ1

∞∫

0

p1(y)K(x, y) dy + λ1p1(x)g1(x) , (6)

−p′n(x) = an(x)− λnpn(x) +

+ λn

∞∫

0

pn(y)K(x, y) dy +

n−1∑

k=1

λk



pk(x)gn,k(x) +

+

∞∫

0

pk(y)Gn,k(x, y) dy


 , n ≥ 2 ; (7)

где

a1(x) = λ0p0

(
b1(x) +

∞∑

k=2

bkk(x)

)
;

an(x) = λ0p0

(
bn1(x) +

∞∑

k=n+1

bk,k−n+1(x)

)
;

K(x, y) = d(x, y)b1(x) +

∞∑

k=2

∞∫

0

d(z, y)bk,1,k(z, x) dz ;

g1(x) =

∞∫

0

d(y, x)b1(y) dy,+

∞∑

k=2

∞∫

0

d(y, x)bk1(y) dy ;

gn,n−1(x) =

∞∫

0

d(y, x)b1(y) dy ;

gn,k(x) =

∞∫

0

d(y, x)bn−k,1(y) dy , k = 1, n− 2 ;

Gn,n−1(x, y) = d(x, y)b1(x);
Gn,k(x, y) = d(x, y)bn−k,1(x)+d(x, y)bn−k+1,1(x)+

+

∞∫

0

d(z, y)bn−k+1,1,2(z, x) dz +

+

∞∑

m=2

∞∫

0

(
d(z, y)bn−k+m,1,m(z, x) +

+ d(z, y)bn−k+m,1,m+1(z, x)) dz , k = 1, n− 2 .
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Отметим, что все функции, входящие в интеграль-
ные уравнения (6) и (7), являются неотрицательны-
ми. Полученная система решается рекуррентным
образом. Граничные условия имеют вид:

lim
x→∞

pn(x) = 0 , n ≥ 1 .

Сначала определяем p1(x) из (6), затем p2(x) че-
рез p1(x) из (7) при n = 2 и т. д. Предварительно
можно выполнить замену pn(x) = eλxqn(x) и про-
интегрировать новые уравнения от 0 до ∞ с учетом
граничных условий. Численное решение может
быть найдено, например, методом итераций, при-
чем в качестве начальной итерации удобно взять
нулевое приближение.

В заключение этого раздела отметим, что,
если для функции d(x, y) известна соответству-
ющая сепарабельная аппроксимация (см., на-
пример, [3, 13–15]), в некоторых случаях (как,
например, при выполнении приводимых ниже
условий (8)) уравнения (6) и (7) сводятся к сис-
теме линейных алгебраических уравнений.

5 Производящая функция

В ряде случаев решение уравнений (6) и (7) мо-
жет быть найдено в терминах производящих функ-
ций (ПФ), что облегчает нахождение моментов
числа заявок в системе. Разберем один из них — слу-
чай группового пуассоновского потока постоянной
интенсивности, в котором длины заявок в поступа-
ющей группе не зависят друг от друга и от размера
группы, т. е.

λk = λ , k ≥ 0 ;
Bk (x1, . . . , xk) = ckB (x1) · · ·B (xk) , k ≥ 1 ,

}
(8)

где B(x) — непрерывная функция распределения
времени обслуживания одной заявки на приборе,
ck ≥ 0 и

∑∞
k=1 ck = 1. Необходимым и достаточ-

ным условием существования стационарного ре-
жима (и это будет дополнительно показано ниже1)
является λcb < 1, где b =

∫∞
0 xdB(x) — средняя

длина поступающей заявки, а c = C′(1)— средний
размер поступающей группы заявок.

Введем обозначения:

H∗(z) =
∞∑

n=0

Pnz
n = P0 +H(z) ;

h(z, x) =
∞∑

n=1

pn(x)z
n , C(z) =

∞∑

n=1

cnz
n ,

где Pn = Pn(∞, . . . ,∞), n ≥ 1. Умножив урав-
нение (6) на z, а (7) — на zn, просуммировав
и проинтегрировав с учетом граничного условия
limx→∞ h(z, x) = 0, получаем уравнение:

h(z, x) = λp0(1−B(x))
z(1 − C(z))

1− z
+

+ λ(1 −B(x))H(z)

(
C(z) + c1 +

z2 − C(z)

z(1− z)

)
−

− λ(1− C(z))




∞∫

x

∞∫

0

d(t, y)h(z, y) dydB(t)−

−
∞∫

0

∞∫

x

d(t, y)h(z, y) dydB(t)



+

+ λ
C(z)− c1z

z

∞∫

x

∞∫

0

h(z, y)



d(t, y) +

+

∞∫

0

d(u, y) dB(u)


 dydB(t) . (9)

В случае ординарного потока (c1 ≡ 1) из этого
уравнения немедленно следует ПФ числа заявок
в системе, рассмотренной в [1]. Трактуя z как пара-
метр, для решения уравнения (9) можно применить
метод, описанный в предыдущем разделе.

Задачу нахождения моментов стационарного
распределения числа заявок в системе рассмотрим
на примере математического ожидания и ограни-
чимся лишь описанием алгоритма его расчета.

Будем считать, что операции дифференциро-
вания, которые будут применены ниже, законны.
Проинтегрируем (9) по x от 0 до ∞ и найдем H(z).
Продифференцировав выражение для (1 − z)H(z)
два раза и положив z = 1, получим формулу для
расчета среднего числа заявокEν в системе с двумя
неизвестными: h(1, x) и h′(1, x) = ∂h(z, x)/∂z|z=1.
Их нахождение осуществляется в два этапа. Снача-
ла выписывается выражение для H(1), затем, под-
ставив z = 1 и найденное выражение дляH(1) в (9),
получается интегральное уравнение для h(1, x),
численное решение которого можно найти, напри-
мер, как и выше, итерационным методом. Таким
же образом, но предварительно продифференциро-
вав (9) по z, находится и уравнение для h′(1, x).

Необходимым условием существования Eν
является условие:

1Этот результат также следует из сравнения суммарной работы в рассматриваемой системе и классической системе M/G/1
с групповым входящим потоком и обслуживанием в порядке поступления.
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c

∞∫

0

∞∫

0

∞∫

x

d(t, y)(1−B(y)) dydB(t)dx <∞ . (10)

Показать это можно так же, как и для системы
из [1]. Предположим, чтоEν <∞. Тогда (H∗(1))′ =
= H ′(1) <∞. Поскольку

h(z, x) ≤ h(1, x) ≤ λc(1 −B(x)) , (11)

то
∞∫

0

∞∫

x

∞∫

0

d(t, y)h(z, y) dydB(t)dx ≤ λcb
2
<∞ .

Интегрируя теперь (9) по x от 0 до ∞, получаем:

λb(1− zH∗(z))
1− z

+ (z(1− C(z))(1 − z))
−1 ×

×



H(z)(1− z)z − λbz(1− C(z)) +

+ λ(1 − z)(C(z)− c1z)×

×




∞∫

0

∞∫

x

∞∫

0

h(z, y)
(
d(t, y) +

+

∞∫

0

d(u, y) dB(u)



 dydB(t)dx − bH(z)







+

+ λ

∞∫

0

∞∫

x

∞∫

0

d(t, y)h(z, y) dydB(t)dx =

= λ

∞∫

0

∞∫

0

∞∫

x

d(t, y)h(z, y) dydB(t)dx .

Поскольку левая часть ограничена и h(z, x) →
→ h(1, x) при z → 1, воспользовавшись теоремой
Фату и учитывая (11), приходим к (10).

Достаточность показать сложнее, и ввиду гро-
моздкости выкладок на этом здесь останавливать-
ся не будем. Заметим, что для выполнения (10)
достаточно (помимо конечности среднего размера
группы) существования у распределения времени
обслуживания B(x) второго момента.

6 Время пребывания заявки
в системе

Вернемся к основной исследуемой системе. Рас-
чет временных характеристик поступающих в сис-
тему заявок начинается с нахождения периода за-
нятости (ПЗ) и его характеристик. Обозначим через

un(s;x), n ≥ 1, ПЛС функции распределения вре-
мени до того момента, когда в системе останется
(n − 1) заявок при условии, что на приборе начала
обслуживаться заявка длины x и в системе находи-
лось n заявок. Уравнение для un(s;x) получается из
следующих рассуждений: за время обслуживания
заявки длины x с вероятностью e−λnx не посту-
пит больше ни одной заявки, а с вероятностью
λne

−λnt dt на интервале времени [t, t + dt] может
поступить группа размером k ≥ 1. В первом случае
ПЛС равно e−sx, а во втором зависит от размера по-
ступающей группы и того, произошла смена заявки
на приборе или нет (и в каждом случае необходи-
мо дождаться окончания обслуживания исходной
заявки длины (x− t) и k новых заявок). Рассматри-
вая все возможные события и воспользовавшись
свойствами ПЛС, получаем:

un(s;x) = e
−(λn+s)x +

+
∞∑

k=1

x∫

0

λne
−(λn+s)t dt

∫
· · ·
∫

y1,...,yk>0

d (y1, x− t)×

×un(s;x− t)
k∏

j=1

un+k+1−j (s; yj)Bk (dy1, . . . , dyk)+

+

∞∑

k=1

x∫

0

λne
−(λn+s)t dt

∫
· · ·
∫

y1,...,yk>0

d (y1, x− t)×

× un+k(s;x− t)

k∏

j=1

un+k−j (s; yj)×

×Bk (dy1, . . . , dyk) . (12)

Решение этого интегрального уравнения в явном
виде для произвольных функцийBk(x1, . . . , xk) по-
лучить не удается. Однако в некоторых частных
случаях оно разрешимо, как, например, в случае
условий (8). Здесь un(s;x) не зависит от n и, как
нетрудно вывести из (12),

un(s;x) = u(s;x) = e
−(λ+s−λC(u(s)))x ,

гдеβ(s)— ПЛС функции распределенияB(x), аu(s)
является корнем уравнения:

u(s) = β (λ+ s− λC(u(s))) .

Кроме того, ПЛС u∗(s) функции распре-
деления ПЗ1 удовлетворяет уравнению u∗(s) =
= C (β(λ+ s− λu∗(s))).

Для нахождения распределений времен ожида-
ния начала обслуживания и пребывания в системе
введем следующие функции:

1Для основной исследуемой системы ПЛС ПЗ равен
∑∞

k=1

∫
· · ·

∫
y1,...,yk>0

∏k
n=1 un(s; yk−n+1)Bk(dy1, . . . , dyk).
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“B(k, i, x) — вероятность того, что пришла группа
из k заявок и i-я заявка в группе имеет длину
меньше x:

“B(k, i, x) = Bk(∞, . . . ,∞, x,∞, . . . ,∞) ,
k ≥ 1 , 1 ≤ i ≤ k ;

�B(x1, . . . , xi−1; k, i, x)— условная вероятность1 то-
го, что первая заявка имеет длину меньше x1,
вторая — меньше x2, . . . , (i − 1)-я — меньше
xi−1, при условии, что пришла группа из k за-
явок, причем заявка на i-м месте имеет длину x:

�B(x1, . . . , xi−1; k, i, x) =

=
dxBk(x1, . . . , xi−1, x,∞, . . . ,∞)

d “B(k, i, x)
;

�B(x) — среднее число заявок длины меньше x
в поступающей группе:

�B(x) =

∞∑

k=1

k∑

i=1

“B(k, i, x) ;

�B(k, i;x)— условная вероятность того, что посту-
пила группа из k заявок, среди них есть ровно
одна заявка длины x и она находится на i-м
месте, при условии что поступила группа, в ко-
торой имеются заявки длины x:

�B(k, i;x) =
dx “B(k, i, x)

�B(x)
, k ≥ 1, 1 ≤ i ≤ k .

Определим сначала ПЛС ωk1(s;x)функции рас-
пределения времени ожидания начала обслужива-
ния заявки длины x при условии, что она поступила
в группе размера k ≥и была на первом месте в груп-
пе. Ее время ожидания равно нулю, если она застала
систему свободной и если она, застав на приборе
заявку длины y, заняла ее место. Если же она заста-
ла в системе n, n ≥ 1, заявок, на приборе — заявку
длины y и не заняла ее место, то время ожидания со-
впадает с ПЗ, открываемого заявкой длины y, когда
в системе находится (n + k) заявок, т. е. un+k(s; y).
В терминах ПЛС имеем

ωk1(s;x) = p0 +
∞∑

n=1

∞∫

0

pn(y) (d(x, y) +

+ d(x, y)un+k(s; y)
)
dy , k ≥ 1 .

Перейдем к ПЛС времени ожидания начала об-
служивания заявки длины x, поступившей в группе

из k заявок (k ≥ 2) и занимающей в группе i-е
место (2 ≤ i ≤ k). В случае поступления в пустую
систему время ожидания совпадает с суммарной
длительностью (i − 1)-го ПЗ, первый из которых
открывается заявкой длины x1, второй — x2 и т. д.,
и в терминах ПЛС равно uk(s;x1) · · ·u2(s;xi−1).
Длительности соответствующих ПЗ необходимо до-
бавить к времени ожидания, когда поступающая
группа застает систему занятой. В итоге, вводя
обозначение
“unk(s;x1, . . . , xi−1) = un+k(s;x1) · · ·un+2(s;xi−1) ,

выражение для ПЛС функции распределе-
ния времени ожидания начала обслуживания
ωki(s;x1, . . . , xi−1, x) заявки длины x, поступившей
в группе из k заявок и занимающей в группе i-е
место, можно записать так:

ωki(s;x1, . . . , xi−1, x) = p0“u0k(s;x1, . . . , xi−1) +

+

∞∑

n=1

∞∫

0

pn(y) (d (x1, y) “unk (s;x1, . . . , xi−1) +

+ d (x1, y)un+k(s; y)“un−1,k (s;x1, . . . , xi−1)
)
dy ,

k ≥ 2 , 2 ≤ i ≤ k .

Легко видеть, что если интенсивность входящего
потока не зависит от числа заявок в системе, то
при фиксированном i все un(s;xi) равны между со-
бой и выражение ωki(s;x1, . . . , xi−1, x) приводится
к виду:

ωki(s;x1, . . . , xi−1, x) =

= ωk1(s;x1)u(s;x1) · · ·u(s;xi−1) ,

т. е. не зависит от числа заявок в группе, а только
от места выделенной заявки в группе (и, конечно,
остаточных длин заявок, стоящих перед ней).

Теперь можно выписать ПЛС распределений,
связанных с временем ожидания начала обслужи-
вания и пребывания в системе. Условно стаци-
онарное распределение времени ожидания начала
обслуживания заявки длины x при условии, что
всего в группе поступило k ≥ 2 заявок и заявка
длины x находится на i-м месте (2 ≤ i ≤ k), имеет
ПЛС, задаваемое выражением:

ωki(s;x) =

∞∫

0

· · ·
∞∫

0

ωki (s;x1, . . . , xi−1, x)×

× �B (dx1, . . . , dxi−1; k, i, x) . (13)

Усредняя ωki(s;x) по распределению �B(k, i;x), по-
лучаем формулу для ПЛС ω(s;x) функции распре-

1Здесь производная понимается как производная Радона–Никодима.
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деления времени ожидания начала обслуживания
заявки длины x:

ω(s;x) =
∞∑

k=1

k∑

i=1

ωki(s;x) �B(k, i;x) . (14)

Безусловное ПЛС ω(s) функции распределения
времени ожидания начала обслуживания опреде-
ляется путем усреднения по длине заявки:

ω(s) =

∞∫

0

ω(s;x)d �B(x)( �B(∞))−1 . (15)

В случае условий (8) все упрощается и формулу для
ω(s;x) можно привести к виду:

ω(s;x) =
1

c


ω∗(s;x) +

+
u(s)− C (u(s))

u(s)(1 − u(s))

∞∫

0

ω∗(s; y)u(s, y)b(y) dy



 , (16)

где

ω∗(s;x) = p0+

∞∫

0

h(1, y)
(
d(x, y) + d(x, y)u(s; y)

)
dy .

Аналогичным образом находится и ПЛС φ(s;x)
функции распределения времени пребывания за-
явки длины x в системе и безусловное ПЛС φ(s).
Обозначим через φki(s;x1, . . . , xi−1, x), k ≥ 1, 1 ≤
≤ i ≤ k, ПЛС функции распределения времени
пребывания в системе заявки длины x, поступив-
шей в группе из k заявок и занимающей в группе
i-е место. При i = 1 аргумент x0 опускается, т. е.
φk1(s;x0, x) = φk1(s;x). Тогда

φki(s;x1, . . . , xi−1, x) =

= p0“u0k (s;x1, . . . , xi−1)u1(s;x) +
∞∑

n=1

∞∫

0

pn(y)×

× (d (x1, y) “unk (s;x1, . . . , xi−1)un+1(s;x) +
+ d (x1, y)un+k(s; y)“un−1,k (s;x1, . . . , xi−1)×

× un(s;x)) dy , k ≥ 1 , 1 ≤ i ≤ k .

Переход к ПЛС φ(s;x) и φ(s) осуществляется по
формулам (13)–(15). Если выполняются усло-
вия (8), то, вспоминая, что время пребывания за-
явки в системе складывается из времени ожидания
начала обслуживания и времени пребывания на
приборе, получаем φ(s;x) = ω(s;x)u(s;x). Диффе-
ренцируя эту формулу с учетом (16) необходимое
число раз, нетрудно получить моменты времени
пребывания в системе заявки длины x.

7 Заключение

Используя результаты предыдущего раздела,
можно также найти совместные распределения ПЗ
и числа обслуженных на приборе заявок, или ин-
тервала времени, когда в системе находилось не
менее n заявок, или этих обеих случайных величин
и т. п.

В практическом плане интерес в дальнейшем
представляет разбор частных случаев, т. е. анализ
стационарных характеристик системы в различных
предположениях о зависимости размеров заявок
внутри группы; в теоретическом — обобщение по-
лученных результатов на случай более общего груп-
пового входящего потока, когда в каждой поступа-
ющей группе могут находиться подгруппы заявок
одинаковой или различной длины.
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Abstract: This paper reports some new results concerning the analysis of the time-related stationary characteristics
of a finite-capacity queueing system operating in a random environment with the bi-level hysteretic control of
arrivals. The topic of the paper is motivated by the overload problem in networks of SIP (session initiation protocol)
servers and the viewpoint that multilevel hysteretic control of arrivals in SIP servers can be used to mitigate
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system with Markovian arrival processes (MAP), PH (phase-type) service, and bi-level hysteretic control policy.
According to this policy, a system may be in one of the three operation modes: normal, overload, or blocking. The
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analytical method for the computation of the stationary sojourn times in different operation modes (in terms of
Laplace–Stieltjes transforms (LST)), which utilizes the knowledge about the presence of hysteretic loops, is given.
It is also applicable in the case when, in addition to the sojourn times, one needs to account for the number of lost
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1 Introduction

This paper continues the analysis of the stationary
finite-capacity queueing system operating in a ran-
dom environment with hysteretic control of arrivals,
which was started in [1]. Specifically, we deal with the
MAP/PH/1/r queue with two-level hysteretic control
of arrival rates with nonoverlapping hysteretic loops. For
this system, the authors of [1] proposed the new analytic
method for the computation of the steady-state distri-
bution, which is different from the known general ap-
proaches for QBDs (quasi-birth-deathes). It exploits the
knowledge about the hysteretic loops which are present
in the system, has a probabilistic interpretation and
leads to easy-to-implement computational procedures.
We will not dwell on the motivation behind the analy-
sis of this system (for details, refer [1] and references
therein) and just mention that the various aspects of the
topic of hysteretic control in queueing models still gains
attention from the research community (see [2–4]).

In order to make the picture clearer, let us assume that
the control is only bi-level with nonoverlapping loops
although all the results presented here (and in [1]) can
be generalized in a straightforward manner for hysteretic
control of arrivals with arbitrary number of nonoverlap-
ping loops. Following the bi-level hysteretic control, the

system changes its status (or mode) between “normal,”
“overload,” and “blocking” (this will be made more
precise in the next section). In each mode except for
a “normal” one, server discards a certain percentage
of arriving customers. From a practical point of view
(at least the one mentioned in [5]), it may be benefi-
cial when the system spends as little time as possible in
“overload”/“blocking” modes. This brings one to the
analysis of time-related stationary characteristics of the
system, which was not carried out in [1].

In what follows, we are interested in the two per-
formance characteristics of the hysteretic policy. The
first one is the stationary distribution of the time system
spends in “normal” mode. The second one is the dis-
tribution of the time it takes the system to get back to
“normal” mode3.

After giving the detailed system description in the
next section, in section 3, the analytical method for the
sequential computation of these (sojourn time) distri-
butions will be presented in terms of LST. The LST of
the sojourn times are obtained as solutions to certain
matrix difference equations and are expressed in terms
of recurrence relations. They can be used for direct nu-
merical implementation and numerical inversion with
well-known methods (Fourier-series method with Euler
summation, Talbot, etc.).

1Institute of Informatics Problems, Federal Research Center “Computer Science and Control” of the Russian Academy of Sciences,
44-2 Vavilov Str., Moscow 119333, Russian Federation

2Peoples’ Friendship University of Russia (RUDN University), 6 Miklukho-Maklaya Str., Moscow 117198, Russian Federation
3Waiting and system sojourn time distributions are of little interest since hysteretic loops have no influence on them in case of FIFO service

policy (which is assumed).
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2 System Description
and Preliminaries

The system consists of a single server and a queue of finite
capacity r. The arrival process is a MAP with representa-
tion (D0,D1) of order N . Let us assume that an arrival,
whenever it occurs, can be of one of the two types, either
a priority arrival or a nonpriority. Thus, the matrix D1
is assumed to have the form D1 = D1,1 +D1,2 where
D1,1 (D1,2) describes state transitions with an arrival
of priority (nonpriority) customer. Bi-level hysteretic
control of arrivals is assumed to be implemented in the
system. It operates as follows (see figure). There are three
operation modes for the system: “normal,” “overload,”
and “blocking.” Let L and H be arbitrary integers, such
that 0 < L < H < r + 1. Assume the system starts
empty. As long as the total number of customers in the
system remains below H, the system is considered to be
in “normal“ mode and accepts all arrivals (both priority
and nonpriority). When the total number of customers
reachesH for the first time, the system changes its mode
to “overload” and stays in it as long as the total number of
customers remains between L and r. When overloaded,
the system accepts only priority customers (nonpriority
customers are lost) till the total number of customers ei-
ther drops down below L after which it changes its mode
back to “normal,” or exceeds r after which it changes its
state to “blocking.” In the “blocking” mode the system
does not accept newly arriving customers until the total
number of customers drops down below (H + 1), after
which the system changes mode back to “overload“ and
the process goes on. The service time of both priority
and nonpriority customers is PH distributed with rep-
resentation (~f,G) of order M and ~g = −G~1, and the
service policy is FIFO (first in, first out).

The operation of the considered queueing system can
be completely described by continuous-time Markov

chain X (t) = (ξ(t); η(t);µ(t); ν(t)) with four compo-
nents: ξ(t) — MAP generation phase at time t; η(t) —
PH service phase at time t; µ(t) — system’s mode at
time t; and ν(t) — number of customers in the system
at time t. When ν(t) = 0, the second component η(t) is
omitted. It is convenient to represent the state space of
X (t) as X = X0 ∪ X1 ∪ X2 where X0 is the set of states
of ”normal” mode, X1 is the set of states of ”overload”
mode, and X2 is the set of states of ”blocking” mode,
i. e.,

X0 = {(k, 0, 0) : 1 ≤ k ≤ N}∪
∪ {(k, 0, n) : 1 ≤ k ≤ NM, 1 ≤ n ≤ H − 1} ;

X1 = {(k, 1, n) : 1 ≤ k ≤ NM,L ≤ n ≤ r} ;
X2 = {(k, 2, n) : 1 ≤ k ≤ NM,H+1 ≤ n ≤ r+1} .

Here, k represents the state of the background (arrival
and service) processes. Indeed, the state (k,m, n),
n > 0, means that there are n customers in the system,
system’s mode is m, and arrival and service phases are i
and j, but such that (i− 1)M + j = k; the state (k, 0, 0)
means that the system is empty and the arrival phase is k.

Let us denote by E the identity matrix (its size each
time will be clear from the context) and let introduce the
following transition rate matrices:

– service of a customer after which the system becomes
empty: P1 = E⊗ ~g;

– service of a customer after which the system remains
busy: P = P∗ = P# = E⊗ ~g ~f ;

– phase change when system is empty:Q0 = D0;

– phase change when system is in the “normal” mode:
Q = D0 ⊗E+E⊗G;

– phase change when system is in the “overload”
mode:Q∗ = (D0 +D12)⊗E+E⊗G;

– arrival phase change when system is in the “block-
ing” mode:Q# = (D0 +D1)⊗E+E⊗G;

Sketch of the bi-level hysteretic control of arrivals in theMAP/PH/1/r system
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– arrival of a customer to an empty system: R0
= D1 ⊗ ~f ,

– arrival of a customer to the system in the “normal”
mode:R = D1 ⊗E; and

– arrival of a customer to the system in the “overload”
mode:R∗ = D11 ⊗E.

In order to be able to compute time-related char-
acteristics, in addition to transition rate matrices, one
needs transition probability matrices, which contain
probabilities of possible state change of the background
process. Thus, let α, β, and γ denote the matrices of ser-
vice, phase change, and arrival transition probabilities
when the system is in the “normal” mode, i. e.,

[α]ij =
[P]ij
−[Q]ii

, 1 ≤ i, j ≤ NM ;

[β]ij =






[Q]ij
−[Q]ii

, i 6= j ;

0 , i = j ,
1 ≤ i, j ≤ NM ;

[γ]ij =
[R]ij
−[Q]ii

, 1 ≤ i, j ≤ NM .

Here and henceforth, by [·]ij we denote the (i, j)th en-
try of any matrix. By analogy, let us denote by α∗, β∗,
andγ∗ transition probabilities matrices in the “overload”
mode, by α# and β# transition probability matrices in
the “blocking” mode, and by αe, βe, and γe transi-
tion probability matrices when the system becomes or is
empty.

3 Sojourn Time Distributions

As it was mentioned in section 1, we are interested in the
two stationary characteristics: distribution of the time
system spends in “normal” mode and the distribution
of the time it takes the system to get back to “normal”
mode. These distributions are computed by condition-
ing on the number of customers in the system and the
state of the background process and can be expressed in
terms of the following three quantities:

Vn(s), n = 0, H − 1, — matrix of size NM × NM ,
which the (i, j)th entry is the LST of the first passage
time to the “overload” mode and state of the back-
ground process j, given that initially, the system was
in the “normal” mode, there where n customers in
it, and the state of the background process was i;

V#n (s), n = H + 1, R, — matrix of size NM ×NM ,
which the (i, j)th entry is the LST of the first passage
time to the “normal” mode and state of the back-
ground process j, given that initially, the system was
in the “blocking” mode, there where n customers
in it, and the state of the background process was i;
and

V∗
n(s), n = L,R− 1, — matrix of size NM × NM ,
which the (i, j)th entry is the LST of the first passage
time to the “normal” mode and state of the back-
ground process j, given that initially, the system was
in the “overload” mode, there where n customers in
it, and the state of the background process was i.

The rest of the section is devoted to obtaining the
relations for Vn(s), V∗

n(s), and V#n (s). Let us begin
with the calculation ofVn(s), n = 1, H − 1. Denote by
Tk(s), k = −1, 0, 1, the matrix of sizeNM×NM which
the (i, j)th entry is LST of the first passage time from the
state (i, 0, n) to the state (j, 0, n− k). Here, n may take
any value from the set {2, 3, . . . , H − 2}. Remembering
that the sojourn time in the state (i, 0, n) is exponential
with rate −[Q]ii, one has for 1 ≤ i, j ≤ NM :

[T−1(s)]ij =
[Q]ii
[Q]ii − s

[γ]ij ;

[T0(s)]ij =
[Q]ii
[Q]ii − s

[β]ij ;

[T1(s)]ij =
[Q]ii
[Q]ii − s

[α]ij .

From the first-step analysis, let us find that the LST
Vn(s) satisfies the system of matrix difference equa-
tions:

Vn(s) = T1(s)Vn−1(s) +T0(s)Vn(s)

+T−1(s)Vn+1(s) , n = 2, H − 1 ;
V1(s) = T

e
1(s)V0(s) +T0(s)V1(s)

+T−1(s)V2(s) .






(1)

The boundary conditions for the system (1) have the
form:

V0(s) = T
e
0(s)V0(s) +T

e
−1(s)V1(s) ;

VH(s) = E ,

}
(2)

where the (i, j)th entries of the matrices Te1(s), T
e
0(s),

andTe−1(s) are equal to

[Te1(s)]ij =
[Q]ii
[Q]ii − s

[αe]ij ;

[Te0(s)]i,j =
[Q0]ii
[Q0]ii − s

[βe]ij ;

[
Te−1(s)

]
i,j
=

[Q0]ii
[Q0]ii − s

[γe]ij .

Note that here, Te0(s) is the square matrix of size N
andTe1(s) andTe1(s) are the rectangular matrices of size
NM ×N and N ×NM , correspondingly. The solution
of the system (1)–(2) can be written as

Vn(s) = Xn(s)Vn−1(s) +Yn(s) , n = 1, H − 1 ,
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where
XH−1(s) = (E−T0(s))T1(s) ;
YH−1(s) = (E−T0(s))T−1(s) ;

X1(s) = (E−T0(s)−T−1(s)X2(s))
−1
Te1(s) ;

Xn(s) = (E−T0(s)−T−1(s)Xn+1(s))
−1
T1(s) ,

n = 2, H − 2 ;
Yn(s) = (E−T0(s)

−T−1(s)Xn+1(s))
−1
T−1(s)Yn+1(s) ,

n = 1, H − 2 ;
V0(s)

=
(
E−Te0(s)−Te−1(s)X1(s)

)−1
Te−1(s)Y1(s) .

If the inverse of the matrix T−1(s) exists, then
it is possible to write out the solution of the sys-
tem (1)–(2) using the Kronecker expansion tech-
nique (see [6–8]), which is based on the identity
vec (AB) = (E ⊗A)vec (B). In this identity, vec de-
notes the column stacking vector operator which trans-
forms a matrix of size n×m into a vector of size nm×1.
We are going to utilize the property of the vec operator
that vec (A) = A for matrix A of size n× 1. Firstly by
applying vec operator to (1)–(2), we get the new system
of vector-matrix difference equations:

vec (VH−1(s))

= X∗(s)vec (VH−2(s)) + vec (Y
∗(s)) ; (3)

vec (Vn+1(s)) = X(s)vec (Vn(s))

+Y(s)vec (Vn−1(s)) , n = 2, H − 2 ; (4)

vec (V2(s))

= X(s)vec (V1(s)) +Y
e(s)vec (V0(s)) ; (5)

vec (V1(s)) = X
e(s)vec (V0(s)) (6)

where

X(s) = E⊗ (T−1(s))
−1
(E−T0(s)) ;

Y(s) = −
(
E⊗ (T−1(s))

−1T1(s)
)
;

Xe(s) = E⊗
(
Te−1(s)

)−1
(E−Te0(s)) ;

Ye(s) = −
(
E⊗ (T−1(s))

−1Te1(s)
)
;

X∗(s) = E⊗ (E−T0(s))−1T1(s) ;
Y∗(s) = (E−T0(s))−1T−1(s) .

Secondly, notice that the new system (3)—(6) consists
of pairs of simultaneous equations and thus, its solution
can be rewritten as
(
vec (Vn(s))
vec (Vn−1(s))

)
=

=

(
X(s) Y(s)
E 0

)n−1(
X(s) Ye(s)
E 0

)(
vec (V1(s))
vec (V0(s))

)
,

n = 2, H − 1 . (7)

Finally, (7) for n = H − 1, (6) and (3) make up the sys-
tem of four matrix equations, which solution yields the
values of vec (VH−1(s)), vec (VH−2(s)), vec (V1(s)),
and vec (V0(s)). By virtue of (4) and (5), the rest of
Vn(s) can be computed.

Now, let us proceed to the derivation of the equations
for V∗

n(s), n = L, r, and V#n (s), n = H + 1, r + 1. In
order to do this, let us introduce the following auxiliary
square matrices (each of size NM ):

T#(s) — matrix with the (i, j)th entry equal to the
LST of the first passage time (of the Markov chain
X(t)) from the state (i, 2, r+1) to the state (j, 2, r);

W#
n (s), n = H + 1, r + 1, — matrix with the (i, j)th
entry equal to the LST of the first passage time from
the state (i, 2, n) to the state (j, 1, H);

w∗
n(s), n = H + 1, r, — matrix with the (i, j)th entry
equal to the LST of the first passage time from the
state (i, 1, n) to the state (j, 1, H) without visiting
the states (·, 2, r + 1);

w∗
n, n = H + 1, r, — matrix with the (i, j)th entry
equal to the LST of the first passage time from the
state (i, 1, n) to the state (j, 2, r+1)without visiting
the states (·, 1, H); and

W∗
n(s), n = H + 1, r, — matrix with the (i, j)th entry
equal to the LST of the first passage time from the
state (i, 1, n) to the state (j, 1, H).

Let us begin with the relation forT#(s). LetT#k (s),
k = 0, 1, denote the square matrix of size NM with
the (i, j)th entry equal to the LST of the first passage
time from the state (i, 2, r + 1) to the state (j, 2, r + k).
Since the sojourn time in the state (i, 2, r + 1) is dis-
tributed exponentially with the rate −[Q#]ii, one has
for 1 ≤ i, j ≤ NM :

[
T
#
0 (s)

]

ij
=

[Q#]ii

[Q#]ii − s

[
β#
]
ij
;

[
T
#
1 (s)

]

ij
=

[Q#]ii

[Q#]ii − s

[
α#
]
ij
.

The first-step analysis yields the following equation
forT#(s):

T#(s) = T#1 (s) +T
#
0 (s)T

#(s) ,

which solution is

T#(s) =
(
E−T#0 (s)

)−1
T
#
1 (s) .
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Since in the “blocking” mode any arrival is lost, then
the sojourn time in it is equal to the time needed for
(n − H) service completions, given that initially, there
were n customers in the system, i. e.,

W#
n (s) =

(
T#(s)

)n−H
, n = H + 1, r + 1 .

Equations for w∗
n(s) and w∗

n(s) can be derived by
following the same arguments given above for Vn(s).
Denote by T∗

k(s), k = −1, 0, 1, the square matrix of
size NM with the (i, j)th entry equal to the LST of
the first passage time from the state (i, 1, n) to the state
(j, 1, n − k). Then, using the fact that the sojourn time
in the state (i, 1, n) is distributed exponentially with the
rate −[Q∗]ii, one obtains for 1 ≤ i, j ≤ NM :

[
T∗

−1(s)
]
ij
=

[Q∗]ii
[Q∗]ii − s

[γ∗]ij ;

[T∗
0(s)]ij =

[Q∗]ii
[Q∗]ii − s

[β∗]ij ;

[T∗
1(s)]i,j =

[Q∗]ii
[Q∗]ii − s

[α∗]ij .

Again, by applying the first-step analysis, one gets
the following system of matrix difference equations
forw∗

n(s), n = H + 1, r:

w∗
n(s) = T

∗
1(s)w

∗
n−1(s)

+T∗
0(s)w

∗
n(s) +T

∗
−1(s)w

∗
n+1(s) , (8)

with the boundary conditions

w∗
H(s) = E ; w

∗
r+1(s) = 0 . (9)

Clearly, the matrices w∗
n(s), n = H + 1, r, satisfy the

system of equations, which is identical to (8), i. e.,

w∗
n(s) = T

∗
1(s)w

∗
n−1(s) +T

∗
0(s)w

∗
n(s)

+T∗
−1(s)w

∗
n+1(s) , (10)

but with the “reversed” boundary conditions:

w∗
H(s) = 0 ; w

∗
r+1(s) = E . (11)

The structure of the systems (8), (9) and (10),
(11) is similar to the (1)–(2) (expect for the boundary
conditions). Thus, its solutions can be found com-
pletely in the same way and, therefore, are omitted.
Once w∗

n(s) and w∗
n(s) are found, the matricesW∗

n(s)
can be computed. Noticing that from the state (i, 1, n),
n = H + 1, r, the Markov chain can enter the state
(j,H, 1) either from the set of “overload” states or from
the set of “blocking” states (see figure), one has:

W∗
n(s) = w

∗
n(s) +w

∗
n(s)W

#
r+1(s) , n = H + 1, r .

Now, everything is prepared for the derivation of the
relations for the unknown quantities V∗

n(s) andV#n (s).
If n = L,H, then V∗

n(s) satisfy the following system of
matrix difference equations:

V∗
n(s) = T

∗
1(s)V

∗
n−1(s) +T

∗
0(s)V

∗
n(s)

+T∗
−1(s)V

∗
n+1(s) , (12)

with the boundary conditions

V∗
L−1(s) = E ;

V∗
H(s) = T

∗
1(s)V

∗
H−1(s)

+T∗
0(s)V

∗
H(s) +T

∗
−1(s)W

∗
H+1(s)V

∗
H(s) .

The final expressions for the matrices V∗
n(s),

n = H + 1, r and V#n (s), n = H + 1, r + 1, have the
form:

V#n (s) =W
#
n (s)V

∗
H(s) , n = H + 1, r + 1 ;

V∗
n(s) =W

∗
n(s)V

∗
H(s) , n = H + 1, r .

The last two relations, together with (1) and (12),
give the complete solution of the considered problem.
The matrices Vn(s), V∗

n(s), and V#n (s) allow one to
calculate various performance characteristics of the hys-
teretic policy such as (conditional1) mean duration of
overload period (equal to −[V∗

H(s)]
′
s=0), (conditional)

mean return time to the “overload” mode (equal to
−[VL−1(s)]′s=0 − [V∗

H(s)]
′
s=0), higher moments, etc.

No principal difficulties show up if in addition to the
sojourn times one needs to count the number of lost cus-
tomers. The same argumentation applies. For example,
let us assume that customers arrived during the period
of time when the system is in the “blocking” mode are
considered as lost. Then, the LST and the generating
function W#

n (s, z) of the joint stationary distribution
of the sojourn time in the “blocking” mode and the
number of lost customers provided that the system is in
the “blocking” mode and there are n customers in it is
equal to

W#
n (s, z) =

{[
E− z(E−T∗

0(s))
−1T∗

−1(s)
]−1

× (E−T∗
0(s))

−1
T∗
1(s)

}H+1−n
×

×
{
E+ z

[
E− z (E−T∗

0(s))
−1
T∗

−1(s)
]−1}

× (E−T∗
0(s))

−1
T∗
1(s) .

Thus, the substitution of W#
n (s, z) instead of W#

n (s)
in the above expressions will account not only for the
sojourn time but for losses (during the sojourn time).

1The corresponding unconditional characteristics are obtained by weighting according to the joint stationary distribution found in [1].
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4 Concluding Remarks
The approach proposed in the paper allows one to cal-
culate the system’s sojourn time in various modes in
terms of LST by exploiting the knowledge about the
presence of hysteretic loops. Minor changes are needed
to adapt it to the case of overlapping loops. Of course,
due to MAP arrivals and PH service times, it utilizes
matrix analytic techniques and, thus, possesses the dis-
advantages inherent to matrix algebra. Despite the fact
there is large body of research results available in this
topic, there is still a number of open questions. Is there
any analytic approach to find the steady-state behavior
of several interconnected systems each with hysteretic
policy, which exploits the knowledge of the presence of
hysteretic loops? What is the gain of hysteretic control
of arrivals with respect to other types of control? Just to
name a few.
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Стационарные распределения, связанные со временем пребывания в состоянии перегрузки системыMAP/PH/1/r

СТАЦИОНАРНЫЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ, СВЯЗАННЫЕ

СО ВРЕМЕНЕМ ПРЕБЫВАНИЯ В СОСТОЯНИИ ПЕРЕГРУЗКИ

СИСТЕМЫMAP/PH/1/r С ГИСТЕРЕЗИСНЫМ УПРАВЛЕНИЕМ

НАГРУЗКОЙ∗

Р. В. Разумчик

Институт проблем информатики Федерального исследовательского центра «Информатика и управление»
Российской академии наук; Российский университет дружбы народов, rrazumchik@ipiran.ru

Аннотация: Как известно, одним из решений проблемы перегрузок в сетях SIP (session initiation pro-
tocol) сигнализации является применение в узлах сети (SIP-серверах) многоуровневого гистерезисного
управления нагрузкой. В данной работе представлены некоторые новые результаты анализа систе-
мы MAP/PH/1/r конечной емкости с двумя петлями гистерезисного управления, функционирующей
в случайной среде и являющейся моделью SIP-сервера с двухуровневым гистерезисным управлением
нагрузкой. Получен метод вычисления преобразования Лапласа–Стилтьеса функций распределения вре-
мени возврата системы из множества состояний перегрузки в множество состояний нормальной нагрузки
и времени выхода системы из множества состояний нормальной нагрузки. Метод основан на решении
матричных рекуррентных уравнений и применим в случае, когда помимо расчета времени выхода из
состояния перегрузки необходимо также учитывать и число потерянных за это время заявок.

Ключевые слова: система массового обслуживания; случайная среда; гистерезисное управление; время
пребывания

DOI: 10.14357/19922264170403

Литература

1. Razumchik R. Analysis of finite MAP/PH/1 queue with
hysteretic control of arrivals // Congress (International) on
Ultra Modern Telecommunications and Control Systems
and Workshops Proceedings. — Lisbon, 2016. P. 288–293.

2. Chesoong K., Dudin A., Dudin S., Dudina O. Hysteresis
control by the number of active servers in queueing system
MMAP/PH/N with priority service // Perform. Evalua-
tion, 2016. Vol. 101. P. 20–33.

3. Chan C. W., Armony M., Bambos N. Maximum weight
matching with hysteresis in overloaded queues with se-
tups // Queueing Sy., 2016. Vol. 82. No. 3-4. P. 315–351.

4. Румянцев А. С., Калинина К. А., Морозова Т. Е. Стоха-
стическое моделирование вычислительного кластера
с гистерезисным управлением скоростью обслужива-

ния // Труды Карельского научного центра РАН, 2017.
Вып. 8. С. 76–85.

5. Abaev P., Gaidamaka Y., Samouylov K., Pechinkin A.,
Razumchik R., Shorgin S. Hysteretic control technique
for overload problem solution in network of SIP servers //
Comput. Inform., 2014. Vol. 33. No. 1. P. 1–18.

6. Graham A. Kronecker products and matrix calculus: With
applications. — New York, NY, USA: John Wiley & Sons,
1982. 130 p.

7. Steeb W. H., Hardy Y. Matrix calculus and Kronecker
product: A practical approach to linear and multilinear al-
gebra. — 2nd ed. — River Edge, NJ, USA: World Scientific,
2011. 324 p.

8. Razumchik R., Telek M. Delay analysis of a queue with re-
sequencing buffer and Markov environment // Queueing
Sy., 2016. Vol. 82. No. 1-2. P. 7–28.

Поступила в редакцию 19.09.2017

∗Работа выполнена при поддержке РНФ (проект 16-11-10227).

ИНФОРМАТИКА И ЕЁ ПРИМЕНЕНИЯ том 11 выпуск 4 2017 25



éîæïòíáôéëá é å¿ ðòéíåîåîéñ, 2017. ô. 11. ÷ÙÐ. 4. ó. 26�37

НЕКОТОРЫЕ СВОЙСТВА РАСПРЕДЕЛЕНИЯ МИТТАГ-ЛЕФФЛЕРА

И СВЯЗАННЫХ С НИМ ПРОЦЕССОВ∗

В. Ю. Королев1

Аннотация: Данная статья содержит обзор некоторых свойств распределения Миттаг-Леффлера. Основное
внимание уделено возможности представления этого распределения в виде смешанного показательного
закона. Также обсуждается возможность представления распределения Миттаг-Леффлера в виде масштаб-
ных смесей полунормальных или равномерных распределений. Обсуждается возможность использования
распределения Миттаг-Леффлера в качестве асимптотической аппроксимации для распределений неко-
торых статистик, построенных по выборкам случайного объема. Описан новый двухэтапный сеточный
метод оценивания параметра распределения Миттаг-Леффлера, использующий представление этого
распределения в виде смешанного показательного закона. Рассмотрены два возможных способа рас-
пространения понятия распределения Миттаг-Леффлера на случайные процессы пуассоновского типа.
Первый из этих способов приводит к специальному смешанному пуассоновскому процессу, другой способ
ведет к специальному процессу восстановления — дважды стохастическому пуассоновскому процессу
(процессу Кокса). В предельных теоремах для случайно остановленных случайных блужданий в обоих
этих случаях в качестве предельных конечномерных распределений возникают дробно-устойчивые рас-
пределения, представимые в виде масштабных смесей нормальных законов с разными смешивающими
распределениями.

Ключевые слова: распределение Миттаг-Леффлера; распределение Линника; устойчивое распределение;
распределение Вейбулла; показательное распределение; смешанный пуассоновский процесс; процесс
восстановления; асимптотическая аппроксимация
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1 Введение

Данная статья содержит обзор некоторых
свойств распределения Миттаг-Леффлера. Это
распределение часто применяется как «тяжело-
хвостая» модель статистических закономерностей,
наблюдаемых во многих физических явлениях,
описываемых в терминах редеющих процессов вос-
становления, в частности аномальной диффузии
и релаксации [1–3], а также в астрофизике [4], эко-
номике и финансовой математике [5, 6].

Основное внимание уделено возможности пред-
ставления распределения Миттаг-Леффлера в виде
смешанного показательного закона. Это пред-
ставление позволяет существенно облегчить ис-
следование аналитических свойств распределения
Миттаг-Леффлера, в частности заметно упрощает
вычисление его моментов.

Также будет показано, что распределение Мит-
таг-Леффлера может быть представлено в виде мас-
штабных смесей полунормальных или равномер-

ных распределений. Разнообразие таких представ-
лений помогает выбрать подходящие «основное»
и априорное распределения при использовании
распределения Миттаг-Леффлера в качестве бай-
есовской модели.

Обычно в вероятностных источниках распре-
деление Миттаг-Леффлера упоминается в качестве
примера геометрически устойчивого закона, т. е.
предельного для геометрических случайных сумм
независимых одинаково распределенных (о.р.) сла-
гаемых с бесконечной дисперсией. Однако схема
геометрического суммирования является далеко не
единственной предельной схемой, в которой рас-
пределение Миттаг-Леффлера может быть предель-
ным.

Как правило, распределение Миттаг-Леффле-
ра рассматривается «в тандеме» с распределением
Линника, поскольку вид характеристической функ-
ции (х.ф.) последнего формально аналогичен виду
преобразования Лапласа–Стилтьеса (п. Л.–С.) рас-
пределения Миттаг-Леффлера. На самом деле связь

∗Работа выполнена при частичной финансовой поддержке РФФИ (проект 17-07-00717).
1Факультет вычислительной математики и кибернетики Московского государственного университета им. М. В. Ломоносова;

Институт проблем информатики Федерального исследовательского центра «Информатика и управление» Российской академии
наук; Университет Дианьзи города Ханчжоу, Китай, vkorolev@cs.msu.ru
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Некоторые свойства распределения Миттаг-Леффлера и связанных с ним процессов

этих двух законов оказывается очень глубокой. Ни-
же будут приведены некоторые результаты, связы-
вающие эти распределения между собой, а также
с устойчивыми законами. В частности, недав-
но показано, что распределение Миттаг-Леффлера
играет роль смешивающего закона в представлении
распределения Линника в виде масштабной сме-
си нормальных законов. Такое представление по-
зволило доказать аналог центральной предельной
теоремы для сумм случайного числа независимых
случайных величин (с.в.) с конечными дисперси-
ями, в котором предельным является распределе-
ние Линника [7]. При этом сходимость распреде-
лений нормированных индексов к распределению
Миттаг-Леффлера является необходимым и доста-
точным условием сходимости распределений упо-
мянутых случайных сумм к распределению Лин-
ника.

В данной статье обсуждается возможность
использования распределения Миттаг-Леффлера
в качестве асимптотической аппроксимации для
распределений некоторых статистик, построенных
по выборкам случайного объема, в частности экс-
тремальных порядковых статистик, максимальных
случайных сумм независимых с.в. с конечными дис-
персиями, удовлетворяющих условию Линдеберга,
и абсолютных величин таких сумм.

В связи с тем, что плотность распределения
Миттаг-Леффлера не допускает явного представ-
ления в терминах элементарных функций, метод
максимального правдоподобия оказывается мало-
пригодным для статистического оценивания пара-
метра распределения Миттаг-Леффлера. С этой
целью в некоторых работах предлагается исполь-
зовать специальные модификации метода момен-
тов. В данной работе будет описан альтернативный
двухэтапный сеточный метод, использующий пред-
ставление распределения Миттаг-Леффлера в виде
смешанного показательного закона.

Ниже также будут рассмотрены два возможных
способа распространения понятия распределения
Миттаг-Леффлера на случайные процессы пуассо-
новского типа. Первый из этих способов приводит
к специальному смешанному пуассоновскому про-
цессу (со скалярным случайным преобразованием
времени), другой способ ведет к специальному про-
цессу восстановления — дважды стохастическому
пуассоновскому процессу (процессу Кокса). В пре-
дельных теоремах для случайно остановленных слу-
чайных блужданий в обоих этих случаях в качестве
предельных возникают подчиненные винеровские
процессы с разными субординаторами. В обоих
случаях конечномерные распределения оказывают-
ся дробно-устойчивыми [8], но с разными парамет-
рами.

2 Распределения
Миттаг-Леффлера и Линника

2.1 Распределение Миттаг-Леффлера

Распределение Миттаг-Леффлера — это распре-
деление неотрицательной с.в.Mν , соответствующее
п. Л.–С.:

ψν(s) ≡ Ee−sMν =
1

1 + λsν
, s > 0 , (1)

где λ > 0, 0 < ν 6 1. Для краткости ниже будет
рассматриваться стандартный случай λ = 1.

Происхождение термина распределение Мит-
таг-Леффлера связано с тем, что плотность рас-
пределения, соответствующая п. Л.–С. (1), имеет
вид:

fMν (x) =
1

x1−ν

∞∑

n=0

(−1)nxνn
•(νn+ 1)

= − d

dx
Eν(−xν) ,

x > 0 , (2)

где Eν(z)— функция Миттаг-Леффлера индекса ν,
определяемая как степенной ряд

Eν(z) =

∞∑

n=0

zn

•(νn+ 1)
, ν > 0 , z ∈ Z .

Здесь •(s) — эйлерова гамма-функция, •(s) =
=
∫∞
0 zs−1e−z dz, s > 0. Функция распределения

(ф.р.), соответствующая плотности (2), будет обо-
значаться FMν (x).

При ν = 1 распределение Миттаг-Леффлера
превращается в стандартное показательное распре-
деление, т. е. FM1 (x) = [1 − e−x]1(x > 0), x ∈ R

(здесь и далее символ 1(C) обозначает индикатор
множества C). Но при 0 < ν < 1 плотность распре-
деления Миттаг-Леффлера имеет тяжелый хвост,
убывающий степенн‚ым образом:

fMν (x) ∼
sin(νπ)•(ν + 1)

πxν+1

при x→ ∞ (см., например, [3]).
Хорошо известно, что распределение Миттаг-

Леффлера является геометрически устойчивым.
Это означает, что если X1, X2, . . . — независимые
о.р. с.в., а Vp — с.в., независимая от X1, X2, . . .
и имеющая геометрическое распределение

P(Vp = n) = p(1− p)n−1 ,

n = 1, 2, . . . , p ∈ (0, 1) , (3)
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то для каждого p ∈ (0, 1) существует число ap > 0
такое, что ap(X1 + · · · + XVp) =⇒ Mν при p →
→ 0 (см., например, [9] или [10]). Здесь и далее
символ =⇒ обозначает сходимость по распределе-
нию.

Более того, еще в 1965 г. И. Н. Коваленко [11] по-
казал, что распределения с п. Л.–С. (1) и только они
могут быть предельными для нормированных гео-
метрических случайных сумм видаap(X1+· · ·+XVp)
при p → 0, где X1, X2, . . . — независимые о.р. с.в.,
а Vp — с.в. с геометрическим распределением (3),
при каждом p ∈ (0, 1)независимая отX1, X2, . . .До-
казательство этого результата затем было воспроиз-
ведено в книгах [12–14], изданных на английском
языке. В этих книгах распределения с п. Л.–С. (1)
названы распределениями класса K в честь И. Н. Ко-
валенко.

Двадцать пять лет спустя указанное предель-
ное свойство распределений с п. Л.–С. (1) было
переоткрыто А. Пиллаи [15, 16], который и пред-
ложил для них термин распределение Миттаг-Леф-
флера. Возможно, из-за того, что работы [11–13]
были мало известны на Западе, термин распре-
деления класса K не прижился, тогда как термин
распределение Миттаг-Леффлера стал общеприня-
тым.

2.2 Распределение Линника

В 1953 г. Ю. В. Линник [17] ввел класс симмет-
ричных распределений, определяемых х.ф.:

fLα(t) =
1

1 + |t|α , t ∈ R ,

где α ∈ (0, 2]. Позднее распределения этого класса
стали называть распределениями Линника [18] или
α-распределениями Лапласа [19]. В данной работе
используется первый термин, ставший общепри-
нятым. При α = 2 распределение Линника превра-
щается в распределение Лапласа, соответствующее
плотности f˜(x) = (1/2)e−|x|, x ∈ R.

Распределения Линника обладают многими ин-
тересными аналитическими свойствами. В част-
ности, они унимодальны [20], безгранично дели-
мы [21], обладают плотностями с бесконечным
пиком при α 6 1 [21] и т. п. В работах [22, 23]
можно найти детальное исследование асимптоти-
ческих свойств плотности распределения Линника.
Тем не менее чаще всего распределения Линника
упоминаются в качестве примеров геометрически
устойчивых распределений.

Случайная величина с распределением Линника
с параметром α ∈ (0, 2] будет обозначаться Lα.

3 Предварительные сведения

Хотя в данной статье рассматриваются свой-
ства распределений вероятности, соответствующие
результаты будут сформулированы в терминах со-
ответствующих с.в. в предположении, что все
они заданы на одном вероятностном пространстве
(Ÿ, A, P).

Символ
d
= будет обозначать совпадение распре-

делений связанных им с.в.
Случайная величина со стандартной нормаль-

ной ф.р. �(x) будет обозначаться X :

P(X < x) = �(x) =
1√
2π

x∫

−∞

e−z
2/2dz , x ∈ R .

Пусть ā(x), x ∈ R, — ф.р. максимума стандартно-
го винеровского процесса на единичном отрезке,
ā(x) = 2�(max{0, x})− 1, x ∈ R. Легко видеть, что
ā(x) = P(|X | < x). Поэтому иногда говорят, что
ф.р. ā(x) определяет полунормальное или сложен-
ное (folded) нормальное распределение.

Для r > 0, µ > 0 пусть •r,µ — с.в. с гамма-рас-
пределением, определяемым плотностью

fr,µ(x) =
µr

•(r)
xr−1e−µx , x > 0 .

Пусть −∞ < a < b < ∞. Случайная величина
с равномерным распределением на [a, b] будет обо-
значаться U[a,b].

Пусть γ > 0. Распределение с.в. Wγ :
P (Wγ < x) =

[
1− e−x

γ ]
1(x > 0) называется рас-

пределением Вейбулла с параметром формы γ.
Очевидно, что W1 — с.в. со стандартным по-
казательным распределением: P(W1 < x) =
= [1− e−x]1(x > 0).

Функция распределения и плотность строго
устойчивого распределения с характеристическим
показателем α и параметром формы θ, определя-
емого х.ф.

gα,θ(t) = exp

{
−|t|α exp

{
−1
2
iπθα sign t

}}
, t ∈ R ,

с 0 < α 6 2, |θ| 6 min{1, (2/α) − 1}, будут со-
ответственно обозначаться Gα,θ(x) и gα,θ(x) (см.,
например, [24]). Случайная величина с ф.р.Gα,θ(x)
будет обозначаться Sα,θ.

Лемма 1 [25]. При δ ∈ (0, α) имеет место соотноше-
ние

ESδα,1 =
•(1− δ/α)

•(1− δ)
.

Пусть Sν,1 и S′
ν,1 — независимые неотрицатель-

ные с.в. с одним и тем же односторонним строго
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устойчивым распределением с характеристическим
показателем ν ∈ (0, 1]. Обозначим Rν = Sν,1/S

′
ν,1.

Свойства с.в.Rν приведены в следующем утвержде-
нии.

Лемма 2. 1. При ν ∈ (0, 1] имеет место соотношение

Rν
d
= R−1

ν .
2. Если ν = 1, то P(Rν = 1) = 1.
3. При ν ∈ (0, 1) с.в. Rν абсолютно непрерывна, ее
плотность pν(x) имеет вид:

pν(x) =
sin(πν)xν−1

π[1 + x2ν + 2xν cos(πν)]
=

=
sin(πν)xν−1

π
[
(xν + cos(πν))

2
+ sin2(πν)

] , x > 0 .

4. Если 0 < ν < 1, то моменты с.в. Rν порядков
δ > ν бесконечны. Для 0 < δ < ν 6 1 моменты с.в.Rν
порядка δ имеют вид:

ERδν =
•(1− δ/ν)•(1 + δ/ν)

•(1− δ)•(1 + δ)
=

sin(πδ)

ν2 sin(πδ/ν)
.

Свойства 1 и 2 очевидны. Свойство 3 доказано
в работе [7]. Свойство 4 вытекает из следствия 2,
приведенного ниже.

4 Представления распределений
Миттаг-Леффлера и Линника
в виде смесей

4.1 Распределение Миттаг-Леффлера
как смешанное показательное

Теорема 1 (фольклор). При любом ν ∈ (0, 1] распре-
деление Миттаг-Леффлера с параметром ν является
масштабной смесью одностороннего строго устойчи-
вого распределения, причем смешивающим является
распределение Вейбулла с параметром ν/2, т. е.

Mν
d
= Sν,1Wν

d
= Sν,1

√
Wν/2 ,

где с.в. в правой части независимы.

Теорема 2 [7, 26]. Распределение Миттаг-Леффлера
с параметром ν ∈ (0, 1] является смешанным показа-
тельным, причем смешивающим является распреде-
ление с.в. Rν :

Mν
d
=W1Rν ,

где с.в. в правой части независимы. Более того, если
0 < ν < 1, то для плотности fMν (x) распределения

Миттаг-Леффлера справедливо интегральное пред-
ставление

fMν (x) =
sin(πν)

π

∞∫

0

zνe−zxdz

1 + z2ν + 2zν cos(πν)
, x > 0 .

Представление распределения Миттаг-Леффле-
ра в виде смешанного показательного было получе-
но в работе [26]. Там же приведен и вид смешива-
ющей плотности pν(x). В работе [7] было замечено,
что плотность pν(x) соответствует с.в. Rν — от-
ношению двух независимых о.р. неотрицательных
строго устойчивых с.в.

Из теоремы 2 вытекает представление ф.р. Мит-
таг-Леффлера FMν (x) для x > 0 в виде

FMν (x) = 1−
sin(πν)

π

∞∫

0

zν−1e−zxdz

1 + z2ν + 2zν cos(πν)
.

С помощью теоремы 2 легко сделать следующие
выводы о моментах распределения Миттаг-Леф-
флера.

Следствие 1. Первый логарифмический момент
распределения Миттаг-Леффлера не зависит от па-
раметра ν : для любого ν ∈ (0, 1]

E lnMν =

∞∫

0

e−x lnxdx = −C ,

где C = 0,57721566490 . . .— постоянная Эйлера.

Это утверждение следует из очевидного со-

отношения lnMν
d
= lnW1 + lnSν,1 − lnS′

ν,1, вы-
текающего из теоремы 2, и хорошо известного
представления постоянной Эйлера (см., например,
формулу 8.367(3) в [27]).

В свою очередь с учетом неравенства Иенсена
следствие 1 влечет простое неравенство

EM δ
ν = Ee

δ lnMν > eδ E lnMν = e−δC ,

справедливое для любого δ > 0 равномерно по
ν ∈ (0, 1]. При этом для δ > ν это неравенство
тривиально. Более аккуратное описание момен-
тов распределения Миттаг-Леффлера содержится
в следующих утверждениях.

Из теоремы 1 и леммы 1 вытекает представ-
ление моментов распределения Миттаг-Леффлера
в терминах гамма-функции, изначально получен-
ное в работе [16] более сложным методом.

Следствие 2. Если 0 < ν < 1, то моменты распре-
деления Миттаг-Леффлера порядков δ > ν беско-
нечны. Для 0 < δ < ν 6 1 моменты распределения
Миттаг-Леффлера имеют вид:
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EM δ
ν = EW

δ
ν · ESδν,1 =

•(1 − δ/ν)•(1 + δ/ν)

•(1− δ)
. (4)

Еще одно представление моментов распределе-
ния Миттаг-Леффлера, возможно, более удобное
с вычислительной точки зрения, вытекает из теоре-
мы 2 и формулы 3.252(12) в [27]. Это утверждение
также изначально получено в [16].

Следствие 3. Для 0 < δ < ν 6 1 моменты распреде-
ления Миттаг-Леффлера имеют вид:

EM δ
ν = EW

δ
1 · ERδν =

=
δ•(δ) sin(πν)

πν

∞∫

0

xδ/νdx

1 + x2 + 2x cos(πν)
=

=
δ•(δ) sin(πδ)

ν2 sin(πδ/ν)
. (5)

Используя хорошо известные эйлеровы форму-
лы дополнения для гамма-функции, легко убедить-
ся, что правые части (4) и (5) совпадают.

4.2 Связь с распределением Линника

Ниже во всех произведениях с.в. сомножители
предполагаются независимыми.

Теорема 3 [7]. Пусть α ∈ (0, 2], α′ ∈ (0, 1]. Тогда

Lαα′

d
= Sα,0M

1/α
α′ .

Следствие 4 [7]. Распределение Линника с па-
раметром α ∈ (0, 2] является масштабной смесью
нормальных законов, причем смешивающим явля-
ется распределение Миттаг-Леффлера с парамет-
ром α/2:

Lα
d
= X

√
2Mα/2 .

С учетом следствий 2 и 3 из следствия 4, в свою
очередь, непосредственно вытекает

Следствие 5. Если 0 < α < 2, то моменты распреде-
ления Линника порядков δ > αне существуют. При
0 < δ < α 6 2 абсолютные моменты распределения
Линника имеют вид:

E|Lα|δ = 2δ/2E|X |δ · EM δ/2
α/2 =

=
2δ•(1 + δ/2)•(1− δ/ν)•(1 + δ/ν)√

π•(1− δ/2)
=

=
2δδ2 (•(δ/2))

2
sin(πδ/2)

ν2
√
π sin(πδ/ν)

.

4.3 Распределение Миттаг-Леффлера
как смесь равномерных
распределений

Из теорем 2 и 5 (см. ниже) с учетом результата
статьи [28] легко получить следующие представле-
ния.

Теорема 4 [29]. Распределение Миттаг-Леффлера
с параметром ν ∈ (0, 1] является масштабной сме-
сью равномерных распределений:

Mν
d
= U[0,1]•2,1/

√
2Rν

d
= U[0,1]

√
2•3/2,1/2W1 · Rν .

Этот результат может быть использован при мо-
делировании продолжительности проектов. Как
правило, предполагается, что она случайна в преде-
лах заданного интервала, верхняя граница которого
(«deadline») определяется экспертами, чье мнение
также может зависеть от случайных факторов.

4.4 Распределение Миттаг-Леффлера
как смесь полунормальных законов

Теорема 5 [7]. Распределение Миттаг-Леффлера
с параметром ν ∈ (0, 1] является масштабной смесью
полунормальных законов:

Mν
d
= |X |

√
2W1Rν .

Рассмотрим смешивающее распределение в те-
ореме 5. Обозначим Hν(x) = P(W1 R2ν < x/2), x >

> 0. Тогда утверждение теоремы 5 можно записать
в виде:

FMν (x) =

∞∫

0

ā

(
x√
u

)
dHν(u) =

= 2

∞∫

0

�

(
x√
u

)
dHν(u)− 1 , x > 0 .

При 0 < ν < 1 плотность, соответствующая
ф.р.Hν(x), имеет вид:

hν(x) =
d

dx
Hν(x) =

d

dx
P
(
W1 <

xR2ν
2

)
=

=
sin(πν)

2π

∞∫

0

zν/2−1e−xz/2 dz

1 + zν + 2zν/2 cos(πν)
, x > 0 .

Очевидно, что если ν = 1, то H1(x) = 1 − e−x/2,
x > 0.
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5 Распределение
Миттаг-Леффлера
как асимптотическая
аппроксимация

Распределение Миттаг-Леффлера может быть
предельным в довольно простых предельных схемах
для случайных последовательностей со случайными
индексами, в частности для статистик, построен-
ных по выборкам случайного объема.

Чтобы указать примеры ситуаций, в кото-
рых распределения Миттаг-Леффлера могут вы-
ступать в качестве асимптотических аппроксима-
ций, уместно привести еще одно вспомогательное
утверждение.

Рассмотрим последовательность случайных ве-
личин Z1, Z2, . . . Пусть N1, N2, . . . — натурально-
значные с.в. такие, что при каждомn с.в.Nn незави-
сима от последовательностиZ1, Z2, . . .В следующей
лемме сходимость подразумевается при n→ ∞.

Лемма 3. Предположим, что существуют неогра-
ниченно возрастающая (убывающая к нулю) последо-
вательность положительных чисел {cn}n>1 и с.в. Z
такие, что c−1n Zn =⇒ Z. Если существуют неогра-
ниченно возрастающая (убывающая к нулю) последо-
вательность положительных чисел {dn}n>1 и с.в. N
такие, что

d−1n cNn =⇒ N , (6)

то
d−1n ZNn =⇒ NZ , (7)

причем случайные сомножители в правой части (7)
независимы. Если дополнительно Nn −→ ∞ по ве-
роятности и семейство масштабных смесей функ-
ции распределения с.в. Z идентифицируемо, то
условие (6) не только достаточно для (7), но и не-
обходимо.

Д о к а з а т е л ь с т в о см. в [30] (случай cn, dn →
→ ∞), [31] (случай cn, dn → 0).

Выше уже было отмечено, что распределения
Миттаг-Леффлера с параметром ν ∈ (0, 1) и только
они могут быть предельными для геометрических
случайных сумм независимых о.р. с.в. В этом случае
в лемме 3 с.в. Zn образованы накопленными сум-
мами независимых о.р. с.в., распределение которых
принадлежит области притяжения строго устойчи-

вого распределения Gν,1. Тогда, полагая Z
d
= Sν,1,

cn = dn = n1/ν , в (6) получаем N
d
= W

1/α
1

d
= Wα,

и в соответствии с леммой 3 и теоремой 1 в (7)

NZ
d
=Mν .

Поскольку в мультипликативных представлени-
ях для с.в. с распределением Миттаг-Леффлера по-
рядок сомножителей не имеет значения, их роли
в предельной схеме, рассмотренной в лемме 3, могут
быть различными. Скажем, хорошо известно, что
распределение Вейбулла может быть предельным
для экстремальных порядковых статистик. Тогда на
основании теоремы 2 и леммы 3 можно утверждать,
что распределение Миттаг-Леффлера с параметром
ν ∈ (0, 1) может быть предельным для экстремаль-
ных порядковых статистик, построенных по вы-
боркам случайного объема, если нормированные
индексы по распределению сходятся к с.в. Sν,1. Для
индексов специального вида – с.в. со смешанным
пуассоновским распределением — этот случай де-
тально рассмотрен в [7].

Еще два примера предельных схем основаны на
теореме 5. Как известно, полунормальное распре-
деление является предельным для максимальных
сумм независимых с.в., удовлетворяющих условию
Линдеберга, или абсолютных величин сумм таких
слагаемых. На основании теоремы 5 и леммы 3
можно заключить, что распределение Миттаг-Леф-
флера с параметром ν ∈ (0, 1) может быть предель-
ным для максимальных случайных сумм независи-
мых с.в., удовлетворяющих условию Линдеберга,
или абсолютных величин случайных сумм таких
слагаемых, если нормированные индексы по рас-
пределению сходятся к с.в.

√
2W1Rν . Этот случай

также детально рассмотрен в [7].

6 Статистическое оценивание
параметра распределения
Миттаг-Леффлера

6.1 Специальные версии метода
моментов

В связи с тем, что плотность распределения
Миттаг-Леффлера не допускает явного предста-
вления в терминах элементарных функций, метод
максимального правдоподобия оказывается ма-
лопригодным для статистического оценивания па-
раметра распределения Миттаг–Леффлера. С этой
целью в некоторых работах предлагается использо-
вать специальные модификации метода моментов.
Первой из таких работ, по-видимому, является ста-
тья [32], где использованы формулы типа (4) и (5)
при сильном предположении о том, что заранее из-
вестен нетривиальный интервал, содержащий не-
известное значение параметра ν. В работе [33]
использованы логарифмические моменты.
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6.2 Двухэтапный сеточный метод
оценивания параметра распределения
Миттаг-Леффлера

Рассмотрим следующий альтернативный двух-
этапный сеточный метод, использующий более
полную информацию об эмпирическом распреде-
лении, нежели второй эмпирический логарифми-
ческий момент, как в [33]. Этот метод основан на
теореме 2, позволяющей представить распределе-
ние Миттаг-Леффлера в виде смешанного показа-
тельного.

Следует отметить, что сеточные методы разделе-
ния смесей продемонстрировали высокую эффек-
тивность при оценивании параметров смешанных
пуассоновских распределений и при разделении ко-
нечных или произвольных дисперсионно-сдвиго-
вых смесей нормальных законов [34, 35].

На первом этапе на положительной полупрямой
выделим основную часть носителя смешивающего
распределения, т. е. ограниченный интервал, веро-
ятность которого, вычисленная в соответствии со
смешивающим распределением, практически рав-
на единице. На этот интервал накинем конечную
сетку, содержащую (возможно, очень большое чис-
ло) K ∈ N известных узлов λ1, . . . , λK . Приблизим
искомое распределение Миттаг-Леффлера конеч-
ной смесью показательных законов (гиперэкспо-
ненциальным распределением):

FMν (x) ≈ 1−
K∑

i=1

pie
−λix , x > 0 . (8)

В смеси, стоящей в правой части соотноше-
ния (8), неизвестными являются только параметры
p1, . . . , pK .

Пусть x1, . . . , xn — анализируемая выборка зна-
чений с.в. с оцениваемым распределением Мит-
таг-Леффлера. Итерационный процесс, опреде-
ляющий сеточный ЕМ (expectation-maximization)
алгоритм для данной задачи, задается следующим
образом. Пусть p

(m)
1 , . . . , p

(m)
K−1 — оценки па-

раметров p1, . . . , pK−1 на m-й итерации, p
(m)
K =

= 1 − p
(m)
1 − · · · − p

(m)
K−1. Для i = 1, . . . ,K,

j = 1, . . . , n обозначим ϕij = λie
−λixj . Тогда, ис-

пользуя стандартные рассуждения, определяющие
вычислительные формулы EM-алгоритма для пара-
метров конечной смеси вероятностных распределе-
ний (см., например, [36, разд. 5.3.7–5.3.8]), следует
положить:

p
(m+1)
i =

p
(m)
i

n

n∑

j=1

ϕij
∑K

r=1
p(m)r ϕrj

,

i = 1, . . . ,K . (9)
Можно показать, что если узлы λ1, . . . , λK сетки
различны, неотрицательны и известны, то итера-

ционный процесс (9) является монотонным, т. е.
каждая его итерация не уменьшает целевую сеточ-
ную функцию правдоподобия

L(p1, . . . , pK ;x1, . . . , xn) =

n∏

j=1

[
K∑

i=1

piϕij

]
.

Как показано в [36, разд. 5.7.4], сеточная функ-
ция правдоподобия L(p1, . . . , pK ; x1, . . . , xn) вогну-
та по аргументам p1, . . . , pK . Поэтому на каждом
шаге итерационного процесса вместо соотно-
шения (9) можно использовать любой бо-
лее быстрый алгоритм максимизации функции
L(p1, . . . , pK ; x1, . . . , xn) по переменным p1, . . . , pK .

Таким образом, на первом этапе получаются
оценки весов pi всех узлов λi, i = 1, . . . ,K, конеч-
ной сетки, накинутой на носитель смешивающего
распределения.

На втором этапе остается применить какой-
либо стандартный метод подгонки распределения
с.в. Rν , определяемого плотностью pν(x) (см. п. 3
леммы 2), к эмпирическим данным типа гисто-
граммы (λ1, p1), . . . , (λK , pK), полученным на пер-
вом этапе. Например, параметр ν можно оценить,
минимизируя некоторое расстояние между полу-
ченной гистограммой и плотностью pν(x). С этой
целью в качестве оценки параметра ν разумно ис-
кать такое значение ν, которое минимизирует рас-
стояние Кульбака–Лейблера. Минимизация этого
расстояния эквивалентна максимизации правдопо-
добия полученной гистограммы в классе распреде-
лений {pν(x) : ν ∈ (0, 1]}.

При фиксированной сетке двухэтапный метод
дает лишь приближенные оценки параметра рас-
пределения Миттаг-Леффлера, причем точность
приближения зависит от успешного выбора сетки,
который приобретает критическое значение. Целе-
сообразно выбирать сетку адаптивно, сгущая ее там,
где эмпирическая плотность принимает большие
значения. Говорить о состоятельности получаемых
оценок при фиксированной сетке нельзя. Но если
объем выборки неограниченно возрастает и вмес-
те с ним согласованно увеличивается число узлов,
то вопрос о состоятельности получаемых оценок
приобретает смысл. Эти вопросы будут отражены
в следующих публикациях.

7 Дважды стохастические
пуассоновские процессы,
связанные с распределением
Миттаг-Леффлера

Так как распределение Миттаг-Леффлера явля-
ется смешанным показательным (см. теорему 2),
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Некоторые свойства распределения Миттаг-Леффлера и связанных с ним процессов

можно предложить две модификации пуассонов-
ских процессов со случайными интенсивностями,
в которых длины промежутков времени между по-
следовательными скачками имеют распределения
Миттаг-Леффлера. В первой модификации длины
этих промежутков условно независимы при фик-
сированной реализации смешивающей с.в. Rν =
= Sν,1/S

′
ν,1, тогда как во второй модификации

длины этих промежутков независимы, так что
сам процесс является процессом восстановле-
ния.

7.1 Rν-смешанные пуассоновские
процессы

Пусть N1(t), t > 0, — стандартный пуассонов-
ский процесс (однородный пуассоновский процесс
с единичной интенсивностью), независимый от
с.в. Rν = Sν,1/S′

ν,1.
ОпределимRν-смешанный пуассоновский про-

цесс Nν(t), t > 0, как суперпозицию Nν(t) =

= N1(Rνt), t > 0. Так как Rν
d
= 1/Rν, то легко

видеть, что в рамках такой модели при заданной
с.в. Rν длины интервалов времени Ti между после-
довательными скачками Ti имеют вид W (i)

1 Rν , где

W
(1)
1 ,W

(2)
1 , . . . — независимые с.в. с одним и тем

же стандартным показательным распределением.
В соответствии с теоремой 2 длина Ti каждого пе-
риода имеет распределение Миттаг-Леффлера, но
с.в. T1, T2, . . . не являются независимыми, тогда как
они условно независимы при фиксированном значе-
нии с.в. Rν .

Пусть X1, X2, . . . — независимые с.в., общее
распределение которых принадлежит области нор-
мального притяжения строго устойчивого зако-
на Gα,0 с 0 < α 6 2. Пусть N(t) — Rν-сме-
шанный пуассоновский процесс, независимый от
последовательности X1, X2, . . . Обозначим SN(t) =
= X1 + · · · + XN(t) (S0 = 0). Процесс SN(t), t >

> 0, является обобщенным (compound) Rν-смешан-
ным пуассоновским процессом.

Теорема 6. Пусть ν ∈ (0, 1). Предположим, что с.в.
X1, X2, . . . и процесс N(t) удовлетворяют приведен-
ным выше условиям. Тогда при t→ ∞

SN(t)

t1/α
=⇒ Sα,0R

1/α
ν

d
= Sαν,0S

−1/α
ν,1

d
=

d
= X

√
Sαν/2S

−2/α
ν,1 .

Предельное распределение в теореме 6 является
дробно-устойчивым [8] с параметрами β = αν и ν
и представимо в виде масштабной смеси нормаль-
ных законов.

7.2 Дважды стохастический
миттаг-леффлер–пуассоновский
процесс

Пусть N(t), t > 0, — точечный процесс вос-
становления, т. е. расстояния T1, T2, . . . между со-
ответствующими соседними случайными точками
Y0 = 0 6 Y1 6 Y2 6 · · · точечного процесса N(t)—
независимые о.р. с.в. с общей ф.р.V (x). Обозначим

v(s) =

∞∫

0

e−sx dV (x) , s > 0 .

Пусть N1(t), t > 0, — стандартный пуассонов-
ский процесс (однородный пуассоновский процесс
с единичной интенсивностью). Пусть Z(t), t >

> 0, — случайная мера, т. е. случайный процесс
с неубывающими непрерывными справа траек-
ториями, удовлетворяющий условиям Z(t) = 0,
P (Z(t) <∞) = 1 (0 < t < ∞). Предположим,
что процессы N1(t) и Z(t) независимы. Процесс
N(t) = N1 (Z(t)) называется дважды стохастиче-
ским пуассоновским процессом, или процессом Кокса.

Лемма 4 [37, 38]. Точечный процесс восстановления
N(t) является процессом Кокса тогда и только тогда,
когда

v(s) =
1

1− ln g(s) ,

где g(s) — п. Л.–С. некоторого безгранично делимого
распределения. При этом

g(s) = E exp{−sZ−1(1)} ; Z−1(0) = 0 ,

где Z(t) — случайная мера, управляющая процес-
сом N(t) (т. е. N(t) = N1 (Z(t))) и Z−1(t) =
= sup{τ : Z(τ) 6 t}.

Если g(s) = e−λs
ν

, 0 < ν < 1, т. е. g(s) —
п. Л.–С. строго устойчивой с.в. Sν,1, то v(s) =
= ψν(s) = 1/(1 + λs

ν) — п. Л.–С. распределения
Миттаг-Леффлера. В силу леммы 4 это означа-
ет, что процесс Кокса N(t) является процессом
восстановления, в котором расстояния между со-
седними точками (точками восстановления) имеют
распределения Миттаг-Леффлера. Такой процесс
рассмотрен в работах [39,40], где он назван дробным
пуассоновским процессом с обратным ν-устойчивым
субординатором. С учетом сказанного выше, такой
процесс также можно назвать миттаг-леффлер–пу-
ассоновским.

Пусть X1, X2, . . .— независимые о.р. с.в., общее
распределение которых принадлежит области при-
тяжения строго устойчивого распределения Gν,1.
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Пусть N(t) — дробный пуассоновский процесс
с обратным ν-устойчивым субординатором, 0 <
< ν < 1, независимый от последовательности
X1, X2, . . . Снова обозначим SN(t) = X1 + · · ·
· · · + XN(t), считая, что S0 = 0. В [39] доказа-
но, что при надлежащей нормировке процесс SN(t)
слабо сходится в пространстве Скорохода к супер-
позиции Pα

(
P−1
ν (t)

)
, где Pα(t) — α-устойчивый

процесс Леви, а P−1
ν (t) = sup{τ : Pν(τ) 6 t} —

обратный ν-устойчивый субординатор, независи-
мый от Pα(t).

Так как

P
{
Pα
(
P−1
ν (1)

)
< x

}
=

= P
{
Pαα (1)P

−ν
ν (1) < xα

}
= P

{
Sα,0S

−ν/α
ν,1 < x

}
=

= P
{
X

√
Sα/2,1S

−2ν/α
ν,1 < x

}
,

то конечномерные распределения предельного
процесса опять являются дробно-устойчивыми, но
на сей раз с параметрами α и ν и могут быть пред-
ставлены в виде специальных смесей нормальных
законов.

В заключение автор считает своим приятным
долгом выразить искреннюю благодарность Вла-
димиру Васильевичу Учайкину за стимулирующие
дискуссии.
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АНАЛИЗ ВЕРОЯТНОСТНО-СТАТИСТИЧЕСКИХ

ХАРАКТЕРИСТИК ОСАДКОВ НА ОСНОВЕ ПАТТЕРНОВ∗

А. К. Горшенин1

Аннотация: Осадки входят в число ключевых параметров гидрологических моделей, поэтому их исследо-
вание необходимо для решения различных прикладных задач. В работе продемонстрировано нарушение
марковского свойства для осадков, наблюдаемых в существенно различающихся между собой клима-
тических областях — в Потсдаме и Элисте. Такие сведения о данных, наряду с ранее исследованными
свойствами, представляют базовую информацию, необходимую для дальнейшего корректного постро-
ения вероятностных моделей, в частности для распределений объемов экстремальных осадков. Для
анализа вероятностного поведения процесса выпадения осадков и построения прогнозов предложено
использование цепочек событий (паттернов), выделенных из данных. При этом статистические про-
цедуры автоматизированы с использованием программных инструментов пакета MATLAB. В качестве
альтернативного инструмента прогнозирования на основе паттернов использованы нейронные сети, при
этом наиболее точные результаты продемонстрированы в архитектуре, учитывающей сезонность, с двумя
скрытыми слоями нейронов и сигмоидной функцией активации. Предложены направления дальнейших
исследований в данной области.

Ключевые слова: осадки; паттерны; прогноз; нейронные сети; вероятностное прогнозирование; марков-
ское свойство
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1 Введение

Как известно, осадки являются важной частью
гидрологических моделей, поэтому востребовано
построение адекватных математических моделей
(в том числе вероятностно-статистических), напри-
мер для работы с регионами, в которых сети датчи-
ков не покрывают полностью зоны необходимого
наблюдения [1]. Такие модели могут быть исполь-
зованы для решения задач вероятностного прогно-
зирования (см., например, работу [2]), формиро-
вания статистических сценариев (см. статью [3],
в которой подобная задача решается в области ве-
троэнергетики). Более того, возможно построение
сложных прогностических математических моде-
лей на основе плотностей и функций распределе-
ния [4].

Выявление и моделирование закономерностей
для экстремальных осадков весьма важны при ре-
шении различных задач изучения климата [5], в том
числе с целью понимания процессов его изменения.
Можно анализировать усредненные объемы осад-
ков, кумулятивные данные за каждый дождливый
период или ежедневные наблюдения. При этом
в последнем случае результаты достаточно сильно

зависят от точности измерений, более чувствитель-
ны к наличию пропусков [6].

Настоящая работа посвящена изучению ря-
да вероятностно-статистических характеристик для
процесса выпадения осадков на основе анализа су-
точных наблюдений для двух городов — Потсдама
и Элисты. Предложена замена непрерывных значе-
ний дискретной шкалой из «0» и «1», соответству-
ющих дням, в которых осадки не наблюдались («D»,
от Dry) или были зарегистрированы ненулевые на-
блюдения («W», от Wet). Наборы «0–1» удобны,
например, с точки зрения программной реализа-
ции (как аналог булевых векторов), однако всюду
далее в статье для наглядности будут использованы
символы «D» и «W» для обозначения соответству-
ющих событий. Рассмотрено построение прогнозов
для преобразованных таким образом данных (в том
числе с помощью нейронных сетей), а также пред-
ложен ряд направлений дальнейших исследований.

Стоит отметить, что продемонстрированная до-
статочно высокая прогностическая точность для
нейросетей — около 80% даже для умеренного
объема тестовых выборок — основана на анали-
зе исключительно базовых статистических данных
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без привлечения каких-либо дополнительных све-
дений о метеорологических условиях.

2 Дискретизация величины
дневных объемов осадков

Рассмотрим преобразование исходных объемов
суточных осадков Vdaily, представляющих собой
неотрицательные данные, по следующему прави-
лу: если в данный i-й день наблюдалась какая-
либо положительная величина, то она заменяется
на единицу (Ṽ (i)daily = 1), иначе Ṽ (i)daily остается рав-
ной нулю. Таким образом, исходный ряд, состо-
ящий из непрерывных значений, становится дис-
кретным, принимающим два возможных значения
{0, 1}. Данное упрощение позволяет анализировать
непосредственно наличие или отсутствие осадков
безотносительно к их объему. Стоит отметить, что
подобная дискретизация не позволяет решать за-
дачу определения экстремальности величины то-
го или иного «дождя», однако ряд представлен-
ных в данном разделе результатов использовался
в качестве предпосылок для построения моделей
в статье [7].

Любая последовательность «сухих» (без осад-
ков) и «дождливых» (с любым ненулевым объемом)
дней представляет собой цепочку — паттерн —
из «0» и «1» (или «D» и «W», как было отмечено
в предыдущем разделе). Для каждого такого набора
можно в рамках исторических данных определить
частоты появления как отношение числа таких пат-
тернов фиксированной длины N к общему числу

возможных наборов (очевидно, 2N ), т. е. факти-
чески получить значения вероятностей (согласно
классическому определению).

В рамках настоящего исследования были про-
анализированы наблюдения примерно за 60 лет для
значений параметра N от 1 до 14. Для каждого
набора были получены значения частот (вероятно-
стей), определен паттерн с максимальным значе-
нием. Подобные данные удобно визуализировать
в табличной форме (см. табл. 1 и 2 для трехднев-
ных паттернов Потсдама и Элисты соответственно).
Кроме того, в наглядной форме результаты мож-
но представить в виде столбчатых диаграмм (см.
рис. 1 и 2 для четырехдневных паттернов Потсдама
и Элисты соответственно).

Представленные таблицы и диаграммы позволя-
ют делать определенные выводы о климатических
зонах, в которых расположены соответствующие
города. Так, в Потсдаме климат умеренный, про-
должительные осадки не редкость (например, для
трех дней подряд частота — 0,1789), в то время как

Таблица 1 Значения час-
тот для трехдневных пат-
тернов (Потсдам)

Набор Частота
Dry-Dry-Dry 0,3247
Dry-Dry-Wet 0,0930
Dry-Wet-Dry 0,0582
Dry-Wet-Wet 0,0956
Wet-Dry-Dry 0,0930
Wet-Dry-Wet 0,0609
Wet-Wet-Dry 0,0957
Wet-Wet-Wet 0,1789

Таблица 2 Значения час-
тот для трехдневных пат-
тернов (Элиста)

Набор Частота
Dry-Dry-Dry 0,4864
Dry-Dry-Wet 0,1021
Dry-Wet-Dry 0,0751
Dry-Wet-Wet 0,0660
Wet-Dry-Dry 0,1022
Wet-Dry-Wet 0,0390
Wet-Wet-Dry 0,0660
Wet-Wet-Wet 0,0631

Рис. 1 Частоты для четырехдневных паттернов (Потсдам)
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Рис. 2 Частоты для четырехдневных паттернов (Элиста)

в Элисте климат резко континентальный с умерен-
ным числом осадков (частота «трехдневного» дождя
за период наблюдений составила всего 0,0631). Для
четырнадцатидневных наборов максимальную час-
тоту для обоих городов имеет последовательность
из всех «сухих» дней, при этом для Элисты соответ-
ствующая частота составила 0,1138, а для Потсда-
ма — 0,0671.

3 Проверка марковского свойства

В большинстве работ, посвященных статисти-
ческому анализу метеорологических данных, счи-
тается, что продолжительность периода выпадения

осадков, измеренная в сутках (т. е. число последо-
вательных «дождливых» дней), подчиняется гео-
метрическому распределению вероятностей (см.,
например, [8]). Возможно, данные предположе-
ния базируются на классической интерпретации
геометрического распределения в терминах испы-
таний Бернулли как распределения числа последо-
вательных «дождливых» дней («успех») до первого
дня без осадков («неудача»). Для изучаемых в рабо-
те городов проверим более слабое предположение,
а именно: наличие марковости для данных.

Для этого потребуется вычисление условных ве-
роятностей, но, как было отмечено в предыдущем
разделе, необходимые базовые величины определе-

Таблица 3 Таблица значений для условных вероятностей (Потсдам)

Выражение Значение
P({DDD} | {DD}) 0,7774
P({DDW} | {DD}) 0,2226
P({DWD} | {DW}) 0,3785
P({DWW} | {DW}) 0,6215
P({WDD} | {WD}) 0,6043
P({WDW} | {WD}) 0,3957
P({WWD} | {WW}) 0,3484
P({WWW} | {WW}) 0,6516

|P({DDD} | {DD}) − P({DD} | {D})| 0,0466
|P({DDW} | {DD}) − P({DW} | {D})| 0,0466
|P({DWD} | {DW})− P({WD} | {W})| 0,0192
|P({DWW} | {DW})− P({WW} | {W})| 0,0192
|P({WDD} | {DD}) − P({DD} | {D})| 0,1265
|P({WDW} | {WD})− P({DW} | {D})| 0,1265
|P({WWD} |WW)− P({WD} | {W})| 0,0107

|P({WWW} | {WW})− P({WW} | {W})| 0,0107
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Таблица 4 Таблица значений для условных вероятностей (Элиста)

Выражение Значение
P({DDD} | {DD}) 0,8264
P({DDW} | {DD}) 0,1736
P({DWD} | {DW}) 0,532
P({DWW} | {DW}) 0,468
P({WDD} | {WD}) 0,2761
P({WDW} | {WD}) 0,5114
P({WWD} | {WW}) 0,4887
P({WWW} | {WW}) 0,8264

|P({DDD} | {DD})− P({DD} | {D})| 0,0198
|P({DDW} | {DD})− P({DW} | {D})| 0,0198
|P({DWD} | {DW})− P({WD} | {W})| 0,0098
|P({DWW} | {DW})− P({WW} | {W})| 0,0098
|P({WDD} | {DD})− P({DD} | {D})| 0,827
|P({WDW} | {WD}) − P({DW} | {D})| 0,827
|P({WWD} |WW)− P({WD} | {W})| 0,0109

|P({WWW} | {WW}) − P({WW} | {W})| 0,0109

ны ранее, поэтому с помощью классической фор-
мулы

P (A|B) = P (AB)

P (B)

могут быть получены требуемые значения. В табл. 3
и 4 представлены условные вероятности и модули
их разностей для Потсдама и Элисты, демонстри-
рующие отсутствие свойства марковости у данных.

Таким образом, последовательность «дождли-
вых» и «сухих» дней не является марковской, по-
этому использование схемы испытаний Бернулли
некорректно. Альтернативные вероятностные мо-
дели предложены в статьях [7, 9].

4 Вероятностное
прогнозирование осадков
с использованием исторических
паттернов

Паттерны в анализе данных могут быть исполь-
зованы для повышения точности и скорости по-
строения прогнозов (см., например, статью [10]).
Кроме того, они являются достаточно распро-
страненным инструментом в рамках решения раз-
личных климатологических задач (см., например,
работы [11, 12]). В данном разделе будет реализо-
вана достаточно простая схема построения вероят-
ностных прогнозов для последовательностей «су-
хих» и «дождливых» дней на основе исторических
паттернов для маркированных данных («0–1» или
«D–W»).

При определении частот (вероятностей) появле-
ния той или иной последовательности событий по

дням в предыдущем разделе были вычислены со-
ответствующие величины для наборов различной
длины. Используя эти данные, можно вычислять
значения условных вероятностей появления в бу-
дущем определенных комбинаций, т. е. построения
прогноза. При этом, в отличие от стандартной для
анализа данных практики, когда предсказываемое
окно не должно превышать размер входных на-
блюдений, для исторических значений это правило
может нарушаться.

В качестве примера рассмотрим построение ве-
роятностного прогноза на два следующих дня для
Потсдама и Элисты при условии текущих наблю-
дений вида «Wet-Wet-Dry-Dry», т. е. два дня подряд
выпали осадки, в следующие двое суток они не
регистрировались. В табл. 5 и 6 представлены веро-
ятности соответствующих событий (полужирным
шрифтом выделено наиболее вероятное событие).

Таблица 5 Пример: прогнозирование осадков,
Потсдам

Прогноз на 2 следующих дня Вероятность
Dry-Dry 0,4828
Dry-Wet 0,1909
Wet-Dry 0,1211
Wet-Wet 0,2053

Таблица 6 Пример: прогнозирование осадков,
Элиста

Прогноз на 2 следующих дня Вероятность
Dry-Dry 0,5852
Dry-Wet 0,1641
Wet-Dry 0,1259
Wet-Wet 0,1249
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Соответственно, можно формулировать утвержде-
ния следующего вида: «Вероятность осадков че-
рез 2 дня в Потсдаме при текущих наблюдениях
Wet-Wet-Dry-Dry составляет 0,3961, а вероятность
отсутствия осадков через 2 дня — 0,6039»; «Веро-
ятность осадков через 2 дня в Элисте при текущих
наблюдениях Wet-Wet-Dry-Dry составляет 0,2889,
а вероятность отсутствия осадков через 2 дня —
0,7111».

Стоит отметить, что поступление новых дан-
ных может существенным образом изменить ве-
роятности событий только при значительном объ-
еме новых наблюдений, что позволяет говорить об
устойчивости прогнозов. При этом с сугубо вы-
числительной точки зрения обновление данных не
является трудоемкой задачей.

5 Построение прогнозов
с помощью нейронных сетей

В данном разделе рассмотрим технологию про-
гнозирования событий, связанных с выпадением
осадков, на основе использования нейронных се-
тей. При этом в качестве обучающих рядов задей-
ствуются те же самые паттерны, о которых шла речь

выше. Однако в явном виде частота каждого из
наборов не используется, а соответствующие про-
цедуры реализуются в скрытых слоях нейронной
сети.

Было проведено исследование возможности по-
строения прогностической модели для данных с по-
мощью многослойного перцептрона на основе
библиотеки PHP-ML для языка программирования
PHP (https://github.com/php-ai/php-ml). Исходные
наблюдения случайным образом разделялись на
обучающие и тестовые выборки в отношении 7 : 3.
В качестве результата работы нейронной сети по-
лучается прогноз на следующие за входным набо-
ром 1–2 дня.

Тестировались нейронные сети с одним и дву-
мя скрытыми слоями в архитектуре, при этом до-
стигнутая точность составила 73% (в среднем) для
однодневного прогноза при объеме входной вы-
борки в 7 элементов (дней) и 56% для двухдневного
прогноза при размере входных данных в 10 наблю-
дений. Затем модель была усложнена за счет учета
сезонности как отдельной компоненты (к выбор-
ке каждый раз добавлялось еще одно наблюдение
с номером месяца, соответствующего последнему
наблюдению). Такое решение позволило повысить
точность прогнозирования до 82% для однодневно-

Рис. 3 Точность построения прогноза по месяцам в процессе обучения (пример): (а) однодневный прогноз;
(б) двухдневный прогноз. Графики справа соответствуют модели с учетом сезонности
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го прогноза и 74% для двухдневного при сохране-
нии тех же параметров входных данных. Добавле-
ние третьего скрытого слоя не привело к заметному
улучшению качества прогноза, при этом скорость
обучения снизилась, поэтому разумно отказаться от
такого решения в данной конфигурации нейросети.

На рис. 3 продемонстрированы графики точ-
ности прогнозов нейронных сетей по месяцам, по-
строенные по выборке из 7 наблюдений как с уче-
том сезонности (правый столбец), так и без (левый
столбец). На рис. 3, а приводится однодневный
прогноз, на рис. 3, б — двухдневный. Для расчетов
в данном случае использовался укороченный набор
данных за четырехлетний период для уменьшения
времени, необходимого для корректной настройки
нейросети.

Как видно из рис. 3, введение в модель сезон-
ности повышает качество прогнозирования, осо-
бенно для случая двухдневного предсказания. На-
пример, на рис. 3, б (левый столбец) в феврале
точность составляла около 26%, а с использовани-
ем сезонности удалось добиться увеличения дан-
ного показателя в 2 раза — до 52% (см. рис. 3, б,
правый столбец).

Очевидно, что качество прогноза может быть
повышено за счет увеличения объемов тестовых
данных, использования высокопроизводительных
решений, развития архитектуры нейросети и т. д.
Представленные в данном разделе результаты де-
монстрируют успешность применения инструмен-
тария нейросетей в решении задачи прогнозирова-
ния в указанной постановке, однако не являются
окончательными по своей точности. Подробнее
вопрос получения высокоточных прогнозов будет
изучаться в дальнейших работах.

6 Заключение
В работе продемонстрировано нарушение мар-

ковского свойства для осадков, наблюдаемых в су-
щественно различающихся между собой климати-
ческих областях — в Потсдаме и Элисте. Такие
сведения о данных, наряду с исследованными в ра-
боте [9] статистическими свойствами, представля-
ют базовую информацию, необходимую для даль-
нейшего корректного построения вероятностных
моделей, в частности для распределений объемов
экстремальных осадков [7].

Для анализа вероятностного поведения про-
цесса выпадения осадков и построения прогно-
зов предложено использование цепочек событий
(паттернов), выделенных из данных. При этом
статистические процедуры автоматизированы с ис-
пользованием программных инструментов пакета
MATLAB. В качестве альтернативного инструмента

прогнозирования на основе паттернов были ис-
пользованы нейронные сети с учетом сезонности,
двумя скрытыми слоями нейронов и сигмоидной
функцией активации, реализованные с помощью
средств языка PHP.

В качестве одного из направлений дальнейших
исследований можно предложить переход от дво-
ичной модели дискретизации событий к k-ичной.
Это позволит решать более сложные задачи ве-
роятностного прогнозирования, например можно
предсказывать величину осадков в терминах попа-
дания в тот или иной диапазон (соответствующие
интервалы формируются с учетом значений кван-
тилей распределения для объемов, см., например,
статьи [13, 14]).

Работа с паттернами представляет интерес с точ-
ки зрения верификации ансамблей прогнозов —
например, европейские климатологические агент-
ства достаточно точно предсказывают общий объем
осадков, который выпадет за некоторый период, но
остается актуальной задача определения структуры
его распределения по дням. Кроме того, данная
методология может быть использована для прогно-
зирования поведения моментных характеристик
(математическое ожидание, дисперсия, коэффи-
циенты ассиметрии и эксцесса) конечных смесей
вероятностных распределений [15] для определе-
ния направления изменения тренда (аналогия со
случайным блужданием), например в рамках моде-
лирования физических [16] и иных процессов.

Методы прогнозирования на основе нейронных
сетей вполне могут быть включены в состав ком-
плекса стохастического анализа данных [17, 18] как
отдельный элемент. При этом наибольший ин-
терес представляет использование алгоритмов EM
(expectation-maximization) типа, прежде всего се-
точных [19, 20], в процессе обучения.

Для классического EM-алгоритма ранее проде-
монстрированы определенные успехи (см., напри-
мер, статьи [21,22]) в рамках такого использования,
кроме того, установлена взаимосвязь обобщенно-
го EM-алгоритма с методами обучения нейронных
сетей [23], однако для сеточных модификаций ре-
зультаты (как теоретические, так и эмпирические)
отсутствуют.

Стоит отметить, что расширение функциональ-
ных возможностей упомянутого комплекса стоха-
стического анализа данных с точки зрения включе-
ния в пользовательский интерфейс [15] новых
методов предусмотрено за счет реализации в ее рам-
ках специализированного фреймворка [24].

Автор выражает признательность члену-коррес-
понденту РАН, доктору физико-математических
наук, профессору Сергею Константиновичу Гулеву
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МЕТОД АНАЛИЗА ФУНКЦИОНАЛЬНОЙ УЯЗВИМОСТИ

ПОТОКОВЫХ СЕТЕВЫХ СИСТЕМ

Ю. Е. Малашенко1, И. А. Назарова2, Н. М. Новикова3

Аннотация: Рассматриваются математические методы анализа сетевых систем, предназначенных для
передачи потоков взаимозаменяемых продуктов различным пользователям. Для описания процессов,
происходящих в системе, используется модель однопродуктовой сети. В соответствии с методологией
исследования операций изучаются изменения функциональных характеристик системы после целена-
правленных разрушающих воздействий. Предлагается способ получения гарантированных оценок ущерба
для каждого из равноправных пользователей при полном разрушении физических и логических элементов
системы. Оценки формируются на основании решения последовательности задач векторной оптимиза-
ции с лексикографическим минимаксным критерием. При определении стратегии перераспределения
потоков используется апостериорная информация об изменениях пропускных способностей сети.

Ключевые слова: однопродуктовая потоковая сеть; функциональная уязвимость; оценка ущерба; принцип
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1 Введение

Сетевые системы являются уязвимыми по отно-
шению к целенаправленным разрушающим воздей-
ствиям. Распределенные на больших территориях
нефте- и газопроводы, системы связи и электро-
энергетики трудно защитить от террористических
угроз и природных катаклизмов. В связи с этим
активно развивается раздел прикладной математи-
ки, связанный с исследованием уязвимости реаль-
ных сетей. Обзор классических моделей и подхо-
дов к изучению уязвимости однопродуктовой сети
можно найти, например, в [1].

В настоящей работе для анализа изменений зна-
чений функциональных характеристик потоковых
сетевых систем [2] и оценки ущерба от повреждений
используется методология исследования операций.
Предполагается, что разрушающее воздействие но-
сит целенаправленный характер, а атакующая сто-
рона располагает полной информацией о структуре
сетевой системы и стремится причинить макси-
мально возможный ущерб. Однако в общем случае
как цели атаки, так и оценка возможных послед-
ствий противником неизвестны. В этих условиях
обороняющаяся сторона должна оценивать ущерб
по своим критериям и рассматривать все возмож-
ные повреждения. В рамках модельных построений

предполагается, что после возмущающего воздей-
ствия будет доступна вся информация о поврежде-
ниях и система управления способна перераспре-
делить потоки в сети так, чтобы минимизировать
потери. При оценке ущерба решается последо-
вательность минимаксных задач, что позволяет
получить «справедливое» распределение (N-ядро)
ограниченных ресурсов среди равноправных поль-
зователей. Наборы оптимальных решений являют-
ся гарантированными оценками функциональных
характеристик поврежденной сети.

2 Модель сети

Рассмотрим проблему оценки ущерба пользо-
вателей потоковой системы после крупномасштаб-
ных возмущений и/или целенаправленных разру-
шающих воздействий. Для формализации такой
системы введем обозначения, которые использу-
ются при описании потоковых моделей [3]. Пусть
сеть передачи единственного вида продукта, или
однопродуктовая многополюсная сетевая система,
задается ориентированным графом G = 〈V ,L〉 без
петель, который определяется множеством вершин
(узлов) V = {v1, v2, . . . , vN}, где |V| = N , N —
множество индексов вершин, и множеством на-

1Вычислительный центр им. А. А. Дородницына Федерального исследовательского центра «Информатика и управление» Рос-
сийской академии наук, malash09@ccas.ru

2Вычислительный центр им. А. А. Дородницына Федерального исследовательского центра «Информатика и управление» Рос-
сийской академии наук, irina-nazar@yandex.ru

3Вычислительный центр им. А. А. Дородницына Федерального исследовательского центра «Информатика и управление» Рос-
сийской академии наук, n novikova@umail.ru
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правленных дуг L = {lij | i ∈ N , j ∈ N , i 6= j},
соединяющих вершины. Здесь lij = (vi, vj)— дуга,
ведущая из вершины vi в вершину vj , |L| = L.

Обозначим через VS и VK множества вершин
графа G, которые являются соответственно источ-
никами и стоками для потока, который передается
по многополюсной сети; NS иNK — множество ин-
дексов вершин-источников и вершин-стоков. То-
гда VS = {vi| i ∈ NS}, |VS| = S, VS ⊂ V, NS ⊂ N ,
S ≥ 1, VK = {vi| i ∈ NK}, |VK| = K, VK ⊂ V, NK ⊂
⊂ N , K ≥ 1, VS

⋂VK = ∅. Считается, что на дугах
графа G заданы веса — значения dij пропускной
способности дуг lij . Вектор d ограничивает величи-
ну потока по дугам, d = {dij | dij ≥ 0, lij ∈ L}.

Для того чтобы свести многополюсную модель
к модели однопродуктовой сети с единственной
парой источник–сток, в граф G введем следующие
вершины:

v0— единственный источник потока бесконечной
мощности и дуги (v0, vj), j ∈ NS, соединяю-
щие v0 с каждым узлом-источником. Для
каждой дуги l0j определим верхнее ограниче-
ние d0j , которое соответствует величине макси-
мального потока из vj в систему. Назовем дуги
(v0, vj), j ∈ NS, дугами-источниками и обо-
значим их множество через �L = {l0j | j ∈ NS},
| �L| = S;

vN+1 — единственный узел-сток бесконечного
объема и дуги (vi, vN+1), i ∈ NK, соединя-
ющие каждый узел-сток с vN+1. Для каж-
дой дуги li,N+1 определим верхнее ограниче-
ние di,N+1, которое соответствует величине
максимального потока из системы в vi. По
предположению значение di,N+1 задает верх-
ний предел для величины потока, который по-
кидает систему через узел vi. Назовем дуги
(vi, vN+1), i ∈ NK, дугами-стоками или стоко-
выми дугами и обозначим их множество через
“L = { li,N+1 | i ∈ NK}, | “L| = K. Ориентирован-
ный граф, который определяется множествами
вершинV = V ⋃{v0, vN+1} и дуг L = “L⋃L⋃ �L,
обозначим G = 〈V ,L〉.

Для графа G введем обозначения:

xij — поток по дуге lij , lij ∈ L, протекающий
в соответствии с ее направлением;

N−
j — множество индексов узлов-предшествен-
ников j-го (узлов, из которых исходят дуги,
ведущие в j-й узел), N−

j ⊂ N ∪ {0};

N+j — множество индексов узлов-последователей
j-го (узлов, в которые ведут дуги, исходящие из
j-го узла), N+j ⊂ N ∪ {N + 1}.

Поток x = 〈x0j , . . . , xij , . . . , xi,N+1〉, где

i ∈ N ∪ {0}, j ∈ N ∪ {N + 1}, i 6= j,
lij ∈ L, и если i = 0, то j 6= N + 1 , (1)

проходящий по дугам lij ∈ L, должен удовлетво-
рять:

– условию сохранения потока в транзитных узлах,
т. е. ∑

i∈N−

j

xij =
∑

i∈N+
j

xji, j ∈ N ; (2)

– ограничению на пропускную способность со-
ответствующих дуг, т. е.

0 ≤ xij ≤ dij , lij ∈ L, для i, j выполняется (1). (3)

Обозначим через X множество всех допустимых
потоков в сети:

X = {x | выполняются (1)–(3)} .

3 Функциональные
характеристики
однопродуктовой сети

При анализе функциональных возможностей
системы будем рассматривать потоки по стоковым
дугам. Последние перенумеруем по некоторому
правилу натуральными числами от 1 до K и введем
множество K номеров стоковых дуг, т. е. устано-
вим взаимно однозначное соответствие lk = lj,N+1,
k = 1,K, j ∈ NK.

Обозначим через dk пропускную способность
k-й стоковой дуги, dk = dj,N+1, j ∈ NK, k = 1,K;
xk — поток по k-й стоковой дуге, xk = xj,N+1,
xj,N+1 ≥ 0, k = 1,K, j ∈ NK.Таким образом, вектор
x = 〈x1, . . . , xk, · · · , xK〉, k = 1,K, покомпонентно
определяет величину потока, который передается
по каждой стоковой дуге сети в соответствии с не-
которым допустимым потоком x ∈ X . Обозначим
через X множество всех допустимых векторов x:

X = {x | xk = xj,N+1 ,
k = 1,K, j ∈ NK, x ∈ X} . (4)

Множество X является проекцией множества X
всех допустимых потоков в сети и множеством до-
пустимых потоков по стоковым дугам.

В рамках формализма потоковой модели будем
говорить, что вектор x описывает функциональные
возможности однопродуктовой сети при передаче
потока x. Каждый элемент множества X представ-
ляет собой вектор возможных значений функцио-
нальных характеристик потоковой сетевой систе-

48 ИНФОРМАТИКА И ЕЁ ПРИМЕНЕНИЯ том 11 выпуск 4 2017



Метод анализа функциональной уязвимости потоковых сетевых систем

мы, удовлетворяющий условиям (1)–(4). Мно-
жество X выпукло и описывает функциональ-
ные возможности изучаемой однопродуктовой се-
ти. Векторы x, лежащие на границе Парето [4]
множества X , т. е. неулучшаемые ни по одной ком-
поненте без ущерба для других, будем называть
предельными значениями функциональных харак-
теристик сети.

Пусть в момент начала наблюдений t = 0 од-
нопродуктовая сеть работает в некотором стацио-
нарном режиме. При этом по стоковым дугам пе-
редается поток x0 = 〈x01, . . . , x0k, . . . , x0K〉, x0 ∈ X ,
x0k > 0, k = 1,K. Вектор x0 будем называть на-
чальной функциональной характеристикой сете-
вой системы (в момент t = 0), а величины ком-
понент x0k — исходными значениями x0.

Будем считать, что за каждой стоковой ду-
гой стоит некий абстрактный пользователь (по-
требитель), имеющий определенное требование
(запрос) fk, k = 1,K, на обеспечение продук-
том, который передается по сети. Вектор f =
= 〈f1, . . . , fk, . . . , fK〉, fk > 0, k = 1,K, описывает
требования всех потребителей сети. В настоящей
модели предполагается, что недопоставка продукта
одному пользователю не может быть восполнена
за счет поставки дополнительного объема продукта
другому пользователю. Указанное предположение
делает пользователей сети в определенном смысле
равноправными, а их требования и объемы име-
ющихся потоков — невзаимозаменяемыми. Пусть
в момент времени t = 0 для всех стоковых дуг вы-
полняется dk = x0k = fk, k = 1,K, т. е. в начале
наблюдения за системой все требования на пере-
дачу потока соответствуют запросам потребителей
и полностью удовлетворяются. Граф с ограничени-
ями на пропускные способности стоковых дуг dk,
k = 1,K, обозначим через G0.

Определим однопродуктовую двухполюсную
сеть S0 с помощью ориентированного графа G0
и требований f на передачу потока всех потреби-
телей сети, S0 = 〈G0; f〉. Перейдем к изучению
функциональных характеристик сети S0 в услови-
ях разрушающего воздействия, а именно: исследуем
изменение величин потоков по стоковым дугам при
полном разрушении некоторых элементов G.

4 Анализ функциональных
характеристик сети после
разрушающего воздействия

Пусть стационарно работающая однопродукто-
вая сеть подвергается разрушающему воздействию
(удару) W, при котором выходят из строя пол-

ностью несколько дуг lij графа G0. В рамках рас-
сматриваемой модели предполагается, что могут
быть повреждены любые дуги, кроме стоковых,
распределение удара по дугам сетиS0 заранее не из-
вестно, а множество вершин остается неизменным.
Считается, что объем потока по стоковым дугам
уменьшается в зависимости от степени разрушения
сети. Обозначим через L(W) множество повреж-
денных дуг, тогда L(W) ⊂ L⋃ �L, L(W)⋂ “L = ∅;
G(W)— граф сети после нанесенного удара; S(W) =
= 〈G(W); f〉 — сеть, поврежденную разрушающим
воздействием W . Таким образом, разрушающее
воздействие полностью определяется множеством
уничтоженных дугL(W). Пусть d(W)— вектор про-
пускной способности дуг поврежденной сетиS(W),
для каждой компоненты dij(W) которого выполня-
ется

dij(W) =
{
0, если lij ∈ L(W) ;
dij , если lij ∈ L\L(W), (5)

xij(W), где для i, j выполняется (1), — поток по ду-
ге lij после удара. Тогда перераспределение потоков
в сети S(W) описывается вектором

x(W) = 〈x0j(W), . . . , xij(W), . . . , xi(N+1)(W)〉
при условии, что для номеров i, j выполняется (1).

Для любых потоков x(W) в поврежденной се-
ти S(W) должны выполняться стандартные огра-
ничения на передачу потока по дуге

0 ≤ xij(W) ≤ dij(W),
lij ∈ L,
для dij(W) выполняется (5),

для i, j выполняется (1)





(6)

и закон сохранения потока в каждом узле
∑

i∈N−

j

xij(W) =
∑

i∈N+
j

xji(W), j ∈ N . (7)

Множество X (W) допустимых потоков в повреж-
денной сети S(W) определяется условиями (1), (6)
и (7):

X (W) = {x(W) | выполняется (1), (6) и (7)}.
Обозначим xk(W)— поток по k-й стоковой дуге

после разрушающего воздействия; x(W) — век-
тор потоков по всем стоковым дугам после удара
x(W) = 〈x1(W), . . . , xk(W), . . . , xK(W)〉, k = 1,K.
Множество

X (W) =
{
x(W) | xk(W) = xj(N+1)(W),
k = 1,K, j ∈ NK, x(W) ∈ X (W)

}

описывает функциональные возможности системы
после разрушения.
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5 Оценка ущерба пользователей
сети

Анализ функциональных характеристик систе-
мы начнем с изучения вопроса о принадлежности
исходного вектора x0 множеству допустимых по-
токов X (W). Действительно, если x0 ∈ X (W),
то потоки по стоковым дугам остаются прежними,
требования пользователей в поврежденной сети мо-
гут быть удовлетворены полностью. В этом случае
для передачи запрошенного продукта, возможно,
просто потребуется другая маршрутизация. В про-
тивном случае (если x0 6∈ X (W)) выполнить сразу
все требования невозможно, и потребители несут
определенный ущерб в результате разрушения сети.

В разд. 2 было введено понятие вектора исход-
ных функциональных характеристик x0, для ко-
торого покомпонентно x0k = fk, k = 1,K. При
анализе ущерба каждую компоненту f будем трак-
товать как требование определенного пользовате-
ля на восстановление величины соответствующего
потока на прежнем уровне и оценивать отклонение
возможных значений функциональных характери-
стик поврежденной сети от исходных.

Введем величину uk(W), численно равную раз-
ности между требованием k-го пользователя и по-
током, протекающим по k-й стоковой дуге после
удара:

uk(W) = fk − xk(W) = x0k − xk(W), k = 1,K,

которую назовем недопоставкой потока k-му по-
требителю, или k-й недопоставкой. Вектор u(W) =
= 〈u1(W), u2(W), . . . , uk(W), . . . , uK(W)〉 описыва-
ет недопоставки всем пользователям сети после
разрушающего воздействия.

Назовем ущербом k-го потребителя отношение
величины недопоставки uk(W) к соответствующе-
му запрошенному количеству потока fk и обозна-
чим эту величину через

̟k(W) =
uk(W)
fk

=
fk − xk(W)

fk
,

0 ≤ ̟k ≤ 1 , k = 1,K .

В модели предполагается, что все пользователи
равноправны, т. е. в любой момент времени при
распределении потоков никакому потребителю не
отдается предпочтения. Для оценки ущерба поль-
зователей решим следующую задачу оптимизации.

Задача C. Найти min
x(W)∈X (W)

max
k=1,K

̟k при условии

̟k =
fk − xk(W)

fk
, 0 ≤ ̟k ≤ 1, k = 1,K.

В задаче C ведется поиск распределения пото-
ков, при котором минимизируется максимальный
ущерб любого пользователя. Последнее означа-
ет, что максимальное отклонение величины любого
потока по стоковой дуге от начальной (в процент-
ном отношении) должно быть минимальным. Ре-
шение задачиC эквивалентно решению следующей
задачи минимизации [5] — поиска наименьшего га-
рантированного ущерба.

Задача C1. Найти min
x(W)∈X (W), ω

ω при условиях

ω ≥ fk − xk(W)
fk

, k = 1,K ;

0 ≤ ω ≤ 1 .



 (8)

Пусть в результате решения задачи C1 получено
оптимальное значение параметра ω

ω∗ = min
(x(W)∈X (W),ω)∈(8)

ω .

Если в процессе решения задачи C1 найден
наименьший гарантированный ущерб потребите-
лей ω∗ = 0, то, несмотря на разрушающее воздей-
ствие, исходный вектор потоков x0 принадлежит
множеству X . Если ω∗ = 1, то разрушен разрез
графа G, разделяющий хотя бы одну пару источ-
ник–сток.

Далее рассмотрим промежуточный вариант.
Пусть решение задачи C1:

ω∗ = ω∗
1 ; 0 < ω∗

1 < 1 , (9)

тогда начальный вектор x0 не принадлежит мно-
жеству X , а вектор значений предельных функ-
циональных характеристик x∗(W) будет лежать на
границе Парето множества X (W). Перейдем к по-
строению вектора x∗(W).

Формально выполнение (9) означает, что суще-
ствует непустое подмножество номеров стоковых
дуг K∗

1, K
∗
1 ⊆ K, для которых ущерб в точности ра-

вен ω∗
1 . И этот ущерб невозможно уменьшить, не

нарушив соотношения ωk ≤ ω∗
1 хотя бы для одного

номера k ∈ K:

K∗
1 =

{
k ∈ K | fk − x1k(W)

fk
= ω∗

1

∀ x1(W) : (x1(W), ω∗
1) ∈ Arg min

(x(W)∈X (W), ω)∈ (8)
ω

}
.

Множество K∗
1 для задачи C1 можно построить,

решив серию задач линейного программирова-
ния [6, 7].

Стоковые дуги, индексы которых входят в мно-
жество K∗

1, назовем дугами (или пользователями)
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с ущербом первого уровня. Если K∗
1 = K, то отно-

сительный ущерб одинаков для всех пользователей.
Если K∗

1 6= K, то найдутся стоковые дуги, поток по
которым можно повысить без увеличения ущерба
для потребителей с первым уровнем. Для поиска
таких стоковых дуг зафиксируем потери для пользо-
вателей с индексами из множества K∗

1 на уровне ω∗
1

и для K1 = K\K∗
1 решим следующую задачу.

Задача C2. Найти min
x(W)∈X (W), ω

ω при выполнении

ω ≥ fk − xk(W)
fk

, k ∈ K1 ;
0 ≤ ω ≤ 1 ;
fk − xk(W)

fk
= ω∗

1 , k ∈ K∗
1 .





(10)

Пусть ω∗
2 — значение минимума в этой задаче.

Аналогично множеству K∗
1 построим множество K∗

2

стоковых дуг-потребителей, для которых

K∗
2 =

{
k ∈ K1 |

fk − x2k(W)
fk

= ω∗
2 ∀ x2(W) :

(
x2(W), ω∗

2

)
∈ Arg min

(x(W)∈X (W), ω)∈(10)
ω

}
.

Назовем стоковые дуги, индексы которых вхо-
дят в множество K∗

2, дугами (или потребителями)
с ущербом второго уровня.

Если K∗
1

⋃K∗
2 = K, то решение задачи завер-

шено. В частности, если гарантированный ущерб
потребителей из K∗

2 не равен нулю, то ущерб лю-
бого потребителя соответствует либо первому, либо
второму уровню (в случае, когда ω∗

2 = 0, пользо-
ватели из K∗

2 не пострадали). Если K∗
1

⋃K∗
2 6= K,

то продолжим построения, определив пользовате-
лей с третьим и, если потребуется, с последующими
уровнями ущерба. На шаге p решается следующая
задача.

Задача Cp. Найти min
x(W)∈X (W), ω

ω при условиях

ω ≥ fk − xk(W)
fk

, k ∈ Kp−1,

Kp−1 = K\⋃p−1n=1K
∗
n, K0 = K;

0 ≤ ω ≤ 1;

fk − xk(W)
fk

= ω∗
n, k ∈ K∗

n, n = 1, p− 1.






(11)

В ходе ее решения формируется множество K∗
p

стоковых дуг, или список потребителей p-го уровня
ущерба:

K∗
p =

{
k ∈ Kp−1 |

fk − xpk(W)
fk

= ω∗
p ∀ xp(W) :

(
xp(W), ω∗

p

)
∈ Arg min

(x(W)∈X (W), ω)∈ (11)
ω

}
,

где ω∗
p — оптимальное значение для задачи Cp.

Поскольку число стоковых дуг в сети конечно,
то через конечное число P шагов, P ≤ |K|, будет
исчерпано все множество стоковых дуг, т. е. K∗

P со-

впадет с KP−1 = K\
P−1⋃
n=1

K∗
n и KP = ∅. В результате

будет построено множество X ∗(W) потоков, реа-
лизующих последовательный лексикографический
минимакс уровня ущерба потребителей и, следова-
тельно, удовлетворяющих условию равноправной
оптимальности:

X ∗
(W) = Arg min

{
max

k∈KP−1

fk − xP−1
k (W)
fk

}
;

xP−1(W) ∈ Arg min
{
max

k∈KP−2

fk − xP−2
k (W)
fk

}
;

. . .

x1(W) ∈ Arg min
x(W)∈X (W)

{
max
k∈K

fk − xk(W)
fk

}
.

Процесс построения оптимальных потоков
остановится на P -м шаге, как только окажется,
что множество всех стоковых дуг исчерпано. Тогда
ущерб последней группы потребителей будет равен
оптимальному значению параметра ω∗

P . В част-
ности, если гарантированный ущерб отдельных по-
требителей окажется равным нулю, то их требова-
ния на передачу исходного потока в разрушенной
сети удовлетворяются полностью. Отметим, что из
условия dk = x0k = fk, k = 1,K, следует, что по-
требитель не может получить продукта больше, чем
исходные значения потока.

Результатами решения задач C1–CP являются
вектор −→ω ∗ = 〈ω∗

1 , ω
∗
2 , . . . , ω

∗
P 〉, который определя-

ет гарантированный ущерб для всех пользователей
поврежденной сети, и эффективный вектор по-
токов x∗(W), лежащий на границе Парето мно-
жества X (W).

На рисунке схематично изображен процесс по-
иска оптимального вектора потоков x∗(W) дляK =
= 2. Здесь по осям отложены значения потоков по
двум стоковым дугам. Граница множества допус-
тимых векторов — потоков по стоковым дугам до
нанесения удара X — обозначена штрихпунктир-
ной линией, множество X заштриховано линиями
с убыванием вправо. Вектор (

−−→
OE) описывает требо-

вания на передачу потока в неповрежденной сети.
Граница множества X (W) — допустимых векторов
потоков по стоковым дугам после нанесения удара

ИНФОРМАТИКА И ЕЁ ПРИМЕНЕНИЯ том 11 выпуск 4 2017 51



Ю. Е. Малашенко, И. А. Назарова, Н. М. Новикова

Множества допустимых потоков до и после удара

обозначена штрихпунктирной линией с двумя точ-
ками, X (W) заштриховано линиями с убыванием

влево. Вектор (
−−→
OE) лежит вне множества X (W).

Одному из оптимальных решений задачи C1
на рисунке отвечает точка D, лежащая на грани-
це X (W) и имеющая координаты (x∗1(W), x2(W)):

x∗1(W) = f1 − u1(W) = f1 − f1ω
∗
1 = f1(1 − ω∗

1) ;

x2(W) = f2 − u′2(W) = f2 − f2ω
∗
1 = f2(1 − ω∗

1) .

Здесьu1(W)иu′2(W)— недопоставки соответствен-
но первому и второму пользователю. Однако рас-
положение D позволяет сделать предположение,
что на границе множества X (W) существуют точ-
ки, значения второй координаты которых больше,
чем x2(W). Таким образом, недопоставки второму
пользователю можно сократить, увеличив поток по
второй стоковой дуге без уменьшения потока по
первой. Увеличение потока для второго пользо-
вателя на рисунке изображено с помощью векто-
ра (

−−→
DC). Напомним, что в рассматриваемой моде-

ли при исследовании поврежденной сети изучается
соотношение между требованием каждого пользо-
вателя и реальным потоком, проходящим по соот-
ветствующей стоковой дуге. Следовательно, требо-
вания различных пользователей и объемы потоков
по стоковым дугам являются невзаимозаменяемы-
ми, а суммарный поток в стоковую вершину vN+1
во внимание не принимается.

Перепишем результат решения оптимизацион-
ной задачи в векторной форме:

(
−−→
OC) = (

−−→
OE) + (

−−→
EC).

Оптимальному распределению потоков на рисунке
отвечает точка C с координатами (x∗1(W), x∗2(W)):

x∗1(W) = f1 − u1(W) = f1 − f1ω
∗
1 =

= f1(1− ω∗
1) ; (12)

x∗2(W) = f2 − u2(W) = f2 − f2ω
∗
2 =

= f2(1− ω∗
2). (13)

Здесь u1(W) и u2(W)— минимальные недопостав-
ки первому и второму пользователям в условиях их
равноправности; ω∗

1 — оптимальное решение зада-
чи C1; ω∗

2 — оптимальное решение задачи C2. Из
соотношений (12) и (13) следует:

x∗1(W)
f1

= 1− ω∗
1 ;

x∗2(W)
f2

= 1− ω∗
2 . (14)

В работе [7] было введено понятие меры обеспе-
ченности требований k-го потребителя после раз-
рушающего воздействия как отношения величины
потока, протекающего по k-й стоковой дуге после
удара, к запрошенной:

ηk(W) =
xk(W)
fk

, 0 ≤ ηk(W) ≤ 1, k = 1,K . (15)

В правых частях равенств (14) и левой части
равенства (15) стоят взаимосвязанные величины.
Рассмотрим связь между относительным ущербом
пользователей −→ω ∗ и мерой их обеспеченности тре-
бований.
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6 Ущерб и обеспеченность
требований пользователей

Согласно [7] для определения величины наи-
худшей меры обеспеченности требований пользо-
вателей сети сразу после удара необходимо решить
следующую задачу оптимизации.

Задача B. Найти max
x(W)∈X (W)

min
k=1,K

ηk при условии

ηk =
xk(W)
fk

, 0 ≤ ηk ≤ 1, k = 1,K,

или эквивалентную ей [5] следующую задачу ли-
нейного программирования.

Задача B1. Найти max
x(W)∈X (W),θ

θ при условии

θ ≤ xk(W)
fk

, k = 1,K ;

0 ≤ θ ≤ 1.

Процесс построения оптимального решения
последовательности задач B1–BP и соответству-
ющие рассуждения полностью повторяют постро-
ения и рассуждения при решении задач C1–CP .

Результатом решения задач B1–BP является
вектор

−→
θ ∗ = 〈θ∗1 , θ∗2 , . . . , θ∗P 〉, который определя-

ет гарантированную обеспеченность требований
пользователей поврежденной сети и эффективный
вектор потоков x∗(W), лежащий на границе мно-
жества X (W).

Рассмотрим связь между оптимальным векто-
ром обеспеченности требований

−→
θ ∗ и вектором

ущерба пользователей −→ω ∗.
Перепишем первое условие задачи C1 в (7) сле-

дующим образом:

ω ≥ fk − xk(W)
fk

= 1− xk(W)
fk

, k = 1,K .

Далее в условиях (7) поменяем местами ω
и xk(W)/fk, а также заменим знак:

1− ω ≤ xk(W)
fk

, k = 1,K,

0 ≤ ω ≤ 1.




 (16)

Введем параметр δ = 1 − ω, для которого в силу
неравенства 0 ≤ ω ≤ 1 также верно 0 ≤ δ ≤ 1.
Поскольку

min
x(W)∈X (W)

ω = min
x(W)∈X (W)

(1− δ) =

= 1 + min
x(W)∈X (W)

(−δ) = 1− max
x(W)∈X (W)

δ,

то при условии выполнения (16) решения задач B1
и C1 связаны соотношением:

ω∗ = 1− θ∗.

Аналогичные рассуждения можно провести для пар
задач B2 и C2, . . . , Bp и Cp, . . . , BP и CP . Таким
образом, для соответствующих компонент векто-
ров

−→
θ ∗ и −→ω ∗ выполняется:

ω∗
p = 1− θ∗p, p = 1, P .

Последнее означает, что при условии эффективного
распределения потока в поврежденной сети ущерб
k-го пользователя численно равен единице минус
величина обеспеченности требований.

7 Заключение

В настоящее время в литературе большое вни-
мание уделяется изучению уязвимости территори-
ально распределенных систем. Указанные системы
чаще всего моделируются с помощью однопро-
дуктовых сетей, а анализ уязвимости сводится
к поиску узких мест таких сетей. Однако не ме-
нее важной представляется проблема комплексно-
го анализа ущерба пользователей, который они не-
сут вследствие частичного разрушения системы или
падения ее работоспособности.

Для решения данной проблемы в работе пред-
ложена универсальная процедура, позволяющая
рассматривать широкий спектр разрушающих воз-
действий, изучать изменение функциональных ха-
рактеристик системы и получать достоверные оцен-
ки ущерба пользователей.

Описанная процедура может быть использова-
на для анализа однопродуктовых сетей большого
размера с невзаимозаменяемыми требованиями на
поток, например транспортных сетей или Интер-
нета.
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за простой системы. Сформулированы необходимые и достаточные условия оптимальности конечного
порогового значения, разработан метод последовательного спуска к оптимальному порогу, предложен
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1 Введение

Для повышения эффективности работы совре-
менных вычислительных сетей используют алго-
ритмы управления потоками (ограничения нагруз-
ки), наиболее применяемыми из которых являются
различные модификации порогового управления
(пороговых стратегий) [1]. Исследованием и раз-
работкой пороговых стратегий управления потока-
ми занимались практически с начала зарождения
вычислительных сетей с целью защиты связных
и вычислительных ресурсов от перегрузок [2]. Од-
ним из основных методов исследования эффек-
тивности пороговых стратегий является математи-
ческое моделирование с использованием аппарата
теории очередей, предметом исследования которой
являются СМО различного типа.

Большинство работ, в которых рассмотрены
СМО с пороговой стратегией управления пото-
ками, посвящено расчету характеристик системы
(средней длины очереди, среднего времени пребы-
вания, вероятности отклонения заявки, загружен-
ности приборов и т. д.) при заданной пороговой
стратегии (краткий обзор некоторых из этих работ
проведен в [3]). В ряде работ, посвященных данной
тематике, ставится задача оптимизации пороговой
стратегии в смысле максимизации дохода системы,
представленного в виде стоимостного функционала

(см., например, [4–7]). Хотя практический интерес
к такой постановке задачи в смысле повышения
эффективности систем, как представляется, не ни-
же, чем к задачам расчета характеристик систем при
фиксированной пороговой стратегии, вопрос суще-
ствования эффективных методов и алгоритмов по-
иска оптимальных пороговых стратегий для СМО
остается открытым, за исключением простых СМО
(M/M/1, M/M/n [4]) и простых целевых функ-
ций (допустимая средняя задержка заявок в систе-
ме, допустимая интенсивность потери). Для более
сложных СМО (например,G/M/1,M/G/1) с более
сложными целевыми функциями результаты иссле-
дований ограничиваются математическими поста-
новками задач и эвристическими алгоритмами их
решения.

Из недавно опубликованных в отечественной
литературе работ, посвященных пороговой страте-
гии управления очередью с одной «точкой пере-
ключения», отметим [5], где для системы G/M/n
сформулирована математическая постановка мак-
симизации дохода системы на множестве порого-
вых стратегий с одним переключением (одной гис-
терезисной петлей), фиксированными платой за
своевременное обслуживание и штрафом за невы-
полнение этого условия для допущенной в систему
заявки. В работе предложен эвристический алго-
ритм поиска оптимальной стратегии и выдвинута

∗Работа выполнена при частичной финансовой поддержке РФФИ (проект 15-07-03406).
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гипотеза о том, что для систем G/G/n существу-
ет единственное решение указанной задачи в виде
простой пороговой стратегии.

Аналогичная задача рассмотрена в работе [6] для
системы M/D/1, где также приведена математиче-
ская постановка задачи и получена нижняя оценка
для оптимального порогового значения. Поста-
новка задачи, наиболее близкая к рассматриваемой
в настоящей статье, рассмотрена в работе [7], где ре-
шение задачи максимизации среднего дохода, по-
лучаемого системой M/G/1 в единицу времени,
ищется на множестве смешанных пороговых стра-
тегий при входной нагрузке меньше единицы. В ра-
боте доказано, что если решение задачи существует,
то оно принадлежит множеству чистых стратегий.
В работе [8] в рамках рассмотренной в работе [7]
задачи доказана теорема о необходимых и доста-
точных условиях оптимальности чистой пороговой
стратегии и приведен алгоритм, гарантирующий
поиск оптимальной стратегии за конечное число
шагов.

В данной статье рассматривается аналогичная
задача максимизации среднего дохода СМО типа
G/M/1 на множестве чистых пороговых стратегий
ограничения потока заявок в систему в случае, ко-
гда плата за обслуживание и решение о приеме
заявки принимаются в момент ее поступления.

Ниже проведены исследования, касающиеся во-
просов существования решения задачи максимиза-
ции дохода и метода поиска оптимальной стра-
тегии.

2 Постановка задачи
Рассматривается СМО типа G/M/1 с накопи-

телем бесконечной емкости и одним прибором об-
служивания, на которую поступает рекуррентный
поток заявок с функцией распределения вероятно-
стей H(t). Время обслуживания заявки распреде-
лено по экспоненциальному закону с параметром
µ > 0. Поступившая заявка допускается в нако-
питель системы (занимает любое свободное место
в накопителе), если в момент ее поступления число
занятых мест в накопителе меньше k, k > 0 — не-
которое заданное целое число (ниже тривиальный
случай k = 0 не рассматривается). Такую процедуру
доступа заявок в систему называют в литературе по-
роговой стратегией управления доступом с одной
«точкой переключения», в дальнейшем для крат-
кости назовем стратегией. Обозначим стратегию
соответствующим пороговым значением k. Если
заявка допущена в накопитель, она занимает любое
свободное место в накопителе и обслуживается на
приборе в порядке поступления. Заявка покида-
ет систему только при завершении обслуживания,

освободив одновременно прибор и накопитель, а на
освободившийся прибор поступает очередная заяв-
ка из накопителя (если таковая есть). Система по-
лучает доход, который формируется следующими
составляющими:

C0 ≥ 0 — плата, получаемая системой, если по-
ступившая заявка будет обслужена системой
(принята в накопитель);

C1 ≥ 0 — величина штрафа, который платит сис-
тема, если поступившая заявка отклонена;

C2 ≥ 0 — вычет из дохода системы за единицу
времени ожидания заявки в системе;

C3 ≥ 0 — вычет из дохода системы за единицу
времени простоя прибора (отсутствия заявок
в системе);

C4 ≥ 0 — затраты системы в единицу времени на
техническое обслуживание системы.

Всюду ниже под доходом системы будем по-
нимать суммарный доход с учетом всех указанных
выше составляющих.

Отметим, что процесс обслуживания заявок
в данной системе описывается цепью Mаркова, где
переходы цепи определяются моментами поступле-
ния заявок и состояние системы есть число заявок,
находящихся в ней в момент поступления (см., на-
пример, [9, 10]). Отметим также, что при заданной
стратегии k указанная цепь Маркова имеет один
положительный возвратный класс состояний i =
= 0, . . . , k.

Введем обозначения:

{πki , 0 ≤ i ≤ k} — стационарное распределение
вероятностей цепи при стратегииk (πki — стаци-
онарная вероятность того, что цепь находится
в состоянии i);

Qk — предельное среднее значение дохода систе-
мы в единицу времени;

gk — предельное среднее значение суммарного
дохода системы, усредненного по числу посту-
пивших заявок;

qki — средний доход, получаемый системой в со-
стоянии i при стратегии k, i ≥ 0;

v =
∫∞
0
t dH(t)— среднее время между соседними

моментами поступления заявок, 0 < v <∞.

Предельное среднее значение суммарного дохо-
да системы, усредненного по числу поступивших
заявок при стратегии k, равно пределу

gk = lim
T→∞

N×È(T )∑

n=1

dkn
N×È(T )

,

предельное среднее значение дохода системы в еди-
ницу времени при стратегии k равно пределу
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Qk = lim
T→∞

N×È(T )∑

n=1

dkn
T
= lim
T→∞

N×È(T )

T

N×È(T )∑

n=1

dkn
N×È(T )

=

= lim
T→∞

N×È(T )

T
lim
T→∞

N×È(T )∑

n=1

dkn
N×È(T )

=
gk

v
, (1)

где dkn — доход, полученный системой при страте-
гии k за n-ю поступившую заявку; N×È(T )— число
поступивших за отрезок времени [0, T ] заявок. Из
определения вложенной цепи Маркова следует

gk =
k∑

i=0

πki q
k
i .

Ставится задача максимизации функции Qk на
множестве стратегий k > 0, которая эквивалент-
на (см. (1)) задаче: найти оптимальную стратегию
k0 > 0 такую, что

max
k>0

gk = gk
0

. (2)

3 Метод решения
Выпишем выражения для стационарных веро-

ятностей πkj , j = 0, . . . , k. Для вероятностей пе-
реходов pkij вложенной цепи Маркова справедливы
формулы [9, 10]:

pkij = ri+1−j при 0 ≤ i ≤ k − 1 ,
1 ≤ j ≤ i+ 1 ;

pki0 = 1−
i∑

m=0

rm при i ≤ k − 1 ;

pkkj = p
k
k−1,j при j ≤ k ,





(3)

где

rm =

∞∫

0

(µt)m

m!
e−µt dH(t) при m ≥ 0 .

Для рассматриваемой цепи Маркова при стра-
тегии k стационарное распределение вероятностей
является единственным решением системы уравне-
ний [9, 10]:

πk0 =

k∑

i=0

πki p
k
i0 ;

πkj =

k∑

i=j−1
πki p

k
ij , i = 1, . . . , k − 1 ;

πkk = π
k
k−1p

k
k−1,k + π

k
kp
k
k−1,k ;

k∑

i=0

πki = 1 , π
k
i > 0 , i = 0, . . . , k .






(4)

Из последних k уравнений, положив πkj = R
k
j π

k
k ,

получим:

Rkk = 1 ; R
k
k−1 =

1− r0
r0

;

Rkj−1 =
Rkj (1− r1)−

∑k−1

i=j+1
Rki ri+1−j − rk−j

r0
,

1 ≤ j ≤ k − 1 ; (5)

πkk =

(
1 +

k−1∑

i=0

Rki

)−1

;

πkj =
Rkj

1 +
∑k−1

i=0
Rki

, j = 0, . . . , k − 1 .





(6)

Справедливы следующие леммы (доказатель-
ства см. в приложении).

Лемма 1. Среднее значение дохода, получаемого сис-
темой при стратегии k в состоянии i, равно

qki =
C2
µ

[
1

2

i+1∑

m=1

(m− 1)mrm − i

i+1∑

m=1

mrm −

− 1
2
i(i+ 1)

∞∑

m=i+2

rm

]
−

− C3
µ

∞∑

m=i+2

(m− i− 1)rm +

+ C0 − C4v , 0 ≤ i ≤ k − 1 ;
qkk = q

k
k−1 − C0 − C1 .






(7)

Лемма 2. Справедливы равенства:

qki+1 = q
k
i +

C3
µ

∞∑

m=i+1

rm −

− C2
µ

i+1∑

m=1

mrm − C2(i+ 1)

µ

∞∑

m=i+2

rm ,

0 ≤ i ≤ k − 2 ; (8)

πk+1i+1 =
(
1− πk+10

)
πki , i = 0, . . . , k . (9)

Введем обозначения F (k), W (k) и G(k), k > 0:

W (k) = v − 1
µ

[
k−1∑

i=0

πki

∞∑

m=i+2

(m− i− 1)rm +

+ πkk

∞∑

m=k+1

(m− k)rm

]
;

F (k) =
1− πk+10

πk+10

W (k);






(10)

G(k) = C0+
C3
µ
(C3 + C4) v−C2F (k) , k > 0 . (11)
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Лемма 3. Справедливо соотношение

gk − gk+1 = πk+10

[
gk −G(k)

]
, k > 0 . (12)

Лемма 4. Функция G(k) не возрастает по k > 0.

Справедлива следующая теорема (доказатель-
ство см. в приложении).

Теорема 1. Справедливы утверждения: (1) если
infk>0G(k) < supk>0 g

k, то при любых значениях
параметровCi ≥ 0, i = 0, 1, 3, 4,C2 > 0 cуществует
стратегия 0 < k0 < ∞, иначе, если g1 < G(1), то
k0 =∞; (2) если g1 ≥ G(1), тоk0 = 1; (3) еслиC2 = 0
и g1 < G(1), то k0 = ∞; (4) условие gk

0−1 < gk
0

,
gk
0+1 ≤ gk

0

является необходимым и достаточным
для оптимальности стратегии 1 < k0 <∞.

Из теоремы 1 следует следующий алгоритм по-
иска стратегии k0.

1. Вычислить a = g1 и b = G(1).

2. Если C2 = 0 и b > a, то положить k0 = ∞
и перейти к п. 14.

3. Положить k = 1.

4. Выбрать значение приращения –k (–k ≥ 1 —
целое число).

5. Еслиa ≥ b, то положитьk0 = 1и перейти к п. 14.

6. Положить k = k +–k.

7. Вычислить a = gk, b = G(k).

8. Если b > a, то перейти к п. 6, иначе положить
k1 = k −–k, k2 = k.

9. Вычислитьk = [(k1+k2)/2], где [·]— целая часть
числа в квадратных скобках.

10. Вычислить a = gk, b = G(k).

11. Если b > a, то положитьk1 = k, иначе положить
k2 = k.

12. Если k2 − k1 > 1, то перейти к п. 9.

13. Если k1 = k, то положить k0 = k2, иначе поло-
жить k0 = k1.

14. Конец алгоритма.

Трудоемкость алгоритма равна ∼ ([k0/(–k)] +
+ log2–k) вычислений функций gk и G(k).

Ниже на численном примере проиллюстриро-
ван принцип работы предложенного алгоритма
и изображено в виде графиков поведение функ-
ций gk иG(k) при изменении порогового значения.

4 Пример
В качестве примера рассмотрим СМО Hn/M/1

с функцией распределения входного потока
Hn(t) =

∑n
i=1 fi(1−e−λit), fi ≥ 0, λi ≥ 0, 0 ≤ i ≤ n,∑n

i=1 fi = 1.
Функция F (k) (см. (10)) в данном случае имеет

вид:

F (k) =


v −




n∑

j=1

fj
1

λj

k−1∑

i=0

πi

(
µ

λj + µ

)i+2
+

+ πkk

n∑

j=1

fj
1

λj

(
µ

λj + µ

)k+1




/


n∑

j=1

fj ×

×
k−1∑

i=0

πi

(
µ

λj + µ

)i+2
+

+ πkk

n∑

j=1

fj
1

λj

(
µ

λj + µ

)k+1

− 1

µ
.

На рисунке приведены зависимости функций gk

иG(k) от порогового значения и показано отноше-
ние эквивалентности условий gk+1 > gk и gk <
< G(k). Оптимальный порог на рисунке обозначен
через k.

5 Заключение
Выше в постановке задачи (2) предполагалось,

что плата за обслуживание поступает в систему в мо-
мент приема заявки и не зависит от времени занятия
прибора. Предложенный выше метод решения за-
дачи (2) можно применить и в случае, когда плату за
обслуживание система получает в момент оконча-
ния обслуживания заявки и величина платы прямо
пропорциональна длительности обслуживания на
приборе. Заметим, что все составляющие дохо-
да системы, кроме дохода, получаемого системой
в виде платы за обслуживание заявок, в данном
случае и в случае (7) совпадают. В данном случае
средняя величина дохода dki , получаемого системой
при стратегии k в состоянии i как плату за обслу-
живание заявок, вычисляется по формуле

dki =
C0
µ




∞∫

0

(
i∑

m=1

m(µv)m

m!
e−µv +

+ (i+ 1)

∞∑

m=i+1

(µv)m

m!
e−µv

)
dH(v)

]
=

=
C0
µ

i∑

m=1

mrm +
C0
µ
(i+ 1)

∞∑

m=i+1

rm

при i < k, dkk = d
k
k−1.
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Зависимости предельного дохода gk (залитые значки) и функции G(k) (пустые значки) от порогового значения k при
C0 = 20, C1 = 10, C2 = 1, C3 = C4 = 0,01, µ = 1, n = 2, f1 = 0,3, f2 = 0,7: 1 — λ1 = 1, λ2 = 0,7; 2 — λ1 = 2, λ2 = 1

Далее, повторив те же выкладки, что и выше, по-
лучим выражение вида (12) с новой функциейG(k).
Алгоритм поиска оптимальной стратегии остается
без изменения.

Основными результатами данной работы явля-
ются доказательство необходимых и достаточ-
ных условий оптимальности порогового значения
и алгоритм гарантированного поиска оптимальной
стратегии.

Полученные в данной работе результаты могут
быть использованы для поиска оптимальных по-
роговых стратегий управления потоками в систе-
мах, моделируемых с помощью СМО типа G/M/1
(G/M/1/r).

Приложение
Д о к а з а т е л ь с т в о леммы 1. Фиксируем состояние
0 ≤ i ≤ k−1, и пусть время нахождения системы в состо-
янии i равно v. Найдем выражения для суммарного сред-
него времени ожидания всех заявок в очереди и среднего
времени простоя прибора в состоянии i, т. е. в интервале
времени (0, v].

Рассмотрим случайные величины вида Wl =
∑l

j=1 τj ,
l ≥ 1, где τj — независимые экспоненциально распреде-
ленные случайные величины с параметром µ > 0. Пусть
Bm — событие вида (Wm ≤ v, Wm+1 > v), B0 — событие
(W1 > v). Обратим внимание, что Bm, m ≥ 0, — несо-
вместные события и в совокупности составляют полную
группу событий.

Известно (см., например, [10]), что совместное рас-
пределение величин Wl, l ≤ m, при условии выполнения
события Bm совпадает с распределением порядковых
статистик из выборки m, взятой из равномерного рас-
пределения на (0, v], и маргинальным условным распре-
делением случайной величины Wl/v является бета-рас-
пределение с плотностью

f(x/Bm) =

=





m!

(l − 1)!(m − l)!
xl−1(1− x)m−l , 0 < x < 1 ;

0 в противном случае.

Тогда условное среднее значение M [Wl/Bm] случайной
величины Wl при условии Bm равно (l/(m+ 1))v.

Заметим, что общее время ожидания l-й в очереди
заявки при l ≥ 1 является случайной величиной вида Wl,
а выполнение события Bm равносильно завершению об-
служивания за время v ровно m заявок.

Обозначим через W ÏÂÓÌ/m — среднее суммарное вре-
мя ожидания заявок, завершивших обслуживание или
приступивших к обслуживанию в состоянии i, при усло-
вии Bm; W ÎÅÏÂÓÌ/m — среднее суммарное время ожида-
ния заявок в очереди, не приступивших к обслуживанию
в состоянии i, при условии Bm; W ÐÒ/m — среднее время
простоя прибора в состоянии i при условии Bm. Тогда
при m ≤ i ≤ k − 1 получим:

W ÏÂÓÌ/m =
m∑

l=1

M [Wl/Bm] =
m∑

l=1

l

m+ 1
v =

mv

2
; (13)

W ÎÅÏÂÓÌ/m = [(i+ 1) − (m+ 1)]v = (i − m)v . (14)

Выполнение события Bm при m > i означает завер-
шение обслуживания всех заявок в очереди и последу-
ющее простаивание прибора до момента выхода системы
из состояния i, поэтому при m > i, 1 ≤ i ≤ k − 1 верно
равенство:

W ÏÂÓÌ/m =
i∑

l=1

M [Wl/Bm] =
i∑

l=1

l

m+ 1
v =

i(i+ 1)v

2(m+ 1)
.

При m > i, i ≤ k − 1 и условии Bm для времени простоя
верно соотношение:

ИНФОРМАТИКА И ЕЁ ПРИМЕНЕНИЯ том 11 выпуск 4 2017 59



Я. М. Агаларов, В. С. Шоргин

W ÐÒ/m = v − M [Wi+1/Bm] = v −
i+ 1

m+ 1
v =

=
(m − i)v

m+ 1
. (15)

Для состояний i = k и i = k − 1 значения параметров
W ÏÂÓÌ/m, W ÎÅÏÂÓÌ/m и W ÐÒ/m совпадают.

Обозначим через qk
i (v) величину суммарного дохода

системы в состоянии i при условии, что время пребы-
вания в состоянии i равно v. Так как вероятность со-
бытия Bm равна ((µv)m/m!)e−µv, из формулы полной
вероятности и из (13)–(15) получим для qk

i (v) при i ≤ k−
− 1 выражение вида:

qk
i (v) = C0 − C4v −

−
i∑

m=0

(µv)m

m!
e−µv (C2W ÏÂÓÌ/m + C2W ÎÅÏÂÓÌ/m

)
−

−
∞∑

m=i+1

(µv)m

m!
e−µv (C2W ÏÂÓÌ/m + C3W ÐÒ/m

)
=

= C0 − C4v − C2

i∑

m=0

(µv)m

m!
e−µv

[
mv

2
+ (i − m)v

]
−

− C2

∞∑

m=i+1

(µv)m

m!
e−µv i(i+ 1)v

2(m+ 1)
−

− C3

∞∑

m=i+1

(µv)m

m!
e−µv (m − i)v

m+ 1
=

= C0 − C4v +
C2
2

i∑

m=0

µmvm+1

(m − 1)!
e−µv −

−C2i
i∑

m=0

µmvm+1

m!
e−µv−C2

i(i+ 1)

2

∞∑

m=i+1

µmvm+1

(m+ 1)!
e−µv−

− C3

∞∑

m=i+1

µmvm+1

(m+ 1)!
e−µv(m − i) .

Следовательно,

qk
i =

∞∫

0

qk
i (v) dH(v) = C0 − C4v +

+
C2
2µ

i∑

m=0

m(m+ 1)

∞∫

0

µm+1vm+1

(m+ 1)!
e−µv dH(v)−

−
C2i

µ

i∑

m=0

(m+ 1)

∞∫

0

µm+1vm+1

(m+ 1)!
e−µv dH(v)−

−
C2i(i+ 1)

2µ

∞∑

m=i+1

∞∫

0

µm+1vm+1

(m+ 1)!
e−µv dH(v)−

−
C3
µ

∞∑

m=i+1

m

∞∫

0

µm+1vm+1

(m+ 1)!
e−µv dH(v) +

+
C3i

µ

∞∑

m=i+1

∞∫

0

µm+1vm+1

(m+ 1)!
e−µv dH(v) .

Отсюда и из выражения для rm в (3) следует (7) для 0 ≤
≤ i ≤ k − 1. Так как в состоянии i = k от поступившей
заявки система не получает плату C0, сама система пла-
тит штраф C1, а значения штрафа за простой, штрафа
за задержку и затрат на техническое обслуживание такие
же, как в состоянии i = k − 1, то в (7) равенство для qk

k

также верно.

Д о к а з а т е л ь с т в о леммы 2. Для 0 ≤ i ≤ k− 2, проведя
преобразования, из (7) получим (8):

qk
i+1 − qk

i =
C2
2µ

i+1∑

m=1

m(m − 1)rm +

+
C2
2µ
(i+ 1)(i+ 2)ri+2 −

C2(i+ 1)

µ

i+1∑

m=1

mrm −

−
C2
µ
(i+ 1)(i+ 2)ri+2 −

C2(i+ 1)(i+ 2)

2µ

∞∑

m=i+3

rm −

−
C3
µ

∞∑

m=i+3

(m − i − 2)rm −
C2
2µ

i+1∑

m=1

m(m − 1)rm +

+
C2i

µ

i+1∑

m=1

mrm+
C2(i+ 1)i

2µ

∞∑

m=i+3

rm+
C2
2µ
(i+1)iri+2+

+
C3
µ

∞∑

m=i+3

(m − i − 1)rm +
C3
µ

ri+2 =

= −
C2
µ
(i+1)ri+2−

C2
µ

i+1∑

m=1

mrm −
C2(i+ 1)

µ

∞∑

m=i+3

rm+

+
C3
µ

∞∑

m=i+3

rm +
C3
µ

ri+2 =
C3
µ

∞∑

m=i+2

rm −

−
C2
µ

i+1∑

m=1

mrm −
C2(i+ 1)

µ

∞∑

m=i+2

rm .

Докажем (9). Подставив вместо πk
i , πk+1

i+1 соответству-
ющие выражения из (6), имеем:

πk
j − πk+1

j+1 =
Rk

j

1 +
∑k−1

i=0
Rk

i

−
Rk+1

j+1

1 +
∑k

i=0
Rk+1

i

. (16)

Из (5) следует Rk
j = Rk+1

j+1 , 0 ≤ j ≤ k. Тогда (16)
приводится к виду:

πk
j − πk+1

j+1 =
Rk

j Rk+1
0(

1 +
∑k−1

i=0
Rk

i

)(
1 +

∑k

i=0
Rk+1

i

) =

= πk
j πk+1
0 .

Д о к а з а т е л ь с т в о леммы 3. Из формулы (1) следует

gk − gk+1 =
k∑

i=0

πk
i qk

i −
k+1∑

i=0

πk+1
i qk+1

i =

=

k∑

i=0

πk
i qk

i −

k+1∑

i=1

πk+1
i qk+1

i − πk+1
0 qk+1

0 .

Введем для краткости изложения обозначение:

–k
i = qk

i − qk
i−1 , 1 ≤ i ≤ k .
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Из (7) и (8) имеем:

–k
i =

C3
µ

∞∑

m=i+1

rm −
C2
µ

i∑

m=1

mrm −
C2i

µ

∞∑

m=i+1

rm ,

1 ≤ i ≤ k − 1 ;

–k
k = −C1 − C0 .

Если обратить внимание на правую часть формулы (7),
то заметим, что qk+1

i = qk
i для 0 ≤ i ≤ k − 1. Поэтому

–k
i = –

k+1
i при 1 ≤ i ≤ k − 1. Кроме того, из (7) и (8)

следует:

qk+1
k+1 = qk+1

k − C1 − C0 = qk+1
k−1 +–

k+1
k − C1 − C0 =

= qk
k−1 +–

k+1
k − C1 − C0 = qk

k +–
k+1
k .

Подставив вместо qk+1
i сумму qk

i−1 + –
k+1
i при 1 ≤

≤ i ≤ k, а при i = k + 1 сумму qk
k +–

k+1
k , получим:

gk − gk+1 =
k∑

i=0

πk
i qk

i −

−

k+1∑

i=1

πk+1
i qk

i−1−

k∑

i=1

πk+1
i –k+1

i −πk+1
k+1–

k+1
k −πk+1

0 qk+1
0 .

Заменив во второй и третьей суммах последнего равен-
ства πk+1

i на (1− πk+1
0 )πk

i−1 (см. формулу (9)), получим:

gk − gk+1 =

k∑

i=0

πk
i qk

i −
(
1− πk+1

0

) k∑

i=0

πk
i qk

i −

−
(
1− πk+1

0

)(k−1∑

i=0

πk
i–

k+1
i+1 + πk

k–
k+1
k

)
− πk+1

0 qk+1
0 =

= πk+1
0

[
gk − qk+1

0 −

−
1− πk+1

0

πk+1
0

(
k−1∑

i=0

πk
i–

k+1
i+1 + πk

k–
k+1
k

)]
. (17)

Из первого равенства в (4) следует

πk+1
0 =

k∑

i=0

πk+1
i

∞∑

m=i+2

rm + πk+1
k+1

∞∑

m=k+1

rm .

Отсюда и из (9) имеем:

πk+1
0 =

1− πk+1
0

r0

[
k−1∑

i=0

πk
i

∞∑

m=i+2

rm + πk
k

∞∑

m=k+1

rm

]
. (18)

Преобразуем–k+1
i+1 к виду:

–k+1
i+1 =

C3
µ

∞∑

m=i+2

rm −

−
C2
µ

i+1∑

m=1

mrm −
C2(i+ 1)

µ

∞∑

m=i+2

rm =

=
C3
µ

∞∑

m=i+2

rm − C2v +
C2
µ

∞∑

m=i+2

(m − i − 1)rm .

Заменив в (17) обозначение–k+1
i+1 обратно на соответ-

ствующее выражение и использовав (18), получим:

gk − gk+1 = πk+1
0

{
gk − qk+1

0 −

−
1− πk+1

0

πk+1
0

k−1∑

i=0

πk
i

[
C3
µ

∞∑

m=i+2

rm − C2v +

+
C2
µ

∞∑

m=i+2

(m − i − 1)rm

]
−
1− πk+1

0

πk+1
0

πk
k

[
C3
µ

∞∑

m=k+1

rm −

− C2v +
C2
µ

∞∑

m=k+1

(m − k)rm

]}
=

= πk+1
0

{
gk − qk+1

0 −
C3
µ

r0 +

+ C2
1− πk+1

0

πk+1
0

[
k−1∑

i=0

πk
i

[
v −
1

µ

∞∑

m=i+2

(m − i − 1)rm

]
+

+ πk
k

[
v −
1

µ

∞∑

m=k+1

(m − k)rm

]]}
.

Заменив соответствующие выражения в правой части
последнего равенства на их обозначения F (k) и G(k),
получим (12).

Д о к а з а т е л ь с т в о леммы 4. Найдем среднее число ша-
гов вложенной цепи Маркова в стационарном режиме,
составляющих период занятости (интервал между мо-
ментами окончания предыдущего и текущего периодов
простоя). Рассмотрим процесс перехода цепи из состоя-
ния в состояние только за период занятости. Обозначим
через qk

j (n) вероятность того, что при стратегии k в мо-
мент окончания n-го шага (n ≥ 1) периода занятости
цепь окажется в состоянии j, j ≥ 1, Qk

l (n)— вероятность
того, что при стратегии k в момент окончания n-го шага
(n ≥ 1) периода занятости состояние цепи (число заявок
в системе) окажется не меньше l, l ≥ 1. Очевидно,

qk
j (n+ 1) =






0 при j > n+ 1 или j > k ;
k∑

i=max{1,j−1}

qk
i (n)p

k
ij при n ≥ 1 , 1 ≤ j ≤ k ,

j ≤ n+ 1 ;

qk
1 (1) = r0 .

После подстановки (3) имеем:

qk
j (n+ 1) =

k−1∑

i=max{1,j−1}

qk
i (n)ri−j+1 + qk

k(n)rk−j ,

1 ≤ j ≤ k . (19)

Просуммировав равенства (19) для j ≥ l, n ≥ 1, по-
лучим:

Qk
l (n+ 1) =

∞∑

j=l

qk
j (n+ 1) =

=
k∑

j=l




k−1∑

i=max{1,j−1}

qk
i (n)rj−j+1 + qk

k(n)rk−j



 =

=

k−l∑

i=0

riQ
k
l+i−1(n) , 2 ≤ l ≤ k ; (20)
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Qk
1(n+ 1) =

k−1∑

i=1

riQ
k
i (n) + r0Q

k
1(n) ,

Qk
1(1) = qk

1 (1) = r0 .





(21)

Отметим, что qk
j (n) = 0 при j > k, qk

j (n) = qk+1
j (n)

при 1 ≤ n ≤ k, 1 ≤ j ≤ k. Отсюда следует:

Qk
l (n) = 0 при l > k ;

Qk
l (n) = Qk+1

l (n) при 1 ≤ n ≤ k, 1 ≤ l ≤ k ;

Qk+1
k+1(n) > Qk

k+1(n) = 0 при n > k .

Из (20) и (21) получим:

Qk+1
l (k + 1) =

k+1−l∑

i=0

riQ
k+1
l+i−1(k) =

=

k−l∑

i=0

riQ
k+1
l+i−1(k) + rk+1−lQ

k+1
k (k) =

=
k−l∑

i=0

riQ
k
l+i−1(k) + rk+1−lQ

k+1
k (k) = Qk

l (k + 1) +

+ rk+1−lQ
k+1
k (k) > Qk

l (k + 1) , 2 ≤ l ≤ k + 1 ;

Qk+1
1 (k + 1) =

k∑

i=1

riQ
k+1
i (k) + r0Q

k+1
1 (k) =

=

k−1∑

i=1

riQ
k+1
i (k) + r0Q

k+1
1 (k) + rkQk+1

k (k) =

=

k−1∑

i=1

riQ
k
i (k) + r0Q

k
1(k) + rkQk+1

k (k) =

= Qk
1(k + 1) + rkQk+1

k (k) > Qk
1(k + 1) .

Аналогично получим, что если для некоторого n > k
справедливы неравенства Qk+1

l (n) > Qk
l (n), 1 ≤ l ≤ k +

+ 1, то справедливы эти неравенства и для n+ 1. Отсюда
по индукции следует справедливость этих неравенств для
любого n ≥ k. Итак, имеем:

Qk+1
l (n) = Qk

l (n) при 1 ≤ n ≤ k ;

Qk+1
l (n) = Qk

l (n) при n > k, 1 ≤ l ≤ k + 1 .

}
(22)

Из (22) следует неравенство:

∞∑

n=1

Qk+1
1 (n) >

∞∑

n=1

Qk
1(n) .

Так как Qk
1(n) — вероятность того, что длительность

периода занятости не меньше (n + 1) шагов, 1 +
+
∑∞

n=1Qk
1(n) — среднее значение числа шагов на про-

тяжении периода занятости при стратегии k, то согласно
последнему неравенству среднее значение длительности
периода занятости при стратегии k + 1 больше, чем при
стратегии k. А это значит, что если N — число после-
довательных шагов вложенной цепи Маркова, Mk(N)—
число тех из них, в которые при стратегии k наблюдался
простой, то

πk
0 = lim

N→∞

Mk(N)

N
≥ lim

N→∞

Mk+1(N)

N
= πk+1

0 .

Здесь равенства следуют из закона больших чисел, так
как периоды простоя (как и периоды занятости) — неза-
висимые одинаково распределенные случайные величи-
ны, и из основной предельной теоремы для марковских
цепей [9]. Следовательно, отношение (1 − πk+1

0 )/πk+1
0

в выражении для F (k) в (10) возрастает с увеличением k.
Обозначим выражение в квадратных скобках в фор-

муле (10) для функции W (k) через fk и методом индукции
докажем, что fk убывает по k ≥ 1. Имеем:

fk+1 =

=

k∑

i=0

πk+1
i

∞∑

m=i+2

(m−i−1)rm+πk+1
k+1

∞∑

m=k+2

(m−k−1)rm =

=
(
1− πk+1

0

) k−1∑

i=0

πk
i

∞∑

m=i+2

(m − i − 2)rm +

+πk+1
0

∞∑

m=2

(m−1)rm+
(
1− πk+1

0

)
πk

k

∞∑

m=k+2

(m−k−1)rm =

=
(
1− πk+1

0

) k−1∑

i=0

πk
i

∞∑

m=i+2

(m − i − 1)rm −

−
(
1− πk+1

0

) k−1∑

i=0

πk
i

∞∑

m=i+2

rm + πk+1
0

∞∑

m=2

(m − 1)rm +

+
(
1− πk+1

0

)
πk

k

∞∑

m=k+1

(m − k)rm −

−
(
1− πk+1

0

)
πk

k

∞∑

m=k+1

rm =

=
(
1− πk+1

0

)
fk −

(
1− πk+1

0

) k−1∑

i=0

πk
i

∞∑

m=i+2

rm +

+ πk+1
0

∞∑

m=2

(m − 1)rm −
(
1− πk+1

0

)
πk

k

∞∑

m=k+1

rm .

Как следует из (18),

k−1∑

i=0

πk
i

∞∑

m=i+2

rm + πk
k

∞∑

m=k+1

rm =
r0π

k+1
0

1− πk+1
0

.

Использовав последнее равенство в правой части пред-
последнего равенства, получим:

fk+1 =
(
1− πk+1

0

)
fk −

−
(
1− πk+1

0

) r0π
k+1
0

1− πk+1
0

+ πk+1
0

∞∑

m=2

(m − 1)rm =

=
(
1− πk+1

0

)
fk − r0π

k+1
0 + πk+1

0

∞∑

m=2

(m − 1)rm =

=
(
1− πk+1

0

)
fk + πk+1

0 a , (23)

где

a =
∞∑

m=2

(m − 1)rm − r0 = µv − 1 .

Отсюда имеем:
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fk − fk+1 = πk+1
0 fk + r0π

k+1
0 − πk+1

0

∞∑

m=2

(m − 1)rm =

= πk+1
0 (fk − a) . (24)

Из выражения для fk находим:

f1 =
∞∑

m=2

(m − 1)rm = µv − (1− r0) = a+ r0 > a .

Следовательно, выполняется неравенство f1 > f2
(см. (24)). Пусть fk > a, т. е. (см. (24)) fk > fk+1.
Докажем, что тогда fk+1 > fk+2. Из (24), (23) и предпо-
ложения fk > a следует

fk+1 =
(
1− πk+1

0

)
fk + πk+1

0 a >

>
(
1− πk+1

0

)
a+ πk+1

0 a = a ,

т. е. fk+1 > fk+2.
Следовательно, по индукции следует fk > fk+1 для

любых k ≥ 1, т. е. W (k) возрастает по k ≥ 1. Та-
ким образом, в выражении (10) для F (k) сомножители
(1−πk+1

0 )/πk+1
0 и W (k) возрастают по k и, следовательно,

F (k) возрастает, а функция G(k) убывает по k (см. (11)).

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 1. Рассмотрим поведение
функции gk при последовательном увеличении значения
k > 0. Как следует из (12), неравенства gk < gk+1 и gk <
< G(k) эквивалентны. Отсюда следует, что если при
значении k > 0 выполняется неравенство gk < G(k), то
при значении k + 1 выполняется неравенство gk+1 > gk,
и наоборот: если при значении k > 0 выполняется нера-
венство gk > G(k), то при значении k + 1 выполняется
неравенство gk+1 ≤ gk, а при gk = G(k) выполняется
равенство gk+1 = gk.

Рассмотрим сначала случай C2 > 0. Пусть k1 —
произвольное число, 1 ≤ k1 < ∞. Рассмотрим два аль-
тернативных случая: (1) gk1 ≥ G(k1); (2) gk1 < G(k1).

Пусть gk1 ≥ G(k1). Тогда если gk1 > G(k1), то со-
гласно (12) (так как 0 < πk+1

0 < 1) выполняется gk1+1 >
> G(k1), а так как G(k) не возрастает по k > 0 (согласно
лемме 4), выполняетсяgk1+1 > G(k1+1). Следовательно,
gk > G(k), k ≥ k1, и согласно рассуждениям в начале до-
казательства последовательность {gk, k = k1, k1 + 1, . . .}
является убывающей, т. е. gk < gk1, k > k1, откуда следу-
ет, что существует k0 ≤ k1. Если gk1 = G(k1), то из (12)
и леммы 4 следует либо gk = G(k) = gk1, k > k1, либо
существует k1 < k2 < ∞ такое, что gk = G(k) = gk1 ,
k1 < k ≤ k2, gk2 > G(k2). Тогда в первом случае k0 ≤ k1,
во втором случае, как уже было показано, существует
k0 ≤ k2 и, так как gk = gk1, k1 ≤ k ≤ k2, то k0 ≤ k1, т. е.
при gk1 ≥ G(k1) утверждение 1 в формулировке теоремы
справедливо. При этом если k1 = 1, то k0 = 1, т. е. выпол-
няется утверждение 2 в формулировке теоремы. Заметим
также, что при 1 < k0 < ∞ выполняется утверждение 4
теоремы.

Пусть gk1 < G(k1). Тогда согласно (12) из gk1 <
< G(k1) следует gk1+1 > gk1 и gk1+1 < G(k1) (так как
0 < πk+1

0 < 1). Так как G(k) не возрастает по k > 0, то
либо gk1+1 < G(k1 + 1), либо gk1+1 ≥ G(k1 + 1). Сле-
довательно, если infk>0G(k) < supk>0 gk, то существует

k1 < k2 < ∞ такое, что gk2 ≥ G(k2), gk < G(k), k1 ≤ k ≤
≤ k2 − 1. В этом случае, как показано выше, существует
k0 ≤ k2, а именно: k0 = k2 (это следует из того, что
k0 ≤ k2 и gk < G(k), k1 ≤ k ≤ k2 − 1), т. е. утверждение 1
теоремы 1 справедливо.

Заметим также, что при k0 > 1 выполняется и утвер-
ждение 4 теоремы 1. Если infk>0G(k) ≥ supk>0 gk, то
gk < G(k), k ≥ k1, и в этом случае k0 =∞.

Рассмотрим теперь случай C2 = 0. Из (11) следует
G(k) = const, k > 0. Рассуждая, как в случае C2 > 0, лег-
ко доказать, что последовательность {gk, k ≥ 1} удовле-
творяет неравенствам g1 ≥ g2 ≥ · · · ≥ gn ≥ · · · ≥ const

при условии g1 ≥ const и неравенствам g1 < g2 < · · ·

· · · < gn < · · · < const при условии g1 < const. Как
видим, k0 = 1 при g1 ≥ const и k0 = ∞ при g1 < const.
Следовательно, утверждение 3 теоремы 1 верно.
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МОДЕЛЬ МНОЖЕСТВА ИНФОРМАЦИОННЫХ ПРОСТРАНСТВ
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Аннотация: В задаче поиска инсайдеров разработан подход к объединению компрометирующих данных,
наблюдаемых в разных информационных пространствах. Накопление информации в каждом про-
странстве рассматривается как вероятностный процесс. Рассматриваемый подход основан на запретах
и полузапретах вероятностных мер в разных информационных пространствах. С последовательностя-
ми событий, наблюдаемых в этих информационных пространствах, связываются булевы переменные.
Появление полузапретов соответствует значению «1» соответствующих булевых переменных. Последова-
тельности булевых переменных в разных информационных пространствах легко связываются с помощью
логических выражений. Эти выражения описывают опасные тенденции, наблюдаемые в различных
информационных пространствах.
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1 Введение

Разработка методов выявления инсайдеров в ор-
ганизации является актуальной задачей. Решению
этой задачи посвящен ряд исследований [1–3]. Эти
исследования основаны на использовании различ-
ных статистических методов выявления аномалий
в деятельности сотрудников организации. Очевид-
но, что хорошая идентификация инсайдера основа-
на на объединенной картине незначительных ано-
малий. При этом всегда используется информация,
касающаяся разных аспектов деятельности потен-
циальных инсайдеров. Анализ различных типов
информации и формирование выводов из нее —
сложная задача.

В работе предлагается подход к решению этой
задачи, основанный на запретах вероятностных
мер [4–6]. Основная идея работы состоит в сле-
дующем. Рассматривается конечное множество
информационных пространств, в которых ищутся
признаки, связанные с целями деятельности инсай-
дера. Накопление информации в каждом простран-
стве рассматривается как вероятностный процесс.
Появление искомых признаков интерпретируется
как запрет вероятностной меры деятельности неин-
сайдера. Возникновение запретов в разных инфор-

мационных пространствах можно связать дизъюнк-
тивной формой в единое целое. Тогда значение «1»
этой суммарной дизъюнктивной формы определяет
инсайдера.

2 Общая математическая модель
множества информационных
пространств

Целью построения модели является внесение
в алгоритм поиска инсайдера самой различной ин-
формации, в которой могут появиться признаки де-
ятельности инсайдера. Необходимо отметить, что
привлекаемая информация может содержать пси-
хологический поведенческий фон анализируемого
лица, который усиливает малозначимые аномаль-
ные действия потенциального инсайдера.

ПустьU — контролируемый потенциальный ин-
сайдер, T = {t1, t2, . . . , tN} — цели инсайдерских
атак. В ходе анализа информации об U могут рас-
сматриваться подмножества T . Аномалии в общем
фоне поведения и в характере U описываются всем
множеством T . В анализе U используется m ин-
формационных пространств. Элементы каждого
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информационного пространства описываются сво-
им языком, и пустьE1, E2, . . . , Em — алфавиты этих
языков, а E∗

1 , E
∗
2 , . . . , E

∗
m — множества слов конеч-

ной длины в этих алфавитах. Языки описания
информации L1, L2, . . . , Lm в информационных
пространствах удовлетворяют условию Li ⊆ E∗

i ,
i = 1, . . . ,m.

Введем понятие процесса наблюдения в инфор-
мационном пространстве. Пусть время является
дискретным и описывается множеством натураль-
ных чисел. Наблюдение за U в i-м информацион-
ном пространстве к моменту времени n представ-
ляет собой конечное множество слов в языке Li.
В силу естественных технических ограничений
в каждом языке Li выделяется конечное множе-
ство слов Xi,n, которое представляет интерес при
наблюдении за U к моменту времени n. Обозна-
чим через ›(Xi,n) = {σ : σ ⊆ Xi,n} множество всех
подмножеств Xi,n, а через ›j(Xi,j) ⊆ ›(Xi,n), n ≥
≥ j, накопленные данные к моменту времени j.
Очевидно, что ›1(Xi,1) ⊆ ›2(Xi,2) ⊆ · · · . Пусть
Vn(Xi,n) = ›n(Xi,n)\›n−1(Xi,n−1)— дополнитель-
ная информация, полученная обU в момент време-
ни n.

Последовательность {Vn(Xi,n)}n≥1 можно рас-
сматривать как случайный процесс. Для коррект-
ного определения случайного процесса необходи-
мо определить σ-алгебру на последовательностях
{Vn(Xi,n)}n≥1. Пусть σ-алгебра Ai определяется
как минимальная σ-алгебра, порожденная цилин-
дрическими множествами. Эта алгебра также явля-
ется борелевской σ-алгеброй в тихоновском произ-
ведении дискретных топологических пространств
в пространстве всех бесконечных последовательно-
стей V∞

i , которые могут быть траекториями рас-
сматриваемого случайного процесса [7, 8].

Конечное множество измеримых пространств
(V∞
i ,Ai), i = 1, . . . ,m, порождает измеримое про-

странство (V∞,A), в котором V∞ =
∏m
i=1 V

∞
i ,

а σ-алгебра A порождена σ-алгебрами Ai, i =
= 1, . . . ,m, на пространстве V∞.

Пусть поведение неинсайдера в пространстве
(V∞,A) описывается вероятностной мерой P . Как
и в работах [4, 9], для меры P можно определить
запреты этой вероятностной меры. Каждый запрет
можно рассматривать как идентификацию инсай-
дера с полным описанием предыстории.

3 Модель полузапретов

Получившаяся модель является общей, но слож-
ной для практического применения. Возможны
различные способы ее упрощения. Рассмотрим
один из таких способов.

Рассмотрим в отдельности каждое измеримое
пространство (V∞

i ,Ai), i = 1, . . . ,m. Пусть P (i) —
проекция меры P на пространство (V∞

i ,Ai).
Распределение вероятностей P (i) характеризует
поведение неинсайдера в соответствующем ин-
формационном пространстве. Для каждого ин-
формационного пространства введем упрощенную
модель. Пусть Q(i) — некоторое распределение
на пространстве (V∞

i ,Ai) и пусть P (i) получается
из Q(i) введением некоторого числа запретов [10].
Эти запреты можно интерпретировать либо как
признаки некоторого подозрительного поведения,
либо как прямые указания на некоторые цели атак
инсайдера из множестваT . Это означает, что можно
рассматривать траектории наблюдаемого процесса
в информационном пространстве, несмотря на то
что появляются запреты меры P (i). Будем называть
эти запреты меры P (i) в мере Q(i) полузапретами.

Определим множество бинарных перемен-
ных xi,j, j = 1;∞, следующим образом. Пусть
∀ n xi,n = 1, когда в момент времени n появляется
полузапрет меры P (i). В противном случае xi,n = 0.
Тогда появление полузапретов к моменту времениn
характеризуется дизъюнкцией ∨n{j=i}xi,j . Отсюда
возникает возможность конструктивного определе-
ния запрета в совокупности пространств на основе
полузапретов в отдельных пространствах. Напри-
мер, запрет можно определить как дизъюнкцию
конъюнкций следующего вида:

∨{1≤i<l≤m}
((

∨n{j=1}xi,j
)
∧
(
∨n{j=1}xl,j

))
.

Эта формула означает, что запрет (идентифика-
ция инсайдера) возникает при появлении не менее
двух полузапретов в рассматриваемом множестве
информационных пространств.

Ясно, что можно варьировать способ принятия
решения об идентификации инсайдера, а также рас-
сматривать уточняющие цепочки таких решений.

4 Связь целей атак инсайдера
с запретами

Определение запретов основано на двух под-
ходах. В первом подходе каждая цель из множе-
ства T допускает возможность построения дерева
атак (см., например, [11]). Построение деревьев
атак давно используется в анализе уязвимостей.
Путь к корню в дереве атак определяет последо-
вательность шагов в каждой атаке. Кроме того,
этот путь определяет цепочку событий, возможно
в нескольких информационных пространствах. Эти
события в отдельных информационных простран-
ствах характеризуются двумя способами:
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(1) прямыми или косвенными признаками про-
хождения пути в дереве атак, которые могут
отслеживаться функциями мониторинга без-
опасности;

(2) сопутствующими фоновыми событиями, уси-
ливающими или смягчающими возможности
реализаций событий безопасности.

С каждой вершиной или с каждым ребром де-
рева атак можно связать одно или несколько ин-
формационных пространств, в которых содержатся
описания признаков атак и/или фона. Эти описа-
ния суть полузапреты. Таким образом определяется
привязка целей атак к наблюдаемым данным в раз-
ных информационных пространствах.

Второй подход связан с выявлением аномалий
в наблюдаемых случайных процессах в разных ин-
формационных пространствах [12]. Эти аномалии
анализируются средствами интеллектуального ана-
лиза данных на предмет выявления эмпирических
закономерностей и эмпирических причинно-след-
ственных связей [13, 14]. Этот подход позволяет
построить профили поведения U , из них вывести
новые пути атак и новые цели атак инсайдера.

5 Примеры

Приведем примеры информационных про-
странств и полузапретов в них.
Пример 1. Пусть имеется описание детермини-
рованной последовательности функций, выполня-
емых U . Полузапретами могут считаться откло-
нения от детерминированной последовательности
функций в сторону доступа к ценной информации,
не связанной с функциями U . Цель инсайдера —
кража ценной информации. Этот случай рассмат-
ривался в работе [6].

Пример 2. Рассмотрим связи U с другими поль-
зователями в социальных сетях. Полузапрет опре-
деляется наличием связанных с U пользователей,
имевших или имеющих отношение к криминалу.
Эти полузапреты имеют значение фона. Однако
они же могут указывать на цели кражи ценной ин-
формации.

Пример 3. Рассмотрим взаимодействие U с дру-
жественными корреспондентами в социальных се-
тях. Из этих данных можно получить информацию
о финансовых трудностях, испытываемых U . Эта
информация может считаться полузапретом в не-
гативном фоне, побуждающим U к совершению
противоправных действий.

Пример 4. Полузапретом с негативным фоном мож-
но считать внезапный интерес к дорогим матери-

альным объектам (дорогие автомобили, дачи, квар-
тиры и т. п.). Этот полузапрет определяется по-
явлением аномалий в профиле U . Если U связан
с доступом к ценной информации, то целью его
атаки можно считать кражу ценной информации,
которую с указанным полузапретом можно считать
запретом.

6 Заключение

В задаче поиска инсайдеров разработан под-
ход к объединению компрометирующих данных,
наблюдаемых в разных информационных про-
странствах. Этот подход основан на запретах
и полузапретах вероятностных мер в различных
информационных пространствах. С последователь-
ностями событий, наблюдаемыми в этих информа-
ционных пространствах, связываются булевы пе-
ременные. Появление полузапретов соответствует
значению «1» соответствующих булевых перемен-
ных.

Последовательности булевых переменных в раз-
ных информационных пространствах легко связы-
ваются с помощью логических выражений. Эти
выражения описывают опасные тенденции, на-
блюдаемые в различных информационных про-
странствах. Выбор логических выражений (функ-
ций) может быть построен на использовании всей
предыстории наблюдений за потенциальным ин-
сайдером в соответствующих информационных
пространствах или при анализе его подозритель-
ной деятельности в заданный промежуток времени.
При этом использование различных булевых функ-
ций позволяет проводить различные виды анализа
на одних и тех же статистических данных.

С учетом различных целей атак инсайдера
в дальнейшем можно перейти к рассмотрению
k-значных функций.

Глубокие связи в каждом информационном про-
странстве можно исследовать с помощью методов
интеллектуального анализа данных.
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АНАЛИЗ ВРЕМЕНИ ПЕРЕКЛЮЧЕНИЯ СЕАНСА СВЯЗИ

В ГЕТЕРОГЕННЫХ БЕСПРОВОДНЫХ СЕТЯХ

ПРИ ВЕРТИКАЛЬНОМ ХЭНДОВЕРЕ∗

А. Ю. Гребешков1, Ю. В. Гайдамака2, О. Г. Вихрова3, Э. Р. Зарипова4

Аннотация: Для мобильных абонентов гетерогенной беспроводной сети в некоторых точках могут
быть одновременно доступны соединения в перекрывающих друг друга областях покрытия радиосетей
различных стандартов. Пользователь с современным многорежимным абонентским устройством может
переключаться между различными сетями радиодоступа для получения требуемых услуг связи с помощью
процедуры вертикального хэндовера (vertical handover, VHO). Для обеспечения качества и непрерывности
связи существенное значение имеет время переключения сеанса связи из текущей в целевую сеть.
Разработана процедура вертикального хэндовера из беспроводной локальной сети (Wireless Local Area
Network, WLAN) в мобильную сеть (3GPP Long Term Evolution, LTE). Проведен анализ среднего значения
и квантиля времени переключения с помощью метода оценки времени пребывания заявок в многофазной
системе массового обслуживания (СМО) с фоновым трафиком. Проведен численный эксперимент для
близких к реальным исходных данных процесса переключения сеанса связи.

Ключевые слова: гетерогенная беспроводная сеть; сотовая сеть; LTE; мобильность; вертикальный
хэндовер; надежность соединения; доступность соединения; показатель эффективности; процедура
установления соединения
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1 Введение
Тенденция развития современных сотовых се-

тей, приводящая к увеличению емкости сетей за
счет их пространственного уплотнения и совер-
шенствования методов управления распределени-
ем радиоресурса, соответствует концепции HetNet
(Heterogeneous Network) — гетерогенных сетей. Ре-
ализация этой концепции стала возможной в бес-
проводных сетях стандарта LTE/LTE-A [1]. Ис-
следования таких сетей с точки зрения различных
показателей качества активно ведутся в России [2–
4]. После выбора целевой сети переключение сеан-
са связи многорежимного абонентского устройства
(user equipment, UE) осуществляется с использо-
ванием процедуры, которая называется вертикаль-
ным хэндовером (VHO).

Использование VHO позволяет повысить каче-
ство обслуживания, например при использовании
тактильного Интернета [5], для поддержки прило-
жений, работающих в реальном времени [6]. По-
этому актуально проведение исследований и анализ
времени переключения с целью предотвращения

потери информации, что особенно важно в при-
ложениях реального времени. Критерии принятия
решения о VHO рассмотрены в [7]. В [8] при анали-
зе исполнения VHO не рассматриваются процедуры
авторизации в целевой сети, которые необходимы
при VHO. В [9] на основе теоремы Бёрке рассматри-
вается модель аутентификации и связанные с этим
временн‚ые задержки без учета времени на полу-
чение информации о параметрах целевой сети для
VHO. В [10, 11] не учтено время подключения к це-
левой сети и время выделения радиоканала.

Отличием данной работы от [7–11] является де-
тальная процедура обмена сигнальными сообще-
ниями при вертикальном хэндовере [12], которая
содержит все стадии, начиная от момента получе-
ния информации о доступных сетях и заканчивая
началом IP (Internet Protocol) сессии абонентского
устройства в целевой сети.

На основе описанной в разд. 2 процедуры обме-
на сигнальными сообщениями при вертикальном
хэндовере в разд. 3 разработан метод оценки време-
ни переключения при вертикальном хэндовере [13,

∗Публикация подготовлена при финансовой поддержке Минобрнауки России (проект 2.882.2017/4.6).
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3Российский университет дружбы народов, vikhrova og@rudn.university
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14]. С его помощью в разд. 4 проведена оценка сред-
него времени VHO с учетом загрузки узлов текущей
и целевых сетей.

2 Процедура обмена
сигнальными сообщениями
при вертикальном хэндовере
из недоверенной сети в сеть LTE

Для разработки процедуры принимаются исход-
ные положения, которые не нарушают ее целост-
ность и не ограничивают применение. Вертикаль-
ный хэндовер осуществляется сервером ANDSF
(Access Network Discovery and Selection Function).
Для обмена данными между UE и узлом ANDSF
используется специфицированная партнерством
3GPP (3rd Generation Partnership Project) эталонная
точка стыка S14 уровня приложений. Поддерж-

ка мобильности IP при VHO в рассматриваемом
примере обеспечивается применением мобильной
версии протокола с двойным стеком IPv6 [15, 16].
Для обеспечения безопасности используется прото-
кол IPsec, идентификация пользователя с помощью
шифрования открытым ключом IKE (Internet Key
Exchange) [17].

Пусть многорежимное устройство UE работает
в текущей WLAN-сети, авторизация и аутентифи-
кация в которой не соответствуют спецификациям
3GPP. С точки зрения оператора сети LTE текущая
сеть считается недоверенной (nontrusted) IP-сетью
доступа, поэтому UE инициирует VHO в целевую
сеть LTE. Функциональными устройствами, вовле-
ченными в процедуру, являются: UE, ANDSF, шлюз
пакетных данных ePDG (evolved Packet Data Gate-
way), расширенная сеть радиодоступа E-UTRAN
(evolved UMTS (Universal Mobile Telecommunica-
tion System) Terrestrial Radio Access Networks), узел
управления мобильностью MME (Mobility Manage-

Рис. 1 Обмен сообщениями UE с ANDSF и авторизация UE в сети LTE
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ment Entity), обслуживающий шлюз S-GW (Serv-
ing Gateway), пакетный шлюз P-GW (Packet Data
Network Gateway), узел выставления счетов абонен-
там hPCRF (home network Policy and Charging Rules
Function) и комбинированный сервер HSS/AAA
(Home Subscriber Server / Authentication, Authoriza-
tion, and Accounting).

Подробное описание сигнальных сообщений,
включаемых в процедуру вертикального хэндове-
ра, приведено в [14]. Обмен сигнальными сооб-
щениями для данного этапа VHO представлен на
рис. 1.

В завершающем этап авторизации сообщении
(23) UE получает от ePDG данные об успешной
авторизации в сети LTE. После этого программ-
ное обеспечение UE реконфигурируется для рабо-

ты в сети LTE по туннелю IPsec через эталонную
точку стыка 3GPP S2c.

Вторым этапом исполнения VHO является пере-
ключение UE в целевую сеть LTE из текущей недо-
веренной сети WLAN. Схема обмена сигнальными
сообщениями на этом этапе показана на рис. 2.

В начале этапа 2 UE синхронизировано с рас-
ширенной сетью радиодоступа E-UTRAN, имеет
информацию о физическом канале и временный
идентификатор радиосоты. Сообщения (24)–(40)
отвечают за реконфигурацию физических кана-
лов. После сообщения (37), в котором узел S-GW
подтверждает создание требуемого канала для под-
держки IP-сессии через расширенную систему па-
кетной передачи данных EPS (Evolved Packet Sys-
tem) вместо обмена через WLAN, UE начинает

Рис. 2 Обмен сообщениями при установлении соединения UE с целевой сетью для VHO WLAN-LTE
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принимать и передавать пакеты данных через сеть
LTE.

3 Метод оценки времени
переключения с учетом
фонового трафика

В настоящей работе предлагается использовать
приближенный метод оценки времени переключе-
ния с учетом наличия в сети фонового трафика [18].
Для перехода к аналитической модели пронумеруем
введенные в предыдущих разделах функциональ-
ные устройства: UE (I), ANDSF (II), ePDG (III),
E-UTRAN (IV), MME (V), S-GW (VI), P-GW (VII),
hPCRF (VIII) и HSS/AAA (IX). Используемая ме-
тодика подразумевает разбиение потока обслужи-
ваемых в каждом узле сигнальных сообщений на
основной и фоновый потоки. Под сообщения-
ми основного потока будем понимать включенные
в процедуру вертикального хэндовера сигнальные
сообщения, под фоновым потоком — сообщения
других задач. Поток сигнальных сообщений на
рис. 3 образует цепь, состоящую из K = 39 состо-
яний.

Обозначим через λ0 и bk интенсивность вхо-
дящего потока и среднюю длительность обслу-
живания заявок основного потока на k-й фазе
в многофазной СМО. Аналогично λk и dk — ин-
тенсивность потока и средняя длительность обслу-
живания заявок фонового потока на k-й фазе.

Для расчета времени пребывания заявки в мно-
гофазной СМО необходимо вычислить коэффици-
ент вариации длительности обслуживания на k-й
фазе по формуле:

C2k =
(λ0 + λk)

(
λ0b

(2)
k + λkd

(2)
k

)

(λ0bk + λkdk)
2 −1, k = 1, . . . ,K.

Здесь использованы обозначения вторых моментов
времени обслуживания заявок основного b(2)k и фо-

нового потока d(2)k .

Время ожидания начала обслуживания, полу-
ченное из известной формулы Поллачека–Хинчи-
на, рассчитывается по формуле:

ωk =
ρ2k(1 + C

2
k)

2(λ0 + λk)(1 − ρk)
, k = 1, . . . ,K .

Здесь ρk = λ0bk + λkdk — суммарная нагрузка
на узел, соответствующий k-й фазе, ρk < 1, k =
= 1, . . . ,K.

Время пребывания – заявки в многофазной
СМО равно сумме времен пребывания заявок
основного потока на каждой фазе:

– =

K∑

k=1

(ωk + bk) .

Время пребывания – заявки в многофазной
СМО с учетом фонового трафика соответствует вре-
мени переключения при вертикальном хэндовере.

Заметим, что данный метод позволяет найти
квантиль уровня ψ времени пребывания заявки
в многофазной СМО с фоновым трафиком по фор-
муле:

Qψ = qψ +

K∑

k=1

(
ln(γkωk)

γk
+ bk

)
,

где qψ является единственным положительным кор-
нем уравнения

1− ψ =
K−1∑

k=0

e−γkqψ
(γkqψ)

k

k!
.

Параметры γk затухания функций распределе-
ния времени ожидания начала обслуживания на
k-й фазе, в свою очередь, являются единственными
положительными корнями уравнения

αk(γk)βk(−γk) = 1 ,
где αk(s) = (λ0 + λk)/(λ0 + λk + s) — преобра-
зование Лапласа–Стилтьеса (ПЛС) функции рас-
пределения (ФР) интервалов времени между по-
ступлениями заявок в узле на k-й фазе, а βk(s) =
= (λ0/(λ0+λk))e

−sbk +(λk/(λ0+λk))e−sdk — ПЛС
ФР длительности обслуживания заявок.

Рис. 3 Модель многофазной СМО с фоновым трафиком: 1 — основной поток заявок; 2 — фоновый поток заявок
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4 Численный эксперимент

Интенсивность запросов на совершение вер-
тикального хэндовера зависит от местности, ти-
па устройств UE, возможностей оператора связи,
плотности мобильных пользователей и других па-
раметров. В таблице приведены средние значения
времен обслуживания сообщений в узлах (основной
трафик). Некоторые сообщения обслуживаются
дольше остальных в связи с их функциональными
особенностями и б‚ольшим объемом, при примене-
нии метода следует использовать данные статисти-
ческих наблюдений.

На рис. 4 представлены результаты анализа вре-
мени переключения при вертикальном хэндовере
для трех вариантов соотношения интенсивностей
основного и фонового трафиков: 1 — λk = λ0;
2 — λk = 10λ0; 3 — λk = 100λ0. Среднее время
обслуживания фонового трафика dk = 2 мс.

Анализ времени переключения показал, что до-
полнительный трафик со средним временем об-

служивания несущественно влияет на время пе-
реключения, когда интенсивность этого трафика
имеет тот же порядок, что и интенсивность основ-
ного трафика (кривые 1 и 2), и проявляется, когда
отношения интенсивностей основного и фонового
трафиков различаются на два порядка (кривые 3 на
рис. 4).

На рис. 5 показана зависимость среднего значе-
ния и 95%-ного квантиля времени переключения
при вертикальном хэндовере для трех значений
средней длительности обслуживания сообщения
фонового трафика dk = 10, 20 и 50 мс, интенсив-
ности входящего основного и фонового трафика
равны, λk = λ0.

При одинаковой интенсивности фонового
и основного трафика и увеличении среднего вре-
мени обслуживания фонового трафика до 50 мс на-
блюдается резкое увеличение времени переключе-
ния при вертикальном хэндовере (кривые 3 на
рис. 5). Однако при среднем времени обслужи-

Средние времена обслуживания

Функциональные
узлы

Среднее время обслуживания µ−1
i , мс

Источники данных
для численного эксперимента

I — UE
77,5 для (24);
28,5 для (26);

2 для остальных
[19]

II — ANDSF 70 Считается, как HSS/AAA
III — ePDG 2 Считается, как P-GW
IV — eNB 4 [20]

V — MME
15 для (27);

1 для остальных
[20, 21]

VI — S-GW 2 [19]
VII — P-GW 2 [19]
VIII — hPCRF 70 Считается, как HSS/AAA
IX — HSS/AAA 70 [22]

Рис. 4 Среднее время переключения (а) и 95%-ный квантиль времени переключения (б): 1 — λk = λ0; 2 — λk = 10λ0;
3 — λk = 100λ0
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Анализ времени переключения сеанса связи в гетерогенных беспроводных сетях при вертикальном хэндовере

Рис. 5 Среднее время переключения (а) и 95%-ный квантиль времени переключения: 1 — dk = 10 мс; 2 — 20; 3 —
dk = 50 мс

вания фонового трафика до 20 мс фоновый трафик
практически не влияет на время переключения при
вертикальном хэндовере (кривые 1 и 2 на рис. 5).

Рекомендуемый метод оценки позволяет учесть
влияние фонового трафика и на отдельные узлы се-
ти, участвующие в процедуре. Тем не менее по ре-
зультатам проведения статистических наблюдений
на реальных сетях связи указанная рекомендация
может уточняться.

5 Заключение

Применение процедуры вертикального хэндо-
вера в гетерогенных беспроводных сетях в соче-
тании с использованием многорежимных абонент-
ских устройств открывает широкие возможности по
дифференцированному доступу абонентов к ресур-
сам сетей.

В статье разработана процедура обмена сигналь-
ными сообщениями для VHO из беспроводной ло-
кальной сети в сеть LTE, предложен аналитический
метод оценки времени переключения. При этом
пользователями могут быть как устройства пользо-
вателей, так и «умные» устройства, автоматически
взаимодействующие по принципу M2M (Machine-
to-Machine).

В дальнейших исследованиях планируется при-
менить представленный метод для оценки времени
переключения при обратной процедуре из сетей
подвижной беспроводной связи LTE в сеть WLAN.
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Abstract: In a heterogeneous wireless network, connectivity is simultaneously available using different radio
networks with overlapping coverage areas. A mobile user equipment with a multiple mode card that can work
under various frequency bands and modulation schemes can switch from one technology to another in order to
maintain communication. This procedure known as a vertical handover (VHO) provides the benefit of utilizing the
higher bandwidth and lower cost of wide local area networks as well as better mobility support and larger coverage
of cellular networks. The authors investigate details of the VHO procedure from WLAN (Wireless Local Area
Network) to the 3GPP Long Term Evolution (LTE). The VHO procedure includes 40 signaling messages, which
are responsible for authorization and resource allocation in the target LTE network. The authors analyze the VHO
sojourn time and its 95 percent quantile using a multiphase queuing system with background traffic.
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АНАЛИЗ ВРЕМЕННЫХ ХАРАКТЕРИСТИК ПРОЦЕССА ПЕРЕДАЧИ

ДАННЫХ ПОДВИЖНЫМ ПОЛЬЗОВАТЕЛЯМ В СОТЕ СЕТИ LTE∗

В. А. Наумов1, Е. В. Мокров2, К. Е. Самуйлов3

Аннотация: Целью исследования является анализ среднего времени передачи данных в сети мультиве-
щания с учетом перемещения пользователей в пределах соты сети LTE (long-term evolution), разбитой на
несколько зон с различным уровнем качества обслуживания. Проводится анализ данной характеристики
в зависимости от объема передаваемых данных и от числа пользователей в соте. Рассмотрены три раз-
личные модели движения пользователей в пределах соты. Для вычисления среднего времени передачи
данных используется аппарат марковских процессов.

Ключевые слова: мультивещание; гетерогенная беспроводная сеть; показатели качества обслуживания;
управляющий марковский процесс; модели движения; среднее время передачи; двойственный процесс;
сеть массового обслуживания
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1 Введение

В данной работе рассматривается модель каче-
ства передачи данных подвижным пользователям
в сети мобильной связи. Основное внимание при
этом уделяется динамике движения пользователей
внутри соты мобильной связи. Сота разделена
на несколько зон, отличающихся качеством об-
служивания (channel quality indicator, CQI), меж-
ду которыми перемещаются пользователи, при
этом рассмотрены три различные модели движе-
ния пользователей между областями CQI. Получе-
но среднее время передачи данных пользователям
соты в зависимости от объема передаваемых данных
и от числа пользователей в пределах соты.

Данная задача решена с помощью жидкостного
процесса накопления, случайного процесса, раз-
личные варианты которого широко используются
для моделирования производственных процессов
и процессов передачи информации [1]. Одна-
ко большинство имеющихся результатов относятся
к случаю, когда управляющий скоростью накоп-
ления процесс является марковским. В данном
же случае, как будет показано далее, процесс, при
наличии в системе более одного пользователя, та-
ковым не является. Случай системы с одним поль-
зователем изучен довольно хорошо [2, 3], но даже
этот простой случай описывается довольно слож-
ным процессом. Однако в данной ситуации пред-
ставляет интерес случай с несколькими пользова-

телями, когда система описывается несколькими
процессами рождения и гибели.

2 Описание модели

Рассмотрим отдельную соту мобильной связи,
разбитую наM областей CQI с различным уровнем
качества обслуживания, по которой перемещают-
ся N пользователей, причем в момент времени t
в m-м CQI находится Jm(t) абонентов. Пользова-
тели независимо перемещаются по соте согласно
одной и той же модели движения, не покидая пре-
делов соты. В соте ведется передача данных неко-
торого объема по мультивещанию всем абонентам,
находящимся в соте. Примером такой передачи
может служить обновление программного обеспе-
чения. Объем данных, переданный в системе за
время t, описывается формулой:

F (t) =

t∫

0

C(u) du .

где C(u)— скорость передачи в момент t.
В m-м CQI максимальная возможная скорость

приема данных пользователем ограничена значени-
ем rm,m = 1, . . . ,M , причем чем дальше находится
CQI от центра соты, тем меньше максимальная воз-
можная скорость приема данных для находящихся
в нем пользователей. В связи с тем что переда-
ча происходит по технологии мультивещания, ско-
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рость передачи C(t) = minm {rm : Jm(t) > 0} явля-
ется кусочно-постоянной и в каждый момент
времени определяется как минимальная из мак-
симальных возможных скоростей приема пользо-
вателями данных.

Так как процесс C(t) при наличии в системе
N > 1 пользователей не является марковским,
в качестве управляющего процесса вместо C(t)
будем использовать марковский процесс X(t) =
= (X1(t), X2(t), . . . , XM (t)), зная состояние кото-
рого, можно определить состояние процесса C(t).
Компоненты Xm(t) этого процесса указывают на
число абонентов в каждом CQI в момент времени t.
Такой управляющий процессX(t) имеет простран-
ство состояний

X =
{
(n1, . . . , nM )|ni = 0, . . . , N, i = 1, . . . ,M ,

M∑

i=1

ni = N

}
,

при этом число состояний процесса равно |X | =
= CNM+N−1.

Процесс X(t) можно рассматривать как про-
цесс, описывающий некоторую замкнутую сеть
массового обслуживания с N заявками и M узлами
неограниченной емкости. В этой сети длительности
обслуживания заявок в узле i имеют экспоненци-
альное распределение с параметром τ−1i , а матрица
вероятностей переходов заявок по узлам имеет сле-
дующий вид:

Pij =






αi , j = i+ 1 ;

βi , j = i− 1 ;
0 в остальных случаях.

Отсюда можно получить вид матрицы интенсив-
ностей переходов процесса X(t), которая в случае
системы с N пользователями имеет вид:

A = (aij) =






imαm
τm

, j = i+ em ;

imβm
τm

, j = i− em ;

−
M∑

m=1

im
τm

, j = i ;

0 в остальных случаях,

m = 1, . . . ,M, i, j ∈ X .

Процесс (X(t), F (t)) является марковским про-
цессом и обладает следующим свойством:

P {X(t+ h)= j, F (t+ h) < y|X(h) = i, F (h) = x}=
= P {X(t) = j, F (t) < y|X(0) = i, F (0) = x} .

Это означает, что (X(t), F (t)) является процессом,
однородным по второй компоненте, а F (t) — про-
цессом с независимыми приращениями, заданным
на цепи МарковаX(t) [4, 5].

Обозначим через T (x) момент первого до-
стижения процессом F (t) уровня x, T (x) =
= inf {t|F (t) ≥ x}, Y(x) = X(T (x)), и заметим,
что неравенство F (t) ≤ x равносильно неравенству
T (x) ≥ t. Таким образом, процесс (Y(x), T (x)), так
же как и (X(t), F (t)), является процессом с незави-
симыми приращениями, заданным на цепи Марко-
ва [4, 5]. Далее будем называть процесс (Y(x), T (x))
двойственным процессу (X(t), F (t)) [6].

Обозначим черезBматрицу интенсивностей пе-
реходов процесса Y(x). Если Y(x) = n в некото-
ром интервале a ≤ x ≤ b, то X(t) = n и про-
цесс F (t) возрастает со скоростью r(n) в интервале
времени T (a) ≤ t ≤ T (b). Следовательно, T (b) =
= T (a) + (b − a)/r(n) и, значит, T (x) возрастает
на интервале a ≤ x ≤ b со скоростью 1/r(n). По-
этому среднее время пребывания процесса X(t)
в состоянии n в r(n) раз меньше среднего вре-
мени пребывания процессаY(x) в этом состоянии.
Соответственно, интенсивность выхода an = −ann
процесса X(t) из состояния n связана с интен-
сивностью выхода bn = −bnn процесса Y(x) из
состояния n равенством an = bnrn. При этом про-
цессы X(t) и Y(x) имеют одинаковые вероятно-
сти переходов aij/ai = bij/bi в момент выхода из
состояния i. Таким образом, матрицы интенсив-
ностей переходов этих процессов связаны простым
равенством B = R−1A, а матрица переходных ве-
роятностей процессаY(x) дается формулойQ(x) =
= eR

−1Ax.
Матрица преобразований Лапласа условных

функций распределения времени передачи данных
�(x, s) = (φij(x, s)),

φij =M (I (Y(x) = j) exp (sT (x)) |Y(0) = i,
T (0) = 0) , i, j ∈ J ,

может быть записана как

�(x, s) = e(B−sR)t .

Для матриц условных центральных момен-
тов W (k)(t) времени T (x) передачи информации
объема x

w
(k)
ij (x) =

=M
(
I (Y(x) = j)T k(x)|X(0) = i , T (0) = 0

)
,

согласно [6], справедлива следующая рекуррентная
формула:
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W0(x) = Q(x) ;

W(k)(x) = k

t∫

0

Wk−1(s)R−1Q(x− s) ds , k > 0 .

Используя операцию свертки «*», матрицу
W(k)(t) можно в замкнутом виде записать как

W(k)(t) =

= k!
(
P(t)R−1)∗

(
P(t)R−1)∗· · ·∗

(
P(t)R−1)∗P(t),

где матрица (P(t)R−1) встречается k раз.
Так как процессы X(t) и Y(x) имеют одно и то

же начальное распределение p, формула для на-
хождения k-го центрального момента w(k)(x) мо-
мента T (x) достижения уровня x имеет следующий
вид:

w(k)(x) = k!p
(
Q(x)R−1)∗k 1 ,

где 1 есть вектор из единиц.
Таким образом, алгоритм нахождения среднего

времени передачи данных размером x можно запи-
сать в следующем виде.

Шаг 1. Задать начальные данные:

– число уровней качества обслуживания
(CQI) M ;

– число пользователей в соте N ;

– вероятности переходов каждого пользовате-
ля между CQI αi, βi, i = 1, . . . ,M ;

– среднее время нахождения пользователя
в каждом CQI τi, i = 1, . . . ,M ;

– скорость передачи данных в каждом CQI ri,
i = 1, . . . ,M .

Получить матрицу интенсивностей переходов
пользователя между CQI.

Шаг 2. Найти вектор стационарных вероятностей
p = (p1, . . . , pM ) из уравнения

{
Ap = 0 ,
p1 = 1 .

Шаг 3. Найти матрицу интенсивностей переходов
двойственного процесса B = R−1A, где R =
= diag (ri), i = 1, . . . ,M .

Шаг 4. Найти матрицу вероятностей переходов
двойственного процессаQ(x) = eBx.

Шаг 5. Найти математическое ожидание времени
передачи данныхw(x) = p

(
Q(x)R−1)1.

3 Численный анализ

В данном разделе рассмотрен численный при-
мер расчета среднего времени передачи данных
в системе в зависимости от их объема и от числа
пользователей в системе для трех моделей дви-
жения: случайного блуждания, движения Леви
и броуновского движения. Модель случайных
блужданий дает грубую оценку процесса движения.
Модель броуновского движения наиболее подходит
для описания случайного хаотического перемеще-
ния пользователей в пределах соты. Движение Леви
является обобщением модели броуновского движе-
ния, дающим более реалистичные результаты.

В табл. 1 представлены средние времена пребы-
вания пользователей в каждом CQI и вероятности
переходов в соседние CQI для различных моделей
движения, полученные посредством имитационно-
го моделирования движения пользователей в соте.
В численном примере рассматривается случайM =
= 4, наиболее близких к краю соты CQI. Такое упро-
щение вызвано экспоненциальным ростом числа
состояний введенного процесса и, как следствие,
размерности матрицы вероятностей переходов в за-
висимости от числа пользователей и от числа CQI,
поскольку для полного хранения только одной та-
кой матрицы при рассмотрении всех 15 CQI для тех
же данных требуется порядка 200 ТБ памяти. Вы-
бор наиболее далеких от центра соты CQI позволяет
получить оценку худшего случая времени передачи.

Для четырех дальних CQI при скоростях, взятых
из табл. 2, можно получить графики среднего вре-
мени передачи данных для различных полос и зна-
чении размера загрузочного блока, равном 5 МБ.
Таким образом, соответствующие скорости рассчи-

Таблица 1 Значения переходных вероятностей для про-
цессаX(t) для различных моделей движения пользовате-
лей

i β α τ

Движение Леви
1 0 1 16,709408
2 0,5044487 0,4955512 2,0139282
3 0,4931353 0,5068646 1,9840439
4 1 0 1,6421568

Случайные блуждания
1 0 1 19,576702
2 0,5216453 0,4783546 2,4197101
3 0,5090238 0,4909761 2,2763908
4 1 0 2,375875

Броуновское движение
1 0 1 16,555193
2 0,5048854 0,4951146 2,0691345
3 0,5069506 0,4930493 2,0785105
4 1 0 2,0804090
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Таблица 2 Скорости пере-
дачи данных при различных
уровнях качества

CQI ci, бит/с/Гц
1 0,1523
2 0,2344
3 0,377
4 0,6016

тываются как ri = cib, где ci — это скорость из
табл. 2, а b соответствует рассматриваемой шири-
не полосы. Значения скоростей, приходящихся
на 1 Гц, взяты из [7].

Рисунок 1 показывает среднее время передачи
данных в системе при наличии в ней N = 20 поль-
зователей в зависимости от объема передаваемых
данных для различной ширины полосы. Можно
видеть, что при заданном числе пользователей в со-
те среднее время передачи данных линейно зависит
от объема передаваемых данных. Другими словами,
среднее время передачи данных при неизменном
числе пользователей в соте не зависит от их мо-
дели движения. Это также подтверждается тем,
что результаты для всех трех моделей движения для
заданных значений полностью совпали.

На рис. 2 представлены результаты для переда-
чи данных фиксированного объема x = 25 MB по
полосе 15 МГц в зависимости от числа пользова-
телей в системе. Можно видеть, что при увеличе-
нии числа пользователей в системе время передачи
стремится к константе. Время передачи данных для
рассмотренного примера не превосходит 3 с. Также
можно сделать вывод о наличии максимального не-
обходимого для рассмотрения числа пользователей,
перемещающихся в пределах соты N0, при превы-
шении которого достаточно рассматривать систему

с числом пользователей, равным N0, так как даль-
нейшее увеличение не внесет существенных изме-
нений.

Также можно видеть, что, как говорилось ранее,
модель случайных блужданий, являясь наиболее
грубым приближением процесса для трех рассмот-
ренных моделей движения, дает оценку среднего
времени передачи сверху, в то время как броунов-
ское движение и движение Леви практически со-
впадают.

4 Заключение

В представленной статье с помощью аппара-
та управляющих марковских процессов построена
модель для анализа характеристики среднего вре-
мени передачи данных в соте гетерогенной бес-
проводной сети LTE по технологии мультивещания
с учетом перемещения абонентов между областями
с различным качеством обслуживания внутри со-
ты. Проведен анализ полученной характеристики
в зависимости от объема передаваемых данных и от
числа пользователей в системе.

Результаты численного анализа, представлен-
ные в работе, показывают, что при постоянном чис-
ле пользователей в системе время передачи данных
не зависит от выбранной модели движения, а зави-
сит только от объема передаваемых данных. Также
было показано, что при увеличении числа пользо-
вателей в соте для заданного количества CQI суще-
ствует максимальное достаточное для рассмотрения
число пользователей, при превышении которого
рассматриваемая характеристика претерпевает ми-
нимальные изменения. В дальнейшем планируются
исследования, позволяющие получить рассматри-

Рис. 1 Зависимость времени передачи от объема пере-
даваемых данных: 1 — 10 МГц; 2 — 15; 3 — 20 МГц

Рис. 2 Зависимость времени передачи от числа пользо-
вателей: 1 — движение Леви; 2 — случайные блуждания;
3 — Броуновское движение
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ваемую характеристику для соты, разбитой на боль-
шее число областей CQI. Отдельным направлением
может также стать расширение сценария на случай
перемещения абонентов за пределы соты. Кроме
того, можно рассмотреть другие модели движения
и другие характеристики для описанной системы.
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РАЗВИТИЕ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ УПРАВЛЕНИЯ

ГРУЗОПЕРЕВОЗКАМИ НА УЧАСТКЕ ЖЕЛЕЗНОДОРОЖНОЙ СЕТИ

С УЧЕТОМ СЛУЧАЙНЫХ ФАКТОРОВ∗

М. В. Буянов1, С. В. Иванов2, А. И. Кибзун3, А. В. Наумов4

Аннотация: Предлагается математическая модель назначения локомотивов для перевозки грузовых со-
ставов. Целью оптимизации в модели является минимизация числа задействованных для перевозки
составов локомотивов за счет выбора маршрутов составов и локомотивов. Приводится детерминирован-
ный алгоритм получения субоптимального решения, а также алгоритм, реализующий схему оперативного
планирования. Предлагается использование случайного параметра, моделирующего задержку готовности
состава к отправлению. Проводится численный эксперимент в условиях неполной информированности.
Численный эксперимент проведен на примере данных Московской железной дороги (МЖД). Сравнива-
ются результаты, полученные в детерминированной и стохастической постановках.
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1 Введение
Проблема организации перевозок на железно-

дорожном транспорте затрагивалась во многих ра-
ботах, среди которых можно выделить [1–8]. В этих
работах описана структура грузовых перевозок на
железнодорожном транспорте и предложены раз-
личные математические модели организации грузо-
вых перевозок. В работе развивается предложенная
ранее в [7] детерминированная модель оптимиза-
ции назначения локомотивов на сформированные
составы. При этом учитывается влияние на мо-
дель случайных факторов, приводящих к задержке
готовности состава к отправлению.

Необходимо отметить, что в процессе осуще-
ствления грузовых перевозок возникает множество
случайных факторов, влияющих на работу локомо-
тивов, таких как задержки формирования составов,
задержки в движении поездов, аварии, неопреде-
ленное поведение диспетчеров, ошибки машини-
стов и т. д. Таким образом, детерминированное
решение, полученное в [7], не может быть реализо-
вано на практике и требуется более реалистичный
стохастический подход. Однако учет всех существу-
ющих случайных факторов является очень трудоем-
кой задачей и приведет к большим трудностям при
получении решения, в связи с чем предлагается рас-
смотреть факторы, влияющие на время готовности
состава к отправлению.

В работе описываются основные случайные
факторы, приводящие к задержкам по времени,
влияющим на время формирования составов.
Предлагается эвристический алгоритм поиска
субоптимального решения задачи. Проводится чис-
ленный эксперимент с учетом случайных факторов
на примере данных МЖД. Приведенные в статье
результаты сравниваются с решением, полученным
ранее авторами [7] в детерминированной поста-
новке.

2 Основные определения
и постановка задачи

В основе модели, предложенной в [7], лежит
взвешенный ориентированный граф G = (V,A),
где V — множество вершин; A — множество дуг.
Вершинами графа G являются значимые стан-
ции. Значимыми называются станции, на кото-
рых формируются грузовые составы (сортировоч-
ные станции), и станции смены локомотивной тяги.
Некоторые значимые станции являются станци-
ями-депо, соответствующее подмножество вер-
шин V обозначим через D. Множеству дуг соответ-
ствуют перегоны, соединяющие значимые станции.

Локомотивы могут передвигаться только по
определенным маршрутам (так называемым пле-
чам), в связи с чем в [7] вводятся следующие опре-
деления.

∗Результаты работы получены в рамках выполнения государственного задания Минобрнауки № 2.2461.2017/ПЧ. Результаты
работы получены при поддержке РФФИ и ОАО «РЖД» в рамках научного проекта № 17-20-03050 офи м РЖД.

1Московский авиационный институт (национальный исследовательский университет), buyanovmikhailv@gmail.com
2Московский авиационный институт (национальный исследовательский университет), sergeyivanov89@mail.ru
3Московский авиационный институт (национальный исследовательский университет), kibzun@mail.ru
4Московский авиационный институт (национальный исследовательский университет), naumovav@mail.ru
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Определение 1. Назовем плечом P последователь-
ность дуг a1, . . . , aIP графа G, удовлетворяющую
следующим условиям:

(1) все дуги различны: ai 6= aj, i 6= j, i, j ∈ {1, IP};

(2) первая вершина первой дуги в последователь-
ности совпадает с последней вершиной по-
следней дуги последовательности, является
станцией-депо и отлична от всех промежуточ-
ных вершин последовательности: v1 = vIP ∈
∈ D, vi 6= v1 для i = 2, IP − 1.

Также рассматриваются подплечи и простые
подплечи, определенные следующим образом.

Определение 2. Любую подпоследовательность со-
седних дуг ai, ai+1, . . . , aj (1 6 i < j 6 IP ), обра-
зующих плечо, назовем подплечом данного плеча.
Любую дугу ai = (vi−1, vi), входящую в некоторое
плечо P , назовем простым подплечом плеча P .

Пусть L — множество всех локомотивов, при-
писанных к рассматриваемым станциям-депо D.
Для каждого локомотива l ∈ L задано множество
допустимых плеч P l, по которым он может пере-
двигаться. Каждому множеству P l, l ∈ L, ставится
в соответствие множество Pl, составленное из всех
простых подплеч, входящих в плечи множества Pl.
Предполагается, что для каждого локомотива l ∈ L
задана функция весовых норм wl(·) : Pl → R, ста-
вящая в соответствие простым подплечам плеча P l
максимально допустимую для перевозки массу со-
става.

Пусть S — множество грузовых составов. Каж-
дый состав s ∈ S характеризуется массой ws, на-
чальной станцией vso, станцией назначения vsf ,
временем формирования tso, временем τsf , до ко-
торого необходимо прибыть на станцию назначе-
ния, т. е. каждому составу соответствует пятерка
(ws, vso, t

s
o, v

s
f , τ

s
f ). По сути, данные характеристики

определяют план перевозок.
Движение локомотивов и составов по заданно-

му маршруту может осуществляться только в опре-
деленные промежутки времени. Совокупность
маршрута и времени будем называть ниткой. По
аналогии с подплечами и простыми подплечами
введем в рассмотрение поднитки и простые под-
нитки. Приведем определения нитки, поднитки
и простой поднитки, описанные в [7]:

Определение 3. Ниткой N назовем упорядочен-
ное множество четверок (v1 , t1, v2, τ2), (v2, t2, v3, τ3),
. . . , (vIN−1, tIN−1, vIN , τIN ), удовлетворяющее
условиям:

(1) vi ∈ V , i = 1, IN , ti ∈ R, i = 1, IN − 1, τi ∈ R,
i = 2, IN ;

(2) (vi, vi+1) ∈ A, i = 1, IN − 1;

(3) ti < τi+1, i = 1, IN − 1;
(4) τi 6 ti, i = 2, IN .

Во введенном определении величина ti соответ-
ствует времени отправления со станции vi, а τi+1 —
времени прибытия на станцию vi+1. Приведенные
условия выражают естественные свойства движе-
ния поездов, заключающиеся в том, что движение
может осуществляться только по перегонам (усло-
вия 1 и 2), время отправления со станции не может
быть позже времени прибытия на следующую стан-
цию (условие 3), время прибытия на станцию не
может быть позже времени отправления с той же
станции (условие 4).

Определение 4. Каждую подпоследовательность со-
седних четверок, образующих нитку N , назовем
подниткой. Каждую четверку (vi, ti, vi+1, τi+1), i =
= 1, IN − 1, составляющую ниткуN , назовем прос-
той подниткой.

Пусть имеется множество N ниток. Сопоставим
каждому элементу N данного множества множе-
ство F(N), являющееся неупорядоченным множе-
ством простых подниток, составляющих нитку N .
Множество всех простых подниток, полученных из
множества ниток N , обозначим через N , т. е.

N =
⋃

N∈N
F(N) .

Важно отметить, что каждая простая поднитка
проходит только по одной из дуг графа.

На множестве 2L×N , являющемся декартовым
произведением всех возможных сочетаний локомо-
тивов и множества простых подниток, определим
функцию W (πn), задающую максимальную мас-
су состава, которую может перевезти соответству-
ющая комбинация локомотивов πn ⊂ L по задан-
ной простой поднитке n ∈ N . Очевидно, если
πn = l ∈ L, где n = (v, t, v′, τ) и (v, v′) ∈ Pl, то
W (πn) = wl((v, v

′)). Комбинация локомотивов πn
называется составным локомотивом и используется
для перевозки состава посредством их совместной
работы.

Поскольку движение локомотивов осуществля-
ется только по ниткам и по плечам, приведем опре-
деление допустимого маршрута оборота локомоти-
ва из [7]. В данном определении учтем также, что
локомотив через интервалы времени TTO (48 ч)
должен проходить техосмотр (ТО) продолжитель-
ностью tTO (8 ч). Будем считать, что каждый ло-
комотив l ∈ L в начальный момент времени харак-
теризуется временем τTOl , прошедшим с момента
последнего ТО. Если локомотив в начальный мо-
мент времени находится на ТО, то величина τTOl
принимает отрицательное значение, равное по мо-
дулю времени до окончания ТО.
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Определение 5. Допустимым маршрутом обо-
рота Ml локомотива l относительно множе-
ства плеч Pl назовем последовательность прос-
тых подниток (v1, t1, v2, τ2), (v2, t2, v3, τ3), . . .
. . . , (vIl−1, tIl−1, vIl , τIl), удовлетворяющую услови-
ям:

(1) τi 6 ti, i = 2, Il − 1;
(2) (vi, vi+1) ∈ Pl, i = 1, Il − 1;
(3) существует возрастающая последовательность

i1, . . . , ifl чисел, выбранных из множества
{2, 3, . . . , Il} таким образом, что

(3.1) τTOl + τi1 6 TTO;

(3.2) tij − τij > tTO, j = 1, fl − 1;
(3.3) τij − tij−1 6 TTO, j = 2, fl;

(3.4) τIl − tifl 6 TTO, если fl 6= Il.
Условие 1 требует, чтобы время прибытия на

станцию не было раньше времени отправления
с той же станции. Условие 2 ограничивает воз-
можные передвижения локомотива только движе-
нием по плечам. Условие 3 требует прохождения
ТО через установленные промежутки времени. По-
следовательности моментов времени ti1 , . . . , tifl со-
ответствуют моментам начала ТО. В условии 3.1
требуется, чтобы время ухода на первое ТО не пре-
вышало TTO с момента предыдущего ТО. Согласно
условию 3.2 время прохождения ТО не может быть
меньше tTOl . Из условия 3.3 следует, что время
между началом движения после ТО и уходом на
следующее ТО не может быть больше TTO. Со-
гласно условию 3.4 время начала движения после
последнего ТО должно быть не позже, чем за вре-
мя TTO до окончания рассматриваемого периода
планирования движения.

Заметим, что маршрут оборота является про-
странственно-временн‚ым понятием. Множество
допустимых маршрутов оборота локомотива l обо-
значим через Ml. Начальную и конечную стан-
ции маршрута оборота Ml обозначим через vo(Ml)
и vf (Ml) соответственно, время начала первой
нитки данного маршрута оборота обозначим че-
рез to(Ml), время прибытия на станцию назначе-
ния — через τf (Ml).

Введем определение допустимого рейса состава,
которое так же, как маршрут оборота локомоти-
ва, является пространственно-временн‚ой характе-
ристикой и было ранее описано в [7].

Определение 6. Допустимым рейсом Rs соста-
ва s ∈ S назовем последовательность прос-
тых подниток (v1, t1, v2, τ2), (v2, t2, v3, τ3), . . .
. . . , (vIs−1, tIs−1, vIs , τIs), удовлетворяющую усло-
виям:

(1) v1 = vso;

(2) vIs = v
s
f ;

(3) τi 6 ti, i = 2, Is − 1;
(4) tso 6 t1;

(5) τsf > τIs .

Условия 1 и 2 определяют начальную и конеч-
ную станции рейса, условие 3 задает естественные
ограничения на время отправления и прибытия,
условия 4 и 5 требуют выполнения перевозок со-
гласно плану.

Множество допустимых рейсов состава s обо-
значим через Rs.

Так же как и для ниток, определим множе-
ство F(Ml) всех простых подниток, составляющих
маршрут оборота Ml локомотива l, l ∈ L, и множе-
ство F(Rs), s ∈ S, всех простых подниток, состав-
ляющих рейс Rs состава s.

Для каждой простой поднитки n ∈ N и каждо-
го набора маршрутов оборота локомотивов M =
= {Ml}l∈L определим множество πn(M), состав-
ленное из всех локомотивов, передвигающихся по
простой поднитке n при наборе маршрутов оборота
локомотивов M :

l ∈ πn(M)⇔ n ∈ F (Ml) .

Рассмотрим некоторый участок железнодорож-
ной сети с графомG = (V,A), определенным выше.
Пусть задано множество локомотивовL, множество
составовS, множество нитокN и соответствующих
простых подниток N , функция W (·) весовых норм
составных локомотивов. Для каждого локомотива
l ∈ L определено множество плеч Pl и простых
подплеч Pl.

В начальный момент времени некоторые локо-
мотивы могут находиться в движении, поэтому бу-
дем считать, что локомотив l ∈ L можно отправить
только с некоторой фиксированной станции vl0 по-
сле момента времени tl0. Пусть |L| — число локомо-
тивов в множестве L, имеющих непустой маршрут
оборота.

Пусть для каждого состава s ∈ S задано мно-
жество ниток Ns ⊂ N , по которым он может быть
перевезен. Через Ns обозначим множество соответ-
ствующих простых подниток. Данные ограничения
связаны с тем, что некоторые нитки могут быть
использованы только для перевозки составов опре-
деленного рода.

Пусть M = {Ml}l∈L — выбираемый на-
бор маршрутов оборота всех локомотивов; R =
= {Rs}s∈S — выбираемый набор рейсов всех со-
ставов; M = {Ml}l∈L — множество допустимых
маршрутов оборота всех локомотивов; R =
= {Rs}s∈S — множество допустимых рейсов всех
составов.
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Требуется найти такой наборM маршрутов обо-
рота локомотивов и такой наборR рейсов составов,
при котором общее число |L| локомотивов, исполь-
зуемых для перевозки составов, будет минималь-
ным, при этом все рейсы составов будут покрыты
маршрутами локомотивов.

В [7] была предложена следующая постановка
задачи:

|L| → min
M∈M,R∈R

(1)

при ограничениях

Ml ∈ Ml , l ∈ L ; (2)

Rs ∈ Rs , s ∈ S ; (3)
⋃

s∈S
F(Rs) ⊂

⋃

l∈L
F(Ml) ; (4)

F(Rs) ∩ F(Rs′) = ∅ , s 6= s′, s, s′ ∈ S ; (5)

W (πn) > ws , n ∈ F(Rs) , s ∈ S ; (6)

F(Ml) ⊂ N , l ∈ L ; (7)

F(Rs) ⊂ Ns , s ∈ S ; (8)

v0(Ml) = v
l
0 ; (9)

t0(Ml) > tl0 . (10)

Условия (2) и (3) значат, что рассматриваются
только допустимые маршруты локомотивов и рей-
сы составов, в частности те, для которых существу-
ют допустимые плечи. Также заметим, что допусти-
мость рейсов составов требует, чтобы был выполнен
план перевозок в установленный срок.

Условие (7) требует, чтобы маршруты оборо-
та локомотивов составлялись только из простых
подниток, поскольку множество

⋃
l∈L F(Ml) ⊂ N

составлено из простых подниток, входящих в ка-
кой-либо маршрут оборота локомотива. Условие (8)
задает аналогичное требование для рейсов составов,
а кроме этого оно ограничивает выбор допустимых
ниток для перевозки состава. Условие (4) озна-
чает, что все простые поднитки, образующие рейс
некоторого состава, используются для движения
некоторого локомотива, т. е. все составы перевозят-
ся локомотивами. Также из этого условия следует,
что локомотивы могут передвигаться по простым
подниткам, по которым не движутся составы. Та-
ким образом, каждой задействованной нитке соот-
ветствует либо состав с локомотивом (возможно,
с несколькими локомотивами), либо локомотив,
движущийся порожняком.

Условие (5) означает, что рейсы составов не мо-
гут пересекаться, т. е. одну простую поднитку нельзя
использовать для передвижения двух составов. По-
скольку локомотивы могут ехать в сплотке или с со-
ставом (так называемый вспомогательный пробег),
то подобное условие для локомотивов отсутствует.

Условие (6) требует, чтобы были выполнены ве-
совые нормы составных локомотивов при перевоз-
ке составов, т. е. составной локомотивπn, использу-
емый на простой поднитке n ∈ F(Rs), по которой
перевозится состав s, должен иметь возможность
перевозить состав массой W (πn), не меньшей чем
масса ws состава s.

Условия (9) и (10) задают начальное состояние
локомотивов.

Заметим также, что множество составовS и мно-
жество ниток N определяются суточным планом
перевозок и количеством суток, на которые осуще-
ствляется планирование.

Сформулированная задача предполагает опти-
мизацию как по маршрутам оборота локомотивов,
так и по рейсам составов. Однако на практике нит-
ки уже сформированы под конкретные составы,
поэтому в дальнейшем будем считать, что множе-
ство допустимых рейсов Rs состава s ∈ S состоит
из одного рейса. Таким образом, задача сводится
к назначению локомотивов для перевозки составов
с заданными рейсами, т. е. к поиску набора марш-
рутов M .

Для исследования существования решения за-
дачи необходимо определить, является ли набор
ниток достаточным для осуществления плана пере-
возок. Решение данной задачи сравнимо с решени-
ем исходной задачи. Ниже приведен эвристический
алгоритм решения задачи, который в ряде случаев
позволяет находить допустимое решение задачи.
Вопрос о единственности решения не является ак-
туальным с практической точки зрения, так как
достаточно найти хотя бы одно решение, обеспечи-
вающее минимальное значение целевой функции.
Вычислительная сложность данной задачи в работе
не исследуется, однако можно заметить, что время
перебора всех допустимых маршрутов локомоти-
вов и рейсов составов зависит экспоненциально от
объема исходных данных задачи.

3 Алгоритм решения
детерминированной задачи

Опишем алгоритм получения субоптимального
решения задачи (1). Будем считать, что рейсы всех
составов определены, т. е. для каждого состава опре-
делена нитка, по которой он движется. В основе
алгоритма лежит идея о максимальном использова-
нии локомотива с минимальным временем начала
движения. Решение предполагает неограниченное
число локомотивов в начальный момент времени
в каждом депо, однако даже такое предположение
позволяет получить лучший, в сравнении с реаль-
ным движением, результат. Для простоты изло-
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жения алгоритмов при их построении не учитыва-
ются ограничения на массу перевозимых составов
и опускается описание алгоритма проведения ТО.
При наличии ограничений на массу составов не-
обходимо осуществлять поиск не только простых
локомотивов l ∈ L, но и составных локомотивов,
т. е. комбинаций нескольких локомотивов.

3.1 Алгоритм назначения

Пусть задано непустое множество составов S =
= {si | i = 1, |S|} с непустыми рейсами. Пусть vlf
и τ l — конечная станция маршрута оборота Ml

(либо начальная станция в случае пустого маршру-
та) и время прибытия на эту станцию локомотива
l ∈ L. Для корректной работы алгоритма необходи-
мо, чтобы элементы множества S были упорядоче-
ны по возрастанию времени отправления составов.
Данный алгоритм является упрощенной версией
алгоритма в [7], при этом для ряда примеров реше-
ния, получаемые с помощью данных алгоритмов,
совпадают.

3.2 Поиск составной нитки

Для осуществления перегонки локомотива не-
обходимо найти нитку N∗, соединяющую стан-
цию vlf , на которой находится локомотив l,
и станцию vo(n), с которой отправляется простая
подниткаn. Пусть t(n)— время начала движения по
простой подниткеn, τ(n)— время окончания прос-
той поднитки n, а τ l — время остановки локомоти-
ва на станции vlf . Через Na обозначим множество
простых подниток, соответствующих дуге a ∈ A.

Сопоставим каждой дуге графа G весовую харак-
теристику, равную среднему времени движения по
ней:

wa =
1

|Na|
∑

n∈Na
(τ(n) − t(n)) . (11)

Полагаем N∗ равной нитке, проходящей по
кратчайшему пути в графе G, взвешенном соглас-
но (11), соединяющему станции vlf и vo(n), с вре-

менем начала не ранее τ l и временем окончания не
позднее t(n). Для поиска кратчайших путей между
вершинами взвешенного ориентированного графа
можно использовать, например, алгоритм Флой-
да–Уоршелла [9].

4 Статистическое моделирование
В процессе осуществления грузовых перевозок

возникает множество случайных факторов, влия-
ющих на работу локомотивов, таких как задержки
формирования составов, задержки в движении по-
ездов и другие нештатные ситуации. В связи с этим
детерминированное решение, полученное в [7], не
может быть реализовано на практике. Будем моде-
лировать задержки во времени формирования со-
става.

Задержки во времени готовности состава к от-
правлению могут возникать в результате множества
причин. Такими причинами могут стать, напри-
мер, ошибки при планировании работы станции,
включающие в себя как работу маневровых локо-
мотивов, так и, например, неверную очередность
формирования и расформирования составов, за-
держки в прибытии вагонов (грузов), участвующих

Алгоритм 1

0. Полагаем i := 1, j := 1, k := 1.

1. Зафиксируем локомотив lk ∈ L, состав si ∈ S и простую поднитку из рейса состава nj =
= (vo(nj), t(nj), vf (nj), τ(nj)), nj ∈ F(Rsi), переходим к шагу 3.

2. Если k > |L|, то берем новый локомотив L := L ∪ {lk}, i := 1, j := 1 и повторяем шаг 2; если i > |S|,
то переходим к следующему локомотиву k := k + 1, i := 1, j := 1 и повторяем шаг 2; если j > |F(Rs)|,
то переходим к следующему составу i := i+ 1, j := 1 и повторяем шаг 2. Переходим к шагу 3.

3. Если τ lk 6 t(nj), (vo(nj), vf (nj)) ∈ Plk , переходим к шагу 4. Иначе переходим к шагу 2.

4. Если vlkf 6= vo(nj), выполняем поиск нитки N∗ для перегонки локомотива lk к началу простой под-

нитки nj, согласно подразделу 3.2. Если vlkf = vo(nj), полагаем N∗ := ∅. Если нитка N∗ найдена,
переходим к шагу 5, иначе переходим к шагу 2.

5. Внесем найденную простую поднитку nj и, если необходимо, соответствующую ей нитку для пере-
гонкиN∗ в маршрут локомотива Mlk =Mlk ∪N∗ ∪ {nj}. Уберем простую поднитку n из рейса состава
Rsi := Rsi \ {nj}, если F(Rsi) = ∅, то уберем состав из множества рассматриваемых S := S \ {si}.
Если S = ∅, переходим к шагу 6, иначе переходим к шагу 2.

6. Окончание алгоритма, получено субоптимальное решение задачи (1).
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в составообразовании на станцию отправления, на-
рушение технических нормативов в результате че-
ловеческого фактора, погодных и иных явлений
и т. д. В общем случае все описанные факторы в том
или ином виде приводят к изменению времени го-
товности состава к отправке. Таким образом, сведем
учет всех случайных факторов, связанных с задерж-
ками по времени, к одной случайной величине,
моделирующей задержку формирования состава.

Для моделирования случайных задержек по вре-
мени будем использовать случайную величину ξs,
имеющую экспоненциальное распределение с па-
раметром λs, которое обознается через E(λs). Для
моделирования случайных задержек в транспорт-
ных системах традиционно используют экспонен-
циально распределенные случайные величины. На-
пример, в [10] на основе статистического анализа
данных был предложен экспоненциальный закон
распределения времени задержки прибытия в аэро-
порт самолета, выполняющего рейс по расписанию.

Помимо долгосрочного планирования перево-
зок, которое главным образом позволяет проводить
оценку важных эксплуатационных показателей
работы железной дороги, также существует так
называемое оперативное планирование, которое
является основным инструментом организации же-
лезнодорожных перевозок. Отметим, что в ра-
боте [7] решается задача долгосрочного планиро-
вания.

Оперативное планирование на железнодорож-
ном транспорте состоит из нескольких этапов.

1. Разработка и утверждение плана перевозок на
период времени, равный T .

2. Корректировка сформированного плана пере-
возок с учетом фактического расположения ло-
комотивов и составов, а также общего состо-
яния железнодорожной сети через интервалы
времени–T .

Будем считать, что точное время готовности со-
става к отправлению известно в текущий момент
времени на период планирования–T , поэтому схе-
ма оперативного управления подвижным составом
заключается в последовательном решении детер-
минированной задачи формирования маршрутов
движения локомотивов согласно алгоритму 1 через
промежутки времени –T с учетом точного знания
времени готовности составов к отправлению на вре-
мя –T вперед и планового времени готовности со-
ставов к отправлению в оставшийся период време-
ни планирования. При этом в качестве начальных
условий решения задачи о назначении локомоти-
вов каждый раз принимается фактическое распо-
ложение локомотивов на железнодорожной сети,
сложившееся на момент корректировки с учетом
всех показателей функционирования локомотивов
(необходимость прохождения ТО, плечи и т. д.).

Опишем эвристический алгоритм поиска
субоптимального решения задачи назначения ло-
комотивов для осуществления грузоперевозок по
железнодорожной сети, реализующий схему опера-
тивного планирования. Пусть To — время начала
моделирования. Пусть Si — множество составов,
которые необходимо перевезти в интервал време-
ни [To + i–T, To + i–T + T ], где i = 0, [Tm/(–T )].
Множества Si становятся известными за время –T
до начала соответствующего интервала. Пусть для

Алгоритм 2

0. Полагаем i := 0.

1. Из множества составов Si выберем подмножество S–Ti такое, что для всех s ∈ S–Ti выполнено To +
+ i–T 6 tso 6 To + (i + 1)–T . Пусть теперь для каждого состава s из множества S–Ti задано время
фактической готовности к отправлению τso = t

s
o + ξs. Переходим к шагу 2.

2. Определим рейсы составов. Для каждого состава s ∈ S–Ti выберем нитку n ∈ Ns такую, чтобы
разница во времени отправления t(n) по нитке n и времени фактической готовности τso состава s
к отправлению была минимальной, и внесем ее в рейс состава Rs := Rs ∪ {n}. Для s ∈ Si \ S–Ti
выберем нитку n ∈ Ns такую, чтобы разница во времени отправления t(n) по нитке n и планируемого
времени формирования tso состава s была минимальной, и внесем ее в рейс состава Rs := Rs ∪ {n}.
Переходим к шагу 3.

3. Для полученного множества составов Si с заданными рейсами и множества локомотивов L вы-
полним назначение локомотивов согласно подразд. 3.1. Зафиксируем маршруты локомотивов на
момент времени To + i–T , т. е. уберем из маршрутов локомотивов все простые поднитки со временем
отправления, превышающим To + i–T . Переходим к шагу 4.

4. Примем i := i+ 1. Если i > [Tm/(–T )], переходим к шагу 5, иначе переходим к шагу 1.

5. Окончание алгоритма, получено субоптимальное решение.
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Таблица 1 Характеристики входных данных

Число
станций

Число
станций-депо

Число
сортировочных

станций

Число
составов

в суточном
задании

Число
ниток

на сутки

Период
моделирования

Tm, сут

Дискретность
оперативного

управления
–T , ч

40 16 16 598 1254 10 3

каждого состава s ∈ Si задано планируемое время
формирования tso. Обозначим через Ns множество
ниток, по которым может быть перевезен состав s
из расчета планируемого времени формирования.

Описанный выше алгоритм позволяет получить
субоптимальное решение задачи (1) при условии
неопределенности во времени готовности состава,
используя принцип оперативного планирования.
Неопределенность заключается в отсутствии точ-
ной информации о времени готовности составов
к отправлению на весь рассматриваемый период
планирования. Согласно принципу оперативно-
го планирования производится многократная кор-
ректировка плана перевозок через интервалы вре-
мени –T . В каждый рассматриваемый интервал
времени имеется точная информация о времени го-
товности составов только из этого интервала, для
остальных известно только планируемое время го-
товности, которое может сильно отличаться от фак-
тического.

Проверим адекватность решения, получаемого
с помощью алгоритма 2, в случае стохастической
постановки с учетом случайного времени форми-
рования составов. Численный эксперимент прово-
дился на примере данных участка МЖД за опреде-
ленный период времени. Характеристики входных
данных приведены в табл. 1.

Вычисления были проведены с учетом огра-
ничений на ТО. Предполагается, что локомоти-
вы должны проходить ТО продолжительностью не
менее 8 ч не позже, чем через 48 ч после предыду-
щего ТО.

Согласно алгоритму 2, составление рейса со-
става происходит при помощи выбора ближайшей
по времени отправления нитки относительно фак-
тического времени формирования. Параметр λs
распределения случайной величины ξs зависит от
множества факторов, например числа вагонов в со-
ставе, структуры станции и др. Так как описанная
модель не включает в себя процесс составообразо-
вания, вагонопотоки и станционные работы, во-
прос выбора λs остается вне рамок данной работы.
Оценки параметров λs получены исходя из обра-
ботки реальных статистических данных.

Численный эксперимент проводился с исход-
ными данными, представленными в табл. 1. Для

Таблица 2 Сравнение результатов

Вариант
Число

локомо-
тивов

Число
переве-
зенных

составов

Макси-
мальное

время
задержки
состава, ч

Решение из [7] 369 5920 0
T = 12 405 5710 6,3
T = 24 440 5783 5,1
T = 48 422 5659 6,7

каждого T ∈ {12 ч, 24 ч, 48 ч} выполнено 100 ре-
ализаций алгоритма. Кроме основного критерия,
числа используемых локомотивов, также оценены
выполнение плана перевозок и максимальное вре-
мя задержки составов. Для каждого T представим
в табл. 2 средние значения для основного критерия
и описанных характеристик.

Из табл. 2 видно, что значение критерия отно-
сительно детерминированной постановки показало
среднее изменение в большую сторону не более чем
на 20%. При этом менее 7% составов не было пере-
везено, что объясняется недостатком ниток. Мак-
симальное время задержки составов при этом до-
стигало около 7 ч. В реальных условиях управления
грузовыми перевозками такие составы отправля-
ются вне нормативных ниток. Относительные доли
основных характеристик движения локомотивов,
а именно: время, проведенное в работе (полезный
пробег); время, затраченное на проведение ТО; вре-
мя, затраченное на перегонки (холостой пробег),
а также время простоя — не изменились.

Общий локомотивный парк на МЖД составля-
ет около 900 локомотивов, ежедневно используется
примерно 700 локомотивов. В результате численно-
го эксперимента в худшем случае (T = 24 ч) полу-
чено 440 локомотивов, что в сравнении с реальны-
ми данными является очень хорошим показателем.
Однако следует заметить, что такие показатели,
с одной стороны, связаны с наличием некоторой
части неперевезенных составов в результате полу-
ченного решения, а с другой стороны, возможно, не
всеми нюансами функционирования системы же-
лезнодорожных перевозок, учтенными в виде огра-
ничений в рассматриваемой модели. Тем не менее
полученные результаты показывают, что учет слу-
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чайных факторов необходим в подобных моделях,
поскольку оказывает значительное влияние (поряд-
ка 20%) на основные показатели функционирова-
ния системы даже с учетом нового предложенного
алгоритма оперативного управления.

5 Заключение

В работе описана и исследована математиче-
ская модель назначения локомотивов для перевоз-
ки составов. Результаты численных экспериментов
показали, что случайные возмущения, связанные
со временем формирования составов, имеют влия-
ние порядка 20% на значение основного критерия
и характеристики движения локомотивов, что под-
тверждает сравнение с результатами, полученны-
ми в [7], а также создает дополнительную пробле-
му — нехватку ниток для перевозки всех составов.
В дальнейших исследований планируется изучить
влияние других случайных факторов на эффектив-
ность использования локомотивного парка. Так-
же планируется учесть необходимость прохожде-
ния нескольких видов технического обслуживания,
ограничения на тип тяги локомотива и массу пере-
возимого состава и другие факторы.
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DEVELOPMENT OF THE MATHEMATICAL MODEL OF CARGO

TRANSPORTATION CONTROL ON A RAILWAY NETWORK SEGMENT

TAKING INTO ACCOUNT RANDOM FACTORS
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Moscow Aviation Institute (National Research University), 4 Volokolamskoye Highway, Moscow 125993, Russian
Federation

Abstract: A mathematical model for the assignment of locomotives for the transport of freight trains is proposed.
In the model, the purpose of optimization is to minimize the number of locomotives involved in transportation of
trains due to the choice of routes for trains and locomotives. A deterministic algorithm for obtaining a suboptimal
solution is given as well as an algorithm that implements the operational planning scheme. It is proposed to use
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a random parameter that simulates the delay in the readiness of a train for departure. The numerical experiment
was performed in conditions of incomplete information using the data of the Moscow Railway. The results obtained
in deterministic and stochastic statements are compared.

Keywords: mathematical modeling; optimization; transportation planning; operational planning

DOI: 10.14357/19922264170411

Acknowledgments
This work is a part of Project No. 2.2461.2017 supported by the Russian Ministry of Education and Science.
This work is supported by the Russian Foundation for Basic Research and Russian Railways (project 17-20-
03050 ofi m RZhD).

References

1. Belyy, O. V., and I. M. Kokurin. 2011. Organizatsiya gru-
zovykh zheleznodorozhnykh perevozok: puti optimizatsii
[Organization of freight rail transportation: Ways to op-
timize]. Transport Rossiyskoy Federatsii [Transport of the
Russian Federation] 4(35):28–30.

2. Kibzun, A. I., A. V. Naumov, and S. V. Ivanov. 2012.
Dvukhurovnevaya zadacha optimizatsii deyatel’nosti zhe-
leznodorozhnogo transportnogo uzla [Bilevel optimiza-
tion problem for railway transport hub planning]. Up-
ravlenie bol’shimi sistemami [Large Scale Systems Control]
38:140–160.

3. Lazarev, A. A. and E. G. Musatova. 2012. Tselochislennye
postanovki zadachi formirovaniya zheleznodorozhnykh
sostavov i raspisaniya ikh dvizheniya [Integer formula-
tions of freight train design and scheduling problems].
Upravlenie bol’shimi sistemami [Large Scale Systems Con-
trol] 38:161–169.

4. Lazarev, A. A., E. G. Musatova, E. R. Gafarov, and
A. G. Kvarachelija. 2012. Teoriya raspisaniy. Zadachi
zheleznodorozhnogo planirovaniya [Theory of schedules.
Railway planning problems]. Moscow: IPU RAN. 92 p.

5. Gaynanov, D. N., S. V. Ivanov, A. I. Kibzun, and A. V. Oso-
kin. 2015. Model’ optimal’nogo naznacheniya lokomo-
tivov pri formirovanii gruzovyh sostavov [Model of the op-
timal assignment of locomotives in the formation of freight
trains]. Tr. 4-y nauchn.-tekhnich. konf. s mezhdunarodnym

uchastiem “Intellektual’nye sistemy upravleniya na zhelezn-
odorozhnom transporte” [4th Scientific and Technical Con-
ference with International Participation “Intelligent Con-
trol Systems in Railway Transport” Proceedings]. Moscow.
45–47.

6. Cacchiani, V., L. Galli, and P. Toth. 2015. A tutorial on
non-periodic train timetabling and platforming problems.
EURO J. Transportation Logistics 4(3):285–320.

7. Azanov, V. M., M. V. Buyanov, D. N. Gaynanov, and
S. V. Ivanov. 2016. Algorithm and software development
to allocate locomotives for transportation of freight trains.
Bull. South Ural State University. Ser. Math. Modelling
Programming Computer Software 9(4):73–85.

8. Azanov, V. M., M. V. Buyanov, S. V. Ivanov, A. I. Kibzun,
A. V. Naumov, and D. N. Gaynanov. 2016. Optimizatsiya
lokomotivnogo parka, prednaznachennogo dlya perevoz-
ki gruzovykh sostavov [Optimization of locomotive fleet
intended for transportation of freight trains]. Tr. 5-y
nauchn.-tekhnich. konf. s mezhdunarodnym uchastiem “In-
tellektual’nye sistemy upravleniya na zheleznodorozhnom
transporte” [5th Scientific and Technical Conference with
International Participation “Intelligent Control Systems
in Railway Transport” Proceedings]. Moscow. 94–96.

9. Floyd, R. W. 1962. Algorithm 97: Shortes path. Comm.
ACM 5(6):345.

10. Kibzun, A. I., A. V. Naumov, and S. V. Ulanov. 2000.
A stochastic control algorithm for aircraft allocation. Au-
tomat. Rem. Contr. 61(8):1355–1363.

Received April 17, 2017

Contributors
Buyanov Mikhail V. (b. 1994) — PhD student, Moscow Aviation Institute (National Research University),
4 Volokolamskoye Highway, Moscow 125993, Russian Federation; buyanovmikhailv@gmail.com

Ivanov Sergey V. (b. 1989) — Candidate of Science (PhD) in physics and mathematics, associate professor,
Moscow Aviation Institute (National Research University), 4 Volokolamskoye Highway, Moscow 125993, Russian
Federation; sergeyivanov89@mail.ru

Kibzun Andrey I. (b. 1951) — Doctor of Science in physics and mathematics, professor, Head of Department,
Moscow Aviation Institute (National Research University), 4 Volokolamskoye Highway, Moscow 125993, Russian
Federation; kibzun@mail.ru

Naumov Andrey V. (b. 1966) — Doctor of Science in physics and mathematics, associate professor, professor,
Moscow Aviation Institute (National Research University), 4 Volokolamskoye Highway, Moscow 125993, Russian
Federation; naumovav@mail.ru

INFORMATIKA I EE PRIMENENIYA — INFORMATICS AND APPLICATIONS 2017 volume 11 issue 4 93



éîæïòíáôéëá é å¿ ðòéíåîåîéñ, 2017. ô. 11. ÷ÙÐ. 4. ó. 94�103

ПРИМЕНЕНИЕ ВЕЙВЛЕТОВ ДЛЯ РАСЧЕТА ЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ

УПРАВЛЕНИЯ С СОСРЕДОТОЧЕННЫМИ ПАРАМЕТРАМИ∗

Ю. И. Битюков1, Е. Н. Платонов2

Аннотация: Задачи многих дисциплин могут привести к дифференциальным и интегральным уравнениям.
В простых случаях такие уравнения могут быть решены аналитически, но в более сложных приходится
находить приближенные решения этих уравнений. В последнее время большую популярность получили
методы, основанные на использовании вейвлетов. Среди применяемых были вейвлеты Дебеши, койфле-
ты и т. д. Недостаток таких вейвлетов состоит в том, что у них нет аналитического выражения. Поэтому
возникают большие сложности при интегрировании и дифференцировании выражений, содержащих
эти вейвлеты. В данной статье представлены алгоритмы численного решения линейных интеграль-
ных и дифференциальных уравнений, основанные на сплайн-вейвлетах на отрезке. Представленные
алгоритмы обобщают известные методы, основанные на вейвлетах Хаара, которые являются частным
случаем сплайн-вейвлетов. Результаты статьи применяются для анализа линейных систем управления
с сосредоточенными параметрами.

Ключевые слова: сплайн-вейвлет; дифференциальные уравнения; интегральные уравнения
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1 Введение

Для численного решения линейных интеграль-
ных уравнений традиционно применяется ме-
тод, основанный на замене интегрального уравне-
ния алгебраической системой линейных уравнений
с помощью применения квадратурной формулы.
Матрица такой системы имеет большой размер,
и, как следствие, для нахождения решения требует-
ся большое число арифметических операций.

В [1] было предложено использовать вейвлеты
Хаара для приближенного решения интегрально-
го уравнения, что приводило к системе линейных
уравнений с разреженной матрицей. Получаемое
приближенное решение было кусочно-непрерыв-
ным.

В [2] показано, что, если использовать вме-
сто вейвлетов Хаара сплайн-вейвлеты на отрезке,
матрица системы линейных уравнений получается
псевдоразреженной, т. е. имеет очень много малых
по модулю элементов.

В данной статье будут обобщены результаты ра-
бот [1, 3–6] и развиты результаты работы [2] для
получения приближенных решений любого класса
гладкости линейных интегральных и дифференци-
альных уравнений. В качестве примера рассмотрим
анализ линейной системы управления с сосредото-
ченными параметрами.

2 Сплайн-вейвлеты на отрезке

В этом разделе кратко рассмотрим подход к по-
строению вейвлет-систем на отрезке, предложен-
ный в [7]. Пусть действительная функция ϕ при-
надлежит действительному пространству L2 (R),
удовлетворяет равенству

ϕ (x) =
√
2
∑

k∈Z
ukϕ (2x− k) , uk ∈ R , (1)

и имеет компактный носитель, содержащийся в от-
резке [a; b]. Обозначим ϕjk(x) = 2

j/2ϕ
(
2jx− k

)
,

x ∈ [a; b]. Функция ϕ в теории вейвлетов называ-
ется масштабирующей, а равенство (1) — масштаб-
ным соотношением [8]. Ясно, что отличными
от нуля на отрезке [a; b] будет лишь конечное чис-
ло таких функций. Пусть для определенности это
будут функции ϕj,0, ϕj,1, . . . , ϕj,nj−1.

Если рассмотреть линейные пространства Vj =
= lin

{
ϕj,0, ϕj,1, . . . , ϕj,nj−1

}
, dimVj = nj, то в силу

равенства (1) будет выполняться V0 ⊂ V1 ⊂ · · ·
· · · ⊂ L2 [a; b]. Поэтому ϕj−1,k =

∑nj−1
s=0 ps,kϕj,s.

Как и в [7], введем обозначения:

�j(x) =
(
ϕj,0(x), ϕj,1(x), . . . , ϕj,nj−1(x)

)
;

Pj = (ps,k)
nj−1,nj−1−1
s=0,k=0 .

Тогда �j−1 = �jPj .

∗Результаты работы получены в рамках выполнения государственного задания Минобрнауки № 2.2461.2017/ПЧ.
1Московский авиационный институт (национальный исследовательский университет), yib72@mail.ru
2Московский авиационный институт (национальный исследовательский университет), en.platonov@gmail.com
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Обозначим символом Wj−1 ортогональное до-
полнение к пространству Vj−1 в простран-
стве Vj . Поскольку Vj = Vj−1 ⊕Wj−1 и Wj−1 ⊂
⊂ Vj, то Wj−1 — конечномерное пространство
Wj = lin

{
ψj,0, ψj,1, . . . , ψj,mj−1

}
, dimWj = mj

и ψj−1,k =
∑nj−1

s=0 qjs,kϕj,s. Функции ψj,k называ-
ются вейвлетами, а пространства Wj называются
вейвлет-пространствами.

Снова введем в рассмотрение матрицы [7]:

āj(x) =
(
ψj,0(x), ψj,1(x), . . . , ψj,mj−1(x)

)
;

Qj =
(
qjs,k

)nj−1,mj−1−1
s=0,k=0

.

Тогда āj−1 = �jQj. Следует заметить, что nj +
+mj = nj+1. Пусть f ∈ L2(X) и šj : L2(X) → Vj .
Тогда

šjf =

nj−1∑

k=0

cjkϕjk = šj−1f +š
W
j−1f =

=

nj−1−1∑

k=0

cj−1,kϕj−1,k +
mj−1−1∑

k=0

dj−1,kψj−1,k .

Данное равенство можно переписать в матрич-
ном виде, если ввести в рассмотрение векторы

Cj =
(
cj,0, . . . , cj,nj−1

)T
, Dj =

(
dj,0, . . . , dj,mj−1

)T
.

Первый вектор описывает приближение функ-
ции f , а второй вектор представляет собой вейв-
лет-коэффициенты, которые характеризуют откло-
нениеšj−1f отšjf . Как показано в [7], имеет место
равенство Cj = PjCj−1 + QjDj−1. По данному ра-
венству можно восстановить приближение šjf по
более грубому приближению šj−1f и вейвлет-ко-
эффициентам.

Поскольку линейные операторы (проекторы)
Vj → Vj−1, Vj → Wj−1 определяются некоторыми
матрицамиAj , Bj, то Cj−1 = AjCj, Dj−1 = BjCj .

Под вейвлет-преобразованием функции f бу-
дем понимать нахождение векторов C0, D0,
D1, . . . , Dj−1. МатрицыQj иPj известны как фильт-
ры синтеза. Матрицы Aj и Bj известны как фильт-
ры анализа. Множество {Aj , Bj , Pj , Qj} называется
банком фильтров.

Как показано в [7], между матрицами Aj , Bj
и Pj , Qj существует следующая связь:

(
Aj
Bj

)
=
(
PjQj

)−1
.

Посмотрим теперь, как определить матри-
цу Qj. Введем следующее обозначение. Если
f = (f1, . . . , fr), g = (g1, . . . , gr) — некоторые век-
торы, то [(f, g)] = ((fi, gj))

r
i,j=1 — матрица ска-

лярных произведений. Как показано в [7], мат-
рица Qj удовлетворяет следующему уравнению:
PTj [(�j ,�j)]Qj = 0.

Перейдем теперь к сплайн-вейвлетам на отрез-
ке. Определим В-сплайны порядка n как сверт-
ку [9]:

Nn = Nn−1 ∗N0 , N0(x) =

{
1 , x ∈ [0; 1) ;
0 , x /∈ [0; 1) .

Как показано в [9], если определить функцию
ϕ(x) = Nn(x), то она удовлетворяет равенству
ϕ(x) =

∑n+1
k=0(C

k
n+1/2

n)ϕ(2x − k), где Ckn+1 =
= (n+ 1)!/(k!(n+ 1− k)!). В [10] представлен
банк фильтров, соответствующий функции ϕ(x) =
= Nn(x), а именно: справедливы следующие ре-
зультаты.

Лемма 2.1. Функция ϕ(x) = Nn(x) определяет после-
довательность подпространств

Vα,0 ⊂ Vα,1 ⊂ · · · ,
Vα,j = lin

{
ϕj,−n, ϕj,−n+1, . . . , ϕj,2jα(n+1)−1

}

пространства L2[0;α(n + 1)], α = 1, 2, . . ., такую,

что
⋃+∞
j=0 Vα,j = L

2[0;α(n+ 1)].

Лемма 2.2. Имеет место равенство∑2jα(n+1)−1
k=−n ϕj,k(x) ≡ 2j/2, x ∈ [0;α(n + 1)]. Ес-

ли Vα,j = Vα,j−1 ⊕ Wα,j−1, то dimWα,j−1 =
= 2j−1α(n+ 1).

Пусть λm,k =
∫ k+1
k Nn(z)Nn(z − m) dz, m =

= −n, . . . , n, k = 0, 1, . . . , n, и ωi,k = ωk,i =

=
∑n
s=n−i+1 λk−i,s, θi,k = θk,i =

∑n−k
s=0 λi−k,s, 1 6

6 i 6 k 6 n. Введем в рассмотрение вектор

p ∈ R2
jα(n+1)+n, который определим равенством:

p =

=






(
C0n+1 · · ·Ckn+1 Ckn+1 · · ·C0n+1 0 · · · 0

)T
,

если n = 2k ;(
C0n+1 · · ·Ckn+1 Ck+1n+1 C

k
n+1 · · ·C0n+1 0 · · · 0

)T
,

если n = 2k + 1 .

Определим оператор сдвига Rs: Rm → Rm следу-
ющим правилом:

Rsa =





(
0 · · · 0︸ ︷︷ ︸

s

a1 · · · am−s
)T

, если 0 6 s < m ;
(
a|s|+1 · · · am 0 · · · 0

)T
, если −m < s < 0 ;

∅ , если |s| > m,

где
a = (a1, . . . , am)

T
.

Лемма 2.3. Матрицы Pj и [(�j ,�j)] для последова-
тельности подпространств Vα,0 ⊂ Vα,1 ⊂ · · · имеют
вид:
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Pj =
1

2n+1/2
(
R−np R−n+2p · · · Rn−2+2jα(n+1)p

)
;

[(�j ,�j)] = (d1 · · · dn q R1q · · ·
· · · R2jα(n+1)−n−1q u1 · · · un

)T
,

где

ds =
(
ω1,s ω2,s · · · ωn,s qn−s+1 · · · qn 0 · · · 0

)T
;

us =
(
0 · · · 0 qn · · · qs θ1,s · · · θn,s

)T
;

q =
(
qn qn−1 · · · q1 q0 q1 · · · qn−1 qn 0 · · · 0

)T ∈
∈ R2jα(n+1)+n , qk = (Nn(·), Nn(· − k)) .

Матрица, транспонированная к Tj = PTj [(�j ,�j)] =

= 2−n−1/2(ti,s)
2j−1α(n+1)+n, 2jα(n+1)+n
i=1,s=1 , имеет вид:

TTj =
1

2n+1/2
(L1 · · ·Ln w R2w · · ·

· · ·R2jα(n+1)−2n−2w L2j−1α(n+1)+1 · · ·
· · ·L2j−1α(n+1)+n

)
,

где

w =
(
pTR−2nq pTR−2n+1q · · · pTRn+1q 0 · · · 0

)T ∈
∈ R2jα(n+1)+n ;

Li =

=
(
(R−n+2i−2p)

T
d1 · · · (R−n+2i−2p)

T
dn 0 · · · 0

)T
+

+ (Rn ◦R−3n+2i−2)w, i = 1, . . . , n ;

Li+1 =
(
0 · · · 0 (R−n+2ip)

T u1 · · · (R−n+2ip)
T un

)T
+

+ (R−n ◦R−n+2i)w ,

i = 2j−1α(n+ 1), . . . , n− 1 + 2j−1α(n+ 1) .

С использованием леммы 2.3 в [10] найдены
2j−1α(n + 1) линейно независимых решений hs =
= (h1,s, h2,s, . . . , h2jα(n+1)+n,s)

T системы линейных
уравнений Tjhs = 0. Эти решения и представляют
собой столбцы матрицы Qj = (h1, . . . , h2j−1α(n+1)).
Столбцы hs выбирались таким образом, чтобы
функции

ψj−1,s(x) = �j(x)hs =
2jα(n+1)+n∑

i=1

hi,sϕj,−n+(i−1)(x)

по возможности представляли собой сдвинутые
версии одной функции, т. е. имели бы одну форму
(за исключением, конечно, граничных вейвлетов).

Введем сокращенные обозначения для матриц, со-
ставленных из элементов матрицы Tj:

Tj

(
i1,...,ik
j1,...,jm

)
=



ti1,j1 · · · ti1,jm

...
...

...
tik,j1 · · · tik,jm


 .

Для внутренних вейвлетов (носитель содержится
в отрезке [0;α(n+ 1)]):

hs = (0, . . . , 0, h2s−n−1,s, . . . , h2s+2n,s, 0, . . . , 0)
T,

s = n+ 1, . . . , 2j−1α(n+ 1)− n ,

где Tj
( s−n,...,s+2n
2s−n−1,...,2n+2s

)
(h2s−n−1,s, . . . , h2s+2n,s)T =

= 0.
Решения, соответствующие граничным вейвле-

там, выбираются следующим образом. Для s =
= 1, 2, . . . , n положим

hs = (0, . . . , 0, hs,s, . . . , h2n+2s,s, 0, . . . , 0)
T,

где Tj
( 1,...,s+2n
s,...,2s+2n

)
(hs,s, . . . , h2s+2n,s)

T = 0. Для s =
= 2j−1α(n+ 1)− n+ 1, . . . , 2j−1α(n+ 1) положим

hs = ( 0,...,0,h2s−n−1,s,...,h2j−1α(n+1)+n+s,s,0,...,0 )
T
,

где

Tj

(
s−n,...,n+2j−1α(n+1)

2s−n−1,...,2j−1α(n+1)+n+s

)
=

=
(
h2s−n−1,s, . . . , h2j−1α(n+1)+n+s,s

)T
.

Кратко рассмотрим применение вейвлет-сис-
тем на отрезке к построению двумерных вейвлетов
на прямоугольной области. Пусть даны последо-
вательности V0,i ⊂ V1,i ⊂ · · · ⊂ Vj,i ⊂ · · · конеч-
номерных подпространств L2[ai; bi], масштабиру-
ющие функцииϕ(i) и банки фильтровPj,i,Qj,i,Aj,i,
Bj,i, i = 1, 2. Стандартный подход к построению
многомерных вейвлет-систем — это взятие тензор-
ных произведений функций из одномерных бази-
сов [11]. Определим подпространства V 2j = Vj,1 ⊗
⊗ Vj,2 = lin {f1 ⊗ f2 : f1 ∈ Vj,1, f2 ∈ Vj,2}, где
функция f1 ⊗ f2 определяется правилом f1 ⊗
⊗ f2 (x, y) = f1(x)f2(y). Ясно, что функции

ϕ
(1)
j,k ⊗ ϕ

(2)
j,s образуют базис в пространстве V 2j .

Вейвлет-пространства W 2
j определяются следую-

щим образом:

V 2j = V
2
j−1 ⊕W 2

j−1 .

Следующие две леммы очевидны.
Лемма 2.4. Пустьf ∈ L2[0;n+1], тогдаšjf = �jC∗

j ,
где C∗

j = [(�j ,�j)]
−1[(f,�j)]. При этом

‖f −šjf‖2L2 = ‖f‖2L2 − [(f,�j)]T [(�j ,�j)] [(f,�j)] .
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Лемма 2.5. Пусть f ∈ L2([a1; b1] × [a2; b2]) и š(2)j :

L2([a1; b1]× [a2; b2])→ V 2j — проектор. Если

Gj =

=




b1∫

a1

dx

b2∫

a2

ϕ
(1)
j,s (x)ϕ

(2)
j,k(y)f(x, y) dy



nj,1−1,nj,2−1

s,k=0

,

то š(2)j f(x, y) = �
(1)
j (x)Cj(�

(2)
j (y))

T, где �(i)j =

= (ϕ
(i)
j,0 · · ·ϕ

(i)
j,nj,i−1), а матрица Cj определяется ра-

венством:

Cj =
[(
�
(1)
j ,�

(1)
j

)]−1
Gj

[(
�
(2)
j ,�

(2)
j

)]−1
.

3 Интегралы от сплайн-вейвлетов

Пусть Qj = (hj1, . . . , h
j
2j−1(n+1)), где hjs =

= (hj1,s, h
j
2,s, . . . , h

j
2j(n+1)+n,s)

T. Тогда, согласно ре-
зультатам предыдущего раздела,

ψj−1,s(x) =

=





2s+2n∑

i=s

hji,sϕj,−n+i−1(x) , s = 1, . . . , n ;

2s+2n∑

i=2s−n−1
hji,sϕj,−n+i−1(x) ,

s = n+ 1, . . . , 2j−1(n+ 1)− n ;
2j−1(n+1)+n+s∑

i=2s−n−1
hji,sϕj,−n+i−1(x) ,

s = 2j−1(n+ 1)− n+ 1, . . . , 2j−1(n+ 1) .

(2)

Так же, как и в работах [1, 3–6], для удобства
введем следующие обозначения:

wl(x) = ϕ0,l−n−1 , l = 1, 2, . . . , 2n+ 1 ,

wl(x) = ψj,s(x) , l = 2
j(n+ 1) + n+ s ,

j = 0, 1, . . . , s = 1, . . . , 2j(n+ 1) .

На рис. 1 представлены графики некоторых функ-
ций wl для случая n = 5.

Пусть J > 0, šJ : L2[0;n+ 1] → VJ — проектор
иM = 2J(n+ 1) + n. ОбозначимHJ =

(
w1 · · · wM

)

и введем в рассмотрение матрицу скалярных про-
изведений [(HJ , HJ)]. В лемме 2.3 представлены
матрицы скалярных произведений [(�k,�k)] для
всех k = 0, 1, . . . Замечая, что āk = �k+1Qk+1
и [(āk,āk)] = QTk+1[(�k+1,�k+1)]Qk+1, получаем
матрицу:

[(HJ , HJ )] =

=




[(�0,�0)] 0 0 · · · 0
0 QT1 [(�1,�1)]Q1 0 · · · 0
...

. . .
. . .

. . .
...

0 0 0 · · · QTJ [(�J ,�J )]QJ


.

Так как VJ = V0 ⊕ W0 ⊕ V1 ⊕ · · · ⊕ WJ−1, то для
f ∈ L2[0;n + 1] имеем šJf =

∑M
l=1 clwl = HJCJ ,

где CJ =
(
c1 · · · cM

)T
. Как и в работах [1, 3–6],

определим функции:

ξ1,l(x) =

x∫

0

wl(t) dt ; (3)

Рис. 1 Графики функций wl для n = 5
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ξν+1,l(x) =

x∫

0

ξν,l(t) dt =

=
1

ν!

x∫

0

(x− t)νwl(t) dt , ν = 1, 2, . . . (4)

Согласно определению функций wl и равенст-
вам (2) функция ξν+1,l(x) представляет собой ли-
нейную комбинацию функций

ηj,sn,ν(x) =

x∫

0

(x− t)νNn(2
jt− s) dt .

Лемма 3.1. Имеет место следующее рекуррентное
соотношение:

ηj,sn,ν(x) =
xν+1

ν + 1
Nn(−s) +

+
2j

ν + 1

(
ηj,sn−1,ν+1(x) − ηj,s+1n−1,ν+1(x)

)
, (5)

где

ηj,s0,ν(x) =

=






(x− a)ν+1 − (x− b)ν+1

ν + 1
,

если [a; b] = [0;x] ∩
[
s

2j
;
s+ 1

2j

]
6= ∅ ;

0, если [a; b] = [0;x] ∩
[
s

2j
;
s+ 1

2j

]
= ∅ .

(6)

Д о к а з а т е л ь с т в о . По свойству В-сплайнов [9]
имеет место равенство:

N ′
n(x) = Nn−1(x) −Nn−1(x− 1) .

Следовательно, по формуле интегрирования по
частям получаем:

ηj,s0,ν(x) = − (x− t)ν+1

ν + 1
Nn(2

jt− s)

∣∣∣∣
x

0

+

+ 2j
x∫

0

(x− t)ν+1

ν + 1

(
Nn−1(2

jt− s)−

−Nn−1(2
jt− s− 1)

)
dt =

xν+1

ν + 1
Nn(−s) +

+
2j

ν + 1

(
ηj,sn−1,ν+1(x) − ηj,s+1n−1,ν+1(x)

)
.

Равенство (6) очевидно. �

Формулы (5) и (6) позволяют находить значение
функции ηj,sn,ν(x) в любой точке без интегрирования.
Итак, для l = 1, 2, . . . , 2n+ 1 получаем:

ξν+1,l(x) =
1

ν!
η0,l−n−1n,ν (x) , l = 1, 2, . . . , 2n+ 1 .

Для l = 2j(n + 1) + n + s, j = 0, 1, . . . , s = 1, . . .
. . . , 2j(n+ 1) получаем:

ξν+1,l(x) =

=






2(j+1)/2

ν!

2s+2n∑

i=s

hj+1i,s η
j+1,−n+i−1
n,ν (x) ,

s = 1, . . . , n;

2(j+1)/2

ν!

2s+2n∑

i=2s−n−1
hj+1i,s η

j+1,−n+i−1
n,ν (x) ,

s = n+ 1, . . . , 2j(n+ 1)− n;

2(j+1)/2

ν!

2j(n+1)+n+s∑

i=2s−n−1
hj+1i,s η

j+1,−n+i−1
n,ν (x) ,

s = 2j(n+ 1)− n+ 1, . . . , 2j(n+ 1).

Полученные равенства справедливы при всех ν =
= 0, 1, . . .

4 Применение сплайн-вейвлетов
к решению линейных
интегральных
и дифференциальных
уравнений

В проекционных методах решения линейных
уравнений рассматриваются два уравнения [12]:
первое — в полном нормированном простран-
стве X :

Kx ≡ x− λHx = f ; (7)

второе — в его полном подпространстве Vj :

Kjxj ≡ xj − λHjxj = šjf , (8)

где H — непрерывный линейный оператор в X;
Hj — непрерывный линейный оператор в Vj . Урав-
нение (7) называется точным, а уравнение (8) —
приближенным. При этом предполагается, что вы-
полнены следующие условия.
1. Условие близости операторовH и Hj . Для любого
xj ∈ Vj выполняется ‖šjHxj −Hjxj‖ 6 ρj‖xj‖.
2. Условие хорошей аппроксимации элементов ви-
да Hx элементами из Vj . Для любого x ∈ X суще-
ствует xj ∈ Vj такой, что ‖Hx− xj‖ 6 ρ1,j‖x‖.
3. Условие хорошей аппроксимации свободного чле-
на точного уравнения. Существует элемент fj ∈ Vj
такой, что ‖f−fj‖ 6 ρ2,j‖f‖. В отличие от предыду-
щих условий ρ2,j здесь, вообще говоря, зависит от f .
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Как показано в [12], если оператор K имеет не-
прерывный обратный, уравнение (7) имеет реше-
ние и lim

j→+∞
ρj = 0, lim

j→+∞
ρ1,j = 0, lim

j→+∞
ρ2,j = 0, то

lim
j→+∞

‖x−xj‖ = 0, где xj — решение уравнения (8).

Рассмотрим сначала линейное интегральное
уравнение Фредгольма 2-го рода. С помощью за-
мены переменной такое уравнение можно свести
к следующему:

u(x)− λ

n+1∫

0

U(x, t)u(t) dt = f(x) , x, t ∈ [0;n+ 1] .

Пусть ϕ(x) = Nn(x), V0 ⊂ V1 ⊂ · · · — соот-
ветствующая последовательность конечномерных
подпространств пространства L2 [0;n+ 1]. Пусть
X = L2[0;n+ 1]. Операторы K : X → X, H : X →
→ X и Hj : Vj → Vj определим равенствами:

Ku(·) = u(·)− λ

n+1∫

0

U(·, t)u(t) dt ;

Hu(·) =
n+1∫

0

U(·, t)u(t) dt ;

Hj = šj ◦H ,

где U ∈ L2([0;n + 1]2). Условие близости опе-
раторов H и Hj выполняется с ρj = 0. Пусть

u ∈ X и uj(·) =
∫ n+1
0 š(2)U(·, t)u(t) dt ∈ Vj . То-

гда ρ1,j = ‖U − š(2)j U‖L2([0;n+1]2) и limj→+∞ ρ1,j =
= 0. Следовательно, условие хорошей аппрок-
симации элементов вида Hu элементами из Vj
также выполняется. Наконец, для произволь-
ного f ∈ X, f 6= 0, возьмем fj = šjf ,
а ρ2,j = ‖f −šjf‖L2([0;n+1])/‖f‖L2([0;n+1]). Тогда
lim

j→+∞
ρ2,j = 0.

Решение приближенного уравнения

uJ − λšj ◦HuJ = šJf (9)

будем искать в виде uJ =
∑M

l=1 clwl = HJCJ , где
M = 2J(n + 1) + n. Тогда уравнение (9) можно пе-
реписать в виде системы линейных уравнений для
определения коэффициентов cl:

M∑

l=1

cl(wl, ws)−

− λ

M∑

l=1

cl

n+1∫

0

dx

n+1∫

0

U(x, t)wl(t)ws(x) dt = (f, ws) ,

s = 1, 2, . . . ,M .

Это и есть система метода Галеркина. Перепишем
ее в матричном виде:

CJ ([(HJ , HJ )]− λGJ ) = FJ , (10)

где

CJ =
(
c1 · · · cM

)
;

FJ =
(
(f, w1) · · · (f, wM )

)T
;

GJ = (gl,s)
M
l,s=1 ,

gl,s =

n+1∫

0

dx

n+1∫

0

U(x, t)wl(t)ws(x) dt.

Аналогично рассматривается линейное инте-
гральное уравнение Вольтерра 2-го рода

u(x)− λ

x∫

0

U(x, t)u(t) dt = f(x) , x, t ∈ [0;n+ 1] .

Операторы K : X → X, H : X → X и Hj : Vj → Vj
определим равенствами:

Ku(x) = u(x)− λ

x∫

0

U(x, t)u(t) dt ;

Hu(x) =

x∫

0

U(x, t)u(t) dt ;

Hj = šj ◦H .

Величины ρj, ρ1,j и ρ2,j остаются теми же, что и для
уравнения Фредгольма. Таким образом, система
Галеркина для данного уравнения имеет вид:

M∑

l=1

cl(wl, ws)−

− λ

M∑

l=1

cl

n+1∫

0

dx

x∫

0

U(x, t)wl(t)ws(x) dt =

= (f, ws) , s = 1, 2, . . . ,M . (11)

Матричный вид системы (11) совпадает с (10), где

GJ = (gs,l)
M
s,l=1, gs,l =

n+1∫

0

dx

x∫

0

U(x, t)wl(t)ws(x) dt.

Рассмотрим теперь линейное дифференциаль-
ное уравнение

y(k) + a1(x)y
(k−1) + · · ·+ ak(x)y = f(x) (12)
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с непрерывными коэффициентами ai(x), i =
= 1, 2, . . . , k и начальными условиями

y(0) = y0 , y
′(0) = y1, . . . , y

(k−1) = yk−1 . (13)

Если обозначить y(k)(x) = u(x), то задача (12)–
(13) сводится к интегральному уравнению Воль-
терра 2-го рода. Следовательно, приближенное
решение задачи (12)–(13) можно искать в виде:

yJ(x) =

M∑

s=1

csξk,s(x) + yk−1
xk−1

(k − 1)! +

+ yk−2
xk−2

(k − 2)! + · · ·+ y0 ,

где функции ξk,s(x) определены равенствами (3)
и (4), а коэффициенты cs определяются из системы
линейных уравнений:

M∑

s=1

cs(ξk,s + a1ξk−1,s + · · ·+ akws, wl) =

= (f, wl) , l = 1, . . . ,M .

При этом limJ→+∞ ‖yJ − y‖Ck−1[0;n+1] = 0, где
y(x)— точное решение задачи (12)–(13).
Пример 4.1. Рассмотрим нестационарную систему
автоматического управления, поведение которой
описывается дифференциальным уравнением:

5∑

k=0

ak(t)x
(k)(t) = g(t),

где коэффициенты ak(t) определяются из следу-
ющего выражения:



a0(t)
a1(t)
a2(t)
a3(t)
a4(t)
a5(t)



=

=




0,5596 1,8918 2,5825 1,7855 0,6277 0,0909
0,7113 2,3843 3,222 2,1975 0,7588 0,1065
0,3717 1,2333 1,6449 1,1038 0,3728 0,0507
0,1002 0,3278 0,43 0,2827 0,093 0,0122
0,014 0,0449 0,0576 0,0369 0,0118 0,0015
0,0008 0,0025 0,0031 0,0019 0,006 0,00007







1
t
t2

t3

t4

t5




.

Найти реакцию системы на входное воздействие:

g(t) =
(
85,7661 + 338,5984t+ 497,0437t2 +

+ 406,9496t3 + 186,9354t4 + 46,7809t5 +

+ 4,8258t6
)
e−4t.

Начальные условия нулевые. Интервал исследова-
ния — [0; 5] c.

Р е ш е н и е . Так как начальные условия нулевые,
приближенное решение данной задачи будем ис-
кать в виде

xJ (t) =
M∑

s=1

csξ5,s(t) ,

где коэффициенты c1, . . . , cM определяются из си-
стемы линейных уравнений:

2J (n+1)+n∑

s=1

cs

(
a5ws +

4∑

k=0

akξ5−k,s, wl

)
=

= (g, wl) , l = 1, . . . , 2
J(n+ 1) + n .

На рис. 2 показаны графики третьего и пятого при-
ближений x2(t) (1), x4(t) (2) и график сеточной
функции {(ti, “xi)} (3), полученной методом Рунге–
Кутта. �

Рис. 2 Графики приближений x2(t) (1), x4(t) (2) и гра-
фик сеточной функции {(ti, “xi)} (3), полученной мето-
дом Рунге–Кутта

Пример 4.2. Поведение линейной нестационарной
системы описывается следующей системой диффе-
ренциальных уравнений:

(
‘x(t)
‘y(t)

)
=

(
t2 1− t
1 + t t− t2

)(
x(t)
y(t)

)
+

(
t2 0
1 t

)(
g1(t)
g2(t)

)
.

Найти реакцию системы на входное воздействие:

g1(t) = 0,23315158t
9− 3,89665t8 + 26,4309725t7−

− 93,4794t6 + 183,95t5 − 200,83t4 +
+122,255277t3−50,135386t2+13,095959t−2,8237;

g2(t) = −0,071962459t13+ 1,3465024t12−
− 10,98105044t11+51,1908385t10− 150,5098287t9+
+ 291,295256t8 − 378,61242t7 + 336,683591t6 −
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Рис. 3 Графики приближений x0(t) (1), x2(t) (2) и гра-
фик сеточной функции {(ti, “xi)} (3), полученной мето-
дом Рунге–Кутта

Рис. 4 Графики приближений y0(t) (1), y2(t) (2) и гра-
фик сеточной функции {(ti, “yi)} (3), полученной мето-
дом Рунге–Кутта

− 213,9681871t5 + 106,48891t4 − 47,3676t3 +
+ 19,56997t2 − 3,863587t− 0,0004283

для начальных условий x(0) = −1 и y(0) = 2 на
временн‚ом интервале [0; 2] c.

Р е ш е н и е . Приближенное решение будем искать
в виде:

xJ (t) = −1 +
M∑

s=1

csξ1,s(t) ;

yJ(t) = 2 +

M∑

s=1

cM+sξ1,s(t) ,

где M = 2J(n + 1) + n, а коэффициенты cs, s =
= 1, 2, . . . , 2M , определяются из системы линейных
уравнений:

M∑

s=1

cs


(ws, wl)−

n+1∫

0

t2ξ1,s(t)wl(t) dt


−

−
M∑

s=1

cM+s

n+1∫

0

(1− t)ξ1,s(t)wl(t) dt =

=

n+1∫

0

(
t2g1(t)− t2 + 2(1− t)

)
wl(t) dt ,

l = 1, 2, . . . ,M ;

M∑

s=1

cs

n+1∫

0

(1 + t)ξ1,s(t)wl(t) dt+

+

M∑

s=1

cM+s




n+1∫

0

(t− t2)ξ1,s(t)wl(t) dt− (ws, wl)


 =

=

n+1∫

0

(2t2 − t+ 1− g1(t)− tg2(t))wl(t) dt ,

l = 1, 2, . . . ,M .

На рис. 3 и 4 показаны графики первого и треть-
его приближений x0(t), y0(t) (1), x2(t), y2(t) (2)
и графики сеточных функций{(ti, “xi)}, {(ti, “yi)} (3),
полученные методом Рунге–Кутта. �

5 Заключение

В данной статье были обобщены известные ме-
тоды применения вейвлетов Хаара к приближен-
ному решению линейных интегральных и диффе-
ренциальных уравнений. Эти методы получаются
из представленных здесь при n = 0, что и соот-
ветствует вейвлетам Хаара. В отличие от вейвле-
тов Хаара, где приближения решения интегрально-
го уравнения получаются кусочно-постоянными,
а приближения решения дифференциального урав-
нения принадлежат классу гладкости Ck−1, где k —
порядок уравнения, использование сплайн-вейв-
лет дает возможность строить приближения любого
класса гладкости Cn.
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ГАММА-ЭКСПОНЕНЦИАЛЬНАЯ ФУНКЦИЯ В БАЙЕСОВСКИХ

МОДЕЛЯХ МАССОВОГО ОБСЛУЖИВАНИЯ∗

А. А. Кудрявцев1, А. И. Титова2

Аннотация: Рассматривается байесовский подход к построению моделей теории массового обслуживания
и надежности. Байесовский подход является целесообразным при изучении систем, характеристики
которых меняются в моменты времени, неизвестные исследователю, или же при изучении больших
совокупностей однотипных систем. В рамках этого подхода для классических постановок задач предпо-
лагается, что основные параметры системы не являются заданными, но при этом известны их априорные
распределения. За счет рандомизации параметров системы различные ее характеристики, например коэф-
фициент загрузки, также становятся случайными. В работе вводится понятие гамма-экспоненциальной
функции, приводятся ее свойства, а также конкретные результаты для вероятностных характеристик
коэффициента загрузки и вероятности «непотери» вызова в случае, когда в качестве пары априор-
ных распределений параметров системы M/M/1/0 рассматриваются экспоненциальное распределение
и распределение Вейбулла.
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1 Введение

Зачастую при описании математических мо-
делей функционирования различных объектов их
жизненный цикл зависит от параметров, «способ-
ствующих» и «препятствующих» функционирова-
нию. В моделях структур и систем массового
обслуживания к параметрам, «способствующим»
функционированию, можно отнести интенсив-
ность обслуживания запросов, а к параметрам,
«препятствующим» функционированию, — интен-
сивность входящего потока требований. При этом
нетрудно заметить, что для исследования резуль-
татов работы системы важны не столько значения
параметров, сколько их соотношение.

Далее будет рассмотрена система массового
обслуживанияM/M/1/0, одним из основных пока-
зателей которой является ее коэффициент загруз-
ки ρ. Значение коэффициента загрузки определя-
ется как отношение параметра входящего потока λ
к параметру обслуживания µ. От величины ρ зави-
сят многие характеристики разнообразных систем
массового обслуживания, в том числе вероятность
«непотери» вызова π = µ/(λ+ µ) = 1/(1 + ρ).

В рамках байесовского подхода к постановкам
классических задач массового обслуживания и на-
дежности предполагается, что конкретные значе-

ния параметров λ и µ неизвестны, однако имеется
информация об их априорных распределениях [1].

Зачастую в байесовских постановках задач
массового обслуживания результаты описывают-
ся в терминах специальных функций, например
в терминах бета-функции и интегральной показа-
тельной функции при рассмотрении общего эрлан-
говского случая [2]. При рассмотрении общего бе-
та-распределения [3] или же бета-равномерного [4]
распределения параметров в байесовской модели
рекуррентного роста надежности результаты выра-
жаются через обобщенную гипергеометрическую
функцию.

В ходе исследований, касающихся вероятност-
ных характеристик коэффициента загрузки ρ и ве-
роятности «непотери» вызова π в случае, когда в ка-
честве пары априорных распределений параметров
системы λ и µ рассматриваются экспоненциальное
распределение и распределение Вейбулла, были по-
лучены результаты, не выражающиеся в терминах
элементарных функций. В связи с этим предла-
гается рассмотреть новую специальную функцию,
упоминаний об аналитическом виде и свойствах ко-
торой не было обнаружено в классических книгах,
посвященных специальным функциям (см., напри-
мер, [5–7]).
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2 Основные результаты

Введем следующие обозначения. Через M(θ)
обозначим экспоненциальное распределение с па-
раметром θ > 0, а через W (p, α) — распределение
Вейбулла с плотностью wp,α(x), имеющей вид:

wp,α(x) =
pxp−1e−(x/α)

p

αp
, x > 0 , p > 0 , α > 0 .

Назовем функцию вида

Geα, β(x) =
∞∑

k=0

xk

k!
•(αk+β) , x ∈ R , α ≥ 0 , β > 0 ,

гамма-экспоненциальной функцией.

Теорема 1. Гамма-экспоненциальная функция облада-
ет следующими свойствами:

1. Geα,β(x) сходится абсолютно на всей прямой при
0 ≤ α < 1, β > 0 и на интервале (−1, 1) при
α = 1, β > 0; сходится условно в точке x = −1
при α = 1, 0 < β < 1; сходится только в точке
x = 0 при α > 1, β > 0.

2. Geα,β(x) непрерывна в области сходимости.

3. Ge1, n+1(x) = (xn/(1− x))
(n)
x , |x| < 1. В част-

ности, Ge1, 1(x) = 1/(1− x) и Ge1, 2(x) =
= 1/(1− x)2, |x| < 1.

4. Ge(n)α,β(x) = Geα,αn+β(x) в области сходимости.

5. Geα,β(0) = •(β), α ≥ 0, β > 0.
6. Ge0,β(x) = •(β)ex, x ∈ R, β > 0.

7. Geα,1(x) = 1 + αxGeα,α(x), x ∈ R, α > 0.

8. Geα, β(x) = •(β − 1) + αxGeα,α+β−1(x) + (β −
− 1)Geα,β−1(x), x ∈ R, α ≥ 0, β > 1.

9. Geq,q+1(−xq) = Ge1/q,1/q+1(−1/x)/(qxq+1), x >
> 0, q > 1.

10.
∑∞
k=0(α

k/k!)Ge1/p, (k+p)/p(−α) = 1, α > 0, p >
> 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Свойство 1 следует из соот-
ношения (6.1.46) в [7]:

lim
n→∞

•(n+ α)nβ−α

•(n+ β)
= 1 ,

формулы Даламбера и признака Лейбница. Свой-
ства 3–8 проверяются непосредственно. Свойство 9
следует из соотношения:

Geq,q+1(−xq) =
∞∫

0

e−(xt)
q

tqe−t dt =

=
1

qxq+1

∞∑

k=0

(−1/x)k
k!

∞∫

0

z(k+1)/qe−z dz .

Для обоснования свойства 10 достаточно рассмот-
реть случайную величину N , имеющую смешанное
пуассоновское распределение со структурным рас-
пределением Вейбулла, для которой справедливо:

P(N = k) =
p

αpk!

∞∫

0

e−λ−(λ/α)
p

λk+p−1 dλ =

=
αk

k!

∞∑

n=0

(−α)n
n!

∞∫

0

t(n+k)/pe−t dt =

=
αk

k!
Ge1/p, (k+p)/p(−α) .

Теорема доказана.

Приведем два утверждения, в которых парамет-
ры входящего потока λ и обслуживания µ в моде-
ли M/M/1/0 имеют экспоненциальное распреде-
ление и распределение Вейбулла.
Теорема 2. Пусть параметр входящего потока λ име-
ет экспоненциальное распределениеM(θ), θ > 0, а па-
раметр обслуживанияµ имеет распределение Вейбул-
ла W (p, α), p > 1, α > 0, причем λ и µ независимы.
Тогда при x > 0 функция распределения, плотность
и моменты коэффициента загрузки ρ имеют вид:

Fρ(x) = 1− Ge1/p, 1(−θαx) ;
fρ(x) = θαGe1/p, 1/p+1(−θαx) ;

E ρn =
n!

(θα)n
•

(
1− n

p

)
, p > n ,

a функция распределения и плотность вероятности
«непотери» вызова π при x ∈ (0, 1) определяются
соотношениями:

Fπ(x) = Ge1/p, 1

(
−θα(1 − x)

x

)
;

fπ(x) =
θα

x2
Ge1/p, 1/p+1

(
−θα(1− x)

x

)
.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Заметим, что при x > 0

Fρ(x) =

∞∫

0

p

α

(
u

α

)p−1
e−(u/α)

p

(1− e−uxθ) du =

= 1−
∞∑

k=0

∞∫

0

(−θx)k
k!

uke−(u/α)
p

d

(
u

α

)p
=

= 1−
∞∑

k=0

∞∫

0

(−θx)k
k!

(
αt1/p

)k
e−t dt =

= 1− Ge1/p, 1(−θαx) ,
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откуда, воспользовавшись свойством 4 теоремы 1,
получаем выражение для fρ(x).

Вычислим момент n-го порядка для коэффици-
ента загрузки. Имеем:

E ρn =

∞∫

0

xnθαGe1/p, 1/p+1(−θαx) dx =

= θα

∞∫

0

∞∫

0

exp
{
−θαt1/px

}
t1/pe−txn dtdx =

=

∞∫

0

e−t

(θα)ntn/p
×

×
∞∫

0

exp
{
−θαt1/px

}
(θαt1/px)n d(θαt1/px) dt =

=
•(n+ 1)

(θα)n

∞∫

0

e−tt−n/p dt =
n!

(θα)n
•

(
1− n

p

)
,

p > n .

Теперь получим функцию распределения для
вероятности «непотери» вызова π. Имеем:

Fπ(x) = 1− P
(
ρ <
1− x

x

)
=

= Ge1/p,1

(
−θα(1− x)

x

)
, x ∈ (0, 1) ,

откуда, воспользовавшись свойством 4 теоремы 1,
получаем выражение для fπ(x).

Теорема доказана.

Теорема 3. Пусть параметр входящего потока λ име-
ет распределение Вейбулла W (q, θ), 0 < q < 1, θ > 0,
а параметр обслуживания µ имеет экспоненциальное
распределениеM(α), α > 0, причем λ и µ независимы.
Тогда при x > 0 функция распределения, плотность
и математическое ожидание коэффициента загруз-
ки ρ имеют вид:

Fρ(x) = 1− Geq,1
(
− xq

(αθ)q

)
;

fρ(x) =
qxq−1

(θα)q
Geq,q+1

(
− xq

(αθ)q

)
;

E ρ = (θα)q•(1− q) ,

a функция распределения и плотность вероятности
«непотери» вызова π при x ∈ (0, 1) определяются
соотношениями:

Fπ(x) = Geq, 1

(
− (1− x)q

(αθx)q

)
;

fπ(x) =
q

(θα)qx2

(
1− x

x

)q−1
Geq,q+1

(
− (1− x)q

(αθx)q

)
.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Для x > 0 имеем:

Fρ(x) =

∞∫

0

(
1− e−(ux/θ)

q
)
αe−αu du =

= 1−
∞∫

0

e−αu
∞∑

k=0

(−1)k (ux/θ)qk
k!

d(αu) =

= 1−
∞∑

k=0

∞∫

0

(−1)k
k!

(
tx

αθ

)qk
e−t dt =

= 1− Geq, 1
(
− xq

(αθ)q

)
.

Выражение для fρ(x) получается из свойства 4 тео-
ремы 1. Найдем n-й момент коэффициента загруз-
ки. Имеем:

E ρn =

=

∞∫

0

qxn+q−1

(αθ)q

∞∑

k=0

(−1)kxqk
(αθ)qkk!

∞∫

0

tq(k+1)e−t dtdx =

=

∞∫

0

q

(θα)q

∞∫

0

exp

{
−
(
tx

αθ

)q}
xq+n−1tqe−t dtdx =

=

∞∫

0

tqe−t

(θα)q

∞∫

0

exp

{
−
(
t

αθ

)q
z

}
z(n−1)/q+1 dzdt =

=

∞∫

0

e−t
(
θα

t

)n+q−1 ∞∫

0

e−uu(n−1)/q+1 dudt =

=

∞∫

0

e−t
(
θα

t

)n+q−1
•

(
n− 1
q
+ 2

)
dt =

= (θα)n+q−1•

(
n− 1
q
+ 2

)
•(2− n− q) ,

откуда получаем, что существует только момент
первого порядка при 0 < q < 1.

Для функции распределения вероятности «не-
потери» вызова π справедливо:

Fπ(x) = 1− P
(
ρ <
1− x

x

)
=

= Geq, 1

(
− (1− x)q

(αθx)q

)
, x ∈ (0, 1) .

Выражение для fπ(x) получается из соответству-
ющего свойства Geα, β(x).

Теорема доказана.
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Замечание. В теоремах 2 и 3 при p = 1 и q = 1
распределение Вейбулла W (1, α) совпадает с экс-
поненциальным распределением M(1/α). Резуль-
таты для общего экспоненциального случая были
получены ранее в работе [2].

Следствие. Из доказанных выше теорем следует, что
гамма-экспоненциальная функция также обладает
свойствами:

11. limx→−∞ Geα, 1(x) = 0, 0 ≤ α < 1;

12.
∫ +∞
0 Geα, α+1(−x) dx = 1, 0 < α < 1;

13. Geα, α+1(x) > 0, x ∈ R, 0 < α < 1;

14. Geα, 1(x) строго монотонна на всей прямой при
0 ≤ α < 1.
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STUDY OF THE MMPP/GI/∞ QUEUEING SYSTEM

WITH RANDOM CUSTOMERS’ CAPACITIES
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Abstract: A queueing system with an infinite number of servers is considered. Customers arrive in the system
according to a Markov Modulated Poisson Process (MMPP). Each customer carries a random quantity of work
(capacity of the customer). In this study, service time does not depend on the customers’ capacities; the latter are
used just to fix some additional features of the system’s evolution. It is shown that the joint probability distribution
of the customers’ number and total capacities in the system is two-dimensional Gaussian under the asymptotic
condition of an infinitely growing service time. Simulation results allow determining the applicability area of the
asymptotic result.

Keywords: infinite-server queueing system; random capacity of customers; Markov Modulated Poisson Process
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1 Introduction

Queueing systems represent a powerful mathematical
tool for investigating the performance of a wide variety
of real-life systems, ranging from telecommunication
networks to financial markets, from computer architec-
tures to supply chain management and airplane traffic
control, just to cite a few. Analytical tractability of the
corresponding models strongly depends on the nature
of the underlying processes (Poisson arrivals have many
nice features that strongly simplify the analysis) and on
the system geometry.

Although physical resources are always finite, quite
often it is easier to study queueing systems in which
the corresponding parameters assume infinite values.
For instance, the overflow probability is often used as
an upper bound for the loss probability in finite-buffer
queues and, indeed, asymptotic results are available
even for strongly non-Markovian systems [1]. More-
over, infinite-server queueing systems may be applicable
in case of models with a limited number of server devices
as described in [2].

In this work, an infinite-server queueing system, fed
by non-Poisson arrivals with random customers’ capac-
ities, is considered. Queues with random customers’
capacities are useful for analysis and design issues in
high-performance computer and communication sys-
tems, in which service time and customer volume are
the independent quantities (see [3, 4] and references
therein). For instance, in [3], performance analysis
of LTE (Long Term Evolution) networks is carried out

in terms of flow-level dynamics and the amount of re-
quired radio resources does not depend on the duration
of the flow. Such queues are also important in modeling
devices, where it is necessary to calculate a sufficient
volume of buffer for data storing [5, 6]. The results for
single-server queues with limited buffer and LIFO (last
in, first out) service discipline were presented in [7],
where algorithms for the calculation of stationary char-
acteristics were derived.

A new trend in the study of queueing systems is the
analysis of the systems with non-Poisson arrivals and
nonexponential service time. So, in the works [2,8–11],
queues with renewal arrivals, Markovian Arrival pro-
cesses (MAP), and MMPP are studied under various
asymptotic conditions. The main contribution of this
paper consists in extending such analysis, focusing on the
properties of the bidimensional process describing the
number of customers and the total capacity in the system
when an infinite-server queue is fed by MMPP arrivals
with random capacities and nonexponential service time
distribution.

2 Matematical Model

Consider a queue with infinite number of servers (Fig. 1)
and assume that customers arrive according to an
MMPP. The input process is defined by its generator
matrix Q = ||qij || of size K × K and the conditional
rates λ1, . . . , λK , typically composed into the diagonal
matrix ˜ = diag {λ1, . . . , λK}. Denote the underlying

1Tomsk State University, 36 Lenin ave., Tomsk 634050, Russian Federation
2University of Pisa, 16 Via Caruso, Pisa 56122, Italy
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Figure 1 Queue MMPP/GI/∞ with random customers’
capacities

Markov chain of the MMPP as k(t) ∈ 1, 2, . . . ,K. Let
each customer has some random capacity v > 0 with
distribution function G(y). An arriving customer in-
stantly occupies a server in the system and its service
time has distribution function B(x); when the service is
completed, the customer leaves the system. Customers’
capacities and service times are mutually independent
and do not dependent on the epochs of customers’
arrivals.

Denote by i(t) and V (t) the number of customers in
the system at time t and their total capacity, respectively.
Let us obtain the probabilistic characteristics of two-
dimensional process {i(t), V (t)}. This process is not
Markovian; therefore, the dynamic screening method
has been used for its investigation.

Consider two time axes that are numbered as 0 and 1
(Fig. 2). Let axis 0 shows the epochs of customers’ ar-
rivals, while axis 1 corresponds to the screened process.

Let us introduce a function S(t) (dynamic proba-
bility) that satisfies the condition 0 ≤ S(t) ≤ 1. Let
us assume that a customer, arriving in the system at
time t, is screened to axis 1 with probability S(t), and
not screened with probability 1− S(t).

Let the system be empty at moment t0 and let us fix
some arbitrary moment T in the future. S(t) represents
the probability that a customer arriving at time t will be
serviced in the system by the moment T . It is easy to
show [11] that S(t) = 1−B(T − t) for t0 ≤ t ≤ T .

Denote by n(t) and W (t) the number of arrivals
screened before the moment t on axis 1 and their total

Figure 2 Screening of the customers’ arrivals

capacity, respectively. As it is shown in [9], the prob-
ability distribution of the number of customers in the
system at the moment T coincides with the probability
distribution of the number of screened arrivals on the
axis:

P{i(T ) = m} = P{n(T ) = m}
for allm = 0, 1, 2, . . . It is easy to prove the same property
for the extended process {i(t), V (t)}:

P{i(T ) = m,V (T ) < z}
= P{n(T ) = m,W (T ) < z} (1)

for all m = 0, 1, 2, . . . and z ≥ 0. Let us use Eqs. (1)
for the investigation of the process {i(t), V (t)} via the
analysis of the process {n(t),W (t)}.

3 Kolmogorov Differential
Equations

Let us consider the three-dimensional Markovian pro-
cess {k(t), n(t),W (t)}. Denoting the probability dis-
tribution of this process by P (k, n, w, t) = P{k(t)
= k, n(t) = n,W (t) < w} and taking into account the
formula of total probability, one can write the following
system of Kolmogorov differential equations:

∂P (k, n, w, t)

∂t
= λkS(t)




z∫

0

P (k, n− 1, w − y, t) dG(y)

− P (k, n, w, t)



+
∑

v

P (ν, n, w, t)qνk

for k = 1, . . . ,K; n = 0, 1, 2, . . .; w > 0.
Let us introduce the partial characteristic function:

h(k, u1, u2, t) =

∞∑

n=0

eju1n
∞∫

0

eju2wP (k, n, dw, t)

where j =
√
−1 is the imaginary unit. Then, one can

write the following equations:

∂h(k, u1, u2, t)

∂t

= h (k, u1, u2, t)λkS(t)
(
eju1G∗(u2)− 1

)

+
∑

ν

h(ν, n, w, t)qνk

for k = 1, . . . ,K where G∗(u) =
∫∞
0
ejuydG(y).

Let us rewrite this system in the matrix form:

∂h(u1, u2, t)

∂t

= h(u1, u2, t)
[
˜S(t)

(
eju1G∗ (u2)− 1

)
+Q

]
(2)
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with the initial condition

h (u1, u2, t0) = r (3)

where

h (u1, u2, t) = [h (1, u1, u2, t) , . . . , h (K,u1, u2, t)]

and r = [r(1), . . . , r(K)] represents the stationary dis-
tribution of the underlying Markov chain, i. e., vector r
satisfies the following linear system:

rQ = 0 ;

re = 1

}
(4)

where e is the column vector with all entries equal to 1.

4 Asymptotic Analysis

In general, the exact solution of Equation (2) is not
available, but it may be found under asymptotic condi-
tions. In this paper, the case of infinitely growing service
time is considered.

Denote by

b1 =

∞∫

0

xdB(x) =

∞∫

0

(1 −B(x)) dx

the mean service time; then, the asymptotic condition
is b1 → ∞.

Let us solve Problem (2)–(3) under such asymptot-
ic condition and we obtain approximate solutions with
different order of accuracy, named as “first-order asymp-
totic” h(u1, u2, t) ≈ h(1)(u1, u2, t) and “second-order
asymptotic” h(u1, u2, t) ≈ h(2)(u1, u2, t).

4.1 First-order asymptotic analysis

Let us formulate and prove the following statement.

Lemma. The first-order asymptotic characteristic func-
tion of the probability distribution of the process
{k(t), n(t),W (t)} has the form:

h(1)(u1, u2, t) = r exp




(ju1κ1 + ju2κ1a1)
t∫

t0

S(v) dv






where κ1 = r˜e and a1 =
∫∞
0
ydG(y) is the mean

customer capacity.

P r o o f . By performing the substitutions

ε =
1

b1
; εt = τ ; εt0 = τ0 ;

u1 = εx1 ; u2 = εx2 ; S(t) = S1(τ) ;

h(u1, u2, t) = f1(x1, x2, τ, ε)

in expressions (2) and (3), one obtains

ε
∂f1(x1, x2, τ, ε)

∂τ

= f1(x1, x2, τ, ε)
[
˜S1(τ)

(
ejεx1G∗(εx2)−1

)
+Q

]
(5)

with the initial condition

f1(x1, x2, τ0, ε) = r . (6)

Let us find the asymptotic solution of Problem (5)–
(6) f1(x1, x2, τ) = limε→0 f1(x1, x2, τ, ε) in two steps.

Step 1. Let ε → 0 in (5)–(6); then, one obtains the
following system of equations:

{
f1 (x1, x2, τ)Q = 0 ;

f1 (x1, x2, τ0) = r .

Taking into account (4), one can conclude that
f1(x1, x2, τ) can be expressed as

f1(x1, x2, τ) = r�1(x1, x2, τ) (7)

where �1(x1, x2, τ) is some scalar function which satis-
fies the condition

�1(x1, x2, τ0) = 1 . (8)

Step 2. Let us multiply (5) by vector e, substitute (7),
divide the result by ε, and perform the asymptotic transi-
tion ε→ 0. Then, taking into account thatQe = 0 and
re = 1, one obtains the following differential equation
for the function �1(x1, x2, τ):

∂�1(x1, x2, τ)

∂τ

= �1 (x1, x2, τ)S1(τ) (jx1κ1 + jx2κ1a1) . (9)

The solution of Problem (8)–(9) is as follows:

�1(x1, x2, τ) = exp




(jx1κ1 + jx2κ1a1)
τ∫

τ0

S1(v) dv




 .

Substituting this expression into (7), one obtains

f1(x1, x2, τ) = r exp



(jx1κ1 + jx2κ1a1)

τ∫

τ0

S1(v) dv



 .

Therefore, one can write

h(1)(u1, u2, t) = f1 (x1, x2, τ, ε) ≈ f1 (x1, x2, τ)

= r exp



(jx1κ1 + jx2κ1a1)

τ∫

τ0

S1(v)dv





= r exp



(ju1κ1 + ju2κ1a1)

t∫

t0

S(v) dv



 .

Thus, the proof is complete.
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4.2 Second-order asymptotic analysis

The main result is the following theorem.

Theorem. The second-order asymptotic characteristic
function of the probability distribution of the process
{k(t), n(t),W (t)} has the form:

h(2) (u1, u2, t)

= r exp



(ju1κ1 + ju2κ1a1)

t∫

t0

S(v) dv

+
(ju1)

2

2



κ1
t∫

t0

S(v) dv + κ2

t∫

t0

S2(v) dv





+
(ju2)

2

2


κ1a2

t∫

t0

S(v) dv + κ2a
2
1

t∫

t0

S2(v) dv




+ ju1ju2


κ1a1

t∫

t0

S(v) dv + κ2a1

t∫

t0

S2(v) dv









where κ2 = 2g(˜ − κ1I)e; a2 =
∫∞
0 y2dG(y); and the

row vector g satisfies the linear matrix system
{
gQ = r(κ1I−˜) ;
ge = const .

P r o o f . Let h2(x1, x2, t) be a vector function that
satisfies the equation:

h (u1, u2, t) = h2 (u1, u2, t)

× exp



(ju1κ1 + ju2κ1a1)

t∫

t0

S(v) dv



 . (10)

Substituting this expression into (2) and (3), one
obtains the following problem:

∂h2(u1, u2, t)

∂t

= h2(u1, u2, t)
[
(eju1G∗(u2)− 1)S(t)˜

− (ju1κ1 + ju2κ1a1)S(t)I+Q
]

(11)

with the initial condition

h2(u1, u2, t0) = r (12)

where I is the identity matrix.
Let us make the substitutions:

ε2 =
1

b1
; ε2t = τ ; ε2t0 = τ0 ;

u1 = εx1 ; u2 = εx2 ; S(t) = S1(t) ;

h2(u1, u2, t) = f2(x1, x2, τ, ε) .





(13)

Using these notations, Problem (11)–(12) can be
rewritten in the form

ε2
∂f2(x1, x2, τ, ε)

∂τ

= f2(x1, x2, τ, ε)
[
˜S1(τ)(e

jεx1G∗(εx2)− 1)
− (jεκ1x1 + jεκ1x2a1)S1 (τ) I+Q

]
(14)

with the initial condition

f2(x1, x2, τ0, ε) = r . (15)

Let us find the asymptotic solution of this problem
f2(x1, x2, τ) = lim

ε→0
f2(x1, x2, τ, ε) in three steps.

Step 1. Letting ε → 0 in (14)–(15), one obtains the
following system of equations:

{
f2 (x1, x2, τ)Q = 0 ;

f2 (x1, x2, τ0) = r .

Therefore, taking into account (4), one can write:

f2 (x1, x2, τ) = r�2 (x1, x2, τ) (16)

where �2(x1, x2, τ) is some scalar function which satis-
fies the condition

�2 (x1, x2, τ0) = 1 . (17)

Step 2. Using (16), the function f2(x1, x2, τ) can be
represented in the expansion form:

f2 (x1, x2, τ, ε)

= �2 (x1, x2, τ) [r+ gS1(τ) (jεx1 + jεx2a1)]

+O(ε2) (18)

where g is the row vector that satisfies the condition
ge = const and O(ε2) is the row vector of the second-
order infinitesimals. Let us use substitution (18) and the
expansion

ejεx = 1 + jεx+O
(
ε2
)

in Eq. (14). Taking into account (4) and making the tran-
sition ε → 0, one obtains the following matrix equation
for the vector g:

gQ = r (κ1I−˜) .

Step 3. Let us multiply Eq. (14) by vector e and use
expression (18) and the second-order expansion:

ejεx = 1 + jεx+
(jεx)2

2
+O

(
ε3
)
.
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After some transformations, using the notation

κ2 = 2g (˜− κ1I) e ,

one obtains the following differential equation for the
function �2(x1, x2, τ):

∂�2(x1, x2, τ)

∂τ

= �2(x1, x2, τ)

[
(jx1)

2

2

(
κ1S1(τ) + κ2S

2
1(τ)

)

+
(jx2)

2

2

(
κ1a2S1(τ) + κ2a

2
1S
2
1(τ)

)

+ jx1jx2
(
κ1a1S1(τ) + κ2a1S

2
1(τ)

) ]
.

The solution of this equation with initial condi-
tion (17) is as follows:

�2 (x1, x2, τ)

= exp





(jx1)

2

2


κ1

τ∫

τ0

S1(v) dv + κ2

τ∫

τ0

S21(v) dv




+
(jx2)

2

2



κ1a2
τ∫

τ0

S1(v) dv + κ2a
2
1

τ∫

τ0

S21(v) dv





+ jx1jx2


κ1a1

τ∫

τ0

S1(v) dv + κ2a1

τ∫

τ0

S21(v) dv






 .

Substituting this expression in formula (16) and
performing the substitutions that are inverse to (13)
and (10), one obtains

h(2) (u1, u2, t)

= r exp



(ju1κ1 + ju2κ1a1)

t∫

t0

S(v) dv

+
(ju1)

2

2



κ1
t∫

t0

S(v) dv + κ2

t∫

t0

S2(v) dv





+
(ju2)

2

2


κ1a2

t∫

t0

S(v) dv + κ2a
2
1

t∫

t0

S2(v) dv




+ ju1ju2


κ1a1

t∫

t0

S(v) dv + κ2a1

t∫

t0

S2(v) dv








for the asymptotic characteristic function of the process
{k(t), n(t),W (t)}. The proof is complete.

Corollary. Assuming t = T and t0 → −∞ and us-
ing Eqs. (1), one obtains the steady-state characteristic
function of the process under study {i(t), V (t)}:

h (u1, u2) = exp {(ju1κ1b1 + ju2κ1a1b1)

+
(ju1)

2

2
(κ1b1 + κ2b2) +

(ju2)
2

2

(
κ1a2b1 + κ2a

2
1b2
)

+ ju1ju2 (κ1a1b1 + κ2a1b2)} (19)

where

b1 =

∞∫

0

(1−B(v)) dv ; b2 =

∞∫

0

(1−B(v))2 dv .

From the form of the characteristic function (19),
it is clear that the probability distribution of the two-
dimensional process{i(t), V (t)} is asymptotically Gaus-
sian with vector of means

a =
[
κ1b1 κ1a1b1

]

and covariance matrix

K =

[
σ21 K12
K12 σ22

]

=

[
κ1b1 + κ2b2 κ1a1b1 + κ2a1b2

κ1a1b1 + κ2a1b2 κ1a2b1 + κ2a
2
1b2

]
.

Therefore, the correlation coefficient is given by

r =
K12
σ1σ2

=
κ1a1b1 + κ2a1b2

√
κ1b1 + κ2b2

√
κ1a2b1 + κ2a21b2

.

5 Numerical Example

Result (19) is obtained under the asymptotic condi-
tion b1 → ∞. Therefore, it may be used just as an
approximation when b1 is large enough. To test its prac-
tical applicability, the present authors considered several
numerical examples, varying all the system parameters
(including the distributions of the service time and of
the customer capacity). Since all the different simu-
lation sets led to similar results, for sake of brevity, in
the following, just one of them is discussed in detail.
In particular, let us assume that the input MMPP is
characterized by the matrices:

Q =



−0.8 0.4 0.4
0.3 −0.6 0.3
0.4 0.4 −0.8




and

˜ =




0.5 0 0
0 1 0
0 0 1.5



 .
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Table 1 Kolmogorov
distances between simula-
tion results and asymptot-
ic values for the number of
customers in the system

N –

1 0.265
10 0.039
15 0.032
20 0.027
25 0.025
50 0.017

100 0.012

Table 2 Kolmogorov
distances between simu-
lation results and asymp-
totic values for the total
capacity in the system

N –

1 0.355
10 0.033
15 0.025
20 0.021
25 0.019
50 0.013

100 0.010

Hence, the fundamental rate of arrivals is κ1
= r˜e = 1 customers per time unit. Let us also assume
that customers’ capacities have uniform distribution in
the range [0; 1] and service time has gamma distribution
with shape and inverse scale parameters α = 1.5 and
β = α/N , respectively. So, when N → ∞, one obtains
the asymptotic condition of an infinite growing service
time (b1 = α/β = N → ∞).

The goal is to find a lower bound of parameter N
for the applicability of the approximation (19). To this
aim, series of simulation experiments have been carried
out for increasing values of N and the asymptotic dis-
tributions have been compared with the empiric ones by
using the Kolmogorov distance [12, 13]

– = sup
x

|F (x)−A (x)|

as an accuracy measure. Here, F (x) is the cumulative
distribution function built on the basis of simulation
results and A(x) is the Gaussian approximation based
on (19).

Let us consider the marginal distributions of the
customers’ number and the total capacity in the system.

In the first case, the asymptotic values of mean and
variance are equal to N and 1.144N , respectively, and
the corresponding values of the Kolmogorov distance for
increasing values of parameter N are presented in Ta-
ble 1. Similarly, for the total capacity in the system, mean
and variance are equal to 0.5N and 0.369N , respectively,
and Table 2 shows the Kolmogorov distance.

One can notice that the asymptotic results become
more accurate when the parameter N increases. Fig-

Figure 3 Distributions of the number of customers (a) and of the total capacity (b) for different values of N : left column —
N = 10; right column — N = 100; 1 — theoretical results; and 2 — simulation
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Figure 4 Relative error for the variance of the number of
customers i(t) (1) and the total capacity V (t) (2)

ure 3 compares the asymptotic approximations with the
empirical results for the number of customers and the
total capacity in the system.

As typically done in the literature [12], let us suppose
that an approximation is applicable if its Kolmogorov
distance is less than 0.03. Hence, one can conclude that
the asymptotic results are applicable for values of the
parameter N equal to 15 or more (marked by boldface
in Tables 1 and 2).

Then, let us compare the asymptotic value of some
characteristics of the queueing system with the cor-
responding empirical characteristics, using the relative
error

δ =
|d− a|
d

where d denotes the value constructed on the basis of
simulation results and a is obtained from (19).

In more detail, the mean values of the processes i(t)
and V (t) are very close (with δ < 10−5 for all N ) and
the relative errors of the variance decreases with N as
shown in Fig. 4.

Finally, Table 3 shows the relative error for the cor-
relation coefficient.

Table 3 Relative error for the
correlation coefficient

N δ

1 60 · 10
−4

10 11 · 10
−4

15 7 · 10
−4

20 5 · 10
−4

25 4 · 10
−4

50 1 · 10
−4

100 0.8 · 10
−4

6 Concluding Remarks

In the paper, the queue with MMPP arrivals, infinite
number of servers, and nonexponential service time is
considered. Moreover, random customers’ capacities,
independent of their service time, are assumed. The
analysis is performed under the asymptotic condition of
an infinitely growing service time. It is shown that two-
dimensional probability distribution of customers’ num-
ber and total capacity in the system is two-dimensional
Gaussian under this asymptotic condition. Numerical
results show that asymptotic results have enough accura-
cy for the marginal distributions of number of customers
and of the total capacity in the system when the ser-
vice rate exceeds the fundamental rate of arrivals by at
least 15 times.
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ИССЛЕДОВАНИЕ СИСТЕМЫ МАССОВОГО ОБСЛУЖИВАНИЯ
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APPROACHES TO ANNOTATION OF DISCOURSE RELATIONS

IN LINGUISTIC CORPORA
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Abstract: This paper examines the Supracorpora Database of Connectives (SCDB-Connectives) that is based
on data from parallel corpora. The SCDB-Connectives provides structural and semantic annotation of Russian
connectives and their translation correspondences in French (and, eventually, in other languages). The SCDB-
Connectives annotation approach is compared to the latest developments in the area of annotation of discourse
relations — the annotated corpus of discourse relations Penn Discourse Treebank (PDTB) and the proposed
standard for annotation of semantic relations ISO 24617-8, some of the important differences are discussed. Penn
Discourse Treebank and ISO 24617-8 allow annotating implicit discourse relations as well as explicit ones while
SCDB-Connectives only annotates explicit relations, i. e., those expressed by connectives. Furthermore, PDTB
and ISO 24617-8 provide a superior framework for annotating text spans for relation arguments, which allows
annotating attribution for these arguments, such as source and type of the linked propositions. In addition, ISO
24617-8 specifies argument roles for asymmetrical discourse relations. On the other hand, the principle advantage
of the SCDB-Connectives is that it allows annotating both connectives and their translation correspondences in
parallel corpora, opening up new possibilities for contrastive studies. The SCDB-Connectives is based on a relational
database rather than on the XML format, which helps to manage complex cross-linguistic data efficiently. Benefits
of semantic annotation of connectives for both theoretical and practical purposes are also discussed.
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1 Introduction

As a part of the project “Logical structure of text:
Means for the expression of logical-semantic rela-
tions in Russian, French, and Italian from the con-
trastive perspective” (funded by the Russian Science
Foundation, grant No. 16-18-10004), computer-aided
semantic and structural annotation of Russian con-
nectives in bilingual parallel corpora of the Russian
National Corpus (http://ruscorpora.ru) is being per-
formed (Russian–French and French–Russian corpora
are mostly used).

For each Russian connective, a corresponding
French fragment is annotated in the parallel corpus.
Usually, parallel French fragments also include con-
nectives, but in some cases, Russian connectives may
correspond to other lexical or grammatical items and
occasionally, there is no apparent correspondence in
French. These pairs of Russian and French fragments
(hereafter referred to as “translation correspondences,”
TCs) are annotated by linguistic experts and saved in
a dedicated database called The Supracorpora Database
of Connectives.

Thus, the SCDB are created as customizable banks
of annotated translation correspondences that can
be used for contrastive analysis of various linguistic
items.

The core SCDB concepts have been described in
previous works (see, for example, [1–3]). The goal
of this paper is to examine other existing approaches
to annotation of connectives and discourse relations in
corpora and to compare them to the approaches used in
the SCDB-Connectives.

In section 2, existing approaches to annotation of
discourse relations are examined. The most prominent
of these is the one adopted by the PDTB, a monolingual
collection of annotated discourse relations in a corpus
of journal articles. The PDTB project proposed a model
for annotation of discourse relations that has spawned
a number of similar efforts. The proposed standard ISO
24617-8 that was developed in recent years in order to
create a common foundation for annotation of discourse
relations is also examined.

In section 3, approaches of PDTB and ISO 24617-8
are compared to the methods adopted in the SCDB-
Connectives.

1Institute of Informatics Problems, Federal Research Center “Computer Science and Control” of the Russian Academy of Sciences, 44-2
Vavilov Str., Moscow 119333, Russian Federation
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2 Existing Approaches
to Annotation
of Discourse Relations

In recent years, there has been a considerable effort to-
wards computer-aided annotation of complex linguistic
items that at the present cannot be reliably annotated
by automated annotation procedures (e. g., discourse
markers, connectives, relations between textual seg-
ments, etc.). Morphological annotation of individual
words in corpora is usually implemented automatically
(see, for example, [4, p. 34–37]). On the other hand,
annotation of complex intertextual entities is often car-
ried out manually. This is due to the fact that no accepted
annotation standards exist for many of such entities and,
more importantly, that currently such annotation cannot
be implemented algorithmically since analysis of such
entities often proves to be daunting even for seasoned
linguistic researchers.

Penn Discourse Treebank is one of the most promi-
nent projects for annotation of intertextual entities. It
is a large-scale collection of annotated discourse rela-
tions, both explicit and implicit, found in a million-word
corpus of Wall Street Journal articles. Penn Discourse
Treebank was first released to the public in 2006 (version
PDTB 1.0) and in 2008, a new version of the project was
released — PDTB 2.0 [5, 6]. Being the first large-scale
project dealing with annotation of discourse relations in
texts, during the following years, PDTB served as a ref-
erence model for a number of future similar projects.

In PDTB, annotation of discourse relations includes
three aspects:

(1) structure: relation signals (connectives) and argu-
ments are annotated as text spans in the corpus (it
is assumed that all discourse relations have exactly
two arguments);

(2) semantics: discourse relations are assigned seman-
tic labels; and

(3) attribution: discourse properties of relations and
their arguments are annotated, including such
properties as sources of relation and arguments
(writer/another agent), types of the arguments
(assertion/belief/event/fact, etc.), polarity (posi-
tive/negative), determinacy. In majority of later
projects that adopted PDTB model, only the first
two aspects (structure and semantics of discourse
relations) have been annotated: apparently, attri-
bution of discourse relations and their arguments
turned out to be a nontrivial and time-consuming
task.

Both explicit and implicit discourse relations are an-
notated in PDTB. Explicit relations are those realized by
explicit connectives, such as subordinating conjunctions

(because, when), coordinating conjunctions (and, or) or
adverbials (for example, instead). Complex connectives
are also annotated, including modified forms of connec-
tives (only because), conjoined connectives (if and when)
and parallel connectives (either. . . or, on one hand. . .
on the other hand).

Implicit relations are annotated between each pair
of adjacent sentences within paragraphs where there is
no connective present. The PDTB methodology in-
troduced the so-called lexically-grounded approach to
annotation of implicit relations: annotators have to la-
bel them with specific connectives that best signal these
relations when inserted between the adjacent sentences
(see, e. g., Example 1).

Example 1. In July, the Environmental Protection
Agency imposed a gradual ban on virtually all uses of
asbestos. (implicit = as a result). By 1997, almost all re-
maining uses of cancer-causing asbestos will be outlawed.

When an annotator cannot insert a connective be-
tween the adjacent sentences, one of the three relation
labels is used: AltLex, EntRel, or NoRel. AltLex (Alter-
native Lexicalization) signifies that the discourse relation
between the adjacent sentences is already signaled in the
text by an alternative lexical device (not a connective);
EntRel signifies that only an entity-based relation can
be inferred between the sentences; and NoRel is used
when annotators cannot see neither an Alternative Lex-
icalization, nor an Entity-relation between the adjacent
sentences.

The PDTB concept implies that discourse relations
can hold between two and only two arguments, each
argument being a span of text that can be interpreted as
a proposition, eventuality, belief, etc. (what Asher calls
abstract objects in [7]). In English, such abstract objects
are usually conveyed by one or several sentences or claus-
es and sometimes by nominalizations and verb phrases.
When discourse relations are annotated in PDTB, these
arguments are labeled as Arg1 and Arg2. For explicit re-
lations, Arg2 is the argument that is syntactically bound
to the explicit connective; for implicit relations, Arg1
is the argument that comes first and Arg2 is the argu-
ment that comes second. Arguments Arg1 and Arg2 are
limited to the minimal text needed for interpretation of
the discourse relation (this is known as “the minimality
principle”). When a larger context is required for better
understanding of a relation, supplementary materials for
the arguments can also be annotated (labelled as Sup1
for Arg1 and Sup2 for Arg2).

For semantic annotation of discourse relations,
a three-level typology of semantic labels (sense tags)
is adopted in PDTB (Fig. 1). The discourse relations are
divided into four classes (temporal, contingency, com-
parison, and expansion). Inside each class, the relations
are further partitioned into several types and most types
have several subtypes. Each discourse relation can be
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Figure 1 The PDTB 2.0 sense hierarchy [5]

assigned more than one sense tag from this hierarchy
(see [8]). When there is a disagreement between anno-
tators on a lower level, it can be automatically resolved
by rolling back to the next higher level (e. g., Juxtaposi-
tion vs. Opposition disagreement will be automatically
resolved by rolling back to the Contrast semantic tag).

The developers of PDTB acknowledge that this ty-
pology of relation senses has some gaps [9, p. 931–932].
In a number of later efforts based on PDTB method-
ology, the typology of senses has been modified and
extended (see, e. g., [10–12]). Variations in semantic
typologies result both from diverse theoretical assump-
tions and from distinctions in the scope of research. For
example, while PDTB covers discourse relations in the
corpus of Wall Street Journal articles (in English only),
the effort reported in [12] addresses various types of
English and French discourse markers (not only those
that signal relation between two text spans) in written
and spoken texts.

A number of efforts have been implemented follow-
ing the model established by PDTB (many of them listed
in [9, p. 934]. As a part of these efforts, annotated corpora

of connectives and discourse relations have been created
for texts in different genres and languages (including
Arabic, Chinese, Turkish, Hindi, Czech, and French).
In most of these corpora, PDTB’s senses typology was
adjusted but otherwise, they adopted the same general
approach to annotation of discourse relation as pro-
posed by the PDTB framework. In particular, PDTB’s
lexically-grounded approach was implemented for an-
notation of implicit relations (annotators must insert
connectives that best signal relations between adjacent
sentences).

In recent years, a standard for annotation of dis-
course relations is being developed (ISO 24617-8, [13]).
The authors of the standard aim to bring together the
best practices used in corpora with annotated discourse
relations created up to date. They propose a structure
that should support annotation of discourse relation in
a uniform theory-neutral way. A set of 20 core relations
is proposed for semantic labeling of the most common
discourse-level relations, although this set does not aim
to be exhaustive and allows for future extensions. As
opposed to PDTB senses typology, this list is not or-
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ganized as a hierarchy; the core relations are initially
independent but researches are free to group them into
functional domains according to their vision.

For asymmetrical relations, the argument roles are
specified in ISO 24617-8. Each asymmetrical relation
in the core set is supplied with appropriate argument
role labels. For example, for discourse relation Cause
argument roles Reason and Result are specified, for
discourse relation Purpose — argument roles Goal and
Enablement. This allows for unification of otherwise
semantically identical relations with reversed order of
arguments (for example, in PDTB 2.0, there are such
pairs of relation sense tags as Reason and Result, Prece-
dence and Succession).

In order to distinguish between ideational and rhetor-
ical variants of the same relation, ISO 24617-8 proposes
to specify types of arguments, which can be either sit-
uations (eventualities, facts, conditions, etc.) or dialog
acts. This also allows for removal of doubling (rhetor-
ical and nonrhetorical) relation sense tags present in
PDTB 2.0 (see Fig. 1). ISO 24617-8 also allows to
specify the source of relation and its arguments (which
can be either the producer of the text or another actor).

The overall metamodel for annotation of discourse
relations proposed in ISO 24617-8 is presented in Fig. 2.
Indication 0 . . . 1 at the tip of the arrow from discourse
relation to markables signifies that the discourse relation
can be either explicit (with an explicit connective in the
text) or implicit (no markable in the text). One thing that
is not quite clear with ISO 24617-8 is how it proposes
to deal with such cases when a discourse relation can
combine properties of more than one relation.

Figure 2 ISO 24617-8 metamodel for annotation of discourse
relations

A few works were dedicated to annotation of connec-
tives and discourse markers in parallel and comparable
corpora [11, 12], although currently, there are no large-
scale parallel corpora with annotated discourse relations.
For example, in [11, p. 4–5], the authors maintain that
for initial assessment of cross-language equivalents, it is
mandatory to use parallel corpora, but such assessment
is problematic in practice because parallel corpora are
not entirely reliable and often limited to specific genres.
That is why the authors propose to use small parallel cor-
pora at the initial stage of a cross-linguistic research and
to verify their findings at later stages using larger-scale
comparable multilingual corpora.

3 Supracorpora Database
of Connectives in Contrast
with Other Approaches

In supracorpora databases (and in the SCDB-
Connectives, in particular), the minimal context re-
quired for interpretation of the linguistic item (connec-
tive) is included in the annotation. In addition, within
this minimal context, the main words (those that are part
of the connective) and the so-called functional words
(those that may influence semantics of the connective
or/and represent pragmatics or situational context) are
annotated. However, the actual arguments of the dis-
course relations (Arg1 and Arg2 in the PDTB framework)
are not explicitly annotated in the SCDB-Connectives.
On one hand, this is a drawback, but on the other hand,
there is no restriction on the number of arguments in
the system, which allows researchers to annotate con-
nectives that connect. This cannot be handled by PDTB
and ISO 24617-8, even though one must acknowledge
that such multipart connectives are not very frequent:
only 41 tokens in our corpus, including such types as не
только . . . но даже . . . а иногда и . . . ; не . . . и не
. . . а просто . . . ; хотя . . . хотя . . . однако все же
. . . ; не только . . . но даже и . . . и даже . . . 1 (see
Example 2).

Example 2. 〈. . .〉 ужасно стыдно мне стало, когда
я наконец догадался (вдруг как-то), что не только его
не покоробило бы, но даже и в голову бы ему не пришло,
что это не монументально. . . и даже не понял бы он
совсем: чего тут коробиться?2 (Ф. М. Достоевский.
Преступление и наказание)

As opposed to PDTB and similar to ISO 24617-8,
the typology of sense labels in the SCDB-Connectives
is not organized as a hierarchy. The relations are

1Literal English translation: not only . . . but even . . . and sometimes also . . . ; not . . . and not . . . but just . . . ; though . . . though . . . but
still . . . ; not only . . . but even also . . . and even . . .

2Literal English translation: I felt terribly ashamed when I finally realized (quite suddenly) that not only he would not have been shocked, but even

also it would not have crossed his mind that this was not monumental. . . and even he would not have understood what was there to be shocked about?
(F. M. Dostoyevsky. Crime and punishment.)
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initially independent although they may be grouped
into functional domains during a later stage (see,
e. g., [14]).

The most important distinction of the SCDB-
Connectives that sets it apart from similar efforts is
that it supports annotation of connectives in large-scale
parallel corpora. The SCDB-Connectives operates with
parallel corpora of the Russian National Corpus that
are both comparatively large and of high quality since
they only include literary translations made by pro-
fessional translators. These corpora mostly include
fiction, but they are gradually expanding to include
other genres (official documents, philosophical litera-
ture, etc.). Currently, most connectives are annotated
in Russian–French (> 3 million words) and French–
Russian (> 600 thousand words) corpora but further
annotation efforts are planned for Russian–Italian and
Russian–German corpora. The SCDB-Connectives
takes advantage of parallel corpora structure allowing
users to create annotated TCs. Each TC includes an-
notation of a Russian connective and annotation of
the corresponding French fragment that often (but not
always) includes also a connective.

Simultaneous parallel annotation of discourse rela-
tions in Russian and in other languages makes it possible
to conduct comparative analysis of discourse relations in
the corresponding language pairs. This kind of analysis
is unique because it allows researchers to test validity and
cross-lingual universality of the proposed classifications
of logical-semantic relations based on data from parallel
texts.

As of today, over 16,5 thousand TCs of various types
have been created in the SCDB-Connectives for more
than 11,5 thousand of connectives (the reason for the
discrepancy is that for some texts, multiple translations
are available in the corpus). There are 853 types of
Russian connectives registered in the database, which
are organized in 136 clusters. This is significantly more
types than in PDTB 2.0 where only 100 distinct types
of explicit connectives are registered (155 types if mod-
ified forms and variants are taken into account). These
figures emphasize a much higher variability and struc-
tural complexity of Russian connectives as opposed to
the English ones. For example, in PDTB 2.0, there
are 3000 tokens of ‘and’ and 1746 tokens of ‘also,’ but
not a single modified or conjoined form of either of
them. Meanwhile, in Russian, there is a great variety of
widely used conjoined/modified forms for both ‘и’ (and)
and ‘также’ (also), including such types as и также,
а также, а также и, и к тому же1, etc.

The SCDB-Connectives is based on the SCDB con-
cept that has been described in more detail in previous
works (see, e. g., [1–3]). As a part of other projects, sev-

eral SCDB banks of translation correspondences were
created for cross-linguistic study of such items as per-
sonal verbal forms, impersonal verbal forms, language-
specific words, and discourse markers.

Penn Discourse Treebank, ISO 24617-8, and most
of the other annotation efforts are based on XML data
format. The SCDB-Connectives, like other SCDBs,
was developed as a relational database, which enables its
data to be well organized. Relational databases support
structured query language (SQL) offering researchers
powerful features when it comes to searching and gen-
erating statistics.

A server-based relational database increases the ac-
cessibility of the SCDB-Connectives to the users. An-
notators and linguistic experts can simultaneously work
with the same data from anywhere using their favorite
web-browsers. In addition, the structure and interface of
the database allow researchers to modify the annotation
schemes easily by inserting new properties into appropri-
ate tables or by altering descriptions of the existing ones.

Eventually, SCDBs will integrate new features, such
as a possibility to save history of changes made to anno-
tation schemes in SCDBs, and the underlying relational
database will significantly facilitate such tasks. By track-
ing changes to annotation schemes, SCDBs will be able
to contribute to development of knowledge generation
theory [15–17]).

Finally, in the context of contrastive linguistic
projects related to studying of connectives, one should
also mention the GECCo (German–English Contrasts
in Cohesion) project (see, e. g., [18]). The project’s
goal was to produce a German–English corpus for con-
trastive linguistic work in the area of textual cohesion.
The GECCo corpus includes texts in more than a dozen
registers, both spoken and written, English and Ger-
man, allowing to study relevant distribution of cohesive
devices in English and German. The main difference
between the GECCo project and SCDB-Connectives is
that the GECCo covers a much wider range of types
of cohesion, including reference, substitution, ellipsis,
conjunction (connectives fall into this category), and
lexical cohesion, while SCDB-Connectives deal only
with connectives. As a result, the GECCo corpus does
not pay enough attention to annotation of discourse re-
lations, mostly concentrating on other types of textual
cohesion. Only 5 semantic types of conjunctions are an-
notated in the GECCo: additive, adversative, temporal,
causal, and modal. In addition, only a fraction of the
texts in the GECCo corpus are parallel texts: the GEC-
Co corpus is created and used mostly as a comparable
corpus rather than a parallel one. Accordingly, while the
GECCo corpus allows studying of relative frequencies
of cohesion devices across various registers, it does not

1Literal English translation: and also; but also; but also and; and in addition.
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support unidirectional methodology of SCDB, which is
based on analysis of translation correspondences.

4 Concluding Remarks
Interpretation of explicit connectives is vital for high-
level understanding of text as a whole because they
signal discourse relations between larger text segments
effectively “binding” the text together. For this rea-
son, semantic annotation of connectives plays a major
role in such areas as natural language processing (NLP)
and machine translation. A number of works [19–21]
brought evidence that integrating annotated sense labels
for discourse connectives can improve results of fac-
tored statistical machine translation (SMT). As a part of
the above-mentioned work, the authors tested algorithm
for automatic disambiguation of discourse connectives
prior to SMT, which resulted in significantly improved
scores for quality of machine translation. The authors
stressed that disambiguation of connectives is a more
challenging task than regular word sense disambigua-
tion (WSD) because connectives labeling requires more
structured and longer-range information. Besides, mod-
eling of content word senses differs considerably from
modeling of the procedural meaning of function words.
The authors note that to improve quality of automatic
disambiguation of connectives, it is vital to have access
to reliable large-scale annotated data for training and
testing purposes.

While the primary goal of this paper was to examine
and compare existing approaches to annotation of con-
nectives and discourse relations, it also aimed to bring
evidence that the SCDB-Connectives provides valuable
data on Russian connectives and their correspondences
in French (and, eventually, in other languages) that can
be useful for both theoretical and practical purposes. As
far as we can say, it is the largest-scale corpus of anno-
tated connectives in parallel texts. Nevertheless, some
aspects of the SCDB-Connectives require improvement
to make it more useful for researchers. More detailed
descriptions of sense labels should be provided for the
SCDB-Connectives, including descriptions of discourse
relations and their arguments. It will be also useful to
provide mapping between relation senses used in the
SCDB-Connectives and the core set of relations in ISO
24617-8. Finally, following the guidelines of PDTB,
it makes sense to explicitly annotate the arguments of
discourse relations signaled by the connectives and to
specify their roles and types (similar to the ISO 24617-8
proposal).
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ПОДХОДЫ К АННОТАЦИИ ДИСКУРСИВНЫХ ОТНОШЕНИЙ

В ЛИНГВИСТИЧЕСКИХ КОРПУСАХ∗

М. Г. Кружков

Институт проблем информатики Федерального исследовательского центра «Информатика и управление»
Российской академии наук, magint75@yandex.ru

Аннотация: Рассматривается надкорпусная база данных (НБД), разработанная на основе корпуса парал-
лельных текстов для описания русских коннекторов и их переводов на французский и другие языки.
В рамках данной НБД аннотируется внутренняя структура и семантика коннекторов русского языка,
а также их переводных соответствий на других языках. Описание семантики коннекторов подразу-
мевает описание соответствующих дискурсивных отношений между соединяемыми ими фрагментами
текста. Используемый в НБД подход к описанию дискурсивных выражений, передаваемых коннекто-
рами, сравнивается с новейшими существующими подходами к аннотации дискурсивных отношений:
рассматривается аннотированный корпус дискурсивных отношений Penn Discourse Treebank (PDTB) и
проект стандарта по аннотации дискурсивных отношений ISO 24617-8. Отмечается, что PDTB и ISO
24617-8, в отличие от НБД, позволяют аннотировать как эксплицитные (выраженные коннекторами
и другими языковыми единицами), так и имплицитные дискурсивные отношения. Кроме этого, в рамках
данных подходов имеется возможность аннотировать аргументы дискурсивных отношений, включая их
источники, типы и роли (для ассиметричных отношений). С другой стороны, преимущество НБД состоит
в том, что она позволяет одновременно аннотировать коннекторы и их переводные соответствия в па-
раллельных корпусах, что открывает для исследователей новые возможности в области лингвистического
контрастивного анализа. В то время как в рамках других подходов для аннотации дискурсивных кон-

∗Работа выполнена в Институте проблем информатики Федерального исследовательского центра «Информатика и управление»
Российской академии наук при финансовой поддержке РНФ (проект № 16-18-10004).
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Исследование системы массового обслуживания MMPP/GI/∞ с требованиями случайного объема

некторов используется формат XML, НБД представляет собой реляционную базу данных, что повышает
эффективность системы при работе с кросслингвистическими объектами и доступность для пользо-
вателей. Также рассматривается теоретическая и практическая значимость семантической аннотации
коннекторов и выражаемых ими дискурсивных отношений.

Ключевые слова: дискурсивные отношения; коннекторы; корпусная лингвистика; параллельные корпуса;
надкорпусные базы данных
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