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Уважаемый читатель!

В 2017 г. исполняется 10 лет со времени выхода в свет первого номера журнала «Информатика и её применения» —
научного журнала Российской академии наук, издающегося под научно-методическим руководством Отделения
нанотехнологий и информационных технологий Российской академии наук. Учредителем журнала является Фе-
деральный исследовательский центр «Информатика и управление» Российской академии наук (ФИЦ ИУ РАН)
(до 2015 г. — Институт проблем информатики РАН).

Необходимость издания такого журнала была вызвана активным развитием информатики и информационных тех-
нологий, большой важностью этого научного направления для развития страны, проникновением информационных
технологий во все сферы жизни современного общества.

Тематику журнала определяет тот факт, что информатика — это комплексная фундаментальная научная дис-
циплина, опирающаяся на достижения ряда других наук, в том числе математики, физики, лингвистики и др.
Одновременно журнал уделяет большое внимание современным информационным технологиям, являющимся при-
ложениями результатов информатики как фундаментальной науки.

За прошедшие 10 лет (2007–2016 гг.) издано 38 выпусков журнала. В них размещено 452 публикации, в том
числе 430 научных статей и 22 информационных публикации (обзоры, рецензии и др.). Среди авторов журнала
представители ведущих научных организаций и университетов страны, в том числе Московского государственного
университета им. М. В. Ломоносова, ФИЦ ИУ РАН (в том числе ИПИ РАН, ВЦ им. А. А. Дородницына РАН, ИСА
РАН), Института точной механики и вычислительной техники им. С. А. Лебедева РАН, Института космических иссле-
дований РАН, Института астрономии РАН, ряда институтов Сибирского отделения РАН, МФТИ, МИФИ, Высшей
школы экономики, Санкт-Петербургского государственного университета, Санкт-Петербургского государственного
политехнического университета Петра Великого, Санкт-Петербургского государственного университета телекомму-
никаций им. проф. М. А. Бонч-Бруевича, Российского университета дружбы народов, Балтийского федерального
университета имени Иммануила Канта, Вологодского государственного университета и др. Публиковались статьи
зарубежных авторов, в том числе ученых из Израиля, США, Финляндии, Франции, Швейцарии, Швеции и других
стран.

В конце настоящего выпуска журнала помещен указатель статей, опубликованных в томах 1–10 (2007–2016 гг.).
Журнал включен в Российский индекс научного цитирования и в базу данных RSCI Web of Science, перечень ВАК,

базу данных CrossRef и информационную систему «Общероссийский математический портал MathNet». С 2015 г.
журнал индексируется в библиографической и реферативной базе данных SCOPUS.

Мы всегда будем помнить ушедших из жизни членов редакционного совета и редакционной коллегии журнала:
академика С. К. Коровина, профессоров А. В. Печинкина и И. А. Ушакова, которые внесли неоценимый вклад
в становление и развитие журнала.

После объединения в 2015 г. трех учреждений Российской академии наук — Института проблем информатики,
Вычислительного центра им. А. А. Дородницына и Института системного анализа — в Федеральное государственное
учреждение «Федеральный исследовательский центр «Информатика и управление» Российской академии наук»
(ФИЦ ИУ РАН) именно этот Центр стал базовой организацией для издания журнала, что существенно расширило
как тематику журнала, так и его возможности по привлечению новых авторов, в том числе и зарубежных.

В настоящее время тематику журнала в первую очередь составляют:

– теоретические основы информатики;
– математические методы исследования сложных систем и процессов;
– информационные системы и сети;
– информационные технологии;
– архитектура и программное обеспечение вычислительных комплексов и сетей.

Эти направления особенно важны в связи с необходимостью решения задач формирования технологической
базы инновационного развития, обеспечения научно-технологического прорыва в области создания и развития
отечественных информационных и коммуникационных технологий в интересах достижения высокого качества
и стабильности систем управления и предоставления услуг в экономической и социальной сферах.

Мы, как и ранее, приглашаем авторов представлять для публикации в журнале статьи как с достижениями
в области теоретических проблем информатики, так и с изложением результатов ее практического приложения,
а также рецензии на наиболее интересные книжные новинки в области информатики и информационных технологий,
объявления о крупнейших международных и всероссийских конференциях, различных научных мероприятиях по
этой тематике и другие информационные материалы.

Надеемся, что и в дальнейшем содержание статей, помещаемых в журнале, будет вызывать интерес научной
общественности. Редакционный совет, редколлегия и редакция журнала, со своей стороны, сделают все для того,
чтобы журнал и впредь своевременно и подробно информировал читателей о новейших достижениях информатики
и ее актуальных практических приложениях.

Главный редактор журнала «Информатика и её применения»,
академик РАН И. А. Соколов
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АНАЛИТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ШИРОКОПОЛОСНЫХ

ПРОЦЕССОВ В СТОХАСТИЧЕСКИХ СИСТЕМАХ,

НЕ РАЗРЕШЕННЫХ ОТНОСИТЕЛЬНО ПРОИЗВОДНЫХ∗

И. Н. Синицын1

Аннотация: Рассматриваются конечномерные нелинейные стационарные и нестационарные стохастиче-
ские системы (СтС), не разрешенные относительно производных в условиях широкополосных гауссовских
и негауссовских возмущений. Такие СтС описывают поведение многих технических систем информатики
и управления. Для аналитического моделирования и оценки чувствительности к параметрам нормальных
(гауссовских) нестационарных и стационарных стохастических процессов (СтП) в таких СтС разработа-
ны два метода аналитического моделирования (МАМ) на основе метода статистической линеаризации
(МСЛ) и метода нормальной аппроксимации (МНА). Приведены типовые нелинейности, не разрешенные
относительно производных, а также два тестовых примера. Алгоритмы положены в основу разрабаты-
ваемого инструментального программного обеспечения для решения задач надежности и безопасности
технических систем.

Ключевые слова: аналитическое моделирование; метод нормальной аппроксимации (МНА); метод
статистической линеаризации (МСЛ); нормальный (гауссовский) стохастических процесс (СтП); стоха-
стическая система, не разрешенная относительно производных; чувствительность к параметрам

DOI: 10.14357/19922264170101

1 Введение

Методы аналитического моделирования СтП
в нелинейных СтС, разрешенных относительно
производных, на основе МСЛ и МНА подробно
описаны в [1–7].

Рассмотрим обобщение [4, 5] на случай не-
линейных дифференциальных СтС, не разрешен-
ных относительно производных. Такими уравне-
ниями описываются элементы многих технических
средств информатики и управления.

В разд. 2 и приложении П1 приведены типовые
нелинейности, зависящие от производных, и их
статистическая линеаризация.

Раздел 3 содержит изложение МАМ на основе
МСЛ для негладких нелинейностей. Особое вни-
мание уделено уравнениям чувствительности МАМ
на основе МСЛ.

В разд. 4 сформулированы некоторые замечания
и МАМ на основе МНА для гладких нелинейностей.

В приложениях П2 и П3 приведены тесто-
вые примеры, иллюстрирующие применение МСЛ
и МНА.

2 Типовые нелинейности,
зависящие от производных,
и их статистическая
линеаризация

Рассмотрим сначала скалярную действительную
нелинейность следующего вида:

Zt = ϕ
(
t,—, Yt, ‘Yt, . . . , Y

(k)
t , Ut, . . . , U

(r)
t

)
. (1)

Здесь — — определяющие параметры нелиней-
ности; Yt = Y (t) и Y

(k)
t — скалярный СтП и его

k-я производная (k = 1, 2, . . .); Ut = U(t) и U
(r)
t —

скалярное стохастическое возмущение и ее r-я про-
изводная (r = 1, 2, . . .).

Важный класс нелинейностей (1) составляют
нелинейности, в которые возмущение Ut и его про-
изводные входят аддитивно:

Zt = ϕ+
(
t,—, Yt, ‘Yt, . . . , Y

(k)
t

)
+

+ ϕ−
(
t,—, Ut, ‘Ut, . . . , U

(r)
t

)
. (2)

∗Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект 15-07-02244).
1Институт проблем информатики Федерального исследовательского центра «Информатика и управление» Российской академии

наук, sinitsin@dol.ru
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Обозначим через

Xt =
[
Yt, ‘Yt, . . . , Y

(k)
t , Ut, ‘Ut, . . . , U

(r)
t

]T

составной вектор. Тогда при условии конечности
ковариационных моментов СтП Xt согласно МСЛ
нелинейность (1) допускает следующее приближен-
ное представление:

Zt = ϕ = ϕ (t,—, Xt) ≈ ϕ0 + kϕ
1xX0t . (3)

Здесь ϕ0 = ϕ0(t,—, mx
t , Kx

t ) и kϕ
1x =

= kϕ
1x(t,—, mx

t , Kx
t ) — векторные и матричные ко-

эффициенты статистической линеаризации, опре-
деляемые уравнениями:

ϕ0 = MN [ϕ] ; (4)

kϕ
1x =

[(
∂

∂mx
t

)
ϕ0

]T
, (5)

где X0t = Xt − mx
t , mx

t = MN [Xt] = [m1t · · ·mnt]
T,

Kx
t = [kpq ] = MN

[
X0t X0Tt

]T
(p, q = 1, . . . , n);

MN — символ математического ожидания для
n-мерного нормального распределения, n = k + 1.

Для векторных нелинейностей векторного аргу-
мента (1) аналогичные представления имеют место
для компонент ϕl. В этом случае составной век-
тор �Xt будет иметь вид:

�Xt =
[
Y Tt ‘Y

T
t · · ·Y

(k)T
t UTt · · ·UTt · · ·U

(r)T
t

]T
,

где dim �Xt = nY (k + 1) + nU (r + 1).

3 Основные результаты

Пусть задана векторная нестационарная диф-
ференциальная СтС, не разрешенная относительно
производной СтП Yt, вида

ϕ = ϕ
(
t,—, Yt, · · ·Yt, . . . , Y

(k)
k , Ut

)
= 0

(k = 0, 1, 2, . . .) ; (6)

‘Ut = aU
0 + aU

1 Ut + bU
0 Vt . (7)

Здесь ϕ — в общем случае негладкая функция отно-
сительно Y

(k)
t ; a0 и aU

1 — векторно-матричные ко-
эффициенты формирующего фильтра (ФФ); Vt —
белый (в общем случае негауссовский СтП) шум
с нулевым математическим ожиданием и матрицей
интенсивностей νt = νV (t). Выделим переменные

�Y ′
t =

[
Y Tt ‘Y

T
t · · ·Y

(k−1)T
t

]T
=
[
Y Tt �Y

T
1t · · · �Y

T
k−1,t

]T
,

Y
(k)
t = �Ykt ,

и применим к уравнению (6) МСЛ. В результате
получим векторное уравнение:

ϕ0 + kϕ

1 �Yk

�Y 0kt + kϕ
1UU0t = 0 . (8)

Коэффициенты статистической линеаризации в (8)
будут параметрически зависеть от переменных tи—,
математических ожиданий m

�Y ′

t , m
�Yk

t и mU
t , кова-

риационных и взаимно ковариационных матриц
K
�Y ′

t , K
�Yk

t , KU
t , K

�Y ′ �Yk

t , K
�Y ′U
t и K

�YkU
t . Разделяя

в (8) детерминированные и центрированные части,
придем с учетом (7) к векторным уравнениям для
математических ожиданий

ϕ0 = 0 ; (9)

‘mU
t = aU

0 + aU
1 mU

t (10)

и центрированных переменных

kϕ

1 �Y ′

�Y
′0
t + kϕ

1 �Yk

�Y 0kt + kϕ
1UU0t = 0 ; (11)

‘U0t = aU
1 Ut + bU

0 Vt .

Полагая
det

[
kϕ

1 �Yk

]
6= 0 , (12)

разрешим (11) относительно старшей производной:

�Y 0kt = Y
(k)0
t = −

(
kϕ

1 �Yk

)−1[
kϕ

1 �Y ′

�Y
′0
t + kϕ

1UU0t

]
. (13)

Введем центрированный составной вектор X0t =

=
[
X ′0T

t U0Tt

]T
. Здесь X ′0

t = IkY ′0
t , где Ik — еди-

ничная матрица. Тогда совокупная система урав-
нений для центрированных переменных примет
следующий вид:

‘X0t = aXX0t + bXVt . (14)

Здесь введены обозначения для блочных матриц:

aX =

[
a
�X′

a
�X′U

aU �X′

aU

]
; bX =

[
0
bU
0

]
;

a
�X′

=

[
Ik 0

−(kϕ

1 �Yk
)−1kϕ

1 �X′
0

]
;

a
�Y ′U =

[
0 0
0 −(kϕ

1 �Yk
)−1kϕ

1U

]
;

aU �X′

=

[
0 0
0 0

]
; aU =

[
0 0
0 aU
1

]
.

Применяя к линейным уравнениям (14) корре-
ляционную теорию линейных СтС [1, 2], придем
к следующим обыкновенным дифференциальным

4 ИНФОРМАТИКА И ЕЁ ПРИМЕНЕНИЯ том 11 выпуск 1 2017
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уравнениям для ковариационной матрицы KX
t =

= MN

[
X0t X0Tt

]
и матрицы ковариационных функ-

ций KX(t1, t2) = MN

[
X0t1X

0T
t2

]
:

‘KX
t = aXKX

t +KX
t

(
aX
)T
+ bXν

(
bX
)T

,

KX
t0 = KX

0 ; (15)

∂KX(t1, t2)

∂t2
= KX (t1, t2)

(
aX

t2

)T
(16)

при начальном условии KX(t1, t1) = KX
t1 .

Коэффициенты статистической линеариза-
ции ϕ0 и kϕ

1 �Yk
в (8) зависят от математического

ожидания и ковариационной матрицы вектора �Yk.
Для этого используется уравнение (9) и соотноше-
ние

‘m
�Yk−1

t = m
�Yk

t . (17)

Для определения K
�Yk

t применяется уравнение (13).
В результате получим для него искомое соотноше-
ние:

K
�Yk

t =

[(
kϕ

1 �Yk

)−1
kϕ

1 �Y ′

]
K
�Y ′

t

[(
kϕ

1 �Yk

)−1
kϕ

1 �Y ′

]T
+

+
[
(kϕ
1 �Yk
)−1kϕ

1U

]
KU

t

[(
kϕ
1 �Yk

)−1
kϕ
1U

]T
+

+

[(
kϕ

1 �Yk

)−1
kϕ

1 �Y ′

]
K
�Y ′U
t

[(
kϕ

1 �Yk

)−1
kϕ
1U

]T
+

+

[(
kϕ

1 �Yk

)−1
kϕ
1U

]
KU �Y ′

t

[(
kϕ

1 �Yk

)−1
kϕ

1 �Y ′

]T
. (18)

Таким образом, имеем следующий результат.

Теорема 1. Пусть в нестационарной нелинейной СтС,
не разрешенной относительно производных, (6), (7)
выполнены следующие условия:

10 дисперсии и ковариационные моменты СтП Yt

и их производных до k-го порядка и СтП Ut ко-
нечны;

20 векторная функция ϕ в (6) действительна и до-
пускает статистическую линеаризацию по Ка-
закову (8);

30 имеет место условие (12).

Тогда в основе МАМ согласно МСЛ лежат уравне-
ния (9), (10), (15) и (16) при условиях (17) и (18).

В стационарном случае, когда ν = ν∗, mX
t =

= mX
∗ , KX

t = KX
∗ и KX(t1, t2) = kX(τ) (τ = t1− t2),

уравнения МАМ на основе МСЛ имеют следующий
вид:

ϕ0∗ = 0 ; (19)

aX
∗ KX

∗ +KX
∗

(
aX
∗

)T
+ bX

∗ ν∗
(
bX
∗

)T
= 0 ; (20)

‘kX
τ (τ) = aX

∗ kX(τ) ;

kX
τ (0) = KX

∗ (∀ τ > 0) ;

kX
τ (τ) = kX

τ (−τ)T (∀τ < 0) .





(21)

Таким образом, получена следующая теорема.

Теорема 2. Пусть в условиях теоремы 1 уравне-
ния (6), (7) стационарны и существует ковариацион-
но стационарный СтП, а матрица aX

∗ асимптоти-
чески устойчива. Тогда в основе МАМ согласно МСЛ
лежат уравнения (19)–(21).

Если для оценки чувствительности МАМ к па-
раметрам —, явно входящим в (6), применить ме-
тод функций чувствительности первого порядка для
∇—mX

t , ∇—KX
t и ∇—KX(t1, t2), то в условиях тео-

ремы 1 будем иметь следующие уравнения [8]:

‘∇—mX
t = Am

t (t,—) , ∇—mX
t0 = 0 ; (22)

‘∇—KX
t = AX

t (t,—) , ∇—KX
t0 = 0 ; (23)

∂∇—KX(t1, t2)

∂t2
= AK

t1t2 (t1, t2,—) ,

∇—KX (t0, t0) = 0 . (24)

Здесь функции A получаются путем дифференци-
рования правых частей уравнений теоремы 1 по
параметру—.

Таким образом, получен следующий результат.

Теорема 3. Пусть выполнены все условия теоремы 1.
Тогда уравнения для первых функций чувствитель-
ности будут иметь вид (22)–(24) при условии конеч-
ности правых частей.

Аналогичная теорема имеет место в стационар-
ном случае, когда выполнены условия теоремы 2.

Для алгоритмизации МАМ (1)–(3) на основе
теорем 1–3 необходимо уметь вычислять интегра-
лы (4), (5). Численные методы описаны в [8, 9].
При этом численное интегрирование уравнений
для математических ожиданий и ковариационных
моментов должно быть согласовано с вычислением
коэффициентов статистической линеаризации.

4 Замечания и обобщения

4.1. Примеры некоторых типовых нелинейно-
стей (1), а также выражения для их коэффици-
ентов статистической линеаризации даны в прило-
жении П1.
4.2. Путем расширения вектора Xt аналогичные
теоремы устанавливаются для нелинейностей в (6),
в которые входят производные U

(r)
t (r = 1, 2, . . .).

4.3. Для достаточно гладких нелинейностей в (6)
можно применить аналог известного метода «ин-
тегрирования посредством дифференцирования»,
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если воспользоваться формулами Ито [1, 2] для сто-
хастического дифференцирования сложных функ-
ций.

В самом деле, результаты разд. 3 допускают
обобщение на случай гладких функций

ϕ = ϕ
(
t,—, Yt, ‘Yt, . . . , Y

(k)
t , Ut

)
= 0 (25)

и нелинейного ФФ вида

‘Ut = aU (t,—, Ut) dt+ bU (t,—, Ut)V
U
t . (26)

Здесь aU = aU (t,—, Ut) и bU (t,—, Ut) — (nY × 1)-
и (nY × nV

U )-мерные функции; V U
t — белый шум

в строгом смысле [1, 2], допускающий представле-
ние

V U
t =

‘WU
t ;

WU
t =WU

0 (t,—) +

∫

Rq
0

cU (—, ρ)P 0(t,—, dρ) ,

где νt — его интенсивность:

νt = νW0

t +

∫

Rq
0

cU (—, ρ)
[
cU (—, ρ)

]T
νP (t,—, ρ) dρ ;

cU = cU (—, ρ) — известная векторная функция
той же размерности, что и W 0

t , а интеграл при
любом t ≥ t0 представляет собой стохастический
интеграл по центрированной пуассоновской мере
P 0(t,—,A), независимой от W0 и имеющей неза-
висимые значения на попарно непересекающихся
множествах;A— борелевское множество простран-
ства Rq

0 с выколотым началом; νW , νW0 и νP —
интенсивности WU

t , W0t и P 0. Уравнение (26)
понимается в смысле Ито и имеет единственное
решение в среднем квадратическом [1, 2].

Для гладких функций в (25) выполним с уравне-
ниями (25) и (26) следующие преобразования:

(1) будем дифференцировать сполна по t левые
части уравнений (25) по обобщенной формуле
Ито [1, 2] до тех пор, пока не появятся про-
изводные белого шума. В результате получим
следующую систему уравнений:

ϕ = 0 , ‘ϕ = 0, . . . , ϕ(h) = 0 ; (27)

(2) введем вектор Zt =
[
Z

′T
T Z

′′T
t

]T
, составленный

из Z ′
t =

[
Y Tt
‘Y Tt · · ·Y

(k−1)T
t

]T
и вспомогатель-

ного вектора Z ′′
t , определяемого уравнения-

ми (27);

(3) в результате придем к уравнениям, разрешен-
ным относительно дифференциалов следу-
ющего вида:

dZt = aZdt+ bZdW0 +

∫

Rq
0

cZP 0(—, t, du) ,

для которых уравнения МНА имеют извест-
ный вид [1, 2]:

‘mZ
t = �

m
t

(
t,—, mZ

t , Kz
t

)
; mZ

0 = mZ
t0 , (28)

‘KZ
t = �

K
t

(
t,—, mZ

t , Kz
t

)
; KZ

0 = KZ
t0 , (29)

∂KZ(t1, t2)

∂t2
= �K

t1,t2

(
t1, t2,—, mZ

t2 , K
z
t2

)
,

KZ (t1, t2) = KZ
t1 . (30)

Здесь введены следующие обозначения:

�m
t

(
t,—, mZ

t , Kz
t

)
= MN

[
aZ
]
; (31)

�K
t

(
t,—, mZ

t , Kz
t

)
= �1t

(
t,—, mZ

t , Kz
t

)
+

+�T1t
(
t,—, mZ

t , Kz
t

)
+�2t

(
t,—, mZ

t , Kz
t

)
; (32)

�1t
(
t,—, mZ

t , Kz
t

)
= MN

[
aZ
(
Zt − mZ

t

)T]
; (33)

�2t
(
t,—, mZ

t , Kz
t

)
= MN [σ (t,—, Zt)] ; (34)

σ (t,—, Zt) = σ0 (t,—, Zt) +

+

∫

Rq
0

cZ (t,—, Zt, u) c
Z (t,—, Zt, u)

T νP (t,—, du) ,

σ0 (t,—, Zt) =

= bZ (t,—, Zt) ν0(t,—)b
Z (t,—, Zt)

T ; (35)

�K
t1,t2

(
t1, t2,—, mZ

t2 , K
z
t2

)
=

= KZ (t1, t2)
(
KZ

t2

)−1
�T1t . (36)

Таким образом, имеем следующие результаты.

Теорема 4. Пусть для СтС (25), (26) выполнены
условия:

10 правые части уравнений (25) имеют производ-
ные по явно входящим переменным Yt, . . . , Y

(k)
t

до порядка nϕ
Y ;

20 уравнения (25) совместно с (27) допускают приве-
дение к виду (36) и имеют единственное решение,
понимаемое в среднем квадратическом (с.к.).

Тогда уравнения МАМ на основе МНА имеют
вид (28)–(30) при условии конечности интегра-
лов (31)–(35).

Аналогичная теорема устанавливается в стацио-
нарном случае.
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4.4. Для повышения точности МАМ можно вос-
пользоваться известными методами параметриза-
ции распределений (моментов, семиинвариантов,
ортогональных разложений плотностей, эллипсо-
идальной аппроксимации и линеаризации и др.),
изложенными в [1–3].
4.5. В том случае когда вектор возмущений Ut или
нелинейность ϕ заданы каноническими разложе-
ниями, полученные результаты допускают обобще-
ние, если воспользоваться результатами [2, 3].
4.6. Особый интерес представляет развитие МАМ
для узкополосных СтП на основе метода гармони-
ческого баланса или метода медленно меняющихся
амплитуд.
4.7. Полученные результаты допускают непосред-
ственное развитие и для разностных СтС.

5 Заключение

На основе приближенного метода статистиче-
ской линеаризации разработаны алгоритмы ана-
литического моделирования векторных широко-
полосных нормальных процессов в динамических
СтС, не разрешенных относительно производных.
Получены уравнения МНА для гладких функ-
ций (6), нелинейных ФФ и винеровско-пуассонов-
ских шумов. Особое внимание уделено уравнениям
чувствительности к параметрам.

В приложении П1 приведены выражения для ти-
повых нелинейностей и коэффициентов статисти-
ческой линеаризации, а в приложениях П2 и П3 —
тестовые примеры.

Алгоритмы положены в основу разрабатываемо-
го инструментального программного обеспечения
StS-ANALYSIS’2017 для решения задач надежности
и безопасности технических систем.

Приложения

П.1. Приведенные в [4] типовые одно- и многомерные
нелинейности, если в качестве одной из переменных вы-
брать ‘Yt, могут служить моделями нелинейностей, не
разрешенных относительно производных.

В таблице на основе [4] составлены аналитические
выражения для некоторых типовых одно- и многомерных
нелинейностей. Здесь введены следующие обозначения:

h = [h1 · · ·hn]T ; |h| = h1 + · · ·+ hn;

ep =

[
0 · · · 1

p
· · · 0

]
;

kp = [kp1 · · · kpn ] (p = 1, . . . , n)
p; K = [kpq ] ,

а через αh и µh обозначены вероятностные начальные
и центральные моменты порядка h, α0 = 1, αep =
= mp. Функцию Лапласа и интеграл от нее возьмем
в виде [1, 2, 4]:

�(z) =
1√
2π

z∫

0

e−t
2/2 dt ; �′(z) =

1√
2π

z∫

0

e−z
2/2 dt .

П.2. Рассмотрим МАМ для одномерной СтС вида:

ψ
(
‘Yt
)
= aY0 + a

Y
1 Yt + a

U
1 Ut ;

‘Ut = a
U
0 + a

U
1 Ut + b

U
0 Vt ,



 (37)

Коэффициенты МСЛ для типовых нелинейностей

№ ϕ ϕ0

1. ‘Y 2 D ‘Y (1 +m
2
‘Y
D−1
‘Y
)

2. ‘Y 3 D ‘Y (3 +m
2
‘Y
D−1
‘Y
)

3. ‘Y 2n+1
2n+1∑

l=0

Cl2n+1m
l
‘Y µ2n+1−l

4. sgn ‘Y 2�

(
m ‘Y√
D ‘Y

)

5. ‘Y 2 sgn ‘Y 2D ‘Y

[
(1 +m2‘YD

−1
‘Y
)�

(
m ‘Y√
D ‘Y

)
+

1√
2πD ‘Y

exp

(
− m2‘Y
2D ‘Y

)]

6. 1( ‘Y )
1

2
+ �

(
m ‘Y√
D ‘Y

)

7.
Y h11 . . . Y hn

n (h1, . . . , hn —
целые неотрицательные числа:

h = h1 + · · ·+ hn)
αh = mpαh−ep +

n∑

r=1

hrkprαh−ep−er − kppαh−2ep ,

α0 = 1 , αep = mp
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где ψ( ‘Yt) — нелинейная недифференцируемая функ-
ция.

Уравнения МАМ на основе МСЛ согласно теореме 1
имеют следующий вид:

0Y + aY1 m
Y
t + a

U
1 m

U
t , ‘m

Y
t = m

‘Y
t ;

kψ
1 ‘Y
(m

‘Y ,D
‘Y ) ‘Y 0t ≈ aY1 Y

0
t + a

U
1 U

0
t , ‘U

0
t = a

U
1 U

0
t + b

U
0 Vt ;

‘DU
t = 2a

U
1 D

U
t +

(
bU0

)2
ν ,

‘DY
t = 2

[
aY1

(
kψ
1 ‘Y

)−1

DY
t + a

U
1

(
kψ
1 ‘Y

)−1

KUY
t

]
;

‘KUY
t =

[
aU1 + a

Y
1

(
kψ
1 ‘Y

)−1
]
KUY
t + aU1

(
kψ
1 ‘Y

)−1

DU
t ;

D
‘Y
t =

[
aY1

(
kψ
1 ‘Y

)−1
]2
DY
t +

[
aU1

(
kψ
1 ‘Y

)−1
]2
DU
t +

+ 2aY1 a
U
1

(
kψ
1 ‘Y

)−2

KUY
t .

Здесь через ψ0 = ψ0(m
‘Y ,D

‘Y ) и kψ
1 ‘Y
(m

‘Y ,D
‘Y ) обозначе-

ны коэффициенты статистической линеаризации нели-
нейности ψ( ‘Yt).

Согласно теореме 2 для стационарного случая, когда
aU0 = 0, ν = ν∗ при условии асимптотической устойчи-
вости матрицы

a =

[
aU1

(
kψ
1 ‘Y

)−1

∗
aY1

(
kψ
1 ‘Y

)−1
∗

]
,

уравнения МАМ имеют вид:

ψ0 = 0 ; (38)

DU
∗ =

(
bU0

)2 ν∗

2aU1
; (39)

(
aY1 D

Y
∗ + a

U
1 K

UY
∗

)
= 0 ; (40)

[
aU1 + a

Y
1

(
kψ
1 ‘Y

)−1

∗

]
KUY

∗ + aU1

(
kψ
1 ‘Y

)−1

∗
DU

∗ = 0 ; (41)

(
kψ
1 ‘Y

)2
∗
D
‘Y
∗ −

(
aY1

)2
DY

∗ −
(
aU1

)2
DU

∗ − 2aY1 aU1 KUY
∗ = 0 .

Отсюда, в частности, при ‘ψ = sgn ‘Y и п. 4 таблицы имеем:

ψ0
(
m
‘Y ,D

‘Y
)
= 2�

(
m ‘Y√
D ‘Y

)
;

kψ
1 ‘Y

(
m
‘Y ,D

‘Y
)
=

1√
D
‘Y
∗

2√
2π
exp

[
−1
2

(
m
‘Y 2

D
‘Y

)]
.






(42)

Следовательно, в силу (38) и (42) находим:

m
‘Y
∗ = 0 ; k

ψ

1 ‘Y
= kψ

1 ‘Y

(
0, D

‘Y
∗

)
=

2√
πD

‘Y
∗

;

a =

[
a11 a12
a21 a22

]
, (43)

где

a11 = aU1 ; a12 = 0 ;

a21 =

√
πD

‘Y
∗

2
; a22 = a

Y
1

√
πD

‘Y
∗

2
.

Условие асимптотической устойчивости матрицы (43)
требует соблюдения условий aU1 < 0 и aY1 < 0. Стацио-

нарные значения D
‘U
∗ , DY

∗ , KUY
∗ находятся из (39)–(41).

П.3. Рассмотрим СтС вида

‘Y 2t = −α2
(
Y 2t − U2t

)
, ‘Ut = a

U
0 + a

U
1 Ut + b

U
0 Vt .

Найдем сначала уравнения МАМ согласно МСМ.
Учитывая соотношения

X2t ≈
[(
mX
t

)2
+DX

t

]
+ 2mX

t X
0
t

для Xt =
{
Yt, ‘Yt, Ut

}
, придем после применения МСЛ

к следующим уравнениям для математических ожиданий
и центрированных составляющих:

(
m
‘Y
t

)2
+D

‘Y
t = −α2

[(
mY
t

)2
−
(
mU
t

)2
+DY

t −DU
t

]
;

‘mU
t = a

U
0 + a

U
1 m

U
t ;

m
‘Y
t
‘Y 0t = −2α2

(
mY
t Y

0
t −mU

t U
0
t

)
;

‘U0t = a
U
1 U

0
t + b0Vt .

Применяя уравнения теоремы 1, положив Xt =
=
[
U0t Y

0
t

]T
и обозначив

�a =

[ −aU1 0

α2mU
t

(
m
‘Y
t

)−1

−α2mY
t

(
m
‘Y
t

)−1
]
; b =

[
b0
0

]
,

придем к следующей взаимосвязанной системе уравне-

ний для mY
t , m

‘Y
t , DY

t , DU
t , KUY

t и D
‘Y
t :

m
‘Y
t =

(
mY
t

)•

;

D
‘Y
t = D

[
−α2mY

t

(
m
‘Y
t

)−1

Y 0t + α
2mU

t U
0
t

]
=

= α4
{[

mY
t

(
m
‘Y
t

)−1
]2
DY
t +

[
mU
t

(
m
‘Y
t

)−1
]2
DU
t −

− 2mY
t m

U
t

(
m
‘Y
t

)−2

KUY

}
; (44)

DU
t = −2aU1 DU

t + b
2
0ν , D

U
t0 = D

U
0 ; (45)

‘DY
t = −2α2

[
mY
t

(
mY
t

)−1
DY
t −mU

t

(
m
‘Y
t

)−1

KUY
t

]
,

DY
t0 = D

Y
0 ; (46)

‘KUY
t = α2 mU

t

(
m
‘Y
t

)−1
Dt −

−
[
aU1 + α

2mY
t

(
m
‘Y
t

)−1
]
KUY
t , KUY

t0 = K0Y0 . (47)
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В стационарном случае, используя теорему 2 приaU0 =
= 0 и постоянных параметрахα, aU1 < 0, b

U
0 и ν∗, находим

mU
∗ = 0 , D

U
∗ =

b20ν
∗

2aU1
.

При этом моменты mY
t , DY

t , KUY
t и D

‘Y
t нестационар-

ны и определяются из (44)–(47). Последние допускают
следующую запись:

m
‘Y
t =

(
mY
t

)•
;

‘DY
t = γ1D

Y
t , γ1 = 2α

2mY
t

(
m
‘Y
t

)−1

; (48)

‘KUY
t = γ2K

UY
t , γ2 = −

[
aU1 + α

2mY
t

(
m
‘Y
t

)−1
]
; (49)

(
m
‘Y
t

)2
+D

‘Y
t = −α2

[(
mY
t

)2
+DY

t −DU
t

]
;

D
‘Y
t = α

4
(
mY
t

)2 (
m
‘Y
t

)−2

DY
t .

В зависимости от знаков γ1 и γ2 в (48) и (49) наблюда-
ется эффект убывания или возрастания DY

t и KUY
t . При

этом дифференциальное уравнения для mY
t в силу (45)

и (47) имеет следующий вид:

(
‘mY
t

)2
= −α2

(
mY
t

)2
+α2DU

∗ −α2


1 +

α2
(
mY
t

)2

(
‘mY
t

)2


DY

t .

Таким образом, уравнения для математического ожи-
дания mY

t и дисперсии DY
t взаимосвязаны и требуют

совместного интегрирования. За счет стохастичности па-
раметра U уравнение для mY

t будет дифференциальным
уравнением 4-го порядка, не разрешенным относительно
производной. При отсутствии стохастичности парамет-
ра Ut решение для mY

t будет гармонической функцией
периода 2π/α.

Теперь применим МНА, учитывая, что левая часть
первого уравнения (37) является гладкой функцией. Во-
первых, продифференцируем сполна по времени левую
и правую части первого уравнения (37). Во-вторых, при-
меним формулу Ито для квадратической функции

dU2t =

[
2Ut

(
aU0 + a

U
1 Ut

)
+
(
bU0

)2
ν

]
dt+ 2Utb

U
0 dWt ,

‘Wt = Vt .

В результате для переменныхYt = �Y1, ‘Yt = ‘�Y1 = �Y2 и �Y3 =
= Ut получим следующую точную нелинейную систему
стохастических уравнений с параметрическим шумом:

‘�Y1 = �Y2 ;

‘�Y2 = −α2 �Y1 + α2
[
ν

2

(
bU0

)2
+ aU0 �Y3 + a

U
1
�Y 23

]
Y −1
2 +

+ α2bU0 �Y3Y
−1
2 Vt ;

‘�Y3 = a
U
0 + a1 �Y3 + b

U
0 Vt .

Это точная система, она разрешена относительно произ-
водных и решается стандартным МНА на основе теоре-
мы 4. В отличие от МАМ по МСЛ, МАМ на основе МНА
позволяет рассматривать случай, когдаmY

t = 0.
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КЛАССИФИКАЦИЯ ПО НЕПРЕРЫВНЫМ НАБЛЮДЕНИЯМ

С МУЛЬТИПЛИКАТИВНЫМИ ШУМАМИ I: ФОРМУЛЫ

БАЙЕСОВСКОЙ ОЦЕНКИ∗

А. В. Борисов1

Аннотация: Двухчастная работа посвящена решению задачи оценивания случайного вектора с конечным
множеством состояний по непрерывным зашумленным наблюдениям. Особенностью модели является
то, что интенсивность шумов в наблюдениях зависит от оцениваемого вектора, что не позволяет при-
менять классические результаты оптимальной нелинейной фильтрации. В первой части статьи искомая
оценка получена как в явной интегральной форме, так и в виде решения некоторой стохастической
дифференциальной системы со скачкообразными процессами в правой части.

Ключевые слова: байесовская оценка; оптимальная фильтрация; стохастическая дифференциальная
система; случайный скачкообразный процесс; мультипликативные шумы

DOI: 10.14357/19922264170102

1 Введение

Задачи оценивания параметров и сигналов по
высокочастотным наблюдениям часто возникают
в областях навигации [1] и управления в телеком-
муникационных системах [2], в сфере торговли цен-
ными бумагами [3] и пр. Использование моделей
с непрерывным временем при решении подобных
задач выглядит обоснованным и позволяет при-
менять развитый аппарат стохастического анали-
за [4, 5]. Если интенсивности шумов в наблюдени-
ях зависят от неизвестного параметра/сигнала, то
шумы называются мультипликативными [6], или за-
висящими от состояния [7]. Оптимальные в среднем
квадратическом смысле оценки параметров/состо-
яний в данных системах получены в классе ли-
нейных преобразований наблюдений. Абсолютно
оптимальные оценки представлены только для до-
статочно узкого класса систем наблюдения (см.,
например, [8] и библиографию к ней).

Целью данной работы является решение зада-
чи байесовской классификации случайного вектора
по непрерывным косвенным наблюдениям в при-
сутствии винеровских шумов, интенсивность кото-
рых зависит от оцениваемого вектора. Предпо-
лагается, что множество возможных значений
вектора является конечным. Данное условие не
является чрезмерно ограничительным. Подобные
задачи возникают, например, при выборе внутрен-
ней волатильности из некоторого ограниченного
множества возможных значений (так называемо-
го алфавита волатильностей [9]) на основе име-

ющихся биржевых статистических данных. Дру-
гим примером служит классификация состояния
физически разнородного (проводного/беспровод-
ного) телекоммуникационного канала по потоку
подтверждений успешной передачи пакетов и их
потерь [10].

Статья организована следующим образом. Раз-
дел 2 содержит формальную постановку задачи, об-
суждение ее особенностей и краткий обзор име-
ющихся результатов. В разд. 3 изложен основной
теоретический результат: формулы искомой оценки
и ее локально сглаженного варианта. Обсуждение
полученных теоретических результатов представле-
но в разд. 4.

2 Постановка задачи

Ненаблюдаемый случайный вектор X принима-
ет значения из множества SN , {e1, . . . , eN} еди-
ничных векторов евклидова пространства RN с ве-
роятностями {pn}n=1,N , p , col (p1, . . . , pN ).

M-мерный процесс наблюдений {Yt}t>0 описы-
вается следующей моделью:

Yt =

t∫

0

f(X, s) ds+

t∫

0

g(X, s) dWs ,

где

– Wt ∈ RM — независимый от X векторный
стандартный винеровский процесс, характери-
зующий ошибки наблюдений;

∗Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проекты 16-07-00677 и 15-37-20611-мол а вед).
1Институт проблем информатики Федерального исследовательского центра «Информатика и управление» Российской академии

наук, aborisov@frccsc.ru
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– f(x, t) : SN × [0,+∞) → RM×1 — неслучайная
кусочно-непрерывная вектор-функция, харак-
теризующая «план наблюдений»;

– g(x, t) : SN × [0,+∞)→ RM×M — неслучайная
кусочно-непрерывная матричнозначная функ-
ция, характеризующая условную интенсив-
ность шумов в наблюдениях в зависимости от
значения вектора X; g является равномерно
невырожденной, т. е.

min
x∈S

N

t∈[0,T ]

g(x, t)g⊤(x, t) > αI > 0 .

Обозначим через Yt , σ{Ys : s ∈ [0, t]} есте-
ственный поток σ-алгебр, порожденный наблюде-
ниями Y до момента t включительно.

Задача байесовской классификации вектора X
по наблюдениям Y , полученным на отрезке времени
[0, T ], заключается в нахождении X̂T , E {X |YT }.

Предложенная задача оценивания имеет ряд
особенностей. Пара «оцениваемое состояние –
процесс наблюдений» может быть представлена
в форме стохастической дифференциальной сис-
темы:

dXt = 0 , X0 = X ;

dYt =

N∑

n=1

e⊤n Xtft(n)dt+

N∑

n=1

e⊤n Xtgt(n)dWt ,

Y0 = 0 ,





(1)

где

– ft(n) : SN × [0,+∞) → RM×1 (n = 1, N) —
набор неслучайных кусочно-непрерывных век-
тор-функций;

– gt(n) : SN × [0,+∞) → RM×M (n = 1, N) —
набор равномерно невырожденных неслучай-
ных кусочно-непрерывных матричнозначных
функций.

Вид второго слагаемого во втором уравнении (1),
описывающем Yt, вполне соответствует своему на-
званию: наблюдения с мультипликативными шума-
ми. Действительно, с формальной точки зрения
наблюдения представляют собой произведение по-
лезного сигнала и шума:

dYt =

N∑

n=1

e⊤n Xt (ft(n) dt+ gt(n) dWt) .

В то же время, если интенсивность не зависит от
состояния, т. е. gt(n) ≡ gt, то

dYt =

N∑

n=1

e⊤n Xtft(n) dt+ gt dWt

представляет собой классическую модель наблюде-
ний с аддитивными шумами.

Для простоты изложения далее будем считать,
что fn(t) и gn(t) непрерывны справа и имеют ко-
нечные пределы слева.

В такой форме, казалось бы, поставленная зада-
ча может быть решена с использованием развитого
аппарата мартингального исчисления и известных
результатов в области оптимальной фильтрации се-
мимартингала по семимартингалу [11], т. е. постро-
ения условных математических ожиданий (УМО)
X̂T , E {XT |YT }, T > 0. Однако данная простота
обманчива.

Первой сложностью является то, что в исследу-
емой модели наблюдений поток σ-алгебр{Yt}t>0 не
является непрерывным справа [12], т. е.

⋂
s>t Ys 6=

6= Yt. Это обстоятельство не позволяет исследо-
вать X̂t с помощью стандартных подходов как слу-
чайный процесс, согласованный с непрерывным
справа потоком σ-алгебр, и вынуждает видоиз-
менять задачу фильтрации как нахождение УМО
X̂+t , E {Xt|Yt+} относительно «сглаженного по-
тока»{Yt+}t>0. Ниже X̂+t будет называться локально
сглаженной оценкой. В этом свете вопрос о связи ло-
кально сглаженных оценок X̂+ и искомых оценок
классификации X̂ остается открытым.

В классической постановке [11] интенсивность
шумов в наблюдениях является функцией време-
ни и прошлых наблюдений. Это ключевое усло-
вие гарантирует совпадение естественного пото-
ка σ-алгебр {Yt}t∈[0,T ], порожденного исходным
процессом наблюдений, и потока {Zt}t∈[0,T ] :

Zt , σ{Zs : 0 6 s 6 t}, соответствующего обнов-
ляющему процессу, — Yt-согласованному мартинга-
лу Zt:

Zt ,

,

t∫

0

(
d〈Y, Y 〉s

ds

)−1/2(
dYs −

N∑

n=1

e⊤n X̂+s−fs(n)ds

)
, (2)

где 〈Y, Y 〉t — предсказуемая квадратическая харак-
теристика наблюдений Yt. Это совпадение обеспе-
чивает представление искомой оценки фильтрации
в форме стохастического интеграла по Z. Вто-
рой и главной сложностью рассматриваемой задачи
является зависимость интенсивности шумов в на-
блюдениях Y (1) от оцениваемого состояния X . Она
обеспечивает лишь включение Zt ⊂ Yt. В [13] для
случая гладких коэффициентов f и g было доказано
тождество:

Yt ≡ Zt

∨
σ{〈Y, Y 〉s : 0 6 s 6 t}, t > 0 .
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Классификация по непрерывным наблюдениям с мультипликативными шумами I: формулы байесовской оценки

Этот результат использовался в [8] и [14] для полу-
чения уравнений оценок фильтрации. В указанных
работах они были получены лишь для ряда частных
случаев систем наблюдения, так как квадратиче-
ская характеристика представляет собой процесс
с почти наверное (п. н.) дифференцируемыми тра-
екториями без шумов (так называемые «точные на-
блюдения»), и общие формулы фильтрации [11] для
таких систем неприменимы.

Следующий раздел содержит результат реше-
ния поставленной задачи как в явной интегральной
форме, так и в виде решения некоторой стохасти-
ческой дифференциальной системы.

3 Формулы байесовского
классификатора

Искомая формула классификатора будет полу-
чена с помощью процедуры дискретизации по вре-
мени непрерывных наблюдений, построения от-
носительно них классификатора и последующего
предельного перехода по шагу дискретизации.

Введем в рассмотрение последовательность вло-
женных двоичных разбиений отрезка [0, T ], порож-
денных множествами точек T K , K ∈ N:

T K , {τK
k }

k=0,2K : τK
k , khK , hK ,

T

2K
;

соответствующие наборы дискретизованных на-
блюдений:

–Y K
k , YτK

k
− YτK

k−1
=

τK
k∫

τK
k−1

N∑

n=1

e⊤n Xsfs(n) ds+

+

τK
k∫

τK
k−1

N∑

n=1

e⊤n Xsgs(n) dWs , k = 1, 2K ,

и семейство вложенных σ-алгебр {YK}K∈N: YK ,

, σ{–Y K
k , k = 1, 2K}. Так как процесс Yt являет-

ся сепарабельным, то YK ↑ YT при K → ∞ и по
теореме Леви о мартингальной сходимости [15]

X̂K , E
{
X |YK

}
→ E {X |YT } = X̂T P-п. н.

При условии X = en наблюдения {–Y K
k }

k=1,2K

представляют собой независимые в совокупности
гауссовские случайные векторы

–Y K
k ∼ N (hKFK

k (n), hKGK
k (n)) ,

где

FK
k (n) ,

1

hK

τK
k∫

τK
k−1

fs(n) ds ;

GK
k (n) ,

1

hK

τK
k∫

τK
k−1

gs(n)g
⊤
s (n) ds.

Тогда компоненты X̂K(n) , P
{
X = en|YK

}
век-

тора X̂K определяются формулой:

X̂K(n) =
X̃K(n)

∑N

ℓ=1
X̃K(ℓ)

, (3)

где ‖x‖2A , x⊤Ax, |A| , detA, а X̃K(n) —
ненормированная условная вероятность события
{ω : X(ω) = en} относительно σ-алгебры YK :

X̃K(n) , pn exp




−
1

2hK

2K∑

k=1

[
ln |GK

k (n)|hK +

+
∥∥–Y K

k − hKFK
k (n)

∥∥2
(GK

k
(n))−1

]


 . (4)

Процесс {Yt}t>0 является квадратично интегри-
руемым семимартингалом с предсказуемой харак-
теристикой:

〈Y, Y 〉t = YtY
⊤
t −

t∫

0

YsdY ⊤
s −

t∫

0

dYsY
⊤
s =

=

t∫

0

N∑

n=1

e⊤n Xsgs(n)g
⊤
s (n) ds .

Обозначим:

GK
k (ω) , h−1

K

(
〈Y, Y 〉τK

k
− 〈Y, Y 〉τK

k−1

)
;

Gt(n) , gt(n)g
⊤
t (n) ;

Gt(ω) ,

N∑

i=1

e⊤i Xtgt(i)g
⊤
t (i) ;

Gt(n) ,

t∫

0

gs(n)g
⊤
s (n) ds .

Следующее утверждение определяет решение за-
дачи байесовской идентификации в интегральной
форме.
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Лемма 1. Байесовский классификатор вектора X по
непрерывным наблюдениям {Yt}t∈[0,T ] определяется
формулами (n = 1, N ):

X̂T (n) =
X̃T (n)

∑N

ℓ=1
X̃T (ℓ)

, (5)

где X̃T (n)— ненормированная условная вероятность
события {ω : X(ω) = en} относительно YT :

X̃T (n) =






pn exp





T∫

0

[
f⊤

s (n)G
−1
s (n) dYs −

−
1

2
‖fs(n)‖

2
G−1

s (n)
ds

]}
,

если 〈Y, Y 〉t ≡Gt(n), t ∈ [0, T );

0 в противном случае .

(6)

Д о к а з а т е л ь с т в о леммы 1 приведено в прило-
жении.

Очевидно, что утверждение леммы 1 остается
верным в случае, когда дискретный случайный век-
тор X имеет счетное множество значений.

Для нахождения формулы для X̂+T необходимо
вновь воспользоваться теоремой Леви:

X̂+T = lim
–→0+

X̂T+– P-п. н.

Для упрощения выкладок далее будем оперировать
ненормированной условной вероятностью X̃T : не-
обходимая корректировка формул для X̂T прово-
дится очевидным образом. Для n = 1, N определим
случайные моменты времени

ξ(n) ,

{
inf {t > 0 : Gt(n) 6= 〈Y, Y 〉t} ;

+∞, еслиGt(n) ≡ 〈Y, Y 〉t для ∀ t > 0;
(7)

неслучайные моменты u(ℓ, n) (ℓ 6= n)

u(ℓ, n) ,

{
inf {t > 0 : Gt(ℓ) 6= Gt(n)} ;

+∞, еслиGt(ℓ) ≡ Gt(n) для ∀ t > 0;

множество ™ , {u(ℓ, n)}(ℓ,n):
ℓ 6=n

и набор процессов

It(n) ,

{
1, если t < ξ(n) ;

0, если t > ξ(n).

Наборы ™(n) , {u(ℓ, n)}ℓ:ℓ 6=n определяют возмож-
ные значения случайных моментов ξ(n); при этом
множество ™\{+∞} является множеством разрыв-
ности потока {Yt}t>0, т. е. Yt 6= Yt+ для ∀ t ∈
∈ ™\{+∞}.

Процессы It(n), очевидно, являются Yt+-со-
гласованными и имеют c�adl�ag-траектории, явля-
ющиеся кусочно-постоянными функциями на R+,
терпящими не более одного скачка. При этом ве-
личина скачка равна −1.

Формула (6) для X̃T+–(n) может быть перепи-
сана в виде:

X̃T+–(n) = pn exp





T+–∫

0

[
f⊤

s (n)G
−1
s (n) dYs −

−
1

2
‖fs(n)‖

2
G−1

s (n)
ds

]
 IT+–(n) .

Используя непрерывность справа процесса It(n),
можно получить формулу для X̃+T :

X̃+T (n) = pn exp






T∫

0

[
f⊤

n (s)G
−1
s (n) dYs −

−
1

2
‖fn(s)‖

2
G−1

s (n)
ds

]

IT (n) . (8)

Необходимо также отметить, что на промежутке
(0, ξ(n)) производная d〈Y, Y 〉t/dt существует почти
всюду (п.в.) по мере Лебега и также п.в. верны ра-
венства:

d〈Y, Y 〉t
dt

= Gt(ω) , Gt(ω) ≡ Gt(n) .

Поэтому формула (8) может быть переписана
в виде:

X̃+T (n) = pn exp





T∫

0



f⊤
s (n)

(
d〈Y, Y 〉s

ds

)−1

dYs −

−
1

2
‖fs(n)‖

2
(d〈Y,Y 〉s/ds)−1

ds







IT (n) . (9)

Следующее утверждение представляет локально
сглаженные оценки фильтрации X̂+t в форме реше-
ния некоторой стохастической дифференциальной
системы.

Теорема 1. Ненормированные условные вероятности
{X̃+t (n)}n=1,N , t > 0, являются единственным реше-
нием системы:
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X̃+t (n) = pnI0(n) +

+

t∫

0

X̃+s (n)f
⊤
s (n)

(
d〈Y, Y 〉s

ds

)−1

dYs +

+
∑

s6t

X̃+s−(n)–Is(n). (10)

Нормированные условные вероятности
{X̂+t (n)}n=1,N , t > 0, являются единственным реше-
нием системы:

X̂+t (n) = pnI0(n) +

t∫

0

X̂+s (n)

(
f⊤

s (n)−

−
N∑

ℓ=1

X̂+s−(ℓ)f
⊤
s (ℓ)

)(
d〈Y, Y 〉s

ds

)−1/2

dZs +

+
∑

s6t

X̂+s−(n)




1 + –Is(n)

1 +
∑N

ℓ=1
X̃+s−(ℓ)–Is(ℓ)

− 1


, (11)

где Zt — обновляющий процесс (2).

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 1 представлено в при-
ложении.

Лемма 1 и теорема 1 позволяют определить вза-
имосвязь между оценками X̂t и X̂+t . Прежде всего,
для любых t > 0 равенство X̂+t− ≡ X̂t верно P-п. н.

Более того, X̂+t = X̂t P-п. н. для любого t > 0, за
исключением моментов u(n, ℓ) (n, ℓ = 1, N , n 6= ℓ).
В моменты ξ(ℓ) оценка X̂+t может быть получе-
на из X̂t− с помощью следующего преобразования
(n = 1, N ):

X̂+ξ(ℓ)(n) =






0, если ξ(ℓ) = ξ(n) ;

X̂ξ(ℓ)−(n)

1−
∑

m:ξ(m)=ξ(ℓ)
X̂ξ(ℓ)−(m)

в противном случае.

Наконец, данные утверждения дают возможность
сформулировать условия идентифицируемости, га-
рантирующие точное восстановление вектора X по
зашумленным наблюдениям на интервале [0, T ].

Следствие 1. Если существует такое время t∗: 0 6
6 t∗ < +∞, что

P

{
N∑

n=1

It∗(n) = 1

}
= 1 ,

то для любого t > t∗ P-п. н. верно равенство X̂+t =
= X .

4 Заключение

Первая часть двухчастной работы представляет
теоретическое решение задачи байесовской класси-
фикации по непрерывным наблюдениям в присут-
ствии мультипликативных шумов. Выведена явная
форма оценки. Далее путем незначительной мо-
дификации порядка получения наблюдений (т. е.
заменяя исходный поток σ-алгебр Yt его локально
сглаженным вариантом Yt+) исходная задача оце-
нивания корректно сводится к определению услов-
ного математического ожидания относительно не-
прерывного справа потока σ-алгебр. Несмотря на
то что доступные наблюдения имеют п. н. непре-
рывные траектории, локально сглаженные оценки
представляют собой решения стохастических диф-
ференциальных систем со скачкообразными про-
цессами в правой части. Статья содержит анали-
тические формулы, определяющие вид этих систем
и скачкообразных процессов. Однако непосред-
ственная аппроксимация скачкообразных процес-
сов с помощью исходных наблюдений приводит
к недопустимо высоким вычислительным ошиб-
кам. Для их избежания необходима специальная
численная процедура реализации предложенной
оценки. Разработке этой процедуры и посвяще-
на вторая часть работы.

Полученный теоретический результат в области
оценивания позволяет сделать важный практиче-
ский вывод. Наличие в наблюдениях мультиплика-
тивных шумов является положительным фактором.
Любой сколь угодно короткий интервал таких на-
блюдений позволяет точно идентифицировать от-
дельные компоненты или даже весь вектор X . В то
же время, если наблюдения содержат невырожден-
ные аддитивные шумы, то любой сколь угодно
длинный интервал наблюдений не дает возмож-
ности точного восстановления X .

Приложение
Д о к а з а т е л ь с т в о леммы 1. Перепишем формулу (4)
в виде:

X̃K(n) = pn exp

{
− 1

2hK

[
JK1 (n) + J

K
2 (n)−

− JK3 (n) + J
K
4 (n)

] }
, (12)

где

JK1 (n) =

2K∑

k=1

ln |GKk (n)|hK ;

JK2 (n) = hK

2K∑

k=1

‖FKk (n)‖2(GK
k
(n))−1

hK ;
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JK3 (n) = 2hK

2K∑

k=1

(FKk (n))
⊤
(
GKk (n)

)−1

–Y Kk ;

JK4 (n) =
2K∑

k=1

‖–Y Kk ‖2
(GK

k
(n))−1

.

Имеет место сходимость неслучайных последовательно-
стей:

JK1 (n)→
T∫

0

ln |Gs(n)| ds ;

2K∑

k=1

‖FKk (n)‖2(GK
k
(n))−1

hK →
T∫

0

‖fs(n)‖2G−1
s (n)

ds

при K → ∞, причем

JK1 (n) =

T∫

0

ln |Gs(n)|ds+O(hK) ;

JK2 (n) = hK

T∫

0

‖fs(n)‖2G−1
s (n)

ds+O(h2K) .

Согласно [15] имеет место сильная сходимость

2K∑

k=1

(
FKk (n)

)⊤ (
GKk (n)

)−1
–Y Kk →

→
T∫

0

f⊤
s (n)G

−1
s (n) dYs

при K → ∞, причем [12]

E





∥∥∥∥∥∥
JK3 (n)− 2hK

T∫

0

f⊤
s (n)G

−1
s (n) dYs

∥∥∥∥∥∥

2



= O(h3K) .

Вновь согласно [12] имеет место сильная сходимость

JK4 (n)→
T∫

0

N∑

i=1

e⊤i Xs tr
(
Gs(i)G

−1
s (n)

)
ds =

=

T∫

0

tr
(
Gs(ω)G

−1
s (n)

)
ds

при K → ∞, причем

E







JK4 (n)−
T∫

0

tr
(
Gs(ω)G

−1
s (n)

)
ds




2



= O(hK) .

Таким образом,

X̃K(n) = pn exp

{
− 1

2hK

[
JK1 (n) + J

K
2 (n)− JK3 (n) +

+ JK4 (n)
] }
= pn exp



− 1

2hK

T∫

0

[ln |Gs(n)|+

+ tr
(
Gs(ω)G

−1
s (n)

)]
ds−

T∫

0

[
1

2
‖fs(n)‖2G−1

s (n)
ds−

− f⊤
s (n)G

−1
s (n) dYs

]
+ φK(n)



 , (13)

где φK(n)→ 0 P-п. н. (n = 1, N), причем

E

{(
φK(n)

)2}
= O(hK) .

Пусть D ⊂ R
M×M — множествоM ×M-мерных мат-

риц A, имеющих положительные след и определитель,
и A0 ∈ D — некоторая фиксированная матрица. Рас-
смотрим функцию:

R(A) , ln |A|+ tr
(
AA−1

0

)
.

Используя свойства дифференцирования скалярной
функции матричного аргумента [16], легко показать, что

Argmin
A∈D

R(A) = {A0} , min
A∈D

R(A) = ln |A0|+M . (14)

Пусть D — множествоM×M-мерных матричнознач-
ных функцийA(·) : [0, T ]→ D с кусочно-непрерывными
компонентами, A0(t) ∈ D и R(A(·)) — критерий опти-
мальности:

R(A(·)) ,

T∫

0

(
ln |A(s)|+ tr

(
A(s)A−1

0 (s)
))
ds .

Из (14) следует, что

min
A(·)∈D

R(A(·)) =
T∫

0

(ln |A0(s)|+M) ds, (15)

а также
A(·) ∈ Argmin

A(·)∈D

R(A(·)) ,

если A(t) = A0(t) п. в. по мере Лебега на [0, T ].
Подставим (13) в (3), разделим числитель и зна-

менатель на величину exp{−(1/(2hK))
∫ T
0
[ln |Gs(ω)|+

+M ] ds} и перепишем (12) в виде:

X̂K(n) = pn exp




− 1

2hK

T∫

0

[
ln

|Gs(n)|
|Gs(ω)|

+

+ tr
(
Gs(ω)G

−1
s (n)

)
−M

]
ds+ η(n) +

+ φKn (hK)





/


∑

ℓ:Gt(ℓ)≡〈Y,Y 〉T

pℓ exp
{
η(ℓ) + φKℓ (hK)

}
+

+
∑

j:Gt(j)≡/〈Y,Y 〉T

pj exp



− 1

2hK

T∫

0

[
ln

|GKs (j)|
|GKs (ω)|

+

+ tr
(
Gs(ω)G

−1
s (j)

)
−M

]
ds






 .
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Согласно (15),

T∫

0

[
ln

|Gs(n)|
|Gs(ω)|

+ tr
(
Gs(ω)G

−1
s (n)

)
−M

]
ds =

=

{
0, если 〈Y, Y 〉T ≡ GT (n), t ∈ [0, T ) ;
> 0 в противном случае.

Отсюда искомый сильный предел существует и имеет вид:

X̂T (n) = lim
K→∞

X̂K(n) =

=





pne
η(n)

∑
ℓ:Gt(ℓ)≡〈Y,Y 〉t

pℓe
η(ℓ)

,

если 〈Y, Y 〉t ≡ Gt(n), t ∈ [0, T ] ;
0 в противном случае,

т. е. соответствует формулам (5) и (6).
Лемма 1 доказана.

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 1. Перепишем (9):

X̂+t (n) = pne
ηt(n)It(n) ;

ηt(n) =

t∫

0

(
f⊤
s (n)G

−1
s (ω) dYs −

1

2
‖fs(n)‖2G−1

s (ω)
ds

)

и применим обобщенную формулу Ито с учетом опреде-
ления и свойств процесса It(n):

X̃+t (n) = pnI0(n) +
t∫

0

(
pne

ξs−(n)Is−(n) dηs(n) +

+
1

2
pne

ξs−(n)Is−(n)‖fs(n)‖2G−1
s (ω)

ds

)
+

+
∑

s6t

pne
ξs−(n)–Is(n) = pnI0(n) +

+

t∫

0

pne
ξs−(n)Is−(n)f⊤

s (n)G
−1
s (ω) dYs +

+
∑

s6t

pne
ξs−(n)Is−(n)–Is(n) =

= pnI0(n) +
t∫

0

X̃+s−(n)f
⊤
s (n)G

−1
s (ω) dYs +

+
∑

s6t

X̃+s−(n)–Is(n) .

С учетом того, что X̃+s−(n) = X̃+s (n) п.в. по мере Лебега
на [0, t], истинность представления (10) доказана.

Рассмотрим функцию

rn (x1, . . . , xN ) ,
xn

∑N

ℓ=1
xℓ

,

тогда условная вероятность выражается с помощью фор-
мулы:

X̂+t (n) = rn
(
X̃+t

)
.

Верна следующая цепочка равенств:

X̂+t (n) = pnI0(n) +
N∑

ℓ=1

t∫

0

∂rn
∂xℓ

∣∣∣∣
X̃+

s−

dX̃+s (ℓ) +

+
1

2

N∑

i,j=1

t∫

0

∂2rn
∂xi∂xj

∣∣∣∣
X̃
+
s−

d〈X̃+(i), X̃+(j)〉cs +

+
N∑

s6t

(
rn(X̃

+
s )− rn(X̃

+
s−)−

N∑

ℓ=1

∂rn
∂xℓ

∣∣∣∣
X̃
+
s−

–X̃+s (ℓ)

)
=

= pnI0(n) +
N∑

ℓ=1

t∫

0

∂rn
∂xℓ

∣∣∣∣
X̃+

s−

dX̃+cs (ℓ) +

+
1

2

N∑

i,j=1

t∫

0

∂2rn
∂xi∂xj

∣∣∣∣
X̃
+
s−

d〈X̃+(i), X̃+(j)〉cs +

+
N∑

s6t

(
rn(X̃

+
s )− rn(X̃

+
s−)
)
= pnI0(n) +

+

t∫

0

X̂+s−(n)

(
f⊤
s (n)−

N∑

ℓ=1

X̂+s−(ℓ)f
⊤
s (ℓ)

)(
d〈Y, Y 〉s
ds

)−1

×

×
(
dYs −

N∑

ℓ=1

fs(ℓ)X̂
+
s (ℓ) ds

)
+

+
∑

s6t



 X̃+s−(n)(1 + –Is(n))∑N

ℓ=1
X̃+s−(ℓ)(1 +–Is(ℓ))

− X̃+s−(n)∑N

ℓ=1
X̃+s−(ℓ)



 =

= pnI0(n) +
t∫

0

X̂+s−(n)

(
f⊤
s (n)−

N∑

ℓ=1

X̂+s−(ℓ)f
⊤
s (ℓ)

)
×

×
(
d〈Y, Y 〉s

ds

)−1/2

dZs +

+
∑

s6t

X̂+s−(n)



 1 + –Is(n)
1 +

∑N

ℓ=1
X̃+s−(ℓ)–Is(ℓ)

− 1



 .

С учетом того, что X̂+s−(n) = X̂+s (n) п.в. по мере Лебега
на [0, t], истинность представления (11) также доказа-
на. Существование и единственность сильного решения
уравнений (10) и (11) обеспечивается выполнением стан-
дартных условий [11].

Теорема 1 доказана.
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ОБРАТИМОЕ СЖАТИЕ ДАННЫХ ПОСРЕДСТВОМ

УНИВЕРСАЛЬНОГО АРИФМЕТИЧЕСКОГО КОДИРОВАНИЯ

А. И. Стефанович1, Д. В. Сушко2

Аннотация: Рассмотрен общий подход к задаче обратимого сжатия, т. е. сжатия без потерь, цифровых
данных, основанный на универсальном арифметическом кодировании данных с неизвестной стати-
стикой. Для описания данных используется модель источника с вычислимой последовательностью
состояний. В рамках этого подхода сформулированы задачи, решение которых для данных конкретного
типа позволяет получить конкретные методы и алгоритмы сжатия. В качестве объекта исследования рас-
смотрены данные компьютерной томографии. Предложены два метода обратимого сжатия томограмм.
Первый предполагает кодирование ошибок предсказания, второй — кодирование компонент двумерного
дискретного вейвлет-преобразования. Проведено подробное исследование этих методов, построены
эффективные алгоритмы их реализации и получены индивидуальные оценки скорости кодирования
алгоритмов. Представлены результаты сравнения скоростей кодирования томограмм построенными
алгоритмами и алгоритмами стандарта JPEG 2000. Результаты демонстрируют высокое качество постро-
енных алгоритмов, а также свидетельствуют о больших потенциальных возможностях рассмотренного
подхода в целом.

Ключевые слова: обратимое сжатие данных; сжатие без потерь; универсальное кодирование; арифмети-
ческое кодирование; компьютерная томограмма
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1 Введение

На протяжении последних нескольких десяти-
летий наблюдается бурный рост объема цифровых
данных, накапливаемых в результате проведения
различных научных экспериментов, медицинских
исследований и т. д. Необходимость долгосрочно-
го хранения (архивации) и обмена такими данны-
ми делают задачу их сжатия (кодирования в целях
уменьшения объема данных) актуальной современ-
ной задачей. Во многих случаях важным дополни-
тельным требованием к процедуре сжатия является
ее обратимость (т. е. отсутствие искажений, или по-
терь при кодировании). Это требование в случае
данных медицинских исследований часто продик-
товано соображениями законодательного характе-
ра, а в случае данных научных исследований — вы-
сокой стоимостью и трудоемкостью эксперимента
и/или уникальностью данных.

В настоящей работе рассмотрен общий метод
(общий подход), предназначенный для решения
задачи обратимого сжатия цифровых данных. Дан-
ный метод, основанный на использовании универ-
сального арифметического кодирования, впервые
был предложен в работе [1]. Построение в рамках

общего подхода некоторого конкретного метода,
предназначенного для сжатия данных определен-
ного типа, связано с необходимостью решить ряд
задач по адаптации общего метода к таким дан-
ным. Постановки соответствующих задач приведе-
ны в работе.

В качестве объекта исследования в работе ис-
пользуются данные компьютерной томографии (то-
мограммы). Для данных указанного типа в рамках
общего подхода построены два различных метода
сжатия. В работе проведено подробное исследова-
ние этих методов, предложены эффективные алго-
ритмы их реализации и получены индивидуальные
оценки скорости кодирования (степени сжатия)
этих алгоритмов.

Поскольку томограммы представляют собой
изображения, их обратимое сжатие может быть
осуществлено альтернативным способом в рамках
группы методов стандарта JPEG 2000. В ходе про-
веденных исследований было осуществлено сжа-
тие томограмм посредством эталонной реализации
(Jasper) стандарта JPEG 2000 и произведено сравне-
ние скоростей кодирования алгоритмов JPEG 2000
и эффективных алгоритмов, предложенных в ра-
боте. Данное сравнение продемонстрировало, во-

1Институт проблем информатики Федерального исследовательского центра «Информатика и управление» Российской академии
наук, astefanovich@ipiran.ru

2Институт проблем информатики Федерального исследовательского центра «Информатика и управление» Российской академии
наук, dsushko@ipiran.ru
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первых, качество разработанных алгоритмов и, во-
вторых, высокий потенциал общего метода в целом.

Работа имеет следующую структуру. В разд. 2
приведены необходимые сведения об арифметиче-
ском кодировании, описана общая схема универ-
сального кодирования и в общем виде сформули-
рованы задачи, решение которых необходимо при
адаптации общего метода универсального кодиро-
вания к конкретному типу данных. Раздел 3 содер-
жит краткую информацию о том, что представляют
собой компьютерные томограммы. В разд. 4 общая
схема универсального кодирования адаптирована
таким образом, чтобы ее можно было применить
для сжатия значений ошибок предсказания ком-
пьютерной томограммы. Основным результатом
раздела является построение метода сжатия, осно-
ванного на кодировании ошибок предсказания,
и построение эффективных оценок скорости ко-
дирования метода. В разд. 5 аналогичные результа-
ты получены для метода сжатия, ориентированного
на кодирование значений компонент дискретного
вейвлет-преобразования томограммы. В заключе-
ние приведено сравнение эффективности постро-
енных методов и методов JPG 2000.

2 Универсальное арифметическое
кодирование

В настоящем разделе приведено описание об-
щей схемы предлагаемого метода универсального
арифметического кодирования. Обозначены по-
становки основных задач, решение которых обес-
печивает эффективное применение этой схемы для
сжатия данных конкретного типа.

2.1 Арифметическое кодирование

Приведем сведения об арифметическом кодиро-
вании в необходимом для дальнейшего изложения
объеме. Подробному рассмотрению арифметиче-
ского кодирования посвящена, например, рабо-
та [2].

Пусть A = {a} — некоторое конечное множе-
ство (алфавит), состоящее из A

.
= |A| элементов,

и пусть x = {xn}, n = 0, . . . , N − 1, — подлежа-
щая кодированию последовательность элементов
множества A. Процесс кодирования заключается
в последовательном просмотре всех значений xn,
вычислении кодовой вероятности Q(x) (положи-
тельного вещественного числа, не превышающего
единицы) и формировании по этой кодовой ве-
роятности двоичного кодового слова (результата
сжатия) длины L(x) битов:

L(x) =

[
−
log2Q(x)

2

]

−

+ 1 ≤ − log2Q(x) + 2 . (1)

Здесь и далее [·]− — целая часть числа. Вычисление
кодовой вероятности осуществляется рекуррент-
но. Начальная кодовая вероятность выбирается
равной единице (Q−1 = 1). В момент поступле-
ния на вход кодера очередного значения xn ко-
деру должно быть известно (задано заранее и/или
сформировано в процессе кодирования предыду-
щих элементов) условное кодовое распределение
вероятностей {qn(a|xn−1, . . . , x0), a ∈ A}. Условное
кодовое распределение — это набор неотрицательных
вещественных чисел, таких что

∑

a∈A

qn(a|xn−1, . . . , x0) = 1 ; (2)

кроме того, равенство qn(a|xn−1, . . . , x0) = 0 для не-
которого конкретного значения a допустимо толь-
ко в том случае, если выполнение равенства xn = a
невозможно априори. Шаг рекурсии заключает-
ся в умножении текущей кодовой вероятности на
условную кодовую вероятность значения xn:

Qn (x0, . . . , xn) =

= Qn−1 (x0, . . . , xn−1) q (xn|xn−1, . . . , x0) .

Результатом выполнения N шагов рекурсии явля-
ется вычисление кодовой вероятности всей после-
довательности:

Q(x) =

N−1∏

n=0

qn (xn|xn−1, . . . , x0) . (3)

Детали процедуры формирования кодового слова
по кодовой вероятности не принципиальны для
рассмотрения и опускаются.

Восстановление исходных данных по кодовому
слову осуществляется декодером последовательно
и без задержки. В момент восстановления оче-
редного значения xn декодеру уже известны все
предыдущие значения {x0, . . . , xn−1} и, кроме того,
должно быть известно условное кодовое распреде-
ление {qn(a|xn−1, . . . , x0), a ∈ A}, использованное
ранее в процессе кодирования. Это позволяет де-
кодеру восстановить значение xn.

Таким образом, ключевую роль в про-
цессе арифметического кодирования играют
условные кодовые распределения вероятностей
{qn(a|xn−1, . . . , x0), a ∈ A, n = 0, . . . , N − 1}, вы-
бор которых определяет длину кодового слова, т. е.
степень сжатия исходных данных. При этом по-
строение условных кодовых распределений, обес-
печивающих получение возможно более коротких
кодовых слов для входных данных с неизвестной
(не полностью известной) статистикой, — задача
универсального кодирования.
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2.2 Статистическая модель

В качестве статистической модели исходных
данных используем так называемую модель источ-
ника с вычислимой последовательностью состояний.
В основе модели лежит следующее предположе-
ние: вероятность того, что значение xn очередного
элемента последовательности равна заданному зна-
чению a ∈ A, зависит только от значений τ пред-
шествующих элементов последовательности, т. е.
p(xn = a) = p(xn|xn−1, . . . , xn−τ ). Пусть S — неко-
торое подмножество множества Aτ = A× · · · × A︸ ︷︷ ︸

τ

.

Назовем S ⊂ Aτ состоянием (источника), если

p
(
xn|x

′
n−1, . . . , x

′
n−τ

)
= p

(
xn|x

′′
n−1, . . . , x

′′
n−τ

)

∀
(
x′

n−1, . . . , x
′
n−τ

)
,
(
x′′

n−1, . . . , x
′′
n−τ

)
∈ S .

Для условного распределения вероятностей, соот-
ветствующего состоянию S, используем обозначе-
ние p(a|S). Множество состояний S = {S} назовем
полным множеством независимых состояний, если

⋃

S∈S

S = Aτ ; S′
⋂

S′′ = ∅ ∀S′,S′′ ∈ S .

Все рассматриваемые далее множества состояний
являются полными и независимыми.

Название модели — модель источника с вычис-
лимой последовательностью состояний — связано
со следующей возможной ее интерпретацией. Эле-
менты последовательности x = {xn} один за дру-
гим «порождаются» источником данных, который
в каждый «момент времени n» находится в некото-
ром состоянии S из множества состояний источни-
ка S; при этом p(xn = a) = p(xn|S). Для краткости
можно говорить об элементе x последовательности,
«порожденном» источником в состоянии S, как об
элементе состоянияS и записывать это в видеx ∈ S.

В соответствии с принятой моделью данных
естественно использовать общее условное кодо-
вое распределение вероятностей {q(a|S), a ∈ A}
при кодировании-декодировании всех значений,
«порождаемых» источником в каждом отдельном
состоянии. Всего в процессе кодирования ис-
пользуется S

.
= |S| различных условных кодовых

распределений вероятностей (по числу состояний
источника). Поскольку арифметическое кодирова-
ние осуществляется последовательно, а декодиро-
вание — последовательно и без задержки, в момент
кодирования-декодирования очередного значения
все предыдущие значения уже известны как кодеру,
так и декодеру. Поэтому как кодер, так и деко-
дер в состоянии вычислить текущее состояние ис-
точника и использовать соответствующее условное
кодовое распределение.

Скоростью кодирования (средней скоростью ко-
дирования) V называется отношение длины кодо-
вого слова L(x) к числу элементов N кодируемой
последовательности; единица измерения скорости
кодирования — бит/пиксель (б/п). С учетом приня-
тых предположений из формул (1) и (3) с точностью
до малого члена порядка ∼ 2/N имеем:

V (x) =
∑

S∈S

N(S)

N

∑

x∈A

N(x|S)

N(S)
[− log2 q(x|S)] , (4)

где N(S) — число элементов в состоянии S;
N(x|S) — число элементов в состоянии S, при-
нимающих значение x; внешняя сумма берется по
всем состояниям источника; внутренняя сумма —
по всем встречающимся в данном состоянии зна-
чениям. Если использовать соглашение о том, что
0 · log 0 = 0, то внутреннюю сумму можно распро-
странить на все множество значений A. Действи-
тельно, в силу предъявляемых к условным кодовым
вероятностям требований равенство q(x|S) = 0 вле-
чет N(x|S) = 0.

Величины N(S)/N (S ∈ S) и N(x|S)/N(S) (x ∈
∈ S ,S ∈ S) образуют соответственно частотное
распределение для состояний и условные частотные
распределения значений в состояниях. Используя
для этих величин обозначения f(S) и f(x|S), пе-
репишем формулу (4) для скорости кодирования
в виде:

V (x) =
∑

S∈S

f(S)V (x|S) , (5)

где V (x|S)— скорость кодирования подпоследова-
тельности элементов состояния S, или скорость
кодирования состояния S:

V (x|S) =
∑

x∈A

f(x|S) [− log2 q(x|S)] . (6)

Формулу для скорости кодирования состояния
можно тождественно переписать в виде суммы двух
слагаемых:

V (x|S) = H(x|S) +R(x|S) , (7)

где

H(x|S) =
∑

x∈A

f(x|S) [− log2 f(x|S)] ; (8)

R(x|S) =
∑

x∈A

f(x|S)

[
− log2

q(x|S)

f(x|S)

]
. (9)

Первое слагаемое H(x|S) — это квазиэнтропия
(или эмпирическая энтропия) состояния. Квази-
энтропия не зависит от условного кодового рас-
пределения и, очевидно, является неотрицатель-
ной (H(x|S) ≥ 0). Рассмотрим второе слагаемое
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R(x|S) — избыточность кодирования состояния.
Учитывая справедливое для всех α > 0 элементар-
ное неравенство

− log2(α) ≥ 1− α , (10)

обращающееся в равенство только в случае α = 1,
имеем:

R(x|S) =
∑

x∈A

f(x|S)

[
− log2

q(x|S)

f(x|S)

]
≥

≥
∑

x∈A

f(x|S)

[
1−

q(x|S)

f(x|S)

]
=

=
∑

x∈A

[f(x|S) − q(x|S)] = 0 ,

т. е. R(x|S) ≥ 0, причем R(x|S) = 0 тогда и толь-
ко тогда, когда f(x|S) = q(x|S). Таким обра-
зом, показано, что квазиэнтропия состояния — это
минимальная скорость кодирования состояния, ко-
торая достигается при обращении в нуль избыточ-
ности, т. е. при использовании частотных вероятно-
стей в качестве кодовых вероятностей. Подставляя
теперь (7) в (5), получаем скорость кодирования
(всей последовательности) в виде суммы двух неот-
рицательных слагаемых:

V (x) = H(x) +R(x) , (11)

равных

H(x) =
∑

S∈S

f(S)H(x|S) ≡

≡
∑

S∈S

f(S)
∑

x∈A

f(x|S) [− log2 f(x|S)] ; (12)

R(x) =
∑

S∈S

f(S)R(x|S) ≡

≡
∑

S∈S

f(S)
∑

x∈A

f(x|S)

[
− log2

q(x|S)

f(x|S)

]
, (13)

которые суть квазиэнтропия и избыточность коди-
рования (всей последовательности) соответствен-
но. При этом квазиэнтропия не зависит от услов-
ных кодовых распределений и представляет собой
минимальную скорость кодирования, которая до-
стигается при обращении в нуль избыточности, т. е.
при использовании частотных вероятностей в ка-
честве кодовых вероятностей.

Обычно при решении практических задач сжа-
тия данных множество состояний неизвестно. Бо-
лее того, как правило, невозможно даже устано-
вить, насколько описанная выше модель источника
адекватна реальным данным. При таком положе-
нии вещей данное выше определение состояний

становится совершенно неконструктивным и бес-
полезным с практической точки зрения. Поэтому
определим состояния по-новому, взяв за основу
условные кодовые вероятности, а именно: будем
по определению считать состоянием подмножество
S ⊂ Aτ такое, что значения xn всех тех эле-
ментов последовательности, которым предшеству-
ют элементы последовательности со значениями
{xn−1, . . . , xn−τ} ∈ S, кодируются одним общим
кодовым условным распределением q(a|S). Таким
образом, состояние характеризуется тем, что все
значения его элементов кодируются одним распре-
делением. При этом формулы (5)–(13), разумеется,
остаются в силе, а задача универсального кодирова-
ния может быть сформулирована как задача выбора
множества состояний S и задача построения сово-
купности условных кодовых вероятностей {q(a|S)}
(a ∈ A, S ∈ S) для выбранного множества состо-
яний.

2.3 Выбор множества состояний
Рассмотрим первую задачу универсального ко-

дирования — выбор множества состояний. Вооб-
ще говоря, эта задача должна решаться отдельно
для каждого типа исходных данных на основе име-
ющейся априорной информации и/или принятой
модели данных. Существуют, однако, некоторые
общие соображения. Квазиэнтропия состояния
не зависит от кодовых вероятностей и определя-
ется только частотными вероятностями значений
в данном состоянии. Соответственно, квазиэн-
тропия зависит только от множества состояний S

в целом. Естественно попытаться выбрать состо-
яния так, чтобы минимизировать квазиэнтропию.
При этом следует с самого начала иметь в виду,
что возможна ситуация, когда квазиэнтропия мала,
но избыточность (также зависящая от множества
состояний) недопустимо велика и, как следствие,
недопустимо велика и скорость кодирования. Опи-
санная ситуация, например, заведомо имеет место
в том случае, когда число состояний велико (срав-
нимо по величине с количеством отсчетов исходных
данных).

Рассмотрим множества S ,S′ ,S′′ ⊂ Aτ такие,
что S′ ∩ S′′ = ∅, S′ ∪ S′′ = S. Снова используя
неравенство (10), имеем:

f(S)H(x|S) = f(S)
∑

x∈A

f(x|S) [− log2 f(x|S)] =

= f (S′)
∑

x∈A

f (x|S′) [− log2 f(x|S)] +

+ f (S′′)
∑

x∈A

f (x|S′′) [− log2 f(x|S)] =

= f (S′)H (x|S′) +
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+ f (S′)
∑

x∈A

f (x|S′)

[
− log2

f(x|S)

f(x|S′)

]
+

+ f (S′′)H (x|S′′) +

+ f (S′′)
∑

x∈A

f (x|S′′)

[
− log2

f(x|S)

f (x|S′′)

]
≥

≥ f (S′)

{
H (x|S′) +

∑

x∈A

[f (x|S′)− f (x|S)]

}
+

+ f (S′′)

{
H (x|S′′) +

∑

x∈A

[f (x|S′′)− f(x|S)]

}
=

= f (S′)H (x|S′) + f (S′′)H (x|S′′) .

Итак,

H(x|S) ≥

≥ f (S′|S)H (x|S′) + f (S′′|S)H (x|S′′) , (14)

где f(S′|S) = f(S′)/f(S) и f(S′′|S) = f(S′′)/f(S)—
условные частотные вероятности состояний S′ и S′′

соответственно, а равенство имеет место только
в том случае, если f(x|S) ≡ f(x|S′) ≡ f(x|S′′).
Таким образом, установлено, что квазиэнтропия
является выпуклой функцией: при разбиении лю-
бого состояния квазиэнтропия не увеличивается.
Поэтому критерием выбора множества S в качестве
состояния может служить условие

H(x|S) − min
S′⊂S

{f(S′|S)H(x|S′) +

+ f(S\S′|S)H(x|S\S′)} < ε ,

в котором значение ε > 0 должно быть выбрано
исходя из практических требований.

Квазиэнтропия всей последовательности зави-
сит от множества состояний: H(x) ≡ H(x, S). Если
зафиксировать общее число состояний S, то вели-
чина

�HS(x) = min
S: |S|=S

H(x, S) (15)

представляет собой оптимальную (при заданном
числе состояний) квазиэнтропию, а соответству-
ющее множество �S — оптимальное множество, ко-
торое естественно использовать в качестве множе-
ства состояний при кодировании.

Из неравенства (14) сразу следует, что оптималь-
ная квазиэнтропия �HS(x) при увеличении числа
состояний S не возрастает. Это позволяет исполь-
зовать условие

�HS(x) − �HS+1(x) < ε

как критерий для определения числа состояний.
При этом конкретное значение ε > 0 должно выби-
раться исходя из практических требований.

Проверка любого из приведенных выше усло-
вий связана с перебором всех подмножеств множе-
ства Aτ , что, как правило, не может быть реали-
зовано на практике уже в случае τ = 2. Поэтому
сказанное может рассматриваться лишь как «об-
щее направление движения»: указанные критерии
должны быть адаптированы к конкретному типу
данных с привлечением априорной информации
и дополнительных гипотез.

2.4 Построение кодовых распределений

Выше было показано, что минимальная ско-
рость кодирования для заданного множества со-
стояний достигается тогда и только тогда, когда
q(x|S) ≡ f(x|S) для всех состояний, т. е. в каче-
стве условных кодовых распределений использу-
ются условные частотные распределения. Услов-
ные частотные распределения f(x|S) априори не
известны, но могут быть вычислены кодером по
исходным данным x, что позволяет использовать
упрощенное комбинаторное кодирование.

Кодовое слово комбинаторного кода состоит из
двух частей. Первая часть (преамбула) содержит
значения N(x|S) для всех x ∈ A, S ∈ S, кото-
рые вычисляются в процессе кодирования. Длина
преамбулы равна S(A − 1)(log2N + 1) бит. Вторая
часть — результат арифметического кодирования
последовательности x = {xn} с помощью частот-
ных распределений f(x|S). Получив кодовое слово,
декодер выделяет преамбулу, «считывает» значения
N(x|S) и вычисляет N(S)— суммы N(x|S) по всем
x ∈ A. В результате становятся известными частот-
ные распределения f(x|S), использовавшиеся при
кодировании, что позволяет однозначно декодиро-
вать вторую часть кодового слова и восстановить
исходную последовательность.

Избыточность описанной процедуры комбина-
торного кодирования определяется длиной преам-
булы, т. е. длиной данных, которые должны быть
дополнительно переданы декодеру, и равна

R = RT =
S(A − 1)(log2N + 1)

N
. (16)

При больших значениях A величина (16) недопус-
тимо велика. Действительно, при S = 5, A = 212

и N = 5122 имеем RT ∼ 1,4 б/п.
Отметим, что в общем случае (без каких-ли-

бо дополнительных предположений относительно
исходных данных) использование более совершен-
ных по сравнению с комбинаторным кодированием
методов позволяет уменьшить избыточность при-
близительно в два раза; это, однако, не решает
проблему.
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Приступим к рассмотрению впервые предло-
женного в работе [1] метода построения кодовых
распределений, который представляет собой, по
существу, некоторую модификацию метода комби-
наторного кодирования.

Без ограничения общности можно считать, что
множество A состоит из идущих подряд целых чи-
сел. В основе метода лежит следующее предпо-
ложение: для любых исходных данных частотные
распределения f(x|S) представляют собой доста-
точно «гладкие» функции (точнее, отсчеты доста-
точно «гладких» функций).

Основная идея метода заключается в том, чтобы
аппроксимировать соответствующие распределе-
ния простыми аналитическими функциями из зара-
нее выбранного класса, такого что каждая функ-
ция класса однозначно определяется значениями
некоторого небольшого числа параметров. Кодер
использует значения построенных аппроксимиру-
ющих функций в качестве кодовых распределений,
а для передачи необходимой информации декодеру
достаточно передать значения параметров, опреде-
ляющих эти функции. При этом избыточность RT,
связанная с передачей декодеру дополнительной
информации, кардинально уменьшается, но по-
является избыточность арифметического кодиро-
вания R(x) (см. формулы (11) и (7)), поскольку
теперь кодовые вероятности не равны частотным
вероятностям. Величина R(x) определяется ка-
чеством аппроксимации и в конечном счете аде-
кватностью используемого основного предполо-
жения.

Перейдем теперь к более детальному рассмотре-
нию предлагаемого метода. Обычно одна простая
аналитическая функция не обеспечивает приемле-
мой точности аппроксимации частотных распреде-
лений f(x|S) на всем множестве A. Поэтому разо-
бьем все множество A на диапазоны, состоящие из
идущих подряд целых чисел, с тем чтобы использо-
вать в каждом диапазоне свою аппроксимирующую
функцию. Такое разбиение задается, разумеется,
границами диапазонов. Пусть I = [aB, aE ], aB ≤
≤ aE, — отдельный диапазон; aE − aB + 1— число
значений в данном диапазоне; I — все множество
диапазонов; I

.
= |I| — общее число диапазонов (для

разных состояний используются разные разбиения
на диапазоны).

Пусть N(I|S) — число элементов состояния S,
значения которых попадают в диапазон I, I ∈
∈ I(S). Тогда f(I|S) = N(I|S)/N(S) и f(x|I,S) =
= N(x|S)/N(I|S), x ∈ I, — условные частотные
распределения вероятностей диапазонов и значе-
ний в диапазоне I в данном состоянии S. Для
каждого диапазона будем использовать свою соб-
ственную нормированную функцию распределе-

ния q(x|I,S), которая аппроксимирует функцию
f(x|I,S). Функция q(x|I,S) — условное кодо-
вое распределение значений в данном диапазоне.
Общее условное кодовое распределение для состо-
яния S имеет вид:

q(x|S) = f(I|S)q(x|I,S) , x ∈ I ∈ I(S) . (17)

Из формул (17) и (9) следует, что избыточность
арифметического кодирования состояния S может
быть представлена в виде:

R(x|S) =
∑

I∈I(S)

f(I|S)R(x|I,S) , (18)

где R(x|I,S)— избыточность арифметического ко-
дирования отдельного диапазона — имеет вид

R(x|I,S) =
∑

x∈I

f(x|I,S)

[
− log2

q(x|I,S)

f(x|I,S)

]
. (19)

Остановимся подробнее на способе выбора ап-
проксимирующей функции q(x|I,S). Сразу отме-
тим, что случай, когда диапазон состоит из един-
ственной точки (aB = aE), является тривиальным,
а избыточность кодирования такого диапазона
равна нулю. Поэтому далее будем считать, что
aB < aE .

Пусть P = {p(ξ;γ) : ξ ∈ [0, 1], γ ∈ •} — некото-
рое γ-параметрическое семейство положительных
функций вещественного аргумента ξ, • — область
допустимых значений параметров. Выбор отрез-
ка [0, 1] в качестве области определения функций
не ограничивает общности, поскольку сдвиг и мас-
штабирование при необходимости могут быть от-
несены к числу параметров γ. Предполагается, что
класс функций P известен как кодеру, так и де-
кодеру. При любых значениях параметров вели-
чины

q(x;γ|I,S) = c−1p

(
x − aB

aE − aB
;γ

)
, (20)

где

c =

aE−aB∑

k=0

p

(
k

aE − aB
;γ

)
, x ∈ I ∈ I(S) ,

удовлетворяют необходимым условиям и могут ис-
пользоваться в качестве условных кодовых распре-
делений. Наличие в формуле (20) нормировочной
константы c обеспечивает выполнение условия (2)
и позволяет, не ограничивая общности, наложить
на все функции семейства P одно из условий вида
p(0) = 1 или p(1) = 1.

В процессе кодирования величины f(x|I,S)мо-
гут быть вычислены. Это позволяет выбрать пара-
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метры γ = �γ ∈ • так, чтобы избыточность ко-
дирования диапазона (19) была минимальной при
использовании функции q(x|I,S) = q(x; �γ|I,S)
в качестве условного кодового распределения. Зна-
чения параметров �γ должны быть переданы де-
кодеру, что позволит реконструировать функцию
q(x|I,S) = q(x; �γ|I,S) и использовать ее в процес-
се восстановления.

Для заданного разбиения на диапазоны (мно-
жества I(S)) избыточность арифметического коди-
рования состояния (18) при использовании функ-
ций q(x|I,S) минимальна. Однако эта величина
сильно зависит от выбора разбиения и является
неустойчивой по отношению к этому выбору: ма-
лое изменение границ диапазонов может приводить
к заметному изменению избыточности. Поэтому
разбиение на диапазоны целесообразно проводить
на этапе кодирования, выбирая I(S) так, чтобы по
возможности уменьшить величину (18). При этом
соответствующая информация (границы диапазо-
нов) должна быть передана декодеру.

Рассмотрим преамбулу комбинаторного кода,
соответствующего описанному выше методу. По-
мимо значений N(I|S) преамбула должна включать
значения границ диапазонов выбранных разби-
ений I(S) (по одной границе на диапазон) и зна-
чения параметров �γ = �γ(I,S). Оценим длину пре-
амбулы. Для описания одного значения N(I|S)
требуется ∼ log2N бит, одной границы диапазо-
на — ∼ log2A бит. Пусть G — длина описания од-
ного набора параметров �γ = �γ(I,S). Общая длина
преамбулы оценивается как произведение общего
числа использованных диапазонов и суммы трех
указанных величин, а для избыточности RT, свя-
занной с передачей дополнительной информации
в преамбуле, имеем следующую оценку:

RT ≃
1

N
(log2N + log2A+G)

∑

S∈S

I(S) .

Пусть, как и ранее, S = 5, A = 212 и N = 5122.
Предположим, что для каждого состояния исполь-
зуется по 10 диапазонов и G = 50, т. е. для описания
одного набора параметров требуется 50 бит. В таком
случае имеем RT ∼ 0,015 б/п, что представляется
достаточно малой величиной.

Таким образом, есть все основания полагать, что
полная избыточность описанного метода постро-
ения кодовых распределений определяется глав-
ным образом избыточностью арифметического
кодирования.

Применение метода для сжатия конкретного ти-
па данных требует его дополнительной адаптации,
а оценка его эффективности — вопрос, который
должен решаться экспериментально.

3 Компьютерные томограммы

Компьютерная (рентгеновская) томограмма
представляет собой квадратное полутоновое изоб-
ражение размера 512×512и глубины яркости 16 бит,
которое получено в результате применения алго-
ритма томографического восстановления (рекон-
струкции) к данным сканирования и содержит
информацию о рентгеновской плотности тканей
пациента в плоскости, перпендикулярной аксиаль-
ной оси сканирующей системы (томографа).

Значения рентгеновской плотности принято
выражать в единицах шкалы Хаунсфилда (HU).
Шкала состоит из целых значений в диапазоне
[−1024, 3071], ширина диапазона — 12 бит. Рентге-
новская плотность воды при нормальных условиях
принята за нуль, рентгеновская плотность воздуха
при нормальных условиях по определению счи-
тается равной −1000. Для некоторого материала
c линейным коэффициентом поглощения µ значе-
ние рентгеновской плотности по шкале HU равно
1000(µ − µ0)/µ0, где µ0 — линейный коэффици-
ент поглощения воды при той же (эффективной)
энергии, а значения округляются до ближайшего
целого. Приведем для справки некоторые значения
рентгеновской плотности в единицах HU: легоч-
ные ткани — ∼ −850 . . . − 700, жировые ткани —
∼ −120 . . .− 30, мышечные ткани — ∼ +20 . . .+40,
костные ткани — ∼ +300 . . .+ 800.

При восстановлении значений томограммы XT

для записи выраженных в единицах HU значений
рентгеновской плотности используются два байта
(16 бит). Способ размещения 12 значащих би-
тов шкалы Хаунсфилда в 16 битах яркости точки
томограммы варьируется в зависимости от исполь-
зуемого компьютерного томографа. Кроме того,
поскольку в обычных режимах работы томографа
область восстановления представляет собой круг,
а томограмма представляет собой квадрат, в ко-
торый этот круг вписан, то отдельное (фоновое)
значение приписывается тем точкам изображения,
в которых реконструкция не производилась. Таким
образом, яркость томограммы принимает не более
212 + 1 значений и существует взаимно однознач-
ное амплитудное преобразование XT → X, отоб-
ражающее исходные значения в диапазон [0, 4096]
так, что фоновое значение отображается в нуль,
а для остальных значений после преобразования
справедливо равенство X = XHU + 1024 + 1, где
XHU — значения в единицах HU. В силу сказан-
ного везде далее будем считать, если не оговорено
противное, что амплитудное преобразование вы-
полнено, диапазон значений яркости томограммы
равен [0, 4096], значение нуль является фоновым
значением.
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Итак, подлежащие сжатию данные представля-
ют собой квадратную матрицу X = [Xl,m], 0 ≤
≤ l ≤ L − 1, 0 ≤ m ≤ M − 1, L = M = 512. Пусть
N = L×M — общее число элементов матрицы. Зна-
чения элементов лежат в диапазоне A = [0, 4096].
Для применения описанной в разд. 2 схемы необ-
ходимо выбрать некоторый способ упорядочения
элементов матрицы. Примем естественный спо-
соб упорядочения, соответствующий построчному
сканированию слева направо и сверху вниз. При
этом данные можно рассматривать как последо-
вательность отсчетов X = [Xn], 0 ≤ n ≤ N − 1,
причем Xl,m = XlM+m. Везде, где это не вызывает
недоразумений, будем использовать сокращенную
запись и обозначать через X текущий элемент мат-
рицы Xn, а через U и L — соседние к нему сверху
и слева элементы Xn−M и Xn−1. Если X — элемент
первой строки и/или первого столбца, т. е. верх-
ний и/или левый соседний элемент отсутствует, то
будем полагать U = 0 и/или L = 0. Такое согла-
шение отвечает специфике томографических изоб-
ражений (напомним, что 0 — фоновое значение).
В соответствии с принятым способом упорядоче-
ния элементы U и L являются предшествующими
по отношению к текущему элементу X и могут ис-
пользоваться для определения текущего состояния
источника.

В качестве экспериментального материала в ра-
боте используются шесть томограмм Т1–Т6 трех
видов тканей: брюшной полости — Т1 и Т2, лег-
ких — Т3 и Т4 и головного мозга — Т5 и Т6, которые
предоставлены Отделением лучевой диагностики
Клиники пропедевтики внутренних болезней им.
В. Х. Василенко (томограф HiSpeed CT/i компании
General Electric). В данном случае значение XT =
= 0x7830 является фоновым. Остальные значения
связаны со значениями рентгеновской плотности,
выраженной в единицах HU, следующим образом:
XT = 0x8400 + XHU. Поэтому амплитудное пре-
образование, о котором шла речь выше, имеет сле-
дующий вид:

XT → X = 0
(
XT = 0x7830

)
;

XT → X = XT − 0x7FFF
(
XT 6= 0x7830

)
.

}
(21)

Префикс «0x» использован выше для обозначения
шестнадцатеричной записи целых чисел.

Томограммы Т1–Т6 (после амплитудного
преобразования) представлены на рис. 1. Для визу-
ализации томограмм брюшной полости исполь-
зовано окно визуализации [850, 1250], для томо-
грамм легких — значительно более широкое окно
[0, 1100], для томограмм головного мозга — узкое
окно [1020, 1120]. Напомним, что визуализация
изображения в окне [xmin, xmax] предполагает
преобразование значений яркости, при котором

диапазон [xmin, xmax] линейно отображается на
стандартный диапазон [0, 255], значения x < xmin
отображаются в значение 0, значения x > xmax —
в значение 255, и вывод полученного таким обра-
зом изображения на экран монитора или устройства
печати. Окно визуализации для томограмм обычно
выбирается исходя из диагностических задач.

4 Кодирование ошибок
предсказания

Адаптацию представленной в разд. 2 общей схе-
мы для сжатия томографических данных начнем
с рассмотрения метода, основанного на универ-
сальном кодировании ошибок предсказания. Ме-
тод был впервые предложен в работе [1].

4.1 Ошибки предсказания

Простейшее предсказание для текущего элемен-
та X имеет вид [(U+L)/2]−, где U и L суть ближай-
шие соседние сверху и слева элементы, а [·]− —
целая часть числа, т. е. деление предполагается
целочисленным. В соответствии с принятым спо-
собом упорядочения к моменту рассмотрения оче-
редного элемента X элементы U и L уже известны
как кодеру, так и декодеру и, следовательно, из-
вестно предсказание. Поэтому описание исходных
значений эквивалентно описанию значений оши-
бок предсказания – = X − [(U + L)/2]−. Заме-
тим, что в целом ошибки предсказания образуют
изображение – того же размера, что и исходное
изображение. Диапазон возможных значений оши-
бок предсказания вдвое шире диапазона исходных
значений: A– = [−4096, +4096]. Несмотря на это,
распределение значений ошибок внутри диапазона
является значительно менее равномерным: функ-
ция распределения имеет ярко выраженный макси-
мум вблизи нуля. Поэтому кодирование значений
ошибок предсказания оказывается выгоднее, чем
кодирование исходных значений.

На рис. 2, а представлена ошибка предсказания
для томограммы T3, на рис. 2, б — ошибка пред-
сказания для томограммы T6. Окна визуализации
симметричны относительно значения нуль и имеют
ту же ширину, что и окна, использованные при ви-
зуализации соответствующих томограмм на рис. 1.

4.2 Множества состояний и оценки
минимальной скорости кодирования

Примем гипотезу, согласно которой распределе-
ние значений очередной ошибки предсказания –
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Рис. 1 Томограммы брюшной полости Т1 (а) и Т2 (б), легких T3 (в) и Т4 (г) и головного мозга Т5 (д) и T6 (е).
Для первой, второй и третьей пары томограмм использованы окна визуализации, равные соответственно [850, 1250],
[0, 1100] и [1020, 1120]
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Рис. 2 Ошибки предсказания для томограмм T3 (а) и T6 (б). Для ошибок предсказания томограммы T3 (а) использо-
вано окно визуализации [−550, +550], для ошибок предсказания томограммы T6 (б) — окно визуализации [−50, +50]

зависит только от значений элементов U и L исход-
ного изображения. Функция

σ1(U, L) = |U − L| (22)

характеризует изменение значений элементов
в окрестности рассматриваемой точки. Примем ги-
потезу, согласно которой чем ближе значения функ-
ции σ1 для разных рассматриваемых точек, тем
меньше различие соответствующих распределений,
измеряемое избыточностью их совместного коди-
рования. Данная гипотеза приводит к следующе-
му способу построения множества состояний S

источника. Прежде всего, учитывая специфи-
ку томограмм, определим фоновое состояние S0
следующим образом: источник находится в фоно-
вом состоянии тогда и только тогда, когда U =
= L = 0. Далее выберем множество порогов
T = {T1, T2, . . . , TT }, состоящее из T различных
упорядоченных по возрастанию натуральных чи-
сел. Если источник не находится в фоновом состо-
янии S0 и выполнено условие

Tk−1 ≤ σ1(U, L) < Tk , k = 1, . . . , T , (23)

то источник находится в состоянии Sk. Если, нако-
нец,

TT ≤ σ1(U, L) , (24)

то источник находится в состоянии ST+1. Таким
образом, функция σ1 и значения порогов T опреде-
ляют множество состояний источника S(T), кото-
рое состоит из T + 2 состояний (считая фоновое).

Множеству состояний источника S(T) соответ-
ствует квазиэнтропия H = H(S(T)) ≡ H(T). От-
метим, что в силу выпуклости квазиэнтропии (см.
формулу (14)) добавление дополнительного порога
может лишь уменьшать ее значение.

В подразд. 2.3 была сформулирована оптимиза-
ционная задача (15), которая предполагает нахож-
дение оптимального множества состояний источ-
ника при фиксированном общем числе состояний
и вычисление соответствующей квазиэнтропии.
При выбранном способе построения состояний
данная задача превращается в задачу нахождения
оптимальных порогов и принимает следующий вид:

�HT (–) = min
0<T1<···<TT

H(–, T) , (25)

где общее число используемых порогов T фиксиро-
вано. Величина �HT — оптимальная квазиэнтропия;
для обозначения множества порогов, реализующих
минимум в (25), будем использовать обозначение
�TT = { �T T

1 , �T T
2 , . . . , �T T

T }.

В отличие от общей задачи (15), задача (25) до-
пускает численное решение, в результате которого
можно получить оценки оптимальной квазиэнтро-
пии, т. е. оценки для минимальной скорости коди-
рования используемого метода.

Значение квазиэнтропии при фиксированных
значениях порогов может быть вычислено по фор-
муле (12) (в качестве значений отсчетов нуж-
но использовать значения ошибок предсказания).
Квазиэнтропия зависит от значений порогов слож-
ным нерегулярным образом, поэтому единствен-
ным способом точного решения оптимизационной
задачи (25) является прямой перебор в пространст-
ве параметров (допустимых значений порогов).
Результаты проведенных для томограмм Т1–Т6
численных экспериментов представлены в табл. 1.
Вычисления были проведены для общего числа по-
рогов T , принимающего значения 0, 1, 2 и 3, при
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Таблица 1 Оптимальные пороги и квазиэнтропия

T �H0 (T = 0) �T1; �H1 (T = 1) �T2; �H2 (T = 2) �T3; �H3 (T = 3)

Т1 4,768833 {37}; 4,564031 {23,101}; 4,507584 {15,37,114}; 4,486921
Т2 5,032069 {41}; 4,835185 {29,113}; 4,790141 {16,37,117}; 4,771703
Т3 6,451010 {149}; 6,335030 {101,257}; 6,309464 {87,175,468}; 6,294528
Т4 6,374494 {161}; 6,250491 {87,270}; 6,218691 {1,87,270}; 6,199943
Т5 4,674353 {19}; 4,381157 {1,21}; 4,276768 {1,14,61}; 4,215797
Т6 4,378846 {16}; 4,023612 {12,44}; 3,976094 {12,39,274}; 3,957160

этом общее число состояний было равно соответ-
ственно 2, 3, 4 и 5. Заметим, что случай T = 0
отвечает использованию двух состояний: «фоно-
вое» и «нефоновое».

Приведенные данные показывают, что величи-
на �HT монотонно убывает с ростом T , т. е. увели-
чение общего числа порогов уменьшает нижнюю
оценку скорости кодирования. Однако уже при
малых значениях T наступает насыщение, и даль-
нейшее увеличение числа порогов может дать лишь
незначительный выигрыш в скорости кодирова-
ния. Действительно, для любой томограммы раз-
ность �H2− �H3 уже находится в пределах нескольких
сотых долей, а при добавлении еще одного порога
квазиэнтропия уменьшается не более чем на тысяч-
ные доли. Поэтому использование большого числа
порогов не имеет смысла и целесообразно ограни-
читься не более чем тремя порогами (использовать
не более пяти состояний источника).

Как уже было указано выше, единственным спо-
собом решения экстремальной задачи (25) являет-
ся прямой перебор. При этом вычисление ква-
зиэнтропии для каждого набора порогов связано
с просмотром значений всего изображения. По-
этому нахождение оптимальных значений порогов
представляет собой трудную вычислительную зада-
чу, которая не может быть решена за приемлемое
на этапе сжатия время уже в двумерном простран-
стве параметров, т. е. для двух порогов. Решение же
задачи (25) в трехмерном пространстве параметров
(T = 3) при использовании современной вычисли-
тельной техники занимает десятки часов. Поэто-
му необходим эффективный алгоритм построения
множества состояний (порогов), реализация кото-
рого в процессе кодирования томограммы не при-
водила бы к большим временн‚ым затратам. Такой
алгоритм был предложен в работах [3, 4].

Алгоритм предполагает вместо трех оптималь-
ных порогов �T3 = { �T 31 , �T 32 , �T 33 } использовать при
построении состояний три квазиоптимальных по-
рога “T3 = { “T 31 , “T 32 , “T 33 }, которые находятся следу-
ющим образом. Сначала находится порог “T 32 как
решение задачи (25) при общем числе порогов T =

= 1: “T 32 = �T
1
1 . Далее находятся пороги “T 31 , “T 33 как

решения экстремальных задач

H2
(
“T 31 , “T 32

)
= min

T : T < “T 32

H2
(
T , “T 32

)
;

H2
(
“T 32 , “T 33

)
= min

T : “T 32 <T
H2
(
“T 32 , T

)





(26)

соответственно. Таким образом, нахождение трех
квазиоптимальных порогов предполагает последо-
вательное решение трех одномерных оптимизаци-
онных задач, что может быть сделано за приемлемое
время в процессе кодирования.

Пусть “H3 — квазиэнтропия, соответствующая
трем квазиоптимальным порогам. Поскольку до-
бавление порогов может приводить только к умень-
шению квазиэнтропии, величина “H3 не превышает
величины �H1 (оптимальной квазиэнтропии при ис-
пользовании одного порога):

“H3 = H3
(
“T 31 , “T 32 , “T 33

)
= H3

(
“T 31 , �T 11 , “T 33

)
≤

≤ H1
(
�T 11

)
= �H1 .

Более того, пусть выполнено условие �T 21 ≤ �T 11 ≤
≤ �T 22 , т. е. значение одного оптимального порога
(при T = 1) расположено между значениями двух
оптимальных порогов (при T = 2). Тогда квазиэн-
тропия “H3 не превышает квазиэнтропии �H2 двух
оптимальных порогов:

“H3 = H3
(
“T 31 , “T 32 , “T 33

)
≤ H3

(
“T 21 , �T 11 , “T 22

)
≤

≤ H2
(
�T 21 , �T 22

)
= �H2 ,

причем первое неравенство в цепочке справедливо,
поскольку пороги “T 31 и “T 33 суть решения экстре-
мальных задач (26), а второе — поскольку при до-
бавлении порогов квазиэнтропия не возрастает. За-
метим, что указанное условие выполнено для всех
томограмм Т1–Т6, как показывают приведенные
в табл. 1 данные.

В табл. 2 приведены значения квазиоптималь-
ных порогов и соответствующие значения квазиэн-
тропии, посчитанные для томограмм Т1–Т6. Там
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Таблица 2 Квазиоптимальные пороги и квазиэнтропия

T “T3 “H3 �H2 − “H3 “H3 − �H3
Т1 {15,37,114} 4,486921 0,020663 0,000000
Т2 {17,41,117} 4,771758 0,018383 0,000055
Т3 {70,149,419} 6,295014 0,014450 0,000486
Т4 {69,161,429} 6,204381 0,014310 0,004438
Т5 {1,19,79} 4,219947 0,056821 0,004150
Т6 {9,16,57} 3,959734 0,016360 0,002574

же для удобства приведены значения величин �H2−
− “H3 и “H3 − �H3.

Анализ приведенных данных показывает, что,
во-первых, использование трех квазиоптимальных
порогов всегда обеспечивает некоторый выигрыш
по сравнению с использованием двух оптималь-
ных. Во-вторых, величина “H3 − �H3 не превыша-
ет 0,0045 б/п, а величина отношения ( “H3− �H3)/ �H3

не превышает 0,001. Следовательно, использование
квазиоптимальных порогов не приводит к замет-
ным издержкам по сравнению с использованием
трех оптимальных порогов.

Таким образом, описанный способ нахожде-
ния квазиоптимальных порогов полностью решает
основную поставленную задачу и дает эффектив-
ный алгоритм построения множества состояний.

Построенное по квазиоптимальному множеству
порогов “T3 множество состояний будем далее на-
зывать квазиоптимальным множеством состояний
и обозначать “S5 = “S(“T3).

В ходе проведенных работ был исследован во-
прос о возможности уменьшения оценок для ми-
нимальной скорости кодирования за счет исполь-
зования предсказаний другого типа и/или других
способов построения состояний источника. От-
вет оказался отрицательным: приведенные выше

оценки не удалось улучшить сколько-нибудь за-
метно.

4.3 Оценки избыточности кодирования

Используем описанную в подразд. 2.4 общую
схему для построения кодовых распределений
состояний источника. В качестве множества состо-
яний будем использовать квазиоптимальное мно-
жество состояний “S5, которое состоит из пяти со-
стояний, построенных по трем квазиоптимальным
порогам “T3 (см. табл. 2). Заметим, что, посколь-
ку значения порогов вычисляются для каждой то-
мограммы в процессе кодирования, их придется
передавать декодеру в преамбуле.

На рис. 3 в качестве характерного примера пред-
ставлены частотные распределения значений оши-
бок предсказания для томограммы брюшной по-
лости Т1. График на рис. 3, а отвечает фоновому
состоянию S0, графики на рис. 3, б — остальным
состояниям S1–S4. Распределения на рис. 3, б лег-
ко различаются: чем больше номер состояния, тем
больше значение соответствующего распределения
в нуле и тем «шире» соответствующая кривая. Мас-
штабы по оси ординат на двух рисунках различают-
ся на два порядка.

Рассмотрим частотное распределение значений
ошибок предсказания в фоновом состоянии S0.
Определяющее состояние условие имеет вид U =
= L = 0. Отсюда сразу следует, что значения оши-
бок предсказания – в фоновом состоянии не мо-
гут быть отрицательными. Далее напомним, что
нуль — это уникальное значение, приписываемое
точкам фона, т. е. тем и только тем точкам то-
мограммы, где восстановление не производится.

Рис. 3 Частотные распределения значений ошибок предсказания томограммы Т1 для фонового состояния S0 (а)
и для состоянийS1,S2, S3 иS4 (б), соответствующих трем квазиоптимальным порогам: f(0|S1) < f(0|S2) < f(0|S3) <
< f(0|S4)
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Такие точки (точки фона) образуют дополнение
круга восстановления до квадрата, в который этот
круг вписан. Поэтому состояние S0, во-первых,
состоит практически из одних точек фона и, во-
вторых, включает практически все точки фона.
Исключения того или иного рода сводятся лишь
к небольшому количеству точек, расположенных
вблизи границы круга восстановления. При этом
не попадающие в фоновое состояние S0 точки фо-
на автоматически попадают в первое состояние S1,
а значения томограммы X в «лишних» точках, со-
впадающие в данном случае со значениями ошибок
предсказания –, определяются плотностью возду-
ха и не могут быть велики. Таким образом, зна-
чения ошибок предсказания неотрицательны, а их
частотное распределение имеет более чем выражен-
ный максимум в нуле и относительно неширокий
диапазон. Поскольку значение максимума рас-
пределения определяется геометрией, то для всех
используемых томограмм оно одинаково и равно
f(0|S0) = 0,997279. Максимальное ненулевое зна-
чение для представленного на рис. 3, а распреде-
ления равно 141. Полная частотная вероятность
фонового состояния также определяется только
геометрией и для всех томограмм равна f(S0) =
= 0,210285.

Отмеченные выше специфические особенно-
сти фонового состояния позволяют предположить,
что построение кодовых вероятностей может быть
осуществлено без особого труда и не сопряжено
с преодолением каких бы то ни было трудностей.
Действительно, в случае томограммы Т1 использо-
вание даже простейшего равномерного условного
кодового распределения q(–|[1, 141],S0) = 1/141
обеспечивает приемлемое значение избыточности
арифметического кодирования R(–|S0) фонового
состояния (см. (18) и (19)) на уровне 0,008 б/п.
При этом вклад в общую избыточность арифмети-
ческого кодирования R(–) (см. (13)) заведомо не
превысит 0,002 б/п.

Рассмотрим частотные распределения значе-
ний ошибок предсказания в других состояни-
ях. Диапазон всех возможных значений оши-
бок предсказания составляет A– = [−4096,+4096].
В действительности диапазоны, в которых частот-
ные распределения отличны от нуля, заметно ме-
нее широкие. Для состояний 1–4 томограм-
мы Т1, например, соответствующие диапазоны
равны [−1183,+348], [−464,+384], [−1271,+418]
и [−910,+746], а на рис. 3, б представлены лишь
«центральные» части соответствующих распреде-
лений. Условные частотные вероятности f(I|S)
изображенного на рисунке диапазона [−150,+150]
для состояний 1–4 составляют 0,999502, 0,996579,
0,963086 и 0,629420. Это означает, что нетриви-

альные части распределений для состояний 1–3
представлены на рис. 3, б практически полностью.
Отметим, что в рассматриваемом примере полные
частотные вероятности f(S) состояний 1–4 состав-
ляют 0,536415, 0,146095, 0,062107 и 0,045097 соот-
ветственно.

Рисунок 3, б показывает, что частотные распре-
деления представляют собой достаточно «гладкие»
функции. Это дает основания полагать, что их
аппроксимация в рамках описанной в подразд. 2.4
общей схемы приведет в конечном счете к малой из-
быточности арифметического кодирования. Кроме
того, нетрудно заметить, что частотные распреде-
ления в целом имеют симметричный относительно
нуля вид. Поэтому в работе [1] было предложено
ограничиться использованием кодовых распреде-
лений, также симметричных относительно нуля.
При этом общая схема аппроксимации несколько
изменяется; рассмотрим соответствующие измене-
ния.

Зафиксируем некоторое состояние S 6= S0,
f(–|S)— соответствующее условное частотное рас-
пределение. Пусть q(–|S) — симметричное отно-
сительно значения – = 0 кодовое распределение
q(–|S) = q(−–|S) и, кроме того, q(0|S) = f(0|S).
В таком случае формулу (9) для избыточности ариф-
метического кодирования состояния можно тожде-
ственно переписать в виде двух слагаемых:

R(–|S) = RG(–|S) +RQ(–|S) , (27)

где

RG(–|S) =
∑

–∈A–

f(–|S)

[
− log2

g(–|S)

f(–|S)

]
; (28)

RQ(–|S) = 2
∑

–∈A–,–>0

g(–|S)

[
− log2

q(–|S)

g(–|S)

]
. (29)

Входящая в формулы (28) и (29) функция g(–|S)
равна

g(–|S) =
1

2
[f(–|S) + f(−–|S)] (30)

и представляет собой результат симметризации
условного частотного распределения f(–|S).

Первое слагаемое в формуле (27) представ-
ляет собой избыточность арифметического коди-
рования исходного распределения f посредством
симметризованного распределения g, не зависит от
кодового распределения и называется далее избы-
точностью симметризации. Второе слагаемое — это
избыточность кодирования симметричного распре-
деления g симметричным кодовым распределени-
ем q при условии q(0) = g(0) = f(0).
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Заметим, что использование при арифмети-
ческом кодировании симметричного относитель-
но значения нуль кодового распределения экви-
валентна использованию вероятностей 2q(|–|) для
описания абсолютных значений ошибки предска-
зания |–| (|–| 6= 0) и одного бита для описания
знака ошибки. При этом избыточность симметри-
зации — «плата» за использование отдельного бита
для описания знака.

Для симметричных распределений избыточ-
ность симметризации обращается в нуль, а для рас-
пределений, близких к симметричным, невелика.
Для рассматриваемого примера (томограммы Т1)
избыточность симметризации состояний 1–4 со-
ставляет 0,001949, 0,005553, 0,025371 и 0,046791 б/п
соответственно, а полная (суммарная) избыточ-
ность симметризации, равная

RG(–) =
∑

S6=S0

f(S)RG(–|S) , (31)

составляет 0,005543 б/п.
Приведенные данные показывают, что издерж-

ки, обусловленные использованием только сим-
метричных кодовых распределений, весьма незна-
чительны. Поэтому для всех состояний (кроме
фонового) можно ограничиться построением имен-
но таких распределений. Кодовые вероятности
должны строиться как результат аппроксимации
симметризованных частотных распределений g,
чтобы минимизировать величину (29). Такая за-
дача проще исходной общей задачи, поскольку, во-
первых, ее нужно решить только для диапазона
значений – > 0 и, во-вторых, усреднение (30) не-
сколько увеличивает гладкость функции, подлежа-
щей аппроксимации. Кроме того, использование
симметричных кодовых распределений уменьшает
количество параметров, которые необходимо пере-
давать в преамбуле, т. е. уменьшает избыточность
передачи RT.

Введем ряд необходимых обозначений. Обозна-
чим через a+max(S)максимальное значение, которое
принимает модуль ошибки предсказания в состо-
янии S. В рассматриваемом примере величины
a+max(S) для состояний 0–4 равны 141, 1183, 464,
1271 и 910. Очевидно, что f(–|S0) = 0 при – < 0
и – > a+max(S0) для фонового состояния, g(–|S) =
= 0 при |–| > a+max(S) для остальных состояний.
Поэтому задачу аппроксимации достаточно решить
для множества значений [0, a+max(S)]. Выделим зна-
чение нуль в отдельный диапазон [0], состоящий из
одной точки. Пусть I+(S) — разбиение на диапа-
зоны оставшегося множества значений [1, a+max(S)]
(для разных состояний используются разные разби-
ения). Для состоянийS 6= S0 введем в рассмотрение
величины:

g(I|S) =
∑

–∈I∈I+(S)

g(–|S) ;

g(–|I,S) =
g(–|S)

g(I,S)
, – ∈ I ∈ I

+(S) .

Для симметризованных частотных распределений
данные величины являются аналогами величин
f(I|S) и f(–|I,S) и связаны с ними следующим
образом:

g(I|S) =
1

2
[f(I|S) + f(−I|S)] ;

g(–|I,S) =
1

2
[f(–|I,S) + f(−–|I,S)] .

Как и ранее, для искомых условных кодовых рас-
пределений вероятности значений ошибки пред-
сказания в диапазоне I ∈ I+(S) состояния S
используем обозначение q(–|I,S). С учетом при-
нятых обозначений формулу (29) можно переписать
в следующем виде:

RQ(–|S) = 2
∑

I∈I+(S)

g(I|S)RQ(–|I,S) , (32)

где

RQ(–|I,S) =

=
∑

–∈I∈I+(S)

g(–|I,S)

[
− log2

q(–|I,S)

g(–|I,S)

]
. (33)

Формулы (32) и (33) являются аналогами фор-
мул (18) и (19) для симметричного случая.

Конкретизируем класс функций, используемых
при аппроксимации. Частотное распределение
для фонового состояния является вырожденным
(см. выше), и выбор класса диктуется необходи-
мостью аппроксимировать симметризованные час-
тотные распределения остальных состояний. В об-
ласти – > 0 эти распределения в целом имеют
тенденцию убывать с ростом аргумента –, поэто-
му можно ограничиться рассмотрением невозраста-
ющих функций. Невозрастающие, положительные
на отрезке [0, 1] линейные функции, принимающие
значение 1 в точке нуль, имеют вид:

plin (ξ;α) = 1−
α − 1

α
ξ , α > 1 .

В соответствии с формулой (20) параметр α опре-
деляет отношение условных кодовых вероятностей
в начале aB и в конце aE рассматриваемого диапа-
зона:

α =
q (aB;α|I,S)

q (aE ;α|I,S)
.

Убывающие экспоненциальные функции, прини-
мающие значение 1 в точке нуль, имеют вид:

pexp(ξ;α, ν) = exp (− lnα · ξν) , α > 1, ν > 0 ,
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Таблица 3 Оптимальные кодовые распределения для состояний томограммы Т1

S (I, I+) (S) (f, g)(I,S) α ν (R,RQ)(I,S) (R,RQ)(S)
0 [1, 141] 0,002721 3, 39 · 102 3,5 2,335142 0,006354

[1, 13] 0,422606 6,51 · 100 1,5 0,000082
1 [14, 32] 0,041218 2,39 · 101 0,8 0,002555 0,002186

[33, 1183] 0,005839 4,21 · 106 0,5 0,163215

[1, 21] 0,420897 5,41 · 100 1,7 0,000354
2 [22, 60] 0,053332 2,87 · 101 0,7 0,005296 0,007429

[61, 464] 0,008277 4,15 · 102 0,5 0,396677

[1, 47] 0,406425 4,84 · 100 3,4 0,004503
3 [48, 301] 0,082673 9,42 · 101 0,5 0,078880 0,026150

[302, 1271] 0,004699 2,24 · 106 0,8 1,005211

[1, 55] 0,092243 1,00 · 100 0 0,025029
4 [56, 249] 0,335138 3,60 · 100 1,4 0,022354 0,047695

[250, 910] 0,071519 2,08 · 105 1,0 0,196409

причем смысл параметра α тот же, что и выше.
Далее будем использовать соглашение, в соответ-
ствии с которым p(ξ;α, 0) = plin(ξ;α) и p(ξ;α, ν) =
= pexp(ξ;α, ν) при условии ν > 0.

Рассмотрим класс P, состоящий из функций
p(ξ;α, ν). Определим множество возможных значе-
ний параметров. Множество значений параметра ν
состоит из значения 0 и значений 0,5, 0,6, . . . , 3,5,
всего 32 возможных значения. Множество значе-
ний параметра α включает те числа, которые в нор-
мализованном десятичном представлении имеют
мантиссу, состоящую из трех цифр, и порядок от 0
до 7. Указанный класс оказывается достаточным
для успешного решения задачи аппроксимации.

При заданных значениях параметров ν и α
условное кодовое распределение для диапазона
q(–|I,S) = q(–; ν, α|I,S), – ∈ I ∈ I+(S), опре-
деляется по соответствующей функции класса P
в соответствии с формулой (20). Общее кодовое
распределение q(–|S0) в случае фонового состо-
яния определяется формулой (17), в остальных слу-
чаях используется аналогичная формула q(–|S) =
= g(I|S)q(–|I,S).

При построении кодового распределения для
фонового состояния достаточно единственного
диапазона [1, a+max(S0)], т. е. разбиение I+(S0) три-
виально, при этом параметры ν и α выбирают-
ся так, чтобы минимизировать избыточность (19)
(или (18), что в данном случае одно и то же).
Кодовые распределения для остальных состояний
построим следующим образом: зафиксируем об-
щее число диапазонов I+(S) в разбиении интер-
вала [1, a+max(S)] и выберем границы диапазонов
и параметры ν и α так, чтобы минимизировать
избыточность (29). Построенные таким образом
кодовые распределения будем называть оптималь-

ными, а соответствующую процедуру — оптималь-
ной.

В табл. 3 представлены результаты постро-
ения оптимальных условных кодовых распреде-
лений (I+(S) = 3, S 6= S0) для состояний томо-
граммы Т1. В первом столбце приведены номера
состояний, во втором — диапазоны разбиения.
В третьем столбце для фонового состояния при-
ведено значениe величины f(I,S), а для остальных
состояний — значения величины g(I,S) для каж-
дого из соответствующих диапазонов. В четвертом
и пятом столбцах приведены значения парамет-
ров α и ν, которые определяют условное кодовое
распределение q(–|I,S). В шестом столбце для
единственного использованного диапазона фоно-
вого состояния приведено значение избыточности
R(–|I,S) = R(I,S), а для остальных состояний
приведены значения избыточности RQ(–|I,S) =
= RQ(I,S) для каждого из использованных диапа-
зонов. В последнем столбце приведено значение
полной избыточности R(–|S) = R(S) для фоно-
вого состояния и значения полной избыточности
RQ(–|S) = RQ(S) для остальных состояний.

Приведенные в табл. 3 данные позволяют по-
лучить точную оценку полной избыточности ариф-
метического кодирования всей томограммы Т1 по
формуле:

R(–) = f(S0)R(–|S0) +
∑

S6=S0

f(S)RQ(S) +RG(–) ,

где третье слагаемое (полная избыточность сим-
метризации), которое задается формулами (28)
и (31), уже было вычислено ранее и составля-
ет 0,005543 б/п. Используя приведенные ранее
значения f(S), S ∈ “S5, находим, что искомая из-
быточность равна 0,012912 б/п.
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Оценим избыточность передачи RT, т. е. избы-
точность, связанную с необходимостью передавать
значения вычисляемых на этапе кодирования па-
раметров декодеру. К числу таких параметров от-
носятся значения трех квазиоптимальных порогов,
границы диапазонов разбиения (по одной верхней
границе на каждый диапазон), условные частотные
вероятности диапазонов и значения параметров α
иν в каждом диапазоне. Функцияσ1(U, L) = |U−L|,
участвующая в определении состояний, принимает
значения от 0 до 4096, поэтому область возмож-
ных значений порогов — [1, 4096]; следовательно,
для описания трех значений порогов достаточно
3 · 12 = 36 бит. Аналогично для описания одной
границы диапазона достаточно 12 бит. Поскольку
томограмма содержит 218 пикселей, то для описа-
ния условной частотной вероятности одного диа-
пазона заведомо достаточно 18 бит. Для описания
значений пары параметров α и ν требуется, как
легко видеть, (10 + 5) + 3 = 18 бит. Итак, для
описания одного диапазона нужно 48 бит, а общее
число диапазонов равно 1 + 4 · 3 = 13. Таким обра-
зом, полная длина преамбулы составляет 660 бит,
а избыточность передачи, равная отношению дли-
ны преамбулы к общему числу пикселей, составля-
ет 0,002518 б/п.

Складывая индивидуальную избыточность
арифметического кодирования томограммы T1
и избыточность передачи, одинаковую для любой
томограммы, получаем общую избыточность коди-
рования метода для томограммы T1: 0,015429 б/п.

В табл. 4 приведены оценки минимальной избы-
точности кодирования томограмм T1–T6 с исполь-
зованием описанной выше оптимальной процеду-
ры. Результаты для томограмм T2–T6 получены
в точности так же, как и соответствующие резуль-
таты для томограммы T1 ранее; детали, относящи-
еся к разбиениям на диапазоны и условным кодо-
вым распределениям (аналогичные приведенным
в табл. 3 данным для томограммы T1), опущены
в целях экономии места. В первом столбце табли-
цы указана томограмма, в остальных столбцах —
соответствующие значения избыточности симмет-

ризации, индивидуальной избыточности арифме-
тического кодирования (с учетом симметризации),
избыточности передачи, общей избыточности ко-
дирования метода и относительной общей избы-
точности кодирования (H = “H3).

Представленные в табл. 4 данные свидетель-
ствуют об исключительном качестве предложенно-
го метода построения оптимальных кодовых веро-
ятностей. Действительно, даже в худшем случае
(томограмма T6) относительная общая избыточ-
ность едва превышает 0,4%. Таким образом, метод
позволяет практически достигнуть нижней грани-
цы скорости кодирования (квазиэнтропии), что,
в свою очередь, подтверждает справедливость ги-
потез, использованных при разработке метода.

Рассмотренная оптимальная процедура постро-
ения кодовых распределений предполагает реше-
ние многомерной оптимизационной задачи по
минимизации избыточности (29) в пространстве
значений параметров аппроксимации и границ диа-
пазонов при фиксированном общем числе диапа-
зонов. Для всех состояний, за исключением фо-
нового (где определение оптимальных границ не
требуется), данная задача является вычислитель-
но сложной и не может быть решена за приемлемое
время на этапе кодирования. Поэтому оптимальная
процедура может быть использована в алгоритмах
сжатия, ориентированных на практическое приме-
нение, только для фонового состояния.

Рассмотрим альтернативную процедуру постро-
ения кодовых распределений для состояний, от-
личных от фонового (S 6= S0), которая, в отличие
от оптимальной процедуры, допускает «быструю»
реализацию. Зафиксируем общее для всех состо-
яний число I+max — максимально возможное число
диапазонов разбиения интервалов [1, a+max(S)]. За-
фиксируем некоторое положительное число ρ > 0
и определим для каждого состояния величину

r(S) =
ρH

2(S − 1)I+maxf(S)
.

Напомним, что H = H(–)— квазиэнтропия томо-
граммы; f(S) — частотная вероятность состояния;

Таблица 4 Избыточность кодирования (оптимальная процедура)

T RG R RT R+RT (R+RT)/ “H
3

T1 0,005543 0,012912

0,002518

0,015429 0,003439
T2 0,005890 0,012415 0,014933 0,003129
T3 0,009416 0,019322 0,021840 0,003469
T4 0,009942 0,020528 0,023046 0,003714
T5 0,006532 0,012582 0,015099 0,003578
T6 0,008045 0,013486 0,016004 0,004042
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S = 5 — общее число состояний. Для каждого
состояния разбиение интервала [1, a+max(S)] на диа-
пазоны осуществляется рекурсивно. В начале оче-
редного шага рекурсии известно начало очередного
диапазона aB, требуется определить его конец aE

и параметры аппроксимации. Конец текущего диа-
пазона выбирается следующим образом:

aE = max
aB≤a≤a+max(S)

{a : g(Ia,S)RQ(–|Ia,S) ≤ r(S)} ,

где Ia = [aB , a], а RQ(–|Ia,S) — решение опти-
мизационной задачи по минимизации выраже-
ния (33). Одновременно с определением искомого
конца диапазона становятся известны и параметры
аппроксимации, поскольку решение оптимизаци-
онной задачи предполагает их нахождение. Рекур-
сия завершается в любом из следующих случаев:

(1) исчерпан весь интервал [1, a+max(S)] (получен-
ное очередное значение aE равно a+max(S));

(2) исчерпано максимально допустимое общее
число диапазонов разбиения (в этом случае
просто полагается aE = a+max(S)).

Нетрудно видеть, что правая граница очеред-
ного диапазона разбиения (кроме последнего) для
любого состояния выбирается так, чтобы вклад из-
быточности кодирования этого диапазона в сум-
марную избыточность кодирования был порядка
ρH/[2(S − 1)I+max], но не превышал указанной ве-
личины. В результате все построенные диапазоны
всех состояний (за исключением последних диа-
пазонов каждого из состояний) вносят приблизи-
тельно равные вклады в суммарную избыточность
кодирования. Поэтому далее будем называть рас-
сматриваемую процедуру процедурой уравнивания.
Кроме того, ясно, что если завершение рекурсии
для всех состояний было связано с выполнением
первого из указанных выше условий, то суммарная
избыточность кодирования не превышает значе-
ния ρH . Таким образом, используемая в процедуре

уравнивания величина ρ играет роль общего от-
носительного «целевого» уровня кодовой избыточ-
ности.

Основное достоинство процедуры уравнивания
заключается в том, что она допускает быструю ре-
ализацию и, следовательно, может использоваться
на практике в процессе кодирования.

Анализ приведенных выше данных, относя-
щихся к избыточности кодирования с использо-
ванием оптимальной процедуры, показывает, что
разумным, например, является выбор значения
ρ = 0,004 и использование I+max = 4, т. е. не бо-
лее четырех диапазонов разбиения для каждого со-
стояния. Указанные значения используются всюду
далее.

В табл. 5 представлены результаты построения
условных кодовых распределений для состояний
томограммы T1 с помощью процедуры уравнива-
ния. Таблица имеет ту же структуру, что и табл. 3.

Избыточность кодирования RQ(S) отдельных
состояний, как и следовало ожидать, оказалась не-
сколько больше, чем при использовании оптималь-
ных кодовых распределений. Суммарный вклад ве-
личин RQ(S) в общую избыточность кодирования
метода составляет менее0,01б/п, т. е. менее 0,23% от
величины квазиэнтропии томограммы, что заметно
меньше использованного в процедуре уравнивания
значения целевого уровня кодовой избыточности.
Полная избыточность арифметического кодирова-
ния всей томограммы Т1, включающая вклад фо-
нового состояния и избыточность симметризации,
равна 0,016378 б/п. Избыточность передачи RT
при использовании процедуры уравнивания зави-
сит от общего числа реально использованных диа-
пазонов и в данном случае составляет 0,002151 б/п,
что несколько меньше избыточности передачи при
оптимальной процедуре. Наконец, общая избыточ-
ность кодирования метода, использующего проце-

Таблица 5 Кодовые распределения для состояний томограммы Т1 (процедура уравнивания)

S (I, I
+)(S) (f, g)(I,S) α ν (R,RQ)(I,S) (R,RQ)(S)

0 [1, 141] 0,002721 3,39 · 102 3,5 2,335142 0,006354

1
[1, 28] 0,461939 1,87 · 102 1,3 0,002176

0,004097
[29, 1183] 0,007723 1,15 · 107 0,5 0,135063

2
[1, 51] 0,471905 2,17 · 102 1,3 0,008063

0,014564
[52, 464] 0,010601 7,67 · 102 0,6 0,327971

[1, 92] 0,457159 7,13 · 101 1,8 0,019413
3 [93, 424] 0,036454 2,66 · 101 0,6 0,247027 0,037744

[425, 1271] 0,000184 8,89 · 102 0,5 5,390520

[1, 119] 0,254779 1,00 · 100 0 0,048731
4 [120, 393] 0,240611 5,58 · 101 0 0,051161 0,062751

[394, 910] 0,003510 4,01 · 102 0,5 1,894615
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Таблица 6 Избыточность кодирования (процедура уравнивания)

T RG R RT R+RT (R+RT)/ “H
3

T1 0,005543 0,016378 0,002151 0,018529 0,004130
T2 0,005890 0,015653 0,002151 0,017804 0,003731
T3 0,009416 0,022028 0,001968 0,023996 0,003812
T4 0,009942 0,023203 0,002151 0,025354 0,004087
T5 0,006532 0,015675 0,002334 0,018009 0,004268
T6 0,008045 0,016231 0,002151 0,018382 0,004642

дуру уравнивания при построении кодовых вероят-
ностей, для томограммы T1 составляет 0,018529 б/п.

В табл. 6 приведены оценки избыточности коди-
рования всех томограмм T1–T6 с использованием
описанной выше процедуры уравнивания при по-
строении кодовых вероятностей. Таблица имеет ту
же структуру, что и табл. 4. Общее число исполь-
зуемых диапазонов не является фиксированным,
равно

I(S) = 1 +
∑

S∈S,S6=S0

I+(S) ,

гдеI+(S)— число диапазонов в построенном разби-
ении I+(S), и может варьироваться от томограммы
к томограмме. Поэтому и значения избыточности
передачи RT в табл. 6 несколько различаются.

Представленные в табл. 6 данные свидетель-
ствуют об отличном качестве предложенного ме-
тода построения кодовых вероятностей на основе
процедуры уравнивания. В худшем случае (томо-
грамма T6) относительная общая избыточность не
превышает 0,5%. В действительности результаты
применения процедуры уравнивания лишь немно-
го уступают аналогичным результатам, полученным
с использованием оптимальной процедуры. При
этом время вычислений оказывается несопостави-
мо меньше.

5 Кодирование компонент
дискретного
вейвлет-преобразования

Адаптируем теперь представленную в разд. 2
общую схему так, чтобы получить метод сжатия,
основанный на универсальном кодировании зна-
чений компонент дискретного вейвлет-преобразо-
вания (ДВП) томограмм. Метод был впервые пред-
ложен в работе [5].

5.1 Дискретное вейвлет-преобразование

Напомним, прежде всего, что представляет со-
бой ДВП последовательности. Пусть x = {xn} —

суммируемая с квадратом вещественная последо-
вательность целого аргумента. Прямое ДВП такой
последовательности — это разложение данной по-
следовательности на две составляющие (компонен-
ты), которое осуществляется следующим образом.
Сначала вычисляются свертки последователь-
ности x с двумя заданными фильтрами разложения
(анализа), низкочастотным фильтром µ

0 и высо-
кочастотным фильтром µ

1 (оба фильтра суть сум-
мируемые с квадратом вещественные последова-
тельности). Затем две полученные в результате
фильтрации последовательности прореживаются,
т. е. в них удерживаются лишь четные члены. В ито-
ге имеем суммируемые с квадратом вещественные
последовательности целого аргумента x0 и x1:

xi
n =

+∞∑

k=−∞

µi
2n−k xk , i = 0, 1 , (34)

которые представляют собой приближение (низ-
кочастотную составляющую) и детальную (высо-
кочастотную) составляющую исходной последова-
тельности, при этом каждая имеет вдвое меньшее
разрешение.

Обратное ДВП — это восстановление исход-
ной последовательности по ее приближению
и детальной составляющей. Разбавим обе после-
довательности x0 и x1 нулями (т. е. построим по-
следовательности с нулевыми нечетными членами
и четными членами, заданными последовательно-
стями x0 и x1), затем вычислим свертки получен-
ных последовательностей с некоторыми фильтрами
синтеза ν

0 и ν
1 и сложим результаты:

“xn =
+∞∑

k=−∞

(
ν0n−2k x0k + ν1n−2k x1k

)
. (35)

Чтобы преобразование (35) действительно было
обратным по отношению к преобразованию (34),
т. е. чтобы выполнялось равенство x = “x, система
фильтров µ

0, µ
1, ν

0 и ν
1 должна удовлетворять

условию восстановления (см., например, [6]). Это-
му условию, в частности, удовлетворяет система
фильтров конечной длины, впервые предложенная
в [7]:
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1

8
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;
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1

2
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1

2
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4
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4
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1

4
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1

8
;





(36)

остальные коэффициенты фильтров равны нулю.
Эта система, получившая широкое распростране-
ние и вошедшая в стандарт сжатия JPEG 2000, ис-
пользуется в настоящей работе.

Эффективность применения ДВП для сжатия
данных обусловлена тем, что при удачном выборе
фильтров разложения значения детальных состав-
ляющих распределены значительно более неравно-
мерно, чем значения исходного сигнала. Однако
требование обратимости (отсутствия искажений)
при сжатии сигналов конечной длины с целыми
значениями приводит к серьезному дополнитель-
ному требованию: ДВП должно быть свободно от
ошибок округления. Если ДВП с фильтрами (36) ре-
ализуется непосредственно по формулам (34) и (35),
то для того чтобы избежать ошибок округления,
необходимо на этапе вычисления прямого преобра-
зования добавить дополнительные биты для хране-
ния остатков от деления: три бита для прибли-
жения и один бит для детальной составляющей.
Попадающие в эти дополнительные «младшие»
биты остатки представляют собой практически «бе-
лый шум», что неприемлемо с точки зрения после-
дующего сжатия. Решение проблемы заключает-
ся в том, чтобы реализовывать ДВП посредством
так называемой лифтинг-схемы [8]. При этом по-
является возможность взаимосогласованным обра-
зом округлять результаты при вычислении прямо-
го и обратного преобразований, что, во-первых,
обеспечивает точное восстановление и, во-вторых,
избавляет от необходимости хранить (и сжимать)
остатки. Кроме того, аккуратный учет краевых эф-
фектов в лифтинг-схеме позволяет добиться того,
что для конечной последовательности x длины N
приближение x0 и детальная составляющая x1 име-
ют длины, в точности равные [N/2 + 1]− и [N/2]−
соответственно.

В двумерном случае ДВП представляет собой
суперпозицию одномерных преобразований, при-
меняемых раздельно к строкам и столбцам. Если
X = {Xl,m} — двумерная вещественная последова-
тельность, то прямое ДВП имеет аналогичный (34)
вид:

X i,j
l,m =

+∞∑

k, k′=−∞

µi
2l−k µj

2m−k′ Xk,k′ , i, j = 0, 1 ,

а его результатом является разложение исходной
последовательности на четыре компоненты (со-
ставляющие) вдвое меньшего разрешения.

Последовательность X0,0
.
= XA, полученная

с применением низкочастотной фильтрации по
строкам и столбцам, представляет собой при-
ближение, а остальные три последовательности
X
0,1 .
= XV, X1,0

.
= XH и X1,1

.
= XD, в построении

которых участвует высокочастотный фильтр, — де-
тальные составляющие (вертикальные, горизон-
тальные и диагональные соответственно). Та-
кое разложение называется одномасштабным ДВП.
Обратное преобразование производится очевид-
ным образом при помощи одномерных обратных
ДВП, применяемых раздельно к строкам и столб-
цам, и описывается двумерным аналогом форму-
лы (35). Как и в одномерном случае, возмож-
на лифтинг-реализация двумерного ДВП. Это дает
возможность использовать целую арифметику и до-
биться того, что для изображения (конечной дву-
мерной последовательности, т. е. матрицы) размера
L×M приближение и вертикальные, горизонталь-
ные и диагональные составляющие имеют следую-
щие размеры: [L/2+ 1]− × [M/2+ 1]−, [L/2+ 1]− ×
[M/2]−, [L/2]− × [M/2 + 1]− и [L/2]− × [M/2]−.

Результатом применения прямого ДВП к томо-
грамме X размера 512 × 512 является ее одномас-
штабное разложение на четыре компоненты (изоб-
ражения) размерами 256 × 256: приближение XA

и вертикальные XV, горизонтальные XH и диаго-
нальныеXD детальные составляющие. Первая ком-
понента — результат низкочастотной фильтрации
(сглаживания) элементов исходного изображения
по строкам и столбцам, следующие две получе-
ны сглаживанием по одной координате и высоко-
частотной фильтрацией по другой, а последняя —
результат высокочастотной фильтрации по обеим
координатам (в каждом случае фильтрация сопро-
вождается прореживанием, уменьшающим размер
вдвое по каждой координате). Как уже было указа-
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Рис. 4 Одномасштабное разложение томограмм T3 (а) и T6 (б)

но выше, в данной работе используется ДВП, осно-
ванное на системе фильтров (36), поэтому диапа-
зоны значений яркости компонент равны соответ-
ственно [−2560, 6656], [−6144, 6144], [−6144, 6144]
и [−8192, 8192]. На рис. 4 представлены одномас-
штабные разложения томограмм T3 и T6. В левом
верхнем квадрате каждого рисунка располагает-
ся приближение для соответствующей томограммы
(использованы те же окна визуализации, что и на
рис. 1). В правом верхнем, левом нижнем и правом
нижнем квадратах располагаются соответственно
вертикальные, горизонтальные и диагональные со-
ставляющие. При этом использованы существенно
более узкие, чем для приближений, окна визуа-
лизации с центром в нуле: окно [−150, +150] для
детальных составляющих T3 и окно [−20, +20] для
детальных составляющих T6.

5.2 Особенности метода кодирования

В разд. 4 метод универсального кодирования
ошибок предсказания для томограмм был рассмот-
рен во всех деталях. После внесения некоторых
изменений непринципиального характера по су-
ществу тот же метод может быть с успехом приме-
нен для кодирования компонент ДВП томограмм.
Данный раздел посвящен рассмотрению тех осо-
бенностей, которые отличают метод сжатия (коди-
рования) компонент ДВП от аналогичного метода,
используемого при сжатии ошибок предсказания.

Компоненты томограммы, полученные в ре-
зультате ДВП, сжимаются по отдельности (неза-
висимо друг от друга). Поскольку все компоненты
имеют одинаковые размеры, значения квазиэнтро-
пии и избыточности для всей томограммы равны
средним арифметическим значениям соответству-

ющих величин для всех компонент ДВП. Как по-
казывает рис. 4, статистические свойства прибли-
жения и детальных составляющих значительно раз-
личаются, поэтому и методы их сжатия, вообще
говоря, должны различаться.

Начнем с рассмотрения метода сжатия ком-
поненты X

A (приближения). Как показывает
сравнение рис. 1 и 4, приближение визуально
почти не отличается от исходного изображения.
Статистические свойства приближения и исходно-
го изображения также близки, несмотря на расши-
рение диапазона значений в 2,25 раза и появле-
ние отрицательных значений. Поэтому для сжатия
приближения можно прямо использовать описан-
ный в разд. 4 метод и кодировать значения –XA,
т. е. значения ошибок предсказания приближения.
В части построения множества состояний метод
вообще не претерпевает изменений. В части по-
строения кодовых вероятностей в метод требуется
внести единственное изменение, которое затраги-
вает только процедуру построения кодовых веро-
ятностей для фонового состояния и подробно рас-
смотрено далее.

Рассмотрим теперь детальные составляющие.
Отсчеты детальных составляющих принимают зна-
чения в симметричных относительно нуля диапазо-
нах, которые для компонентXV иXH в 3 раза, а для
компоненты XD в 4 раза шире, чем диапазон ис-
ходных значений. Однако функции распределения
значений концентрируются в небольших окрестно-
стях нуля: на рис. 4 детальные составляющие ме-
нее контрастны, чем приближение, несмотря на то
что для их визуализации использовано значитель-
но более узкое окно. Поэтому следует кодировать
непосредственно значения этих составляющих.
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Детальные составляющие описывают отличие
элементов исходного изображения от сглаженных
значений. Как и раньше, элементы, расположен-
ные слева и сверху от рассматриваемого, будем обо-
значать через U и L. Однако теперь значения самих
этих элементов характеризуют скорость изменения
значений исходного изображения по крайней мере
по одной координате. Поэтому при построении со-
стояний в формулах (23) и (24) вместо функции σ1
будем использовать функцию:

σ2(U, L) = |U |+ |L| . (37)

Такой выбор предпочтительнее, чем |U + L|, по-
скольку U и L могут иметь разные знаки. Действи-
тельно, если U ∼ −L ≫ 0, то скорость изменения
значений элементов велика, но при этом |U + L| ∼
∼ 0. Замена функции, используемой при постро-
ении состояний, — это главное изменение, которое
необходимо внести в метод при сжатии детальных
составляющих.

В ходе выполнения работ был подробно иссле-
дован вопрос о целесообразности использования
при построении множества состояний функции σ2
другого вида. Действительно, вертикальные де-
тальные составляющиеXV получены низкочастот-
ной фильтрацией по столбцам и высокочастотной
по строкам, а горизонтальные детальные составля-
ющиеXH — низкочастотной фильтрацией по стро-
кам и высокочастотной по столбцам. Эта асиммет-
рия строк и столбцов никак не учтена в способе
построения состояний при использовании функ-
ции (37): состояния инвариантны относительно
транспонирования. Поэтому априори представля-
ется обоснованным рассмотреть обобщение (37)
вида

σ2(U, L;α) = (1 + α)|U |+ (1− α)|L| ,

− 1 ≤ α ≤ +1 , (38)

и использовать при построении состояний для де-
тальных составляющих конкретного типа функ-
цию σ2 вида (38) с конкретным (отличным от нуля)
значением α.

Для проверки гипотезы был проведен экспери-
мент, в ходе которого значения оптимальной ква-
зиэнтропии детальных составляющих, полученные
с использованием функций вида (38) и значения-
ми α, равными ±1/3, сравнивались с полученными
с использованием функции (37) аналогичными зна-
чениями. Вычисления проводились для детальных
составляющих всех 6 томограмм при общем числе
выбираемых порогов T = 1, 2 и 3, всего 108 вариан-
тов. Полученные результаты опровергают выска-
занное предположение. В подавляющем боль-
шинстве случаев (92 из 108) наименьшее значение

квазиэнтропии достигалось при использовании
функции (37). В остальных 16 случаях выигрыш,
обусловленный использованием функции вида (38)
со значением α 6= 0, оказался ничтожным и не
превысил 0,008 б/п ни в одном из случаев. При
этом уменьшение квазиэнтропии для томограммы
в целом как результат использования для его деталь-
ных составляющих оптимальных функций вида (38)
оказалось еще меньше: оно не превысило 0,002 б/п.
Поэтому использование функций вида (38) в про-
цессе построения состояний для детальных состав-
ляющих было признано нецелесообразным.

Рассмотрим теперь уже упомянутое выше из-
менение процедуры построения кодовых вероят-
ностей, используемое как при сжатии приближе-
ний, так и при сжатии детальных составляющих,
но затрагивающее лишь фоновое состояние. Не-
обходимость данного изменения обусловлена тем,
что отсчеты любой из компонент ДВП могут иметь
отрицательные значения. Это не сказывается на
построении кодовых вероятностей для нефоновых
состояний, поскольку в этом случае предусмотре-
но использование процедуры симметризации. Для
фонового состояния ситуация отличается. С од-
ной стороны, для любой компоненты частотное
распределение значений в фоновом состоянии по-
прежнему несимметрично и использование сим-
метризации привело бы к неоправданным издерж-
кам. С другой стороны, вероятности отрицательных
значений в фоновом состоянии, вообще говоря, не
равны нулю и для таких значений должны быть по-
строены ненулевые кодовые вероятности. Поэто-
му при построении аппроксимации для фонового
состояния нельзя ограничиться диапазоном I+0 =
= [1, a+max(S0)], а необходимо добавить диапазон
I−
0 = [a

−
min(S0), −1], где a−

min(S0) — минимальное
значение, которое принимают отсчеты рассмат-
риваемой компоненты в фоновом состоянии,
и построить соответствующие условные кодовые
вероятности. Вклад избыточности кодирования но-
вого диапазона R(X|I−

0 ,S0) в общую избыточность
кодирования составляет f(I−

0 |S0)R(X|I
−
0 ,S0), где

X— любая из компонент ДВП.
Задача аппроксимации для отрицательного диа-

пазона I− сводится к уже рассмотренной ранее
задаче для положительного диапазона I+ = −I−.
Пусть f(x), x ∈ I−, — заданное в отрицатель-
ном диапазоне условное частотное распределение.
Функция ϕ(x) = f(−x), x ∈ I+, — условное рас-
пределение в положительном диапазоне, поэтому
рассмотренная в подразд. 4.3 процедура позволяет
построить для него аппроксимацию qϕ(x), x ∈ I+.
В качестве искомого условного кодового распреде-
ления будем использовать функцию q(x) = qϕ(−x),
x ∈ I−.
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5.3 Оценки минимальной скорости
и избыточности кодирования

Оценки минимальной скорости кодирования
(квазиэнтропии) компонент ДВП томограмм T1–
T6, отвечающие множествам состояний, постро-
енных с использованием двух и трех оптималь-
ных и трех квазиоптимальных порогов, приведены
в табл. 7. Там же приведены и соответствующие
значения порогов. Первый столбец таблицы опре-
деляет рассматриваемое изображение (указаны тип
компоненты ДВП и номер томограммы). Во втором
и третьем столбцах приведены значения двух и трех
оптимальных порогов и соответствующие значения
квазиэнтропии. Последний столбец содержит те же
данные для квазиоптимальных порогов. В соответ-
ствии со сказанным в подразд. 5.2, в случае прибли-
жений (компоненты A1–A6) множества состояний
строились для ошибок предсказания с использова-
нием функции (22); оценки квазиэнтропии полу-
чены также для ошибок предсказания. В случае
детальных составляющих (остальные компоненты)
множества состояний строились для значений ком-
понент с использованием функции (37); оценки
квазиэнтропии получены также для значений ком-
понент.

Анализ приведенных данных кроме всего проче-
го еще раз демонстрирует эффективность использо-

вания трех квазиоптимальных порогов. Поскольку
минимальная скорость кодирования (квазиэнтро-
пия) томограммы в целом равна среднему ариф-
метическому значений квазиэнтропии всех компо-
нент ДВП, она может легко быть вычислена на
основе данных табл. 7. Соответствующие результа-
ты для томограмм T1–T6 приведены в табл. 8.

Сравнение приведенных результатов с анало-
гичными результатами из подразд. 4.2 показы-
вает, что квазиэнтропия кодирования компонент
ДВП томограммы всегда оказывается меньше соот-
ветствующей квазиэнтропии кодирования ошибок
предсказания той же томограммы. Достигаемый
выигрыш варьируется от нескольких сотых долей
для томограмм легких до нескольких десятых долей
для томограмм мозга.

Построение кодовых распределений и оценка
избыточности арифметического кодирования для
любой из компонент ДВП осуществляется так,
как описано в подразд. 4.3. Единственное отли-
чие — использование дополнительного отрицатель-
ного диапазона для фонового состояния — подроб-
но рассмотрено в подразд. 5.2.

В табл. 9 представлены оценки избыточности
кодирования компонент ДВП томограмм T1–T6,
полученные с использованием процедуры урав-

Таблица 7 Оптимальные/квазиоптимальные пороги и квазиэнтропия компонент ДВП

X �T2; �H2 (T = 2) �T3; �H3 (T = 3) “T3; “H3 (T = 3)

A1 {23,182}; 4,880032 {20,73,271}; 4,847027 {14,29,182}; 4,853077
V1 {12,34}; 4,010317 {9,21,42}; 3,997519 {12,28,87}; 3,998197
H1 {20,81}; 4,523917 {11,30,115}; 4,489731 {12,41,116}; 4,490816
D1 {13,27}; 4,018969 {13,26,52}; 4,008997 {11,19,49}; 4,010081
A2 {28,175}; 5,124079 {23,85,312}; 5,087575 {13,35,175}; 5,096258
V2 {17,42}; 4,242733 {13,30,69}; 4,227881 {13,26,69}; 4,228058
H2 {17,63}; 4,725712 {17,51,150}; 4,696555 {17,51,150}; 4,696555
D2 {15,36}; 4,292950 {11,21,43}; 4,281943 {11,21,43}; 4,281943
A3 {56,241}; 6,491513 {51,193,584}; 6,449757 {42,115,428}; 6,454966
V3 {68,191}; 6,064261 {58,148,335}; 6,045233 {51,104,205}; 6,046978
H3 {78,229}; 6,223272 {61,155,318}; 6,199585 {61,155,318}; 6,199585
D3 {64,145}; 6,119812 {61,117,233}; 6,105214 {61,99,217}; 6,106998
A4 {62,276}; 6,448976 {53,166,577}; 6,406838 {48,150,562}; 6,408289
V4 {68,203}; 5,985891 {48,107,283}; 5,967160 {48,107,283}; 5,967160
H4 {78,230}; 6,130190 {57,140,347}; 6,103864 {57,140,347}; 6,103864
D4 {69,147}; 6,024354 {63,133,321}; 6,011689 {42,83,175}; 6,012719
A5 {12,92}; 4,942235 {1,16,100}; 4,856658 {1,22,116}; 4,863834
V5 {13,39}; 3,891974 {10,24,87}; 3,866175 {10,21,71}; 3,867450
H5 {11,32}; 3,636817 {6,17,60}; 3,614506 {6,17,60}; 3,614506
D5 {8,17}; 3,092293 {8,15,35}; 3,082019 {6,12,35}; 3,082257
A6 {16,87}; 4,661787 {15,47,163}; 4,627884 {12,22,89}; 4,640066
V6 {11,39}; 3,686671 {9,20,79}; 3,664356 {8,15,63}; 3,666472
H6 {10,26}; 3,474091 {7,13,41}; 3,458590 {7,12,41}; 3,458997
D6 {5,10}; 2,865786 {5,8,20}; 2,855021 {5,8,20}; 2,855021
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Таблица 8 Квазиэнтропия в целом (оптималь-
ные/квазиоптимальные пороги)

T �H2 (T = 2) �H3 (T = 3) “H3 (T = 3)

T1 4,358309 4,335819 4,338043
T2 4,596369 4,573489 4,575704
T3 6,224715 6,199947 6,202132
T4 6,147353 6,122388 6,123008
T5 3,890830 3,854840 3,857012
T6 3,672084 3,651463 3,655139

нивания при построении кодовых распределений.
Параметры процедуры выбирались так же, как и ра-
нее (ρ = 0,004 и I+max = 4). Как и для ошибок пред-
сказания, использовано квазиоптимальное мно-
жество состояний (свое для каждой компоненты
ДВП). Структура таблицы аналогична структуре
табл. 4 и 6. В первом столбце таблицы указа-

ны тип компоненты ДВП и номер томограммы.
В остальных столбцах — соответствующие значе-
ния избыточности симметризации, индивидуаль-
ной избыточности арифметического кодирования
(с учетом симметризации), избыточности передачи,
общей избыточности кодирования метода и отно-
сительной общей избыточности кодирования. Ак-
куратный подсчет числа битов, необходимых для
передачи параметров декодеру, может быть произ-
веден так же, как в подразд. 4.3. Подсчет должен
производиться отдельно для компоненты каждого
типа.

Поскольку значение избыточности кодирова-
ния томограммы в целом равно среднему арифме-
тическому значений избыточности всех компонент
ДВП, она может легко быть вычислена на основе
данных табл. 9. Соответствующие результаты для
томограмм T1–T6 приведены в табл. 10.

Таблица 9 Избыточность кодирования компонент ДВП (процедура уравнивания)

X RG R RT R+RT (R+RT)/ “H
3

A1 0,021421 0,052898 0,013824 0,066723 0,013749
V1 0,007909 0,019402 0,010681 0,030083 0,007524
H1 0,013685 0,027911 0,011398 0,039309 0,008753
D1 0,005286 0,014373 0,009247 0,023619 0,005890
A2 0,023268 0,054725 0,013824 0,068549 0,013451
V2 0,007788 0,019579 0,009964 0,029543 0,006987
H2 0,012490 0,026999 0,010681 0,037680 0,008023
D2 0,005202 0,014967 0,009964 0,024931 0,005822
A3 0,036772 0,084136 0,013824 0,097960 0,015176
V3 0,016965 0,042210 0,012833 0,055043 0,009102
H3 0,022136 0,048502 0,012833 0,061335 0,009893
D3 0,014539 0,033993 0,011398 0,045392 0,007433
A4 0,041553 0,093684 0,013824 0,107509 0,016776
V4 0,018914 0,045172 0,012833 0,058004 0,009721
H4 0,022429 0,051096 0,012833 0,063929 0,010473
D4 0,014004 0,033910 0,012115 0,046025 0,007655
A5 0,022703 0,052829 0,012360 0,065189 0,013403
V5 0,007669 0,018427 0,011398 0,029825 0,007712
H5 0,012084 0,022112 0,011398 0,033511 0,009271
D5 0,006518 0,014612 0,010681 0,025293 0,008206
A6 0,023082 0,053538 0,013824 0,067363 0,014518
V6 0,012474 0,022548 0,011398 0,033947 0,009259
H6 0,016700 0,025930 0,011398 0,037328 0,010792
D6 0,010453 0,017056 0,009247 0,026303 0,009213

Таблица 10 Избыточность кодирования в целом (процедура уравнивания)

T RG R RT R+RT (R+RT)/ “H
3

T1 0,012075 0,028646 0,011288 0,039934 0,009205
T2 0,012187 0,029068 0,011108 0,040176 0,008780
T3 0,022603 0,052210 0,012722 0,064933 0,010469
T4 0,024225 0,055966 0,012901 0,068867 0,011247
T5 0,012244 0,026995 0,011459 0,038455 0,009970
T6 0,015677 0,029768 0,011467 0,041235 0,011281
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Сравнение приведенных данных с аналогичны-
ми данными табл. 6, относящимися к кодирова-
нию ошибок предсказания, обнаруживает более
чем двукратное увеличение общей избыточности
кодирования метода. Это вызвано и увеличени-
ем избыточности арифметического кодирования,
и увеличением избыточности передачи.

Причинами увеличения избыточности арифме-
тического кодирования являются увеличение из-
быточности симметризации и снижение качества
аппроксимации. И то, и другое обусловлено че-
тырехкратным уменьшением числа отсчетов ком-
понент ДВП в сравнении с исходным числом от-
счетов. В результате частотные распределения
становятся менее «представительными», что увели-
чивает асимметрию и снижает качество аппрокси-
мации.

Увеличение избыточности передачи связано,
главным образом, с необходимостью вместо од-
ного набора параметров передать четыре набора,
по одному для каждой компоненты. Кроме то-
го, снижение качества аппроксимации приводит
к увеличению числа диапазонов, которые стро-
ятся в процессе применения процедуры уравни-
вания.

Несмотря на все сказанное, общая относитель-
ная избыточность кодирования метода находится
на уровне 1%, что с практической точки зрения мо-
жет быть признано более чем хорошим результатом.

6 Заключение

В работе построены и исследованы два мето-
да обратимого сжатия компьютерных томограмм.
Первый метод предполагает кодирование ошибок
предсказания томограммы, второй — кодирование
компонентов ДВП томограммы. Оба метода полу-
чены как результат адаптации к конкретному типу
данных некоторого общего метода (подхода), осно-
ванного на применении универсального арифме-
тического кодирования. Для каждого из методов
получены эффективные индивидуальные оценки
скорости кодирования.

Томограммы представляют собой полутоновые
изображения, поэтому их обратимое сжатие мо-
жет быть осуществлено методом, входящим в стан-
дарт JPEG 2000. Сравнение скоростей кодирова-
ния рассмотренных в работе методов и алгоритма
обратимого сжатия JPEG 2000 позволяет вынести
суждения как об эффективности конкретных пред-
ложенных методов, так и о потенциальных возмож-
ностях предложенного общего подхода в целом.

В сводной табл. 11 представлены эксперимен-
тально полученные оценки скорости кодирования
(в битах на пиксель) для томограмм T1–T6. Во вто-
рой колонке приведены результаты, отвечающие
кодированию значений ошибок предсказания
(см. разд. 4), в третьей — кодированию значений
компонент ДВП (см. разд. 5). В обоих случаях при-
веденные скорости кодирования соответствуют ал-
горитмам, использующим квазиоптимальное мно-
жество состояний и процедуру уравнивания при
построении кодовых вероятностей, т. е. алгорит-
мам, допускающим «быструю» реализацию. В чет-
вертой колонке приведена скорость кодирования
в случае применения алгоритма JPEG 2000 к исход-
ным данным томограммы (JP2, вариант 1), в пя-
той — скорость кодирования в случае применения
алгоритма JPEG 2000 к данным, полученным по-
сле амплитудного преобразования (21) (JP2, вари-
ант 2). В последних двух случаях для кодирования
использована эталонная реализация (Jasper) стан-
дарта JPEG 2000 (библиотека доступна по адресу
http://www.ece.uvic.ca/∼mdadams/jasper).

Приведенные в табл. 11 результаты показывают,
что наименьшая скорость кодирования (наиболь-
шая степень сжатия) достигается при использова-
нии метода кодирования компонент ДВП. Отме-
тим, что применение к данным преобразования (21)
заметно уменьшает скорость кодирования данных
алгоритмом JPEG 2000.

Можно констатировать, что разработанные для
сжатия томограмм методы кодирования весьма эф-
фективны, хотя выигрыш, который достигается по
сравнению с алгоритмом JPEG 2000, по-видимому,
недостаточен, чтобы рекомендовать их практиче-

Таблица 11 Скорости кодирования томограмм T1–T6

Ошибки JP2
T

предсказания
Компоненты

ДВП Вариант 1 Вариант 2
T1 4,505450 4,377977 4,696686 4,481018
T2 4,789562 4,615880 4,925232 4,706512
T3 6,319010 6,267065 6,672668 6,481934
T4 6,229735 6,191875 6,603790 6,408722
T5 4,237956 3,895467 4,252380 3,941132
T6 3,978116 3,696374 3,959625 3,703583
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ское внедрение. Более важным является то, что
полученные результаты демонстрируют большие
потенциальные возможности общего метода (под-
хода), основанного на применении универсально-
го арифметического кодирования, который можно
с успехом адаптировать для построения методов
сжатия таких данных, которые не являются изобра-
жениями и где алгоритм JPEG 2000 неприменим.
Это может стать целью дальнейших исследований.
В частности, большой интерес представляет задача
построения метода обратимого сжатия карт сило-
вых кривых атомно-силовой микроскопии.
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ВЕРОЯТНОСТНЫЕ МОДЕЛИ ОЦЕНКИ УСТОЙЧИВОСТИ

ПРОГРАММ К КРАТКОВРЕМЕННЫМ АППАРАТНЫМ СБОЯМ∗

С. Л. Френкель1, В. Н. Захаров2, Б. М. Басок3

Аннотация: Показана возможность использования двумерной марковской модели поведения конечного
автомата при сбое на одном такте, предложенной ранее для вероятностной верификации аппаратных
систем, для оценки устойчивости программ, представленных блок-схемами реализуемых алгоритмов,
к кратковременным сбоям. Модель представляет собой произведение цепей Маркова (ЦМ), соответ-
ствующих конечно-автоматной модели программы, работающей в нормальных условиях, и автомата,
в котором в некоторый момент времени произошел кратковременный (например, в пределах времени
выполнения одной операции или одного машинного цикла) сбой. Устойчивость к сбоям оценивается
вероятностью возвращения автомата после прекращения действия помехи на траекторию переходов ис-
ходного автомата. При этом считается, что изменения траектории при сбое в низкоуровневой (instruction-
by-instruction) модели программы будут существенными только в том случае, если они соответствуют
изменению ветвления в указанной блок-схеме. Модель подробно анализируется на примере конкретной
блок-схемы программы.

Ключевые слова: самовосстановление программ; сбои; марковские модели; тестирование

DOI: 10.14357/19922264170104

1 Введение

Проблема учета влияния сбоев на работу вы-
числительных систем (ВС) — как аппаратных, так
и программных подсистем — остается одной из
наиболее актуальных для теории и практики проек-
тирования ВС. Сбои могут возникать как в той или
иной части области памяти программы, так и вне
ее. Они могут исказить как данные, так и содержи-
мое программы (значения переменных, констант,
кодов операций и т. д.).

Поскольку основным источником оценки пра-
вильности работы сложных ВС, в том числе и в усло-
виях сбоев, является тестирование на тех или иных
множествах программ и данных (бенчмарках, на-
пример, как в [1], или функциональных тестах), бы-
ло бы очень полезно, чтобы последствия этих сбоев
могли оцениваться и верифицироваться в процессе
разработки ВС.

В настоящее время одной из основных техник
оценки чувствительности ВС к сбоям является так
назывемое инжекционное введение неисправно-
стей (fault injection — FI) [2], используемое для
оценки надежности тестирования влияния аппа-
ратных или системных сбоев на работу прикладных
программ.

Обычно в технике FI прикладная программа
эмулируется пошагово (instruction-by-instruction),
при этом операнды-источники случайным образом
модифицируются до выполнения инструкции, а ре-
зультат выполнения инструкции также случайным
образом искажается, имитируя тем самым действие
ошибки. Программный счетчик также случайно
модифицируется в случае, если это инструкция
условного перехода (branch instruction). Резуль-
тирующая последовательность таких модификаций
инструкций и счетчика прослеживается для опре-
деления уровня защищенности данной программы
к указанным сбоям (soft error rate — SER).

Данный подход требует наличия у разработ-
чиков достаточно дорогостоящего программного
обеспечения, которое при этом не используется
для решения других многочисленных задач проек-
тирования, в частности верификации и функцио-
нального тестирования [2].

В статье показывается возможность использо-
вания двумерной марковской модели поведения
конечного автомата при сбое на одном такте, пред-
ложенной ранее для вероятностной верификации
аппаратных систем [3, 4], для оценки устойчивости
программ к кратковременным сбоям.

∗Работа выполнена при частичной финансовой поддержке РФФИ (проекты 16-07-01028 и 15-07-05316).
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Вероятностные модели оценки устойчивости программ к кратковременным аппаратным сбоям

Модель представляет собой произведение
ЦМ, соответствующих конечно-автоматной моде-
ли программы, работающей в нормальных усло-
виях, и автомата, в котором в некоторый момент
времени произошел кратковременный (например,
в пределах времени выполнения одной операции,
или одного машинного цикла) сбой. Устойчивость
к сбоям оценивается вероятностью возвращения
указанной цепи-произведения на траекторию, со-
ответствующую нормальному функционированию
автомата. При этом предлагается рассматривать
программу на алгоритмическом языке высокого
уровня и соответствующую блок-схему.

Авторы считают, что указанные выше модифи-
кации в низкоуровневой (instruction-by-instruction)
модели программы будут существенными только
в том случае, если изменяют ветвления в указанной
блок-схеме.

Применение указанного подхода иллюстриру-
ется на примере конкретной программы.

2 Проблема анализа сбоев
в прикладных программах

В последнее время в связи со все более широ-
ким распространением нанотехнологий актуальной
задачей становится учет на разных этапах проекти-
рования возможных последствий случайных сбо-
ев, вызываемых воздействием одиночных частиц
(протонов, нейтронов, тяжелых заряженных час-
тиц) [2], а также отказов, связанных с взаимовли-
янием отдельных элементов СБИС (сверхбольших
интегральных схем) при работе на высоких часто-
тах. При этом, очевидно, непосредственно сбои
приводят к неправильному поведению аппаратных
элементов ВС, которые в свою очередь могут вли-
ять на работу системных и прикладных программ.
Однако в то время как анализу влияния сбоев в ап-
паратуре уделяется довольно много внимания в ли-
тературе, оценка влияния сбоев на выполнение
программ, особенно на прикладном уровне, как
самостоятельных объектов сбоев, рассматривается
крайне редко [5]. Это связано с предположением,
что, устранив влияние аппаратных сбоев (за счет ду-
блирования, обеспечения свойств помехоустойчи-
вого кодирования состояний (коды Хэмминга, Ри-
да–Соломона), самовосстановления и т. д.), можно
исключить влияние сбоев на прикладные програм-
мы. Однако эти мероприятия могут быть связаны
с введением столь существенной аппаратурной из-
быточности, что нарушаются требования к допус-
тимым уровням потребления энергии и задерж-
кам в обработке и передаче информации. Вместе

с тем далеко не все кратковременные изменения
в поведении аппаратных элементов ВС будут при-
водить к неправильному поведению тех или иных
выполняемых программ. Поэтому при оценке не-
обходимости повышения устойчивости аппаратуры
к сбоям было бы желательно учесть их возможное
влияние на свойства программ, причем как в рабо-
чем, так и в тестовых режимах.

3 Краткое описание модели
программы и программных
сбоев

Определим прежде всего модель программы.
В основе рассматриваемой в настоящей статье

модели прикладной программы лежит конечный
автомат Мили, соответствующий алгоритму, реа-
лизуемому данной программой. В данной статье
не будут рассматриваться формальные аспекты ис-
пользования данной модели — отошлем читателя
к [6] и статье авторов [7], а дадим лишь пояснения,
необходимые для понимания дальнейшего.

В терминах указанной автоматной модели вы-
полнение программы моделируется как переходы
между состояниями соответствующего автомата [6].
Направленная дуга в диаграмме (графе) автомата
представляет последовательность выполнения про-
граммы от состояния к состоянию. Входами моде-
лей Мили могут быть флаги событий или условий.
Выходы — вычисляемые переменные.

На основе конечно-автоматной модели про-
граммы определим понятие сбоя. Неформально
под сбоем при работе программы будем понимать
ошибки вычислений, вызываемые случайными из-
менениями любого из битов некоторого машинного
слова из двоичного образа программы (binaries, bi-
nary image), т. е. заменой «0» на «1» или «1» на «0».
В дальнейшем будем считать, что такое изменение
приводит к изменению того или иного состояния
автоматного представления программы, однако не
приводит к появлению новых состояний, отличных
от состояний, представленных в указанном авто-
матном представлении.

4 Марковская модель оценки
чувствительности к сбоям

Будем называть событиеHS(t) самовосстановле-
нием автомата после сбоя, произошедшего на так-
те t0, если t > t0— первый следующий за сбоем такт,
на котором выполняется Af (t) = A(t) и Yf (t) =
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= Y (t), где A(t) и Af (t)— состояния ЦМ исправно-
го A(t) и сбойного Af (t) автоматов на такте t, а Y (t)
и Yf (t) — соответствующие векторы значений вы-
ходов.

Вероятностная оценка того, повлияет ли тот или
иной сбой, описываемый данной моделью, на кор-
ректность работы программы (произойдет ли само-
восстановление), может быть получена в терминах
вероятности попадания двумерной ЦМ, состояния
которой представляют собой пары состояний из
цепи, не подверженной действию помехи, и цепи,
в которой произошел указанный сбой, в поглоща-
ющее состояние, соответствующее возвращению
на траекторию, образуемую только правильными
переходами цепи. При этом цепь имеет еще од-
но поглощающее состояние, которое может быть
определено одним из двух следующих способов:

(1) оно соответствует искажению хотя бы одной
выходной переменной до возвращения траек-
тории переходов автомата в состояние, соот-
ветствующее исправному;

(2) оно соответствует искажению выходов при со-
впадении состояний исправного и сбойного
автоматов.

Матрица переходных вероятностей вычисляется
по заданной таблице переходов автоматов и веро-
ятностям булевых единиц входных двоичных пе-
ременных автомата (поскольку переход в данное
состояние определяется той или иной операцией
над текущим значением входной переменной и те-
кущим состоянием). При этом можно определить
число временн‚ых тактов до возможного возвра-
щения к правильному функционированию путем
вычисления вектора вероятностей состояний, в ко-
торые попадает двумерная ЦМ из-за помехи за t пе-
реходов автомата:

~p(t) = ~p(t − 1)P ∗ = ~p(0) (P ∗)
t

, (1)

где начальное распределение ~p(0) определяется на-
чальными состояниями исправного и неисправно-
го автоматов, а P ∗ — матрица переходов указанной
двумерной ЦМ.

Если исправный автомат в начальный момент 0
находится в состоянии i0, а неисправный — в со-
стоянии j0 6= i0, то pi0,j0(0) = 1, а остальные коор-
динаты вектора ~p(0) равны нулю.

Компоненты вектора p(t) представляют собой
вероятности p0(t) попадания в поглощающее со-
стояние A0, соответствующее восстановлению пра-
вильного функционирования после прекращения
действия помехи, вероятности p1(t) поглощающего
состояния A1 (определенного одним из указанных

выше способов), и вероятности переходов в осталь-
ные (переходные) состояния ЦМ, в сумме равные
1− p0(t)− p1(t).

Подробный математический анализ модели вы-
полнен в [3]. Здесь приводится лишь поясняющий
пример, помогающий лучше понять описываемый
ниже анализ чувствительности конкретной про-
граммы.

Рассмотрим автомат, заданный табл. 1, где at

и as — текущие и следующие состояния автома-
та, X = (x1, x2, x3), Y = (y1, y2, y3, y4) — дво-
ичные входные и выходные переменные, причем
отсутствие того или иного компонента вектора X
во входных переменных означает его произволь-
ное значение, а вектора Y — нулевое, т. е. входной
вектор (0, 1, 1), а также входные векторы (0, 0, 0),
(0, 0, 1) и (0, 1, 0), соответствующие ячейке табли-
цы с x1, примененные к состоянию a1, приводят
автомат в состояние a2 и формируют на выходе
вектор (0, 1, 0, 1), и т. д.

Таблица 1 Автомат с двумя состояниями

at as X Y
a1 a2 x1 y2y4
a1 a2 x1x2 y2y3
a1 a1 x1x2 y2y4
a2 a1 x2 y2y4
a2 a1 x2x3 y1y4
a2 a2 x2x3 y2y4

Напомним, что если исправный автомат в на-
чальный момент 0 находится в состоянии i0, а не-
исправный — в состоянии j0 6= i0, то pi0,j0(0) = 1,
а остальные координаты вектора ~p(0) равны нулю.

Для данного автомата матрица переходных ве-
роятностей вычисляется по заданной таблице пе-
реходов автоматов и вероятностям булевых единиц
входных двоичных переменных автомата. При этом
в зависимости от выбора условий, определяющих
попадание рассматриваемой двумерной ЦМ в по-
глощающее состояние A1, можно рассмотреть раз-
ные модели формирования матрицы переходных
вероятностей P . Рассмотрим на примере данного
автомата две указанные модели.

Модель 4.1. Попадание ЦМ в поглощающее со-
стояние A1 во всех случаях несовпадения выходов
исправного и сбойного автоматов.

Матрица вероятностей переходов указанной
двумерной ЦМ представлена в виде табл. 2, где
pi = Prob (xi = 1), i = 1, 2, 3, qi = 1− pi.

Состояния A0 и A1 (см. табл. 2) соответствуют
указанным выше поглощающим состояниям дву-
мерной ЦМ. Состояния указанной ЦМ (1, 2), (2, 1)
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Таблица 2 Матрица вероятностей переходов автомата

A0 (1, 2) (2, 1) A1
A0 1 0 0 0
(1, 2) q1p2p3 p1p2p3 q1q2 p1q2 + p2q3
(2, 1) q1p2p3 q1q2 p1p2p3 p1q2 + p2q3
A1 0 0 0 1

означают, что в начальном состоянии автомат дол-
жен быть в состоянии a1(a2), но в результате сбоя
(ошибки, помехи) оказывается в a2(a1). Очевид-
но, что если число состояний исходного автомата
равно N , то размер двумерной ЦМ составит N(N −
− 1) + 2 и в данном примере будет равен 4.

Поясним подробно построение матрицы веро-
ятностей переходов двумерной ЦМ для автома-
та табл. 1, представив для большей наглядности
всю информацию о возможном поведении пары
исправного и сбойного автоматов в виде табл. 3.
Здесь, в отличие от табл. 1, указываются все ком-
поненты x1, x2 и x3 входного вектора, включая те,
которые не влияют на данный переход.

Пусть в начальный момент времени из-за
действия (необнаруженной) помехи автомат (см.
табл. 1) вместо состояния a1 оказался в состоя-
нии a2. Общая ЦМ Zt, описывающая совместное
функционирование исправного и неисправного ав-
томатов, имеет состояния: переходные (1, 2) и (2, 1)
и поглощающие A0 и A1. Здесь (1, 2) — исправ-
ный и неисправный автоматы находятся соответ-
ственно в состояниях a1 и a2; (2, 1) — в состоя-
ниях a2 и a1; A0 — событие «к данному моменту
произошло восстановление траектории функцио-
нирования автомата (он оказался в правильном со-
стоянии) и выходные данные не были искажены»;
A1 — неправильное функционирование уже про-
явилось в выходном сигнале. В отличие от погло-
щающих состояний, для состояний (1, 2) и (2, 1)
возможны переходы.

Вычислим переходные вероятности ЦМ Zt (см.
табл. 2).

Состояния A0 и A1 являются поглощающими,
и поэтому вероятность остаться в каждом из этих
состояний равна 1.

Из состояния (1, 2) в состояние A0 можно по-
пасть только в том случае, когда поступит сиг-

нал x1x2x3 (с вероятностью q1p2p3). Тогда оба авто-
мата (исправный и неисправный) перейдут в одно
и то же состояние a2, а выходной сигнал у обоих
автоматов — y2y4.

Из состояния (1, 2) в состояние (1, 2) можно
попасть только в том случае, когда поступит сиг-
нал x1x2x3 (с вероятностью p1p2p3). Тогда исправ-
ный автомат остается в состоянии a1, неисправ-
ный — в состоянии a2, а выходной сигнал у обоих
автоматов — y2y4. Аналогично вычисляется вероят-
ность перехода из состояния (1, 2) в состояние (2, 1).
Из состояния (1, 2) в состояние A1 можно попасть
при разных входных сигналах. Во-первых, если
поступит сигнал x1x2 (с вероятностью p1q2, третий
компонент входного сигнала может быть любым),
тогда выходной сигнал у исправного автомата —
y2y3, у неисправного — y2y4 (при этом исправный
автомат переходит из состояния a1 в состояние a2,
неисправный — из состояния a2 в состояние a1).
Во-вторых, если поступит сигнал x1x2x3 (с ве-
роятностью p1p2q3), тогда выходной сигнал у ис-
правного автомата — y2y4, у неисправного — y1y4
(при этом оба автомата попадают в состояние a1).
В-третьих, если поступит сигнал x1x2x3 (с вероят-
ностью q1p2q3), тогда выходной сигнал у исправного
автомата — y2y4, у неисправного — y1y4.

Пусть p1 = 0,2; p2 = 0,4; p3 = 0,25. При векто-
ре начальных состояний ~p ∗(0) = (0, 1, 0, 0) после
первого шага

~p ∗(1) = ~p ∗(0)P ∗ = (0,08; 0,02; 0,48; 0,42) .

Соответственно, вероятность p0(1) попадания
в поглощающее состояние A0, при котором авто-
мат при снятии кратковременного возмущения, вы-
звавшего сбой, вернется на траекторию переходов
исправного автомата до того, как произошло изме-
нение хотя бы на одном выходе y1, y2, y3, y4, рав-
но 0,08, вероятность p1(1) попасть в поглощающее
состояние A1 (выход исказился до возвращения на
правильную траекторию), равно 0,42 (произведение
строки начальных состояний на 4-й столбец мат-
рицы переходных вероятностей, соответствующий
попаданию в A1), и ЦМ останется в подмножестве
эргодических состояний (1, 2), (2, 1)с вероятностью
p(1) = 0,02 + 0,48 = 0,5.

Таблица 3 Описание возможных переходов пар состояний исправного и сбойного автоматов

at
X

x1x2x3 x1x2x3 x1x2x3 x1x2x3 x1x2x3 x1x2x3 x1x2x3 x1x2x3
a1 a1/y2y4 a1/y2y4 a2/y2y3 a2/y2y3 a2/y2y4 a2/y2y4 a2/y2y4 a2/y2y4
a2 a2/y2y4 a1/y1y4 a1/y2y4 a1/y2y4 a2/y2y4 a1/y1y4 a1/y2y4 a1/y2y4
(1, 2) (1, 2) A1 A1 A1 A0 A1 (2, 1) (2, 1)
(2, 1) (2, 1) A1 A1 A1 A0 A1 (1, 2) (1, 2)
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Таблица 4 Вероятности достижения поглощающих и эргодических состояний через t шагов

t = 0 t = 1 t = 2 t = 3 t = 4 · · · t = 28

p(0)(t) 0,000000 0,080000 0,120000 0,140000 0,150000 · · · 0,160000
p(1)(t) 0,000000 0,420000 0,630000 0,735000 0,787500 · · · 0,840000
�p(t) 1,000000 0,500000 0,250000 0,125000 0,062500 · · · 0,000000

После второго шага

~p ∗(2) = ~p ∗(1)P ∗ = (0,1200; 0,2308; 0,0192; 0,6300)

и т. д. согласно табл. 4.

Модель 4.2. Попадание ЦМ в поглощающее со-
стояние A1 только в случае несовпадения выходов
исправного и сбойного автоматов при попадании
сбойного автомата в состояние, совпадающее с со-
стоянием исправного.

Данная модель соответствует переходам
в табл. 5, в которой поглощающее состояние A1
соответствует несовпадению выходов при нахожде-
нии двух автоматов в одном и том же состоянии
(a1 в данном примере).

В этом случае матрица вероятностей переходов
может быть представлена в виде табл. 6. При этом
вероятности достижения поглощающих и эргоди-
ческих состояний через t шагов (аналогично табл. 4)
представлены в табл. 7.

В зависимости от назначения систем и подходов
к их проектированию, та или иная из двух рас-
смотренных семантик поведения систем в услови-
ях сбоев может оказаться более предпочтительной.
Более подробно этот вопрос обсуждается ниже на
конкретном примере.

5 Пример анализа устойчивости
программы к сбоям

Рассмотрим программу, которая должна удалять
пробелы из символьных строк согласно следующим
условиям:

– подавляются ведущие (стоящие в начале стро-
ки) пробелы;

– если строка заканчивается пробелами, то они
также удаляются;

Таблица 5 Описание возможных переходов пар состояний исправного и сбойного автоматов (модель 4.2)

at
X

x1x2x3 x1x2x3 x1x2x3 x1x2x3 x1x2x3 x1x2x3 x1x2x3 x1x2x3
a1 a1/y2y4 a1/y2y4 a2/y2y3 a2/y2y3 a2/y2y4 a2/y2y4 a2/y2y4 a2/y2y4
a2 a2/y2y4 a1/y1y4 a1/y2y4 a1/y2y4 a2/y2y4 a1/y1y4 a1/y2y4 a1/y2y4
(1, 2) (1, 2) A1 (2, 1) (2, 1) A0 (2, 1) (2, 1) (2, 1)
(2, 1) (2, 1) A1 (1, 2) (1, 2) A0 (1, 2) (1, 2) (1, 2)

Таблица 6 Матрица вероятностей переходов

A0 (1,2) (2,1) A1
A0 1 0 0 0

(1,2) q1p2p3 p1p2p3 p1q2 + q1q3 + p1p2q3 p1p2q3
(2,1) q1p2p3 p1q2 + q1q3 + p1p2q3 p1p2p3 p1p2q3
A1 0 0 0 1

Таблица 7 Вероятности достижения поглощающих и эргодических состояний
через t шагов (модель 4.2)

t = 0 t = 1 t = 2 t = 3 t = 4 · · · t = 28

p0(t) 0,000 0,08 0,1488 0,208 0,2589 · · · 0,563
p1(t) 0,000 0,06 0,1116 0,156 0,1941 · · · 0,423
p′(t) 1 0,86 0,7396 0,636 0,547 · · · 0,014
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Рис. 1 ASM-диаграмма программы

– внутри строки не может быть последователь-
ности, содержащей подряд более одного пробе-
ла, лишние пробелы удаляются.

Для упрощения анализа будем рассматривать
блок-схему программы для обработки только одной
строки (S1), подразумевая, что программа включа-
ет средства перехода к считыванию и обработке
следующей строки из всего множества строк обра-
батываемого данной программой текста.

Заметим, что данную программу можно рас-
сматривать как модель различных программ, пред-
назначенных для удаления некоторых служебных
символов в потоке передаваемой символьной ин-
формации, например признаков начала и конца
передачи блока данных в телекоммуникационных
приложениях.

Согласно сформулированной во введении це-
ли данной статьи рассмотрим задачу вычисления
вероятностной оценки возможности самовосста-
новления работы рассматриваемого программного
модуля после сбоя — в данном случае вопрос стоит
о восстанавливаемости работы при неправильном
выполнении операции. Это, очевидно, зависит не

только от структуры модуля, но также от вероят-
ности выполнения тех или иных переходов, т. е. от
входной информации.

Представим алгоритм, реализующий указанную
программу, как диаграмму «Алгоритмической ма-
шины состояний» (Algorithmic State Machine —
ASM) [8] (блок-схема на рис. 1).

На приведенной блок-схеме S1— массив, содер-
жащий обрабатываемую строку, из которой удалены
управляющие символы, не входящие в алфавит A,
длина этого массива — L1 (механизм считывания
и буферизации здесь не рассматриваем, считая весь
процесс буферизации одной операцией, соответ-
ствующей прямоугольнику S1 блок-схемы). Если
длина строки оказалось нулевой (например, содер-
жатся только специальные управляющие символы
(включая некоторый признак конца строки) и нет
ни одного символа из алфавита A), то вводится сле-
дующая строка. C1 — индекс в массиве S1, C2 —
индекс в массиве S2, в который записываются сим-
волы строки без удаленных пробелов и в котором
формируется результат работы программы (обозна-
чаемый как PrS2). В случае если строка состояла из
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одних пробелов, то пользователь получает сообще-
ние Empty.

В данной блок-схеме прямоугольники соответ-
ствуют выполнению некоторой операции, а ром-
бы — условиям перехода.

С помощью программы Abelite [8] можно полу-
чить конечно-автоматное представление блок-схе-
мы в виде автомата Мили, в котором двоичные
входные переменные соответствуют условиям вы-
бора пути на блок-схеме рисунка (из вершин ром-
ба «0» или «1»), а каждое выполнение операций
связано с переходом из состояния в состояние (по-
дробнее о программе Abelite и методологии ее ис-
пользования в проектировании цифровых систем
см. [7, 8]). Заметим, что программа Abelite сама
определяет по ASM-диаграмме состояния строяще-
гося автомата. Следует, однако, учесть следующие
обстоятельства:

(1) поскольку изложенная в предыдущем разде-
ле модель двумерной ЦМ произведения авто-
матов предполагает независимость случайных
входов автоматов, а в автоматах, получаемых
по ASM-диаграммам, входным переменным
соответствуют условные переходы, необходи-
мо, чтобы указанные переходы выполнялись
по условиям, определяемым независимыми
событиями;

(2) поскольку в данной модели сбоев рассматри-
ваются синхронные автоматы, каждый резуль-
тат изменения входных данных (выбор пере-
хода в ASM) должен фиксироваться в том или
ином состоянии автомата, что означает не-
обходимость того, чтобы выход каждого ром-
ба был связан с тем или иным прямоуголь-
ником.

Построенный программой Abelite автомат пред-
ставлен на рис. 2. Здесь первая колонка — предыду-
щее состояние, вторая — следующее состояние,
третья — логические значения входов x1–x6, вы-
зывающие соответствующий переход, последняя —
выходы автомата, формируемые при данном пере-
ходе.

Соответствие выходов и входов автомата блок-
схеме, представленной на рис. 1, описывает рис. 3.
Здесь знак <> замещает символ 6=, использование
которого (как и некоторых других знаков из табли-
цы символов MS Windows) запрещает интерфейс
программы Abelite [8], используемой для постро-
ения автомата.

Состояния a1–a13 описывают состояния по-
строенного автомата, y1–y16 — выходные пере-
менные, соответствующие выполнению операций
в прямоугольниках блок-схемы, состоящих или

a1 a13 1 y16
a2 a11 1 y13
a3 a9 1 y12
a4 a2 x1 y3
a4 a3 ∼x1 y2
a5 a2 x2 y1
a5 a4 ∼x2 y4
a6 a2 1 y11
a7 a8 x3 y10
a7 a5 ∼x3 y5
a8 a1 x1 y8
a8 a1 ∼x1 y9
a9 a6 1 y6

a10 a7 x4 y7
a10 a9 ∼x4 y12
a11 a10 x5 y12
a11 a8 ∼x5 y10
a12 a2 x6 y14
a12 a12 ∼x6 y15
a13 a12 1 y15

Рис. 2 Автомат Мили, соответствующий диаграмме
рис. 1

Выходные переменные (Micro Operations):
y1: S1[C1+1]=′′

y2: C2<>0
y3: C2=0
y4: S1[C1+1]<>′′

y5: <L1
y6: C2=C2+1,
y7: ′′

y8: Empty
y9: PrS2
y10: C2
y11: S2[C2]=S1[C1]
y12: S1[C1]
y13: C1=C1+1
y14: C1=0;C2=0
y15: L1
y16: S1

Входные переменные (Logical Conditions):
x1: C2=0
x2: S1[C1+1]=′′

x3: C1=L1
x4: S1[C1]=′′

x5: C1=<L1
x6: L1>0

Рис. 3 Соответствие входных и выходных переменных
автомата операциям и переходам в ASM
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в присвоении значений одной переменной другой,
или в выполнении непосредственно указанных дей-
ствий. Переменные S1[C1+1]=′′, ′′, С2<>0 пред-
ставляют собой отмеченные «синхронизирующие»
операции, которые вставляются в диаграмму для
разделения моментов изменения входов автомата.
Эти псевдооперации просто фиксируют состояние
автомата, в которое он перешел после выбора соот-
ветствующего перехода.

Состояния автомата легко могут быть интер-
претированы при сравнении рис. 2 и 3. Например,
состояние a4 — это состояние, когда в слове обна-
ружен пробел, за которым идет не пробел. Если это
происходит в начале слова, то пробел не записыва-
ется в формируемое слово S2, в противном случае —
записывается.

Ввиду того что сбои рассматриваются как собы-
тия, случайно происходящие во время обработки
множества строк S в некотором заданном алфа-
вите, вероятности событий задаются на множестве
всех возможных строк, содержавших символы ал-
фавита, и на множестве индексов символов внутри
каждой из строк.

Для построения требуемой марковской модели
(см. разд. 2) необходимо каждой входной перемен-
ной автомата (x1, . . . , x6) приписать вероятность
булевой единицы, что соответствует вероятности
активизации соответствующего пути в блок-схе-
ме рис. 1 по единичной ветви. Эти вероятности
оцениваются по наборам обрабатываемых текстов
ST ⊆ S, рассматриваемых как конечная выборка
объемом NT из множества S.

Например, вероятность того, что x6 = 1, оцени-
вается как Prob (L1 > 0) = Nemp/NT , где Nemp —
число пустых строк; NT — общее число строк в тес-
товом наборе. Это оценка вероятности отсутствия
пустых строк в потоке обрабатываемых строк, на-
пример, состоящих только из признаков начала
и конца и не содержащих ни одного символа ис-
пользуемого алфавита (построение тестового набо-
ра рассматривалось в [4]).

Рассмотрим применение данной модели при
анализе чувствительности теста и устойчивости
программы к сбоям, а именно: вычисляя значения
вероятностей попадания двумерной ЦМ, постро-
енной из пары автоматов с разными начальными
условиями, одно из которых соответствует изме-
нению вектора начального состояния в результате
сбоя, в поглощающее состояние.

Для рассматриваемого примера общее число со-
стояний двумерной ЦМ {(i, j)}, где i и j — индексы
состояний ai и aj исправного и автомата, подверг-
нувшегося сбою (»сбойного» автомата), как указано
в предыдущем разделе, равно N(N −1)+2, где N —
число состояний автомата на рис. 2, и составля-

ет 158. Состояния упорядочиваются следующим
образом:

{A0, (1, 2), (1, 3), (1, 4), (1, 5), (1, 6), (1, 7), (1, 8),

(1, 9), (1, 10), (1, 11), (1, 12), (1, 13), (2, 1), (2, 3),

(2, 4), . . . , (5, 6), . . . , (13, 11), (13, 12), A1} .

Вектор вероятностей начальных состояний{pi,j}158
имеет единственную единичную компоненту
(i0, j0): если исправный автомат в начальный мо-
мент 0 находится в состоянии i0, а неисправный —
в состоянии j0 6= i0, то pi0,j0(0) = 1, а остальные
координаты вектора ~p(0) равны нулю. Например,
для сбоя вида (5, 6), вектор ~p(0) будет содержать
единицу на позиции (5, 6).

6 Анализ чувствительности
к сбоям по результатам
тестирования

Пусть имеется некоторое множество строк S1,
представляющее набор тестов для функционально-
го тестирования программы. Пусть определены по
данному тестовому множеству текстов (или более
широкому множеству текстов, рассматриваемых
как обучающая выборка) вероятности Prob (x1 =
= 1), . . . ,Prob (x6 = 1).

Как отмечалось в разд. 4, для каждой автомат-
ной модели программы можно построить две раз-
ные ЦМ, у одной из которых поглощающее состо-
яние A1 определяется подмножеством переходов
цепи Zt, у которых выходы исправного и сбойного
автоматов не совпадают (модель 4.1), а у другой ЦМ
состояние A1 соответствует переходам, в которых
не совпадают выходы при совпадении состояний
(модель 4.2). Использование той или иной модели
зависит от того, какую конкретно задачу предстоит
решать.

Рассмотрим задачу определения вероятного ин-
тервала самовосстановления. В этом случае, оче-
видно, адекватной является именно модель 4.2,
поскольку модель 4.1 означает проверку несовпа-
дения выходов для каждого состояния, что в ряде
случаев может не позволять реализовывать эффект
самовосстановления, поскольку работа программы
может быть остановлена уже на первом такте по-
сле сбоя, тогда как многие алгоритмы самовосста-
новления и самокоррекции как раз предполагают
наличие некоторого времени на самовосстановле-
ние [9].

Далее рассмотрим несколько примеров анализа
автомата, заданного в табл. 5, на чувствительность
и устойчивость к сбоям.
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Пример 1. Рассмотрим сбой (10, 8): «автомат вместо
состояния a10, в котором он должен находиться на
данном такте после перехода на предыдущем так-
те, в результате сбоя оказался в состоянии a8», что
означает, согласно рис. 2, выполнение операции y10
вместо y12 и, соответственно, формирование ре-
зультирующей строки S2 может быть закончено до
исчерпания символов во входной строке S1. При
этом таблица вероятностей восстановления p0(t),
появления сбоя на выходах p1(t) и нахождения на
неправильной траектории переходов при неиска-
женных выходных переменных ∼ p(t) вычисляет-
ся по формуле (1) как произведение указанного
выше вектора вероятности начальных состояний
на n-ю степень матрицы вероятностей переходов
двумерной ЦМ, вычисляемую по вероятностям пе-
реходов, как это показано на примере автомата
табл. 1–3. Для данного примера аналогичные мат-
рицы 158× 158 строятся программой [10].

Возьмем некоторый вектор вероятностей еди-
ничных значений входов x1, . . . , x6 (не задаваясь
пока вопросом связи их значений с семантикой
программы), например 0,2, 0,7, 0,2, 0,7, 0,01, 0,2,
и вычислим значение вероятностей самовосстанов-
ления на шагах (тактах) t = 1, . . . , 19по формуле (1),
представив их вектором

P0(t) = [0, 0, 0, 0, 0, 0,3136, 0,3136, 0,31395,

0,45906, 0,57226, 0,64495, 0,69991, 0,75712,

0,78388, 0,82202, 0,85148, 0,87607, 0,89468,

0,91082, 0,92396] ,

где номер каждой позиции соответствует номеру
такта минус 1 (первый элемент соответствует мо-
менту сбоя и считается нулевым индексом).

Как видно из вектора вероятностей самовос-
становления P0(t), уже к 12-му такту после сбоя
вероятность восстановления достаточно высока
(0,757).

Проанализируем связь вероятностей x1, . . . , x6
с семантикой рассматриваемой прикладной задачи
рис. 1. Как отмечалось выше, вероятности вход-
ных переменных x1, . . . , x6 определяются распреде-
лением пробелов в текстах, образующих тестовое
множество строк. Вероятность события C2 = 0
(представляемое переменной x1) означает веро-
ятность того, что на случайно выбранном шаге
алгоритма (на всем множестве тестовых строк) ока-
жется, что ни одного ведущего пробела пока не
встречено. В данном примере эта вероятность рав-
на 0,2, что указывает на достаточно высокую плот-
ность пробелов в строках множества. О том же гово-
рит значение вероятности для переменных x2 и x4,
соответствующих частоте пробелов в тестовых стро-
ках. Значение вероятности для x3 — вероятность

встретить на случайном шаге конец строки, которая
в рассматриваемом случае небольшая. Очевидно,
что переменные x5 и x3 («C1 = L1») логически
связаны (чем больше вероятность встретить конец
строки, тем меньше вероятность того, что стро-
ка столь (относительно) длинная, что в случайно
выбранный момент времени выполняется условие
C1 < L1), что ставит вопрос о возможности считать
их независимыми.

Отметим, что если, как отмечалось выше, рас-
сматривать данную программу анализа наличия
и удаления пробелов как модель телекоммуникаци-
онной программы, для которой пробелам соответ-
ствуют те или иные служебные символы, то условие
L1 = 0 означает отсутствие в некоторой посылке
информационных символов, а малые значения ве-
роятности L1 > 0 означают, что информационные
посылки достаточно редки.

Приведем примеры вычисления вероятностей
самовосстановления также для других сбоев и для
различных значений вероятностей x1, . . . , x6.

Пример 2. Для сбоя (10, 8) и вероятностей вхо-
дов 0,05; 0,7; 0,1; 0,05; 0,9; 0,1

P0(t) = [0, 0, 0, 0, 0, 0,00405, 0,00405, 0,0040898,

0,062046, 0,062999, 0,066632, 0,068139, 0,069252,

0,10226, 0,10411, 0,10778, 0,11016, 0,1119,

0,13258, 0,13501] .

Пример 3. Для сбоя (7, 9) при тех же вероятностях
входов вероятность восстановления крайне мала:

P0(t) = [0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0,00729, 0,00741,

0,010307, 0,010507, 0,0124, 0,01847, 0,018905,

0,02131, 0,021632, 0,0242, 0,0295, 0,03004, 0,03211].

7 Обсуждение результатов
и направление дальнейших
исследований

Благодаря предложенному подходу можно су-
дить об устойчивости программ к случайным сбоям
и в случае необходимости использовать дополни-
тельные средства и методы восстановления про-
грамм. При этом построение марковской модели
(матрица вероятностей переходов) может выпол-
няться по раннее разработанным функциональным
тестам и не требует дополнительных затрат на по-
строение новых тестов.

Вероятность самовосстановления для рассмат-
риваемой программы в общем случае может быть
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мала, что ставит вопрос о том, как информация,
полученная при изложенном анализе самовосста-
новления, может быть использована проектиров-
щиком для получения вариантов программ, устой-
чивых к случайным сбоям.

Рассмотрим основные факторы устойчивости
к сбоям, которые должен учитывать проектиров-
щик программно-аппаратной системы, исследу-
емой с помощью данной модели программы. Преж-
де всего, как это видно из анализа рассмотренных
примеров, существенным является прикладное на-
значение и функциональные особенности проек-
тируемой системы, отображаемые в используемых
тестовых множествах. Например, для рассмотрен-
ной программы, если исходя из исходной специфи-
кации проекта некоторой системы, частью которой
является данная программа, следует, что большая
часть данных на входе программы (строка S1) не
содержит символов заданного (используемого) ал-
фавита, то вероятность самовосстановления весьма
высока.

Если же это не так и вероятности самовосста-
новления на рассматриваемом тестовом множестве
малы (см. пример 3), то проектировщик принима-
ет решение о тех или иных способах обеспечения
защиты.

В зависимости от используемых критериев ка-
чества проекта (стоимость, потребление энергии,
вес, габариты, надежность и т. д.) он принимает ре-
шение о том, что более эффективно — существенно
сократить интенсивность сбоев и/или применить
те или иные схемы самовосстановления.

Упрощенно оценку влияния аппаратных сбо-
ев можно представить следующим образом.
Пусть Ln — список сбоев ((10,8), (7,9) и т. д. в рас-
смотренных примерах). Тогда, оценив известными
методами вероятности аппаратных сбоев [1] pi, i =
= 1, . . . , |Ln|, которые влияют, например, на соот-
ветствующие области программной памяти, ответ-
ственные за сбои из списка Ln, вероятность сбоя на
интервале тактов [1, t]:

Pt =
∑

i=1,...,|Ln|

piP
i
0 ,

где P i
0 — компоненты векторов P0(t), соответству-

ющие тактам 1, 2, . . . , t для каждого из сбоев i из
списка Ln, примеры вычислений которых даны
в предыдущем разделе и которые в данном слу-
чае интерпретируются как условные вероятности
сбоя, при условии что произошел сбой i, а приве-
денная формула представляет собой формулу пол-
ной вероятности события «произошел сбой». Имея
список сбоев и вычисленные вероятности самовос-
становления, можно сформулировать требования

к аппаратуре для обеспечения допустимых pi. Да-
лее разработчик использует те или иные подходы
к обеспечению устойчивости программного обес-
печения к сбоям, например N-version programming,
при которой в память записывается n (где n —
нечетное число) копий (версий) программы с по-
следующим сравнением результатов «по большин-
ству».

Другой практически важной задачей является
оценка чувствительности к сбою в тестовом набо-
ре, когда при передаче некоторого блока символов
случайно изменился один из символов. Эту ситуа-
цию также желательно оценить при анализе проек-
та ВС, так как это говорит либо о проявлении сбоя
в канале ввода данных (в данном случае — символь-
ных строк), либо, если рассматривается модульная
система, о сбое в модуле (аппаратном или про-
граммном), являющемся источником данных для
диагностируемого программного модуля.

Формально именно эта задача может решать-
ся при использовании модели 4.1, и если тесты
чувствительны к кратковременным сбоям, то есть
основания надеяться, что эти тесты обладают вы-
соким качеством (полнотой) также относительно
других классов отказов, например ошибок при вы-
полнении функций. Согласно общему принци-
пу тестирования некоторое ошибочное изменение
в системе проверяется, если хотя бы одна из на-
блюдаемых выходных переменных изменяет свое
значение по сравнению с исправной (эталонной)
системой при заданном множестве наблюдаемых
(при тестировании) переменных. Если это про-
изошло, система признается неисправной и даль-
нейшее ее функционирование невозможно (сраба-
тывают те или иные механизмы принудительной
остановки).

Однако вероятность обнаружения сбоя на вы-
ходах зависит от того, какое подмножество ком-
понентов вектора Y рассматривается в качестве
выходов программы и с какой периодичностью
(каков интервал в тактах между последовательны-
ми наблюдениями выходов). Например, для рас-
сматриваемой программы контролировать было бы
логично только компонент вектора выходов PrS2
(см. рис. 1). Это означает, что при задании по-
глощающего состояния A1 решения задачи оцен-
ки вероятности обнаружения (тестирования) сбоя
необходимо учитывать используемые контролиру-
емые выходы.

Расширение предложенной модели на задачу
оценки вероятности обнаружения случайного сбоя
на заданном подмножестве контролируемых выхо-
дов представляется весьма актуальным и является
предметом дальнейших исследований.
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О НЕКОТОРЫХ МАТЕМАТИЧЕСКИХ И ПРОГРАММНЫХ

МЕТОДАХ ПОСТРОЕНИЯ СТРУКТУРНЫХ МОДЕЛЕЙ

ИНФОРМАЦИОННЫХ ПОТОКОВ∗

А. К. Горшенин1

Аннотация: Потоки событий в современных информационных системах не являются регулярными, по-
этому методы анализа, основанные на классических теоремах, справедливых при определенных условиях
регулярности, могут приводить к некорректным выводам, включая недооценку рисков экстремальных
событий. При практическом моделировании и анализе нестационарных информационных потоков
ключевой задачей становится выбор статистических методов оценивания неизвестных параметров моде-
лей. В исследованиях, проводимых в рамках научной школы профессора В. Ю. Королева, традиционно
для этих целей принято использовать так называемый метод скользящего разделения смесей (СРС-ме-
тод), основанный на специальном разбиении исходной выборки на подвыборки (окна) и дальнейшем
анализе поведения данных на каждом окне, в рамках смешанных вероятностных моделей. Описанные ме-
тоды анализа стохастических данных на основе смешанных вероятностных моделей позволяют повысить
эффективность исследования сложных информационных систем. Развитие и использование предложен-
ных методов может оказаться весьма полезным в соответствующих областях прикладной математики
и компьютерных наук.

Ключевые слова: информационные системы; смешанные вероятностные модели; метод скользящего
разделения смесей; статистический анализ данных; экстремальные наблюдения; зашумленные данные;
пороговое значение; метод Peak Over Threshold; теорема Пикандса – Балкемы – Де Хаана; теорема Реньи;
онлайн-комплекс; матричные вычисления
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1 Введение

Потоки событий в современных информаци-
онных, телекоммуникационных и вычислительных
системах не являются регулярными (стационарны-
ми, однородными), поэтому методы анализа, осно-
ванные на классических теоремах, справедливых
при определенных условиях регулярности, мо-
гут приводить к некорректным выводам, включая
недооценку рисков экстремальных событий. При
практическом моделировании и анализе нестаци-
онарных информационных потоков ключевой за-
дачей становится выбор статистических методов
оценивания неизвестных параметров моделей.

В исследованиях, проводимых в рамках научной
школы профессора, доктора физико-математиче-
ских наук В. Ю. Королева (ВМК МГУ им. М. В. Ло-
моносова, ИПИ ФИЦ ИУ РАН), традиционно для
этих целей принято использовать так называемый
СРС-метод [1], основанный на специальном раз-
биении исходной выборки на подвыборки (окна)
и дальнейшем анализе поведения данных на каж-

дом окне, в рамках смешанных вероятностных мо-
делей. Поэтому особое внимание в данной работе
уделяется подходам, способствующим повышению
эффективности СРС-метода.

Статья посвящена обзору следующих основных
результатов исследований, соответствующих тема-
тике проекта РФФИ 15-37-20851 мол а вед «Ма-
тематические и программные методы построения
структурных моделей информационных потоков»
(руководитель — А. К. Горшенин):

– развитие и апробация методологии определе-
ния экстремальных наблюдений в данных (как
на основе СРС-метода [2], так и с использова-
нием теорем Пикандса – Балкемы – Де Хаана
и Реньи о редеющих потоках [3]);

– изучение методологии искусственного зашум-
ления исходных данных для повышения кор-
ректности результатов анализа СРС-метода [4];

– разработка программной реализации сеточных
методов разделения конечных смесей на базе
архитектуры NVIDIA CUDA [5];

∗Работа выполнена при частичной поддержке РФФИ (проект 15-37-20851 мол а вед) и Программы Президиума РАН № I.33П
(проект 063-2016-0015).

1Институт проблем информатики Федерального исследовательского центра «Информатика и управление» Российской академии
наук, agorshenin@frccsc.ru
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– реализация анализа моментных характеристик
конечных нормальных смесей [6];

– анализ стохастического подхода к верификации
времени выполнения программного кода [7];

– разработка архитектуры [8] специализирован-
ного онлайн-комплекса стохастического мо-
делирования реальных процессов и созда-
ние бета-версии вычислительного портала
http://msm-analysis.com с системой пользова-
тельской регистрации, тестовым набором мето-
дов обработки данных, развиваемых в проекте,
и выводом графических результатов [9];

– использование полученных инструментов для
анализа реальных данных (турбулентные пото-
ки тепла между океаном и атмосферой [10], от-
четы профилировщика программного кода [7],
информация об осадках [11, 12]).

2 Методология определения
экстремальных наблюдений
в данных

В статье [2] продемонстрирован подход на осно-
вании упорядочения весов и дисперсий, получа-
емых в рамках аппроксимации исходных данных
моделью типа конечной смеси нормальных законов
и применения СРС-метода. Для этого полученные
компоненты смеси упорядочиваются по убыванию
значения дисперсий, а наблюдения, соответству-
ющие компоненте с наибольшим значением, мо-
гут интерпретироваться как экстремальные отно-
сительно других. Данный метод решения задачи
определения доли таких наблюдений в исходной
выборке не требует привлечения теории экстре-
мальных значений (так как соответствует парамет-
ру веса соответствующей компоненты), однако для
исходных данных (в указанной работе рассмотрен
пример турбулентных потоков тепла между океа-
ном и атмосферой) необходимо заранее определить
модель, пусть и достаточно общего вида.

В работе [3] предложена альтернативная описан-
ной выше методология определения экстремальных
пороговых значений в неотрицательных данных,
которые характерны для многих информационных
систем. Стоит отметить, что данный подход разви-
вает популярную технику Peak Over Threshold [13].

Согласно предельной теореме Реньи [14] для ре-
деющих потоков, стационарный точечный процесс
при специальном прореживании (каждая точка уда-
ляется с вероятностью 1 − p, где p → 0) сходится
к пуассоновскому процессу. При этом интерва-
лы между скачками имеют экспоненциальное рас-
пределение. Таким образом, проверяя гипотезу

экспоненциальности, можно определить порого-
вое значение. Согласно теореме Пикандса – Балке-
мы – Де Хаана [15, 16] распределение превышений
данного порога должно стремиться к обобщенному
распределению Парето с функцией распределения
Fξ,σ,µ(x), а именно: для достаточно широкого клас-
са распределений случайной величины X

F (X − u 6 y | X > u)→ Fξ,σ,µ(y) при u → ∞ ,

где Fξ,σ,µ(x) имеет следующий вид:

Fξ,σ,µ(y) =

=





1−

(
1 +

ξ(y − µ)

σ

)−1/ξ

, если ξ 6= 0 ;

1− e−(y−µ)/σ иначе .

(1)

Успешность подгонки реальных данных прове-
ряется по χ2-критерию. Подобная процедура со-
ставляет суть восходящего метода определения по-
рогового значения, так как «уровень»поднимается
от нулевого значения данных с некоторым шагом,
пока проверяемая гипотеза об экспоненциальности
отвергается (поясняющие графики можно найти
в работе [3]). Допустимо движение и в обратном
направлении — так реализуется нисходящий ме-
тод определения порогового значения. В статье [3]
также приведены наглядные блок-схемы для каж-
дого из методов, позволяющие реализовать проце-
дуру на любом удобном языке программирования.
Стоит отметить, что в качестве данных могут вы-
ступать наблюдения любой природы, удовлетворя-
ющие условию неотрицательности.

Предположим, что наблюдения могут быть раз-
делены на группы строго положительных и нулевых
наблюдений, следующих друг за другом, т. е. исход-
ные данные можно записать в виде Xn,j, где n —
номер соответствующей группы с ненулевыми дан-
ными, а j соответствует позиции элемента внутри
данной группы. Пусть t — время начала одной из
групп. Тогда можно рассмотреть данные, представ-
ляющие собой кумулятивные суммы:

– Xn,1 в момент времени t;

– Xn,1 +Xn,2 в момент времени t+ 1;
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

– Xn,1 + · · · + Xn,kn
в момент времени t + kn,

параметр kn соответствует размеру группы.

Превышение порога происходит в момент време-
ни t + j, который определяется выполнением сле-
дующих условий:

Xn,1 + · · ·+Xn,j−1 6 u ;

Xn,1 + · · ·+Xn,j > u .
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В случае если Xn,j имеют гамма- или Парето-
распределение, представление кумулятивных дан-
ных в виде случайной суммы со случайным чис-
лом слагаемых

∑Nn

j=1Xn,j, где Nn есть случайная
величина с отрицательным биномиальным распре-
делением, приводит к новым смешанным вероят-
ностным моделям (например, пуассоновским) [1],
что позволяет более тонко исследовать структуру
изучаемых процессов.

Описанная методология опирается на две фун-
даментальные теоремы теорий случайных про-
цессов и экстремальных значений без априорных
предположений о данных, что позволяет, с одной
стороны, адаптивно учитывать их изменяющуюся
структуру, а с другой — ослабить эмпирические
предположения при построении вероятностно-
статистических моделей. Результаты могут быть
использованы при построении вероятностных
прогнозов экстремальных событий, связанных с не-
стационарными потоками событий в различных
информационных системах, в том числе и для ана-
лиза климатических изменений в регионах с по-
тенциальными угрозами наводнений и затопления
жилых, промышленных и иных стратегически важ-
ных объектов.

3 Методология искусственного
зашумления исходных данных
для повышения корректности
результатов анализа метода
скользящего разделения смесей

Одной из наиболее важных характеристик про-
цессов, происходящих в информационных систе-
мах, является интенсивность (трафика, событий
и т. д.) — величина, которая является неотрицатель-
ной. В этой ситуации использование СРС-метода
для конечных сдвиг-масштабных смесей представ-
ляется не вполне корректным, так как данный класс
распределений сосредоточен на всей действитель-
ной оси. Для решения данной проблемы в работе [4]
предложено использование искусственного зашум-
ления выборки с помощью добавления к данным
случайной величины с известным распределени-
ем, а именно: нулевым математическим ожидани-
ем и некоторой дисперсией. При этом известно,
что конечные нормальные смеси являются доста-
точно адекватной аппроксимацией для нормальных
дисперсионно-сдвиговых, выступающих в качестве
предельных распределений для сумм случайных ве-
личин со случайным числом слагаемых. Таким
образом, можно получить разумные асимптотиче-

ские аппроксимации статистических закономерно-
стей в рассматриваемых данных.

Отметим, что методология искусственного
зашумления успешно применяется, например,
в области статистической обработки сигналов (см.,
например, [17, 18]). Кроме того, как продемонстри-
ровано в работе [19], такая техника может способ-
ствовать некоторому повышению вычислительной
эффективности широко известного метода полу-
чения оценок максимального правдоподобия —
EM-алгоритма.

В рамках работы [4] было проведено зашумление
строго положительных данных, новая выборка,
в которой появились отрицательные наблюдения,
исследовалась с помощью классической модели
конечных сдвиг-масштабных смесей нормальных
распределений в рамках СРС-метода, а затем из
полученных результатов была удалена известная
шумовая компонента (при этом были корректно
пересчитаны веса оставшихся, чтобы в сумме по-
прежнему получалась единица), а именно: для каж-
дого из наблюдений Xj зашумление предполагает
проведение замены вида

Xj → Xj + εj

для всех j = 1, . . . , N , где N — число исходных на-
блюдений. В качестве зашумляющих использованы
случайные величины εj ∼ N (0, σ2) с нормальным
распределением с параметрами 0 и σ, при этом вы-
бор параметра σ позволяет варьировать изменение
начальных данных. Неудачный выбор σ (напри-
мер, в случае превышения значения выборочного
среднеквадратического отклонения) может привес-
ти к существенным изменениям в данных и потере
структурных компонент в рамках анализа СРС-ме-
тодом. Случайные величины Xj и εj предполагают-
ся независимыми. Очевидно, что данная операция
зашумления не изменяет математические ожидания
как компонент, так и самой смеси, а для дисперсии
справедливо представление (см. подробнее [1, 4]):

Dmixt =

k∑

i=1

pi(t)

[
ai(t)−

k∑

i=1

pi(t)ai(t)

]2
+

+
k∑

i=1

pi(t)(σ
2
i (t) + σ2) =

=

k∑

i=1

pi(t)

[
ai(t)−

k∑

i=1

pi(t)ai(t)

]2
+

+
k∑

i=1

pi(t)σ
2
i (t) + σ2.
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Полученные в ходе такого анализа результаты
продемонстрировали значительно лучшее качество
выделения структурных компонент по сравнению
с ситуацией, когда в качестве входа СРС-мето-
да использовалась исходная неотрицательная вы-
борка.

Дальнейшие исследования в данном вопросе
могут быть направлены на установление критериев,
которые могли бы использоваться для автоматиза-
ции процесса зашумления исходных данных, т. е.
выбора значения параметра σ. В частности, мо-
жет быть использован подход на основе статьи [20]
в рамках изучения связи между ошибкой измере-
ния, погрешностью округления и точностью вос-
становления измеряемой величины.

4 Реализация сеточных методов
разделения конечных смесей
на базе архитектуры NVIDIA
CUDA

Стремительный рост популярности решений на
базе платформ, ориентированных на задействова-
ние в процессе проведения вычислений специали-
зированных графических видеокарт, наблюдается
в широком спектре актуальных исследовательских
областей: в медицине для реконструкции изображе-
ний, в задачах геостатистического имитационного

моделирования для изучения запасов нефти и га-
за, в фармакокинетическом анализе данных (бо-
лее подробный обзор с указанием ссылок приведен
в статье [5]).

В работе [21] были предложены концептуальные
решения на базе архитектуры NVIDIA CUDA, напра-
вленные на повышение эффективности реализации
сеточных модификаций методов поиска оценок не-
известных параметров в смешанных вероятностных
моделях. Была разработана программная реализа-
ция сеточного метода разделения смесей нормаль-
ных распределений с фиксированными компонен-
тами на базе архитектуры NVIDIA CUDA, описанного
в статье [22]. Данное решение подходит для об-
работки данных в режиме реального времени (или
в близком к нему). Аналогичные реализации в рам-
ках библиографического поиска в базе Web of Sci-
ence обнаружены не были.

Пример графического представления результа-
тов работы данного метода с помощью средств пор-
тала http://msm-analysis.comпродемонстрирован на
рис. 1. В работе [5] можно найти аналогичный гра-
фик, созданный в среде MATLAB.

Отметим, что теоретическое обоснование кор-
ректности использования сеточных методов раз-
деления конечных сдвиг-масштабных смесей нор-
мальных законов для ряда достаточно общих
моделей можно найти в статьях [23, 24], некото-
рые результаты для дисперсионно-сдвиговых сме-
сей нормальных законов приведены в статье [25].

Рис. 1 Изменение значений логарифма функции правдоподобия при изменении параметрической сетки (график
создан средствами онлайн-портала http://msm-analysis.com)
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5 Реализация анализа моментных
характеристик конечных
нормальных смесей

В работе [6] значительное внимание уделяет-
ся получению явных формул для ряда моментных
характеристик, отражающих динамику изменения
смеси в процессе использования СРС-метода,
прежде всего в матричном представлении, — ма-
тематического ожидания, дисперсии, коэффици-
ентов асимметрии и эксцесса.

Для отыскания подобных характеристик требу-
ется вычисление значений центральных моментов
порядка µ > 1, µ ∈ N, E (Zt − EZt)

µ, где случай-
ная величина Zt имеет распределение типа конеч-

ной сдвиг-масштабной смеси нормальных законов,
а индекс t указывает на то обстоятельство, что пара-
метры распределения могут изменяться в процессе
работы СРС-метода. Очевидно, что для получе-
ния явного представления требуется отыскание со-
ответствующих начальных моментов, матричные
формулы для первых четырех из которых приведе-
ны ниже:

EZm
t =

=






Pt · ATt , m = 1;

Pt

(
DA, t · ATt +D›, t ·›Tt

)
, m = 2;

Pt · DA, t

(
DA, t · ATt + 3D›, t · ›Tt

)
, m = 3;

Pt

(
D3A, t · A

T
t + 6D

2
›, t · DA, t · ATt +

+ 3D3›, t ·›
T
t

)
, m = 4;

Рис. 2 Прогнозирование MAD с помощью модели ARIMAX: (а) 500 шагов (1 — наблюдения; 2 — прогноз; 3 —
измерения); (б) модуль отклонения прогноза от истинного значения
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матричная запись для компонент смеси представ-
лена в виде соответствующих векторов

Pt =
(
p1, . . . , pk(t)

)
;

At =
(
a1, . . . , ak(t)

)
;

›t =
(
σ1, . . . , σk(t)

)
;

DA, t = diag
{
a1, . . . , ak(t)

}
;

D›, t = diag
{
σ1, . . . , σk(t)

}
,

а обозначение diag{· · · } использовано для записи
диагональных матриц с указанными элементами.
Использование таких выражений позволяет значи-
тельно повысить эффективность вычислений для
ряда современных архитектур (см., например, [26]).

Необходимо отметить, что работа в данном на-
правлении может быть развита с точки зрения про-
гнозирования данных характеристик. На рис. 2, а
приведен пример прогнозирования величины сред-
него абсолютного отклонения (MAD, median absolute
deviation) для математического ожидания смеси по
известным 8650 наблюдениям (кривая 1) на 500 ша-
гов (кривая 2) с помощью интегрированной моде-
ли авторегрессии — скользящего среднего ARIMAX.
Рисунок 2, б демонстрирует величину абсолютного
отклонения от истинных наблюдений (кривая 3 на
рис. 2, а) для этих 500 шагов. Видно, что в дан-
ном случае можно успешно прогнозировать поряд-
ка 150 наблюдений, что важно в случае необхо-
димости расчетов в реальном времени (получается
больший временной слот на обновление оценок
параметров смешанной вероятностной модели).

6 Cтохастический подход
к верификации времени
выполнения программного
кода

Важной задачей при разработке программного
обеспечения, в том числе критического по быст-
родействию, является контроль накладных рас-
ходов, возникающих из-за различных причин
(в частности, из-за изменения среды окружения,
в которой запускается программа). Для стохастиче-
ской верификации времени выполнения программ
в работе [7] было предложено использование тех-
ники на основе применения СРС-метода.

Анализ функционирования программы в сре-
де выполнения со случайными факторами может
выполняться по следующему алгоритму. Один
и тот же программный код многократно запускается
для формирования тестовой выборки необходимо-
го размера, которая содержит сведения о времени

его работы. В качестве тестового примера были
использованы 10 000 запусков одной из встроенных
функций (surf) среды MATLAB, предназначенной
для рисования трехмерных поверхностей. С по-
мощью СРС-метода для конечных сдвиг-масштаб-
ных смесей нормальных законов были выявлены
структурные компоненты неизвестного формиру-
ющего процесса, которые затем сопоставлялись
с результатами профилирования, в частности для
поиска соответствия с конкретными элементами
программного кода, на которые в процентном от-
ношении тратилось время, эквивалентное весам
соответствующих компонент в аппроксимирующей
смеси. Был выявлен участок в программном коде,
временн‚ые затраты на работу которого составляют
около 80% общего времени, еще один блок с 8%
затрат и три участка с долей около 3% каждый. Эти
данные хорошо согласуются с результатами СРС-
метода, с помощью которого была определена глав-
ная компонента с большим весом, одна компонента
с умеренным весом, а также 2–3 «шумовые» ком-
поненты.

Подобный подход к анализу производитель-
ности программного обеспечения был впервые
предложен в работе [7]. При этом возможен ана-
лиз и исходных данных профилировщика, однако
здесь следует учитывать, что они представляют со-
бой строго положительные значения, поэтому мо-
жет оказаться весьма полезной описанная выше
методология искусственного зашумления наблю-
дений. Разработанная методология может быть
использована для оценивания производительности
программного кода и соответствующей структу-
ры временн‚ых затрат в рамках специализирован-
ной онлайн-системы http://msm-analysis.com, на-
пример для определения эффективности отдельных
ее модулей.

7 Анализ реальных данных
с помощью разработанных
подходов

В статье [2] СРС-метод использован в примене-
нии к задаче статистического моделирования зако-
номерностей в явных и скрытых турбулентных теп-
ловых потоках между океаном и атмосферой. Также
для повышения эффективности и качества анали-
за предложена специальная версия EM-алгоритма,
основанная на максимизации функции правдопо-
добия в классе конечных смесей нормальных за-
конов. В качестве исходных данных используются
результаты шестичасовых наблюдений в Атланти-
ке за период с 1948 по 2008 гг. Показано, что
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в эволюции тепловых потоков основная компонен-
та с небольшой дисперсией может сопровождать-
ся стохастически развивающимися и исчезающими
компонентами с большой дисперсией, при этом
вклад в общую дисперсию ее чисто стохастической
диффузионной компоненты превосходит динами-
ческую составляющую. Математическое ожидание
заметно колеблется во времени с изменяющейся
амплитудой, при этом для каждого периода ампли-
туда меньше в периоды сезонного увеличения об-
щего среднего значения. Вклад в общую дисперсию
чисто стохастической диффузионной компоненты
дисперсии больше, чем динамической составля-
ющей. При этом эксцесс распределения максима-
лен во время периода «спокойствия».

В большинстве работ, посвященных изучению
метеорологических данных, используемые анали-
тические модели для наблюдаемых статистиче-
ских закономерностей в осадках далеко не всегда
являются корректными. Например, традиционно
считается, что продолжительность «дождливого»
периода (число подряд идущих дней, во время
которых наблюдались осадки) имеет геометриче-
ское распределение (см., например, статью [27]).
Возможно, это предположение основано на
традиционной интерпретации геометрического
распределения в терминах испытаний Бернулли:
распределения числа подряд идущих дней с осадка-
ми («успехи») до первого дня без осадков («неуда-
ча»). Однако необходимые для такой интерпрета-
ции условия (например, независимость испытаний)
на практике нарушаются.

В рамках исследований был проведен статисти-
ческий анализ для определения следующих законо-
мерностей для процесса выпадения осадков:

– распределение длительностей временн‚ых ин-
тервалов, в которые наблюдались осадки;

– распределение длительностей временн‚ых ин-
тервалов без осадков;

– распределение объема выпавших осадков;

– распределение интенсивностей осадков, вы-
павших за дождливый период.

Данный анализ был автоматизирован, в част-
ности для среды MATLAB [11], с помощью специ-
ально разработанного для этих целей интерактив-
ного скрипта. Для каждой величины используется
аппроксимация различными семействами вероят-
ностных распределений (отрицательное биноми-
альное, экспоненциальное, гамма-распределение,
обобщенное распределение Парето (1)), при этом
качество аппроксимации оценивается по критерию
хи-квадрат. Стоит отметить, что адекватные моде-
ли закономерностей процессов для осадков крайне

Рис. 3 Пример для распределения длительностей дожд-
ливых интервалов: 1 — исходные данные; 2 — отри-
цательное биноминальное распределение с параметрами
r = 0,876 и p = 0,489

важны для успешного прогнозирования стихийных
бедствий (например, наводнений или длительных
засушливых периодов).

На рис. 3 приведен пример подгонки распреде-
ления длительностей дождливых интервалов с по-
мощью отрицательного биномиального распреде-
ления. Стоит отметить как высокое визуальное
соответствие, так и результаты сравнения по χ2-
критерию (p-значение оказалось равно 0,1238).

Исследуемая случайная величина, соответству-
ющая длительности дождливого периода, могла
принимать целые значения не меньше единицы,
в то время как классическое определение отрица-
тельного биномиального распределения с парамет-
рами r > 0 и p ∈ (0, 1) подразумевает для случайной
величины Y ∼ NB(r, p) выполнение следующего
равенства:

P(Y = k) =
•(r + k)

•(r)•(k + 1)
pr(1− p)k, k = 0, 1, 2, . . .

Однако легко заметить, что для случайной величи-
ны X = Y + 1 справедливы соотношения (с учетом
условия X > 1):

P(X = k) = P(X − 1 = k − 1) =

=
•(r + k − 1)

•(r)•(k − 1 + 1)
pr(1 − p)k−1 =

=
•(r + k − 1)

•(r)•(k)
pr(1− p)k−1 , k = 1, 2, 3, . . .

Поэтому для проверки соответствующей гипотезы
достаточно вычесть из исходных данных единицу
(см. гистограммы на рис. 3).

Кроме того, была разработана и реализована
методология предсказания осадков на основе исто-
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рических паттернов [12]: часовые исторические на-
блюдения процесса выпадения осадков представля-
ются в виде последовательности нулей (осадков не
было) и единиц (наблюдались осадки, независимо
от объема). На основе этих данных формируются
паттерны, определяющие картину наличия/отсут-
ствия осадков за период времени заданной длины
(по дням). Рассчитывается частота (вероятность)
появления каждого паттерна по историческим дан-
ным, при этом максимальный размер для паттернов
задается пользователем в качестве входного пара-
метра модуля. Эти частоты используются для веро-
ятностного прогноза выпадения осадков в рамках
заданного периода времени в будущем, включая
оценку вероятности выпадения осадков через фик-
сированное пользователем число дней.

8 Заключение

Многие сложные методы вероятностного ана-
лиза реализуются в виде отдельных библиотек или
программ для специализированных пакетов или
предполагают соответствие специальным требо-
ваниям характеристик аппаратного обеспечения.
В качестве альтернативы [6] такому подходу предпо-
лагается их интеграция в специализированную он-
лайн-систему http://msm-analysis.com для распре-
деленных вычислений. Это может оказаться весьма
полезным, например, для исследователей, не име-
ющих возможности использовать оборудование от
NVIDIA. Подобный сервис, предоставляющий ши-
рочайшие возможности для моделирования про-
цессов в информационных системах, снабженный
веб-интерфейсом и инструментарием для распреде-
ленной пользовательской обработки, является но-
вым, не имеет прямых аналогов и способен заин-
тересовать исследователей различных предметных
областей.

В качестве специализированной опции для он-
лайн-комплекса с точки зрения обеспечения до-
полнительного уровня безопасности (помимо сис-
темы пользовательской авторизации) был разрабо-
тан тестовый модуль графической идентификации
пользователей [28]. Программа получает набор фо-
тографических изображений с камеры и сравнива-
ет с заранее заданным для данного пользователя
образцом. Для этого используется гибридный алго-
ритм на основе методов сравнения контуров и хэш-
таблиц. В модуле для обработки изображений ис-
пользованы функции библиотеки компьютерного
зрения с открытым исходным кодом OpenCV. Дан-
ная разработка является экспериментальной и на
текущем этапе не включена в доступный для поль-
зователей функционал портала.

Разработанные и реализованные программно
в рамках проекта методы анализа стохастических
данных на основе смешанных вероятностных моде-
лей позволяют повысить эффективность исследо-
вания сложных информационных систем, а также
развить ранее полученные результаты в ряде важных
прикладных областей [29]. Двухлетний план ра-
бот по проекту РФФИ 15-37-20851 мол а вед «Ма-
тематические и программные методы построения
структурных моделей информационных потоков»
выполнен в полном объеме, запланированные цели
достигнуты. Развитие и использование предло-
женных методов может оказаться весьма полезным
при проведении исследований в соответствующих
областях прикладной математики и компьютерных
наук.

Автор выражает признательность доктору фи-
зико-математических наук, профессору Виктору
Юрьевичу Королеву за полезные обсуждения в рам-
ках совместных исследований проблематики сме-
шанных вероятностных моделей, а также Викто-
ру Кузьмину за плодотворное участие в разработке
архитектурно-программных решений для вычисли-
тельного портала http://msm-analysis.com.
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МНОГОУРОВНЕВЫЕ МОДЕЛИ РЕШЕНИЯ МНОГОКЛАССОВЫХ

ЗАДАЧ РАСПОЗНАВАНИЯ∗

А. A. Докукин1, В. В. Рязанов2, О. В. Шут3

Аннотация: Проблема поиска набора бинарных подзадач для многоклассовых задач распознавания
рассмотрена с точки зрения алгебраического и логического подходов к распознаванию. При этом
теоретически исследованы границы применимости указанных подходов. Так, рассмотрена связь кор-
ректности алгоритмов первого и второго уровня, получено достаточное условие. Кроме того, показана
правомерность использования метода объектных резолюций для построения новых объектов на основе
информации, заданной прецедентным способом. В качестве прикладных результатов предлагаются две
модификации метода ECOC (error-correcting output codes — коды, исправляющие ошибки). Первая за-
ключается в оптимизации набора бинарных подзадач с учетом качества решающих их алгоритмов. Вторая
представляет собой развитие метода нечеткой объектной резолюции, где в качестве кодового описания
класса используется мультимножество кодов обучающих объектов. Предложенные модификации позво-
ляют в различных условиях улучшать качество исходного метода, что продемонстрировано с помощью
модельных и прикладных задач.

Ключевые слова: распознавание; многоклассовая задача; ECOC; многоуровневый метод; корректность;
алгебраический подход; логический подход; кодовое описание класса
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1 Введение

В настоящей статье рассматривается задача рас-
познавания со многими классами. Будем исполь-
зовать стандартную постановку задачи из [1].

Определение 1. Назовем задачей распознавания Z
следующую задачу. Пусть задана обучающая вы-
борка “St(Z) = {S1, . . . , Sm}, описанная вектора-
ми вещественных признаков, Si = (ai1, . . . , ain),
i = 1, . . . , m. Выборка разбита на l классов
K1, . . . , Kl. Классификация объектов обучающей
выборки задается информационными векторами
αi = (αi1, . . . , αil), где αij — значение предиката
«Si ∈ Kj». Необходимо построить алгоритм A,
позволяющий вычислить классификацию нового
объекта S.

Если классы не пересекаются, то классифика-
цию объектов можно задавать одним числом αi ∈
∈ {1, . . . , l}, и в дальнейшем будет использоваться
именно такая нотация.

Многоклассовой задачей распознавания будем
называть задачу с l > 2. Особенностью такой поста-
новки является тот факт, что не все эффективные
методы распознавания способны непосредствен-
но решать многоклассовые задачи. В отличие от,
например, метода ближайших соседей или алго-

ритма вычисления оценок [1, 2], такие методы,
как метод опорных векторов [3] или статистически
взвешенные синдромы [4], приходится применять
в несколько этапов. Сначала решается набор ди-
хотомических подзадач, после чего их результаты
объединяются и интерпретируются в терминах ис-
ходного набора классов.

Некоторые из таких многоуровневых подходов
достаточно очевидны. Это так называемые «один
против всех» (one-vs-all) [3] и «каждый с каждым»
(one-vs-one) [5]. Применяются и более общие под-
ходы. Так, в методе ECOC [6] используются про-
извольные разбиения множества классов на пары
метаклассов. Каждый класс при этом получает дво-
ичный код, как и каждый распознаваемый объект.
Решение о классификации принимается на осно-
вании близости кодов. Этот метод был, в свою
очередь, обобщен в [7]. Отличие заключается в том,
что при построении бинарных задач допускается
исключение из рассмотрения исходных классов.
Таким образом, коды классов становятся троич-
ными. Это важное дополнение позволяет включить
схему «каждый с каждым» в общий метод.

В настоящей работе предпринята попытка пред-
ложить свой метод построения набора бинарных
подзадач и обосновать его. Первые главы посвяще-

∗Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект 15-51-04028) и БРФФИ (проект Ф15РМ-037).
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ны теоретическому исследованию вопроса с точ-
ки зрения алгебраического и логического подходов
к распознаванию. Затем предлагаются прикладные
методы и проводится тестирование.

2 Корректность многоуровневого
алгоритма

Вопрос корректности является центральным
в алгебраической теории распознавания, созданной
академиком Ю. И. Журавлевым в 1970-х гг. [1, 2].
Под корректностью понимается способность ал-
горитма безошибочно распознать заданную кон-
трольную выборку. Этому вопросу посвящено боль-
шое количество теоретических исследований. Так,
сам Ю. И. Журавлев сформулировал теорему суще-
ствования корректного алгоритма для задачи рас-
познавания в алгебраическом замыкании семей-
ства алгоритмов вычисления оценок (АВО) [1, 2]
и оценил его сложность, т. е. степень корректного
полинома. Эта оценка постепенно уточнялась его
учениками, и в итоге точная оценка была получена
А. Г. Дьяконовым [8]. Таким образом, вопрос кор-
ректности в одноуровневых схемах можно считать
закрытым, как минимум, для семейства алгоритмов
вычисления оценок. Однако представляет интерес
корректность многоуровневых схем, рассматрива-
емых в данной работе. Перейдем к рассмотрению
связи корректности алгоритмов на разных уров-
нях и для начала запишем несколько формальных
определений.

Определение 2. Пусть задана задача распознава-
ния Z и контрольная выборка объектов “Sr(Z) =
= {S1, . . . , Sq} с известной классификацией αt ∈
∈ {1, . . . , l}, т. е. выполняется предикат «St ∈ Kαt»,
t = 1, . . . , q. Будем называть алгоритм A коррект-
ным для задачи Z и контрольной выборки “Sr(Z),
если A(St) = αt для всех t = 1, . . . , q. Здесь A(St) ∈
∈ {1, . . . , l,–} — ответ алгоритма о классификации
объекта St, который соответствует номеру класса
или отказу от распознавания —–.

Определение 3. Пусть задана задача распознава-
ния Z и два непересекающихся подмножества
множества классов K0 ⊂ {K1, . . . , Kl}, K1 ⊂
⊂ {K1, . . . , Kl}, K0 ∩ K1 = ∅. Назовем бинарной
(дихотомической) подзадачей Z задачу распознава-
ния Z ′ следующего вида: “St(Z

′) = “St(Z)∩(K
0∪K1),

“Sr(Z
′) = “Sr(Z) ∩ (K0 ∪ K1), классы соответству-

ют метаклассам K0 и K1. Будем говорить, что
класс Ki активен в бинарной подзадаче Z ′, если
Ki ∈ (K0 ∪ K1). Бинарную подзадачу, в которой
все классы активны, будем называть полной. Число

активных классов будем называть рангом бинарной
подзадачи r(Zi).

Основным условием теоремы существования
корректного полинома над алгоритмами вычис-
ления оценок [1, 2] является попарная неизо-
морфность контрольных объектов, т. е. наличие для
любой пары контрольных объектов такого обуча-
ющего, что хотя бы по одному признаку расстояния
от этих контрольных до него не равны: ∀ Si, Sj ∈
∈ “Sr(Z), ∃ Sk ∈ “St(Z), p ∈ {1, . . . , n}, такие что
|akp − ai

p| 6= |akp − aj
p|. Оно и попарное нера-

венство классов являются достаточным условием
существования корректного алгоритма в алгебра-
ическом замыкании семейства АВО [9]. С точки
зрения теоремы существования рассматриваемая
связь достаточно очевидна. Несложно показать,
что выполнение достаточных условий для исходной
многоклассовой задачи не гарантирует их выполне-
ния для бинарных подзадач. Подробно этот вопрос
и другие доказательства рассмотрены в [10].

При этом также достаточно очевидно, что
в обратную сторону следствие выполняется. Если
набор бинарных подзадач содержит все контроль-
ные объекты и для них выполняются достаточные
условия, то для исходной многоклассовой задачи
эти условия также выполняются и корректный ал-
горитм существует. Однако этот факт сам по себе
не дает дополнительных конструктивных средств
построения такого корректного алгоритма, кроме
уже имеющихся в теореме существования. Исход-
ное же предположение состоит в том, что двухуров-
невая схема позволит упростить такое построение.
Поэтому перейдем к рассмотрению методов по-
строения корректного многоклассового алгоритма
на базе корректных двухклассовых слагаемых.

Рассмотрим следующую общую схему двухуров-
невого распознавания.

Определение 4. Пусть задана задача распознава-
ния Z и набор из W ее бинарных подзадач
Z1, . . . , ZW . Назовем алгоритмом первого уровня
алгоритмы Ai, решающие соответственно подзада-
чи Zi, i = 1, . . . , W . Назовем алгоритмом второ-
го уровня алгоритм A, решающий задачу Z и ис-
пользующий для этого выходы алгоритмов первого
уровня.

При этом будем называть вектор γ(Ki), где

γ(Ki)j =






1 , если Ki ∈ K0j ;

−1 , если Ki ∈ K1j ;

0 в остальных случаях ,

кодом класса Ki, i = 1, . . . , l, j = 1, . . . , W . Рангом
класса r(Ki)будем называть число бинарных подза-
дач, в которых он активен, или |{γ(Ki)j | γ(Ki)j 6= 0,
j = 1, . . . , W}|.
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Аналогично определим код объекта γ(St):

γ(St)j =





1 , если KAj(St) ∈ K0j ;

−1 , если KAj(St) ∈ K1j ;

0 , если произошел отказ

от распознавания ,

t = 1, . . . , q, j = 1, . . . , W .

Рассмотрим многоклассовую задачу распозна-
вания Z и набор бинарных подзадач Z1, . . . , ZW .
Очевидно, если коды классов на данном наборе по-
парно различаются и бинарные подзадачи полны,
то алгоритм, построенный по схеме ECOC, будет
корректен.

Сложность представляют неполные бинарные
подзадачи, поскольку объекты игнорируемых клас-
сов будут получать произвольные оценки. При
этом если допустить в наборе бинарных подзадач
полные, то этот недостаток также легко исправить
за счет полных вспомогательных задач.

Таким образом, наибольшую сложность пред-
ставляет случай, когда все бинарные подзадачи не-
полны. К тому же он представляет и наибольший
интерес, поскольку позволяет упростить бинарные
подзадачи за счет сокращения количества объек-
тов. Перейдем к его рассмотрению и для опреде-
ленности будем считать, что ранг всех бинарных
подзадач одинаков.

Определение 5. Назовем расстоянием между двумя
классами d(Ki, Kj) число бинарных подзадач, в ко-
торых они оба активны и принадлежат различным
метаклассам:

d(Ki, Kj) = |{t ∈ {1, . . . , W} | γ(Ki)t 6= γ(Kj)t,

γ(Ki)t 6= 0, γ(Kj)t 6= 0}| .

Сформулируем достаточное условие коррект-
ности алгоритма второго уровня. Пусть задана за-
дача распознавания Z и набор бинарных подзадач
Z1, . . . , ZW , ранг всех бинарных подзадач одинаков
и равен r < l. Пусть также алгоритмы первого
уровня A1, . . . , AW являются корректными на соот-
ветствующих бинарных подзадачах.

Теорема 1. Если для любых двух классов разность их
рангов меньше расстояния между ними, т. е. выпол-
нено неравенство:

r(Kj)− r(Ki) < d(Kj , Ki), ∀ i, j = 1, . . . , l, i 6= j ,

то алгоритм второго уровня A является корректным.

Заметим, что выполнение условия теоремы
возможно только при положительном расстоянии
между любыми двумя классами.

Обратное утверждение выполняется только
для случая трех классов. Действительно, есть
следующие типы наборов бинарных подзадач,
которые не удовлетворяют условию утвержде-
ния: {{1}–{2}}, {{1}–{2}, {1}–{3}} и {{1}–{2},
{1}–{2, 3}}. Легко убедиться, что во всех случаях
алгоритм второго уровня будет некорректным.

Для случая четырех классов можно привести
контрпример. Возьмем следующие обучающие объ-
екты: S1 = (−2, 2) ∈ K1, S2 = (2, 2) ∈ K2, S3 =
= (−2,−2) ∈ K3 и S4 = (2,−2) ∈ K4. Контрольные
построим похожим образом: S1 = (−1, 1) ∈ K1,
S2 = (1, 1) ∈ K2, S3 = (−1,−1) ∈ K3 и S4 =
= (1,−1) ∈ K4. В качестве набора бинарных подза-
дач возьмем схему «каждый с каждым» и исключим
пару {{1}–{4}}, чтобы нарушить достаточное усло-
вие. При этом достаточно несложно построить
корректный алгоритм второго уровня.

Рассмотрим теперь случай, когда алгоритмы
первого уровня некорректны. Если ошибок не-
значительное количество, то можно модифициро-
вать теорему 1 и потребовать большего расстояния
между классами, чтобы их исправить. Кроме того,
в достаточном условии фигурирует верхняя оценка
голосов за чужие классы, что может позволить по-
лучить корректный результирующий алгоритм в ре-
альной ситуации при более равномерном распреде-
лении ошибок между классами.

Если же ошибок значительное количество, то
возникают следующие соображения. Во-первых,
теряется смысл использования теоремы 1 и по-
является необходимость рассматривать уже не ко-
ды классов, а коды отдельных объектов, чтобы де-
лать выводы о корректности. Во-вторых, теряется
смысл рассмотрения неполных подзадач. Учитывая
эти соображения, рассмотрим предельную, в неко-
тором смысле, ситуацию.

Пусть дана задача распознавания Z и набор пол-
ных бинарных подзадач Z1, . . . , ZW . Пусть также
дан набор алгоритмов первого уровня A1, . . . , AW ,
решающих эти подзадачи. Для простоты рассмот-
рим случай, когда эти алгоритмы не дают отказов
на объектах задачи Z. Построим следующую зада-
чуZ ′. Число признаков —W , при этом все признаки
бинарные. Обучающую выборку составляют коды
классов. Объектами контрольной выборки явля-
ются коды объектов исходной задачи “Sr(Z), по-
лученные алгоритмами первого уровня. При этом
в рамках одного класса повторяющиеся объекты
исключаются. Тогда справедлива следующая тео-
рема.

Теорема 2. Пусть в обучающей выборке “St(Z
′) по-

парно различны классы, тогда для существования ал-
горитма A′, корректного для задачи Z ′, необходимо
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и достаточно попарное различие объектов контроль-
ной выборки “Sr(Z

′).

Таким образом, ошибки в результирующем ал-
горитме возникают, если невозможно предложить
такую бинарную подзадачу, в которой два объекта
из разных классов относились бы к разным ме-
таклассам. Объекты, неправильно классифициру-
емые по этой причине, логично считать выбросами
и исключать из рассмотрения.

Очевидно, такой подход обладает всеми не-
достатками теоремы существования. Хотя реше-
ние и строится конструктивно, оно громоздко,
а получаемый алгоритм склонен к переобучению.
Прикладной метод двухуровневого распознавания,
основанный на оптимизации набора бинарных под-
задач, будет предложен в разд. 4 и испытан на прак-
тике.

3 Метод резолюций

В задачах распознавания образов часто исполь-
зуются два способа представления информации:
логический, представляющий собой описание объ-
ектов с использованием логических формул или
правил, и прецедентный, заключающийся в непо-
средственном перечислении объектов и классов,
которым принадлежат эти объекты. Первый из них
применяется в продукционных экспертных систе-
мах [11], второй характерен для большинства за-
дач распознавания с обучением. Для решения
задач, информация в которых представлена логи-
ческим или прецедентным способом, соответствен-
но используются метод резолюций и многочислен-
ные алгоритмы распознавания, примером которых
может служить семейство алгоритмов, описанное
в [12]. Существуют задачи, в которых используются
оба способа одновременно, — например, это зада-
ча медицинской диагностики [13]. В данной работе
предлагается использовать аналогичный подход для
построения многоуровневых схем распознавания.
При этом на первом уровне могут использоваться
любые алгоритмы, а объединение их результатов
будет производиться в рамках логического подхода.

Переформулируем задачу распознавания обра-
зов Z в общей постановке [13] с использованием
принятых в логическом подходе обозначений.

На множестве объектов X произвольной при-
роды заданы подмножества X1, . . . , Xl, называемые
классами. Задана также начальная информация I0
о классах X1, . . . , Xl. Требуется указать алгоритм A,
определенный на всем множествеX, вычисляющий
на основании информации I0 для произвольно-
го объекта x ∈ X результат, который может быть

интерпретирован в терминах принадлежности x
к классам X1, . . . , Xl.

Введем систему предикатов, характеризующую
принадлежность произвольного объекта x ∈ X
классам X1, . . . , Xl:

Pi(x) =

{
1 , x ∈ Xi ;

0 , x /∈ Xi ,
i = 1, . . . , l .

Информацию I0 представим в виде:

I0 = {(x, P (x))|x ∈ X, P (x) = (P1(x), . . . , Pl(x))} ,

где P (x) называется информационным вектором,
который сопоставляется объектам x ∈ X [1].
Для каждого такого объекта, входящего в описа-
ние I0, информационный вектор считается извест-
ным. В распознавании образов множество таких
объектов называется выборкой. Обычно ее при-
нято разделять на две части [1]. Первая часть на-
зывается обучающей выборкой и используется для
определения параметров или настройки процесса
обучения алгоритмов распознавания. Вторая часть
называется контрольной выборкой и использует-
ся для оценки качества работы алгоритмов. Обо-
значим эти части через X0 и Xq соответственно.
К введенным выборкам чаще всего предъявляется
требование X0 ∩ Xq = ∅.

Будем говорить, что любой алгоритм A, реша-
ющий задачу Z, строит классификационный век-
тор PA(x) = (PA

1 (x), . . . , P
A
l (x)), где PA

i (x) ∈ {0, 1}.
Если PA

i (x) = 1, то результат алгоритма интерпре-
тируется как x ∈ Xi; если PA

i (x) = 0, то x /∈ Xi.
Для оценки качества работы алгоритма A вво-

дится функционал качества �A(X), значения ко-
торого легко интерпретировались бы в терминах
совпадения или близости Pi(x) и PA

i (x). В общем
случае чем ближе значение�A(X

q) к 1, тем меньше
ошибок допускает алгоритм A. Поэтому из не-
скольких алгоритмов предпочтительным считается
тот, который имеет наибольшее значение функци-
онала �A. В предельном случае, если �A(X

q) = 1,
то алгоритм A решает задачу Z безошибочно. Такие
алгоритмы называются корректными в алгебраиче-
ской теории распознавания (см. определение 2).

Введем следующие определения и обозначения.
Пусть S = {s1, . . . , sn} — множество всех при-
знаков в предметной области задачи Z, где n <
< ∞; Dj — множество значений признака sj ∈ S.
Не нарушая общности, можно считать, что Dj =
= {0, 1, . . . , |Dj | − 1}. Обозначим

D =

{
0, 1, . . . ,max

j
{|Dj | − 1}

}
= {0, 1, . . . , k − 1} .

В дальнейшем предполагается, что все признаки
принимают значения из множества D, где k 6= 1.
Объектом назовем отображение
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p (s1, . . . , sn) = (D
p
1 , . . . , D

p
n) ,

где Dp
j ⊂ D — множество значений признака sj ∈ S

объекта p, причем Dp
j 6= ∅. Объекты называются

равными, если ∀ j Dp
j = Dq

j .
Если Dp

j = ∅, то считается, что p не обладает
признаком sj и потому не рассматривается в рам-
ках задачи Z. В общем случае для произвольного
признака существует |ρ(D)| = 2k возможных ком-
бинаций его допустимых значений, где ρ(D) —
множество всех подмножеств D. Поэтому будем
считать, что X = (ρ(D))n.

Для удобства рассуждений назовем множество
объектов набором.

В [10] показано существование кодировки, ис-
пользование которой правомерно для описания как
нормализованных, так и ненормализованных объ-
ектов, откуда следует эквивалентность прецедент-
ного и логического способов представления инфор-
мации в задаче Z.

Опишем применение метода резолюций для ре-
шения задачи Z. Рассмотрим метод резолюций,
исходными данными для которого являются не ло-
гические формулы, а объекты из X . Этот моди-
фицированный метод назовем методом объектных
резолюций.

Объект r называется объектной резольвентой,
построенной по объектам p и q, если значения при-
знаков r удовлетворяют следующему условию:

Dr
j =

{
Dp

j

⋃
Dq

j , j = h ;

Dp
j

⋂
Dq

j , j 6= h ,

где h — номер произвольного признака sh ∈ S.
Операцию построения объектной резольвенты

обозначим r = Orh(p, q).
Также в [10] показана правомерность использо-

вания метода объектных резолюций для построения
новых объектов на основе информации, заданной
прецедентным способом.

Рассмотрим алгоритм использования метода
объектных резолюций для решения задачи Z. За-
фиксируем номер i класса Xi и определим, при-
надлежит ли объект x этому классу. Пусть X0i =
= X0

⋂
Xi.

Алгоритм объектных резолюций A1:

Шаг 1. Введем множество Yi = X0i .

Шаг 2. Если x ∈ Yi, то переходим к шагу 6, иначе —
к шагу 3.

Шаг 3. Выбираем из Yi нерассмотренную тройку
(p, q, h), где p и q — объекты; h — номер призна-
ка. Если все такие тройки уже рассматривались,
то переходим к шагу 6.

Шаг 4. Вычисляем r = Orh(p, q). Если ∃ j Dr
j = ∅,

возвращаемся к шагу 3.

Шаг 5. Если r /∈ Yi, то Yi := Yi

⋃
{r}. Возвращаем-

ся к шагу 2.

Шаг 6. Алгоритм завершает работу.

Алгоритм A1 можно применять как для прямо-
го, так и для обратного вывода. В последнем случае
на шаге 1 вводится множество Yi = X0i

⋃
{x}, а в ка-

честве объекта x рассматривается несуществующий
объект o: ∃ j Do

j = ∅. Обратный вывод может
использоваться, например, в случае, когда число
классов l равно 2. В зависимости от типа вывода
результат работы алгоритма A1 можно интерпрети-
ровать следующим образом.

1. Прямой вывод: если алгоритм закончил рабо-
ту из-за получения объекта x, это значит, что
набор Norm(X0i ) содержит объект x. Поэтому
x ∈ Xi.

2. Обратный вывод: если алгоритм закончил ра-
боту из-за получения объекта o, это значит, что
Norm(Yi) = X , т. е. Yi потенциально содержит
все объекты из X . Поэтому x /∈ Xi.

Если ни один из этих результатов не получен,
то с помощью данного алгоритма нельзя сделать
никаких выводов о принадлежности x классу Xi.

Приведем результаты алгоритма A1 к численно-
му виду. По результатам работы алгоритма постро-
им классификационный вектор

A1(x) =
(
PA1
1 (x), . . . , P

A1
l (x)

)
,

где

PA1
i (x) =

{
1 , x ∈ Xi ;

0 , x /∈ Xi .

Решение о принадлежности x классу Xi прини-
мается алгоритмом A1.

Опишем применение метода резолюций на вто-
ром уровне многоуровневой схемы. Для этого также
построим новую задачу с W бинарными признака-
ми, где объектами являются коды исходных объ-
ектов, полученные алгоритмами первого уровня.
Только, в отличие от разд. 2, не будем исключать
повторы — это позволит в дальнейшем оценить сте-
пень вхождения объекта в класс с помощью метода
нечеткой резолюции, т. е. метода резолюций для
решения задачи Z в случае, когда информация I0
задана с помощью функций нечеткой логики.

Пусть E — произвольное множество. Введем
характеристическую функцию µE(x), значения ко-
торой описывают степень принадлежности элемен-
та x множеству E: µE(x) ∈ [0, 1].

Пусть E1 и E2 — нечеткие подмножества E.
Рассмотрим следующие операции нечеткой логи-
ки [14]:
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(1) дополнение:

µE1
(x) = 1− µE1(x) ;

(2) пересечение:

µE1
⋂

E2(x) = min{µE1(x), µE2(x)} ;

(3) объединение:

µE1
⋃

E2(x) = max{µE1(x), µE2(x)} .

Припишем каждому набору V ⊂ X характери-
стическую функцию µV (p), значение которой опи-
сывает степень принадлежности объекта p набо-
ру V . Приведем пример такой функции. Пусть
объекты могут повторяться в обучающей выбор-
ке X0. Обозначим через Np общее количество
вхождений объекта p в X0, а через Np

i — число

вхождений p в X0i . Таким образом, Np =
∑l

i=1Np
i .

Определим µXi
(p) следующим образом:

µXi
(p) =

Np
i

Np .

Тогда µXi
(p) ∈ [0, 1], что и требуется.

Поскольку алгебра нормализованных объек-
тов Gnorm изоморфна алгебре логических функ-
ций Lk, то операции нечеткой логики справедливы
и для наборов:

µV (p) = 1− µV (p) ;

µV
⋂

W (p) = min{µV (x), µW (p)} ;

µV
⋃

W (p) = max{µV (x), µW (p)} .

Здесь V ⊂ X и W ⊂ X — произвольные наборы.
Для нечеткой логики также существуют анало-

ги метода резолюций. Один из примеров такого
аналога приведен в [15]. Рассмотрим обобщение
метода объектных резолюций для случая нечеткого
описания объектов.

Теорема 3. Пусть заданы наборы x1 и x2. Построим
r = Orh(x1, x2). Тогда существует такое значение
t ∈ [0, 1], что µx1(p) > t, µx2(p) > t и µr(p) > t.

Несложно видеть, что утверждение данной тео-
ремы можно обобщить для произвольного числа
объектов. Таким образом, для любых набора объ-
ектов V и класса Xi существует такое t ∈ [0, 1],
которое можно принять в качестве порогового зна-
чения, интерпретируемого в терминах принадлеж-
ности заданному классу:

∀ p ∈ V (p ∈ Xi ⇔ µXi
(p) > t) .

В [15] показано, что при выполнении условий
µE(x1) > 0,5 и µE(x2) > 0,5 справедливо следу-
ющее утверждение:

µE(r) > µE (x1 ∧ x2) ,

а следовательно, µE(r) > 0,5. Поэтому пороговое
значение t = 0,5 особенно удобно для применения
на практике.

Опишем алгоритм использования нечеткого ме-
тода объектных резолюций для решения задачи Z.
Пусть задано пороговое значение t ∈ [0, 1].

Алгоритм Af
1 :

Шаг 1. Применим алгоритм A1 к X . Пусть Yi — на-
бор объектов, которые по результатам выполне-
ния алгоритма A1 считаются принадлежащими
классу Xi, i = 1, . . . , l, т. е. ∀ p ∈ Yi, µXi

(p) > t.

Шаг 2. Для каждого объекта p ∈ X\

(
l⋃

i=1

Yi

)
вы-

полним шаги 3–4.

Шаг 3. Для каждого класса Xi вычислим µXi
(p).

Шаг 4. Пусть {µYv
(p)} = max

i
{µYi
(p)}, w =

= max
v

{v}. Если µXw
(p) > t, добавим объект p

в Yw:

Yw = Yw

⋃
p .

Шаг 5. Алгоритм завершает работу.

Результаты алгоритма Af
1 интерпретируются

следующим образом: если по окончании работы
алгоритма p ∈ Yi, то p ∈ Xi.

Таким образом, алгоритм Af
1 относит объект p

к классу, в котором функция принадлежности этого
объекта принимает максимальное значение, а если
таких классов несколько, выбирает среди них класс
с максимальным номером.

Покажем, что алгоритм Af
1 работает не хуже

алгоритма A1. Определим P
Af
1

i (p) следующим обра-
зом:

P
Af
1

i (p) =

{
1 , p ∈ Xi ;

0 , p /∈ Xi .

В определении P
Af
1

i (p) решение о принадлеж-
ности p классу Xi принимается алгоритмом Af

1 .

Теорема 4. �Af
1

(Xq) > �A1(X
q).

Метод нечеткой объектной резолюции с неко-
торыми модификациями будет использован в сле-
дующем разделе для объединения результатов ал-
горитмов первого уровня. Описанием класса при
этом будет служить мультимножество кодов объ-
ектов обучающей выборки, полученное набором
алгоритмов, настроенных на выбранном наборе би-
нарных подзадач.
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4 Прикладная реализация

Перейдем к рассмотрению прикладного мето-
да построения наборов бинарных подзадач. Будем
учитывать, во-первых, полученные выше теорети-
ческие результаты. Так, потребуем выполнения
достаточного условия теоремы 1. Для полностью
определенных задач это будет означать различи-
мость кодов классов.

Построим работу метода следующим образом.
Сначала получим некоторый набор бинарных под-
задач. Единственным условием на этом этапе явля-
ется различимость классов. Затем найдем веса
этих наборов, исходя из оптимальности расстояний
между кодами классов. На практике веса дихото-
мий часто обнуляются, что позволяет сократить
исходный набор.

Исходный набор бинарных подзадач строит-
ся несколькими способами. Самый очевидный
из них — конструировать случайные дихотомии, т. е.
полагать вектор β = (β1, β2, . . . , βN ) ∈ {0, 1} слу-
чайным. Качество полученных дихотомий, или ве-
роятность правильной классификации на два клас-
са, будет различаться. При этом в итоговом наборе
выгодно иметь алгоритмы лучшего качества, совер-
шающие меньшее число ошибок.

Для построения таких подзадач, называемых
в дальнейшем «оптимальными», будем использо-
вать метод наискорейшего спуска. В качестве на-
чального приближения будет использоваться слу-
чайная дихотомия β = (β1, β2, . . . , βN ) ∈ {0, 1}.
Далее находится и изменяется компонента век-
тора βi дихотомии, дающая максимальное уве-
личение критерия качества. После единичной
итерации вектор изменяется следующим образом:
β = (β1, β2, . . . , βi−1, 1 − βi, βi+1, . . . , βN) — и про-
цесс повторяется. Если требуемой компоненты βi

не существует, то процесс оптимизации заверша-
ется.

Исходный набор бинарных подзадач составля-
ется из оптимальных дихотомий. В ряде случаев
алгоритм оптимизации оказывается не в состоянии
обеспечить разделимость классов. Тогда кодовая
матрица пополняется случайными.

Предлагается использовать два подхода к об-
работке первичного набора бинарных подзадач.
В рамках первого этот набор еще раз оптимизирует-
ся с целью обеспечения максимального расстояния
между кодами классов. Для этого вводятся ве-
са дихотомий и рассматривается следующая задача
оптимизации. Пусть ‖αij‖l×W — кодовая матри-
ца, полученная путем поиска дихотомий, где l —
число классов исходной выборки, а W — число
дихотомий:

W∑

j=1

|ανj − αµj |xj ≥ y ∀ ν, µ; ν > µ; ν, µ = 1, . . . , l ;

W∑

j=1

xj =W ;

y → max .

Кроме отбора существенных бинарных подзадач,
т. е. подзадач, у которых xi > 0, найденные веса
будем использовать непосредственно при расчете
функции близости кода объекта к коду класса:

d(St, Kj) =

W∑

j=1

|αij − βj |xj ,

где β — код объекта St, γ(St) = βj . Этот метод
будем называть методом оптимизации дихотомий
с весами (ОДВ).

Второй подход основан на методе НОР (нечет-
кой объектной резолюции). Вместо кода класса
введем его кодовое описание, вычисленное как
мультимножество кодов обучающих объектов, по-
лученных тем же набором алгоритмов. Пусть
класс Kj описан набором пар {γji, νji}, i =

= 1, . . . , Wj , где γji = γ(S); S ∈ Kj ∩ “St(Z)— коды
объектов класса Kj обучающей выборки; νji — час-
тота кода γji в описании класса Kj:

νji =
|{S|S ∈ Kj ∩ “St(Z), γ(S) = γji}|

|Kj ∩ “St(Z)|
;

Wj — число различных кодов в описании класса Kj.
Тогда оценку произвольного объекта S за класс Kj

будем вычислять по формуле:

•j(S) =

Wj∑

i=1

νji
1

(1 + d(γ(S), γji))
2 ,

где d(γ1, γ2) обозначает расстояние Хэмминга меж-
ду кодами γ1 и γ2.

Этот подход будем называть методом кодовых
описаний классов, или КОК.

Эксперименты для оценки эффективности
предлагаемых подходов проводились с модельной
задачей model2 (12 классов) и двумя реальными за-
дачами: предсказание года (10 классов, year) и рас-
познавание букв (26 классов, letter recognition, UCI
Machine Learning Repository [16]). При этом для
каждой задачи генерировались случайные наборы
бинарных подзадач заданных мощностей, которые
затем использовались для обучения и проверки
на независимой выборке предлагаемых подходов:
ОДВ и КОК. В качестве ориентира используется
алгоритм, основанный на поиске ближайшего кода

ИНФОРМАТИКА И ЕЁ ПРИМЕНЕНИЯ том 11 выпуск 1 2017 75



А. A. Докукин, В. В. Рязанов, О. В. Шут

Результаты экспериментов

Задача
Число

подзадач
ECOC КОК ОДВ

20 68,0 68,9 66,4
40 69,1 69,9 69,7

model2 60 70,2 70,1 69,7
80 70,5 70,6 70,9

100 70,8 70,7 71,0
20 85,0 85,3 84,2
40 86,2 86,2 85,5

letter 60 86,5 86,5 86,3
80 86,7 86,8 86,7

100 87,0 87,0 86,8

year

20 41,8 40,4 44,8
40 40,1 40,4 40,5
60 39,7 47,4 40,3
80 42,1 43,6 44,5

класса, т. е. реализация метода ECOC, выполнен-
ная авторами работы. Для каждой задачи и каждой
мощности генерировались по три случайных набо-
ра, после чего результаты усреднялись. Бинарные
подзадачи решались с помощью метода опорных
векторов из пакета scikit-learn [17].

Модельная задача заслуживает отдельного упо-
минания. На двумерной плоскости генерирова-
лось 20 выборок из нормального распределения
с центрами, расположенными в пять столбцов и че-
тыре строки. После чего некоторые пары и трой-
ки получившихся скоплений точек объединялись
в один класс. Всего таких классов было 12.

Результаты экспериментов показаны в табли-
це. Задачи model2 и letter демонстрируют похожую
тенденцию — при небольшом количестве законо-
мерностей метод ОДВ обычно отстает, но с его
ростом отставание уменьшается и даже сменяется
опережением. Такое поведение метода достаточно
ожидаемо, так как чем больше исходного материа-
ла для оптимизации, тем проще отобрать хорошие
подзадачи. В этих экспериментах отбиралось при-
мерно две трети подзадач.

Вместе с тем при небольшом числе исход-
ных случайных подзадач метод КОК демонстри-
рует преимущество перед простым методом. Затем,
с ростом их числа, преимущество ослабевает. Ис-
ключение составила задача year, в которой качество
менялось непредсказуемо. Причем даже в рам-
ках одного метода и одного набора подзадач дис-
персия качества распознавания была очень высо-
ка. С другой стороны, это позволило получить
наибольший абсолютный выигрыш от применения
предлагаемых подходов. Такое поведение алгорит-
мов на данной задаче требует дополнительного ис-
следования и объяснения.
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АЛГОРИТМ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ОДНОГО ГРАФА В ДРУГОЙ

С МИНИМАЛЬНОЙ ЦЕНОЙ∗

К. Ю. Горбунов1, В. А. Любецкий2

Аннотация: Рассматриваются ориентированные графы, состоящие из любого числа дизъюнктных цепей
и циклов, ребрам графов приписаны без повторений их имена — натуральные числа. Фиксирован список
операций, каждая из которых по-своему преобразует один граф в другой, ей приписано число — цена
данной операции. Нужно найти минимальную по суммарной цене последовательность операций, которая
для двух данных графов преобразует один в другой. Эта задача самым широким образом применяется
в прикладных вопросах. По-видимому, она является NP-трудной и поэтому может быть эффективно
решена только при том или ином условии на цены или при некотором ограничении на графы. Ее
решение при достаточно широких условиях получено в виде линейных по времени и памяти алгоритмов,
для которых доказана точность (неэвристичность), т. е. доказано, что они всегда находят минимальную
по цене последовательность операций. Задача давно решается многими эвристическими алгоритмами,
которые тестировались на разных данных, но предлагаемые авторами решения — первые среди точных.

Ключевые слова: ориентированный граф из цепей и циклов; преобразование графов с минимальной
ценой; точное линейное решение; условие на графы; условие на цены; условно кратчайшее решение
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1 Введение. Постановка задачи

1.1 CC-графы

В работе рассмотрена следующая комбинатор-
но-оптимизационная задача. Назовем СС-графом
ориентированный граф, состоящий из любого чис-
ла дизъюнктных цепей и циклов, включая петли,
ребрам которого приписаны без повторений на-
туральные числа (имена ребер). Цепи и циклы
являются (без учета ориентации) компонентами
связности такого графа, которые будем называть
компонентами. Фиксирован список операций, ко-
торые преобразуют один СС-граф в другой такой
же граф.

Можно рассматривать более общий случай гра-
фов и любой список операций, но в длительной
истории исследования этой задачи (по разным,
прежде всего прикладным, причинам) сформиро-
валось указанное определение графа и тот список
операций, который приведен в подразд. 1.2. Каж-
дой операции приписано число, которое называет-
ся ее ценой. В прикладных задачах цены являются
строго положительными рациональными числами,
но, разумеется, теоретически их можно считать на-
туральными числами. Любой последовательности
операций, применяемых друг за другом, начиная

с данного СС-графа a и заканчивая некоторым ре-
зультирующим СС-графом b, приписывается сум-
марная цена — сумма цен всех операций в этой
последовательности.

Итак, пусть даны два СС-графа a и b. Требуется
найти минимальную по функционалу суммарной
цены последовательность операций, которая пре-
образует a в b. Такую последовательность называют
кратчайшей, а ее цену — кратчайшей ценой. Пред-
полагается, хотя это не доказано, что задача нахож-
дения кратчайшей последовательности или крат-
чайшей цены для переменных a, b и переменных
цен операций является NP-трудной. Задача остает-
ся таковой, если фиксировать произвольные (слу-
чайные) цены операций. Поскольку практический
интерес представляют линейные или, во всяком
случае, полиномиальные алгоритмы низкой степе-
ни, для их поиска приходится накладывать условия
на соотношение цен или на вид графов. В части
второго популярно такое ограничение: в последо-
вательности операций, которая преобразует a в b,
включая и сами a и b, присутствует один и тот же
постоянный набор имен. Задачу с этим ограниче-
нием назовем задачей с постоянным составом (имен
ребер). В отсутствие этого ограничения задачу на-
зовем задачей с переменным составом. В разд. 2
приводится схема линейного по времени и памяти

∗Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фонда (проект 14-50-00150).
1Институт проблем передачи информации им. А. А. Харкевича Российской академии наук, gorbunov@iitp.ru
2Институт проблем передачи информации им. А. А. Харкевича Российской академии наук; механико-математический факультет
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алгоритма ее решения в трех случаях: два относят-
ся к постоянному составу и один к переменному
составу. Все нюансы работы алгоритма, сопровож-
даемые рисунками, а также детали доказательств
приведены в [1, 2].

1.2 Операции над CC-графами

Фиксируются следующие операции, называ-
емые стандартными:

– разрезать две вершины, имеющиеся в гра-
фе, и по-новому отождествить (склеить) че-
тыре образовавшихся края (двойная переклейка)
(рис. 1, a);

– разрезать вершину и по-новому отождествить
(склеить) один образовавшийся край с каким-
то свободным краем в графе (полуторная пере-
клейка) (рис. 1, б);

– разрезать вершину или отождествить два сво-
бодных края (одинарные переклейки — разрез
и склейка) (рис. 1, в).

Также фиксируются две дополнительные опера-
ции, называемые соответственно вставкой и удале-
нием: добавить/удалить цепь X в граф или из графа
(рис. 2).

Для вставки это означает: добавить в граф саму
цепь X или ее же с отождествлением ее концов, т. е.
добавить новую цепь или новый цикл; или добавить
цепь X в цепь, уже имеющуюся в графе, вместо ее
конца или ее внутренней вершины; аналогично для
вставки в цикл. И симметрично для операции уда-
ления. При этом добавлять можно цепь, имена
которой содержатся в b\a, а удалять можно цепь,
имена которой содержатся в a\b. В [3] предложен-
ный авторами алгоритм был применен в конкрет-
ном прикладном исследовании, и там содержатся
более подробные, чем в подразд. 1.3, сведения по
истории задачи, однако содержание работы [3] не
используется в данной статье.

1.3 Обзор непосредственно
примыкающей литературы

Приведем несколько математических результа-
тов других авторов по этой задаче. Таких результатов
немного. В случае постоянного состава и различ-
ных цен алгоритм решения с его математическим
обоснованием не был предложен. В работах [4,
5] рассматривается сразу переменный состав. В [4]
на цены накладывается условие: у всех стандарт-
ных операций они равны 1, а у операций встав-
ки и удаления равны и не больше 1. В [5] на це-

Рис. 1 Четыре стандартные операции над CC-графом: (а) двойная переклейка; (б) полуторная переклейка; (в) разрез
и склейка

Рис. 2 Две дополнительные операции над CC-графом: удаление и вставка
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ны накладывается другое, более слабое условие —
опущено «не больше 1», но зато рассматриваются
CC-графы только из циклов. По существу, послед-
нее условие эквивалентно тому, что из стандартных
операций допускается только двойная переклей-
ка. Насколько авторы понимают, результат в [4] не
содержит корректных доказательств, так что ука-
занный случай не получил обоснования. Подхо-
ды, которые предложены в [4, 5] (т. е. определения
вспомогательных графов — прием, который ис-
пользуется во всех работах на эту тему, включая
и данную), отличаются от предлагаемого авторами
статьи.

В [2] авторы описали линейный по времени и па-
мяти алгоритм построения кратчайшей последо-
вательности операций, преобразующих один CC-
граф a в другой CC-граф b для случая переменного
состава, если цены всех операций равны. Если
все цены равны, кратчайшую последовательность
называют минимальной, а кратчайшую цену — ми-
нимальной ценой. Конечно, главный интерес пред-
ставляет общий случай задачи, в котором цены не
равны.

Как и в [2], в разд. 2 изложение строится по
такому плану. Определяется понятие общего графа
a + b, иное, нежели в [4, 5]; показано, что исход-
ная задача эквивалентна приведению a + b к спе-
циальному виду, который называется финальным,
аналогами операций, которые определены в под-
разд. 1.2. Затем описывается алгоритм и приводит-
ся доказательство его точности (неэвристичности,
корректности), т. е. доказательство того, что он дей-
ствительно находит минимум суммарной цены. Как
отмечалось выше, некоторые технически громозд-
кие детали в описании и доказательстве приведе-
ны в [1]. Вместо «неэвристический алгоритм» или
«неэвристическое решение» иногда говорят точный
алгоритм или точное решение соответственно.

В исследованиях этой задачи используется раз-
личная терминология. Так, в [2] CC-граф называ-
ется структурой; для согласования с этой работой
будем далее использовать последний, более при-
вычный термин. В [3] и в других работах CC-граф
(структура) называется хромосомной структурой,
его ребра называются генами, а компоненты — хро-
мосомами. Это связано с тем, что задача возникла
в контексте биоинформатики, где для ее решения
разработано большое число более или менее эври-
стических алгоритмов. В [3] приводится краткий
обзор по истории исследований задачи.

Напомним, что минимальная последователь-
ность и минимальная цена являются частными слу-
чаями кратчайшей последовательности и кратчай-
шей цены.

2 Решение задачи

2.1 Общий граф и идея алгоритма

Общий граф a+ b двух структур a и b имеет следу-
ющие вершины. Обычные вершины — имена краев
одноименных ребер в a и b; например, начало ребра
с именем 3 будет иметь имя 31. И особые вершины —
максимальные по включению связные участки из
ребер, принадлежащих лишь одной из структур, ко-
торые называют блоками. Блок принадлежит одной
из структур, и соответствующая особая вершина по-
мечается как a- или b-вершина. Ребра общего графа
следующие. Обычное ребро соединяет две обычных
вершины, если соответствующие им края отожде-
ствлены (склеены) в a или в b. А особое ребро соеди-
няет обычную вершину с особой, если в a или в b
край, соответствующий обычной вершине, отож-
дествлен (склеен) с краем блока, соответствующего
особой вершине. Такое ребро помечается как a- или
b-ребро. Петля в a+b соответствует циклу, который
является блоком; иными словами, особая вершина
этого блока соединяется с собой. Висячим называет-
ся ребро, инцидентное особой вершине степени 1.
Пример двух структур и их общего графа приведен
в [3] на рис. 1 и 2. Таким образом, общий граф
несет информацию о склейках одновременно в a
и в b.

Общий граф — неориентированный, он состоит
из связных компонент — также цепей и циклов.
Невисячие особые ребра присутствуют в нем пара-
ми — ребрами, инцидентными одной особой вер-
шине; такую пару удобно считать за одно двойное
ребро. Поэтому размером компоненты назовем сум-
му в ней числа обычных ребер с половиной числа
особых невисячих ребер (в [2] эта величина на-
звана длиной компоненты, что вызывает путаницу
с обычной длиной цепи или цикла). Для изолиро-
ванных обычных вершин и петель размер считаем
равным 0, для изолированных особых вершин (не
петель) — равным −1. Общий граф называется фи-
нального вида, если каждая его компонента — изо-
лированная обычная вершина или цикл без особых
ребер размера (или в данном случае то же самое —
длины) 2, одно ребро из a и другое из b.

Эти определения приведены в [2, 3] и частично
в [6] и здесь повторяются для удобства читателя.

В [2] доказано: для любых структур a и b суще-
ствует кратчайшая последовательность, в которой
все удаления предшествуют всем вставкам и все
операции сохраняют блоки без изменения. Хотя
там считалось, что цены всех операций равны, лег-
ко проверить, что приведенное доказательство со-
храняется без изменения, если равны только цены
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стандартных операций. Действительно, в том до-
казательстве произвольная кратчайшая последо-
вательность преобразуется в последовательность
указанного вида, при этом стандартная операция
переходит в стандартную, удаление — в удаление,
вставка — во вставку. Поэтому как там, так и здесь
суммарная цена (иногда будем говорить — цена)
последовательности не меняется.

Из этого утверждения следует: в предположе-
нии одинаковых цен стандартных операций задача
поиска кратчайшей последовательности для струк-
тур a и b эквивалентна задаче приведения этих
структур к какой-нибудь одной структуре c дву-
мя суммарно кратчайшими последовательностями,
причем вставка не используется, а цена удаления,
применяемого в преобразованиях b, равна цене
вставки.

Действительно, если c — структура в кратчай-
шей последовательности, полученная после выпол-

нения всех удалений и до всех вставок, то можно
преобразовать к ней структуру a (прямыми опе-
рациями) и структуру b (обратными операциями).
А последняя задача эквивалентна задаче преобра-
зования общего графа a+ b к финальному виду c+
+ c следующими аналогами исходных операций
(рис. 3).

Двойная переклейка (рис. 3, a): удаление двух
одинаково помеченных ребер общего графа и со-
единение четырех образовавшихся концов двумя
новыми неинцидентными ребрами с той же помет-
кой. Если при этом образуется ребро с особыми
концами (оба относятся к a или оба к b), то оно
заменяется одной особой вершиной, которой при-
писано объединение блоков двух исходных особых
вершин.

Полуторная переклейка (рис. 3, б): удаление реб-
ра общего графа и соединение ребром с той же по-
меткой, скажем a, одного из его концов с обычной

Рис. 3 Операции, разрешенные над общим графом: (а) двойная переклейка; (б) полуторная переклейка; (в) разрез
и склейка; (г) a- или b-удаление. Большой кружок показывает особую вершину. Отметим: операция вставки
оказывается ненужной, но зато операция удаления применяется в двух вариантах: a-удаления и b-удаления особой
вершины; первая — по цене удаления, вторая — по цене вставки
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вершиной, не инцидентной ребру с этой пометкой,
или с особой вершиной степени не больше 1 с той
же пометкой (с возможным последующим отожде-
ствлением двух особых вершин).

Склейка (рис. 3, в): добавление ребра (скажем,
с пометкой a) между вершинами, каждая из кото-
рых является или обычной, не инцидентной ребру
с пометкой a, или особой, степени не больше 1,
с той же пометкой (с возможным последующим
отождествлением двух особых вершин).

Разрез (рис. 3, в): удаление любого ребра.
Удаление особой вершины (рис. 3, г): если ее сте-

пень 2, то она удаляется и инцидентные ей ребра
склеиваются в одно ребро с той же пометкой; если
ее степень 1, то она удаляется вместе с инцидент-
ным ей ребром; если ее степень 0 или это петля,
то вершина с петлей удаляются. Удаление особой
a-вершины получает цену операции удаления, уда-
ление особой b-вершины — цену операции вставки.
Условимся далее в выражении особая a- или b-вер-
шина опускать слово «особая».

Забегая вперед, опишем идею предлагаемого ал-
горитма. В случае постоянного состава в общем
графе имеются лишь обычные вершины и ребра.
Алгоритм приводит его к финальному виду в два
этапа. Первый этап — двойными переклейками
разбить все циклы на циклы длины 2. Второй
этап — обработка цепей: если цена двойной пе-
реклейки меньше цены полуторной, замкнуть цепи
в циклы и обработать их, как на этапе 1. Иначе нуж-
но полуторными переклейками от цепи пошагово
отщеплять циклы длины 2.

В случае переменного состава алгоритм из компо-
нент вырезает обычные ребра, замыкая их в циклы
длины 2. Затем обрабатываются цепи. Это связано
с тем, что совместная обработка цепей позволя-
ет экономить число операций по сравнению с тем
их числом, которое получилось бы при обработке
каждой цепи в отдельности; это — основная идея
алгоритма. Совместная обработка цепей описана
в [2], где доказано, что она приводит к макси-
мально возможной экономии числа операций, т. е.
к минимизации числа операций.

Ниже в описании алгоритма совместная обра-
ботка цепей выполняется на шаге 3, каждый пункт
которого соответствует определенной совместной
обработке (можно сказать — взаимодействию) це-
пей. После шага 3 общий граф может еще содер-
жать цепи, а также в нем остаются исходные циклы.
Между этими компонентами уже невозможны вза-
имодействия, которые экономили бы число опера-
ций. Но возможны взаимодействия, заменяющие
дорогое удаление b-вершины на операцию с мень-
шей ценой. Эти взаимодействия описаны на шаге 4
алгоритма.

2.2 Приведение общего графа в случае
постоянного состава и разных цен
операций

Рассмотрим случай постоянного состава, встав-
ки и удаления отсутствуют, цены операций различ-
ны. Точнее, предполагается, что цены операций
удовлетворяют одному из двух условий: c2 ≤ c1 ≤
≤ c′1 ≤ c1,5 (циклический вариант) и c1 ≤ c′1 ≤
≤ c1,5 ≤ c2 (линейный вариант). Здесь указаны
соотношения между ценами разреза c1, склейки c′1,
полуторной переклейки c1,5, двойной переклей-
ки c2.

В этом случае предлагается решение несколько
измененной задачи: кратчайшая последовательность
ищется среди всех минимальных последовательно-
стей. Она называется условно кратчайшей. Реше-
ние задачи в этом смысле будем называть условной
оптимизацией. Авторы не знают, существует ли
полиномиальный по времени алгоритм решения
безусловной задачи даже при одном из указанных
соотношений цен, если только не все цены равны.
Конечно, если они равны, то условная оптимизация
совпадает с безусловной, т. е. с решением исходной
задачи.

В рассматриваемом случае общий граф состо-
ит из циклов и цепей, в которых чередуются a-
и b-ребра. В случае постоянного состава качеством
H(a+ b) общего графа a+ b назовем число циклов,
сложенное с половиной числа четных цепей в нем.
Четной называется цепь с четным числом ребер,
а также цепь размера ноль; цепи нечетного размера
не учитываются; понятия размера и длины в этом
пункте совпадают. Пусть структуры a и b имеют
по n ребер. Для построения минимальной последо-
вательности решающее значение имеет возрастание
качества от значения H(a + b) до значения n на +1
при выполнении каждой операции; таким обра-
зом, минимальную длину можно указать сразу: она
равна n − H(a+ b).

Лемма 1.

1. Каждая стандартная операция изменяет каче-
ство общего графа на 0 или ±1.

2. Для нефинального графа существует операция,
увеличивающая его качество на 1.

3. Граф a + b финальный, если и только если a =
= b; для финального графа a + b выполняется
H(a+ b) = n.

4. Как безусловная, так и условная задачи для a и b
эквивалентны соответствующим задачам о при-
ведении общего графа a+ b к финальному виду.
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5. Существует последовательность операций, пре-
образующая a+ b к финальному виду, на каждом
шаге которой качество увеличивается ровно на 1;
ее длина равна k = n − H(a+ b).

6. Минимальная длина равна k.

7. Минимальными последовательностями для a + b
являются в точности те, у которых каждая опе-
рация увеличивает качество общего графа на 1.
Их длины равны k.

Простое д о к а з а т е л ь с т в о леммы 1 приведено
в [1, п. 3].

Опишем точный линейный алгоритм приведе-
ния к финальному виду в случаях циклического
и линейного соотношений цен. Пункт 3 в [1] содер-
жит рисунки, наглядно поясняющие его работу. Для
циклического варианта он состоит из трех шагов.

Шаг 1. Если имеется цикл длины, строго большей
двух, двойной переклейкой разбиваем его на
два цикла, один из которых имеет длину 2.

Шаг 2. Склейкой каждую нечетную цепь замыкаем
в цикл, после чего применяем шаг 1.

Шаг 3. Полуторной переклейкой каждую ненуле-
вую четную цепь замыкаем в цикл, один край
цепи становится нулевой цепью. Затем приме-
няем шаг 1.

Алгоритм решения условной задачи для линей-
ного варианта состоит также из трех шагов.

Шаг 1. Тот же, что и в предыдущем алгоритме.

Шаг 2. Разрезом от каждой нечетной цепи отделя-
ем крайнюю вершину, получаем четную цепь
на 1 меньшей длины и нулевую цепь.

Шаг 3. Полуторной переклейкой каждую ненуле-
вую четную цепь укорачиваем на 2 ребра и за-
мыкаем два ее крайних ребра в цикл, пока в об-
щем графе не останется ненулевых цепей.

Если ни один шаг не применим, то общий граф
уже имеет финальный вид и к нему применяется
пустая последовательность операций. �

Отметим: от [4, 5] приведенное ниже доказа-
тельство теорем 1 и 2 отличается другими услови-
ями на цены, использованием другого вспомога-
тельного графа, меньшего размера, и индукцией
по величине C(G) общего графа, которая и состав-
ляет суть приводимых доказательств (не говоря об
отсутствии полного доказательства в [4, 5]).

Теорема 1. Указанные линейные алгоритмы точно ре-
шают задачу условной оптимизации для циклического
и линейного вариантов цен.

С х е м а д о к а з а т е л ь с т в а . Минимальность по-
лученной последовательности следует из леммы 1.
Из нее же следует линейность алгоритма по вре-
мени.

Докажем, что полученная последователь-
ность — кратчайшая. Для этого выразим суммарную
цену c(G) в полученной алгоритмом последователь-
ности через числовые характеристики графа G (по-
дробности приведены в [1, п. 3]). Кратчайшую цену
для приведения графа G к финальному виду обозна-
чим C(G). Индукцией по величине C(G) покажем,
что для всех графов G выполняется неравенство
c(G) ≤ C(G). Отсюда c(G) = C(G), что и требует-
ся. Число вершин в графе G фиксировано, поэтому
множество минимальных цен конечно. Индукция
идет по естественному порядку в этом множестве
цен. Если C(G) = 0, то граф G финального вида
и c(G) = 0.

Индуктивный шаг. Пусть для всех графов G′,
у которых C(G′) < C(G), выполняется неравенство
c(G) ≤ C(G). Докажем его для G. Рассмотрим
приводящую последовательность для G. Обозна-
чим через o ее первую операцию, c(o) — ее цену,
o(G) — результат ее применения к G. Достаточ-
но проверить неравенство c(o′) ≥ c(G) − c(o′(G))
для каждой операции o′. Действительно, по пред-
положению индукции имеем: c(o(G)) ≤ C(o(G)).
Отсюда c(G) ≤ c(o(G)) + c(o) ≤ C(o(G)) + c(o) =
= C(G). Подробности проверки приведены в [1,
п. 3]. �

2.3 Приведение общего графа в случае
переменного состава и разных цен
операций

Дан общий граф a + b и число ε, 0 ≤ ε ≤ 1.
Разрешены все операции, т. е. в силу утверждения
в подразд. 1.1 стандартные операции, удаления a-
и b-вершин (особых вершин с пометкой a или b).
Пусть цены стандартных операций и a-удаления
равны 1, а цена b-удаления вершины равна 1 + ε.
Термин конец, естественно, относится к концу реб-
ра или к изолированной вершине в общем графе.

Предлагаемый алгоритм компьютерно тестиро-
вался в общем случае, если цена b-удаления больше
цены всех других операций. Как правило, алгоритм
находил ответ, близкий к кратчайшей последова-
тельности. Эта более общая ситуация здесь не
рассматривается, но с учетом возможного эвристи-
ческого использования в описание алгоритма, ко-
торое приведено ниже, включены соответствующие
пояснения; они не используются в доказательстве,
которое также приводится ниже.
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Краткое описание алгоритма

Шаг 1. Удалить особые a-петли.

Шаг 2. Вырезать все обычные ребра, не входящие
в 2-циклы (т. е. циклы размера 2), замыкая их
в финальные 2-циклы двойной (если ребро не
крайнее) или полуторной (если оно крайнее)
переклейками или склейкой (если оно изоли-
рованное). В [1, п. 4] содержится подробное
описание работы алгоритма на шагах 2 и 3 с ри-
сунками.

Шаг 3. Фактически этот шаг тот же, что и в [2]
(более подробно он описан в [1, п. 4]). На-
помним его смысл. В множестве цепей об-
щего графа (после шага 2) выделяются неболь-
шие попарно непересекающиеся подмножества
мощности от 2 до 4. Внутри каждого подмноже-
ства M производится (|M |− 1) операций между
цепями (взаимодействий) так, что если каждую
цепь из M приводить к финальному виду авто-
номно (т. е. без взаимодействий с другими ком-
понентами), то число требуемых операций бу-
дет строго больше числа операций, требуемых,
если сначала провести данное взаимодействие.
Доказывается, что описанное множество взаи-
модействий дает максимально возможную эко-
номию числа операций.

Шаг 4. На этом шаге в определенном порядке
производятся взаимодействия между связными
компонентами общего графа. Каждое взаимо-
действие производится до тех пор, пока есть
компоненты, которые могут служить его аргу-
ментами. Эти взаимодействия не уменьшают
общее число операций (точнее, сохраняют его),
но позволяют заменить «дорогую» операцию
удаления b-вершины на другую, более деше-
вую операцию. Например, если удалить две
b-петли по отдельности, будет произведено две
операции удаления b-вершины, если же снача-
ла двойной переклейкой слить эти две петли
в одну (это частный случай взаимодействия 4.1
из [1]), то одно удаление заменится на двойную
переклейку. Подробно шаг 4 описан в [1, п. 4].

Шаг 5. Удаляем изолированные особые вершины
и петли. Из оставшихся цепей удаляем особые
вершины. Из циклов размера, большего 2, вы-
резаем 2-циклы так, чтобы происходило отож-
дествление двух b-вершин (соответственно,
в 2-цикл включается a-вершина). Из 2-цик-
лов удаляем особые вершины.

Конец описания алгоритма. �

Д о к а ж е м теорему о минимальности суммар-
ной цены последовательности операций, которая

получается в алгоритме, т. е. о точности (коррект-
ности) алгоритма.

Пусть B′ — число циклов в графе a + b, содер-
жащих b-вершину, но не содержащих a-вершину
(назовем их b-циклами). Напомним обозначения
из [2]: B — число особых вершин в a+ b; S — сумма
целых частей половин числа ребер (назовем число
длиной) максимальных отрезков (сегментов) в a +
+ b, которые состоят из обычных ребер, плюс число
нечетных (т. е. нечетной длины) крайних сегмен-
тов минус число циклических сегментов. Крайним
называется сегмент, расположенный с краю цепи,
включая и случай целой цепи. Обычной называется
пара, состоящая из одной из стандартных опера-
ций вместе с ее аргументом, результат которой не
меняет число особых вершин. Далее «обычная»
относится к операции, а ее аргумент подразумева-
ется заданным. Дефект цепи (или цикла) равен
минимальному числу обычных операций в после-
довательности, которая приводит ее (или его) к фи-
нальному виду, не считая вырезания обычных ребер
на шаге 2; в последовательности могут встречаться
и операции с их аргументами, которые не являются
обычными; назовем их особыми. В [2] приведена
зависимость дефекта от типа компоненты. Обо-
значим D сумму дефектов компонент графа a + b.
Обозначим P разность величин D, вычисленных
до и после применения шага 3 алгоритма. Заме-
тим, что в любой последовательности операций,
финализирующих общий граф, число особых опе-
раций равно числу особых вершин в нем, так что
экономия числа операций может относиться лишь
к обычным операциям. Поскольку все операции на
шаге 3 особые, величина P равна числу операций,
сэкономленных на шаге 3. Величина ε определена
выше. Пусть C = B + S +D − P + ε(B′ + 1).

Теорема 2. Алгоритм строит последовательность
операций, суммарная цена которой равна одному из
трех значений C−ε,C, C+ε. Минимально возможная
суммарная цена последовательности операций, при-
водящей граф a+ b к финальному виду, также равна
одному из этих значений. Время работы алгоритма
линейное по порядку.

В доказательстве теоремы будут использованы
нижеследующие леммы 2 и 3.

Лемма 2. После выполнения шага 4 остается 0, 1
или 2 связных компоненты, имеющих b-вершину и не
являющихся исходными b-циклами.

Простое доказательство леммы приведено в [1,
п. 4] (там это лемма 3).

Лемма 3. Число обычных операций в алгоритме равно
S +D − P .

Д о к а з а т е л ь с т в о . Напомним [2], что мини-
мальное число обычных операций, требуемых для
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приведения компоненты (после шага 2) к финаль-
ному виду без использования других компонент,
равно ее дефекту. Настоящий алгоритм отличается
от описанного в [2] наличием шага 4. Любая опе-
рация шага 4 либо особая и не меняющая дефект
результата по сравнению с суммарным дефектом ар-
гументов, либо обычная и уменьшающая его на 1.
Поэтому обычных операций в алгоритме столько
же, сколько и раньше, т. е. S +D − P . �

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 2. На шаге 5 для
каждой компоненты, имеющей b-вершины, при-
меняется ровно одна операция удаления b-верши-
ны. По лемме 2 общее число таких операций равно
B′ + n, где n равно 0, 1 или 2. Всего особых опера-
ций B. В силу леммы 3 суммарная цена операций
алгоритма равна (1 + ε)(B′ + n) + (B − B′ − n) +
+ (S +D − P ) = B + S +D −P + ε(B′ + n), откуда
следует первое утверждение теоремы.

Второе утверждение теоремы докажем индук-
цией по минимальной суммарной цене M опера-
ций, приводящих общий граф к финальному виду;
имеется лишь конечное число возможных значе-
ний M на любом ограниченном отрезке, которые
рассматриваем по их возрастанию. Рассуждая так
же, как и в доказательстве теоремы 1, видим, что
достаточно для любой операции o, примененной
к произвольному общему графу G, проверить, что
цена c(o) операции o не меньше C(G)−C(o(G)), где
C(G)— величина C, определенная в формулировке
теоремы 2. Подробности проверки приведены в [1,
п. 4]. �

Следствие. Цена последовательности операций, ко-
торую строит описанный алгоритм, отличается от
цены кратчайшей последовательности не более чем
на ε.

Д о к а з а т е л ь с т в о приведено в [7]. �

3 Обобщение: задача
с повторением имен

3.1 Постановка задачи

Важное в прикладных вопросах обобщение
рассмотренной выше задачи состоит в том, что
в структурах разрешается повторение имен. Это
обобщение назовем задачей с повторениями (или по
историческим причинам говорят: задачей с парало-
гами). Пусть a и b — такие структуры. Например,
имеются в a три ребра с именем k и в b два реб-
ра с тем же именем k. Нужно найти биекцию
меньшего из этих двух множеств ребер в большее
(для данного имени k); и аналогично для каждого

имени k, если ему соответствуют два таких мно-
жества, одно в a и другое в b, с разным числом
элементов. Итак, нужно найти семейство биекций,
индексированное k, при котором кратчайшая цена
достигает минимального значения. Более деталь-
но на этом примере: нужно приписать этим пяти
ребрам индекс i к их имени k (получатся полные
имена, которые имеют вид k.i, где i меняется от 1
до 3) так, чтобы с новыми именами у всех повторя-
ющихся ребер достигалось минимальное значение
кратчайшей цены кратчайшего преобразования a
в b. Индекс i определяет частичное соответствие
между бывшими одноименными ребрами в a и b
и, в частности, определяет, какие ребра общие и ка-
кие особые для этих структур. Например, эти три
ребра можно индексировать k.1, k.2, k.3, а два дру-
гих ребра индексировать k.2 и k.3, тогда ребро k.1
особое, а остальные ребра общие. Полные име-
на позволяют перейти от задачи с повторениями
к задаче без повторений (имен), последняя рассма-
тривалась в разд. 1 и 2.

В силу NP-трудности задачи с повторениями,
нельзя найти точный полиномиальный алгоритм ее
решения. Однако ниже будет показано, как матема-
тически строго свести ее к задаче целочисленного
линейного программирования (ЦЛП). Как извест-
но, для задач ЦЛП доступны компьютерные про-
граммы, выдающие, как правило, точное решение
за время, близкое к линейному, и имеются соответ-
ствующие математические результаты.

Для краткости рассмотрим здесь только случай
одинаковых цен всех операций. В [3] авторы описа-
ли сведение задачи с повторениями к задаче ЦЛП
в случае, если структуры состоят только из цикли-
ческих компонент. При этом число переменных
и ограничений в соответствующей задаче ЦЛП не
более чем квадратично от размера исходных струк-
тур, что, конечно, принципиально важно. Далее
будет описано такое сведение в общем случае с сохра-
нением той же оценки на число переменных и число
ограничений.

3.2 Решение задачи

В исходных структурах a и b выберем произ-
вольно второй индекс у всех повторяющихся имен;
структуры с такими полными именами обозначим a′

и b′; в них (полные) имена уже не повторяются.
Рассмотрим булевы переменные zabkij , для ко-

торых zabkij = 1, если ребро k.i в a′ по искомой
биекции соответствует ребру k.j в b′, иначе zabkij =
= 0. Таким образом, значения этих переменных
определяют соответствие ребер в a′ и b′. Переиме-
нуем ребра в b′ по этому соответствию, результат
обозначим a′(z) и b′(z). С помощью ограничений
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на эти переменные легко выразить понятия в a′(z)
и b′(z): «особое ребро» и «цикл, состоящий из осо-
бых ребер» (назовем его особым циклом). Конечно,
здесь описан только смысл переменной z, который
выражен в рамках задачи ЦЛП.

Каждой паре s различных краев ребер в a′ (или
в b′) сопоставим булеву переменную tas (соответ-
ственно tbs), ограничения на которые обеспечат
следующие три свойства у a′(z) (и у b′(z)): если край
из s принадлежит общему ребру или лежит в особом
цикле, то tas = 0; для каждого края существует не
более одного края, для которых tas = 1 на этой паре
в качестве s; для каждого края особого ребра, не
принадлежащего особому циклу, существует край,
для которого tas = 1 на этой паре в качестве s.
И аналогично для tbs.

По значениям переменных tas и tbs определим
новые вершины и ребра в a′(z) и b′(z), результат
обозначим соответственно a′(z, t) и b′(z, t). Все
особые ребра из b′(z), не содержащиеся в особых
циклах, добавим в a′(z); края новых ребер склеим,
если tbs = 1 на этой паре в качестве s. Аналогично
особые ребра из a′(z), не содержащиеся в особых
циклах, добавим в b′(z); их края аналогично склеим,
если tas = 1. Таким образом, в структурах a′(z, t)
и b′(z, t) все ребра общие, кроме принадлежащих
особым циклам. Как раз эти особые циклы удалим
из a′(z, t) и b′(z, t), результат обозначим теми же
буквами; получены структуры с постоянным соста-
вом. Из условий на tas и tbs следует: каждое новое
ребро входит в цикл из новых ребер.

Обозначим G′ = G′(z, t) = a′(z, t) + b′(z, t). Для
графа G′ вычислим значение C1 + 0,5C2, где C1
и C2 — число циклов и четных цепей в этом графе
соответственно.

Число C1 вычисляется так же, как в [3] для
общего графа вычисляется число S2 циклов, состо-
ящих из обычных ребер (с учетом цепей и новых
ребер).

Для вычисления величины 0,5C2 каждому
краю p ребра в a и b сопоставим переменную rp,
принимающую значения 0, 1 или −1. Ограничения
обеспечат условия: если для пары склеенных краев
в a′(z, t) или b′(z, t) одна из переменных равна 1, то
вторая равна −1, а если первая переменная равна 0,
то вторая равна 0 или −1.

Переменные rp будут входить в минимизиру-
емую функцию F , которую определим чуть ниже,
с отрицательным коэффициентом, поэтому они
равны 1 на изолированных вершинах в G′. На
вершинах из циклов в G′ значения 1 и −1 перемен-
ных rp чередуются или все эти значения нулевые;
в любом случае сумма всех rp вдоль цикла равна 0.
Эти значения чередуются и на ненулевой четной
цепи, причем на ее краях они равны 1; так что

их сумма вдоль цепи равна 1. На нечетных цепях
это чередование перемежается с нулевыми значе-
ниями; в любом случае их сумма вдоль такой цепи
равна 0. Отсюда вытекает, что полусумма всех зна-
чений rp равна C2.

Итак, минимизируемая целевая функция опре-
деляется как F = C0 + n + sa + sb − C1 − 0,5C2,
где C0 — сумма чисел особых циклов в a′(z) и b′(z);
n — число (однократно учитываемых) общих ребер
в них; sa и sb — число особых ребер в a′(z) и b′(z),
не входящих в особые циклы. Значение C0 + n +
+ sa + sb линейно выражается через введенные пе-
ременные z. Значение F линейно выражается через
переменные z, t и rp.

Итак, исходная задача сведена к задаче ЦЛП.
Указанная оценка числа переменных и ограниче-
ний очевидна. Корректность такого сведения фор-
мально доказана в работе авторов, которая пред-
ставлена в печать. В этом доказательстве решающий
шаг состоит в том, что минимальное число опера-
ций в последовательности, преобразующей a′(z)
в b′(z), равно F . Действительно, минимальная по-
следовательность, преобразующая a′(z, t) в b′(z, t),
имеет длину F , что следует из результата в [2]. Она
индуцирует последовательность той же длины, пре-
образующую a′(z) в b′(z). И обратно: кратчайшая
последовательность, преобразующая a′(z) в b′(z),
индуцирует последовательность той же длины, пре-
образующую a′(z, t) в b′(z, t).

Идея такого соответствия последовательностей
состоит в том, что операции удаления участка ре-
бер ставится в соответствие стандартная операция,
вырезающая и зацикливающая этот участок, а опе-
рации вставки участка ребер — стандартная опера-
ция, вставляющая этот зацикленный участок в то
же место. Такая идея была предложена в [8].
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ИНДИВИДУАЛИЗАЦИЯ ПРОЦЕССА ОБУЧЕНИЯ В РЕЖИМЕ

ВЕБ-КОНФЕРЕНЦИИ НА ОСНОВЕ ИЕРАРХИЧЕСКОЙ

НЕЧЕТКОЙ ЭКСПЕРТНОЙ СИСТЕМЫ

А. С. Алексейчук1, А. В. Пантелеев2

Аннотация: Рассматривается модель учебного процесса, реализуемого системой дистанционного обучения
(СДО) в формате веб-конференции. Приводится постановка задачи индивидуализации учебного процесса
(построения индивидуальной траектории обучения) для каждого студента путем выбора подходящего
уровня сложности заданий. Предложен способ индивидуализации процесса обучения при помощи
методов искусственного интеллекта и приведено описание программного комплекса, реализующего как
дистанционное обучение в формате веб-конференции, так и управление процессом обучения при помощи
входящей в его состав иерархической нечеткой экспертной системы. Данная система назначает каждому
студенту наиболее рекомендуемый уровень сложности предстоящего занятия, исходя из имеющихся
исходных данных о студенте и данных об оценках за предыдущие занятия, и таким образом автоматически
формирует расписание занятий, группируя студентов с близким уровнем подготовки. Приведен пример
расчетов, производимых экспертной системой при построении индивидуальной траектории обучения
студента.

Ключевые слова: дистанционное обучение; веб-конференция; экспертная система; иерархический
нечеткий вывод
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1 Введение

В настоящее время перспективным направле-
нием информатизации образования в вузах явля-
ется применение СДО со встроенными системами
веб-конференций, позволяющими всем участни-
кам учебного процесса видеть и слышать друг дру-
га в режиме реального времени. Особенностью
подобных СДО является то, что взаимодействие
студентов и преподавателя происходит в заранее
определенное время, а трудоемкость проведения
занятий быстро возрастает с ростом числа участ-
ников конференции. В данной статье предложен
подход к планированию занятий, заключающийся
в разделении студентов на группы и проведении
занятий раздельно с использованием задач различ-
ного уровня сложности. Это позволит обеспечить
присутствие на каждом практическом занятии сту-
дентов с сопоставимым уровнем подготовки и одно-
временно индивидуализировать процесс обучения
каждого студента. Для реализации индивидуаль-
ного подхода предлагается использовать иерархи-
ческую нечеткую экспертную систему, основанную
на модели нечеткого логического вывода [1]. Ее за-
дача в СДО, предназначенной для выработки навы-
ков решения типовых задач предмета, — выбирать

для каждого студента очередной уровень сложности
решаемых задач в зависимости от текущего уровня
его подготовки.

Нечеткие системы уже нашли применение
в сфере высшего образования. Так, в [2] предла-
гается использовать иерархическую нечеткую базу
знаний для вычисления общего рейтинга студента,
учитывающего его академическую успеваемость,
общественную и научно-исследовательскую дея-
тельность и т. д. В [3] рассмотрено проектирова-
ние иерархической нечеткой экспертной системы,
предназначенной для планирования набора студен-
тов в вуз. В [4] предлагается использовать систему
иерархического нечеткого вывода для построения
рейтинга студентов на основе информации об
оценке за каждое задание, затраченном време-
ни и экспертных оценках сложности данного за-
дания. Имеются примеры применения методов
искусственного интеллекта для индивидуализации
процесса обучения в СДО, не относящихся к сис-
темам реального времени [5]. Описаний систем
управления учебным процессом в СДО реального
времени, а также примеров применения нечетких
систем в сфере обучения в режиме реального време-
ни в отечественной и зарубежной научной литера-
туре не приводилось. Поэтому предметом исследо-

1Московский авиационный институт (национальный исследовательский университет), alexejchuk@gmail.com
2Московский авиационный институт (национальный исследовательский университет), avpanteleev@inbox.ru
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вательского интереса стало применение нечеткой
экспертной системы при практическом использо-
вании СДО для управления учебным процессом
и индивидуализации процесса обучения каждого
студента.

2 Постановка задачи
формирования индивидуальной
траектории обучения

Пусть учебным планом по дисциплине преду-
смотрено некоторое число занятий N . Сценарий
обучения включает встречу участников в назна-
ченное время в виртуальной аудитории, объясне-
ние материала преподавателем с использованием
доступных мультимедийных средств, а также ре-
шение всеми участниками одного или нескольких
типовых заданий (упражнений) в реальном време-
ни под контролем преподавателя. После каждого
занятия по его результатам с учетом предыстории
и данных о начальном уровне подготовки студен-
ты делятся на три нечетких класса: «сильные»,
«средние» и «слабые». Преподаватель для одно-
го и того же занятия составляет несколько вари-
антов (уровней) учебных заданий, различающихся
по сложности, и дает оценки сложности каждого
созданного уровня для каждого класса студентов.
Перед следующим занятием происходит процедура
составления расписания, при котором каждому сту-
денту из числа изучающих данную дисциплину на-
значается один определенный уровень сложности
заданий предстоящего занятия. Соответственно,
множество студентов S разбивается на подмноже-
ства, соответствующие уровням сложности этого
занятия. Количество и состав этих подмножеств
зависят от числа уровней сложности занятий и ме-
няется от занятия к занятию. Последовательность
уровней сложности, проходимых каждым студен-
том при посещении всех занятий изучаемой дисци-
плины, образует его индивидуальную траекторию
обучения.

Определение. Индивидуальная траектория обуче-
ния студента T — это последовательность пар вида
〈номер занятия; номер уровня сложности решаемых
студентом на занятии задач〉.

Обозначим через i ∈ [1, N ] номер текущего за-
нятия, т. е. ближайшего предстоящего занятия, для
которого составляется расписание, если (i − 1)-е
занятие уже проведено. Модель занятия в рассмат-
риваемой СДО представляет собой кортеж

(
Mi,

(
Xi1, Ci(1)

)
,
(
Xi2, Ci(2)

)
, . . .

. . . ,
(
XiMi

, Ci(Mi)
))

, i ∈ [1, N ] ,

Рис. 1 Пример оценок сложности задания: 1 — сильные
студенты; 2 — средние; 3 — слабые студенты

где Mi — число уровней сложности i-го занятия;
Xi1, . . . , XiMi

— текстовые, графические и фор-
мульные материалы для каждого уровня сложности,
хранящиеся в базе данных; Ci(1), . . . Ci(Mi) —
оценки сложности каждого уровня. Обозначим
через j ∈ [1;Mi] номер рассматриваемого уровня
сложности текущего занятия. Оценка сложности
для j-го уровня представляется вектором Ci(j) =
= (Ci1(j), Ci2(j), Ci3(j)), где Ci1(j) ∈ [0, 1]— оцен-
ка сложности j-го уровня i-го занятия для класса
«сильные»; Ci2(j) — оценка сложности для класса
«средние»; Ci3(j) — оценка для класса «слабые».
На рис. 1 проиллюстрирован пример оценок слож-
ности для занятия, включающего четыре уровня
сложности.

В качестве модели студента используются трой-
ки величин 〈〈w〉i−11 , wi−1, D〉. Здесь

– 〈w〉i−11 ∈ [0; 1] — средневзвешенная сумма
оценок, полученных студентом по данной
дисциплине с первого до (i − 1)-го занятия
включительно (при их наличии), вычисляемая
по формуле:

〈w〉i−11 =

∑i−1

k=1
e−β(i−k−1)wk

∑i−1

k=1
e−β(i−k−1)

, i ≥ 2 , (1)

где wk ∈ [0; 1] — оценка за k-е занятие, k =
= 1, . . . , N ; β ∈ [0, βmax]— задаваемый препода-
вателем параметр, характеризующий скорость
уменьшения влияния предыдущих оценок на
средневзвешенную сумму и позволяющий учи-
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тывать изменение подготовленности студента
по данной дисциплине со временем;

– wi−1 ∈ [0; 1] — оценка, полученная студентом
за предыдущее занятие (при наличии);

– D — вектор, содержащий общие данные о сту-
денте, имеющиеся на момент его поступле-
ния в учебное заведение: возраст, пол, отде-
ление (платное или бюджетное), средний балл
в аттестате, оценка за единый государствен-
ный экзамен (ЕГЭ) по дисциплине и оценка
за вступительный тест. Пол студента и отделе-
ние представлены числовыми значениями: 0 —
мужской пол, 1 — женский пол; 0 — бюджетное
отделение, 1 — платное отделение.

Требуется создать модель работы информацион-
ной системы, автоматически составляющей распи-
сание проведения текущего занятия для различных
уровней, т. е. формирующей разбиение множества
студентов S на подмножества S1, S2, . . . , SMi

, соот-
ветствующие уровням сложности занятия.

Для разбиения множества S требуется вычис-
лить рекомендуемый номер уровня Ji текущего
занятия для каждого студента с использовани-
ем всей доступной информации, содержащей-
ся в модели студента и модели занятия, т. е.

Ji = Ji

(
〈w〉i−11 , wi−1, D, Ci−1(Ji−1),

{
Ci(j)

} ∣∣∣Mi

j=1

)
,

i ≥ 2. Для i = 1 (первого занятия) номер реко-
мендуемого уровня должен определяться без учета
оценки за предыдущее занятие и истории оценок,

т. е. J1 = J1

(
D,
{
C1(j)

} ∣∣∣M1

j=1

)
.

Для построения математической модели задачи
выбора рекомендуемого уровня сложности введем
понятие степени рекомендуемости.

Определение. Степень рекомендуемости — это чис-
ловой параметр Qi(j) ∈ [0; 1], соответствующий

данному студенту и j-му уровню сложности i-го
занятия и отражающий степень соответствия это-
го уровня сложности текущему состоянию модели
студента.

Вычислив Qi(j) для всех j = 1, . . . , Mi, можно
определить рекомендуемый уровень, для которого
достигается максимум степени рекомендуемости:

Ji = arg max
j=1,...,Mi

Qi(j) .

Индивидуальная траектория обучения, сформиро-
ванная в соответствии с этой моделью, будет иметь
вид:

T = (〈1, J1〉, 〈2, J2〉, 〈3, J3〉, . . . , 〈N, JN 〉) .

3 Структура иерархической
нечеткой экспертной системы

Для построения траекторий обучения студен-
тов предлагается экспертная система, интегриро-
ванная в единую среду с рассматриваемой СДО.
Она представляет собой информационную систе-
му, основанную на методах искусственного интел-
лекта и использующую механизм нечеткого вывода.
Структура экспертной системы приведена на рис. 2.
В ее состав входят следующие компоненты: пять
блоков фаззификации, два блока композиции, три
блока нечеткого вывода и блок дефаззификации.

Для моделирования переменных используют-
ся лингвистические переменные с конечным набо-
ром термов, выбранных таким образом, чтобы экс-
пертам было удобно составлять правила нечеткого
вывода на естественном языке, например: «Если
сбалансированная оценка за предыдущее занятие
отличная, текущая задача сложная и текущая успе-
ваемость студента средняя, то значение степени
рекомендуемости текущей задачи — высокое».

Рис. 2 Структурная схема иерархической нечеткой экспертной системы
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Рис. 3 Функции принадлежности термов переменных C «сложность занятия» (а) и W «оценка за занятие» (б)

Блок фаззификации оценок сложности i-го за-
нятия осуществляет фаззификацию оценок слож-
ности j-го уровня текущего занятия, представ-
ленных компонентами вектора Ci(j) = (Ci1(j),
Ci2(j), Ci3(j)). Графики функций принадлежно-
сти термов µ1C(x), µ2C(x) и µ3C(x) лингвистической
переменной C «сложность занятия» приведены на
рис. 3, а. Выход блока — матрица Ai(j) = ‖akp,i(j)‖,
где akp,i(j) = µk

C(Cip(j)), k = 1, 3, p = 1, 3, j =
= 1, . . . , Mi.

Следующий за ним блок композиции осуществ-
ляет вычисление вектора “Ci(j), соответствующего
степеням принадлежности сложности текущего
задания для данного студента термам лингвистиче-
ской переменной C «сложность задания» с терм-
множеством TC = {«высокая», «средняя», «низ-
кая»}. Для расчета используется модель текущей
успеваемости студента, которой соответствует
лингвистическая переменная L «текущая успе-
ваемость» с терм-множеством TL = {«высокая»,
«средняя», «низкая»}. Вычисление производится
при помощи оператора максиминной композиции
по формуле “Ci(j) = Ai(j) ◦ L, где Ai(j)— матрица,
представляющая результат фаззификации всех ком-
понент вектора Ci(j); L — вектор, представляющий
значение лингвистической переменной L «текущая
успеваемость». Компоненты вектора “Ci(j) вычис-
ляются по формуле:

“Ck,i(j) = max
p=1,3

min {akp,i(j), Lp} , k = 1, 3 .

Блок фаззификации оценок сложности (i −
− 1)-го занятия осуществляет фаззификацию оце-
нок сложности предыдущего пройденного занятия
Ci−1(Ji−1). Номер предыдущего уровня слож-
ности Ji−1 известен и хранится в базе данных.
Выходом блока является матрица Ai−1(Ji−1) =
= ‖akp(Ji−1)‖i−1, где akp(Ji−1) = µk

C(Ci−1,p(Ji−1)).

Принцип работы этого блока и следующего за ним
блока композиции аналогичны принципам работы
блока фаззификации оценок сложности i-го заня-
тия и следующего за ним блока композиции.

Блок фаззификации оценки за (i − 1)-е заня-
тие осуществляет вычисление вектора, соответст-
вующего степеням принадлежности оценки за
предыдущее пройденное занятие термам лингви-
стической переменной W «оценка за занятие».
Входной переменной блока является значение
оценки wi−1, принимающее непрерывные зна-
чения из отрезка [0, 1], а выход — вектор

“wi−1 =
(
µ1w(wi−1) µ

2
w(wi−1) µ

3
w(wi−1) µ

4
w(wi−1)

)T
.

Поскольку для составления правил вывода пре-
подавателю удобно оперировать привычными
оценками из четырехбалльной системы, то в ка-
честве терм-множества лингвистической перемен-
ной W выбрано множество TW = {«отлично»,
«хорошо», «удовлетворительно», «неудовлетвори-
тельно»}. Функции принадлежности термов приве-
дены на рис. 3, б. Если система оценки знаний име-
ет вид «зачет–незачет», то используются два терма
и соответствующие функции принадлежности.

Блок фаззификации средневзвешенной суммы оце-
нок осуществляет вычисление вектора, соответ-
ствующего степеням принадлежности средневзве-
шенной суммы оценок термам лингвистической
переменной W «оценка за занятие». В случае от-
сутствия истории оценок у данного студента блок
исключается из работы системы. Входной пе-
ременной является средневзвешенная сумма оце-
нок 〈w〉i−11 , вычисленная по формуле (1). Рабо-
та блока аналогична работе блока фаззификации
оценки за (i − 1)-е занятие.

Блок фаззификации начального уровня подготов-
ки студента предназначен для моделирования на-
чального уровня успеваемости каждого студента
на основе общей информации о студентах, хра-
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нящейся в базе данных. Модель начального уровня
успеваемости студента представлена лингвисти-
ческой переменной «начальный уровень успе-
ваемости» с терм-множеством TB = {«сильный»,
«средний», «слабый»}.

Задачу вычисления степеней принадлежности
уровня данного студента термам лингвистической
переменной B можно рассматривать как задачу не-
четкой классификации при наличии обучающей
выборки. Нечеткая классификация представляет
собой разбиение множества студентов на три клас-
са — «сильные», «средние» и «слабые», при которой
каждый студент может принадлежать одновре-
менно нескольким классам с различной степенью
принадлежности. Каждый элемент обучающей вы-
борки содержит вектор признаков D, а также экс-
пертную информацию о том, к каким классам и с ка-
кой степенью принадлежности относится данный
студент.

Блок фаззификации реализован на основе ней-
ронной сети. Вход блока — вектор признаков рас-
сматриваемого студента D с координатами, при-
веденными линейным преобразованием к отрезку
[−1, 1]. Выход блока — вектор-столбец “B = ‖bi‖,
i = 1, 3, где bi — степень принадлежности студента
i-му классу. Для экспериментального определения
конфигурации сети и ее обучения была использо-
вана выборка из 220 записей о студентах. Проведе-
но многократное обучение сети с различными ва-
риантами архитектуры и параметрами алгоритмов
обучения. В результате получена следующая кон-
фигурация. Архитектура сети представляет собой
многослойный перцептрон с 6 входными нейрона-
ми (в соответствии с размерностью вектора D), дву-
мя скрытыми слоями (4 нейрона в первом скрытом
слое, 5 нейронов во втором) и 3 нейронами выход-
ного слоя. Функция активации нейронов скрытых
слоев — симметричная сигмоидная, описываемая
формулой

fz(x) =
2

1 + e−zx − 1

с крутизной функции активации z = 0,7. Алго-
ритм обучения — «быстрый алгоритм обратного
распространения ошибки» (resilient propagation al-
gorithm) [6], число эпох обучения — 70.

Следующие друг за другом три блока нечетко-
го вывода образуют иерархическую систему, где
результаты работы первого и второго блоков не
подвергаются дефаззификации, а непосредственно
передаются на вход третьего блока. Каждый из бло-
ков нечеткого вывода использует схему нечеткого
вывода Мамдани [1, 7]. Структура базы знаний
каждого из блоков представляется в виде набора
лингвистических правил вида:

Rl : Если x1 есть Al1 и x2 есть Al2 и . . .

. . . и xp есть Alp, то y есть Bm
l , l = 1, . . . , L ,

где L — количество правил вывода блока;
x1, . . . , xp — входные лингвистические перемен-
ные; Al1, . . . , Alp — термы входных переменных;
y — выходная лингвистическая переменная; Bm

l

(m = 1, . . .Ky)— m-й терм выходной переменной,
находящийся в заключении l-го правила; Ky — чис-
ло термов выходной переменной; p — количество
входных переменных блока.

Блок нечеткого вывода I уровня иерархии (модели-
рования текущей успеваемости студента) принима-
ет на вход средневзвешенную сумму оценок 〈 “w〉i−11
и начальный уровень подготовки студента “B. Вы-
ход блока — вектор “L, представляющий значение
лингвистической переменной L «текущая успева-
емость студента». Правила вывода блока приведены
в табл. 1.

Блок нечеткого вывода II уровня иерархии (моде-
лирования сбалансированной оценки за предыду-
щее занятие) принимает на вход переменные:
“Ci−1 — нечеткая оценка сложности пройденного
уровня (i − 1)-го занятия для данного студента;
“wi−1 — оценка, полученная студентом на предыду-
щем занятии. Выход блока — вектор “wC

i−1,
представляющий степени принадлежности сбалан-
сированной оценки термам лингвистической пе-
ременной W «оценка за занятие». Сбалансиро-
ванная оценка — это оценка, скорректированная
с учетом соответствия сложности данной задачи
уровню подготовки студента. Правила вывода бло-
ка II уровня приведены в табл. 2.

В случае отсутствия оценки за предыдущее за-
нятие блок исключается из работы экспертной сис-
темы.

Таблица 1 Значения переменной «текущая успеваемость студента»

Начальный уровень Взвешенная средняя оценка
студента Отлично Хорошо Удовлетворительно Неудовлетворительно Отсутствует

Сильный Высокая Средняя Средняя Низкая Высокая
Средний Высокая Средняя Низкая Низкая Средняя
Слабый Средняя Средняя Низкая Низкая Низкая
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Таблица 2 Значения переменной «сбалансированная оценка»

Оценка Сложность занятия
за занятие Высокая Средняя Низкая

Отлично Отлично Отлично Хорошо
Хорошо Хорошо Хорошо Удовлетворительно
Удовлетворительно Хорошо Удовлетворительно Удовлетворительно
Неудовлетворительно Удовлетворительно Неудовлетворительно Неудовлетворительно

Таблица 3 Значения переменной «cтепень рекомендуемости»

Успеваемость
Сложность

Высокая Средняя Низкая
Сильный Очень высокая Высокая Очень низкая
Средний Высокая Высокая Низкая
Слабый Средняя Очень высокая Высокая

Блок нечеткого вывода III уровня иерархии (вы-
числения степени рекомендуемости) принимает
на вход переменные: “Ci — оценка сложности
j-го уровня i-го (текущего) занятия для данно-
го студента; “L — текущий уровень подготовки
студента; “wC

i−1 — сбалансированная оценка за
предыдущее занятие (при наличии). Выход блока
представляет собой агрегированную функцию при-
надлежности µQ,i,j(x) лингвистической перемен-
ной Q «степень рекомендуемости» с терм-множест-
вом TQ = {«очень высокая», «высокая», «средняя»,
«ниже среднего», «низкая»}.

Правила вывода блока при оценке «отлично» за
предыдущее занятие представлены в табл. 3. По-
добным образом составлены правила вывода и для
других значений оценки за предыдущее занятие —
«хорошо», «удовлетворительно», «неудовлетвори-
тельно» и для случая отсутствия оценки.

Нечеткий вывод по схеме Мамдани включает
следующие этапы.

Первый этап — нахождение степени истинности
антецедента каждого правила с использованием
операции вычисления минимума:

αl = min
k=1,...,p

Alk, l = 1, . . . , L .

Второй этап — это процедура нахождения степени
принадлежности выходной переменной “y тер-
мам выходной переменной блока. Обозначим
через {ln} множество номеров правил вывода,
содержащих в заключении n-й терм выходной
переменной Bn

l . Тогда в блоках I и II уров-
ня иерархии n-я компонента вектора выходной
переменной “y будет определяться по формуле:

yn = max
l∈{ln}

{αl} = max
l∈{ln}

{
min

k=1,...,p
Alk

}
.

Для I и II блоков на этом этапе алгоритм работы
заканчивается, и вектор выходной переменной “y
передается на следующий уровень иерархии выво-
да. В III блоке предусмотрены еще два этапа —
активизация подзаключений и агрегация. Пусть
µQl,i,j(x) — функция принадлежности l-го терма
выходной переменной Q для j-го уровня i-го за-
нятия. Активизация подзаключений представляет
собой построение усеченных функций принадлеж-
ности µ∗

Ql,i,j
(x) с уровнем отсечения αl:

µ∗
Ql,i,j(x) = min {µQl,i,j(x), αl} , l = 1, . . . , L .

Затем производится агрегация путем объедине-
ния полученных усеченных функций принадлеж-
ности:

µQ,i,j(x) = max
l=1,...,L

µ∗
Ql,i,j

(x) .

Блок дефаззификации принимает на вход аг-
регированную функцию принадлежности µQ,i,j(x)
из III блока нечеткого вывода, а выходом блока
является окончательное числовое значение степе-

Рис. 4 Дефаззификация выходной переменной

ИНФОРМАТИКА И ЕЁ ПРИМЕНЕНИЯ том 11 выпуск 1 2017 95



А. С. Алексейчук, А. В. Пантелеев

ни рекомендуемости Qi(j). Дефаззификация в этом
блоке производится методом поиска «центра тя-
жести« (рис. 4) по формуле:

Qi(j) =

∫ 1

0

xµQ,i,j(x) dx

∫ 1

0

µQ,i,j(x) dx

. (2)

Интегралы в формуле (2) находятся численно
с использованием метода трапеций.

После нахождения искомой степени рекоменду-
емости Qi(j) для всех j = 1, . . . , Mi студенту назна-
чается уровень Ji с наибольшим значением Qi. Рас-
чет по приведенной выше методике производится
для каждого студента, и в соответствии с результа-
тами расчетов составляется расписание, в котором
каждому студенту назначен наиболее рекоменду-
емый ему уровень.

4 Структура системы
дистанционного обучения

Экспертная система, рассмотренная в статье,
входит в состав системы дистанционного обуче-
ния, обеспечивающей полноценный учебный про-
цесс и включающей в себя функции администри-
рования, управления пользователями (студентами

и преподавателями), составления учебных планов
и заданий, подготовки и проведения занятий, ана-
лиза результатов студентов в различных разрезах,
проведения открытых веб-конференций и консуль-
таций. Набор функций системы и порядок работы
с ней подробно рассмотрены в [8].

Структура компонентов СДО показана на рис. 5
в виде UML (unified modeling language) диаграм-
мы. В структуре можно выделить пять основных
компонентов: клиентское приложение, серверное
приложение, медиасервер, HTTP (hypertext transfer
protocol) сервер и система управления базой дан-
ных (СУБД). В качестве HTTP-сервера и СУБД
использованы готовые программные решения —
Nginx и PostgreSQL, остальные компоненты явля-
ются оригинальными.

Серверное приложение обрабатывает HTTP-за-
просы от клиентов, создает и обрабатывает запросы
к базе данных, формирует страницы веб-интерфей-
са (front-end) программного комплекса, отвечает за
авторизацию пользователей. Приложение создано
с использованием фреймворка Ruby on Rails. Экс-
пертная система входит в состав серверного прило-
жения в виде библиотеки алгоритмов, написанных
на языке Ruby.

Клиентское приложение для проведения веб-
конференций представляет собой графическое SWF
(Small Web Format) приложение, встроенное в веб-

Рис. 5 Структурная схема СДО
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интерфейс программного комплекса. Приложение
служит для отображения пользовательского интер-
фейса веб-конференции, обработки и синхрони-
зации действий пользователей, кодирования и де-
кодирования аудио- и видеопотоков. Приложение
реализовано на основе Flash-технологии.

HTTP-сервер — это промежуточный компонент,
который перенаправляет HTTP-запросы пользова-
телей серверному приложению и передает ответы
приложения обратно пользователям, а также пере-
дает статические ресурсы — файлы изображений,
CSS (cascading style sheet) и JS (Java Script) файлы,
SWF-файл клиентского приложения.

Медиасервер — это компонент, осуществля-
ющий обмен аудио- и видеопотоками между всеми
участниками веб-конференции и обеспечивающий
работу мультимедийных функций режима реаль-
ного времени: показ презентаций, рисование на
виртуальной доске, обмен файлами, показ рабоче-
го стола, общение в чате, решение математических
задач в графическом интерфейсе с WYSIWYG (what
you see is what you get) редактором. Медиасервер
реализован при помощи технологии Java.

5 Моделирование траектории
обучения для одного студента

Рассмотрим результат моделирования индиви-
дуальной траектории для одного студента при по-
мощи указанной СДО.

Моделируемый курс состоит из N = 7 занятий,
для каждого из которых задано Mi = 4 уровня слож-
ности заданий. Уровни пронумерованы в порядке
уменьшения сложности. Пример оценок слож-
ности для одного из занятий приведен на рис. 1,
для остальных занятий оценки сложности выгля-
дят аналогично. В случае получения оценки ниже

порогового значения в 60% по какому-либо заня-
тию студенту назначается повторное прохождение
того же занятия, а требуемый уровень сложности
вновь определяется экспертной системой с учетом
последней полученной оценки. Обучение считает-
ся законченным, когда выполняется условие wN ≥
≥ 60%, т. е. студент получил положительные оценки
за все занятия курса.

В табл. 4 приведены результаты расчета траек-
тории. Показаны степени рекомендуемости для
каждого уровня сложности и выделен уровень
с наибольшей степенью рекомендуемости. В по-
следнем столбце приведена последовательность
оценок wi, использованных для моделирования
процесса обучения. Выбраны следующие исход-
ные данные о студенте: возраст — 17 лет; пол —
мужской; отделение — бюджетное; средняя оцен-
ка в аттестате — 4,0; оценка за ЕГЭ по изучаемой
дисциплине — 52 балла; оценка за вступительный
тест — 57 баллов.

На рис. 6 приведена визуализация полученной
траектории. Прямоугольниками выделено повтор-
ное прохождение одного и того же занятия после
получения оценки ниже 60%.

Как видно из графика, экспертная система ре-
комендовала начать обучение со второго уровня
сложности ввиду хороших, но не самых высоких
входных результатов студента. После получения
высокой оценки (100%) система предложила ре-
шать задачи первого, самого сложного уровня. По-
сле получения низкой оценки (45%) за третье за-
нятие студенту предложено пройти второй, более
простой уровень того же занятия. Далее после по-
лучения высоких оценок траектория возвращается
к первому уровню. После получения очень низких
оценок траектория спускается до самого простого,
четвертого уровня. Далее траектория вновь под-
нимается до второго уровня, но не до первого, так

Таблица 4 Результаты моделирования траектории обучения

Номер
попытки

Номер
занятия

Степень рекомендуемости
уровней сложности

Рекомендуемый
уровень

Оценка
за

1 2 3 4 занятие
1 1 0,525 0,560 0,493 0,475 2 100
2 2 0,793 0,773 0,547 0,528 1 100
3 3 0,853 0,755 0,425 0,147 1 45
4 3 (повтор) 0,580 0,620 0,519 0,419 2 90
5 4 0,595 0,634 0,567 0,438 2 95
6 5 0,832 0,683 0,549 0,167 1 40
7 5 (повтор) 0,474 0,698 0,640 0,512 2 30
8 5 (повтор) 0,405 0,577 0,577 0,601 4 70
9 6 0,470 0,552 0,567 0,557 3 80

10 7 0,487 0,556 0,506 0,457 2 100
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Рис. 6 Пример траектории обучения студента

как сказывается недавняя история низких оценок
за 5-е занятие.

6 Выводы
В статье приведено описание системы дистан-

ционного обучения на основе веб-конференций,
позволяющей планировать и проводить занятия
в режиме реального времени.

Предложена иерархическая нечеткая эксперт-
ная система, основанная на методах искусственно-
го интеллекта, позволяющая автоматически обра-
батывать информацию о студентах и экспертные
данные для помощи преподавателю в формирова-
нии стратегии обучения каждого студента. Как
следует из результатов моделирования, разработан-
ная система эффективно справляется с построени-
ем индивидуальной траектории студента, учитывая
начальный уровень подготовки студента и измене-
ние его уровня подготовки в процессе накопления
истории полученных результатов обучения и опе-
ративно реагируя на получение различных текущих
оценок.

На кафедре «Математическая кибернетика»
МАИ было проведено тестирование созданной сис-
темы для дистанционного обучения студентов фа-
культета, расположенного в г. Луховицы. Получены
положительные отзывы студентов и администра-
ции об удобстве и функциональности разработан-
ной СДО, а также значительно упрощена работа
преподавателя благодаря раздельному проведению
занятий разного уровня сложности со студентами
сопоставимого уровня подготовки.
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НАДКОРПУСНАЯ БАЗА ДАННЫХ КОННЕКТОРОВ:

ПОСТРОЕНИЕ СИСТЕМЫ ТЕРМИНОВ∗

Анна А. Зализняк1, И. М. Зацман2, О. Ю. Инькова3

Аннотация: Рассматривается задача контрастивного исследования коннекторов русского языка с по-
мощью надкорпусной базы данных (НБД), которая представляет собой новую категорию информаци-
онных лингвистических ресурсов. Надкорпусная база данных содержит параллельные выровненные
тексты, в которых одному или нескольким предложениям поставлены в соответствие одно или несколько
предложений их перевода. Первая характерная черта НБД заключается в возможности аннотирования
исследуемых языковых единиц (ЯЕ), в данном случае коннекторов. Вторая состоит в том, что реше-
ние задачи аннотирования привело к появлению широкого спектра новых сущностей и понятий как
в информатике, так и в лингвистике. Для их описания предлагается система терминов, носящая междис-
циплинарный характер. С одной стороны, эти термины используются лингвистами для представления
новых фундаментальных знаний, полученных ими в процессе контрастивного исследования коннекторов
русского языка. С другой стороны, они применяются при разработке архитектуры и функциональных
подсистем НБД, а также для разработки информационного, лингвистического и программного видов
обеспечения. Кроме того, эта система терминов необходима для сопоставления полученных результатов
с имеющимися отечественными и зарубежными аналогами.

Ключевые слова: надкорпусная база данных; система терминов; аннотирование коннекторов; параллель-
ные тексты; корпусная лингвистика; хронотипическая фасетная классификация
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1 Введение
Аннотирование коннекторов с помощью НБД

является одной из задач совместного российско-
швейцарского проекта «Контрастивное корпусное
исследование коннекторов русского языка», кото-
рый в настоящее время выполняется в Институте
проблем информатики ФИЦ ИУ РАН и на фи-
лологическом факультете Женевского университе-
та. Одной из целей аннотирования является кон-
трастивное исследование и статистический анализ
с помощью НБД универсальных и лингвоспеци-
фичных черт семантики русских коннекторов, т. е.
служебных слов различных грамматических клас-
сов (сочинительные и подчинительные союзы, не-
которые наречия, предлоги и частицы, а также
единицы комплексной грамматической природы,
получившие название «дискурсивные слова»), вы-
полняющих связующую функцию [1–4].

Основная цель статьи заключается в описании
системы терминов, разрабатываемой совместными
усилиями лингвистов, переводчиков и специали-
стов в области информатики в рамках этого проек-

та. Определяемые термины, с одной стороны, не-
обходимы лингвистам для разработки принципов
аннотирования и представления новых фундамен-
тальных знаний, полученных в процессе конт-
растивного исследования коннекторов русского
языка и статистического анализа результатов их
аннотирования. С другой стороны, они необ-
ходимы для описания требований к архитектуре,
функциональным подсистемам, информационно-
му, программному и лингвистическому видам обес-
печения НБД.

В совместной работе лингвистов и специалистов
по информатике, не владеющих, как правило, про-
фессиональной лексикой друг друга, эта система
терминов выполняет функцию лингва франка. Она
создается ими с целью обеспечить когнитивную
интероперабельность (взаимное понимание) участ-
ников в процессе выполнения ими проекта, в кото-
ром лингвистическая и информационно-компью-
терная составляющие вплетены друг в друга.

Кроме того, создаваемая система терминов не-
обходима для сопоставления получаемых в проекте

∗Работа выполнена в Институте проблем информатики ФИЦ ИУ РАН при поддержке РФФИ (проект № 16-24-41002) и ШННФ
(проект № IZLRZ1 164059).

1Институт языкознания Российской академии наук; Институт проблем информатики Федерального исследовательского центра
«Информатика и управление» Российской академии наук, anna.zalizniak@gmail.com

2Институт проблем информатики Федерального исследовательского центра «Информатика и управление» Российской академии
наук, izatsman@yandex.ru

3Женевский университет, Olga.Inkova@unige.ch
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результатов с имеющимися отечественными и за-
рубежными аналогами.

2 Надкорпусная база данных

Надкорпусная база данных, обеспечивающая
возможность аннотирования анализируемых ЯЕ,
относится к новой категории информационных
лингвистических ресурсов [5, 6]. В ней одному или
нескольким предложениям текста на русском язы-
ке поставлены в соответствие одно или несколько
предложений их перевода на французский язык1.
Поставленные в соответствие предложения (или их
последовательности) называются текстовыми па-
рами. Надкорпусная база данных обеспечивает по-
иск пар по словам, сочетаниям слов и меткам их
морфологической разметки (табл. 1).

В настоящее время в НБД загружены тексты па-
раллельного французского подкорпуса Националь-
ного корпуса русского языка. Общий объем этого
подкорпуса составляет около 3,5 млн словоупо-
треблений. В НБД предложениям на русском языке
поставлены в соответствие их переводы на фран-
цузский язык, всего 104 471 пара, а предложениям
на французском языке — их переводы на русский
язык, всего 13 402 пары. В обоих случаях объек-
том исследования являются коннекторы русского
языка. При этом в первом случае одновременно

анализируются и их функционально эквивалент-
ные фрагменты (ФЭФ — термин Д. Добровольско-
го [7]), а во втором случае — те стимулы фран-
цузского текста, переводами которых на русский
язык являются исследуемые коннекторы2 [4, 8, 9].
Поэтому в первом случае будем говорить о прямом
переводе, а во втором — о реверсивном3.

Первое отличие НБД от параллельных корпус-
ов текстов заключается в возможности аннотиро-
вания исследуемых ЯЕ в обоих направлениях пе-
ревода. В параллельных корпусах такая функция
отсутствует. Более того, сам замысел электрон-
ных корпусов текстов не предполагает реализации
в них подобных функций. Второе отличие состоит
в том, что в процессе аннотирования конкретных
ЯЕ в НБД программно формируются информаци-
онные объекты разной степени генерализации. Их
формирование позволяет проводить многоаспект-
ный статистический анализ исследуемых ЯЕ.

Для описания результатов аннотирования и по-
рождаемых информационных объектов на первом
этапе выполнения проекта стала создаваться сис-
тема терминов. Отдельные термины, например дву-
язычный кортеж, фасетная классификация (ФК) ЯЕ,
были определены в работе [10]. Фасетная класси-
фикация, используемая при аннотировании анали-
зируемых ЯЕ в НБД, была названа хронотипической
(термин вводится впервые); это обозначение отра-
жает тот факт, что производимые экспертами по

Таблица 1 Первые четыре текстовые пары найденных в НБД коннекторов по сочетанию слов «не только» в русском
тексте

Оригинальный текст Перевод
Захар не старался изменить не только данного ему Богом
образа, но и своего костюма, в котором ходил в деревне

Zakhar n’avait rien fait pour changer l’apparence que Dieu
lui avait donn‚ee ni le costume qu’il avait port‚e �a la campagne

Он его представлял себе чем-то вроде второго отца, ко-
торый только и дышит тем, как бы за дело и не за дело,
сплошь да рядом, награждать своих подчиненных и за-
ботиться не только о их нуждах, но и об удовольствиях

Il se l’imaginait comme une sorte de second p �ere qui ne
pensait qu’ �a distribuer des primes �a ses employ‚es, qu’ils
le m‚eritent ou non, �a tort et �a travers, et qu’ �a veiller non
seulement �a leurs besoins mais aussi �a leur bien-�etre

Это происходило, как заметил Обломов впоследствии,
оттого, что есть такие начальники, которые в испуган-
ном до одурения лице подчиненного, выскочившего
к ним навстречу, видят не только почтение к себе, но
даже ревность, а иногда и способности к службе

Comme Oblomov le remarqua plus tard, la cause en ‚etait
que certains sup‚erieurs voyaient dans la mine effray‚ee d’un
employ‚e qui s’empressait �a leur rencontre, non seulement
une preuve de respect pour eux, mais aussi un signe de z �ele
et m�eme d’aptitude au service

Со времени смерти стариков хозяйственные дела в де-
ревне не только не улучшились, но, как видно из письма
старосты, становились хуже

Depuis la mort des parents, les affaires du domaine non
seulement ne s’am‚elioraient pas, mais, �a en croire la lettre
du r‚egisseur, empiraient

1Использование в качестве единицы аннотирования последовательности из двух и более предложений обусловлено спецификой
коннекторов как ЯЕ, устанавливающих логико-семантические отношения как между частями одного предложения, так и между
предложениями.

2Термин стимул перевода в том значении, в котором он применяется в данных исследованиях ЯЕ, в том числе коннекторов,
введен в работе [8] (см. также [4, 9]).

3Термин реверсивный перевод предложен Н. В. Бунтман при обсуждении этой статьи.
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ходу работы изменения числа и состава рубрик
классификации фиксируются в форме хроноти-
пов — состояний классификационных систем в по-
следовательные дискретные моменты времени.

Следующий раздел содержит дефиниции основ-
ных терминов разработанной системы, которые от-
носятся к моно- и двуязычным аннотациям, а также
иллюстрирующие их примеры. В разд. 4 рассматри-
ваются поливариантные и полиязычные аннота-
ции.

3 Моно- и двуязычные аннотации

Выше уже были определены термины: тексто-
вая пара, прямой и реверсивный перевод, хроноти-
пическая классификация (классификационная систе-
ма) и ее хронотипы. Определение других терминов
будет во многом основано на понятиях «аннота-
ция» и «аннотирование» исследуемых ЯЕ, их ФЭФ,
а также переводных соответствий ЯЕ и ФЭФ. Про-
иллюстрируем значение дефиниции понятия «ан-
нотация» в контексте сопоставления ожидаемых
результатов проекта с имеющимися аналогами.

Наиболее близким аналогом НБД совместного
проекта является база данных Penn Discourse Tree-
bank (PDTB), содержащая тексты на английском
языке, объем которых равен приблизительно 1 млн
словоупотреблений [11]. База данных PDTB была
создана для исследования дискурсивных отноше-
ний и коннекторов как средств их выражения как
внутри предложения, так и между предложениями.
В PDTB сформировано 18 459 аннотаций коннек-
торов. В рассматриваемом совместном проекте на
момент его завершения запланировано сформиро-
вать 5000 аннотаций коннекторов русского языка
и их французских ФЭФ, полученных в процессе
выполнения профессионального перевода, кото-
рый будем называть референтным переводом (РП),
так как в НБД он является эталоном при исследо-
вании качества машинного перевода (МП) коннек-
торов [12, 13]. Одновременно будут сформирова-
ны 5000 аннотаций для МП, т. е. всего 10 000, при
этом для МП берутся те же предложения ориги-
нального текста, что и для РП. Тогда общее число
аннотаций в НБД (10 000) будет почти в два раза

меньше, чем в PDTB (18 459). Однако реальное
соотношение количества аннотаций в двух срав-
ниваемых базах данных совсем иное, поскольку
аннотации в PDTB являются моноязычными (МА),
а в НБД — двуязычными (анализируются и опи-
сываются одновременно исследуемые коннекторы
и их ФЭФ).

Приведенный пример иллюстрирует необходи-
мость четкого определения как минимум трех видов
аннотации: моно-, дву- и полиязычной (определе-
ния 1 и 2 даны без учета вариантности переводов;
это понятие вводится в следующем разделе).

Определение 1. Моноязычной аннотацией исследу-
емой ЯЕ в НБД называется совокупность рубрик
ФК ЯЕ, сформированная лингвистами в процессе
семантического анализа ЯЕ, которой они приписы-
вают структурированный текстовый комментарий;
при этом идентификатор автора и дата создания
аннотации формируются программно.

Аналогично определяется МА для ФЭФ иссле-
дуемой ЯЕ с использованием рубрик соответству-
ющей ФК (ФК ФЭФ).

Определение 2. Двуязычной аннотацией исследуемой
ЯЕ и ее ФЭФ в НБД называется кортеж, т. е. упоря-
доченная пара вида 〈МА ЯЕ; МА ФЭФ ЯЕ〉, которо-
му лингвисты приписывают рубрики ФК кортежа
и структурированный текстовый комментарий; при
этом идентификатор автора и дата создания записи
формируются программно для всего кортежа, а не
для каждой из двух МА.

Пример русско-французской двуязычной анно-
тации, сформированной в НБД в результате се-
мантического анализа ЯЕ «не только. . ., но» и ее
контекста из четвертой текстовой пары табл. 1, при-
веден в табл. 2 (без рубрик кортежа, комментария,
идентификатора и даты). Моноязычная аннотация
ЯЕ «не только. . ., но» состоит из первого и второго
столбцов этой таблицы, МА ФЭФ ЯЕ — из третьего
и четвертого столбцов. Третий столбец содержит
ФЭФ «non seulement. . . mais» в контексте перевода
всего русского предложения на французский язык.
Второй и четвертый столбцы содержат рубрики,
которые выбраны лингвистом в процессе анноти-
рования этой ЯЕ и ее ФЭФ из ФК ЯЕ и ФК ФЭФ

Таблица 2 Пример русско-французской двуязычной аннотации

Со времени смерти стариков
хозяйственные дела в дерев-
не не только не улучшились,
но, как видно из письма ста-
росты, становились хуже

не только‖но
〈 TBD 〉
〈 CNT p CNT q 〉
〈 CNT 〉
〈 Дистант 〉

Depuis la mort des parents, les
affaires du domaine non seule-
ment ne s’am‚elioraient pas,
mais, �a en croire la lettre du
r‚egisseur, empiraient

non seulement‖mais
〈 TBD 〉
〈 CNT p CNT q 〉
〈 CNT 〉
〈 Дистант 〉
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Таблица 3 Пример русско-французской поливариантной двуязычной аннотации

Со времени смерти ста-
риков хозяйственные де-
ла в деревне не только не
улучшились, но, как вид-
но из письма старосты,
становились хуже

не только‖но
〈 неединственности 〉
〈 CNT p CNT q 〉
〈 CNT 〉
〈 Дистант 〉

Depuis la mort des parents,
les affaires du domaine non
seulement ne s’am‚elioraient pas,
mais, �a en croire la lettre du
r‚egisseur, empiraient

Avec le temps de la mort
des personnes �ag‚ees les affaires
‚economiques dans le village, non
seulement ne s’est pas am‚elior‚ee,
mais, comme on peut le voir
�a partir de la lettre des chefs, de
s’aggraver

non seulement‖mais
〈 неединственности 〉
〈 CNT p CNT q 〉
〈 CNT 〉
〈 Дистант 〉

non seulement‖mais
〈 неединственности 〉
〈 CNT p CNT q 〉
〈 CNT 〉
〈 AgramTotal 〉

соответственно. В обеих МА выделяется главная
рубрика ФК, которая характеризует форму и смыс-
ловое содержание ЯЕ (не только‖но) и ее ФЭФ
(non seulement‖mais). Кроме этих главных рубрик
обе МА содержат по четыре дополнительные руб-
рики, которые в этом примере у них одинаковые,
а именно:

(1) специальная рубрика-метка TBD (to be de-
fined), которая говорит о том, что отношение,
выраженное коннектором, еще не определено;

(2) рубрика 〈CNT p CNT q〉 говорит о том, что эле-
менты многокомпонентного коннектора на-
ходятся в каждом из соединяемых фрагментов
текста p и q;

(3) рубрика 〈CNT〉 говорит о том, что кортеж по-
строен для всего коннектора, а не для отдель-
ных составляющих его блоков или элементов;

(4) рубрика 〈Дистант〉 говорит о том, что части
коннектора разделены текстом.

Отметим, что в общем случае рубрики во втором
и четвертом столбцах могут не совпадать.

В этом примере специальная рубрика-метка
TBD говорит о том, что логико-семантическое от-
ношение, выражаемое ЯЕ «не только. . ., но», в мо-
мент формирования этой русско-французской дву-
язычной аннотации не было определено. Одна из
возможных причин простановки этой пометки за-
ключается в том, что в ФК в момент формирования
этой аннотации отсутствовала релевантная рубри-
ка. Это служит сигналом того, что соответству-
ющий фасет используемой классификации необхо-
димо расширить. После добавления новой рубрики
в ФК эта аннотация будет отредактирована следу-
ющим образом: рубрику-метку TBD впоследствии
заменит рубрика отношения «неединственности»

(см. табл. 3, где используется очередной «хроно-
тип» ФК, уже включающий данную рубрику). Бо-
лее подробное описание этого примера, а также
фасетов используемых классификаций и их рубрик
приведено в работе [10].

4 Поливариантные
и полиязычные аннотации

При наличии в НБД двух и более вариантов пе-
ревода одного и того же текста появляется новый
вид аннотации, который определим следующим
образом.

Определение 3. Поливариантной двуязычной анно-
тацией исследуемой ЯЕ и ее ФЭФ в НБД на-
зывается кортеж вида 〈íá ñå; {íáæüæ1 ñå, . . .
. . . ,íáæüæn ñå}〉, где æüæ1, . . . ,æüæn соот-
ветствуют n разным вариантам перевода на один
и тот же язык, при этом лингвисты кортежу вида
〈íá ñå; íáæüæi ñå〉, где i = 1, 2, . . . , n, присва-
ивают рубрики и комментарий, а идентификатор
автора и дата формирования приписываются про-
граммно каждому кортежу.

Из этого определения следует, что в НБД по-
ливариантная двуязычная аннотация формируется
поэтапно (на каждом этапе создается, как правило,
один кортеж вида 〈íá ñå; íái æüæ ñå〉). При
наличии в НБД переводов одних и тех же текстов
на два и более языков появляется еще один вид
аннотации.

Определение 4. Полиязычной аннотацией исследу-
емой ЯЕ и ее ФЭФ в НБД называется кортеж ви-
да 〈íá ñå; {íá1 æüæ ñå, . . . ,íán æüæ ñå}〉,
где íá1, . . . ,íán соответствуют n разным язы-
кам перевода; при этом лингвисты кортежу вида
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Таблица 4 Пример французско-русской РМЭ

Joli calembour. Il est non-
seulement tr �es-fort, mais
encore tr �es-spirituel

non seulement‖mais en-
core
〈 неединственности 〉
〈 CNT p CNT q 〉
〈 CNT 〉
〈 Дистант 〉

Прекрасный каламбур,
не только складный, но
и остроумный

не только‖но и
〈 неединственности 〉
〈 CNT p CNT q 〉
〈 CNT 〉
〈 Дистант 〉

〈íá ñå; íái æüæ ñå〉, где i = 1, 2, . . . , n, присва-
ивают рубрики и комментарий, а идентификатор
и дата формируются программно для каждого кор-
тежа.

В совместном проекте по исследованию коннек-
торов русского языка формируются только моно-
и поливариантные двуязычные аннотации соглас-
но определениям 2 и 3. Полиязычные аннотации
для переводов на два и более языков в проекте не
используются и далее в статье не рассматриваются.

Пример русско-французской поливариантной
двуязычной аннотации, сформированной в НБД
в результате семантического анализа ЯЕ «не толь-
ко. . ., но», ее контекста в четвертой текстовой па-
ре в табл. 1, одного ее РП и одного МП приве-
ден в табл. 3 (без рубрик кортежей, комментариев,
идентификаторов и дат формирования кортежей).

Отметим, что определения 2 и 3 применимы
только к прямому переводу, поэтому два опреде-
ляемых ими термина будем называть «прямая дву-
язычная аннотация» (кратко — моноэквиваленция
или МЭ) и «прямая поливариантная двуязычная ан-
нотация» (кратко — полиэквиваленция или ПЭ)1.

Для реверсивного перевода определим еще два
вида аннотации.

Определение 5. Реверсивной двуязычной аннотацией
(реверсивной МЭ, или РМЭ) исследуемой ЯЕ и ее
ФЭФ в НБД называется кортеж вида 〈МА ФЭФ ЯЕ;
МА ЯЕ〉, в котором лингвист приписывает рубрики
ФК и структурированный текстовый комментарий
для ФЭФ и для ЯЕ, а идентификатор и дата фор-
мируются программно; при этом в качестве ФЭФ
выступает стимул для появления исследуемой ЯЕ
в переводе.

Пример французско-русской РМЭ, сформиро-
ванной в НБД в результате семантического анализа
стимула для появления исследуемой ЯЕ «не толь-
ко. . ., но и» в переводе, а также его контекста, при-
веден в табл. 4. Моноязычная аннотация ЯЕ «не
только. . ., но и» состоит из третьего и четвертого
столбцов этой таблицы, МА ФЭФ ЯЕ, т. е. сти-

мула, — из первого и второго столбцов. Первый
столбец содержит ФЭФ «non seulement. . . mais en-
core» в контексте всего французского предложения,
а третий столбец содержит перевод этого предложе-
ния на русский язык. Второй и четвертый столбцы
содержат рубрики, которые выбраны лингвистом
в процессе аннотирования стимула для появления
исследуемой ЯЕ и аннотирования самой ЯЕ из ФК
ФЭФ и ФК ЯЕ соответственно.

Определение 6. Реверсивной поливариантной дву-
язычной аннотацией (реверсивной ПЭ, или РПЭ)
ЯЕ, исследуемой в двух и более переводах
одного и того же текста на русский язык,
и ее ФЭФ в НБД называется кортеж ви-
да 〈íáæüæ ñå; {íá1 ñå, . . . ,íán ñå}〉, где
íá1, . . . ,íán соответствуют n разным вариантам
перевода на русский язык; при этом ФЭФ ЯЕ явля-
ется стимулом для появления в переводах одной
и той же исследуемой ЯЕ, но в n разных ее контек-
стах.

Для каждой из прямых и реверсивных МЭ и ПЭ
в работе [10] были определены три частных слу-
чая аннотации коннекторов, обозначаемых в НБД
следующим образом:

I тип — аннотация для всего коннектора в целом
(см. МЭ I типа в табл. 2, ПЭ I типа в табл. 3
и РМЭ I типа в табл. 4),

II тип — аннотация для компонента (блока) кон-
нектора, состоящего из двух и более неделимых
элементов (табл. 5),

III тип — аннотация для неделимого элемента
коннектора (табл. 6).

Таким образом, с учетом деления на три типа
всего в статье определено 12 видов прямых и ре-
версивных МЭ и ПЭ (см. нижний ряд на рисунке),
которые являются основой создаваемой системы
терминов, развитие и уточнение которой планиру-
ется продолжить в процессе выполнения совмест-
ного проекта и наполнения НБД.

1Принцип представления отношения переводной эквивалентности в форме двухместного кортежа как единицы базы данных,
а также термины «моноэквиваленция» и «полиэквиваленция» предложены Анной А. Зализняк в работе [8].
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Таблица 5 Пример русско-французской МЭ II типа

Со времени смерти стариков
хозяйственные дела в деревне
не только не улучшились, но,
как видно из письма старосты,
становились хуже

не только
〈 с предикацией 〉
〈 неначальная 〉
〈 Part 〉
〈 Контакт 〉

Depuis la mort des parents, les
affaires du domaine non seule-
ment ne s’am‚elioraient pas,
mais, �a en croire la lettre du
r‚egisseur, empiraient

non seulement
〈 неначальная 〉
〈 с предикацией 〉
〈 Part 〉
〈 Контакт 〉

Примечания.

1. Рубрика «Part» говорит о том, что аннотация сформирована для части (здесь — блока) «не только» коннектора
«не только. . ., но и».

2. Рубрика «с предикацией» говорит о том, что аннотируемая часть коннектора маркирует фрагмент текста,
представляющий собой предикативную единицу.

3. Рубрика «неначальная» говорит о том, что аннотируемая часть коннектора занимает в маркируемом им фрагменте
текста неначальную позицию.

4. Рубрика «контакт» говорит о том, что элементы, составляющие аннотируемую часть коннектора, находятся
в контактном расположении.

Таблица 6 Пример русско-французской МЭ III типа

Петрович, [. . .] был совсем заспавшись;
но при всем том, как только узнал, в чем
дело, точно как будто его черт толкнул

но
〈 Part 〉

P‚etrovitch [. . .] semblait tout endormi.
Malgr‚e cela, d �es qu’il eut compris de quoi
il s’agissait, ce fut comme si quelque diable
l’e�ut pouss‚e

zero

Примечания.

1. Рубрика «Part» говорит о том, что аннотация сформирована для части (здесь — неделимого элемента) «но»
коннектора «но при всем том».

2. Специальная рубрика «zero» говорит о том, что неделимый элемент коннектора здесь не переведен.

Виды аннотаций, определенные в статье, с учетом деления их на типы

В заключение этого раздела определим тот про-
цесс, который выполняется лингвистами при на-
полнении ими НБД.

Определение 7. Формирование аннотации любого
вида: моноязычной, полиязычной, прямых и ре-
версивных МЭ и ПЭ всех трех типов — будем
называть аннотированием ЯЕ, при необходимости
соответственно эксплицируя частные его случаи,
например: реверсивное поливариантное двуязычное
аннотирование I типа.

5 Заключение
Решение задачи двуязычного аннотирования

в НБД коннекторов, других исследуемых ЯЕ и их
переводных соответствий привело к появлению
широкого спектра новых сущностей и понятий как
в информатике, так и в лингвистике. Их появле-
ние свидетельствует о том, что НБД стали новой
категорией информационных лингвистических ре-
сурсов, обеспечивающих целенаправленную гене-
рацию новых фундаментальных знаний [14–18].
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Определение и типологизация перечисленных
видов аннотаций, а также формализация самого
процесса аннотирования служат одновременно не-
скольким целям. Рассмотренные дефиниции обес-
печивают единое понимание содержания целей, за-
дач и ожидаемых результатов совместного проекта
как лингвистами, так и специалистами в области
информатики, а также когнитивную интеропера-
бельность участников проекта. Создаваемая сис-
тема терминов необходима для согласованного
понимания методики аннотирования и описания
результатов, получаемых в процессе выполнения
проекта, а также для их сопоставления с отече-
ственными и зарубежными аналогами.

Для исполнителей совместного проекта, отве-
чающих за его информационно-компьютерное
обеспечение, рассмотренные дефиниции служат
основой создания и развития архитектуры НБД
в соответствии с целями и задачами проекта. За-
дача представления в НБД прямых и реверсивных
МЭ и ПЭ всех трех типов, которые состоят из двух
и более МА исследуемых ЯЕ и их ФЭФ, во мно-
гом определяет основные принципы проектирова-
ния НБД. В частности, количество оснований ФК
и состав рубрик по каждому основанию может из-
меняться в процессе наполнения НБД, что требует
соответствующих архитектурных решений.

Описание взаимосвязей основных принципов
проектирования НБД с разрабатываемой системой
терминов выходит за рамки этой статьи и должно
стать предметом отдельного исследования.
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Abstract: The article considers a supracorpora database (SCDB) — a new type of linguistic information resource.
The SCDB contains aligned parallel texts wherein source language sentences are aligned with target language
sentences. One distinctive feature of the SCDB is that it supports annotating the examined linguistic items (in
this case, connectives). Another important feature is that cross-linguistic annotating makes it possible to reveal
a wide spectrum of new entities and concepts, both in informatics and linguistics. For description of these entities
and concepts, a new multidisciplinary term system is proposed. On the one hand, the proposed terms are used by
linguists for description of new basic knowledge generated as a result of contrastive analysis of Russian connectives.
On the other hand, the design of architecture and functional subsystems of the SCDB is based on these terms, and
they are used for the development of respective information, linguistic and software tools. Finally, the term system
is required for comparison of the presented outcomes of the project with similar results of other projects.
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ON UNIQUENESS OF CLEARING VECTORS

REDUCING THE SYSTEMIC RISK

Kh. El Bitar1, Yu. Kabanov2, and R. Mokbel3

Abstract: Clearing of financial system, i. e., of a network of interconnecting banks, is a procedure of simultaneous
repaying debts to reduce their total volume. The vector whose components are repayments of each bank is called
clearing vector. In simple models considered by Eisenberg and Noe (2001) and, independently, by Suzuki (2002), it
was shown that the clearing to the minimal value of debts accordingly to natural rules can be formulated as fixpoint
problems. The existence of their solutions, i. e., of clearing vectors, is rather straightforward and can be obtained by
a direct reference to the Knaster–Tarski or Brouwer theorems. The uniqueness of clearing vectors is a more delicate
problem which was solved by Eisenberg and Noe using a graph structure of the financial network. The uniqueness
results have been proved in two generalizations of the Eisenberg–Noe model: in the Elsinger model with seniority
of liabilities and in the Amini–Filipovic–Minca type model with several types of illiquid assets whose firing sale
has a market impact.

Keywords: systemic risk; financial networks; clearing; Knaster–Tarski theorem; Eisenberg–Noe model; debt
seniority; price impact
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1 Introduction

To explain the clearing problem, let us start with the
simplest example of a financial system with two agents
each having in a cash 10 dollars. The first agent gets from
the second a credit of 1M dollars, the second gets from
the first a credit of 1 M and 1 dollars. Apparently, as
a result, both agents have a huge liabilities with respect
to each other. Of course, the agents can be asked to
reduce their liabilities by reimbursing credits partially
(e. g., to the levels 0.5 M and 0.5 M + 1 in liabilities
and 10 dollars both in cash) or completely, with zero
liabilities and cash reserves 11 and 9 dollars, respectively.
Intuitively, the situation where the liability is reduced
(i. e., the system is cleared) seems to be less risky: if
one of the agents became bankrupt and only the per-
centage of the huge debt value can be reimbursed, the
creditor’s losses will be also huge. For complex financial
systems involving large numbers of agents with chains of
borrowing, the clearing problem, that is, the reduction
of absolute values by reimbursement, looks much more
complicated.

In the influential paper [1] published in 2001, Eisen-
berg and Noe suggested a clearing procedure in the mod-
el describing a financial system composed by N banks

(under “banks” can be understood various financial
institutions); a more general model was introduced in-
dependently at the same time by Suzuki [2]. The assets
of the bank are cash and interbank exposures which are,
in turn, liabilities for its debtors. The clearing consists
in simultaneous paying all debts. Each bank pays to its
counterparties the debts pro rata of their relative vol-
ume using its cash reserve and money collected from
the credited banks. The rule is: either all debts are
payed in full or the zero level of the equity is attained
and the bank defaults. The totals reimbursed by banks
form an N-dimensional clearing vector. A remarkable
feature is that this vector is a fixed point of a monotone
mapping of a complete lattice into itself and its existence
follows immediately from the Knaster–Tarski theorem,
a beautiful and fairy simple result which proof needs
only a few lines of arguments [3]. The uniqueness of
the clearing vector is a more delicate result involving the
graph structure of the system.

The ideas of the Eisenberg–Noe paper happened
to be very fruitful and their model was generalized in
many directions having not only financial importance
but posing interesting mathematical questions. One of
them is the question on uniqueness of clearing vector or
equilibrium on financial market.
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The first theorem provides a new sufficient condi-
tion for the Elsinger model of clearing with debts priority
structure. This model is given by a set of liability ma-
trices corresponding to each seniority. The idea of the
present approach is to use the largest clearing vector
which always exists to construct a new liability matrix
generating a graph structure with which one can work
in a similar way as in the Eisenberg–Noe model. The
second theorem deals with the uniqueness of equilibri-
um in a clearing model with several illiquid assets and
a market impact. In the presence of several illiquid
assets, the banks are faced the choice of asset selling
strategies. The proportional scheme of selling similar to
that in the paper by Cont–Wagalath [4] has been used
leaving game-theoretical versions for future studies. In
the case of one illiquid asset, the obtained result is close
to that of the study by Amini–Filipovic–Minca [5], but
the present definition of the equilibrium is different (but
equivalent).

The structure of the note is as follows. In the intro-
ductory section 2, the general principle and results are
discussed briefly in the framework of the Eisenberg–Noe
model. To facilitate the comparison with further devel-
opment, also, short proofs are provided. In section 3,
a uniqueness of the clearing vector for the Elsinger model
where senior liabilities should be reimbursed before the
juniors ones. Section 4 contains the sufficient condition
for the uniqueness of the equilibrium in the model where
clearing requires selling of the illiquid assets with price
impact. Economically speaking, it is oriented to the
recovering of the market after fire sales. For the reader
convenience, in Appendix, a short information about the
Knaster–Tarski theorem adapted to the present authors’
needs is provided.
Notations. The partial ordering in Rn and its sub-
sets induced by the cone Rn

+ is denoted by ≥.
In other words, the inequality y ≥ x is under-
stood componentwise. Also, the symbols x ∧ y
and x ∨ y mean, respectively, the component-
wise minimum and maximum, x+ := x ∨ 0 and
x− := (−x)+. The notation [x, z] is used for the
order interval, i. e., [x, z] = {y ∈ R

n : x ≤ y ≤ z}. If
A ⊆ [x, z], then inf A is the unique element y ∈ [x, z]
such that y ≤ y for all y ∈ A and for any “y such
that “y ≤ y for all y ∈ A, one has “y ≤ y, that is, the
component yi = inf{yi : y ∈ A} for i = 1, . . . , n.

The matrix notations are used where the vec-
tors are columns, ′ is the symbol of transpose, and
1
′ := (1, . . . , 1) (the dimension of the vector is supposed

to be clear from the context).

2 The Eisenberg–Noe Model
In [1], Eisenberg and Noe investigated the model de-
scribing a financial system composed of N banks (under

“banks” can be understood various financial institu-
tions). In the aggregate oversimplified form, the balance
sheet of the bank i can be split into two parts: assets and
liabilities. The assets are of two types: interbank assets
(exposures) “X i and cash ei. The liabilities are: interbank
debts (liabilities) “Li and the equity Ci (or proper capital
reserve) equalizing the two sides of the balance sheet:

ei + “X i = “Li + Ci .

All these values are assumed to be greater or equal to
zero. The condition that Ci ≥ 0 means that the bank is
solvent.

More detailed balance sheet provides the informa-
tion on the values of liabilities of the bank i to the
bank j, namely, vectors (Li1, . . . , LiN )′ of liabilities
and (X i1, . . . , X iN ) of exposures. With this, one has
“X i = X i1 + · · ·+X iN and “Li = Li1 + · · ·+ LiN .

The matrix L = (Lij) with positive entries and zero
diagonal defines the total interbank exposures. Since the
value of the exposure of i to j is the value of the liability
of j to i, one has that L′ = X . So, the matrix L and the
vector e give a description of a financial system in this
model.

Put

šij :=






Lij

“Li
=

Lij

∑
j
Lij

if “Li 6= 0 ;

δij otherwise

where the Kronecker symbol δij = 0 for i 6= j and
δii = 1. Then, šij describes the proportion of the value
debtor i due to the creditor j of the total interbank debt
of i; š = (šij) is called relative liabilities matrix. Note
that in this definition, to get a stochastic matrix š, we
deviate from [1] where šii = 0 when Li = 0.

In general, financial system may have a complicated
structure with cyclical interdependences and banks may
have large exposures within cycles. To reduce them, one
can impose a clearing mechanism satisfying several nat-
ural requirements: limited liability and proportionality.
Formally, this leads to the concept of a clearing payment
vector p∗ ∈

∏
i[0,
“Li] satisfying the following properties:

a. Limiting liability. For every i,

p∗i ≤ ei +
∑

j

šjip∗j .

b. Absolute priority. For every i, either p∗i =
“Li, or

p∗i = ei +
∑

j

šjip∗j .

One may think that the central clearing authority forces
each bank to make a “fair” payment of debts in such
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a way that, having the total payment p∗i , the bank i
remains solvent and pays to j the fraction p∗iš

ij in such
a way that either its total debts are paid, or all the
resources are exhausted.

Alternatively, the conditions a and b can be written
in the following way:

p∗ = min
{

e+š′p∗, “L
}

(1)

where the minimum is understood in the componentwise
sense, i. e., accordingly to the partial ordering defined
by the cone RN

+ .
The main result of Eisenberg and Noe asserts that

the set of clearing vectors is nonempty. Moreover, there
are the minimal and the maximal clearing vectors, de-
noted here p and �p, respectively. This assertion follows
immediately from the Knaster–Tarski fixed point the-
orem: the monotone mapping f : p 7→ (e + š′p) ∧ “L
of a complete lattice [0, “L] into itself has the largest and
the smallest fixed points (for details, see section 5). The
set [0, “L] is convex and compact and f is a continuous
mapping. So, the existence of its fixed point follows also
from the classical Brouwer theorem.

Using the obvious identity (x−y)+ = x−x∧y, one
can rewrite Eq. (1) in the following equivalent form:

(
e+š′p∗ − “L

)+
= e+š′p∗ − p∗ (2)

where the left-hand side is the equity vector of the system
after clearing.

An important but simple observation: the equity
(after clearing) does not depend on the clearing vector. In-
deed,š being a stochastic matrix, 1′š′ = 1′. Therefore,
multiplying the above representation (2) from the left
by 1′, one gets that the sum of equities

1
′
(
e+š′p∗ − “L

)+
= 1′e

is equal to the sum of the initial cash reserves, that is,
invariant with respect to the choice of the clearing vector.
On the other hand, by monotonicity, one has that

(
e+š′p∗ − “L

)+
≤
(
e+š′�p − “L

)+
.

If the both sides here are not equal, then

1
′
(
e+š′p∗ − “L

)+
< 1′

(
e+š′�p − “L

)+

in contradiction with the invariance of the total of equi-
ties.

Sufficient condition for the uniqueness of the clearing
vector. As in [1], let us assume for simplicity that “Li > 0
for all i.

For a stochastic matrixš, we say that I ⊆ {1, . . . , N}
is a (š-)surplus set if šij = 0 for all i ∈ I, j ∈ Ic,
and

∑
j∈I ej > 0.

Recall that j is the creditor of i if šij > 0 (i. e.,
šij > 0); in this case, let us use, as in the theory
of Markov chains or in the graph theory, the notation
i → j.

Let us denote by o(i) the orbit of i that is the set of
all j for which there is a directed path

i → i1 → i2 → · · · → j ,

i. e., o(i) is the set of all direct or indirect creditors of i.
Note that the orbit o(i)with

∑
j∈I ej > 0 is a surplus

set. Indeed, ifšjj′ > 0 for some j ∈ o(i), j′ /∈ o(i), i. e.,
j → j′, then there is a path

i → i1 → i2 → · · · → j → j′ .

Lemma 1. Suppose that the market is cleared by a vector
p∗ ∈ [0, “L]. Let I be a surplus set. Then, at least one node
of I has a strictly positive equity value.

In particular, any orbit o(i) with
∑

j∈o(i) e
j > 0 has

an element with strictly positive equity value.

P r o o f . Multiplying the identity (2) by 1′I and noticing
that (1′Iš

′)i = 1 for i ∈ I, one obtains that

1
′
I

(
e+š′p∗ − “L

)+
≥ 1′Ie > 0

implying the claim. �

A financial system is called regular if for every i, the
orbit o(i) is a surplus set.

Theorem 1. Suppose that the financial system is regular.
Then, p = �p.

P r o o f . Suppose that p and �p are not equal, i. e., p ≤ �p

but for some i, one has the strict inequality pi < �pi.
Denote by C the vector of equities (it is common for
all clearing vectors). By assumption, the orbit o(i) is
a surplus set and by Lemma 1, it contains an element m
with the equity value Cm > 0. By definition of the orbit,
there is a path i → i1 → · · · → m and one may assume
without loss of generality that in this path, m is the first
node with strictly positive equity value.

First, let us prove that one may consider only the
case where the path consists of one step, i. e., i → m.
To this end, let us check that pi1 < �pi1 if i1 6= m. In
other words, the property that pi 6= �pi propagates along
the path.

Suppose that �pi1 < “Li1 . Then, also, pi1 < “Li1 . In
such a case,

pi1 = ei1 +
∑

j

šji1pj , �pi1 = ei1 +
∑

j

šji1 �pj

and one has that

�pi1 − pi1 =
∑

j

šji1
(
�pj − pj

)
> 0

because šii1 > 0, that is, pi1 < �pi1 . This inequality also

holds trivially, if �pi1 = “Li1 but pi1 < “Li1 . The remaining
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case where pi1 = �pi1 = “Li1 is excluded as it is supposed
that Ci1 = 0. Indeed, according to (2), this leads to the
equalities:

ei1+
∑

j

šji1 �pj − “Li1 = 0 ; ei1+
∑

j

šji1pj − “Li1 = 0 ,

implying the identity

∑

j

šji1
(
�pj − pj

)
= 0

which cannot be true since in the above sum, the term
corresponding to j = i is strictly positive.

So, it is sufficient to consider only one-step case.
Since Cm > 0, one has the representations:

Cm = em +
∑

j

šjmpj − “Lm ;

Cm = em +
∑

j

šjm �pj − “Lm .

As above, one again obtains the impossible equality:

∑

j

šjm
(
�pj − pj

)
= 0 .

Therefore, the assumption pi < �pi leads to a contradic-
tion. The uniqueness of clearing vector is proven. �

Remark 1. The above theorem reveals that the problem
to find a clearing vector is ill-posed. Indeed, adding an
infinitesimally small amount ε > 0 (say, one cent) to
the initial endowments leads to a unique clearing vector.
Similar effect will have small increase in liabilities. One
can think that the “true” liability matrix has all elements
strictly positive and that in the model matrix, zero ele-
ments appeared because liabilities are neglected. These
phenomena are related to the ill-posedness of the spec-
tral problem for stochastic matrices. Another question
is which clearing vector is natural.

The above proof is rather straightforward and uses
graph-theoretical language. One can get another one
appealing to the contraction property of the mapping
f : p 7→ (e+š′p)∧ “L defined on the set [0, “L] equipped
with l1-distance |p − “p|1.

Proposition. For every p, “p ∈ [0, “L]

|f(p)− f(“p)|1 ≤ |š′(p − “p)|1 ≤ |p − “p|1 .

Moreover, the first relation above is the equality if and
only if the union of subsets A := {i : (š′p)i = (š′“p)i}
and B := {i : (š′p)i, (š′“p)i ≤ “Li − ei} is the set of
indices {1, . . . , N}.

P r o o f . Using the elementary inequality |a ∧ c− b∧ c|
≤ |a− b| which holds as the equality if and only if when

a = b or a, b ≤ c, one obtains that |f(p) − f(“p)|1
≤ |š′p − š′“p|1 where the equality holds if and only if
for every i, one has (š′p)i = (š′“p)i or (š′p)i, (š′“p)i

≤ “Li − ei. Since |š′y|1 ≤ |š′|1|y|1 and |š′|1 = 1, one
has the claim. �

Let us consider the case where the matrix š is ir-
reducible. Suppose that 1′e > 0 and p and “p are two
different fixed points of the mapping f . According to
above proposition,

∑

j∈B

šji
(
pj − “pj

)
= pi − “pi , i ∈ B .

This means that the nonzero vector with the coordi-
nates pi − “pi, i ∈ B, is a left eigenvector of the matrix
(šij)i,j∈B corresponding to unit eigenvalue. This is
possible only if the latter matrix coincides withš. Thus,
p = f(p) = e + š′p. Since 1′š′p = 1′p, one gets that
1
′e = 0 which is a contradiction. Using the decom-

position of the matrix š on the irreducible component,
one gets that the clearing vector is unique if for any irre-
ducible component, there is a node with strictly positive
initial endowment.

3 The Elsinger Model

In the present paper, a simplified version of the Elsinger
model introduced in [6], where the interbank debts may
be senior and junior, is considered. In this model, the
system of N banks is described by the vector of cash re-
serves and by M matrices L1 = (L

ij
1 ), . . . , LM = (L

ij
M )

representing the hierarchy of liabilities with decreasing
seniority, that is, the element Lij

1 represents the debt
of the bank i to the bank j of the highest seniority,
etc.,

∑
j Lij

S is the total of debts of the bank i of the
seniority S.

The relative liabilities are defined by the matrix šS

with

šij
S =

Lij
S

“Li
S

=
Lij

S∑
j
Lij

S

.

The clearing procedure requires the complete reim-
bursement of the debts starting from the highest priority
and for each seniority level, the distribution is propor-
tional to the volume of debts of this seniority. For the
bank i, let us denote by pi

S the value distributed to
cover the debts of the seniority S. So, the clearing can
be described by the set of vectors pS, S = 1, . . . , M ,
which can be considered as a “long” vector from (RN )M

satisfying the system of equations:

pi
1 = min



ei +

∑

S

∑

j

šji
S pj

S , “Li
1



 ;

112 INFORMATIKA I EE PRIMENENIYA — INFORMATICS AND APPLICATIONS 2017 volume 11 issue 1



On uniqueness of clearing vectors reducing the systemic risk

pi
S = min






ei +

∑

S

∑

j

šji
S pj

S −
∑

r<S

“Li
r



+

, “Li
S



 ,

1 < S ≤ M .

In a vector form, these equations can be written as
follows:

pS =

(
e+

∑

S

š′
SpS −

∑

r<S

“Lr

)+
∧ “LS ,

S = 1, . . . , M . (3)

It is clear that for the partial ordering in (RN )M induced
by the cone (RN

+ )
M , the function

(p1, . . . , pM ) 7→




(

e+
∑

S

š′
Sp∗S

)+
∧ “L1, . . .

. . . ,

(
e+

∑

S

š′
Sp∗S −

∑

r<M

“Lr

)+
∧ LM




is a monotone mapping of the order interval

[0, “L1]× · · · × [0, “LM ] ⊂ (R
N )M

into itself. Thus, according to the Knaster–Tarski the-
orem, the set of fixed points of this mapping, i. e., the
solutions of Eq. (3), is nonempty and has the maximal
and the minimal elements.

In the case of liabilities of different seniority after
clearing by the vector p ∈ (RN )M , the equity vector
C ∈ RN has the form:

C =

(
e+

∑

S

š′
SpS −

∑

S

“LS

)+
.

Lemma 2. The equity vector does not depend on the clearing
vector.

P r o o f . Note that
(

e+
∑

S

š′
SpS

)
∧
∑

S

“Li
S =

∑

S

pS .

Therefore,

(
e+

∑

S

š′
SpS −

∑

S

“LS

)+
= e+

∑

S

š′
SpS −

∑

S

pS .

With this identity, the reasoning is analogous to that with
a single seniority class. �

The aim of this section is to provide a sufficient
condition for the uniqueness of clearing vector using
a specific graph structure induced by the matrices šS .

For a given clearing vector p, let us define the default
index di of the node i as the smallest r such that

�pi
r = ei +

∑

S

∑

j

šji
S �p

j
S −

∑

r′<r

“Li
r′ .

In another words, di is the lowest seniority for which the
bank equity after clearing is equal to zero. Define the
matrix– = –(p) by putting

–ij =

{
1 if šij

d(i) > 0 ;

0 otherwise.

Let us use the notation i ; j if –ij = 1 and denote by
O(i) the–-orbit of i that is the set of all j for which there
is a directed path i ; i1 ; i2 ; · · · ; j.

Theorem 2. Suppose that for the clearing vector �p, any
–-orbit is a surplus set. Then, the clearing vector is
unique.

P r o o f . By definition, the default index

di := min



r : �pi

r = ei +
∑

S

∑

j

šji
S �p

j
S −

∑

r′<r

“Li
r′



 .

It follows that �pi
r = 0; hence, pi

r
= 0 for every r > di.

Suppose that pi
di

< �pi
di and consider a path

i ; i1 ; i2 ; · · · ; m

ending up at the node with strictly positive equity value.
First, let us show that at least for one seniority

pi1
S

< �pi1
S .

Let r′ := di1 . By definition, one has:

�pi1
r =

{
“Li1

r , r ≤ r′ ;

0 , r > r′ .

The claim holds, if pi1
r

< “Li1
r for some r < r′. Thus, it

remains to consider only the case where pi1
r
= �pi1

r = “L
i1
r

for all r < r′ and prove that pi1
r′

< �pi1
r′ . One has the

alternative: either pi1
r′

< �pi1
r′ ≤ “Li1

r (what is needed), or

pi1
r′
= �pi1

r′ ≤ “Li1
r . The second case is impossible, since

the equalities

�pi1
r′ = ei1 +

∑

S

∑

j

šji1
S �p

j
S −

∑

r<r′

“Li1
r ;

pi1
r′
= ei1 +

∑

S

∑

j

šji1
S pj

S
−
∑

r<r′

“Li1
r

imply that

�pi1
r′ − pi1

r′
=
∑

S

∑

j

šji1
S

(
�pj
S − pj

S

)

≥ šii1
di

(
�pi
di − pi

di

)
> 0 .

This is a contradiction.
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The above argument reduces the problem to the case
i ; m and the node m has a strictly positive equity.
The equity Cm does not depend on the clearing vector.
Therefore,

Cm = em +
∑

S

∑

j

šjm
S �p

j
S −

∑

S

“Lm
S ;

Cm = em +
∑

S

∑

j

šjm
S pj

S
−
∑

S

“Lm
S .

It follows that

0 =
∑

S

∑

j

šjm
S

(
�pj
S − pj

S

)
≥ šim

di

(
�pi
di − pi

di

)
> 0 .

This contradiction shows that p = �p.

3.1 Example 1

Let us consider the system consisting of 3 nodes
with the initial cash endowments given by the vector
e = (0.1, 0, 0) and the liability and the ”distribution”
matrices corresponding to senior and junior debts:

LS =



0 1 0
1 0 1
0 2 0


 ; LJ =



0 0 0
0 0 2
0 0 0


 ;

šS =



0 1 0
0.5 0 0.5
0 1 0


 ; šJ =



0 0 0
0 0 1
0 0 0


 .

For this model, the vectors of total liabilities corre-
sponding to the senior and junior debts are, respectively,
“LS = (1, 2, 2) and “LJ = (0, 2, 0).

The equations for clearing vectors are:

p1S =
(
0.1 + 0.5 p2S

)
∧ 1 ;

p2S =
(
p1S + p3S

)
∧ 2 ;

p3S =
(
0.5 p2S + p2J

)
∧ 2 ;

p1J = 0 ;

p2J =
(
p1S + p3S − 2

)+
∧ 2 ;

p3J = 0.

It is not difficult to check that there are infinite set of
clearing vectors. Namely, one has that pS = (1, 2, 1 + t)
and pJ = (0, t, 0)where t ∈ [0, 1]. The minimal clearing
vector corresponds to t = 0 and the maximal corre-
sponds to t = 1.

3.2 Example 2

The vector of cash endowments and the matrix of the
senior debts is the same as in Example 1. The junior debts

matrix LJ and the corresponding distribution matrixšJ

are now:

LJ =



0 0 0
0.4 0 1.6
0 0 0


 ; šJ =



0 0 0
0.2 0 0.8
0 0 0


 .

We are looking for positive solutions of the following
equations:

p1S =
(
0.1 + 0.5 p2S + 0.2 p2J

)
∧ 1 ;

p2S =
(
p1S + p3S

)
∧ 2 ;

p3S =
(
0.5 p2S + 0.8 p2J

)
∧ 2 ;

p1J = 0 ;

p2J =
(
p1S + p3S − 2

)+
∧ 2 ;

p3J = 0 .

Note that p1S ≤ 1 and p2S ≤ 2; hence, p2J ≤ 1 and the
3rd equation is linear:

p3S = 0.5 p2S + 0.8 p2J . (4)

Substituting into the 2nd equation this expression for p3S
and the expression for p1S from the 1st equation, one gets
that

p2S=
((
0.1 + 0.5 p2S + 0.2 p2J

)
∧ 1 + 0.5 p2S + 0.8 p2J

)
∧2.

The inequality p1S < 1 is impossible since in this case,
0.1 + 0.5 p2S + 0.2 p2J < 1, implying that

p2S =
(
0.1 + p2S + p2J

)
∧ 2 .

For positive values of unknown variables, the last equal-
ity may hold only if p2S = 2 but then, the 1st equation
tells one that p1S = 1.

Thus, it was determined that p1S = 1.
Combining the 2nd equation with (4), one obtains

the equality

p2S =
(
1 + 0.5 p2S + 0.8 p2J

)
∧ 2

implying that p2S = 2.
Available information allows one to reduce the 5th

equation to the simple one of the form p2J = 0.8
(
p2J
)+

∧2
having the unique solution p2J = 0.

Summarizing, one gets that pS = (1, 2, 1) and
pJ = (0, 0, 0).

Comment. In the first example, the bank 1 has met all
liabilities and finished with a positive equity, the bank 2
has payed the senior liabilities but defaulted on the ju-
nior debts, the bank 3 has defaulted already at the senior
debts; and the bank 2 has no junior liabilities with the
bank 1. So, the –-orbit of the banks 2 and 3 are not
surplus sets and there are infinite many clearing vectors.
In the second example, the bank 2 has a junior debt to
bank 1, all –-orbits are surplus sets, and the clearing
vector is unique.
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4 Models with Illiquid Assets
and a Price Impact

Let us consider the clearing problem without seniority
structure where the bank i owns not only cash ei but al-
so K illiquid assets, in quantities yi1, . . . yiK represented
in the model by the row i of the matrix Y = (yim),
i ≤ N , m ≤ K. The nominal prices per unit of illiquid
assets are strictly positive numbers Q1, . . . , QK . The
clearing might require their partial sale influencing the
market price. If the bank sells uim ∈ [0, yim] units of the
mth assets for the price qm, its total increase in cash is

(Uq)i =
K∑

m=1

uimqm .

The price formation is modeled by the inverse demand
function F0 : R

K → RK assumed to be continuous and
monotone decreasing (F0(z) ≤ F0(x) when z ≥ x in
the sense of partial ordering defined by RK

+ ) and such
that F0(0) = Q and Fm

0 (Y
′
1) > 0 for m = 1, . . . , K.

The first condition means that in the absence of supply,
the prices are just the nominal prices while the second
one shows that even in the case of total sale, the prices
of illiquid assets remain strictly positive.

The clearing rules: each bank pays debts in accor-
dance to the matrix of relative liabilities and sells illiquid
assets if it has insufficient amount of cash. The result of
clearing should be: all debts of the bank are covered or
its equity falls down to zero.

In the case of several illiquid assets, there is a prob-
lem how the banks chose their strategies of selling. In
principle, one can imagine the situation that they have
full freedom and, acting in the noncooperative way, drop
down the market of illiquid assets because of an excessive
supply. It seems reasonable that the central authority
may impose extra rules on selling illiquid assets. Let us
suppose that this is done by prescribing that the bank i
must sell all assets in the same proportion αi:

αi(q) =

(
“Li − ei −

∑
j
šjipj

)+

∑
k
yikqk

∧ 1 , i = 1, . . . , N .

This formula means that for a fixed market price, the
bank does not sell illiquid assets if its cash reserve to-
gether with collected debts covers the liabilities. In the
another extreme case where

“Li − ei −
∑

j

šjipj ≥
∑

k

yikqk = (Y q)i ,

all illiquid assets have to be sold and the bank defaults.
In the intermediate case, the bank sells a share αi ∈]0, 1[
of the mth asset adding to its cash an extra amount

((“Li − ei −
∑

j š
jipj)/

∑
k yikqk) yimqm. The total in-

crease in cash allows to cover the liabilities.
Under such a rule, the ith bank sells uim := uim(p, q)

units of the mth asset where

uim :=
yim

(
“Li − ei −

∑
j
šjipj

)+

∑
k
yikqk

∧ yim.

The total supply of the illiquid assets is given by the
vector 1′U(p, q) where U(p, q) is the matrix with entries
given by the above formula.

Define the equilibrium vector

(p∗, q∗) ∈
[
0, “L

]
× [F0(1Y ), Q]

as the solution of the system of N +K equations written
in the matrix form as

p = (e+ U(p, q)q +š′p) ∧ “L ; (5)

q = F0(U
′(p, q)1) . (6)

The existence of the equilibrium is easy. Indeed, check
that

U ′(p, q)1 ≥ U ′ (“p, “q) 1 ;

U(p, q)q +š′p ≤ U (“p, “q) “q +š′“p

when (“p, “q) ≥ (p, q). Denoting F (p, q) the right-hand
side of the first equation, one obtains that

(p, q) 7→ (F (p, q), F0 (U
′(p, q))1)

is a monotone mapping of the order interval [0, “L]
× [F0(1Y ), Q] into itself. According to Knaster–Tarski
theorem, the set of its fixed points is nonempty and con-
tains the minimal and maximal elements (p∗, q∗) and
(�p∗, �q∗).

For a fixed q, the function p → F (p, q) is monotone.
Thus, by the Knaster–Tarski theorem, the set of solu-
tions of Eq. (5) is nonempty and contains, in particular,
the maximal element �p(q).

For any fixed q ∈ [F0(Y ), Q], the largest solution
�p = �p(q) of (5) is given by formula:

�p = sup
{

p ∈ [0, “L] : p ≤ (e+ U(p, q)q +š′p) ∧ “L
}

implying that q 7→ �p(q) is an increasing (and continu-
ous) function on [F0(Y ), Q]. It follows that the supply
function

q 7→ ζ(q) := U ′(�p(q), q)1

is decreasing and, therefore, q 7→ F0(ζ(q)) is an increas-
ing (and continuous) mapping of the interval [F0(Y ), Q]
into itself and, therefore, it has the minimal and maximal
fixed points that will be denoted by q1 and q2.
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Lemma 3. Suppose that the scalar function x → x′F0(x)
is strictly increasing on [F0(Y ), Q]. Then, the solution of
the equation q = F0(ζ(q)) is unique, i. e., q1 = q2.

P r o o f . Arguing by contradiction, suppose that q1 6= q2.
Since q1 ≤ q2 and ζ(·) is decreasing, ζ(q1) ≥ ζ(q2).
Moreover, ζ(q1) 6= ζ(q2) as the values of F0 at these
points are q1 and q2. The assumed strict monotonicity
implies that

ζ′(q1)F0(ζ(q1)) > ζ′(q2)F0(ζ(q2)).

It follows that

ζ′ (q1) q1 > ζ′ (q2) q2 .

To get a contradiction, it is sufficient to show that

– := ζ′ (q2) q2 − ζ′ (q1) q1 ≥ 0 .

Let �pk := �p(qk) and let

Dk :=

{
i :
(
“L − e −š′�p (qk)

)i

≥ (Y qk)
i

}
,

i. e., Dk is the set of banks that are forced to sell all
their illiquid assets for the price qk, k = 1, 2. Since �p(·)
is increasing, D2 ⊆ D1. With the notation 1′A for the
row-vector representing the indicator function of the
subset A ⊆ {1, . . . , N}, one has, taking into account
that a+ = a+ a−:

ζ′ (qk) qk = 1
′
Dk

Y qk

+ 1′Dc
k

(
“L − e −š′�pk

)
+ 1′Dc

k

(
“L − e −š′�pk

)−
.

This formula leads to the representation:

– = 1′D2Y (q2 − q1)− 1
′
D1\D2

Y q1

− 1′Dc
1
š′ (�p2 − �p1) + 1

′
Dc
2\Dc

1

(
“L − e −š′�p2

)

+ 1′Dc
1

((
“L − e −š′�p2

)−
−
(
“L − e −š′�p1

)−)

+ 1′Dc
2\Dc

1

(
“L − e −š′�p2

)−
.

Since the function x → x− (on RN ) is positive and
decreasing, the last two terms in the right-hand side are
positive. Regrouping the third and the forth terms, one
gets that

– ≥ 1′D2Y (q2 − q1)− 1
′
D1\D2

q1Y − 1′Dc
2
š′(�p2− �p1)

+ 1′D1\D2

(
“L − e −š′�p1

)
. (7)

From Eq. (5), it follows that

1
′š′ (�p2 − �p1) = 1

′ (�p2 − �p1) = 1
′
D1 (�p2 − �p1)

= 1′D2 (q2u (�p2, q2)− q1u (�p1, q1) + š
′ (�p2 − �p1))

+ 1′D1\D2

(
“L − (e+ q1u (�p1, q1) + š

′�p1)
)

implying that

1
′
Dc
2
š′ (�p2 − �p1) = 1

′
D2 (U (�p2, q2) q2

− U (�p1, q1) q1)− 1
′
D1\D2

U (�p1, q1) q1

+ 1′D1\D2

(
“L − e −š′�p1

)
.

Substituting this expression in (7), one has:

– ≥ 1′D2Y (q2 − q1)− 1
′
D1\D2

Y q1

− 1′D2 (U (�p2, q2) q2 − U (�p1, q1) q1)

+ 1′D1\D2
q1u (�p1, q1) = 0

since the cash increment (U(�p2, q2)q2)i = (Y q)i for
the bank i ∈ D2 and (U(�p1, q1)q1)i = (Y q1)

i for
i ∈ D1 ⊇ D2. �

Theorem 3. Suppose that the scalar function x → x′F0(x)
is strictly increasing on [F0(Y ), Q]. Then, there is q∗

such that the set of solutions of the system (5), (6) is con-
tained in the interval with the extremities (p(q∗), q∗) and
(�p(q∗), q∗). In particular, if for each q the solution of (5)
is unique, then the solution of the system is also unique.

P r o o f . Let• be the set of q for which (p, q) is a solution
of the system (5), (6). If q∗ ∈ •, then (�p(q∗), q∗) is the
solution of (5), (6). According to lemma 3, the point q∗

is uniquely defined. This implies the result. �

Note that the uniqueness of the solution of (5) is
guarantied if for each i, the orbit of i contains an ele-
ment with positive cash reserve.

Remark 2. In [5], it was considered a model coinciding
with studied above in the case of a single illiquid asset.
The difference is that in the cited paper, the equilibri-
um is defined as a vector (p, q) satisfying the system of
equations:

p = (e+ qy +š′p)
+
∧ “L ; (8)

q = F0

(
1
′

((
q−1

(
“L − e −š′p

)+)
∧ y

))
.

To our opinion, the definition of the equilibrium given
by the system (5), (6), which is in the one liquid asset
case has the form:

p =

(
e+

(
“L − e − š′p

)+
∧ (qy) + š′p

)
∧ “L ; (9)

q = F0

(
1
′

((
q−1

(
“L − e −š′p

)+)
∧ y

))
,

is more natural. In fact, the right-hand sides of (8)
and (9) as functions R1(p, q) and R2(p, q) defined on
[0, “L] × [F0(1Y ), Q] coincide. To see this, fix i and
consider the three possible cases.
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1. Let ei + qy + (š′p)i ≤ “Li. Then, the expres-
sions for Ri

1(p, q) and Ri
2(p, q) have the same form

ei + qy + (š′p)i.

2. Let ei+ qy+(š′p)i > “Li and “Li − ei − (š′p)i ≥ 0.
Then, the values Ri

1(p, q) and Ri
2(p, q) are equal

to “Li.

3. Let ei+ qy+(š′p)i > “Li and “Li − ei − (š′p)i < 0.
Then, the value of Ri

1(p, q) is “Li and the value of
R21(p, q) is (ei + (š′p)i) ∧ “Li = “Li.

Appendix

Knaster–Tarski Fixpoint Theorem

Let X be a set with a partial ordering ≥ and let A be its
nonempty subset. By definition, supA is an element �x such
that �x ≥ x for all x ∈ A and if �x′ is such that �x′ ≥ x for
all x ∈ A, then �x′ ≥ �x. The definition of inf A follows the
same pattern but with the dual ordering ≤. A partially ordered
set X is complete lattice if for any its nonempty subset A, there
exist inf A and supA.

Theorem 4. Let X be a complete lattice and let f : X 7→ X
be an order-preserving mapping, L := {x : f(x) ≤ x},
U := {x : f(x) ≥ x}. The set L ∩ U of fixed points of f is
nonempty and has the smallest and the largest fixed points which
are, respectively, x := inf L and �x := supU .

P r o o f . Note that L 6= ∅ since it contains the ele-
ment supX. Take arbitrary x ∈ L. Then, x ≤ x implying
that f(x) ≤ f(x) ≤ x. Thus, f(x) ≤ x as x is inf L. So,
x ∈ L. Since f(L) ⊆ L, also f(x) ∈ L; hence, x ≤ f(x),
i. e., x = f(x). All fixed points belong to L and, therefore, x
is the smallest one.

The proof of the statement for the largest fixed point is
analogous. �

Corollary. Let f(·; y) be an order-preserving mapping of a com-
plete lattice (X,≥) into itself, depending on the parameter y from
a partially ordered set (Y,�). Suppose that f(·, y) is increasing
in y, that is, f(x, y′) ≥ f(x, y) for all x ∈ X when y′ � y.

Then, the smallest and the largest fixed points are also increasing
in y.

P r o o f . The claim is obvious because the sets

L(y) := {x : f(x, y) ≤ x}

are decreasing and the sets

U(y) := {x : f(x, y) ≥ x}

are increasing in y (see [7]).
These general results are applied to the order intervals

[a, b] ⊂ R
d with the ordering induced by R

d
+.
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Аннотация: В финансовых системах, т. е. в сети взаимосвязанных банков, процедура взаимозачета, или
клиринга, состоит в одновременной выплате задолженностей с целью уменьшения общей их суммы
в системе. Вектор, компоненты которого есть суммарные выплаты каждого банка системы, называется
клиринговым вектором. В простых моделях, предложенных Айзенбергом и Ноэ (2001) и независимо Суд-
зуки (2002) было показано, что полный клиринг описывается вектором, который является неподвижной
точкой некоторого отображения. Существование клирингового вектора может быть получено прямой
ссылкой на теоремы о неподвижной точке Кнастера–Тарскoго или Брауэра. Вопрос о его единственности
является более деликатным. Айзенберг и Ноэ получили достаточное условие единственности в терминах
графа связей финансовой системы. В настоящей работе доказывается единственность для двух более
общих моделей: модели Эльсингера с приоритетами долгов и модели типа Амини–Филиповича–Минки,
в которой банки имеют неликвидные активы, продажа которых влияет на их рыночную цену.
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INFORMATICS AND ITS ROLE FOR THE STUDY OF GENESIS

AND PROPERTIES OF COMPLEX NATURAL SYSTEMS∗

R. B. Seyful-Mulyukov1

Abstract: The paper considers the history of cognition of information as a phenomenon and informatics as its
quantitative and qualitative development. The logical connection between such notions as information, informatics,
complexity, and complex natural self-organizing systems is investigated. It is considered that information, besides
its usual traditional meaning, is one of the main properties of matter. Informatics is considered as an instrument
for cognition of development and structure of complex natural systems. Petroleum is chosen as an example of such
system. It is proved that petroleum, as well as each its hydrocarbon molecule, possesses corpuscular properties,
and petroleum as a whole has information volume calculated in bits. A new approach is proposed for petroleum
accumulations exploration. It is based on the fact that petroleum generation is a discrete process. Consequently, the
process of discovering petroleum accumulations has two stages. The first stage is characterized by static uncertainty
and the second stage is characterized by dynamic uncertainty. Both types of uncertainty need to be removed. The
paper presents technologies and methods of solving these problems.

Keywords: informatics; informatization; complex natural system; petroleum origin; petroleum exploration; static
uncertainty; dynamic uncertainty
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Historically, “information” was understood as data
about an event, a state, or other characteristics of a phe-
nomenon that living species transmitted to each other.
In particular, information is a light, heat, or sound
signal from a natural phenomenon, which plants re-
ceive or to which they react. Information is a signal of
different types that terrestrial animals, pests, birds, as
well as marine creatures receive or exchange with each
other.

In economics, main data are expressed with digits.
In industry and agriculture, “information” is the name
of specifications of goods and services or unit measure-
ments, such as weight, mass, volume, size, distance,
and others. In education, “information” is all totality
of the basic knowledge about nature, history, and laws.
This knowledge has vital importance for development of
mankind. In each sphere of activities, “information” is
understood in a specific way.

The notion of “informatization” appeared in the
information theory and different spheres of informa-
tion applications. Its appearance was caused by a rapid
increase of flow of information, which was used in ev-
eryday life, industry, science, culture, education, social,
and other spheres.

Information has to be transmitted, received, pro-
cessed, interpreted, stored, and undergo many other

manipulations. It is necessary for the right positioning of
an individual or a community in a society and has vital
importance for economic independency and national
security. All of these activities are informatization.

Informatization is not a one-time campaign. Ev-
eryday activities introduced the public consciousness to
the necessity of informatization of all spheres of social
activities. K. Kolin proved that informatization has to
be perceived in the public consciousness as a power-
ful instrument for qualitative modification of education,
science development, new technologies application, im-
proving management, and other activities. All of these
activities have vital importance for development and
national security [1].

This paper presents application of informatization
to solving one of fundamental problems of natural sci-
ences — the problem of genesis of petroleum and natural
hydrocarbon gas. For this reason, the paper contains
a short introduction to the history of cognition of the
notion of “information.” It does not mean only so-
cial phenomena or informatics as an instrument, which
provides information storage, usage, transmission, and
processing. “Information” also means the properties of
matter, which are associated with the notion of a “com-
plex natural system.” These systems can be cognized
using the laws of informatics.

∗The investigation was carried out according to the Program “Informatics methods in development of the petroleum origin theory and
elaboration of new technologies for exploring petroleum and gas accumulations and providing energy security of the Russian Federation” under
the general theme “Society informatization and information security.”

1Institute of Informatics Problems, Federal Research Center “Computer Science and Control” of the Russian Academy of Sciences,
44-2 Vavilov Str., Moscow 119333, Russian Federation, rust@ipiran.ru
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Understanding of the notion of “information” de-
pends on means of its transmission, usage, application,
and many other factors and is always subjective. There
is no exact definition of “information,” which would
be universally recognized, and such definition is not
possible in principle. The development of civilization
and growth of our knowledge about matter, movement,
time, and space resulted in a new deeper and more
comprehensive understanding of “information.” The
most important achievement was the identification of
“information” and “uncertainty” that were measured
by the C. Shannon’s mathematical theory of informa-
tion [2]. It was a qualitative definition of “information.”
For the first time in the history of information science,
A. Ursul presented an integrated philosophical defini-
tion of “information” that shows the relation between
its quantitative and qualitative content [3].

The revolution of information cognition was the
result of detection of its new meaning. Physicists
M. Planck and L. de Broglie [4] investigated matter
on atomic and subatomic levels and proved that besides
its usual meaning as something existing in our conscious-
ness, information is also one of the main properties of
matter that exists beyond men’s consciousness or wish.
A. Zeilinger proved that each elementary particle of an
atom contains one bit of information [5].

Further investigation of qualitative and quantitative
characteristics of information caused the appearance
of new disciplines. First among them was cybernetics
that N. Wiener defined as a “scientific study of con-
trol and communication in animals and machines” [6].
The practical application of this idea was the comput-
er. Later, the term “informatics” was introduced by
K. Steinbuch [7]. Since 1966, informatics was posi-
tioned as a science about collection, storage, distri-
bution, retrieval, and use of scientific and technical
information [8].

Russian and American scientists continued to inves-
tigate informatics and information science theory and
applied problems, which are based on achievements of
mathematics, physics, cybernetics, and philosophy. The
approach of American information specialists and their
understanding of “information” and “information sci-
ence” is best described in two monographs. The first
one considers information science as a metascience [9].
Its integral parts are mathematics, linguistics, psychol-
ogy, library science, engineering science, and computer
science [10]. Physics and cybernetics were predecessors
of information science; therefore, they are not present
in this list. However, these disciplines proved physical
nature of information as one of its main properties.

Another monograph is an official publication of the
American Society for Information Science and Tech-
nology (ASIS&T). The monograph follows the ideas of
Otten and Debone. Information science is considered

mainly as investigation of mental perception and inter-
pretation of information as a phenomenon existing in
our consciousness. A considerable part of the mono-
graph is devoted to information in economics. In the
case of market economy, “information” (in other words,
“uncertainty” or “information entropy”) is related to
the notion of “value.” It means that the Shannon’s
theory, which deals with quantity of information, repre-
sents the quantitative side of information with its value.
In this context, information has value since it can be
bought or sold in order to decrease uncertainty and
create a product with a larger value.

The development of the information theory relates
to I. Gurevich [11]. Basing on the postulate that
information is one of the main fundamental prop-
erties of matter, he calculated information content
of each chemical element of the Mendeleev table in
bits. Besides, he proved that laws of fundamental sci-
ences including informatics make it possible to un-
derstand development of complex natural and social
systems.

An indicative example, which demonstrates effec-
tiveness of applying informatics laws to the study of
complex natural systems, is the problem of origin of
petroleum and natural hydrocarbon gas. According
to the currently dominating model, petroleum origin
is mainly the problem of petroleum geology and geo-
chemistry. This model has become insufficient, which
results in a considerable decrease of effectiveness of ex-
ploration works. Surprisingly, application of informatics
laws solves this problem. In informatics, the nature and
properties of petroleum are represented as direct or indi-
rect consequences of the fact that petroleum is a complex
self-developing natural system [12, 13]. Its nature, main
properties, and genesis become understandable, if one
considers them in the context of the phenomenon of
complexity and informatics laws.

The new understanding of deep inorganic nature of
petroleum as a phenomenon that is not related to the
biosphere in any way leads to the necessity of changing
the ideology of exploration of its commercial accu-
mulations. The current methodology is based on the
assumption that remainders of the biosphere’s plants
and animals served as raw material for petroleum and
gas generation. However, nobody has ever proved the
existence of mother rocks generating petroleum and
their ability to transform organic matter into hydrocar-
bon molecules for sure. Nobody has ever proved that
petroleum is able to migrate through geological rocks,
so media keeps its initial hydrocarbon composition. The
deep inorganic nature of petroleum proves its place in
the hierarchy of organization of matter on the Earth.
There are three main forms of organization of matter.
The higher form is represented by billions of cells of
living species. The intermediary form is represented
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by thousands of petroleum hydrocarbon molecules. The
lower form is represented by several atoms of chemical
elements composing crystals of rocks.

The most simple petroleum hydrocarbon molecules
transform into the most complex ones, which is a self-
organizing discrete process. As the result, a complex
natural system appears, which possesses several prop-
erties. This paper considers the properties, which are
the most significant for petroleum generation, namely,
existence, development, and cognoscibility [14]. These
properties are typical for any complex natural system.

System uniqueness is one of existence features.
Petroleum is a unique phenomenon that is created by
a unique set of geological, geochemical, fluid-dynamic,
and other natural conditions. They are always differ-
ent for each period of the Earth’s history. Petroleum
composition and structure correspond completely to the
current period of the Earth’s development.

System constant movement is one of development
features. Petroleum is permanently migrating and there-
fore changing. Petroleum, which is conserved in one
place by geological media and keeps its original hydro-
carbon composition for hundreds of millions of years,
does not exist anymore. Consequently, inside the Earth,
there is no Devonian (360 M years old), Carboniferous
(300 M years old), Permian (251 M years old), and
Jurassic (145 M years old) petroleum. Its generation
does not take millions of years, but hundreds or thou-
sands of years. Petroleum generation has the following
stages: hydrocarbon radicals and methane molecules
appear in the Earth’s upper mantle, migrate through
the Earth’s crust, interact with rocks of geological me-
dia, transform into hydrocarbon molecules of different
kinds, and finally, accumulate within a reservoir as
petroleum.

Cognoscibility of a complex system pertains to the
gnoseological aspect of petroleum nature. There is
a principal question: Is our perception of petroleum ad-
equate to its real nature and age or nonadequate? There
are two possible answers to this question. One answer
corresponds to the organic paradigm of petroleum gen-
esis, which considers that composition, properties, and
other features of petroleum just pumped from a reser-
voir are related to the phenomena, which were generated
hundreds of millions years ago. It means that animals and
plants of the previous epoch, which served as a source
for kerogen generation, had the same composition as
they have now. Another opposite idea is that petroleum
composition and genesis correspond completely to the
modern epoch of the Earth’s development.

It is absolutely clear that we cognize composition
and features of a complex system as a natural phe-
nomenon, which is generated by all totality of modern
geological, geochemical, thermodynamic, and other
conditions. Otherwise, one has to accept that 300, 200,

and 100 M years ago geology, geochemistry, thermo-
dynamics, and many other natural conditions of the
Earth’s interior were the same as they are now. It is
impossible in principle. So, according to the cognosci-
bility feature, petroleum is a modern complex abiogenic
natural system, which consists of several thousands of
hydrocarbon molecules, which are not related to the
biosphere.

The petroleum example allows demonstrating one
more important feature. The necessity of informati-
zation of scientific research follows from the fact that
information is one of the main properties of matter.
Petroleum characteristics have never been considered
before in this context. Petroleum possesses physical
and chemical properties, as well as information content,
which corresponds to the quantity of carbon and hydro-
gen atoms, which compose hydrocarbon molecules [13].
In this case, one has to consider that any atom has in-
formation volume that is calculated in bits. Petroleum
consists of hydrocarbon molecules on 95%. They are di-
vided into three main groups: paraffin (30%–35%),
naphthenic (25%–75%), and aromatic (10%–15%).
There are different kinds of petroleum with different
quantities of hydrocarbon molecules of different kinds:
light oil (C32H66SN), low-gravity oil (C32H66OSN),
and bitumen (C45H51O2SN). Correspondingly, their
information volume is 16 224, 16 729, and 17 789 bits.

Application of the complex natural system ideol-
ogy and informatics laws opens new possibilities for
petroleum, such as exploration in different geological
media. Therefore, the procedure of exploration of
commercial petroleum accumulations requires recon-
sideration. Static and dynamic uncertainty are typical
for a complex natural self-organizing system. Both types
of uncertainty have to be removed in order to find the
place where petroleum is accumulated. This exploration
strategy was proposed for the first time in [12].

Static uncertainty applies to geological elements,
whose location in the Earth’s interior has not changed
during all the time of petroleum generation and accu-
mulation. These geological elements are trap, reservoir,
impermeable covering, and canal for petroleum migra-
tion. Petroleum accumulation could not have happened
without these geological elements. They must be present
together, and their static uncertainty has to be removed
in the Aristotelian logic terms — “yes” or “no” only.
The units used to express exact characteristics of a giv-
en geological element are its size, density, permeability,
fracturing, degree, as well as petrographic and chemical
composition of reservoir, trap, and others. All of these
characteristics can be successfully determined by seis-
mic survey technologies. However, problems arise when
all geological elements, provided by three-dimensional
(3D) mathematical models of petroleum bearing basins,
are present, but exploration wells turn out to be dry.
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Currently, the average statistical percent of successful
exploration does not exceed 30%.

Therefore, besides static uncertainty, there exists an-
other type of uncertainty that does not deal with stable
geological elements, but with results of a dynamic dis-
crete process. The result is a petroleum accumulation,
which is located sometimes under 10 km of sedimentary
rocks. Fixing the stages of petroleum generation and the
trajectory of its migration in time and space is impossi-
ble. It means that one cannot present a discrete process
as a Cantorian set and the result of a discrete process
cannot be determined unambiguously by the Boolean
classic logic, since mathematical calculation of this logic
needs alternating values “1” or “0” only.

Hence, the problem of removing dynamic uncer-
tainty and deciding whether a petroleum accumulation
exists or not does not have a unique unambiguous so-
lution. If a problem does not have a unique solution in
principle, one can pass to its multiple-valued solution.
In this case, intermediate values are introduced. The
probability of accumulation presence in deep strata can
be expressed with values 0.1, 0.2, 0.25, . . . , 0.7, . . . un-
til 0.95. It means that if static uncertainty was removed
for sure, then the probability of removing its dynamic
uncertainty could be calculated by applying the fuzzy
set theory equations [15]. Petroleum geologists and geo-
physicists possess all totality of information about the
Earth’s interior, including its 3D mathematical model,
as well as experience and intuition. However, in many
cases, this information is insufficient for planning well
drilling in a certain point. One can get additional data
on that point calculated mathematically to be sure that
the probability of discovering a petroleum accumulation
is equal to 25%, 75%, or even 95%.

The fuzzy set can consist of multiple direct and indi-
rect geochemical indices of hydrocarbon molecules de-
tected in different elements of environment. Light gasi-
form hydrocarbon molecules belong only to petroleum,
which migrated from the pool to the surface and accu-
mulated in the soil, snow, plants, air located close to the
surface, and other elements of environment. Hydrocar-
bon molecules can be detected by modern geochemical
methods.

The new approach described in the paper made it
possible to propose a solution of the fundamental prob-
lems of petroleum and gas genesis and of exploration
of their commercial accumulations in a nontraditional,
nontrivial way.
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Информатика и ее роль в познании образования и свойств сложной природной системы

ИНФОРМАТИКА И ЕЕ РОЛЬ В ПОЗНАНИИ ОБРАЗОВАНИЯ

И СВОЙСТВ СЛОЖНОЙ ПРИРОДНОЙ СИСТЕМЫ

Р. Б. Сейфуль-Мулюков

Институт проблем информатики Федерального исследовательского центра «Информатика и управление»
Российской академии наук

Аннотация: Рассматривается история познания феномена «информации» и информатики как междис-
циплинарной науки, изучающей качественные и количественные особенности ее практических прило-
жений. Представляется логическая связь таких широко распространенных понятий, как информация,
информатика, сложность, сложные природные самоорганизующиеся системы. Принимается во вни-
мание, что информация кроме традиционного, общепринятого значения является одним из свойств
материи. Информатика наряду с другими особенностями является инструментом познания развития
и строения сложных природных самоорганизующихся систем. В качестве примера такой системы
выбрана нефть. Доказывается, что нефть обладает корпускулярными свойствами и каждая молекула угле-
водорода имеет объем информации в битах. Предлагается новый подход к поиску месторождений нефти,
основанный на том факте, что ее образование — это дискретный процесс. Соответственно, обнаружение
его результата является раскрытием статической и динамической неопределенности. Рассматриваются
методы и технологии их раскрытия.

Ключевые слова: информатика; информатизация; природные сложные системы; образование нефти;
поиски нефти; статическая неопределенность; динамическая неопределенность
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Бобков С. Г. см. Соколов И. А. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2014 8(1) 45–70
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обсерваторий . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2008 2(1) 2–34

Будзко В. И. см. Бендерина М. В. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2012 6(1) 59–69
Бунтман Н. В., Зализняк Анна A., Зацман И. M., Кружков М. Г., Лощило-

ва Е. Ю., Сичинава Д. В. Информационные технологии корпусных ис-
следований: принципы построения кросслингвистических баз данных 2014 8(2) 98–110

Вагапова Д. М. см. Бронштейн Е. М. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2015 9(2) 56–62
Васильев Н. С. Использование принципа равновесия для управления марш-

рутизацией в транспортных сетях . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2014 8(1) 28–35
Васильев Н. С. Коалиционно устойчивые эффективные равновесия в моделях

коллективного поведения с обменом информацией . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2015 9(2) 2–13

128 ИНФОРМАТИКА И ЕЁ ПРИМЕНЕНИЯ том 11 выпуск 1 2017



АВТОРСКИЙ УКАЗАТЕЛЬ ЗА 2007–2016 гг.

Год Том(вып.) Стр.

Визильтер Ю. В. см. Каратеев С. Л. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2010 4(1) 65–73
Визильтер Ю. В., Горбацевич В. С., Каратеев С. Л., Костромов Н. А. Обучение

алгоритмов выделения кожи на цветных изображениях лиц . . . . . . . . . . . . 2012 6(1) 108–113
Виноградова А. В. см. Королев В. Ю. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2008 2(2) 3–18
Вихрова О. Г., Самуйлов К. Е., Сопин Э. С., Шоргин С. Я. К анализу показате-
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Голованов С. А. см. Кривенко М. П. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2013 7(4) 82–93
Голованов С. А. см. Кривенко М. П. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2013 7(4) 94–104
Гончаров А. В., Стрижов В. В. Метрическая классификация временных рядов

со взвешенным выравниванием относительно центроидов классов . . . . 2016 10(2) 36–47
Горбацевич В. С. см. Визильтер Ю. В. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2012 6(1) 108–113
Горбунова А. В., Зарядов И. С., Матюшенко С. И., Самуйлов К. Е., Шоргин С. Я.

Аппроксимация времени отклика системы облачных вычислений . . . . . 2015 9(3) 32–38
Гордов Е. П. см. Калиниченко Л. А. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2016 10(1) 2–22
Горшенин А. К. Визуализация результатов для метода скользящего разделения

смесей . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2014 8(4) 78–84
Горшенин А. К. Концепция онлайн-комплекса для стохастического модели-

рования реальных процессов . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2016 10(1) 72–81
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Горшенин А. К. Об устойчивости сдвиговых смесей нормальных законов по
отношению к изменениям смешивающего распределения . . . . . . . . . . . . . 2012 6(2) 22–28

Горшенин А. К. см. Бенинг В. Е. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2011 5(3) 4–16
Горшенин А. К. см. Королев В. Ю. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2013 7(1) 12–21
Горшенин А. К. см. Королев В. Ю. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2015 9(4) 3–13
Горшенин А. К. см. Шнурков П. В. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2016 10(1) 82–95
Горшенин А. К. см. Шнурков П. В. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2016 10(4) 72–88
Горшенин А. К., Королев В. Ю., Турсунбаев А. М. Медианные модификации

EM- и SEM-алгоритмов для разделения смесей вероятностных распре-
делений и их применение к декомпозиции волатильности финансовых
временных рядов . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2008 2(4) 12–47

Горькавый И. Н. см. Сухомлин В. А. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2009 3(2) 53–64
Григорьева М. Е., Королев В. Ю. О сходимости распределений случайных

сумм к скошенным экспоненциально-степенным законам . . . . . . . . . . . . . 2013 7(4) 66–74
Григорьева М. Е., Королев В. Ю., Соколов И. А. Предельная теорема для гео-

метрических сумм независимых неодинаково распределенных случай-
ных величин и ее применение к прогнозированию вероятности катастроф
в неоднородных потоках экстремальных событий . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2013 7(4) 11–19

Григорьева М. Е., Шевцова И. Г. Уточнение неравенства Каца–Берри–Эс-
сеена . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2010 4(2) 75–82

Грушо А. А., Грушо Н. А., Забежайло М. И., Тимонина Е. Е. Интеграция
статистических и детерминистских методов анализа информационной
безопасности . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2016 10(3) 2–8

Грушо А. А., Грушо Н. А., Тимонина Е. Е. Анализ меток в скрытых каналах . . 2014 8(4) 41–45
Грушо А. А., Грушо Н. А., Тимонина Е. Е. Включение новых запретов в случай-

ные последовательности . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2014 8(4) 46–52
Грушо А. А., Грушо Н. А., Тимонина Е. Е. Оценки скорости передачи инфор-

мации и пропускной способности в скрытых каналах с метками . . . . . . . 2015 9(4) 85–90
Грушо А. А., Грушо Н. А., Тимонина Е. Е. Поиск конфликтов в политиках

безопасности: модель случайных графов . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2010 4(3) 38–41
Грушо А. А., Грушо Н. А., Тимонина Е. Е. Статистические методы определения

запретов вероятностных мер на дискретных пространствах . . . . . . . . . . . . . 2013 7(1) 54–57
Грушо А. А., Забежайло М. И., Зацаринный А. А. Контроль и управление

информационными потоками в облачной среде . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2015 9(4) 91–97
Грушо А. А., Забежайло М. И., Зацаринный А. А. Об одном способе сокращения

вычислений при формировании замыканий Галуа . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2016 10(4) 96–104
Грушо А. А., Тимонина Е. Е. Модель случайных графов для описания взаимо-

действий в сети . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2012 6(4) 57–60
Грушо А. А., Тимонина Е. Е., Ченцов В. М. Существование состоятельных по-

следовательностей статистических критериев в дискретных статических
задачах при сложной нулевой гипотезе . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2008 2(2) 64–66

Грушо Н. А. см. Грушо А. А. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2010 4(3) 38–41
Грушо Н. А. см. Грушо А. А. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2013 7(1) 54–57
Грушо Н. А. см. Грушо А. А. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2014 8(4) 41–45
Грушо Н. А. см. Грушо А. А. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2014 8(4) 46–52
Грушо Н. А. см. Грушо А. А. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2015 9(4) 85–90
Грушо Н. А. см. Грушо А. А. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2016 10(3) 2–8
Гуда С А. Операции над представлениями кусочно-квазиаффинных функций

в виде деревьев . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2013 7(1) 58–69
Гудков В. Ю. Математические модели изображения отпечатка пальца на

основе описания линий . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2010 4(1) 58–64
Гудков В. Ю., Боков М. В. Быстрая обработка изображений отпечатков

пальцев . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2012 6(1) 99–107
Гулев С. К. см. Королев В. Ю. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2015 9(4) 3–13
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Год Том(вып.) Стр.

Гуртов А. В. см. Лукьяненко А. С. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2010 4(2) 46–52
Данишевский В. И. см. Колесников А. В. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2016 10(4) 114–120
Демин П. В. О двух моделях распределения ресурсов при организации инвеc-

тиционных процессов . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2011 5(1) 65–67
Драницына М. А. см. Бенинг В. Е. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2014 8(2) 77–85
Дулин С. К., Розенберг И. Н., Уманский В. И. Обработка геопространственной

информации на базе репозитория геоинформационной системы . . . . . . . 2012 6(2) 29–42
Дурново А. А. см. Зацман И. М. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2011 5(4) 84–98
Дучицкий И. А., Королев В. Ю., Соколов И. А. О точности некоторых мате-

матических моделей катастрофически накапливающихся эффектов при
прогнозировании риска экстремальных событий . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2012 6(4) 9–17

Дьяченко Ю. Г. см. Соколов И. А. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2014 8(1) 45–70
Дюкова Е. В., Сизов А. В., Сотнезов Р. М. Об оптимальном корректном пере-

кодировании целочисленных данных в распознавании . . . . . . . . . . . . . . . . . 2012 6(4) 61–65
Егоров В. Б. Вопросы реализации объединяющей среды в архитектуре де-

централизованной пакетной коммутации . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2009 3(2) 43–52
Егоров В. Б. Концепция создания отечественных интегрированных коммуни-

кационных микроконтроллеров для пакетной коммутации . . . . . . . . . . . . . 2009 3(1) 34–46
Егоров В. Б. см. Соколов И. А. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2008 2(4) 2–11
Егоров В. Ю., Матвеев Е. А. Регионы времени как объекты операционной

системы общего назначения . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2008 2(4) 74–84
Ерошенко А. А., Шестаков О. В. Асимптотические свойства оценки риска

в задаче восстановления изображения с коррелированным шумом при
обращении преобразования Радона . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2014 8(4) 32–40

Ерошенко А. А., Шестаков О. В. Асимптотические свойства оценки риска при
пороговой обработке вейвлет-коэффициентов в модели с коррелирован-
ным шумом . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2014 8(1) 36–44

Ефимушкина Т. В. см. Гайдамака Ю. В. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2012 6(3) 74–80
Жаворонкова Ю. В., Кудрявцев А. А., Шоргин С. Я. Байесовская рекуррентная

модель роста надежности: бета-равномерное распределение параметров 2015 9(1) 98–105
Жаворонкова Ю. В., Кудрявцев А. А., Шоргин С. Я. Байесовская рекуррентная

модель роста надежности: бета-распределение параметров . . . . . . . . . . . . . 2014 8(2) 48–54
Жевнерчук Д. В., Николаев А. В. Методика моделирования нагрузки на сервер

в открытых системах облачных вычислений . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2012 6(2) 43–50
Желенкова О. П. Исследование радиоисточников средствами виртуальной

обсерватории . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2012 6(3) 5–21
Желенкова О. П. см. Брюхов Д. О. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2008 2(1) 2–34
Желтов С. Ю. см. Каратеев С. Л. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2010 4(1) 65–73
Жижимов О. Л. см. Скачков Д. М. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2012 6(3) 43–51
Забежайло М. И. см. Грушо А. А. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2015 9(4) 91–97
Забежайло М. И. см. Грушо А. А. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2016 10(3) 2–8
Забежайло М. И. см. Грушо А. А. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2016 10(4) 96–104
Загорулько Ю. А., Боровикова О. И., Кононенко И. С., Соколова Е. Г. Ме-

тодологические аспекты разработки электронного русско-английского
тезауруса по компьютерной лингвистике . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2012 6(3) 22–31

Закс Л. М. см. Бенинг В. Е. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2012 6(3) 69–73
Закс Л. М. см. Королев В. Ю. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2012 6(4) 34–39
Закс Л. М. см. Королев В. Ю. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2013 7(2) 84–91
Закс Л. М. см. Королев В. Ю. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2013 7(3) 102–105
Закс Л. М., Королев В. Ю. Обобщенные дисперсионные гамма-распределения

как предельные для случайных сумм . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2013 7(1) 105–115
Зализняк Анна A. см. Бунтман Н. В. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2014 8(2) 98–110
Зализняк Анна А., Кружков М. Г. База данных безличных глагольных кон-

струкций русского языка . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2016 10(4) 132–141
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Зарядов И. С. см. Горбунова А. В. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2015 9(3) 32–38
Засыпко В. В. см. Шнурков П. В. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2016 10(1) 82–95
Захаров А. А., Серебряков В. А. Система управления электронной библио-

текой LibMeta . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2010 4(4) 2–13
Захаров В. Н. см. Брюхов Д. О. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2008 2(1) 2–34
Захаров В. Н. см. Соколов И. А. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2008 2(3) 70–76
Захаров В. Н. см. Соколов И. А. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2014 8(1) 45–70
Захаров В. Н., Калиниченко Л. А., Соколов И. А., Ступников С. А. Конструи-

рование канонических информационных моделей для интегрированных
информационных систем . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2007 1(2) 15–38

Захаров В. Н., Козмидиади В. А. Средства обеспечения отказоустойчивости
приложений . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2007 1(1) 14–26

Захарова Т. В. Оптимизация расположения станций обслуживания в про-
странстве . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2008 2(2) 41–46

Захарова Т. В. Размещения систем массового обслуживания, минимизиру-
ющие среднюю длину очереди . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2008 2(1) 63–66

Захарова Т. В. см. Бенинг В. Е. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2014 8(2) 77–85
Захарова Т. В. см. Матвеева С. С. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2010 4(3) 22–28
Захарова Т. В., Абрамова Е. М. О методе прогнозирования и классификации

для цензурированных данных . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2013 7(4) 105–111
Захарова Т. В., Шестаков О. В. Анализ точности вейвлет-обработки аэроди-

намических картин обтекания . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2016 10(3) 46–54
Зацаринный А. А. см. Грушо А. А. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2015 9(4) 91–97
Зацаринный А. А. см. Грушо А. А. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2016 10(4) 96–104
Зацаринный А. А., Сучков А. П. Системотехнические подходы к созданию

системы поддержки принятия решений на основе ситуационного ана-
лиза 2016 10(4) 105–113

Зацаринный А. А., Чупраков К. Г. Некоторые аспекты выбора технологии для
построения систем отображения информации ситуационного центра 2010 4(3) 59–68

Зацаринный А. А., Чупраков К. Г. Об эргономических зависимостях между
параметрами ситуационного зала с использованием изогнутого коллек-
тивного экрана . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2014 8(4) 85–93

Зацаринный А. А., Шабанов А. П. Аналитические аспекты оценки эффектив-
ности в технологии поддержки деятельности организационной системы 2014 8(3) 126–133

Зацаринный А. А., Шабанов А. П. Управление инфокоммуникационными
проектами: «своевременность–производительность–информация» . . . . 2011 5(4) 76–83

Зацман И. М. Нестационарная семиотическая модель компьютерного коди-
рования концептов, информационных объектов и денотатов . . . . . . . . . . . 2009 3(4) 87–101

Зацман И. М. Процессы целенаправленной генерации и развития кросс-
языковых экспертных знаний: семиотические основания моделиро-
вания 2015 9(3) 106–123

Зацман И. М. Семиотическая модель взаимосвязей концептов, информаци-
онных объектов и компьютерных кодов . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2009 3(2) 65–81

Зацман И. M. см. Бунтман Н. В. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2014 8(2) 98–110
Зацман И. М. см. Минин В. А. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2013 7(1) 70–81
Зацман И. М. см. Минин В. А. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2014 8(3) 114–125
Зацман И. М. см. Минин В. А. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2015 9(2) 111–123
Зацман И. М. см. Минин В. А. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2016 10(2) 107–122
Зацман И. М., Дурново А. А. Моделирование процессов формирования экс-

пертных знаний для мониторинга программно-целевой деятельности 2011 5(4) 84–98
Зацман И. М., Инькова О. Ю., Кружков М. Г., Попкова Н. А. Представление

кроссязыковых знаний о коннекторах в надкорпусных базах данных . . . 2016 10(1) 106–118
Зацман И. М., Кожунова О. С. Предпосылки и факторы конвергенции инфор-

мационной и компьютерной наук . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2008 2(1) 77–97
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Зацман И. М., Косарик В. В., Курчавова О. А. Задачи представления личност-
ных и коллективных концептов в цифровой среде . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2008 2(3) 54–69

Зацман И. М., Хавансков В. А., Шубников С К. Метод извлечения библиогра-
фической информации из полнотекстовых описаний изобретений . . . . . 2013 7(4) 52–65

Заяц О. И. см. Березин С. В. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2015 9(2) 39–49
Зейфман А. И. см. Королев В. Ю. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2012 6(4) 34–39
Зейфман А. И. см. Королев В. Ю. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2013 7(2) 84–91
Зейфман А. И. см. Королев В. Ю. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2016 10(4) 11–20
Зейфман А. И. см. Королев В. Ю. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2016 10(4) 21–33
Зейфман А. И. см. Сатин Я. А. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2011 5(4) 18–25
Зейфман А. И., Королев В. Ю., Коротышева А. В., Шоргин С. Я. Общие оценки

устойчивости для нестационарных марковских цепей с непрерывным
временем . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2014 8(1) 106–117

Зейфман А. И., Коротышева А. В., Киселева К. М., Королев В. Ю., Шоргин С. Я.
Об оценках скорости сходимости и устойчивости для некоторых моделей
массового обслуживания . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2014 8(3) 19–27

Зейфман А. И., Коротышева А. В., Панфилова Т. Л., Шоргин С. Я. Оценки
устойчивости для некоторых систем обслуживания с катастрофами . . . . 2011 5(3) 27–33

Зейфман А. И., Коротышева А. В., Сатин Я. А., Шоргин С. Я. Об устойчивости
нестационарных систем обслуживания с катастрофами . . . . . . . . . . . . . . . . 2010 4(3) 9–15

Зейфман А. И., Коротышева А. В., Сатин Я. А., Шоргин С. Я. Оценки в нуль-
эргодическом случае для некоторых систем обслуживания . . . . . . . . . . . . . 2012 6(4) 27–33

Зейфман А. И., Сатин Я. А., Коротышева А. В., Терёшина Н. А. О предельных
характеристиках системы обслуживания M(t)/M(t)/S с катастрофами 2009 3(3) 16–22

Зейфман А. И., Сатин Я. А., Чегодаев А. В. О нестационарных системах обслу-
живания с катастрофами . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2009 3(1) 47–54

Зейфман А. И., Чегодаев А. В., Шоргин В. С. Некоторые оценки для близких
к поглощающим марковских моделей . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2008 2(2) 35–40

Зелёв П. А. см. Бронштейн Е. М. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2014 8(4) 53–57
Змеев Д. Н., Климов А. В., Левченко Н. Н., Окунев А. С., Стемпковский А. Л.

Потоковая модель вычислений как парадигма программирования буду-
щего . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2015 9(4) 29–36

Золотарев О. В. см. Михеев М. Ю. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2014 8(4) 70–77
Зыкин В. С. Ссылочная целостность данных в корпоративных информацион-

ных системах . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2015 9(3) 97–105
Зыкин С. В. Динамические контексты базы данных реляционного типа . . . . . 2014 8(1) 77–88
Зыкова З. П. см. Архипов О. П. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2010 4(4) 14–25
Зыкова З. П. см. Архипов О. П. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2013 7(4) 44–51
Зыкова З. П. см. Архипов О. П. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2014 8(3) 90–99
Иванов А. В. см. Босов А. В. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2007 1(2) 50–64
Игнатьев М. Б. Теория сложных систем и кибернетическая картина мира . . . 2011 5(2) 58–68
Ильин В. Д., Соколов И. А. Символьная модель системы знаний информатики

в человеко-автоматной среде . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2007 1(1) 66–78
Илюшин Г. Я., Соколов И. А. Организация управляемого доступа пользовате-

лей к разнородным ведомственным информационным ресурсам . . . . . . . 2010 4(1) 24–40
Инькова О. Ю. см. Зацман И. М. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2016 10(1) 106–118
Исаченко Р. В., Стрижов В. В. Метрическое обучение в задачах мультиклассо-

вой классификации временных рядов . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2016 10(2) 48–57
Кавагучи Ю., Ульянов В. В., Фуджикоши Я. Приближения для статистик,

описывающих геометрические свойства данных большой размерности,
с оценками ошибок . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2010 4(1) 12–17

Каганов В. Ю., Королёв А. К., Крылов М. Н., Машечкин И. В., Петров-
ский М. И. Методы активной аутентификации на основе анализа ди-
намики работы пользователей с клавиатурой . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2013 7(3) 40–55
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Каданер А. И. см. Черток А. В. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2016 10(4) 46–56
Калёнов Н. Е. Задачи и функции библиотек РАН в современных условиях 2012 6(2) 51–58
Калёнов Н. Е. см. Глушановский А. В. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2013 7(3) 56–61
Калиниченко Л. А. см. Брюхов Д. О. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2008 2(1) 2–34
Калиниченко Л. А. см. Вовченко А. Е. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2014 8(4) 94–109
Калиниченко Л. А. см. Захаров В. Н. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2007 1(2) 15–38
Калиниченко Л. А., Вольнова А. А., Гордов Е. П., Киселева Н. Н., Ковалева Д. А.,

Малков О. Ю., Окладников И. Г., Подколодный Н. Л., Позаненко А. С.,
Пономарева Н. В., Ступников С. А., Фазлиев А. З. Проблемы доступа
к данным в исследованиях с интенсивным использованием данных
в России . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2016 10(1) 2–22

Калиниченко Л. А., Ступников С. А. Унификация языков систем на правилах
для обеспечения интероперабельности декларативных программ . . . . . . 2012 6(2) 59–76

Кантор О. Г. см. Спивак С. И. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2015 9(1) 87–97
Кантор О. Г., Спивак С. И. Построение моделей системной динамики в усло-

виях ограниченной экспертной информации . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2014 8(2) 111–121
Капнин А. В. см. Кузнецов Л. А. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2013 7(3) 106–113
Капустин А. И. см. Белых И. Н. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2012 6(1) 91–98
Карасиков М. Е., Стрижов В. В. Классификация временных рядов в простран-

стве параметров порождающих моделей . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2016 10(4) 121–131
Каратеев С. Л. см. Визильтер Ю. В. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2012 6(1) 108–113
Каратеев С. Л., Бекетова И. В., Ососков М. В., Князь В. А., Визильтер Ю. В.,

Бондаренко А. В., Желтов С. Ю. Автоматизированный контроль качества
цифровых изображений для персональных документов . . . . . . . . . . . . . . . . 2010 4(1) 65–73

Карпов А. А. Когнитивные исследования ассистивного многомодального ин-
терфейса для бесконтактного человеко-машинного взаимодействия . . . 2012 6(2) 77–86

Карпов П. И. см. Бенинг В. Е. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2014 8(2) 77–85
Катаев М. Ю. см. Абрамов М. О. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2015 9(3) 124–130
Киреев В. И., Гершкович М. М., Бирюкова Т. К. Об аппроксимации и сходи-

мости одномерных параболических интегродифференциальных много-
членов и сплайнов . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2014 8(1) 118–126

Кириков И. А., Колесников А. В., Листопад С. В. Моделирование самоор-
ганизации групп интеллектуальных агентов в зависимости от степени
согласованности их взаимодействия . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2009 3(4) 76–86

Кириков И. А., Колесников А. В., Листопад С. В. Моделирование сис-
тем поддержки принятия решений синергетическим искусственным ин-
теллектом . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2013 7(3) 62–69

Кириков И. А., Колесников А. В., Листопад С. В., Румовская С. Б. «Виртуальный
консилиум» — инструментальная среда поддержки принятия сложных
диагностических решений . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2016 10(3) 81–90

Кириков И. А., Колесников А. В., Листопад С. В., Румовская С. Б. Мелкозерни-
стые гибридные интеллектуальные системы. Часть 1: Лингвистический
подход . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2015 9(4) 98–105

Кириков И. А., Колесников А. В., Листопад С. В., Румовская С. Б. Мелкозерни-
стые гибридные интеллектуальные системы. Часть 2: Двунаправленная
гибридизация . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2016 10(1) 96–105

Киселева К. М. см. Зейфман А. И. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2014 8(3) 19–27
Киселева Н. Н. см. Калиниченко Л. А. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2016 10(1) 2–22
Клеменков П. А. Построение новостного рекомендательного сервиса реаль-

ного времени с использованием NoSQL СУБД . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2013 7(3) 14–21
Климов А. В. см. Змеев Д. Н. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2015 9(4) 29–36
Князь В. А. см. Каратеев С. Л. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2010 4(1) 65–73
Ковалев Д. Ю. см. Вовченко А. Е. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2014 8(4) 94–109
Ковалева Д. А. см. Калиниченко Л. А. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2016 10(1) 2–22
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АВТОРСКИЙ УКАЗАТЕЛЬ ЗА 2007–2016 гг.

Год Том(вып.) Стр.

Ковалёв С. П. Применение метапрограммирования для повышения техноло-
гичности больших автоматизированных систем . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2016 10(1) 56–66

Ковалёв С. П. Семантика аспектно-ориентированного моделирования данных
и процессов . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2013 7(3) 70–80

Ковалёв С. П. Формальный аксиоматический подход к аспектно-ориентиро-
ванному расширению технологий программирования . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2015 9(1) 55–69

Когаловский М. Р., Паринов С. И. Классификация и использование семан-
тических связей между информационными объектами в научных элек-
тронных библиотеках . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2012 6(3) 32–42

Кожунова О. С. Когнитивная интероперабельность экспертного взаимодей-
ствия в задаче обработки русско-французских параллельных текстов:
лингвокогнитивные аспекты . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2013 7(3) 81–93

Кожунова О. С. EuroWordNet: задачи, структура и отношения . . . . . . . . . . . . . . . 2008 2(4) 85–92
Кожунова О. С. см. Зацман И. М. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2008 2(1) 77–97
Козеренко Е. Б. Интегральное моделирование языковых структур в лингви-

стических процессорах систем обработки знаний и машинного перевода 2014 8(1) 89–98
Козеренко Е. Б. Лингвистические фильтры в статистических моделях машин-

ного перевода . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2010 4(2) 83–92
Козеренко Е. Б. Лингвистическое моделирование для систем машинного

перевода и обработки знаний . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2007 1(1) 54–65
Козеренко Е. Б. Стратегии выравнивания параллельных текстов: семантиче-

ские аспекты . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2013 7(1) 82–89
Козеренко Е. Б. см. Галина И. В. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2015 9(2) 93–110
Козеренко Е. Б. см. Михеев М. Ю. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2014 8(4) 70–77
Козеренко Е. Б. см. Шарнин М. М. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2013 7(2) 92–99
Козеренко Е. Б., Кузнецов И. П. Когнитивно-лингвистические представления

в системах обработки текстов . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2010 4(3) 69–76
Козлов А. В. см. Белых И. Н. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2012 6(1) 91–98
Козлов И. А. см. Андреев А. М. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2013 7(3) 2–13
Козмидиади В. А. Дерево работ и массово-параллельная обработка . . . . . . . . . . 2011 5(2) 90–99
Козмидиади В. А. Резервное копирование, использующее снимки . . . . . . . . . . . 2009 3(2) 15–24
Козмидиади В. А. см. Захаров В. Н. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2007 1(1) 14–26
Колесников А. В. см. Кириков И. А. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2009 3(4) 76–86
Колесников А. В. см. Кириков И. А. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2013 7(3) 62–69
Колесников А. В. см. Кириков И. А. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2015 9(4) 98–105
Колесников А. В. см. Кириков И. А. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2016 10(1) 96–105
Колесников А. В. см. Кириков И. А. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2016 10(3) 81–90
Колесников А. В., Листопад С. В., Румовская С. Б., Данишевский В. И. Нефор-

мальная аксиоматическая теория ролевых визуальных моделей . . . . . . . . 2016 10(4) 114–120
Колесников А. В., Солдатов С. А. Алгоритм координации для гибрид-

ной интеллектуальной системы решения сложной задачи оперативно-
производственного планирования . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2010 4(4) 60–66

Колесов С. В. см. Спивак С. И. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2015 9(1) 87–97
Колин К. К. Гуманитарные аспекты проблемы информационной безопасности 2016 10(3) 111–121
Колин К. К. см. Соколов И. А. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2008 2(1) 67–76
Кольцов П. П. Использование метрик при сравнительном исследовании ка-

чества работы алгоритмов сегментации изображений . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2011 5(3) 53–63
Коновалов М. Г. Об адаптивных стратегиях и условиях их существования . . . 2012 6(4) 18–26
Коновалов М. Г. Об одной задаче оптимального управления нагрузкой на

сервер . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2013 7(4) 34–43
Коновалов М. Г. О планировании потоков в системах вычислительных ре-

сурсов . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2010 4(2) 3–12
Коновалов М. Г. Оптимизация работы вычислительного комплекса с по-

мощью имитационной модели и адаптивных алгоритмов . . . . . . . . . . . . . . 2012 6(1) 37–48
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Коновалов М. Г., Разумчик Р. В. Обзор моделей и алгоритмов размещения
заданий в системах с параллельным обслуживанием . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2015 9(4) 56–67

Коновалов М. Г., Разумчик Р. В. О размещении заданий на двух серверах при
неполном наблюдении . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2016 10(4) 57–67

Кононенко И. С. см. Загорулько Ю. А. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2012 6(3) 22–31
Конушин А. С. см. Конушин В. С. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2010 4(1) 74–78
Конушин В. С., Кривовязь Г. Р., Конушин А. С. Алгоритм распознавания людей

в видеопоследовательности по одежде . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2010 4(1) 74–78
Кореньков В. В., Нечаевский А. В., Трофимов В. В. Разработка имитационной

модели сбора и обработки данных экспериментов на ускорительном
комплексе НИКА . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2013 7(3) 94–101

Корепанов Э. Р. Стохастические информационные технологии на основе
фильтров Пугачёва . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2011 5(2) 36–57

Корепанов Э. Р. см. Синицын И. Н. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2010 4(1) 2–11
Корепанов Э. Р. см. Синицын И. Н. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2015 9(1) 2–8
Корепанов Э. Р. см. Синицын И. Н. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2015 9(1) 70–75
Корепанов Э. Р. см. Синицын И. Н. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2015 9(2) 23–29
Корепанов Э. Р. см. Синицын И. Н. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2015 9(2) 30–38
Корепанов Э. Р. см. Синицын И. Н. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2016 10(2) 14–23
Корепанов Э. Р. см. Синицын И. Н. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2016 10(2) 24–35
Королев В. Ю. О распределении размеров частиц при дроблении . . . . . . . . . . . 2009 3(3) 60–68
Королев В. Ю. см. Артюхов С. В. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2008 2(4) 57–65
Королев В. Ю. см. Батракова Д. А. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2007 1(1) 40–53
Королёв В. Ю. см. Бенинг В. Е. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2008 2(2) 19–34
Королев В. Ю. см. Бенинг В. Е. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2011 5(3) 4–16
Королев В. Ю. см. Бенинг В. Е. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2012 6(3) 69–73
Королев В. Ю. см. Бенинг В. Е. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2013 7(1) 116–123
Королев В. Ю. см. Бенинг В. Е. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2013 7(2) 75–83
Королев В. Ю. см. Горшенин А. К. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2008 2(4) 12–47
Королев В. Ю. см. Григорьева М. Е. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2013 7(4) 11–19
Королев В. Ю. см. Григорьева М. Е. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2013 7(4) 66–74
Королев В. Ю. см. Дучицкий И. А. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2012 6(4) 9–17
Королев В. Ю. см. Закс Л. М. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2013 7(1) 105–115
Королев В. Ю. см. Зейфман А. И. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2014 8(1) 106–117
Королев В. Ю. см. Зейфман А. И. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2014 8(3) 19–27
Королев В. Ю. см. Соколов И. А. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2009 3(3) 2–3
Королев В. Ю. см. Соколов И. А. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2010 4(2) 2
Королев В. Ю. см. Соколов И. А. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2011 5(3) 2–3
Королев В. Ю. см. Соколов И. А. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2012 6(4) 3
Королев В. Ю. см. Соколов И. А. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2013 7(2) 3
Королев В. Ю., Бенинг В. Е., Закс Л. М., Зейфман А. И. Обобщенное рас-

пределение Лапласа как предельное для случайных сумм и статистик,
построенных по выборкам случайного объема . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2012 6(4) 34–39

Королев В. Ю., Горшенин А. К., Гулев С. К., Беляев К. П. Статистическое
моделирование турбулентных потоков тепла между океаном и атмосфе-
рой с помощью метода скользящего разделения конечных нормальных
смесей . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2015 9(4) 3–13

Королев В. Ю., Закс Л. М. Оценки скорости сходимости распределений не-
которых случайных сумм к устойчивым законам . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2013 7(3) 102–105

Королев В. Ю., Закс Л. М., Зейфман А. И. О сходимости случайных блужданий,
порожденных обобщенными процессами Кокса, к процессам Леви . . . . 2013 7(2) 84–91

Королев В. Ю., Зейфман А. И., Корчагин А. Ю. Несимметричные распределе-
ния Линника как предельные законы для случайных сумм независимых
случайных величин с конечными дисперсиями . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2016 10(4) 21–33
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Королев В. Ю., Корчагин А. Ю. Модифицированный сеточный метод разде-
ления дисперсионно-сдвиговых смесей нормальных законов . . . . . . . . . . 2014 8(4) 11–19

Королев В. Ю., Корчагин А. Ю., Зейфман А. И. Теорема Пуассона для схемы
испытаний Бернулли со случайной вероятностью успеха и дискретный
аналог распределения Вейбулла . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2016 10(4) 11–20

Королев В. Ю., Корчагин А. Ю., Соколов И. А. Обобщенные дисперсионные
гамма-распределения как модели статистических закономерностей на
финансовых рынках . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2015 9(4) 14–28

Королев В. Ю., Крылов В. А., Кузьмин В. Ю. Устойчивость конечных
смесей обобщенных гамма-распределений относительно возмущений
параметров . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2011 5(1) 31–38

Королев В. Ю., Непомнящий Е. В., Рыбальченко А. Г., Виноградова А. В. Се-
точные методы разделения смесей вероятностных распределений и их
применение к декомпозиции волатильности финансовых индексов . . . . 2008 2(2) 3–18

Королев В. Ю., Смелянский Р. Л., Смелянский Т. Р., Шалимов А. В. Статисти-
ческая проверка неисполняемости фрагментов кода последовательной
программы . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2013 7(2) 50–54

Королев В. Ю., Соколов И. А. Об условиях сходимости распределений экстре-
мальных порядковых статистик к распределению Вейбулла . . . . . . . . . . . . 2014 8(3) 3–11

Королев В. Ю., Соколов И. А. Скошенные распределения Стьюдента, дис-
персионные гамма-распределения и их обобщения как асимптотиче-
ские аппроксимации . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2012 6(1) 3–11

Королев В. Ю., Черток А. В., Корчагин А. Ю., Горшенин А. К. Вероятностно-
статистическое моделирование информационных потоков в сложных
финансовых системах на основе высокочастотных данных . . . . . . . . . . . . . 2013 7(1) 12–21

Королев В. Ю., Шевцова И. Г., Шоргин С. Я. О неравенствах типа Берри–
Эссеена для пуассоновских случайных сумм . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2011 5(3) 64–66

Королев Р. А. см. Бенинг В. Е. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2010 4(2) 63–74
Королёв А. К. см. Каганов В. Ю. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2013 7(3) 40–55
Коротышева А. В. см. Зейфман А. И. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2009 3(3) 16–22
Коротышева А. В. см. Зейфман А. И. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2010 4(3) 9–15
Коротышева А. В. см. Зейфман А. И. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2011 5(3) 27–33
Коротышева А. В. см. Зейфман А. И. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2012 6(4) 27–33
Коротышева А. В. см. Зейфман А. И. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2014 8(1) 106–117
Коротышева А. В. см. Зейфман А. И. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2014 8(3) 19–27
Коротышева А. В. см. Сатин Я. А. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2011 5(4) 18–25
Корчагин А. Ю. см. Королев В. Ю. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2013 7(1) 12–21
Корчагин А. Ю. см. Королев В. Ю. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2014 8(4) 11–19
Корчагин А. Ю. см. Королев В. Ю. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2015 9(4) 14–28
Корчагин А. Ю. см. Королев В. Ю. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2016 10(4) 11–20
Корчагин А. Ю. см. Королев В. Ю. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2016 10(4) 21–33
Корчажкина О. М. К оценке эффективности учебно-познавательной деятель-

ности учащихся с использованием информационных технологий . . . . . . 2015 9(1) 106–117
Косарик В. В. см. Зацман И. М. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2008 2(3) 54–69
Костромов Н. А. см. Визильтер Ю. В. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2012 6(1) 108–113
Кривенко М. П. Критерии значимости отбора признаков классификации . . . 2016 10(3) 32–40
Кривенко М. П. Модели для представления и обработки референсных зна-

чений . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2015 9(2) 63–74
Кривенко М. П. Непараметрическое оценивание элементов байесовского

классификатора . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2010 4(2) 13–24
Кривенко М. П. Предварительная обработка при распознавании текстов по

изображению низкого качества . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2012 6(4) 49–56
Кривенко М. П. Расщепление смеси вероятностных распределений на две

составляющие . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2008 2(4) 48–56
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Кривенко М. П. Сравнительный анализ процедур регрессионного анализа 2014 8(3) 70–78
Кривенко М. П., Голованов С. А., Савченко П. А., Сивков А. В., Сучков А. П.

Информационно-аналитическая автоматизированная система «Мега-
лит» в оптимизации диагностики и лечения мочекаменной болезни . . . 2013 7(4) 82–93

Кривенко М. П., Голованов С. А., Сивков А. В. Анализ однородности данных
о химическом составе камней при уролитиазе . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2013 7(4) 94–104

Кривовязь Г. Р. см. Конушин В. С. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2010 4(1) 74–78
Кристоф Г., Ульянов В. В. О точности приближений нормированных

хи-квадрат распределений асимптотическими разложениями Эджвор-
та–Чебышева . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2011 5(1) 25–30

Кружков М. Г. см. Бунтман Н. В. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2014 8(2) 98–110
Кружков М. Г. см. Зализняк Анна А. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2016 10(4) 132–141
Кружков М. Г. см. Зацман И. М. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2016 10(1) 106–118
Кружков М. Г. см. Минин В. А. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2013 7(1) 70–81
Крылов А. С. см. Насонов А. В. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2009 3(1) 19–28
Крылов А. С. см. Павельева Е. А. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2010 4(1) 79–82
Крылов А. С. см. Павельева Е. А. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2011 5(1) 68–72
Крылов В. А. Моделирование и классификация многоканальных дистанци-

онных изображений с использованием копул . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2010 4(4) 33–37
Крылов В. А. см. Королев В. Ю. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2011 5(1) 31–38
Крылов М. Н. см. Каганов В. Ю. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2013 7(3) 40–55
Крючин О. В. Разработка параллельных эвристических алгоритмов подбора

весовых коэффициентов искусственной нейтронной сети . . . . . . . . . . . . . . 2010 4(2) 53–56
Кудрявцев А. А. Байесовские модели массового обслуживания и надежности:

априорные распределения с компактным носителем . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2016 10(1) 67–71
Кудрявцев А. А. Зависимые от коэффициента баланса характеристики в байе-

совских моделях с компактным носителем априорных распределений 2016 10(3) 77–80
Кудрявцев А. А. см. Жаворонкова Ю. В. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2014 8(2) 48–54
Кудрявцев А. А. см. Жаворонкова Ю. В. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2015 9(1) 98–105
Кудрявцев А. А., Палионная С. И. Байесовская рекуррентная модель роста

надежности: параболическое распределение параметров . . . . . . . . . . . . . . . 2016 10(2) 80–83
Кудрявцев А. А., Соколов И. А., Шоргин С. Я. Байесовская реккурентная

модель роста надежности: равномерное распределение параметров . . . . 2013 7(2) 55–59
Кудрявцев А. А., Титова А. И. Байесовские модели массового обслуживания

и надежности: вырожденно-вейбулловский случай . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2016 10(4) 68–71
Кудрявцев А. А., Шоргин В. С., Шоргин С. Я. Байесовские модели массового

обслуживания и надежности: общий эрланговский случай . . . . . . . . . . . . . 2009 3(4) 30–34
Кудрявцев А. А., Шоргин С. Я. Байесовские модели массового обслуживания

и надежности: характеристики среднего числа заявок в системеM |M |1|∞ 2010 4(3) 16–21
Кудрявцев А. А., Шоргин С. Я. Байесовские модели массового обслуживания

и надежности: экспоненциально-эрланговский случай . . . . . . . . . . . . . . . . . 2009 3(1) 55–59
Кудрявцев А. А., Шоргин С. Я. Байесовский подход к анализу систем массового

обслуживания и показателей надежности . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2007 1(2) 76–82
Кудрявцев А. А., Шоргин С. Я. Об уточнении некоторых результатов для одной

байесовской модели массового обслуживания . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2011 5(1) 78–79
Кудрявцева И. А., Пантелеев А. В. Приближенные методы решения задачи

диагностики плоским зондом сильноионизованной плазмы c учетом
Кулоновских столкновений . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2011 5(3) 46–52

Кузнецов А. А. Связь между временными и структурно-топологическими ха-
рактеристиками диаграмм ритма сердца здоровых людей . . . . . . . . . . . . . . . 2010 4(4) 38–47

Кузнецов В. В. см. Ушмаев О. С. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2012 6(1) 132–140
Кузнецов И. П. см. Козеренко Е. Б. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2010 4(3) 69–76
Кузнецов И. П. см. Шарнин М. М. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2012 6(2) 113–121
Кузнецов И. П. см. Шарнин М. М. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2013 7(2) 92–99
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Кузнецов И. П., Сомин Н. В. Выявление имплицитной информации из текстов
на естественном языке: проблемы и методы . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2012 6(1) 49–58

Кузнецов Л. А. Вероятностно-статистическая оценка адекватности информа-
ционных объектов . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2011 5(4) 64–75

Кузнецов Л. А. Универсальная технология оценки близости информационных
объектов . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2014 8(2) 130–144

Кузнецов Л. А., Кузнецова В. Ф. Оценка семантической адекватности текстов
информационным методом . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2013 7(1) 94–104

Кузнецов Л. А., Кузнецова В. Ф., Капнин А. В. Универсальный метрический
тезаурус русского языка . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2013 7(3) 106–113

Кузнецов С. И. см. Спивак С. И. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2015 9(1) 87–97
Кузнецова В. Ф. см. Кузнецов Л. А. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2013 7(1) 94–104
Кузнецова В. Ф. см. Кузнецов Л. А. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2013 7(3) 106–113
Кузнецова М. Г. см. Шестаков О. В. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2013 7(4) 75–81
Кузнецова О. А. см. Янушко А. В. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2011 5(4) 53–63
Кузьмин В. Ю. см. Королев В. Ю. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2011 5(1) 31–38
Кульберг Н. С. см. Яковлева Т. В. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2014 8(3) 79–89
Купалов-Ярополк И. К., Малашенко Ю. Е., Назарова И. А., Ронжин А. Ф. Ме-

тоды оценки эффективности и директивных сроков выполнения ресур-
соемких вычислительных заданий . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2013 7(2) 17–25

Куракин А. В. Распознавание жестов ладони в реальном времени на основе
плоских и пространственных скелетных моделей . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2012 6(1) 114–121

Курчавова О. А. см. Зацман И. М. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2008 2(3) 54–69
Кучерявый Е. А. см. Омётов А. Я. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2016 10(3) 23–31
Лебедев А. В. Максимумы активности в безмасштабных случайных сетях

с тяжелыми хвостами . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2011 5(4) 25–29
Лебедев А. В. Экстремальные индексы в схеме серий и их приложения . . . . . . 2015 9(3) 39–54
Левченко Н. Н. см. Змеев Д. Н. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2015 9(4) 29–36
Леонтьев Н. Д., Ушаков В. Г. Анализ системы обслуживания с входящим

потоком авторегрессионного типа . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2014 8(3) 39–44
Леонтьев Н. Д., Ушаков В. Г. Анализ системы обслуживания с входящим

потоком авторегрессионного типа и относительным приоритетом . . . . . 2016 10(3) 15–22
Лери М. М. Пожар на конфигурационном графе со случайными переходами

огня по ребрам . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2015 9(3) 65–71
Лери М. М., Чеплюкова И. А. Об одной статистической задаче для случайных

графов интернет-типа . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2011 5(3) 34–40
Листопад С. В. см. Кириков И. А. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2009 3(4) 76–86
Листопад С. В. см. Кириков И. А. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2013 7(3) 62–69
Листопад С. В. см. Кириков И. А. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2015 9(4) 98–105
Листопад С. В. см. Кириков И. А. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2016 10(1) 96–105
Листопад С. В. см. Кириков И. А. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2016 10(3) 81–90
Листопад С. В. см. Колесников А. В. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2016 10(4) 114–120
Лоханова А. И. см. Белых И. Н. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2012 6(1) 91–98
Лощилова Е. Ю. см. Бунтман Н. В. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2014 8(2) 98–110
Лукашенко О. В., Морозов Е. В. Асимптотика максимума процесса нагрузки

для некоторого класса гауссовских очередей . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2012 6(3) 81–89
Лукашенко О. В., Морозов Е. В. О сходимости в пространстве Lp максимума

процесса нагрузки для одного класса гауссовских систем обслужи-
вания . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2013 7(1) 36–43

Лукьяненко А. С., Морозов Е. В., Гуртов А. В. Анализ сетевого протокола
с общей функцией расширения окна передачи сообщения при конф-
ликтах . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2010 4(2) 46–52

Лупенцов О. С. см. Маренко В. А. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2014 8(1) 99–105
Лучко О. Н. см. Маренко В. А. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2014 8(1) 99–105
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АВТОРСКИЙ УКАЗАТЕЛЬ ЗА 2007–2016 гг.

Год Том(вып.) Стр.

Лямин О. О. О предельном поведении мощностей критериев в случае обоб-
щенного распределения Лапласа . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2010 4(3) 47–58

Лямин О. О. см. Бенинг В. Е. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2009 3(3) 79–85
Малашенко Ю. Е. см. Купалов-Ярополк И. К. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2013 7(2) 17–25
Малашенко Ю. Е., Назарова И. А. Анализ задержек при диспетчеризации

однородных заданий в условиях неопределенности . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2014 8(1) 12–20
Малков О. Ю. см. Калиниченко Л. А. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2016 10(1) 2–22
Маньяков Ю. А. см. Архипов О. П. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2014 8(1) 71–76
Маньяков Ю. А. см. Архипов О. П. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2014 8(3) 100–104
Маренко В. А., Лучко О. Н., Лупенцов О. С. Разработка модели управления

процессом обучения с использованием когнитивных технологий . . . . . . 2014 8(1) 99–105
Маркин А. В. Предельное распределение оценки риска при пороговой обра-

ботке вейвлет-коэффициентов . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2009 3(4) 57–63
Маркин А. В., Шестаков О. В. Асимптотики оценки риска при пороговой

обработке вейвлет-вейглет коэффициентов в задаче томографии . . . . . . . 2010 4(2) 36–45
Маркин А. В., Шестаков О. В. Отсев эктопических импульсов из ритмограммы

с использованием робастных оценок . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2008 2(2) 47–54
Марков А. С., Монахов М. М., Ульянов В. В. Разложения типа Корниша–Фи-

шера для распределений статистик, построенных по выборкам слу-
чайного размера . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2016 10(2) 84–91

Марков Ю. Г., Перепелкин В. В., Синицын И. Н., Семендяев Н. Н. Информа-
ционные модели неравномерности вращения Земли . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2011 5(2) 17–35

Маркова Н. А. Логика биографических фактов . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2012 6(2) 87–96
Мартынов Д. О. см. Брюхов Д. О. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2008 2(1) 2–34
Матвеев Е. А. см. Егоров В. Ю. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2008 2(4) 74–84
Матвеев Ю. Н. см. Белых И. Н. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2012 6(1) 91–98
Матвеева С. С., Захарова Т. В. Сети массового обслуживания с наименьшей

длиной очереди . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2010 4(3) 22–28
Матюшенко С. И. Стационарные характеристики двухканальной системы

обслуживания с переупорядочиванием заявок и распределениями фазо-
вого типа . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2010 4(4) 67–71

Матюшенко С. И. см. Горбунова А. В. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2015 9(3) 32–38
Мацкевич А. Г. Декларативные структуры знаний в проблемно-ориентиро-

ванных системах искусственного интеллекта . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2014 8(2) 122–129
Машечкин И. В. см. Каганов В. Ю. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2013 7(3) 40–55
Мейханаджян Л. А. Стационарные вероятности состояний в системе обслу-

живания конечной емкости с инверсионным порядком обслуживания
и обобщенным вероятностным приоритетом . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2016 10(2) 123–131

Мейханаджян Л. А., Милованова Т. А., Печинкин А. В., Разумчик Р. В. Стацио-
нарные вероятности состояний в системе обслуживания с инверсион-
ным порядком обслуживания и обобщенным вероятностным приори-
тетом 2014 8(3) 28–38

Мейханаджян Л. А., Милованова Т. А., Разумчик Р. В. Время ожидания
в системе обслуживания с инверсионным порядком обслуживания
и обобщенным вероятностным приоритетом . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2015 9(2) 14–22

Мельников А. К., Ронжин А. Ф. Обобщенный статистический метод анализа
текстов, основанный на расчете распределений вероятностей значений
статистик . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2016 10(4) 89–95

Миллер Г. Б. см. Борисов А. В. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2016 10(2) 2–13
Милованова Т. А. см. Мейханаджян Л. А. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2014 8(3) 28–38
Милованова Т. А. см. Мейханаджян Л. А. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2015 9(2) 14–22
Милованова Т. А., Печинкин А. В. Стационарные характеристики системы

обслуживания с инверсионным порядком обслуживания, вероятност-
ным приоритетом и гистерезисной политикой . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2013 7(1) 22–35
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АВТОРСКИЙ УКАЗАТЕЛЬ ЗА 2007–2016 гг.

Год Том(вып.) Стр.

Минин В. А., Зацман И. М., Кружков М. Г., Норекян Т. П. Методологические
основы создания информационных систем для вычисления индикаторов
тематических взаимосвязей науки и технологий . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2013 7(1) 70–81

Минин В. А., Зацман И. М., Хавансков В. А., Шубников С. К. Индикаторы
тематических взаимосвязей науки и технологий: от текста к числам . . . . 2014 8(3) 114–125

Минин В. А., Зацман И. М., Хавансков В. А., Шубников С. К. Индикаторы
тематических взаимосвязей отраслей науки и информационно-компью-
терных технологий в начале XXI века . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2015 9(2) 111–123

Минин В. А., Зацман И. М., Хавансков В. А., Шубников С. К. Интенсивность
цитирования научных публикаций в изобретениях по информационно-
компьютерным технологиям, патентуемых в России отечественными
и зарубежными заявителями . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2016 10(2) 107–122

Миронов А. М. О сходимости распределений случайных сумм к скошенным
экспоненциально-степенным законам . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2014 8(2) 55–69

Миронов А. М. Реализуемость вероятностных реакций конечными вероят-
ностными автоматами . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2015 9(3) 85–96

Миронов А. М., Френкель С. Л. Метод повышения эффективности решения
задач вероятностной верификации вычислительных и телекоммуника-
ционных систем . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2014 8(4) 58–69

Михеев М. Ю., Сомин Н. В., Галина И. В., Золотарев О. В., Козеренко Е. Б.,
Морозова Ю. И., Шарнин М. М. Фальштексты: классификация и методы
опознания текстовых имитаций и документов с подменой авторства . . . 2014 8(4) 70–77

Монахов М. М. см. Марков А. С. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2016 10(2) 84–91
Морозов Е. В. Асимптотики вероятностей больших уклонений стационарной

очереди . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2009 3(3) 23–34
Морозов Е. В. см. Бородина А. В. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2010 4(3) 29–37
Морозов Е. В. см. Бородина А. В. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2013 7(2) 26–33
Морозов Е. В. см. Лукашенко О. В. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2012 6(3) 81–89
Морозов Е. В. см. Лукашенко О. В. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2013 7(1) 36–43
Морозов Е. В. см. Лукьяненко А. С. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2010 4(2) 46–52
Морозов Е. В., Некрасова Р. С. Об оценивании вероятности переполнения

конечного буфера в регенеративных системах обслуживания . . . . . . . . . . . 2012 6(3) 90–98
Морозов Е. В., Румянцев А. С. Вероятностные модели многопроцессорных

систем: стационарность и моментные свойства . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2012 6(3) 99–106
Морозова Ю. И. Построение семантических векторных пространств различ-

ных предметных областей . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2013 7(1) 90–93
Морозова Ю. И. Трансформационные модели языковых структур для фран-

цузско-русского машинного перевода . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2011 5(4) 99–106
Морозова Ю. И. см. Галина И. В. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2015 9(2) 93–110
Морозова Ю. И. см. Михеев М. Ю. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2014 8(4) 70–77
Морозова Ю. И. см. Шарнин М. М. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2013 7(2) 92–99
Мотренко А. П., Стрижов В. В. Построение агрегированных прогнозов

объемов железнодорожных грузоперевозок c использованием рассто-
яния Кульбака–Лейблера . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2014 8(2) 86–97

Мурашов Д. М. Комбинированный подход к локализации различий много-
модальных изображений . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2012 6(1) 122–131

Назаров А. Л. Нижние оценки устойчивости смесей нормальных распределе-
ний к возмущениям смешивающих распределений . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2012 6(4) 40–48

Назарова И. А. см. Купалов-Ярополк И. К. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2013 7(2) 17–25
Назарова И. А. см. Малашенко Ю. Е. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2014 8(1) 12–20
Насонов А. В., Крылов А. С., Ушмаев О. С. Развитие методов повышения ка-

чества изображений лиц в видеопотоке . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2009 3(1) 19–28
Наумов В. А., Самуйлов К. Е. О связи ресурсных систем массового обслужи-

вания с сетями Эрланга . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2016 10(3) 9–14
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Некрасова Р. С. см. Морозов Е. В. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2012 6(3) 90–98
Непомнящий Е. В. см. Королев В. Ю. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2008 2(2) 3–18
Нефедова Ю. С., Шевцова И. Г. О точности нормальной аппроксимации для

распределений пуассоновских случайных сумм . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2011 5(1) 39–45
Нечаевский А. В. см. Кореньков В. В. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2013 7(3) 94–101
Николаев А. В. см. Жевнерчук Д. В. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2012 6(2) 43–50
Норекян Т. П. см. Минин В. А. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2013 7(1) 70–81
Окладников И. Г. см. Калиниченко Л. А. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2016 10(1) 2–22
Окунев А. С. см. Змеев Д. Н. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2015 9(4) 29–36
Оленин А. С. Структурная декомпозиция матричных систем . . . . . . . . . . . . . . . . 2008 2(3) 2–6
Омётов А. Я., Андреев С. Д., Тюрликов А. М., Кучерявый Е. А. Анализ произ-

водительности беспроводной системы агрегации данных с состязанием
для современных сенсорных сетей . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2016 10(3) 23–31

Ососков М. В. см. Каратеев С. Л. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2010 4(1) 65–73
Павельева Е. А., Крылов А. С. Алгоритм сравнения изображений радужной

оболочки глаза на основе ключевых точек . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2011 5(1) 68–72
Павельева Е. А., Крылов А. С. Поиск и анализ ключевых точек радужной

оболочки глаза методом преобразования Эрмита . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2010 4(1) 79–82
Павлов И. В. Оценка надежности сложных систем с восстановлением по ре-

зультатам испытаний элементов . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2014 8(1) 21–27
Павлов И. В. Расчет и оптимизация некоторых характеристик для модели вы-

числительного комплекса . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2012 6(2) 97–100
Пагурова В. И. Об асимптотическом распределении максимальной порядко-

вой статистики в выборке случайного объема . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2008 2(2) 55–59
Палионная С. И. см. Кудрявцев А. А. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2016 10(2) 80–83
Пантелеев А. В. см. Кудрявцева И. А. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2011 5(3) 46–52
Пантелеев А. В., Рыбаков К. А. Синтез оптимальных нелинейных стохастиче-

ских систем управления спектральным методом . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2011 5(2) 69–81
Панфилова Т. Л. см. Зейфман А. И. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2011 5(3) 27–33
Паринов С. И. см. Когаловский М. Р. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2012 6(3) 32–42
Перепелкин В. В. см. Марков Ю. Г. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2011 5(2) 17–35
Петрова О. В., Ушаков В. Г. Асимптотический анализ системы массового

обслуживания Er(t)|G|1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2009 3(4) 35–40
Петровский М. И. см. Каганов В. Ю. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2013 7(3) 40–55
Петрушенко С. В. см. Янушко А. В. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2011 5(4) 53–63
Пеховский Т. С. см. Белых И. Н. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2012 6(1) 91–98
Печинкин А. В. Двухприоритетная система с резервированием каналов и мар-

ковским входящим потоком . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2011 5(1) 2–11
Печинкин А. В. см. Гайдамака Ю. В. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2013 7(4) 20–33
Печинкин А. В. см. Мейханаджян Л. А. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2014 8(3) 28–38
Печинкин А. В. см. Милованова Т. А. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2013 7(1) 22–35
Печинкин А. В., Разумчик Р. В. Система Geo/Geo/1/R с гистерезисной по-

литикой . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2014 8(2) 15–27
Печинкин А. В., Разумчик Р. В. Совместное стационарное распределение числа

заявок в накопителе и в бункере переупорядочения в многоканальной
системе обслуживания с переупорядочением заявок . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2014 8(4) 3–10

Печинкин А. В., Разумчик Р. В. Совместное стационарное распределение числа
заявок в m очередях в N-канальной системе обслуживания с пере-
упорядочением заявок . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2015 9(3) 25–31

Печинкин А. В., Соколов И. А. Система массового обслуживания с ненадеж-
ным прибором в дискретном времени . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2011 5(4) 6–17

Печинкин А. В., Соколов И. А., Чаплыгин В. В. Многолинейная система мас-
сового обслуживания с групповым отказом приборов . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2009 3(3) 4–15
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АВТОРСКИЙ УКАЗАТЕЛЬ ЗА 2007–2016 гг.

Год Том(вып.) Стр.

Печинкин А. В., Соколов И. А., Чаплыгин В. В. Многолинейная система массо-
вого обслуживания с конечным накопителем и ненадежными приборами 2007 1(1) 27–39

Печинкин А. В., Соколов И. А., Чаплыгин В. В. Стационарные характеристики
многолинейной системы массового обслуживания с одновременными
отказами приборов . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2007 1(2) 39–49

Печинкин А. В., Соколов И. А., Шоргин С. Я. Ограничение на суммарный
объем заявок в дискретной системе Geo/G/1/∞ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2012 6(3) 107–113

Печинкин А. В., Френкель С. Л. Вероятностный анализ времени проявления
неисправности в сети автоматов . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2009 3(2) 2–14

Печинкин А. В., Шоргин С. Я. Система Geo/G/1/∞ с одной «нестандартной»
дисциплиной обслуживания . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2008 2(1) 55–62

Плеханов Л. П. Проектирование самосинхронных схем: структурные методы
в иерархическом анализе . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2014 8(3) 105–113

Подколодный Н. Л. см. Калиниченко Л. А. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2016 10(1) 2–22
Позаненко А. С. см. Калиниченко Л. А. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2016 10(1) 2–22
Пономарева Н. В. см. Калиниченко Л. А. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2016 10(1) 2–22
Попкова Н. А. см. Зацман И. М. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2016 10(1) 106–118
Попов С. В. Уточнение неравномерных оценок скорости сходимости в цент-

ральной предельной теореме при существовании моментов не выше
второго . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2012 6(1) 32–36

Попова М. С., Стрижов В. В. Выбор оптимальной модели классификации
физической активности по измерениям акселерометра . . . . . . . . . . . . . . . . . 2015 9(1) 76–86

Преображенский Н. Б., Файзулхаков Я. Р. Проблема компенсации Рэлеевских
замираний в радиоканалах подвижных систем голосовой связи . . . . . . . . 2011 5(2) 82–89

Протасов В. И. Составление субъективного портрета с использованием эво-
люционного морфинга и квалиметрия метода . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2010 4(1) 83–88

Пугачёв В. С., Синицын И. Н. Структурная теория сложных стохастических
систем . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2011 5(2) 4–16

Разумчик Р. В. Система массового обслуживания с отрицательными заявка-
ми, бункером для вытесненных заявок и различными интенсивностями
обслуживания . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2011 5(3) 41–45

Разумчик Р. В. Стационарное распределение времени ожидания в системе
обслуживания с отрицательными заявками, бункером для вытесненных
заявок, различными интенсивностями обслуживания при дисциплине
FIRST–FIFO–FIFO . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2013 7(2) 34–39

Разумчик Р. В. см. Гайдамака Ю. В. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2013 7(4) 20–33
Разумчик Р. В. см. Коновалов М. Г. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2015 9(4) 56–67
Разумчик Р. В. см. Коновалов М. Г. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2016 10(4) 57–67
Разумчик Р. В. см. Мейханаджян Л. А. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2014 8(3) 28–38
Разумчик Р. В. см. Мейханаджян Л. А. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2015 9(2) 14–22
Разумчик Р. В. см. Печинкин А. В. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2014 8(2) 15–27
Разумчик Р. В. см. Печинкин А. В. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2014 8(4) 3–10
Разумчик Р. В. см. Печинкин А. В. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2015 9(3) 25–31
Рождественский Ю. В. см. Соколов И. А. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2014 8(1) 45–70
Розенберг И. Н. см. Дулин С. К. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2012 6(2) 29–42
Ронжин А. Ф. см. Купалов-Ярополк И. К. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2013 7(2) 17–25
Ронжин А. Ф. см. Мельников А. К. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2016 10(4) 89–95
Рудаков К. В., Торшин И. Ю. Анализ информативности мотивов на основе

критерия разрешимости в задаче распознавания вторичной структуры
белка . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2012 6(1) 79–90

Рудаков К. В., Торшин И. Ю. Вопросы разрешимости задачи распознавания
вторичной структуры белка . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2010 4(2) 25–35

Рудой Г. И., Стрижов В. В. Алгоритмы индуктивного порождения суперпози-
ций для аппроксимации измеряемых данных . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2013 7(1) 44–53
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АВТОРСКИЙ УКАЗАТЕЛЬ ЗА 2007–2016 гг.

Год Том(вып.) Стр.

Румовская С. Б. см. Кириков И. А. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2015 9(4) 98–105
Румовская С. Б. см. Кириков И. А. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2016 10(1) 96–105
Румовская С. Б. см. Кириков И. А. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2016 10(3) 81–90
Румовская С. Б. см. Колесников А. В. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2016 10(4) 114–120
Румянцев А. С. см. Морозов Е. В. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2012 6(3) 99–106
Рыбаков К. А. см. Пантелеев А. В. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2011 5(2) 69–81
Рыбальченко А. Г. см. Королев В. Ю. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2008 2(2) 3–18
Савченко П. А. см. Кривенко М. П. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2013 7(4) 82–93
Садовой И. А. см. Шестаков О. В. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2013 7(4) 75–81
Самуйлов А. К. см. Гайдамака Ю. В. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2012 6(3) 74–80
Самуйлов А. К. см. Гайдамака Ю. В. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2013 7(4) 20–33
Самуйлов А. К. см. Гайдамака Ю. В. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2015 9(1) 9–14
Самуйлов К. Е. см. Вихрова О. Г. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2015 9(4) 48–55
Самуйлов К. Е. см. Гайдамака Ю. В. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2012 6(3) 74–80
Самуйлов К. Е. см. Гайдамака Ю. В. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2013 7(4) 20–33
Самуйлов К. Е. см. Гайдамака Ю. В. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2016 10(4) 2–10
Самуйлов К. Е. см. Горбунова А. В. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2015 9(3) 32–38
Самуйлов К. Е. см. Наумов В. А. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2016 10(3) 9–14
Сатин Я. А. см. Зейфман А. И. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2009 3(1) 47–54
Сатин Я. А. см. Зейфман А. И. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2009 3(3) 16–22
Сатин Я. А. см. Зейфман А. И. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2010 4(3) 9–15
Сатин Я. А. см. Зейфман А. И. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2012 6(4) 27–33
Сатин Я. А., Зейфман А. И., Коротышева А. В., Шоргин С. Я. Об одном классе

марковских систем обслуживания . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2011 5(4) 18–25
Сейфуль-Мулюков Р. Б. Нефть как носитель информации о своем проис-

хождении, структуре и эволюции . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2010 4(1) 41–50
Семендяев Н. Н. см. Марков Ю. Г. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2011 5(2) 17–35
Семендяев Н. Н. см. Синицын И. Н. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2010 4(1) 2–11
Семенов К. К. Нечеткие переменные как способ формализации характеристик

погрешности в задачах математической обработки . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2012 6(2) 101–112
Серебряков В. А. см. Захаров А. А. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2010 4(4) 2–13
Серебрянский С. М. см. Тырсин А. Н. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2016 10(2) 58–64
Сивков А. В. см. Кривенко М. П. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2013 7(4) 82–93
Сивков А. В. см. Кривенко М. П. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2013 7(4) 94–104
Сидоркин И. И. см. Архипов О. П. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2016 10(3) 91–97
Сизов А. В. см. Дюкова Е. В. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2012 6(4) 61–65
Симаков К. В. см. Андреев А. М. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2013 7(3) 2–13
Симончик К. К. см. Белых И. Н. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2012 6(1) 91–98
Синицын В. И. см. Синицын И. Н. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2010 4(1) 2–11
Синицын В. И. см. Синицын И. Н. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2014 8(3) 12–18
Синицын В. И. см. Синицын И. Н. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2015 9(1) 2–8
Синицын В. И. см. Синицын И. Н. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2015 9(2) 23–29
Синицын В. И. см. Синицын И. Н. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2016 10(1) 45–55
Синицын В. И. см. Синицын И. Н. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2016 10(2) 24–35
Синицын И. Н. Анализ и моделирование распределений в эредитарных стоха-

стических системах . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2014 8(1) 2–11
Синицын И. Н. Аналитическое моделирование нормальных процессов в сто-

хастических системах со сложными бесселевыми нелинейностями дроб-
ного порядка . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2016 10(3) 55–65

Синицын И. Н. Аналитическое моделирование процессов в динамических
системах с цилиндрическими бесселевыми нелинейностями . . . . . . . . . . .

2015 9(4) 37–47

Синицын И. Н. Аналитическое моделирование распределений методом орто-
гональных разложений в нелинейных стохастических системах на мно-
гообразиях . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2015 9(3) 17–24
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Синицын И. Н. Аналитическое моделирование распределений с инвариантной
мерой в негауссовских дифференциальных и приводимых к ним эре-
дитарных стохастических системах . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2014 8(2) 2–14

Синицын И. Н. Аналитическое моделирование распределений с инвариантной
мерой в стохастических системах с автокоррелированными шумами . . . 2012 6(4) 4–8

Синицын И. Н. Аналитическое моделирование распределений с инвариантной
мерой в стохастических системах с разрывными характеристиками . . . . 2013 7(1) 3–11

Синицын И. Н. Вероятностные методы построения информационных моделей
неравномерности вращения Земли . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2009 3(4) 2–11

Синицын И. Н. Квазилинейные методы построения информационных мо-
делей флуктуаций неравномерности вращения Земли . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2008 2(1) 35–43

Синицын И. Н. Корреляционные методы построения аналитических ин-
формационных моделей флуктуаций полюса Земли по априорным
данным 2007 1(2) 2–14

Синицын И. Н. Математическое обеспечение для анализа нелинейных мно-
гоканальных круговых стохастических систем, основанное на парамет-
ризации распределений . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2012 6(1) 12–18

Синицын И. Н. Методы построения информационных моделей эредитарных
флуктуаций неравномерности вращения Земли . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2009 3(1) 2–7

Синицын И. Н. Ортогональные субоптимальные фильтры для нелинейных
стохастических систем на многообразиях . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2016 10(1) 34–44

Синицын И. Н. Параметрическое статистическое и аналитическое моде-
лирование распределений в нелинейных стохастических системах на
многообразиях . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2013 7(2) 4–16

Синицын И. Н. Развитие теории фильтров Пугачева для оперативной обра-
ботки информации в стохастических системах . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2007 1(1) 3–13

Синицын И. Н. Стохастические информационные технологии для исследова-
ния нелинейных круговых стохастических систем . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2011 5(4) 2–5

Синицын И. Н. см. Марков Ю. Г. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2011 5(2) 17–35
Синицын И. Н. см. Пугачёв В. С. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2011 5(2) 4–16
Синицын И. Н. см. Соколов И. А. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2011 5(2) 2–3
Синицын И. Н., Корепанов Э. Р. Нормальныe условно-оптимальные фильт-

ры и экстраполяторы Пугачёва для стохастических систем, линейных
относительно состояния . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2016 10(2) 14–23

Синицын И. Н., Корепанов Э. Р. Нормальные условно-оптимальные фильт-
ры Пугачёва для дифференциальных стохастических систем, линейных
относительно состояния . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2015 9(2) 30–38

Синицын И. Н., Корепанов Э. Р. Устойчивые линейные условно оптимальные
фильтры и экстраполяторы для стохастических систем с мультиплика-
тивными шумами . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2015 9(1) 70–75

Синицын И. Н., Синицын В. И. Аналитическое моделирование нормальных
процессов в стохастических системах со сложными нелинейностями 2014 8(3) 12–18

Синицын И. Н., Синицын В. И. Аналитическое моделирование распреде-
лений в нелинейных стохастических системах на многообразиях методом
эллипсоидальной аппроксимации . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2016 10(1) 45–55

Синицын И. Н., Синицын В. И., Корепанов Э. Р. Моделирование нормальных
процессов в стохастических системах со сложными иррациональными
нелинейностями . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2015 9(1) 2–8

Синицын И. Н., Синицын В. И., Корепанов Э. Р. Моделирование нормальных
процессов в стохастических системах со сложными трансцендентными
нелинейностями . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2015 9(2) 23–29

Синицын И. Н., Синицын В. И., Корепанов Э. Р. Эллипсоидальные субоп-
тимальные фильтры для нелинейных стохастических систем на много-
образиях . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2016 10(2) 24–35
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Год Том(вып.) Стр.

Синицын И. Н., Синицын В. И., Корепанов Э. Р., Белоусов В. В., Семендя-
ев Н. Н. Оперативное построение информационных моделей движения
полюса Земли методами линейных и линеаризованных фильтров . . . . . . 2010 4(1) 2–11

Сипина А. В. см. Бенинг В. Е. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2010 4(1) 18–23
Сиротинин Д. О. см. Архипов О. П. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2014 8(1) 71–76
Сичинава Д. В. см. Бунтман Н. В. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2014 8(2) 98–110
Скачков Д. М., Жижимов О. Л. Об интеграции географических метаданных

посредством ретроспективного тезауруса . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2012 6(3) 43–51
Скворцов Н. А. см. Брюхов Д. О. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2008 2(1) 2–34
Скворцов Н. А. см. Ступников С. А. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2016 10(1) 23–33
Смелянский Р. Л. см. Королев В. Ю. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2013 7(2) 50–54
Смелянский Т. Р. см. Королев В. Ю. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2013 7(2) 50–54
Соколов И. А. О работах заслуженного деятеля науки Российской Федерации

И. Н. Синицына в области информационных технологий и автоматиза-
ции (к 70-летию со дня рождения) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2010 4(3) 84–86

Соколов И. А. см. Гайдамака Ю. В. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2013 7(4) 20–33
Соколов И. А. см. Григорьева М. Е. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2013 7(4) 11–19
Соколов И. А. см. Дучицкий И. А. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2012 6(4) 9–17
Соколов И. А. см. Захаров В. Н. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2007 1(2) 15–38
Соколов И. А. см. Ильин В. Д. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2007 1(1) 66–78
Соколов И. А. см. Илюшин Г. Я. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2010 4(1) 24–40
Соколов И. А. см. Королев В. Ю. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2012 6(1) 3–11
Соколов И. А. см. Королев В. Ю. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2014 8(3) 3–11
Соколов И. А. см. Королев В. Ю. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2015 9(4) 14–28
Соколов И. А. см. Кудрявцев А. А. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2013 7(2) 55–59
Соколов И. А. см. Печинкин А. В. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2007 1(1) 27–39
Соколов И. А. см. Печинкин А. В. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2007 1(2) 39–49
Соколов И. А. см. Печинкин А. В. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2009 3(3) 4–15
Соколов И. А. см. Печинкин А. В. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2011 5(4) 6–17
Соколов И. А. см. Печинкин А. В. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2012 6(3) 107–113
Соколов И. А. см. Черток А. В. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2016 10(4) 46–56
Соколов И. А., Егоров В. Б. Дезинтегрированная архитектура пакетной

коммутации . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2008 2(4) 2–11
Соколов И. А., Захаров В. Н. К 25-летию Института проблем информатики

РАН . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2008 2(3) 70–76
Соколов И. А., Колин К. К. Новый этап информатизации общества и актуаль-

ные проблемы образования . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2008 2(1) 67–76
Соколов И. А., Королев В. Ю. Предисловие . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2009 3(3) 2–3
Соколов И. А., Королев В. Ю. Предисловие . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2010 4(2) 2
Соколов И. А., Королев В. Ю. Предисловие . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2011 5(3) 2–3
Соколов И. А., Королев В. Ю. Предисловие . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2012 6(4) 3
Соколов И. А., Королев В. Ю. Предисловие . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2013 7(2) 3
Соколов И. А., Синицын И. Н. Предисловие . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2011 5(2) 2–3
Соколов И. А., Степченков Ю. А., Бобков С. Г., Захаров В. Н., Дьяченко Ю. Г.,

Рождественский Ю. В., Сурков А. В. Базис реализации супер-ЭВМ
эксафлопсного класса . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2014 8(1) 45–70

Соколов И. А., Шоргин С. Я. К 60-летию члена редколлегии журнала «Инфор-
матика и её применения», заместителя директора ИПИ РАН по научной
работе, доктора технических наук А. А. Зацаринного . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2011 5(3) 86

Соколова Е. Г. см. Загорулько Ю. А. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2012 6(3) 22–31
Солдатов С. А. см. Колесников А. В. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2010 4(4) 60–66
Сомин Н. В. см. Галина И. В. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2015 9(2) 93–110
Сомин Н. В. см. Кузнецов И. П. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2012 6(1) 49–58
Сомин Н. В. см. Михеев М. Ю. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2014 8(4) 70–77
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Сомин Н. В. см. Шарнин М. М. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2013 7(2) 92–99
Сопин Э. С. см. Вихрова О. Г. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2015 9(4) 48–55
Сопин Э. С. см. Гайдамака Ю. В. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2013 7(4) 20–33
Сопин Э. С. см. Гайдамака Ю. В. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2016 10(4) 2–10
Сотнезов Р. М. см. Дюкова Е. В. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2012 6(4) 61–65
Спивак С. И. см. Кантор О. Г. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2014 8(2) 111–121
Спивак С. И., Кантор О. Г., Юнусова Д. С., Кузнецов С. И., Колесов С. В.

Оценка погрешности и значимости измерений для линейных моделей 2015 9(1) 87–97
Стемпковский А. Л. см. Змеев Д. Н. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2015 9(4) 29–36
Стенина М. М., Стрижов В. В. Согласование прогнозов при решении задач

прогнозирования иерархических временных рядов . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2015 9(2) 75–87
Степанов П. В. см. Бендерина М. В. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2012 6(1) 59–69
Степанов С. Ю. Использование координатного метода фрагментации комму-

таторной нейронной сети для сокращения трафика . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2010 4(2) 57–62
Степченков Ю. А. см. Соколов И. А. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2014 8(1) 45–70
Стрижов В. В. см. Гончаров А. В. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2016 10(2) 36–47
Стрижов В. В. см. Исаченко Р. В. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2016 10(2) 48–57
Стрижов В. В. см. Карасиков М. Е. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2016 10(4) 121–131
Стрижов В. В. см. Мотренко А. П. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2014 8(2) 86–97
Стрижов В. В. см. Попова М. С. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2015 9(1) 76–86
Стрижов В. В. см. Рудой Г. И. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2013 7(1) 44–53
Стрижов В. В. см. Стенина М. М. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2015 9(2) 75–87
Стрижов В. В. см. Токмакова А. А. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2012 6(4) 66–75
Ступников С. А. Верифицируемое отображение модели данных, основанной

на многомерных массивах, в объектную модель данных . . . . . . . . . . . . . . . . 2013 7(3) 22–34
Ступников С. А. см. Брюхов Д. О. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2008 2(1) 2–34
Ступников С. А. см. Захаров В. Н. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2007 1(2) 15–38
Ступников С. А. см. Калиниченко Л. А. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2012 6(2) 59–76
Ступников С. А. см. Калиниченко Л. А. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2016 10(1) 2–22
Ступников С. А., Брюхов Д. О., Скворцов Н. А. Анализ системного риска

совместного кредитования над неоднородными коллекциями данных 2016 10(1) 23–33
Сурков А. В. см. Соколов И. А. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2014 8(1) 45–70
Сухомлин В. А., Горькавый И. Н. Технологическая система для построения

программных комплексов автоматизации обработки трехмерных данных
лазерного сканирования . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2009 3(2) 53–64

Сучков А. П. см. Бендерина М. В. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2012 6(1) 59–69
Сучков А. П. см. Зацаринный А. А. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2016 10(4) 105–113
Сучков А. П. см. Кривенко М. П. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2013 7(4) 82–93
Терёшина Н. А. см. Зейфман А. И. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2009 3(3) 16–22
Тимонина Е. Е. см. Грушо А. А. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2008 2(2) 64–66
Тимонина Е. Е. см. Грушо А. А. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2010 4(3) 38–41
Тимонина Е. Е. см. Грушо А. А. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2012 6(4) 57–60
Тимонина Е. Е. см. Грушо А. А. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2013 7(1) 54–57
Тимонина Е. Е. см. Грушо А. А. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2014 8(4) 41–45
Тимонина Е. Е. см. Грушо А. А. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2014 8(4) 46–52
Тимонина Е. Е. см. Грушо А. А. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2015 9(4) 85–90
Тимонина Е. Е. см. Грушо А. А. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2016 10(3) 2–8
Тимофеев В. С., Щеколдин В. Ю., Тимофеева А. Ю. Идентификация зависи-

мостей признаков стохастической природы на основе регрессии Деминга 2013 7(2) 60–68
Тимофеева А. Ю. см. Тимофеев В. С. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2013 7(2) 60–68
Титова А. И. см. Кудрявцев А. А. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2016 10(4) 68–71
Токмакова А. А., Стрижов В. В. Оценивание гиперпараметров линейных

регрессионных моделей при отборе шумовых и коррелирующих при-
знаков . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2012 6(4) 66–75
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Торчигин А. В. Об одном подходе к формированию изображений без исполь-
зования экрана . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2009 3(1) 60–68

Торшин И. Ю. см. Рудаков К. В. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2010 4(2) 25–35
Торшин И. Ю. см. Рудаков К. В. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2012 6(1) 79–90
Трофимов В. В. см. Кореньков В. В. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2013 7(3) 94–101
Турсунбаев А. М. см. Горшенин А. К. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2008 2(4) 12–47
Тучкова Н. П. см. Беляев К. П. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2015 9(2) 50–55
Тырсин А. Н., Ворфоломеева О. В. Исследование динамики многомерных сто-

хастических систем на основе энтропийного моделирования . . . . . . . . . . . 2013 7(4) 3–10
Тырсин А. Н., Серебрянский С. М. Распознавание зависимостей на основе

обратного отображения . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2016 10(2) 58–64
Тюрликов А. М. см. Омётов А. Я. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2016 10(3) 23–31
Ульянов В. В. см. Кавагучи Ю. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2010 4(1) 12–17
Ульянов В. В. см. Кристоф Г. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2011 5(1) 25–30
Ульянов В. В. см. Марков А. С. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2016 10(2) 84–91
Уманский В. И. см. Дулин С. К. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2012 6(2) 29–42
Ушаков А. В. Анализ системы обслуживания с гиперэкспоненциальным вхо-

дящим потоком в условиях критической загрузки . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2012 6(3) 114–118
Ушаков А. В. О виртуальном времени ожидания в системе с относительным

приоритетом и гиперэкпоненциальным входящим потоком . . . . . . . . . . . . 2012 6(1) 27–31
Ушаков В. Г. Система обслуживания с гиперэкспоненциальным входящим

потоком и профилактиками прибора . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2016 10(2) 92–97
Ушаков В. Г. см. Леонтьев Н. Д. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2014 8(3) 39–44
Ушаков В. Г. см. Леонтьев Н. Д. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2016 10(3) 15–22
Ушаков В. Г. см. Петрова О. В. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2009 3(4) 35–40
Ушаков В. Г., Ушаков Н. Г. Декомпозиция при частично известном распреде-

лении ошибки . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2011 5(4) 36–39
Ушаков В. Г., Ушаков Н. Г. Об одной ядерной оценке плотности . . . . . . . . . . . . 2011 5(3) 67–73
Ушаков В. Г., Ушаков Н. Г. Об усреднении округленных данных . . . . . . . . . . . . 2015 9(4) 106–109
Ушаков В. Г., Шестаков О. В. Восстановление вероятностных характери-

стик случайных функций в задачах однофотонной эмиссионной томо-
графии . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2009 3(1) 29–33

Ушаков В. Г., Шестаков О. В. Реконструкция распределений случайных функ-
ций в задачах однофотонной эмиссионной томографии при помощи
аппроксимации экспоненциального множителя тригонометрическими
многочленами . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2011 5(3) 17–20

Ушаков Н. Г. см. Ушаков В. Г. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2011 5(3) 67–73
Ушаков Н. Г. см. Ушаков В. Г. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2011 5(4) 36–39
Ушаков Н. Г. см. Ушаков В. Г. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2015 9(4) 106–109
Ушакова А. Н. Оценивание распределения задержки в биологических дина-

мических системах на примере модели, описывающей ВИЧ-инфекцию 2008 2(2) 60–63
Ушмаев О. С. Адаптация биометрической системы к искажающим факторам

на примере дактилоскопической идентификации . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2009 3(2) 25–33
Ушмаев О. С. Информационная технология интеграции идентификации по

изображению лица для ускорения автоматической дактилоскопической
идентификации . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2008 2(4) 66–73

Ушмаев О. С. Проблемы распараллеливания биометрических вычислений
в крупномасштабных идентификационных системах . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2009 3(1) 8–18

Ушмаев О. С. Сервисно-ориентированный подход к разработке мультибио-
метрических технологий . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2008 2(3) 41–54

Ушмаев О. С. см. Насонов А. В. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2009 3(1) 19–28
Ушмаев О. С., Арутюнян А. Р. Влияние деформаций на качество биометриче-

ской идентификации по отпечаткам пальцев . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2009 3(4) 12–21
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Ушмаев О. С., Кузнецов В. В. Алгоритмы защищенной биометрической ве-
рификации на основе бинарного представления топологии отпечатков
пальцев . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2012 6(1) 132–140

Фазекаш И. см. Чупрунов А. Н. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2010 4(3) 42–46
Фазекаш И. см. Чупрунов А. Н. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2011 5(3) 80–85
Фазлиев А. З. см. Калиниченко Л. А. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2016 10(1) 2–22
Файзулхаков Я. Р. см. Преображенский Н. Б. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2011 5(2) 82–89
Федосеев А. А. К вопросу об уменьшении объема порций учебного материала

при электронном обучении . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2016 10(3) 105–110
Френкель С. Л. см. Миронов А. М. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2014 8(4) 58–69
Френкель С. Л. см. Печинкин А. В. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2009 3(2) 2–14
Фуджикоши Я. см. Кавагучи Ю. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2010 4(1) 12–17
Хавансков В. А. см. Зацман И. М. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2013 7(4) 52–65
Хавансков В. А. см. Минин В. А. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2014 8(3) 114–125
Хавансков В. А. см. Минин В. А. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2015 9(2) 111–123
Хавансков В. А. см. Минин В. А. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2016 10(2) 107–122
Хазеева Г. Т. см. Черток А. В. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2016 10(4) 46–56
Хамдеев Б. И. см. Чупрунов А. Н. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2009 3(3) 52–59
Хапланов А. Ю. Асимптотическая нормальность оценки параметров много-

мерной логистической регрессии . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2013 7(2) 69–74
Хохлов Ю. С. Многомерное дробное движение Леви и его приложения . . . . . 2016 10(2) 98–106
Целищев М. А. см. Яковенко Д. О. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2011 5(3) 21–26
Цискаридзе А. К. Математическая модель и метод восстановления позы чело-

века по стереопаре силуэтных изображений . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2010 4(4) 26–32
Чаплыгин В. В. Многолинейная система массового обслуживания с конечным

накопителем, блокировкой полумарковского потока заявок и выбивани-
ем заявок из накопителя . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2008 2(3) 34–40

Чаплыгин В. В. см. Печинкин А. В. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2007 1(1) 27–39
Чаплыгин В. В. см. Печинкин А. В. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2007 1(2) 39–49
Чаплыгин В. В. см. Печинкин А. В. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2009 3(3) 4–15
Чегодаев А. В. см. Зейфман А. И. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2008 2(2) 35–40
Чегодаев А. В. см. Зейфман А. И. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2009 3(1) 47–54
Ченцов В. М. см. Грушо А. А. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2008 2(2) 64–66
Чеплюкова И. А. см. Лери М. М. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2011 5(3) 34–40
Черников Б. В. Технология хранения слабоформализуемых документов на

основе лексикологического синтеза . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2009 3(4) 64–75
Черток А. В. О формализации понятия токсичности потока заявок на финан-

совых рынках . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2014 8(4) 20–31
Черток А. В. см. Королев В. Ю. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2013 7(1) 12–21
Черток А. В., Каданер А. И., Хазеева Г. Т., Соколов И. А. Метод кумулятив-

ных сумм для поиска смены режима в процессе Орнштейна–Уленбека
на основе процесса Леви . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2016 10(4) 46–56

Чиркунов К. С. Агентное моделирование развития территориальной системы 2011 5(1) 58–64
Чичагов В. В. Асимптотические разложения высокого порядка для несмещен-

ных оценок и их дисперсий в модели однопараметрического экспонен-
циального семейства . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2015 9(3) 72–84

Чичагов В. В. Асимптотические разложения средней абсолютной ошибки
несмещенной оценки с равномерно минимальной дисперсией и оценки
максимального правдоподобия в модели однопараметрического экспо-
ненциального семейства решетчатых распределений . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2016 10(3) 66–76

Чичагов В. В. Стохастические разложения несмещенных оценок в случае
однопараметрического экспоненциального семейства . . . . . . . . . . . . . . . . . 2008 2(2) 67–75

Чубич В. М. Информационная технология активной параметрической иден-
тификации стохастических квазилинейных дискретных систем . . . . . . . . 2011 5(1) 46–57
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Чупраков К. Г. К вопросу о размещении коллективных средств отображения
в ситуационном зале с заданными параметрами . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2010 4(4) 88–95

Чупраков К. Г. см. Зацаринный А. А. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2010 4(3) 59–68
Чупраков К. Г. см. Зацаринный А. А. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2014 8(4) 85–93
Чупрунов А. Н., Фазекаш И. Законы повторного логарифма для числа без-

ошибочных блоков при помехоустойчивом кодировании . . . . . . . . . . . . . . 2010 4(3) 42–46
Чупрунов А. Н., Фазекаш И. Усиленные законы больших чисел для числа

безошибочных блоков при помехоустойчивом кодировании . . . . . . . . . . . 2011 5(3) 80–85
Чупрунов А. Н., Хамдеев Б. И. О вероятности исправления ошибок при поме-

хоустойчивом кодировании, когда число ошибок принадлежит некото-
рому конечному множеству . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2009 3(3) 52–59

Шабанов А. П. см. Зацаринный А. А. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2011 5(4) 76–83
Шабанов А. П. см. Зацаринный А. А. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2014 8(3) 126–133
Шалимов А. В. см. Королев В. Ю. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2013 7(2) 50–54
Шарапов Р. В. см. Шарапова Е. В. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2012 6(3) 52–58
Шарапова Е. В., Шарапов Р. В. Универсальная система проверки текстов на

плагиат «Автор.NET» . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2012 6(3) 52–58
Шарнин М. М. см. Галина И. В. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2015 9(2) 93–110
Шарнин М. М. см. Михеев М. Ю. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2014 8(4) 70–77
Шарнин М. М., Кузнецов И. П. Особенности семантического поиска инфор-

мационных объектов на основе технологии баз знаний . . . . . . . . . . . . . . . . . 2012 6(2) 113–121
Шарнин М. М., Сомин Н. В., Кузнецов И. П., Морозова Ю. И., Галина И. В.,

Козеренко Е. Б. Статистические механизмы формирования ассоциатив-
ных портретов предметных областей на основе естественно-языковых
текстов больших объемов для систем извлечения знаний . . . . . . . . . . . . . . . 2013 7(2) 92–99

Шевцова И. Г. Некоторые оценки для характеристических функций с приме-
нением к уточнению неравенства Мизеса . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2009 3(3) 69–78

Шевцова И. Г. Об абсолютных константах в неравенстве Берри–Эссеена
и его структурных и неравномерных уточнениях . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2013 7(1) 124–125

Шевцова И. Г. см. Гапонова М. О. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2009 3(4) 41–56
Шевцова И. Г. см. Григорьева М. Е. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2010 4(2) 75–82
Шевцова И. Г. см. Королев В. Ю. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2011 5(3) 64–66
Шевцова И. Г. см. Нефедова Ю. С. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2011 5(1) 39–45
Шестаков О. В. Аппроксимация распределения оценки риска пороговой

обработки вейвлет-коэффициентов нормальным распределением при
использовании выборочной дисперсии . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2010 4(4) 72–79

Шестаков О. В. Непараметрическое оценивание многомерной плотности
с помощью вейвлет-оценок одномерных проекций . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2015 9(2) 88–92

Шестаков О. В. Об устойчивости реконструкции изображений в задачах
эмиссионной томографии . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2009 3(3) 47–51

Шестаков О. В. О скорости сходимости оценки риска пороговой обработ-
ки вейвлет-коэффициентов к нормальному закону при использовании
робастных оценок дисперсии . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2012 6(2) 122–128

Шестаков О. В. О скорости сходимости распределения выборочного абсо-
лютного медианного отклонения к нормальному закону . . . . . . . . . . . . . . . 2011 5(3) 74–79

Шестаков О. В. Статистические свойства метода подавления шума, основан-
ного на стабилизированной жесткой пороговой обработке . . . . . . . . . . . . . 2016 10(2) 65–69

Шестаков О. В. Усиленный закон больших чисел для оценки риска в задаче
реконструкции томографических изображений из проекций с коррели-
рованным шумом . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2016 10(3) 41–45

Шестаков О. В. Центральная предельная теорема для функции обобщенной
кросс-валидации при пороговой обработке вейвлет-коэффициентов 2013 7(2) 40–49

Шестаков О. В. см. Ерошенко А. А. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2014 8(1) 36–44
Шестаков О. В. см. Ерошенко А. А. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2014 8(4) 32–40
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Шестаков О. В. см. Захарова Т. В. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2016 10(3) 46–54
Шестаков О. В. см. Маркин А. В. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2008 2(2) 47–54
Шестаков О. В. см. Маркин А. В. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2010 4(2) 36–45
Шестаков О. В. см. Ушаков В. Г. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2009 3(1) 29–33
Шестаков О. В. см. Ушаков В. Г. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2011 5(3) 17–20
Шестаков О. В., Кузнецова М. Г., Садовой И. А. Обращение сферического

преобразования Радона в классе дискретных случайных функций . . . . . . 2013 7(4) 75–81
Шкотин А. В. Исследование графа категорий английской версии Википедии 2013 7(3) 35–39
Шнурков П. В., Горшенин А. К., Белоусов В. В. Аналитическое решение за-

дачи оптимального управления полумарковским процессом с конечным
множеством состояний . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2016 10(4) 72–88

Шнурков П. В., Засыпко В. В., Белоусов В. В., Горшенин А. К. Разработка
алгоритма численного решения задачи оптимального управления ин-
вестициями в закрытой динамической модели трехсекторной экономики 2016 10(1) 82–95

Шоргин В. С. см. Агаларов Я. М. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2016 10(2) 70–79
Шоргин В. С. см. Зейфман А. И. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2008 2(2) 35–40
Шоргин В. С. см. Кудрявцев А. А. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2009 3(4) 30–34
Шоргин С. Я. см. Батракова Д. А. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2007 1(1) 40–53
Шоргин С. Я. см. Вихрова О. Г. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2015 9(4) 48–55
Шоргин С. Я. см. Гайдамака Ю. В. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2013 7(4) 20–33
Шоргин С. Я. см. Гайдамака Ю. В. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2016 10(4) 2–10
Шоргин С. Я. см. Горбунова А. В. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2015 9(3) 32–38
Шоргин С. Я. см. Жаворонкова Ю. В. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2014 8(2) 48–54
Шоргин С. Я. см. Жаворонкова Ю. В. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2015 9(1) 98–105
Шоргин С. Я. см. Зейфман А. И. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2010 4(3) 9–15
Шоргин С. Я. см. Зейфман А. И. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2011 5(3) 27–33
Шоргин С. Я. см. Зейфман А. И. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2012 6(4) 27–33
Шоргин С. Я. см. Зейфман А. И. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2014 8(1) 106–117
Шоргин С. Я. см. Зейфман А. И. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2014 8(3) 19–27
Шоргин С. Я. см. Королев В. Ю. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2011 5(3) 64–66
Шоргин С. Я. см. Кудрявцев А. А. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2007 1(2) 76–82
Шоргин С. Я. см. Кудрявцев А. А. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2009 3(1) 55–59
Шоргин С. Я. см. Кудрявцев А. А. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2009 3(4) 30–34
Шоргин С. Я. см. Кудрявцев А. А. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2010 4(3) 16–21
Шоргин С. Я. см. Кудрявцев А. А. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2011 5(1) 78–79
Шоргин С. Я. см. Кудрявцев А. А. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2013 7(2) 55–59
Шоргин С. Я. см. Печинкин А. В. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2008 2(1) 55–62
Шоргин С. Я. см. Печинкин А. В. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2012 6(3) 107–113
Шоргин С. Я. см. Сатин Я. А. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2011 5(4) 18–25
Шоргин С. Я. см. Соколов И. А. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2011 5(3) 86
Шубников С. К. см. Зацман И. М. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2013 7(4) 52–65
Шубников С. К. см. Минин В. А. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2014 8(3) 114–125
Шубников С. К. см. Минин В. А. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2015 9(2) 111–123
Шубников С. К. см. Минин В. А. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2016 10(2) 107–122
Шулипа А. К. см. Белых И. Н. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2012 6(1) 91–98
Шульга Л. А. см. Баша Н. С. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2011 5(1) 73–77
Щеколдин В. Ю. см. Тимофеев В. С. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2013 7(2) 60–68
Юнусова Д. С. см. Спивак С. И. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2015 9(1) 87–97
Яковенко Д. О., Целищев М. А. Диверсификация и ее связь с мерами риска 2011 5(3) 21–26
Яковлев О. А., Гасилов А. В. Ускоренный алгоритм стереосопоставления на

основе геодезических вспомогательных коэффициентов . . . . . . . . . . . . . . . 2016 10(3) 98–104
Яковлева Т. В., Кульберг Н. С. Методы математической статистики как ин-

струмент двухпараметрического анализа магнитно-резонансного изоб-
ражения . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2014 8(3) 79–89
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Янушко А. В., Бабанин А. В., Кузнецова О. А., Петрушенко С. В. Решение
проблем взаимодействия с СУБД в кроссплатформенной библиотеке
EFFIDB . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2011 5(4) 53–63

Baranov S., Frenkel S., Sinelnikov V., and Zakharov V. Concurrent design and
verification of digital hardware . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2008 2(3) 7–25

Baranov S., Frenkel S., and Zakharov V. Semiformal verification for pipelined digital
designs based on Algorithmic State Machines . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2010 4(4) 48–59

Belyaev K. P., Tanajura C. A. S., and Tuchkova N. P. Mathematical foundation,
application, and comparison of general data assimilation method based on
diffusion approximation with other data assimilation schemes . . . . . . . . . . . . . . . 2012 6(4) 84–94

Belyaev M. G. and Bunaev E. V. Approximation of a multidimensional dependency
based on linear expansion in a dictionary of parametric functions . . . . . . . . . . . 2013 7(3) 114–125

Belyaev Yu. K. and Kristr�om B. Analysis of survey data containing rounded censoring
intervals . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2015 9(3) 2–16

Borovsky P. see Frenkel S. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2015 9(4) 78–84
Budsaba K. see Sung S. H. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2012 6(4) 95–102
Bunaev E. V. see Belyaev M. G. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2013 7(3) 114–125
Buntman N., Minel J.-L., Le Pesant D., and Zatsman I. Typology and computer

modeling of translation difficulties . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2010 4(3) 77–83
Сallaos N. and Seyful-Mulyukov R. Complexity and its information content . . . . . . 2016 10(1) 129–139
Cohen A. see Dolev S. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2012 6(4) 76–83
De Nikola C., Khokhlov Y. S., Pagano M., and Sidorova O. I. Fractional Levy motion

with dependent increments and its application to network traffic modeling . . . 2012 6(3) 59–63
De Turck K. see Morozov E. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2014 8(1) 127–134
Dolev S., Frenkel S., and Cohen A. Holographic coding by Walsh–Hadamard

transformation of randomized and permuted data . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2012 6(4) 76–83
Dolev S., Frenkel S., and Tamir D. E. Probabilistic methods for self-correcting

hardware design . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2013 7(4) 140–147
Dolev S., and Kogan-Sadetsky M. Heuristic certificates via approximations . . . . . . 2015 9(1) 15–27
Ermakov P. V. see Kozerenko E. B. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2011 5(4) 107–113
Frenkel S. see Baranov S. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2008 2(3) 7–25
Frenkel S. see Baranov S. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2010 4(4) 48–59
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