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АНАЛИЗ ХАРАКТЕРИСТИК ИНТЕРФЕРЕНЦИИ

В МОДЕЛИ ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ УСТРОЙСТВ

С УЧЕТОМ СРЕДЫ РАСПРОСТРАНЕНИЯ СИГНАЛА∗

Ю. В. Гайдамака1, С. Д. Андреев2, Э. С. Сопин3, К. Е. Самуйлов4, С. Я. Шоргин5

Аннотация: Современные беспроводные сети четвертого (4G) и пятого (5G) поколения допускают для
обеспечения связи внутри зданий размещение отдельной точки беспроводного доступа в каждом поме-
щении здания. В статье проведен анализ отношения сигнал/интерференция для беспроводных систем,
работающих в смежных помещениях, разделенных стенами из различных материалов, с учетом потери
мощности при прохождении сигнала сквозь различные среды распространения. Предложен метод оценки
плотности распределения случайной величины отношения сигнал/интерференция путем аппроксимации
мощности интерферирующего сигнала несколькими известными распределениями. Численный анализ
показал, что эффективность таких систем характеризуется как параметром распространения сигнала
в пространстве, так и параметром затухания сигнала, зависящим от материала, из которого изготовлены
стены. Получены результаты для различных материалов и толщины стен.

Ключевые слова: беспроводная сеть; отношение сигнал/интерференция; прямое взаимодействие
устройств; распространение сигнала; среда распространения
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1 Введение

Прогнозируемое увеличение объема трафика
в беспроводных сетях создает высокие требова-
ния к пятому поколению мобильных систем [1, 2].
Согласно ежегодному отчету компании Cisco «На-
глядный индекс развития сетевых технологий» [1],
ежегодный прирост трафика, создаваемый мо-
бильными беспроводными устройствами, состав-
ляет 53% и по сравнению с 6,2 экзабайт в месяц
(6,2 · 1018) в 2016 г. достигнет 30,6 экзабайт в месяц
к 2020 г.

Одной из причин является рост числа пользо-
вательских мобильных устройств — смартфонов,
коммуникаторов, планшетов, носимых (wearable)
устройств, таких как умные очки, браслеты, датчи-
ки слежения за физическим состоянием. Кроме
того, прирост трафика связан с активным про-
движением концепции Интернета вещей [3], ко-
торая предусматривает автоматическое или с ми-
нимальным вовлечением человека производство
и передачу данных межмашинного взаимодействия

(machine-to-machine, M2M), собранных системами
телеметрии и телеконтроля в жилищно-коммуналь-
ном хозяйстве (умный дом, умный город), сельском
хозяйстве (сенсоры контроля технологических па-
раметров в агрономии, датчики отслеживания и мо-
ниторинга в животноводстве), в интеллектуальных
системах безопасности. По данным текущего отче-
та компании Ericsson «Ericsson Mobility Report» [2],
в котором исследуются различные аспекты мобиль-
ной индустрии, на июнь 2016 г. на 5 млрд чел., про-
живающих в зоне действия беспроводных сетей,
приходится 7,4 млрд мобильных подключений [2],
а к 2020 г. эти цифры вырастут до 7,8 млрд и 11,6 млрд
соответственно [1].

Таким образом, уже сегодня во многих стра-
нах число абонентов мобильной связи превышает
численность населения, на душу населения прихо-
дится в среднем 1,5 мобильных устройства.

Беспроводные сети последующих поколений
должны не только покрывать огромные террито-
рии с многомиллиардным населением, но и быть
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способны решить задачи социально-технологиче-
ской эволюции следующего десятилетия, обеспе-
чить разнообразие и масштабируемость услуг для
пользователей. Сегодня действуют сети четвертого
поколения 4G (International Mobile Telecommuni-
cations Advanced, IMT-Advanced), работающие на
технологиях LTE Advanced (LTE-A) и WiMAX 2
(WMAN-Advanced), в России сотовые операторы
осуществляют пользовательский доступ в Интер-
нет на скорости передачи данных до 300 Мбит/с.
Коммерческий запуск сетей стандарта 5G прогно-
зируется в 2020 г. В 2016 г. тестовые пилотные
испытания мобильной сети пятого поколения на
оборудовании компании Nokia показали пиковые
скорости свыше 30 Гбит/с и более 1 млн одно-
временных подключений в соте [4], а в России
в сети компании «Мегафон» на этом оборудовании
удалось добиться скорости на уровне 5 Гбит/с [5].
Стандартизацией сетей пятого поколения 5G за-
нимается созданная в 2015 г. Оперативная группа
по сетевым аспектам IMT-2020, которая опублико-
вала так называемую «дорожную карту» развития
мобильной сети 5G, где обозначена задача разра-
ботки точных и подробных требований к новой сети
для достижения сверхвысокой скорости передачи,
ультранизкой задержки, высокой энергоэффектив-
ности и экологической безопасности.

Эти требования охватывают технологии радио-
интерфейсов, входящие в семейство IMT-2020,
которые стали кандидатами для стандарта сетей
пятого поколения, в том числе новые методы моду-
ляции, кодирования, применение адаптивных ан-
тенных решеток с MIMO (Multiple Input Multiple
Output) с узкой направленностью сигнала, а так-
же ряд сетевых решений, обеспечивающих значи-
тельное увеличение производительности, включая
использование малых (микро/пико/фемто) сот [6],
ретрансляции через клиента (client-relays) [7], пря-
мые соединения между конечными устройствами
(device-to-device, D2D) [8]. Эти технологии осно-
вываются на повторном пространственном исполь-
зовании частот, механизмы которого учитывают
возникающую при этом повышенную интерфе-
ренцию. Особенно заметно интерференция влияет
на производительность беспроводной сети в гете-
рогенных сотовых сетях, где одновременное при-
менение нескольких технологий беспроводного
доступа сочетается с высокой плотностью поль-
зователей. Универсальной метрикой определения
производительности беспроводных систем явля-
ется отношение сигнал/интерференция (SIR,
Signal-to-Interference Ratio) в канале от передатчика
к приемнику радиосигнала [9], при этом интерфе-
ренция зависит от мощностей передатчиков, рас-
стояний между интерферирующими устройствами

и от среды распространения сигнала. Отношение
сигнал/интерференция влияет на показатели каче-
ства передачи в радиоканале, например коэффи-
циент ошибок на бит (bit error rate, BER), макси-
мальную пропускную способность и спектральную
эффективность канала связи, которые для услуг
сетей последующих поколений определены между-
народными стандартами.

Таким образом, задача нахождения отношения
сигнал/интерференция для типичных сетевых кон-
фигураций имеет особое значение, поскольку ее
решение позволяет оценить применимость сце-
нариев взаимодействия устройств в современных
и перспективных беспроводных сетях. При анализе
интерференции для моделирования расположения
мобильных устройств традиционно применяются
пространственные точечные процессы [10], кото-
рые позволяют для устройства-приемника в одной
из точек процесса оценить искомую метрику — от-
ношение сигнал/интерференция — с учетом интер-
ференции от остальных устройств-передатчиков —
соседних точек процесса.

Так, в [11] был исследован пространствен-
ный пуассоновский точечный процесс (Poisson
Point Process, PPP), для которого известна фор-
мула расстояния до n-ближайшего соседа, а также
процесс твердого ядра Маттерна (Matern Hardcore
Process, MHC), который позволяет учесть ограни-
чения на расстояние внутри пары приемник–пере-
датчик. Для этих процессов показана сложность
получения распределения величины отношения
сигнал/интерференция в замкнутой аналитической
форме, поэтому актуальной является задача под-
бора аппроксимации для нахождения отношения
сигнал/интерференция.

В статье проблема нахождения отношения сиг-
нал/интерференция исследуется для случая пря-
мого взаимодействия устройств (D2D-взаимодей-
ствия) внутри помещений, например в офисных
зданиях или торгово-развлекательных центрах, где
для обеспечения покрытия на каждом этаже раз-
мещается несколько точек беспроводного доступа
(Access Point, AP), имеющих относительно неболь-
шую зону покрытия. При этом предполагается,
что соседние точки располагаются в смежных по-
мещениях. Особенностью этой задачи является
фиксированное расположение передатчиков, что
не позволяет при анализе интерференции восполь-
зоваться в полной мере аппаратом стохастической
геометрии — дисциплины, изучающей взаимоотно-
шения между геометрией и теорией вероятностей,
которая развилась из классической интегральной
геометрии и задач о геометрической вероятности
с привнесением идей и методов теории случай-
ных процессов, в особенности теории точечных
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процессов. Для исследованного случая аналити-
ческие формулы, учитывающие интерференцию
от нескольких передатчиков из смежных помеще-
ний, получены в предположении об идентичности
основных характеристик интерференции для всех
источников и являются развитием результатов для
случая одного интерферирующего источника, из-
вестных из [12].

Также получен метод оценки плотности рас-
пределения случайной величины (с.в.) отношения
сигнал/интерференция с помощью аппроксимации
мощности интерферирующего сигнала нескольки-
ми классическими распределениями, который учи-
тывает потерю мощности при прохождении сиг-
нала сквозь различные среды распространения
(пространство внутри помещений, стены, меж-
этажные перекрытия). Проведено сравнение
аппроксимации для случая нормального и гипер-
экспоненциального распределений с разработан-
ной имитационной моделью. Приведена оценка
отношения сигнал/интерференция для различных
материалов стен.

2 Сценарий взаимодействия
беспроводных устройств

Исследуется сценарий прямого взаимодействия
устройств внутри смежных помещений, имеющих
прямоугольную или квадратную форму (рис. 1).

Построение модели проведем в обозначениях
статьи [12]. В каждом помещении имеется соб-
ственная точка доступа Rxi, i = 0, 4, которая разме-
щена в геометрическом центре помещения. Техни-
ка повторного пространственного использования
частот предполагает назначение одного и того же
радиоканала для пар приемник–передатчик, нахо-

Рис. 1 Схема взаимодействия устройств в смежных по-
мещениях

дящихся в смежных помещениях. Исследуется ин-
терференция на приемнике (точке доступа) Rx0 для
восходящего радиоканала (uplink) в центральном
помещении. Предполагается, что в каждом из четы-
рех смежных помещений имеется один интерфери-
рующий передатчик (мобильное устройство поль-
зователя) Txi, i = 1, 4. При этом каждая координата
передатчиков имеет равномерное распределение по
длине стороны прямоугольника. Расстояние между
передатчиком Tx0 и приемником Rx0 в централь-
ном помещении обозначим R0. Мощность интер-
ферирующего сигнала от передатчика Txi зависит
от расстояния между передатчиком Txi и приемни-
ком Rx0, которое обозначим Di, i = 1, 4. Затухание
сигнала при прохождении сквозь различные среды
учитывается в модели с помощью поправочных ко-
эффициентов Bi. При построении модели исполь-
зован подход [13] — при оценке интерференции
учитывается только вклад слагаемых, соответству-
ющих устройствам, расположенным в помещени-
ях, смежных с центральным, и пренебрегается ин-
терферирующим сигналом от остальных устройств,
затухающим при прохождении через два и более
экрана (стены, перегородки).

3 Модель системы и метод
анализа показателей качества

Для сценария с четырьмя интерферирующи-
ми устройствами, расположенными в помещениях,
смежных с центральным, как показано на рис. 1,
величина SIR отношения сигнал/интерференция
может быть рассчитана по формуле:

SIR =
S(R0)∑4

i=1
BiIi(Di)

, (1)

где S(R0) — мощность «полезного» сигна-
ла от передатчика в центральном помещении,∑4

i=1 BiIi(Di) — мощность суммарного интерфе-
рирующего сигнала от других передатчиков. При
этом величины S(R0) и Ii(Di) определяются сход-
ным образом:

S(R0) = goR
−γ0
0 ; (2)

4∑

i=1

BiIi(Di) =

4∑

i=1

BigiD
−γi

i . (3)

Здесь gi — базовые мощности сигнала передатчи-
ка в центральном помещении (i = 0) и сигналов
интерферирующих передатчиков в смежных поме-
щениях (i = 1, 4); γi — коэффициент затухания
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(path loss exponent) сигнала в центральном (i = 0)
и смежных (i = 1, 4) помещениях; Bi — коэффици-
ент потерь сигнала при прохождении сквозь стены,
i = 1, 4.

Дальнейший анализ проводим для квадратных
помещений со стороной c = aj = bj, j = 1, 3,
в предположении о равенстве мощностей сигналов
передатчиков gi = g, одинаковых коэффициентах
затухания γi = γ во всех помещениях, i = 0, 4,
а также одинаковых коэффициентах потерь сигна-
ла при прохождении сквозь стены Bi = B, i = 1, 4.
Введем случайные величины ξ = SIR, η1 = R−γ

и η2 = D−γ . Из [14] известна функция плотности
Wη2(y2) с.в. η2 = D−γ :

Wη2(y2) =

(
2

γc2
y
−2/γ−1
2

)
×

×





0, y2 ≥
(
c

2

)γ

;

arcsin

[
c

2y
−1/γ
2

]
−

− arcsin




√
−9c2 + 4y−2/γ

2

2y
−1/γ
2


 ,

(
c

√
5

2

)−γ

< y2 ≤
(
3c

2

)−γ

;

arcsin




√
−c2 + 4y−2/γ

2

2y
−1/γ
2


 ,

(
c√
2

)−γ

< y2 ≤
(
c

2

)−γ

;

arcsin

[
c

2y
−1/γ
2

]
,

(
3c

2

)−γ

< y2 ≤
(

c√
2

)−γ

.

(4)

Формула (4) служит для оценки характеристик
интерференции одного из слагаемых в знамена-
теле выражения (1) для отношения сигнал/интер-
ференция. Для оценки основного исследуемого
показателя, а именно отношения сигнал/интерфе-
ренция, необходимо для заданных распределений
с.в. расстояния R0 от приемника Rx0 до передат-
чика Tx0 и с.в. расстояний Di от приемника Rx0
до передатчика Txi, i = 1, 4, найти распределение
с.в. S(R0) по формуле (2) и Ii(Di) по формуле (3),
а затем получить совместное распределение с.в. SIR
по формуле (1).

4 Аппроксимация нормальным
распределением

Особенность рассматриваемой задачи заключа-
ется в том, что плотность суммарного интерфери-
рующего сигнала (3) представляет собою свертку
выражений вида (4). Исследование ее в аналитиче-
ском виде нецелесообразно, поэтому далее в статье
решается задача нахождения аппроксимирующего
распределения для суммарного интерферирующе-
го сигнала. Сделаем упрощающее предположе-
ние о том, что основные показатели интерферен-
ции идентичны для всех слагаемых в (3). Тогда
плотность распределения суммарного интерфери-
рующего сигнала можно аппроксимировать нор-
мальным законом N(“µ, “σ), параметры которого
в предположении о том, что материал и толщина
стен одинаковы, имеют вид:

“µ = 4Bµ(D) ; “σ2 = 4Bσ2(D) ,

где µ(D) и σ2(D) определяются из (4).
В сделанных предположениях плотность рас-

пределения Wη1(y1) мощности полезного сигнала
определяется формулой:

Wη1(y1) =

(
2

γc2
y
−2/γ−1
1

)
×

×





π ,

(
c

2

)−γ

< y1 <∞ ;

2

(
arcsin

[
c

2y
−1/γ
1

]
−

− arcsin




√
−c2 + 4y−2/γ

1

2y
−1/γ
1




 ,

(
c√
2

)−γ

< y1 ≤
(
c

2

)−γ

.

(5)

Воспользовавшись известным из [15] преобра-
зованием с.в., получим плотность распределения
с.в. ξ = SIR как совместную плотность мощности
полезного сигнала и суммы мощностей интерфе-
рирующих сигналов. Учитывая вид (1) с.в. ξ, вве-
дем вспомогательные переменные y3 = f(x3, x4) =
= x3/x4 и y4 = x4, а также обратное преобразование
x3 = ϕ(y3, y4) = y3y4, заметив, что ∂ϕ(y3, y4)/∂y3 =
= y4. Искомую функцию получим, используя соот-
ношение:

Wη1,η2(y3, y4) =

= wχ1,χ2 (ϕ (y3, y4) , y4)

∣∣∣∣
∂ϕ(y3, y4)

∂y3

∣∣∣∣ , (6)
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где wχ1,χ2(y3, y4) — совместная плотность с.в. R−γ
0

и
∑4

i=1D
−γi

i . После интегрирования (6) по y4 по-
лучаем плотность с.в. ξ в виде:

Wξ(y3) =

∫

Y

wχ1,χ2 (ϕ (y3, y4) , y4)

∣∣∣∣
∂ϕ(y3, y4)

∂y3

∣∣∣∣ dy4 ,

гдеY— область значений переменной y4.

Вследствие ограничений выражений (4) и (5)
множествоY имеет вид:

Y =





(
c√
2

)−γ

< y1 ≤
(
c

2

)−γ

, −∞ < y2 <∞



∪

∪
{(

c

2

)−γ

< y1 <∞, −∞ < y2 <∞
}
.

Таким образом,

Y = Y1 ∪Y2 ;

Y1 =

=

{
y3 < 0,

eγ ln 2−γ ln c

y3
< y4 <

e(1/2)γ ln 2−γ ln c

y3

}
∪

∪
{
y3 > 0 ,

e(1/2)γ ln 2−γ ln c

y3
< y4 <

eγ ln 2−γ ln c

y3

}
;

Y2 =

{
y3 < 0 , y4 <

eγ ln 2−γ ln c

y3

}
∪

∪
{
y3 > 0 , y4 >

eγ ln 2−γ ln c

y3

}
.

Утверждение. Плотность Wξ(y3) с.в. ξ отношения
сигнал/интерференция имеет вид:

Wξ(y3) =

=





∫

M1

I1(y3, y4) dy4 +

∫

M3

I1(y3, y4) dy4 , y3 < 0 ;

∫

M2

I2(y3, y4) dy4 +

∫

M4

I2(y3, y4) dy4 , y3 ≥ 0

с областями интегрирования

M1 =

=

{
(y3, y4) :

eγ ln 2−γ ln c

y3
< y4 <

e(1/2)γ ln 2−γ ln c

y3

}
;

M2 =

=

{
(y3, y4) :

e(1/2)γ ln 2−γ ln c

y3
< y4 <

eγ ln 2−γ ln c

y3

}
;

M3 =

{
(y3, y4) : y4 <

eγ ln 2−γ ln c

y3

}
;

M4 =

{
(y3, y4) : y4 >

eγ ln 2−γ ln c

y3

}

и подынтегральными выражениями

I1(y3, y4) =


 arcsin

[
c

2(y3y4)
−1/γ

]
−

− arcsin




√
−c2 + 4(y3y4)−2/γ

2(y3y4)
−1/γ





/

(
(4y4/(γc

2)) (y3y4)
−2/γ−1

“σ
√
2π

e(y4−“µ)
2/(2“σ2)

)
;

I2(y3, y4) =
2
√
2π3y4“σ(y3y4)

−2/γ−1

γc2e−(y4−“µ
2)/(2“σ2)

.

Точность предложенной аппроксимации про-
верена с помощью имитационного моделирова-
ния методом Монте-Карло случайных переменных,
а именно координат расположения устройств в по-
мещениях, с последующей оценкой характеристик
исследуемого показателя — отношения сигнал/ин-
терференция. Разработанная в [13] имитационная
программа позволяет варьировать входные пара-
метры модели, представляющие интерес для данно-
го исследования, в том числе размеры помещений,
коэффициенты потерь и коэффициенты затуха-
ния, число экспериментов и частоту дискретизации
при построении гистограммы плотностей распре-
деления основных случайных величин. Выходны-
ми данными имитационной программы являются
функции эмпирической плотности, значения сред-
него и среднеквадратического отклонения, а также
оценки квантилей основного исследуемого показа-
теля — отношения сигнал/интерференция.

5 Численные примеры

Результаты численного анализа, которые позво-
ляют оценить отношение сигнал/интерференция
на приемнике в центральном помещении, пред-
ставлены на рис. 2 и 3. Моделирование проводи-
лось для квадратных помещений с длиной стороны
c = 10 для двух значений коэффициента затухания
γ = 2 и 3. Число экспериментов по моделирова-
нию положения мобильных устройств в помеще-
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Рис. 2 Отношение сигнал/интерференция: аппрокси-
мация (1 — нормальное распределение; 2 — гипер-
экспоненциальное распределение) и имитационное
моделирование (3). Сплошные кривые и черные знач-
ки — γ = 2; пунктирные и штриховые кривые и пустые
значки — γ = 3

Рис. 3 Отношение сигнал/интерференция: среда рас-
пространения сигнала: 1 — стекло 13 мм, B = 2 дБ;
2 — кирпич 178 мм, B = 5 дБ; 3 — бетон 102 мм,
B = 12 дБ; 4 — каменная кладка 406 мм, B = 17 дБ;
5 — железобетон 203 мм, B = 27 дБ; 6 — бетон 305 мм,
B = 35 дБ

ниях для построения эмпирической функции плот-
ности с.в. SIR отношения сигнал/интерференция
составило 106.

Форма графика для аппроксимации с помощью
нормального закона на рис. 2 повторяет форму кри-
вой имитационного моделирования. Однако су-
щественный сдвиг не позволяет рекомендовать эту
аппроксимацию для оценки отношения сигнал/ин-
терференция, особенно при малых значениях этого
показателя, которые важны для приложений. При
SIR < 1 мощность суммарного интерферирующего
сигнала превосходит мощность полезного сигнала,
что дает скорость передачи данных в канале, непри-
емлемую для большинства услуг, предоставляемых
в сетях последующих поколений. Для приложений
важно оценить квантили нижних уровней с.в. отно-
шения сигнал/интерференция, показывающие до-
лю мобильных пользователей, которые не смогут
получить запрошенную услугу из-за низкого каче-
ства передачи данных в канале.

В ходе численного эксперимента для оцен-
ки функции плотности отношения сигнал/ин-
терференция была предложена аппроксимация
мощности интерферирующего сигнала от одного
источника с помощью усеченного трехпараметри-
ческого гиперэкспоненциального распределения,
параметры которого подобраны так, что относи-
тельная погрешность аппроксимации не превыша-
ет 4%. Плотность распределения Wχ(x) отноше-
ния сигнал/интерференцияχот каждого источника
имеет вид:

Wχ(x) =

{
0 , x < 0,5 ;

qα1e
α1x + (1 − q)α2e

α2x , x ≥ 0,5 ,

где для γ = 2 q = 0,517, α1 = 8571,284 и α2 =
= 1516,775, а для γ = 3 q = 0,534, α = 1295,618
и α2 = 280,362.

Эта аппроксимация, график которой также при-
веден на рис. 2 и с высокой степенью точности
повторяет кривую имитационного моделирования,
может быть рекомендована для оценки отношения
сигнал/интерференция снизу.

Рисунок 3 иллюстрирует зависимость харак-
теристик получаемого приемником интерфериру-
ющего сигнала мобильных устройств, работающих
в смежных помещениях, от материала, из которого
изготовлены межкомнатные перегородки.

Показаны полученные с помощью имитацион-
ного моделирования графики плотности распреде-
ления с.в. SIR отношения сигнал/интерференция
с коэффициентом затухания γ = 3 для несколь-
ких значений коэффициента потерь B при про-
хождении сигнала сквозь различные среды, взятых
из стандарта Международного союза электросвя-
зи [16]. На практике показатель SIR часто измеря-
ют в децибелах, поэтому на рис. 3 по оси абсцисс
отложено отношение сигнал/интерференция SdB
в децибелах, которое получено из величины SIR до-
полнительным преобразованием SdB = 10 lg(SIR).
Здесь величина 0 дБ означает, что мощности полез-
ного и интерферирующего сигналов равны. Заме-
тим, что, например, для беспроводных сетей чет-
вертого поколения LTE при SdB ≥ 13 дБ качество
канала считается хорошим, а при SdB ≥ 20 дБ —
отличным. Современные методы модуляции
и кодирования в сетях последующих поколений,
в частности мультиплексирование с разделением по
ортогональным частотам (Orthogonal Frequency Di-
vision Multiplexing, OFDM), позволяют передавать
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данные даже при отрицательном значении SdB, т. е.
в случае, когда в получаемом приемником сигнале
помех больше, чем полезной части. Основываясь
на результатах проведенного эксперимента, можно
сделать вывод, что экранирование заметно влия-
ет на значение отношения сигнал/интерференция,
при этом существенную роль играют как матери-
ал, из которого изготовлен экран, так и толщина
этого экрана. Если стеклянные перегородки между
помещениями практически не гасят интерфериру-
ющий сигнал мобильных устройств, работающих
в смежных помещениях на той же или близких ра-
диочастотах, то наличие перегородки в виде бетон-
ной стены толщиной 30 см обеспечивает отличное
качество передачи данных (SdB ≥ 20 дБ) для по-
давляющего большинства (свыше 97%) мобильных
устройств.

6 Заключение

В статье представлен аналитический метод
оценки плотности распределения с.в. отноше-
ние сигнал/интерференция при взаимодействии
устройств внутри смежных помещений, имеющих
прямоугольную форму. Исследована интерфе-
ренция в восходящем радиоканале от мобильно-
го устройства к точке доступа, при этом учитыва-
ется потеря мощности при прохождении сигнала
сквозь различные среды (пространство внутри
помещений, стены, межэтажные перекрытия).
Заметим, что интерференция в нисходящем ра-
диоканале для описанной задачи взаимодействия
мобильного устройства с точкой доступа исследо-
вана в [13]. При этом, как и в исследованном
в настоящей статье случае, распределение с.в. от-
ношения сигнал/интерференция имеет достаточно
громоздкое представление.

Предложен метод оценки отношения сигнал/
интерференция с помощью аппроксимирующего
распределения для интерферирующего сигнала от
одного источника. Сравнение аппроксимации
для случая нормального и гиперэкспоненциально-
го распределений с результатами имитационного
моделирования выявило, что более точную аппрок-
симацию дает полученное численно гиперэкспо-
ненциальное распределение, которое можно ис-
пользовать для оценки снизу отношения сигнал/
интерференция.

Приведена оценка отношения сигнал/интерфе-
ренция для различных материалов стен, которая
позволяет сделать вывод о существенной зависи-
мости производительности беспроводных соеди-
нений в рассмотренном сценарии взаимодействия
беспроводных устройств от потерь мощности за счет

распространения сигнала в пространстве и матери-
ала, из которого изготовлены стены между поме-
щениями.

Авторы выражают благодарность магистру ка-
федры прикладной информатики и теории веро-
ятностей РУДН Р. Ковальчукову за вычисления
и оформление графиков в статье.
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ТЕОРЕМА ПУАССОНА ДЛЯ СХЕМЫ ИСПЫТАНИЙ БЕРНУЛЛИ

СО СЛУЧАЙНОЙ ВЕРОЯТНОСТЬЮ УСПЕХА

И ДИСКРЕТНЫЙ АНАЛОГ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ВЕЙБУЛЛА∗

В. Ю. Королев1, А. Ю. Корчагин2, А. И. Зейфман3

Аннотация: Рассматривается задача, связанная с испытаниями Бернулли со случайной вероятностью
успеха. Сначала в результате «предварительного» эксперимента определяется значение случайной ве-
личины π ∈ (0, 1), которое принимается в качестве вероятности успеха в испытаниях Бернулли. Затем
случайная величина N определяется как число успехов в k ∈ N испытаниях Бернулли с так определенной
вероятностью успеха π. Распределение случайной величины N называется π-смешанным биномиаль-
ным. В рамках такой схемы испытаний Бернулли со случайной вероятностью успеха формулируется
«случайный» аналог классической теоремы Пуассона для π-смешанных биномиальных распределений,
в котором предельным законом оказывается смешанное пуассоновское распределение. Особое вни-
мание уделено случаю, в котором смешивающим распределением является распределение Вейбулла.
Соответствующее смешанное пуассоновское распределение — пуассон-вейбулловское распределение —
предложено в качестве дискретного аналога распределения Вейбулла. Обсуждаются некоторые свойства
пуассон-вейбулловского распределения. В частности, показано, что это распределение является смешан-
ным геометрическим. Предложен двухэтапный сеточный алгоритм оценивания параметров смешанных
пуассоновских распределений и, в частности, пуассон-вейбулловского распределения. Построены ста-
тистические оценки верхней границы сетки. Приведены примеры вычислений по предложенному
алгоритму.

Ключевые слова: испытания Бернулли со случайной вероятностью успеха; смешанное биномиальное
распределение; теорема Пуассона; смешанное пуассоновское распределение; распределение Вейбулла;
пуассон-вейбулловское распределение; смешанное геометрическое распределение; ЕМ-алгоритм
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1 Введение

Исследование, некоторые результаты которо-
го излагаются в данной статье, мотивировано не-
сколькими обстоятельствами. Во-первых, в послед-
нее время получил серьезное развитие метод про-
гнозирования временн‚ых характеристик катастроф
в неоднородных потоках экстремальных событий
(см., например, [1]). Этот метод можно считать
глубокой модернизацией метода превышений по-
рога (POT-method, POT — Peaks Over Threshold).
В рамках этого метода исходный ряд (маркиро-
ванный точечный процесс) прореживается таким
образом, что все наблюдения (точки), «марки» ко-
торых меньше указанного порога, выбрасываются.
При этом, как правило, величина порога определя-

ется статистически, и потому вероятность, с кото-
рой очередное наблюдение отбрасывается, является
случайной.

Во-вторых, схема простого прореживания про-
цессов восстановления (см., например, [2, 3])
предоставляет естественный подход к определению
редкого события, в рамках которого это понятие
связывается с хорошо известной конструкцией
пуассоновского процесса, характеризующегося по-
казательностью распределения интервалов време-
ни между событиями («восстановлениями») в клас-
се процессов восстановления. Было бы желательно
иметь столь же простой и основанный на проре-
живании подход к конструкции смешанного пуас-
соновского процесса. В рамках такого подхода,
построив смешанный пуассоновский процесс как
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асимптотическую аппроксимацию для дважды сто-
хастически прореженных процессов восстановле-
ния, можно надеяться получить дополнительное
понимание структуры многих смежных математи-
ческих моделей, в частности популярных ныне бай-
есовских моделей и методов, и более осмысленно
подойти в выбору соответствующего смешивающе-
го («априорного») распределения.

В дальнейшем будет удобнее вести изложение не
в терминах распределений, а в терминах случайных
величин (с.в.) (предполагая, что все они заданы на
одном вероятностном пространстве (Ÿ,A,P)).

Символы
d
= и =⇒ будут соответственно обозна-

чать совпадение распределений и сходимость по
распределению.

Функция распределения (ф.р.) и плотность
строго устойчивого распределения с характеристи-
ческим показателемαи параметром формы θ, опре-
деляемого характеристической функцией

fα,θ(t) = exp

{
−|t|α exp

{
−1
2
iπθαsign t

}}
, t ∈ R ,

где 0 < α ≤ 2, |θ| ≤ min{1, 2/α − 1}, будут со-
ответственно обозначаться Gα,θ(x) и gα,θ(x) (см.,
например, [4]). Любую с.в. с ф.р. Gα,θ(x) будем
обозначать Sα,θ.

Симметричным строго устойчивым распределе-
ниям соответствует значение θ = 0 и х.ф. fα,0(t) =
= e−|t|α, t ∈ R. Односторонним строго устойчивым
законам, сосредоточенным на неотрицательной по-
луоси, соответствуют значения θ = 1 и 0 < α ≤ 1.
Пары α = 1, θ = ±1 отвечают распределениям, вы-
рожденным в±1 соответственно. Остальные устой-
чивые распределения абсолютно непрерывны. Яв-
ные выражения устойчивых плотностей в терминах
элементарных функций отсутствуют за четырьмя
исключениями (нормальный закон (α = 2, θ =
= 0), распределение Коши (α = 1, θ = 0), распре-
деление Леви (α = 1/2, θ = 1) и распределение,
симметричное к распределению Леви (α = 1/2, θ =
= −1)). Выражения устойчивых плотностей в тер-
минах функций Фокса (обобщенных G-функций
Мейера) можно найти в [5, 6].

2 Смешанные биномиальные
распределения
и их асимптотическое
поведение

Рассмотрим задачу, связанную с испытаниями
Бернулли со случайной вероятностью успеха. Сна-
чала в результате «предварительного» эксперимента

определяется значение с.в. π ∈ (0, 1). Это значение
принимается в качестве вероятности успеха в ис-
пытаниях Бернулли. Затем случайная величина N
определяется как число успехов в k ∈ N испыта-
ниях Бернулли с так определенной вероятностью
успеха π. Чтобы описать бесконечную малость ве-
роятности успеха π, снабдим последнюю и (для
общности) параметр k, а также, соответственно,
с.в.N «бесконечно большим» индексом n, позволя-
ющим проследить сходимость последовательности
с.в. π = πn к нулю при n→ ∞. В свою очередь, бес-
конечная малость πn означает, что успехи являются
редкими событиями в рамках рассматриваемой по-
следовательности испытаний Бернулли.

В рамках схемы испытаний Бернулли со слу-
чайной вероятностью успеха, описанной выше,
можно сформулировать и доказать «случайный»
аналог классической теоремы Пуассона (так на-
зываемого «закона малых чисел») для πn-смешан-

ных биномиальных распределений со случайной веро-
ятностью успеха и неограниченно возрастающим
целочисленным параметром kn («числом испыта-
ний»). В известных вариантах «случайного» аналога
теоремы Пуассона (см., к примеру, [7]), наоборот,
случайным считалось число испытаний, а вероят-
ность успеха оставалась неслучайной.

Пусть kn ∈ N, k = 1, 2, . . . Будем говорить, что
с.в. Qn имеет πn-смешанное биномиальное распреде-

ление с параметром kn, если

P (Qn = j) = C
j
kn

1∫

0

zk(1− z)kn−j dP (πn < z) ,

j = 0, 1, . . . , kn . (1)

Для x ∈ R обозначим Bn(x) = P(Qn < x). Пусть
N — положительная с.в. Смешанная пуассонов-
ская ф.р. со структурной с.в. N (по терминологии,
принятой в [8]) будет обозначаться š(N)(x):

š(N)(x+ 0) =

[x]∑

j=0

1

j!

∞∫

0

e−zzj dP(N < z) , x ∈ R .

В [9] доказана следующая теорема.

Теорема 1. Пусть (kn)n≥1 — неограниченно возрас-

тающая последовательность натуральных чисел.

Пусть Qn — с.в. с πn-смешанным биномиальным

распределением (1) с целочисленным параметром kn

и ф.р. Bn(x). Предположим, что в (1) с.в. πn бес-

конечно малы в том смысле, что существует с.в. N
такая, что P(0 < N < ∞) = 1 и выполнено условие

knπn =⇒ N при n → ∞. Тогда Bn(x) =⇒ š(N)(x)
(n→ ∞).

Необходимо отметить, что если прорежива-
ние процесса происходит по «независимой» схе-

12 ИНФОРМАТИКА И ЕЁ ПРИМЕНЕНИЯ том 10 выпуск 4 2016



Теорема Пуассона для схемы испытаний Бернулли со случайной вероятностью успеха

ме, в которой имеется двойной массив {πn,j}j≥1,
n = 1, 2, . . ., независимых в каждой серии с.в., при-

чем πn,j
d
= πn, j = 1, 2 . . ., при каждом n ≥ 1, так

что j-я точка исходного процесса удаляется с ве-
роятностью 1 − πn,j, то, как несложно убедиться,
процесс прореживания сводится к классическому
варианту, в котором предельный процесс является
«чистым» пуассоновским.

3 Пуассон-вейбулловское
распределение

Приведем два хорошо известных примера сме-
шанных пуассоновских распределений. Во-первых,
это геометрическое распределение как дискретный
аналог непрерывного показательного распределе-
ния, который получается, если в смешанной пу-
ассоновской модели «случайный» параметр пу-
ассоновского распределения имеет показательное
распределение.

Во-вторых, это отрицательное биномиальное

распределение как дискретный аналог непрерыв-
ного гамма-распределения, который получается,
если в смешанной пуассоновской модели «случай-
ный» параметр пуассоновского распределения име-
ет гамма-распределение.

ПустьWγ,µ — с.в., имеющая распределение Вей-
булла с параметром масштаба µ > 0 и параметром
формы γ > 0: P(Wγ,µ < x) = 1 − exp{−µxγ}, x ≥
≥ 0, и P(Wγ,µ < 0) = 0. Распределение Вейбулла
играет важную роль во многих прикладных зада-
чах в качестве популярной и адекватной модели
распределения времени жизни или безотказной ра-
боты. Известен дискретный аналог распределения
Вейбулла, который получается формальным «кван-
тованием» непрерывного распределения Вейбул-
ла: если классический дискретный аналог с.в. Wγ,µ

с распределением Вейбулла обозначить W̃γ,µ, то
обычно полагают

P
(
W̃γ,µ = k

)
= e−µkγ − e−µ(k+1)γ , k = 0, 1, . . .

(см., например, [10]). У такого формального подхо-
да есть существенный недостаток: крайне сложно
(если вообще возможно) сформулировать предель-
ную теорему в более-менее простой предельной
схеме (например, суммирования или взятия экс-
тремумов с.в.), в которой такое распределение бы-
ло бы предельным. А стало быть, весьма пробле-
матичным становится теоретическое обоснование
возможности использования такого распределения
в качестве асимптотической аппроксимации.

Используя аппарат смешанных пуассоновских
распределений (являющихся предельными, напри-

мер, в теореме 1 и сходных с ней), можно пред-
ложить альтернативный аналог дискретного рас-
пределения Вейбулла как пуассон-вейбулловское
распределение, т. е. смешанное пуассоновское рас-
пределение, в котором смешивание происходит по
распределению Вейбулла.

Рассмотрим с.в. Vγ,µ, имеющую смешанное
пуассоновское распределение вида

P(Vγ,µ = k) =
1

k!

∞∫

0

e−zzkdP (Wγ,µ < z) =

=
µγ

k!

∞∫

0

zk+γ−1 exp {− (z + µzγ)} dz , k = 0, 1, 2, . . .

Такое распределение будем называть пуассон-вей-

булловским. Возможность считать пуассон-вей-
булловское распределение дискретным аналогом
распределения Вейбулла обусловлена не только
формальным сходством с отрицательным бино-
миальным или геометрическим распределениями,
являющимися смешанными пуассоновскими рас-
пределениями, в которых смешивание происходит
именно по тем непрерывным распределениям (со-
ответственно гамма- и показательному), дискрет-
ными аналогами которых они являются. Допол-
нительным аргументом можно считать следующее
асимптотическое свойство пуассон-вейбулловско-
го распределения.

Теорема 2. Справедливо следующее асимптотическое

соотношение: при µ→ 0

P
(
µ1/γVγ,µ < x

)
=⇒ P (Wγ,1 < x) .

Д о к а з а т е л ь с т в о этого утверждения основано

на том, что, во-первых, Vγ,µ
d
= P1(Wγ,µ), где P1(t),

t ≥ 0, — стандартный пуассоновский процесс, неза-

висимый от с.в.Wγ,µ, во-вторых,Wγ,µ
d
= µ−1/γWγ,1

и, в-третьих, z−1P1(z˜) =⇒ ˜ при z → ∞, где ˜ —
независимая от P1(t) неотрицательная с.в. (см., на-
пример, [7]).

Особый интерес представляет случай 0 < γ ≤ 1.
Распределения Вейбулла с такими параметрами
формы называются растянутыми показательными

(stretched exponential) [11–13]. Они занимают про-
межуточное место между распределениями с хвос-
тами, убывающими степенн‚ым образом, и рас-
пределениями с экспоненциально убывающими
хвостами, играющими важную роль при матема-
тическом моделировании явлений и процессов на
финансовых рынках. Оказывается, что пуассон-
вейбулловское распределение с.в. Vγ,µ с 0 < γ ≤ 1
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является смешанным геометрическим, т. е. описы-
вает распределение числа испытаний до первого
успеха в описанной выше схеме испытаний Бер-
нулли со случайной вероятностью успеха, име-
ющей специальное распределение. Для простоты
без ограничения общности в следующем утвержде-
нии считаем, что µ = 1.

Теорема 3. Пуассон-вейбулловское распределение

с.в. Vγ,1 с 0 < γ ≤ 1 является смешанным геометри-

ческим:

P(Vγ,1 = k) =

1∫

0

z(1− z)kpγ,1(z)dz, k = 0, 1, . . . ,

где плотность pγ,1(z) имеет вид:

pγ,1(z) =
1

(1− z)2
gγ,1

(
z

1− z

)
, 0 ≤ z ≤ 1 .

Д о к а з а т е л ь с т в о . В работе [14] показано, что

если 0 < γ ≤ 1, то Wγ,1
d
= W1,1S

−1
γ,1, где с.в. W1,1

и Sγ,1 независимы. Тогда для k ∈ {0} ∪ N

P (Vγ,1 = k) = P (P1(Wγ,1) = k) =

=

∞∫

0

e−λλ
k

k!




∞∫

0

ze−λzgγ,1(z) dz


 dλ =

=
1

k!

∞∫

0

zgγ,1(z)




∞∫

0

e−λ(z+1)λk dλ


 dz =

=
•(k + 1)

k!

∞∫

0

zgγ,1(z)

(z + 1)k+1
dz =

=

∞∫

0

z

z + 1

(
1− z

z + 1

)k

gγ,1(z) dz =

=

1∫

0

z(1− z)kgγ,1

(
z

1− z

)
dz

(1− z)2
=

=

1∫

0

z(1− z)kpγ,1(z) dz ,

что и требовалось доказать.

Как известно, производящая функция момен-
тов с.в.Wγ,µ имеет вид:

āγ,µ(t) = E exp {tWγ,µ} =
∞∑

n=0

tn

µn/γn!
•

(
1 +

n

γ

)
,

t ∈ R.

В общем случае производящая функция ψγ,µ(s) ≡
≡ EsVγ,µ пуассон-вейбулловского распределения
имеет вид:

ψγ,µ(s) =
∞∑

k=0

skP (Vγ,µ = k) =

=

∞∑

k=0

sk

k!

∞∫

0

e−zzk dP (Wγ,µ < z) =

=

∞∫

0

e−z

[
∞∑

k=0

(sz)k

k!

]
dP (Wγ,µ < z) =

=

∞∫

0

ez(s−1) dP(Wγ,µ < z) = E exp {(s− 1)Wγ,µ} =

= āγ,µ(s− 1) =
∞∑

n=0

(s− 1)n
µn/γn!

•

(
1 +

n

γ

)
,

s ∈ [0, 1] .

Отсюда имеем:

P (Vγ,µ = 0) = ψγ,µ(s)|s=0 = āγ,µ(−1) =

=

∞∑

n=0

•(1 + n/γ)(−1)n
µn/γn!

;

P (Vγ,µ = 1) =
dψγ,µ(s)

ds

∣∣∣
s=0
=

=
∞∑

n=0

•(1 + n/γ)

µn/γn!

d

ds
(s− 1)n

∣∣∣
s=0
=

=

∞∑

n=1

•(1 + n/γ)(−1)n−1
µn/γ(n− 1)!

;

P (Vγ,µ = 2) =
d2ψγ,µ(s)

2ds2

∣∣∣
s=0
=

=
1

2

∞∑

n=0

•(1 + n/γ)

µn/γn!

d2

ds2
(s− 1)n

∣∣∣
s=0
=

=
1

2

∞∑

n=2

•(1 + n/γ)(−1)n−2
µn/γ(n− 2)!

; . . . ;

P(Vγ,µ = k) =
dkψγ,µ(s)

k!dsk

∣∣∣
s=0
=

=
1

k!

∞∑

n=k

•(1 + n/γ)(−1)n−k

µn/γ(n− k)!
, k = 3, 4, . . .

Как видно, это распределение весьма громоздко
и «прямое» оценивание его параметров представля-
ет нетривиальную задачу.
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4 Двухэтапный сеточный
ЕМ-алгоритм для оценивания
параметров смешанных
пуассоновских распределений
и, в частности, параметров
пуассон-вейбулловского
распределения

По сути оценивание параметров смешанных
пуассоновских моделей сводится к оцениванию
смешивающего распределения. Традиционно
с этой целью используется классический ЕМ
(expectation-maximization) алгоритм [15]. Одна-
ко иногда, в частности в пуассон-вейбулловском
случае, классический ЕМ-алгоритм оказывается
менее эффективным, чем альтернативный двух-
этапный сеточный ЕМ-алгоритм оценивания пара-
метров смешанных пуассоновских распределений.

Следует отметить, что сеточные методы разде-
ления смесей довольно эффективны не только при
оценивании параметров смешанных пуассоновских
распределений, но и при разделении конечных
или произвольных дисперсионно-сдвиговых сме-
сей нормальных законов [16].

Рассмотрим следующий двухэтапный метод раз-
деления смешанных пуассоновских распределе-
ний на примере оценивания параметров γ, µ
пуассон-вейбулловского распределения š(N)(x) =
= š(Wγ,µ)(x).

На первом этапе на положительной полупрямой
выделим основную часть носителя смешивающего
распределения, т. е. ограниченный интервал, веро-
ятность которого, вычисленная в соответствии со
смешивающим распределением, практически рав-
на единице. На этот интервал накинем конечную
сетку, содержащую (возможно, очень большое чис-
ло) K ∈ N известных узлов λ1, . . . , λK . Приблизим
искомое смешанное пуассоновское распределение
конечной смесью пуассоновских законов:

š(Wγ,µ)(x+ 0) ≈
[x]∑

j=0

1

j!

K∑

i=1

pie
−λiλj

i , x ∈ R . (2)

В смеси, стоящей в правой части соотноше-
ния (2), неизвестными являются только парамет-
ры p1, . . . , pK . Пусть x1, . . . , xn — анализируемая
выборка значений случайной величины с оценива-
емым смешанным пуассоновским распределением.
Итерационный процесс, определяющий сеточный
ЕМ-алгоритм для данной задачи, задается следу-
ющим образом. Пусть p

(m)
1 , . . . , p

(m)
K−1 — оценки

параметров p1, . . . , pK−1 на m-й итерации, p(m)K =

= 1 − p
(m)
1 − · · · − p

(m)
K−1. Для i = 1, . . . ,K, j =

= 1, . . . , n обозначим φij = e−λi+xj lnλi . Тогда, ис-
пользуя стандартные рассуждения, определяющие
вычислительные формулы EM-алгоритма для пара-
метров конечной смеси вероятностных распределе-
ний (см, например, [17, разд. 5.3.7–5.3.8]), следует
положить:

p
(m+1)
i =

p
(m)
i

n

n∑

j=1

φij∑K

r=1
p(m)r φrj

,

i = 1, . . . ,K . (3)

Как видим, итерационный процесс, задаваемый со-
отношением (3), очень прост. В силу монотонности
классического ЕМ-алгоритма справедливо следу-
ющее утверждение.

Теорема 4. Пусть узлы λ1, . . . , λK сетки различны,

неотрицательны и известны. Тогда итерационный

процесс (3) является монотонным, т. е. каждая его

итерация не уменьшает целевую сеточную функцию

правдоподобия

L (p1, . . . , pK ;x1, . . . , xn) =
n∏

j=1

[
K∑

i=1

piφij

]
.

Заметим, что, как показано в [17,
разд. 5.7.4], сеточная функция правдоподобия
L(p1, . . . , pK ; x1, . . . , xn) вогнута по аргументам
p1, . . . , pK . Поэтому на каждом шаге итерационного
процесса вместо соотношения (3) можно использо-
вать любой более быстрый алгоритм максимизации
функции L(p1, . . . , pK ; x1, . . . , xn) по переменным
p1, . . . , pK . Например, оценки весов p1, . . . , pK мож-
но искать методом условного градиента [17, 18].

Таким образом, на первом этапе получаются
оценки весов pi всех узлов λi, i = 1, . . . ,K, конеч-
ной сетки, накинутой на носитель смешивающего
распределения.

На втором этапе остается применить какой-
либо стандартный метод подгонки распределения
Вейбулла P(Wγ,µ < x) к эмпирическим данным ти-
па гистограммы (λ1, p1), . . . , (λK , pK), полученным
на первом этапе. Например, параметры γ иµможно
оценить, минимизируя соответствующую статисти-
ку хи-квадрат. Или же, например, можно решить
задачу наименьших квадратов:

(γ∗, µ∗) =

= argmin
γ,µ

K∑

i=1

[
pi − exp

{
−µ
2
(λi−1 + λi)

γ

}
+

+ exp

{
−µ
2
(λi + λi+1)

γ

}]2
,

где λ0 = 0, λK+1 =∞.
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На практике хорошие результаты показал под-
ход с решением задачи наименьших квадратов. Для
поиска параметров использовался алгоритм ns2sol,
описанный в книге [19]. Указанный алгоритм до-
ступен во многих статистических пакетах, отли-
чается высоким быстродействием и возможностью
при желании задавать разумные интервалы для по-
иска параметров.

Также хорошие результаты показал метод по-
иска наилучшего распределения в смысле мини-
мизации расстояния Кульбака–Лейблера, который
в данном случае эквивалентен максимизации прав-
доподобия полученной гистограммы в классе рас-
пределений Вейбулла.

При фиксированной сетке двухэтапный ме-
тод дает лишь приближенные оценки параметров
смешанных пуассоновских распределений, причем
точность приближения зависит от успешного вы-
бора сетки. Некоторые аспекты этого выбора бу-
дут рассмотрены в следующем разделе. Говорить
о состоятельности получаемых оценок при фикси-
рованной сетке нельзя. Но если объем выборки
неограниченно возрастает и вместе с ним согласо-
ванно увеличивается число узлов, то вопрос о состо-
ятельности получаемых оценок приобретает смысл
и будет рассмотрен в одной из следующих публика-
ций.

5 О практическом выборе сетки
на первом этапе двухэтапного
сеточного ЕМ-алгоритма
для разделения смесей
пуассоновских распределений

Естественно, что при использовании указанно-
го двухэтапного метода в динамическом режиме
крайне важным становится вопрос о выборе наибо-
лее эффективных и быстродействующих численных
процедур и их параметров. В частности, исключи-
тельную важность приобретает правильный выбор
границ сетки на первом этапе. Рассмотрим этот
вопрос подробнее.

Формально рассматриваемая задача выглядит
так: по наблюдаемым значениям x1, . . . , xn тре-
буется построить статистическую оценку верхней
границы квантилей заданного порядка смешива-
ющего закона так, чтобы как можно точнее оценить
носитель смешивающего распределения.

В дальнейшем будем считать, что x1, . . . , xn —

независимые реализации с.в.X
d
= P1(˜), гдеP1(t)—

стандартный пуассоновский процесс, t ≥ 0,˜— не-
зависимая от P1(t) неотрицательная с.в. В случае

пуассон-вейбулловского распределения X
d
= Vγ,µ,

˜
d
=Wγ,µ.

Сначала рассмотрим более общий случай
и предположим, что E˜2 < ∞. Тогда EX = E˜,
DX = E˜ + D˜ = EX + D˜. Следовательно, D˜ =
= DX − EX . Но D˜ = E˜2 − (E˜)2 = E˜2 − (EX)2.
Поэтому E˜2 = D˜+ (EX)2 = DX − EX + (EX)2 =
= EX2−EX . Таким образом, для λ > 0 по неравен-
ству Маркова имеем:

P(˜ ≥ λ) ≤ E˜
2

λ2
=
EX2 − EX

λ2
. (4)

Отсюда, задав произвольно малое ε > 0, можно
найти приближенную верхнюю оценку (1−ε)-кван-
тили λ(1−ε) с.в. ˜. С этой целью положим:

λε =

√
EX2 − EX

ε
.

Тогда из (4) вытекает, что P(˜ ≥ λε) ≤ ε, т. е. можно
положить λK = λ

(1−ε), причем

λ(1−ε) ≤ λε =

√
EX2 − EX

ε
≈

√√√√ 1

nε

n∑

j=1

xj(xj − 1) .

Теперь отдельно рассмотрим случай, когда
EeX <∞. Этот случай, в частности, имеет место для

пуассон-вейбулловского распределения X
d
= Vγ,µ,

˜
d
=Wγ,µ, если γ > 1 или γ = 1 и µ > e− 1. Имеем

EeX =

∞∑

k=0

ek

k!

∞∫

0

e−λλkdP(˜ < λ) =

=

∞∫

0

e−λ

(
∞∑

k=0

(eλ)k

k!

)
dP(˜ < λ) =

=

∞∫

0

eλ(e−1) dP(˜ < λ) = Ee˜(e−1) .

Тогда

P(˜ ≥ λ) = P (˜(e− 1) ≥ λ(e− 1)) ≤

≤ Ee
˜(e−1)

eλ(e−1)
=
EeX

eλ(e−1)
. (5)

Для произвольно малого положительного ε поло-
жим:

λε =
lnEeX − ln ε

e− 1 .
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Тогда из (5) вытекает, что P(˜ ≥ λε) ≤ ε, т. е. можно
положить λK = λ

(1−ε), причем

λK = λ
(1−ε) ≤ λε =

lnEeX − ln ε
e− 1 ≈

≈ 1

e− 1 ln


 1
nε

n∑

j=1

exj


 .

6 Примеры
В этом разделе приведены результаты тесто-

вых вычислений по описанному выше алгоритму
(рис. 1–4). Моделировались искусственные вы-
борки из пуассон-вейбулловского распределения,
к которым применялся описанный выше двухэтап-

ный метод. Необходимо отметить, что во всех слу-
чаях размер сетки был относительно небольшим
(K = 15), тем не менее достигнута приемлемая точ-
ность. В каждой паре рисунков слева — графики
«истинной» смешивающей плотности и ее оцен-
ки, полученной сеточным методом, справа — гра-
фики соответствующего «истинного» пуассон-вей-
булловского распределения и его статистической
оценки.

Авторы выражают благодарность И. Г. Шевцо-
вой и А. В. Дорофеевой за участие в работе по
тестированию алгоритма, проведению вычислений
и построению графиков, проведенную в рамках вы-
полнения проекта № 14-11-00397 Российского на-
учного фонда.

Рис. 1 Графики «истинной» смешивающей плотности с µ = 1 и γ = 1/2 (1) и ее оценки, полученной двухэтапным
сеточным методом (2) (а) и графики соответствующего «истинного» пуассон-вейбулловского распределения (3) и его
статистической оценки (4) (б). Объем выборки n = 500

Рис. 2 Графики «истинной» смешивающей плотности с µ = 2 и γ = 1/2 (1) и ее оценки, полученной двухэтапным
сеточным методом (2) (а) и графики соответствующего «истинного» пуассон-вейбулловского распределения (3) и его
статистической оценки (4) (б). Объем выборки n = 500
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Рис. 3 Графики «истинной» смешивающей плотности с µ = 0,2 и γ = 2 (1) и ее оценки, полученной двухэтапным
сеточным методом (2) и графики соответствующего «истинного» пуассон-вейбулловского распределения (3) и его
статистической оценки (4) (б). Объем выборки n = 1000

Рис. 4 Графики «истинной» смешивающей плотности с µ = 2 и γ = 1/2 (1) и ее оценки, полученной двухэтапным
сеточным методом (2) и графики соответствующего «истинного» пуассон-вейбулловского распределения (3) и его
статистической оценки (4) (б). Объем выборки n = 1000

Литература

1. Григорьева М. Е., Королев В. Ю., Соколов И. А.

Предельная теорема для геометрических сумм неза-
висимых неодинаково распределенных случайных
величин и ее применение к прогнозированию веро-
ятности катастроф в неоднородных потоках экстре-
мальных событий // Информатика и её применения,
2013. Т. 7. Вып. 4. С. 11–19.

2. R‚enyi A. A Poisson-folyamat egy jellemzese // Maguar
Tud. Acad. Mat. Int. Kozl., 1956. Vol. 1. P. 519–527.

3. Mogyorodi J. Some notes on thinning recurrent flows //
Litovsky Math. Sbornik, 1971. Vol. 11. P. 303–315.

4. Золотарев В. М. Одномерные устойчивые распреде-
ления. — М.: Наука, 1983. 304 с.

5. Schneider W. R. Stable distributions: Fox function rep-
resentationand generalization // Stochastic processes
in classical and quantum systems / Eds. S. Albeverio,

G. Casati, D. Merlini. — Berlin: Springer, 1986. P. 497–
511.

6. Uchaikin V. V., Zolotarev V. M. Chance and stability. —
Utrecht: VSP, 1999. 570 p.

7. Королев В. Ю., Бенинг В. Е., Шоргин С. Я. Матема-
тические основы теории риска. — 2-е изд. — М.:
Физматлит, 2011. 591 с.

8. Grandell J. Mixed Poisson processes. — London: Chap-
man and Hall, 1997. 268 p.

9. Korolev V. Yu., Korchagin A. Yu., Zeifman A. I. On dou-
bly stochastic rarefaction of renewal processes // 14th
Conference (International) of Numerical Analysis and
Applied Mathematics Proceedings. — American Institute
of Physics Proceedings, 2017 (in press).

10. Nakagawa T., Osaki Sh. The discrete Weibull distribu-
tion // IEEE Trans. Reliab., 1975. Vol. 24. P. 300–301.

18 ИНФОРМАТИКА И ЕЁ ПРИМЕНЕНИЯ том 10 выпуск 4 2016



The Poisson theorem for Bernoulli trials with a random probability of success and a discrete analog of the Weibull distribution

11. Laherr�ere J., Sornette D. Stretched exponential distribu-
tions in nature and economy: “Fat tails” with characteris-
tic scales // Eur. Phys. J. B, 1998. Vol. 2. P. 525–539.

12. Malevergne Y., Pisarenko V., Sornette D. Empirical distri-
butions of stock returns: Between the stretched exponen-
tial and the power law? // Quant. Financ., 2005. Vol. 5.
P. 379–401.

13. Malevergne Y., Pisarenko V., Sornette D. On the power of
generalized extreme value (GEV) and generalized Pareto
distribution (GDP) estimators for empirical distributions
of stock returns // Appl. Financ. Econ., 2006. Vol. 16.
P. 271–289.

14. Korolev V. Yu. Product representations for random vari-
ables with the Weibull distributions and their applica-
tions // J. Math. Sci., 2016. Vol. 218. No. 3. P. 298–313.

15. Karlis D. An EM algorithm for mixed Poisson distribu-
tions // ASTIN Bull., 2005. Vol. 35. P. 3–24.

16. Королев В. Ю., Корчагин А. Ю. Модифицированный
сеточный метод разделения дисперсионно-сдвиго-
вых смесей нормальных законов // Информатика
и её применения, 2014. Т. 8. Вып. 4. С. 11–19.

17. Королев В. Ю. Вероятностно-статистические методы
декомпозиции волатильности хаотических процес-
сов. — М.: Изд-во Московского ун-та, 2011. 510 с.

18. Королев В. Ю., Назаров А. Л. Разделение смесей веро-
ятностных распределений при помощи сеточных ме-
тодов моментов и максимального правдоподобия //
Автоматика и телемеханика, 2010. Вып. 3. С. 98–116.

19. Dennis J. E., Schnabel R. B. Numerical methods for un-
constrained optimization and nonlinear equations. — En-
glewood Cliffs: Prentice-Hall, 1983. 375 p.

Поступила в редакцию 15.10.16

THE POISSON THEOREM FOR BERNOULLI TRIALS

WITH A RANDOM PROBABILITY OF SUCCESS

AND A DISCRETE ANALOG OF THE WEIBULL DISTRIBUTION

V. Yu. Korolev1,2, A. Yu. Korchagin1,2, and A. I. Zeifman2,3,4

1Faculty of Computational Mathematics and Cybernetics, M. V. Lomonosov Moscow State University, 1-52 Lenin-
skiye Gory, GSP-1, Moscow 119991, Russian Federation
2Institute of Informatics Problems, Federal Research Center “Computer Science and Control” of the Russian
Academy of Sciences, 44-2 Vavilov Str., Moscow 119333, Russian Federation
3Vologda State University, 15 Lenin Str., Vologda 160000, Russian Federation
4ISEDT RAS, 56-A Gorky Str., Vologda 16001, Russian Federation

Abstract: A problem related to the Bernoulli trials with a random probability of success is considered. First, as
a result of the preliminary experiment, the value of the random variable π ∈ (0, 1) is determined that is taken as
the probability of success in the Bernoulli trials. Then, the random variable N is determined as the number of
successes in k ∈ N Bernoulli trials with the so determined success probability π. The distribution of the random
variable N is called π-mixed binomial. Within the framework of these Bernoulli trials with the random probability of
success, a “random” analog of the classical Poisson theorem is formulated for the π-mixed binomial distributions,
in which the limit distribution turns out to be the mixed Poisson distribution. Special attention is paid to the case
where mixing is performed with respect to the Weibull distribution. The corresponding mixed Poisson distribution
called Poisson–Weibull law is proposed as a discrete analog of the Weibull distribution. Some properties of the
Poisson–Weibull distribution are discussed. In particular, it is shown that this distribution can be represented as
the mixed geometric distribution. A two-stage grid algorithm is proposed for estimation of parameters of mixed
Poisson distributions and, in particular, of the Poisson–Weibull distribution. Statistical estimators for the upper
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НЕСИММЕТРИЧНЫЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ЛИННИКА

КАК ПРЕДЕЛЬНЫЕ ЗАКОНЫ ДЛЯ СЛУЧАЙНЫХ СУММ

НЕЗАВИСИМЫХ СЛУЧАЙНЫХ ВЕЛИЧИН

С КОНЕЧНЫМИ ДИСПЕРСИЯМИ∗

В. Ю. Королев1, А. И. Зейфман2, А. Ю. Корчагин3

Аннотация: Распределения Линника (симметричные геометрически устойчивые распределения) находят
широкое применение в финансовой математике, телекоммуникационных системах, астрофизике, гене-
тике. Такие распределения являются предельными для геометрических сумм независимых одинаково
распределенных случайных величин (с.в.), распределения которых принадлежат области нормального
притяжения симметричного строго устойчивого распределения. В статье рассматриваются три несиммет-
ричных обобщения распределения Линника. Традиционный (и формальный) подход к несимметричному
обобщению распределения Линника заключается в рассмотрении геометрических сумм случайных сла-
гаемых, распределения которых притягиваются к несимметричному строго устойчивому распределению.
Дисперсии таких слагаемых бесконечны. Поскольку при моделировании реальных явлений, как правило,
нет веских причин отвергать предположение о конечности дисперсии элементарных слагаемых, в каче-
стве альтернатив традиционному подходу в статье предложены несимметричные обобщения, основанные
на представлении распределения Линника в виде смеси нормальных распределений и смеси распреде-
лений Лапласа. Приведены примеры предельных теорем для сумм случайного числа независимых с.в.
с конечными дисперсиями, в которых предложенные несимметричные распределения Линника выступают
в качестве предельных законов.

Ключевые слова: распределение Линника; распределение Лапласа; распределение Миттаг–Леффлера;
нормальное распределение; масштабная смесь; дисперсионно-сдвиговая смесь нормальных законов;
устойчивое распределение; геометрически устойчивое распределение
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1 Введение

Распределения Линника (симметричные гео-
метрически устойчивые распределения) имеют
довольно широкое применение в финансовой мате-
матике, телекоммуникационных системах, астро-
физике, генетике. Разнообразные приложения
распределений Линника описаны в работах [1, 2].
В частности, распределения Линника возникают
при изучении механизма синтеза мелатонина в че-
ловеческом организме, солнечных нейтринных по-
токов в космосе, явлений роста-упадка в природе,
эконометрических явлений и т. п.

Геометрически устойчивые законы и только они
могут быть предельными распределениями для гео-
метрических случайных сумм независимых одина-
ково распределенных с.в. Поэтому традиционно
несимметричное обобщение распределения Лин-
ника достигается за счет того, что в геометриче-

ской случайной сумме рассматриваются скошенные
слагаемые. При этом распределения слагаемых
принадлежат области нормального притяжения не-
симметричного устойчивого закона с некоторым
показателем α ∈ (0, 2] и, значит, при 0 < α < 2
имеют бесконечные моменты порядков, больших
или равных α. Что касается случая α = 2, ко-
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гда конечна дисперсия, то в рамках схемы геомет-
рического суммирования он неизбежно приводит
к единственно возможному распределению — рас-
пределению Лапласа.

Однако при использовании распределений Лин-
ника в качестве моделей реальных явлений нельзя
не задуматься над вопросом о том, что если исполь-
зуется аддитивная структурная модель реального
процесса типа случайно остановленного случайно-
го блуждания, то какая комбинация условий встре-
чается чаще:

– распределение числа слагаемых (числа скач-
ков) является геометрическим (асимптоти-
чески экспоненциальным), но слагаемые
(скачки) имеют столь тяжелые хвосты, что как
минимум у них бесконечна дисперсия, или

– вторые моменты (дисперсии) слагаемых (скач-
ков) конечны, но число слагаемых отличается
нерегулярным поведением, допускающим ино-
гда возможность очень больших значений?

Поскольку, как правило, при моделировании
реальных явлений нет веских причин отвергать
предположение о конечности дисперсии скачков,
вторая комбинация как минимум заслуживает вни-
мательного изучения.

Оказывается, что распределения Линника до-
пускают представление в виде масштабных смесей
нормальных законов. Это означает, что они могут
быть предельными в аналогах центральной пре-
дельной теоремы для случайных сумм независимых
с.в. с конечными дисперсиями [3, 4], что открывает
пути альтернативных несимметричных обобщений
этих распределений, которым и посвящена данная
статья.

2 Вспомогательные сведения

В дальнейшем иногда будет удобнее вести изло-
жение не в терминах распределений, а в терминах
с.в., предполагая, что все они заданы на одном
вероятностном пространстве (Ÿ,A,P).

Случайная величина со стандартной показа-
тельной функцией распределения (ф.р.) будет обо-
значатьсяW1: P(W1 < x) = [1− e−x]1(x > 0) (здесь
и далее символ 1(C) обозначает индикатор мно-
жества C). Случайная величина со стандартной
нормальной ф.р. �(x) будет обозначаться X,

P(X < x) = �(x) =
1√
2π

x∫

−∞

e−z2/2 dz , x ∈ R .

Функция распределения и плотность строго устой-
чивого распределения с характеристическим пока-

зателем α и параметром формы θ, определяемого
характеристической функцией (х.ф.)

fα,θ(t) = exp

{
−|t|α exp

{
−1
2
iπθα sign t

}}
, t ∈ R ,

где 0 < α 6 2, |θ| 6 min{1, (2/α) − 1}, будут со-
ответственно обозначаться Gα,θ(x) и gα,θ(x) (см.,
например, [5]). Любую с.в. с ф.р. Gα,θ(x) будем
обозначать Sα,θ. Симметричным строго устойчи-
вым распределениям соответствует значение θ = 0
и х.ф.

fα,0(t) = e
−|t|α , t ∈ R . (1)

Отсюда несложно видеть, что S2,0
d
=

√
2X .

Односторонним строго устойчивым законам,
сосредоточенным на неотрицательной полуоси, со-
ответствуют значения θ = 1 и 0 < α 6 1. Пары
α = 1, θ = ±1 отвечают распределениям, вырож-
денным в ±1 соответственно. Остальные устой-
чивые распределения абсолютно непрерывны. Яв-
ные выражения устойчивых плотностей в терминах
элементарных функций отсутствуют за четырьмя
исключениями (нормальный закон (α = 2, θ =
= 0), распределение Коши (α = 1, θ = 0), распре-
деление Леви (α = 1/2, θ = 1) и распределение,
симметричное к распределению Леви (α = 1/2, θ =
= −1)). Выражения устойчивых плотностей в тер-
минах функций Фокса (обобщенных G-функций
Мейера) можно найти в [6, 7].

Хорошо известно, что если 0 < α < 2, то
E|Sα,θ|β < ∞ для любого β ∈ (0, α), при этом мо-
менты с.в. Sα,θ порядков β > α не существуют
(см., например, [5]). Несмотря на отсутствие явных
выражений плотностей устойчивых распределений
в терминах элементарных функций, можно пока-
зать [8], что для 0 < β < α < 2

E|Sα,0|β =
2β√
π

•((β + 1)/2)•(1− β/α)

•(2/β − 1)
и для 0 < β < α 6 1

ESβ
α,1 =

•(1− β/α)

•(1− β)
.

Символы
d
= и =⇒ будут соответственно обозна-

чать совпадение распределений и сходимость по
распределению.

Говорят, что распределение с.в. Y принадлежит
к области нормального притяжения строго устой-
чивого законаGα,θ, L(Y ) ∈ DNA (Gα,θ), если суще-
ствует конечная положительная постоянная c та-
кая, что

c

n1/α

n∑

j=1

Xj =⇒ Sα,θ (n→ ∞) ,
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где X1, X2, . . .— независимые копии с.в. Y . В даль-
нейшем будем рассматривать случай стандартного
масштаба и полагаем c = 1. В работе [9] было по-
казано, что если L(Y ) ∈ DNA(Gα,θ), то E|Y |β = ∞
для любого β > α.

Распределение H с.в.Q называется геометриче-
ски устойчивым, если оно является слабым преде-
лом геометрических случайных сумм независимых
одинаково распределенных с.в., а именно: если
существует последовательность независимых оди-
наково распределенных с.в. X1, X2, . . . и с.в. Vp,
имеющая геометрическое распределение

P(Vp = n) = p(1− p)n−1 , n = 1, 2, . . . , p ∈ (0, 1) ,

при каждом p ∈ (0, 1) независимая от X1, X2, . . . ,
и положительные константы ap > 0 такие, что

ap

(
X1 + · · ·+XVp

)
=⇒ Q

при p→ 0 (см., например, [1, 10–12]). В работе [10]
(также см., например, [13, 14]) показано, что рас-
пределение H является геометрически устойчивым
тогда и только тогда, когда соответствующая ему
х.ф. h(t) допускает представление

h(t) = (1− log fα,θ(t))
−1

, t ∈ R , (2)

при некоторых α ∈ (0, 2] и θ ∈ [−min{1, 2/α −
− 1}, min{1, 2/α− 1}].

Некоторые результаты данной работы будут су-
щественно опираться на следующее вспомогатель-
ное утверждение. Рассмотрим последовательность
с.в. Y1, Y2, . . . Пусть N1, N2, . . . — натуральнознач-
ные с.в. такие, что при каждом n с.в.Nn независима
от последовательности Y1, Y2, . . . Всюду далее схо-
димость подразумевается при n→ ∞.

Лемма 1. Предположим, что существуют неограни-

ченно возрастающая (убывающая к нулю) последо-

вательность положительных чисел {bn}n>1 и с.в. Y
такие, что

Yn

bn
=⇒ Y .

Если существуют неограниченно возрастающая

(убывающая к нулю) последовательность положи-

тельных чисел {dn}n>1 и с.в. V такие, что

bNn

dn
=⇒ V , (3)

то
YNn

dn
=⇒ Y V , (4)

причем случайные сомножители в правой части (4)
независимы. Если дополнительно Nn −→ ∞ по веро-

ятности и семейство масштабных смесей ф.р. с.в. Y

идентифицируемо, то условие (3) не только доста-

точно для (4), но и необходимо.

Д о к а з а т е л ь с т в о см. в [15] (случай bn, dn → ∞),
[16] (случай bn, dn → 0) или [17], теорема 3.5.5.

3 Распределения Линника

Распределения с х.ф.

fLα(t) = (1 + |t|α)−1 , t ∈ R ,

где 0 < α 6 2, принято называть распределения-

ми Линника (в работе [18] предложено альтерна-
тивное менее употребительное название α-Laplace

distribution). Они были введены Ю. В. Линником
в 1953 г. [19]. При α = 2 распределение Линника
превращается в распределение Лапласа, соответ-
ствующее плотности

f˜(x) =
1

2
e−|x| , x ∈ R . (5)

Лапласовская с.в. с плотностью (5) и ее ф.р. будут
соответственно обозначаться ˜ и F˜(x).

Случайная величина, имеющая распределение
Линника с параметром α, ее ф.р. и плотность будут
соответственно обозначаться Lα, FL

α и fL
α . При

этом FL
2 (x) ≡ F˜(x), x ∈ R.

Относительно недавно эти распределения и их
обобщения вновь привлекли внимание исследова-
телей как вполне адекватные модели многих реаль-
ных явлений. Распределения Линника обладают
многими интересными свойствами. Лаха [20] (так-
же см. [21]) доказал унимодальность распределений
Линника. В работах [22, 23] исследованы свойства
плотности fL

α . Показано, что для fL
α справедливо

интегральное представление

fL
α =

sin(πα/2)

π

∞∫

0

zαe−z|x| dz

1 + z2α + 2 cos(πα/2)
, x ∈ R. (6)

Сабу и Пиллаи [24] получили представление плот-
ности fL

α в терминах обобщенныхG-функций Мей-
ера. Лин [25] доказал саморазложимость FL

α .
Существование моментов с.в. Lα обсуждается в ра-
боте [26]. Абсолютные моменты порядков β < α
с.в. Lα имеют вид:

E|Lα|β =
2β√
π

•(1 + β/α)•((1 + β)/2)•(1− β/α)

•(1− β/2)
.

Распределения Линника безгранично делимы [27],
имеют бесконечный пик плотности в нуле при α 6

6 1 [27]. В работе [28] показано, что при 0 < α < 2
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хвосты распределения Лапласа убывают степенн‚ым
образом:

lim
x→∞

xα
[
1− FL

α (x)
]
=
•(α)

π
sin

πα

2
.

Из представлений (1) и (3) вытекает, что распре-

деления Линника и только они являются симметрич-

ными геометрически устойчивыми законами.
В работах [3, 4, 29, 30] получены разнообраз-

ные представления распределений Линника в виде
смесей. Некоторые из этих представлений будут
приведены и использованы ниже. Другие аналити-
ческие и асимптотические свойства распределения
Линника рассмотрены в [22, 23].

4 Распределения
Миттаг–Леффлера

Пусть α ∈ (0, 1) и Mα — неотрицательная с.в.
с преобразованием Лапласа–Стильтьеса (п. Л.–С.)

E exp{−sMα1} = (1 + sα)−1 , s > 0 . (7)

Распределения с п. Л.–С. (7) принято называть рас-

пределениями Миттаг–Леффлера. Происхождение
этого названия связано с тем, что плотность, соот-
ветствующая п. Л.–С. (7), имеет вид:

fM
α (x) =

1

x1−α

∞∑

n=0

(−1)nxαn

•(αn+ 1)
= − d

dx
Eα(−xα) ,

x > 0 , (8)

гдеEα(z)— функция Миттаг–Леффлера индексаα,
определяемая как степенной ряд

Eα(z) =

∞∑

n=0

zn

•(αn+ 1)
, α > 0 , z ∈ Z .

Функция распределения, соответствующая плот-
ности (8), будет обозначаться FM

α (x).
Для ф.р. FM

α (x) при x > 0 справедливо инте-
гральное представление:

FM
α (x) = 1−

∞∫

0

e−xzfQ
α,1(z) dz =

= 1− sin(πα)
π

∞∫

0

zα−1e−zx dz

1 + z2α + 2zα cos(πα)
. (9)

При α = 1 распределение Миттаг–Леффлера
превращается в стандартное показательное распре-

деление: M1
d
= W1. Но при α < 1 плотность (8)

имеет хвост, убывающий степенн‚ым образом: если
0 < α < 1, то

lim
x→∞

xα+1fM
α (x) =

•(α+ 1)

π
sinπα

(см., например, [31]).
Моменты с.в. с распределением Миттаг–Леф-

флера порядков β > α бесконечны, но при 0 < β <
< α < 1

EMβ
α = •

(
1 +

β

α

)
•

(
1− β

α

)
.

Распределение Миттаг–Леффлера геометриче-
ски устойчиво. Еще в 1965 г. И. Н. Коваленко [32]
показал, что распределения с п. Л.–С. (7) и только
они являются возможными предельными распреде-
лениями для надлежащим образом нормированных
геометрических сумм вида ap(X1 + · · · + XVp) не-
зависимых неотрицательных с.в. при p → 0. Дока-
зательства этого результата были воспроизведены
в книгах [14, 33, 34], где вместо термина «распре-
деления Миттаг-Леффлера» класс распределений
с п. Л.–С. (7) был назван классомK в честь И. Н. Ко-
валенко.

Спустя 25 лет упомянутое предельное свойство
распределений с п. Л.–С. (7) было переоткрыто
Р. Пиллаи [35, 36], который предложил для них
использовать термин распределения Миттаг–Леф-

флера, ставший общепринятым.
Распределения Миттаг–Леффлера используют-

ся при описании аномальной диффузии или эффек-
тов релаксации (см. [37, 38] и дальнейшие ссылки
в этих работах).

При каждом α ∈ (0, 1] распределение Мит-
таг–Леффлера является смешанным показатель-
ным распределением:

Mα
d
=W1

Sα,1

S′
α,1

,

где S′
α,1

d
= Sα,1 и все с.в. в правой части незави-

симы. Доказательство этого факта можно найти
в работах [3, 4, 29], где, в частности, показано,
что плотность pα(x) отношения Sα,1/S

′
α,1 двух не-

зависимых односторонних строго устойчивых с.в.
с характеристическим показателем α ∈ (0, 1) имеет
вид:

pα(x) =
sin(πα)xα−1

π[1 + x2α + 2xα cos(πα)]
, x > 0 . (10)

Для дальнейшего важно подчеркнуть, что рас-

пределения Миттаг–Леффлера и только они явля-

ются геометрически устойчивыми законами, сосре-

доточенными на неотрицательной полуоси.
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5 Традиционный подход
к определению
несимметричных
распределений Линника

Канонический вид (3) х.ф. геометрически устой-
чивого распределения обусловлен определением
последнего и теоремой переноса Гнеденко–Фахи-
ма: пусть {Xn,j}j∈N, n ∈ N, — последовательность
серий независимых и одинаково в каждой серии
распределенных с.в., {Nn}n∈N — последователь-
ность неотрицательных целочисленных с.в., при
каждом n > 1 независимых от Xn,1, Xn,2, . . . Для
k ∈ N ∪ {0} обозначим Sn,k = Xn,1 + · · · + Xn,k

(Sn,0 = 0). Согласно теореме переноса Гнеден-
ко–Фахима [39] (также см., например, [14]), если
существует последовательность {kn}n∈N натураль-
ных чисел и с.в. Y и N такие, что при n → ∞
Sn,kn =⇒ Y и

Nn

kn
=⇒ N , (11)

то Sn,Nn =⇒ Z, где Z — с.в. с х.ф.

f(t) =

∞∫

0

(h(t))
u
dA(u) , t ∈ R .

Здесь h(t)— х.ф. с.в. Y ; A(u) = P(N < u).
Если п. Л.–С. Ee−sN с.в. N обозначить ψN (s),

s > 0, то х.ф. f(t) можно записать в виде:

f(t) = ψN (− log h(t)) , t ∈ R .

При kn = n, Nn
d
= V1/n в силу теоремы Реньи [40]

в (11) имеем N
d
= W1. При этом ψN (s) = (1 + s)

−1,
так что в таком случае

f(t) = ψ(− log h(t)) = (1− log h(t))
−1

, t ∈ R .

Если, более того, Xn,j
d
= n−1/αXj для всех n, j ∈ N,

гдеX1, X2, . . .— независимые одинаково распреде-
ленные с.в. с L(X1) ∈ DNA(Gα,θ) при некоторых
допустимых значениях α и θ, то х.ф. f(t), пре-
дельная для геометрических случайных сумм, имеет
вид (3). Поэтому базирующаяся на схеме геометри-

ческого случайного суммирования и традиционном
представлении о распределениях Линника как сим-
метричных геометрически устойчивых законах идея
несимметричного их обобщения заключается в за-
мене gα,0(t) = e−|t|α в (3) на gα,θ(t) с произволь-
ным допустимым θ, что приводит к распределениям
с х.ф. вида:

f̃Lα(t) =

(
1 + |t|α exp

{
−1
2
iπθα sign t

})−1

, t ∈ R

(см., например, [22, 23]). Такие распределения
будем называть несимметричными распределениями

Линника первого рода. Более-менее полная библио-
графия по этой теме приведена в [41].

Другими словами, традиционно несимметрич-
ное обобщение распределений Линника достига-
ется за счет того, что в геометрической случай-
ной сумме рассматриваются скошенные слагаемые,
распределения которых принадлежат области нор-
мального притяжения несимметричного устойчи-
вого закона.

6 Представление распределений
Линника в виде масштабных
смесей нормальных
или лапласовых законов

Распределения Линника допускают представле-
ние в виде масштабных смесей нормальных зако-
нов. Это означает, что они могут быть предельными
в аналогах центральной предельной теоремы для
случайных сумм независимых с.в. с конечными дис-
персиями [3, 4], что открывает пути альтернативных
несимметричных обобщений этих распределений.

В работах [4, 29] установлена интересная связь
между распределениями Линника, Лапласа и Мит-
таг–Леффлера и показано, что

Lα
d
= X

√
2Mα/2

d
= ˜

√
Sα/2,1

S′
α/2,1

, (12)

где все сомножители независимы и S′
α/2,1

d
= Sα/2,1.

Как уже отмечалось, все распределения Лин-
ника и только они являются симметричными гео-
метрически устойчивыми законами. Все распре-
деления Миттаг–Леффлера и только они являются
односторонними геометрически устойчивыми за-
конами. С учетом упоминавшегося выше соот-

ношения S2,0
d
=

√
2X левое равенство (12) можно

переписать в виде Lα
d
= S2,0

√
Mα/2, являющемся

частным случаем более общего утверждения, дока-
занного в работе [4]: если α ∈ (0, 2] и α′ ∈ (0, 1], то
справедливо соотношение

Lαα′

d
= Sα,0M

1/α
α′ ,

представляющее собой аналог «теоремы умноже-
ния» устойчивых с.в. (см., например, теорему 3.3.1.
в [5]), в классе геометрически устойчивых распреде-
лений. Это интересная иллюстрация изоморфизма
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класса геометрически устойчивых распределений
классу устойчивых распределений, установленного
в работе [10].

Представление (12) означает, что схема геомет-
рического случайного суммирования отнюдь не ис-
черпывает все возможные предельные постановки
задач для случайных сумм и других последователь-
ностей с независимыми случайными индексами,
в которых распределение Линника может высту-
пать в качестве предельного. Соответствующие
примеры предельных теорем приведены в [4].

7 Несимметричные
распределения Линника
как масштабные смеси
несимметричных
распределений Лапласа

В этом разделе будет реализован формальный
подход к несимметричному обобщению распреде-
ления Линника, для чего будет использовано пра-
вое равенство (12). В результате будет получено
несимметричное распределение, каждая ветвь ко-
торого (положительная и отрицательная) будут ко-
пиями соответствующих ветвей разных распределе-
ний Лапласа.

Пусть a1 и a2 — два положительных числа. Бу-
дем говорить, что с.в. ˜a1,a2 имеет несимметричное

распределение Лапласа с параметрами a1 и a2, если
ее ф.р. имеет вид:

F˜a1,a2(x) ≡ P(˜a1,a2 < x) =

=





a1
a1 + a2

e−a2|x| , x ≤ 0 ;

1− a2
a1 + a2

e−a1x , x > 0 .

Несложно видеть, что плотность f˜a1,a2(x), соответ-
ствующая ф.р. F˜a1,a2(x), имеет вид:

f˜a1,a2(x) =





a1a2
a1 + a2

ea2x , x 6 0 ;

a1a2
a1 + a2

e−a1x , x > 0 .

Несимметричное распределение Лапласа является
популярной моделью, широко используемой в раз-
ных областях (см., например, [2]). Следующая
лемма, доказательство которой можно найти, на-
пример, в [42], утверждает, что это распределе-
ние является специальной дисперсионно-сдвиго-
вой смесью нормальных законов.

Лемма 2. Пусть µ ∈ R, σ2 ∈ (0,∞), λ ∈ (0,∞).
Предположим, что с.в. Y допускает представление

Y
d
=

σ√
λ
X
√
W1 + µ

W1
λ
,

где с.в. X имеет стандартное нормальное распре-

деление, с.в. W1 имеет стандартное показательное

распределение (т. е. с.в. W1/λ имеет показательное

распределение с параметром λ), причем с.в. X и W1

независимы. Тогда Y
d
= ˜a1,a2 , т. е.

P(Y < x) = E�

(
λx− µW1

σ
√
λW1

)
= F˜a1,a2(x) , x ∈ R ,

где

a1 =
1√

µ2 + 2λσ2 + µ
; a2 =

1√
µ2 + 2λσ2 − µ

.

Обозначим Qα/2
d
=

√
Sα/2,1/S

′
α/2,1, где

с.в. Sα/2,1 и S′
α/2,1 независимы и имеют одинаковое

одностороннее устойчивое распределение с харак-
теристическим показателем α/2. Легко видеть, что

Qα/2
d
= Q−1

α/2. Теперь из правого равенства (12), (10)

и (6) вытекает, что для любых α ∈ (0, 2] и y > 0

P
(
˜a1,a2Qα/2 > y

)
= P

(
˜a1,a2 > yQα/2

)
=

=
a2 sin(πα/2)

π(a1 + a2)

∞∫

0

zαe−a1yz dz

1 + z2α + 2xα cos(πα/2)
=

= 1− a2
a1 + a2

FL
α (a1y) ,

а для y < 0

P
(
˜a1,a2Qα/2 < y

)
= P

(
˜a1,a2 < yQα/2

)
=

=
a1 sin(πα/2)

π(a1 + a2)

∞∫

0

zαe−a2|y|z dz

1 + z2α + 2xα cos(πα/2)
=

=
a1

a1 + a2
FL

α (a2y) .

Таким образом, естественно получено формальное
несимметричное обобщение распределения Лин-
ника.

Определение 1. Пусть a1 и a2 — два положительных
числа, α ∈ (0, 2]. Будем говорить, что с.в. L̂α;a1,a2

имеет несимметричное распределение Линника вто-

рого рода с параметрамиα, a1 и a2, если ее ф.р. имеет
вид:
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F̂L
α;a1,a2(x) ≡ P

(
L̂α;a1,a2 < x

)
=

=





a1
a1 + a2

FL
α (a2x) , x ≤ 0 ;

1− a2
a1 + a2

FL
α (a1x) , x > 0 .

Необходимо особо отметить, что с формаль-
ной точки зрения несимметричное распределение
Линника второго рода является специальной сдвиг-
масшабной смесью нормальных законов. Более
того, справедливо следующее утверждение.

Теорема 1. Пусть α ∈ (0, 1], µ ∈ R, σ2 ∈ (0,∞),
λ ∈ (0,∞). Предположим, что с.в. Z допускает

представление

Z
d
=

(
σ√
λ
X
√
W1 +

µW1
λ

)
Qα/2 ,

где с.в. X, W1, Qα/2 независимы, с.в. X имеет

стандартное нормальное распределение, с.в. W1 име-

ет стандартное показательное распределение (т. е.

с.в. W1/λ имеет показательное распределение с па-

раметром λ). Тогда Z
d
= L̂α;a1,a2 , т. е.

P(Z < x) = E�

(
λx − µW1Qα/2

σ
√
λW1Qα/2

)
=

= P
(
L̂α;a1,a2 < x

)
= F̂L

α;a1,a2(x) , x ∈ R ,

где a1 и a2 имеют вид (7).

8 Сходимость распределений
дважды случайных сумм
независимых одинаково
распределенных случайных
величин к несимметричному
распределению Линника
второго рода

Приведем пример предельной схемы типа «ран-
домизированного» закона больших чисел для сумм
независимых с.в. с конечными математическими

ожиданиями, в которой в качестве предельных воз-
никают несимметричные распределения Линника
второго рода. Из-за непростой связи смешива-
ющих с.в. в случайном сдвиге и случайном измене-
нии масштаба в соответствующей смеси (см. тео-
рему 1), обычной схемы случайного суммирования
для этой цели недостаточно и приходится вводить

в модель дополнительный источник случайности
и рассматривать так называемые дважды случайные

суммы.

Пусть a1 и a2 — два конечных положительных
числа. Пусть X(1)1 , X

(1)
2 , . . . — независимые одина-

ково распределенные с.в. такие, что EX(1)1 = a−12 ,

X
(2)
1 , X

(2)
2 , . . . — независимые одинаково распреде-

ленные с.в. такие, что EX(2)1 = a
−1
1 . Тогда по закону

больших чисел

1

n

n∑

j=1

X
(1)
j =⇒ 1

a2
;
1

n

n∑

j=1

X
(2)
j =⇒ 1

a1
(13)

при n→ ∞.

Пусть V
(1)
1/n и V

(2)
1/n — с.в. с одинако-

вым геометрическим распределением (2) с па-
раметром p = 1/n. Будем считать, что

с.в. V (1)1/n, V
(2)
1/n, X

(1)
1 , X

(1)
2 , . . . , X

(2)
1 , X

(2)
2 , . . . незави-

симы. Для каждого n ∈ N введем с.в.

Yn =





V
(1)

1/n∑

j=1

X
(1)
j с вероятностью

a2
a1 + a2

;

−
V
(2)

1/n∑

j=1

X
(2)
j с вероятностью

a1
a1 + a2

.

Тогда по теореме Реньи из (13) вытекает, что при
n→ ∞

Yn

n
=⇒ ˜a1,a2 . (14)

Пусть теперь α ∈ (0, 2] и Nn — целочисленная не-
отрицательная с.в., независимая от последователь-
ности Y1, Y2, . . . и такая, что

Nn

n
=⇒ Qα/2 (15)

при n → ∞. Такая с.в. может быть построена,
например, следующим образом. Пусть P (t), t >

> 0, — стандартный пуассоновский процесс (пуас-
соновский процесс с единичной интенсивностью),
независимый от с.в. Qα/2. Положим Nn =
= P (nQα/2). Несложно убедиться, что такие с.в.Nn

удовлетворяют (15).

Тогда по лемме 1 из (14) и (15) вытекает, что

YNn

n
=⇒ ˜a1,a2Qα/2

d
= L̂α;a1,a2 .
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9 Несимметричные
распределения Линника
как дисперсионно-сдвиговые
смеси нормальных законов

Хотя несимметричное распределение Линника
второго рода F̂L

α;a1,a2(x), введенное в предыдущем
разделе, является специальной сдвиг-масштаб-
ной смесью нормальных законов, пример предель-
ной схемы, скажем, для сумм случайного числа
независимых с.в., в которой такое распределение
возникает в качестве предельного, не так прост,
поскольку параметры, по которым происхо-
дит смешивание, связаны нетривиальным обра-
зом.

Однако возможен еще один подход к опреде-
лению несимметричного распределения Линника,
для которого подобная предельная схема строит-
ся довольно просто. Этот подход основан на ле-
вом равенстве (12) — представлении распределения
Линника в виде масштабной смеси нормальных за-
конов, в которой смешивающим является распре-
деление Миттаг–Леффлера.

В рамках описываемого подхода несимметрич-
ное обобщение достигается за счет рассмотрения
дисперсионно-сдвиговых смесей нормальных за-
конов вместо чисто масштабных смесей.

Вероятностные модели типа дисперсионно-
сдвиговых смесей нормальных законов рассматри-
ваются в качестве базовых во многих практических
задачах.

Подобные модели уже хорошо себя зарекомен-
довали во многих исследованиях, где они проде-
монстрировали очень высокую адекватность. По-
следнее обстоятельство можно легко объяснить
довольно большим числом настраиваемых пара-
метров в указанных моделях. Однако на самом
деле их адекватность имеет гораздо более глубокие
теоретические обоснования, а именно: дисперси-
онно-сдвиговые смеси нормальных законов явля-
ются предельными законами в довольно простых
предельных теоремах для случайно остановленных
случайных блужданий.

Такие теоремы позволяют однозначно связать
конкретный смешивающий закон в дисперсион-
но-сдвиговых смесях с поведением интенсивности
потока информативных событий, в результате кото-
рых накапливаются данные, характеризующие ана-
лизируемый случайный процесс. Тем самым эти
теоремы как бы позволяют разделить вклады внеш-
них и внутренних факторов в случайность поведе-
ния анализируемого процесса.

Понятие дисперсионно-сдвиговой смеси нор-
мальных законов (normal variance-mean mixture)
введено в 1970–1980-х гг. в работах О.-Е. Барн-
дорфф-Нильсена и его коллег [43–45] как до-
вольно гибкое обобщение нормального распреде-
ления.

Пусть β ∈ R,α ∈ R, 0 < σ <∞,A(x)— функция
распределения, все точки роста которой сосредо-
точены на R+. Дисперсионно-сдвиговой смесью
нормальных законов называется ф.р.

F (x) =

∞∫

0

�

(
x− β − αz

σ
√
z

)
dA(z) , x ∈ R . (16)

Обратим внимание, что в соотношении (16)
смешивание происходит одновременно и по па-
раметру сдвига, и по параметру масштаба, но так
как эти параметры в (16) связаны жесткой зависи-
мостью, при которой параметры положения (сдви-

га) смешиваемых нормальных законов пропорци-
ональны их дисперсиям, то фактически смесь (16)
является однопараметрической. Именно поэтому
смеси вида (16) называются дисперсионно-сдвиго-

выми.

Класс дисперсионно-сдвиговых смесей нор-
мальных законов обширен и содержит, в частности,
обобщенные гиперболические законы [43–45]
и обобщенные дисперсионные гамма-распределе-
ния [46, 47], демонстрирующие отличное согла-
сие со статистическими данными из самых разных
областей — от атмосферной турбулентности до фи-
нансовых рынков.

Без существенного ограничения общности для
простоты далее будем считать, что β = 0.

Определение 2. Пусть µ ∈ R, σ > 0, α ∈ (0, 2]. Бу-
дем говорить, что с.в. L̃α;µ,σ имеет несимметричное
распределение Линника третьего рода с параметра-
ми α, µ и σ, если ее ф.р. F̃L

α;µ,σ(x) является дис-
персионно-сдвиговой смесью нормальных законов
вида:

F̃L
α;µ,σ(x) =

∞∫

0

�

(
x− µz

σ
√
z

)
dFM

α/2(z) , x ∈ R ,

где смешивающая ф.р. Миттаг–Леффлера FM
α/2

имеет вид (9).

Из представления (12) вытекает, что при µ = 0
несимметричное распределение Линника третьего
рода превращается в обычное симметричное рас-
пределение Линника.
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10 Сходимость распределений
случайных сумм независимых
одинаково распределенных
случайных величин
к несимметричному
распределению Линника
третьего рода

Пусть {Xn,j}j>1, n = 1, 2, . . ., — последователь-
ность серий одинаково в каждой серии распре-
деленных с.в. Пусть {Nn}n>1 — последователь-
ность неотрицательных целочисленных с.в. таких,
что при каждом n > 1 с.в. Nn, Xn,1, Xn,2, . . . неза-
висимы. Напомним, что используется обозначение
Sn,k = Xn,1 + · · · + Xn,k, n, k ∈ N. В работе [48]
доказано следующее утверждение.

Лемма 3. Предположим, что существуют последова-

тельность натуральных чисел {kn}n>1 и числа µ ∈ R

и σ ∈ (0,∞) такие, что

P (Sn,kn < x) =⇒ �
(
x− µ

σ

)
. (17)

Предположим, что Nn → ∞ по вероятности. То-

гда распределения случайных сумм SNn независимых

одинаково распределенных с.в. слабо сходятся к неко-

торой ф.р. F (x):

P (Sn,Nn < x) =⇒ F (x) ,

если и только если существует ф.р.H(x) такая, что

H(0) = 0,

F (x) =

∞∫

0

�

(
x− µz

σ
√
z

)
dH(z) ;

P (Nn < xkn) =⇒ H(x) .

Из леммы 3 и определения 2 непосредствен-
но вытекает следующее утверждение, устанавлива-
ющее необходимые и достаточные условия сходи-
мости распределений случайных сумм независимых
одинаково распределенных с.в. c конечными диспер-

сиями к несимметричному распределению Линника
третьего рода.

Теорема 2. Предположим, что существуют последо-

вательность натуральных чисел {kn}n>1 и числа µ ∈
∈ R иσ > 0такие, что имеет место сходимость (17).
Предположим, что Nn → ∞ по вероятности. Тогда

распределения случайных сумм SNn независимых оди-

наково распределенных с.в. слабо сходятся к несим-

метричному распределению Линника третьего рода

F̃L
α;µ,σ при некотором α ∈ (0, 2]:

P (Sn,Nn < x) =⇒ F̃L
α;µ,σ(x) ,

если и только если

P (Nn < xkn) =⇒ FM
α/2(x) ,

где ф.р. Миттаг–Леффлера FM
α/2 имеет вид (9).

Примеры индексов Nn, удовлетворяющих усло-
вию теоремы 2, приведены в [4].
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ASYMMETRIC LINNIK DISTRIBUTIONS AS LIMIT LAWS

FOR RANDOM SUMS OF INDEPENDENT RANDOM VARIABLES
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Abstract: Linnik distributions (symmetric geometrically stable distributions) are widely applied in financial
mathematics, telecommunication systems modeling, astrophysics, and genetics. These distributions are limiting for
geometric sums of independent identically distributed random variables whose distribution belongs to the domain
of normal attraction of a symmetric strictly stable distribution. In the paper, three asymmetric generalizations of
the Linnik distribution are considered. The traditional (and formal) approach to the asymmetric generalization of
the Linnik distribution consists in the consideration of geometric sums of random summands whose distributions
are attracted to an asymmetric strictly stable distribution. The variances of such summands are infinite. Since in
modeling real phenomena, as a rule, there are no solid reasons to reject the assumption of the finiteness of the
variances of elementary summands, in the paper, two alternative asymmetric generalizations are proposed based
on the representability of the Linnik distribution as a scale mixture of normal laws or a scale mixture of Laplace
laws. Examples are presented of limit theorems for sums of a random number of independent random variables
with finite variances in which the proposed asymmetric Linnik distributions appear as limit laws.
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ВЫЧИСЛЕНИЕ АСИМПТОТИЧЕСКОГО ДЕФЕКТА НЕКОТОРЫХ
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Аннотация: Рассматривается случай, когда число наблюдений случайно. Это приводит к возникновению
распределений с тяжелыми хвостами и к изменению эффективности обычно используемых статистиче-
ских процедур. Проведено асимптотическое сравнение статистических процедур, основанных на вы-
борках случайного и неслучайного объема. Для этого используется понятие «асимптотический дефект»,
которое имеет смысл добавочного числа наблюдений, необходимого данной процедуре для достижения
того же качества, что и оптимальной процедуре. С помощью этого понятия сравниваются оценки,
доверительные множества и статистические критерии в случае, когда число наблюдений случайно.
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1 Введение

В работе развивается подход, предложенный
в работах [1, 2]. Напомним кратко постановку
задачи и основные обозначения. Рассмотрим сна-
чала задачу статистического оценивания известной
параметрической функции g(θ), зависящей от не-
известного параметра θ, и обозначим через m(n)
необходимое число наблюдений, которое требу-
ется оценке δm(n)(X1, . . . , Xm(n)) для достижения
такого же качества (например, среднеквадратич-
ного отклонения или дисперсии), что и оцен-
ке δ∗n(X1, . . . , Xn), основанной на n наблюдени-
ях X1, . . . , Xn. Рассматривается асимптотический
подход, означающий, что n → ∞. Под асимпто-
тической относительной эффективностью (АОЭ)
оценки δn(X1, . . . , Xn) по отношению к оценке
δ∗n(X1, . . . , Xn) понимается предел (в случае его су-
ществования и независимости от последователь-
ности m(n)) вида (см., например, [3, с. 305]):

e ≡ lim
n→∞

n

m(n)
.

Вместо отношения необходимого числа наблюде-
ний, естественно, можно было бы рассматривать
разность видаm(n)−n, которая тоже имеет нагляд-
ный смысл необходимого дополнительного числа
наблюдений, требующихся оценке δn(X1, . . . , Xn).
Однако исторически сложилось так, что многие ав-

торы сначала исследовали асимптотические свой-
ства отношения n/m(n) (возможно, в силу относи-
тельной простоты его поведения).

Впервые общее асимптотическое исследование
поведения разности m(n) − n было предпринято
в 1970 г. Ходжесом и Леманом [4]. Они назвали
разность m(n) − n дефектом (deficiency) конкури-
рующей оценки δn относительно оценки δ∗n и пред-
ложили обозначение:

dn = m(n)− n . (1)

Если предел limn→∞ dn существует, то он называ-
ется асимптотическим дефектом оценки δn отно-
сительно оценки δ∗n и обозначается символом d.
Часто d называют просто дефектом δn относитель-
но δ∗n. Заметим, что если АОЭ e 6= 1, то d = ∞,
и этот случай малоинтересен. В работе [4] так-
же было отмечено, что существуют статистические
задачи, в которых типичным образом возникает
случай e = 1 (см., например, книгу [5]), т. е. в этом
случае понятие АОЭ не дает ответа на вопрос, какая
оценка лучше, и понятие дефекта проясняет эту си-
туацию, поскольку в этом случае асимптотический
дефект может, в принципе, быть любым.

Обозначим функции риска оценок δn и δ∗n соот-
ветственно через

Rn(θ) = Eθ (δn(X1, . . . , Xn)− g(θ))
2
;

R∗
n(θ) = Eθ (δ

∗
n(X1, . . . , Xn)− g(θ))

2
,
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где g(θ) — оцениваемая функция, а θ — неизвест-
ный параметр (произвольной природы), тогда по
определению величины dn(θ) ≡ dn = m(n) − n для
каждого n должно выполняться равенство:

R∗
n(θ) = Rm(n)(θ) . (2)

При решении уравнения (2) целочисленную вели-
чину m(n) следует рассматривать как переменную,
принимающую произвольные действительные зна-
чения. Для этого можно определить функцию риска
Rm(n)(θ) для нецелых значений m(n) по формуле:

Rm(n)(θ) = (1−m(n) + [m(n)])R[m(n)](θ) +

+ (m(n)− [m(n)])R[m(n)]+1(θ)

(см. работу [4]).
Типичным образом функции риска R∗

n(θ)
и Rn(θ) не известны точно, и используются их ап-
проксимации. Предположим, что для функций
рискаR∗

n(θ) иRn(θ) справедливы асимптотические
разложения вида:

R∗
n =

a(θ)

nr +
b(θ)

nr+s + o
(
n−r−s

)
; (3)

Rn =
a(θ)

nr +
c(θ)

nr+s + o
(
n−r−s

)
, (4)

где a(θ), b(θ) и c(θ) — некоторые постоянные, не
зависящие от n, а r > 0, s > 0 — некоторые кон-
станты, определяющие порядок убывания поn этих
функций риска. Первый член в этих асимптотиче-
ских разложениях одинаков, и это отражает тот
факт, что АОЭ этих оценок равна единице. Из соот-
ношений (1)–(4) легко получить, что (см. работу [4]
или книгу [3, с. 310])

dn(θ) ≡
c(θ)− b(θ)

ra(θ)
n1−s +O

(
n1−s

)
. (5)

Таким образом, асимптотический дефект имеет вид:

d(θ) ≡ d =





±∞ , 0 < s < 1 ;
c(θ)− b(θ)

ra(θ)
, s = 1 ;

0 , s > 1 .

(6)

Случай, когда выполняется равенство s = 1, пред-
ставляется наиболее интересным, поскольку при
этом асимптотический дефект конечен. Ходжес
и Леман в работе [4] привели ряд простых приме-
ров, показывающих естественность возникновения
этого случая в математической статистике.

Совершенно аналогично определяется дефект
и в общем случае асимптотического сравнения двух
статистических процедур, соответственно с мерами

качества πn и π∗
n. В этом случае необходимое число

наблюденийkn для первой процедуры определяется
из равенства (считая kn непрерывной переменной)

πkn = π
∗
n ,

а предел вида (в случае его существования)
d = lim

n→∞
(kn − n)

называется асимптотическим дефектом первой
процедуры относительно второй. Если для π∗

n и πn

выполняются формулы типа (3) и (4), то для асим-
птотического дефекта d справедливы соотношения
типа (5) и (6).

В настоящей работе приведены примеры вы-
числения асимптотического дефекта в задачах до-
верительного оценивания и проверки статистиче-
ских гипотез с помощью статистик, основанных на
выборках случайного объема. Кратко рассмотре-
на байесовская постановка задачи статистическо-
го оценивания. Рассмотрены также задачи про-
верки статистических гипотез в случае выборок
случайного объема. Используя асимптотический
дефект, проведено асимптотическое сравнение ка-
чества этих процедур, основанных на выборках слу-
чайного и неслучайного объема.

2 Статистическое оценивание
параметров распределения

Рассмотрим случайные величины (с.в.)
N1, N2, . . . иX1, X2, . . ., заданные на одном и том же
вероятностном пространстве (Ÿ, A, p). При этом
с.в. X1, X2, . . . Xn имеют смысл статистических на-
блюдений, а с.в. Nn трактуется как случайный объ-
ем выборки, зависящий от натурального параметра
n ∈ N. Типичным образом будем предполагать, что

ENn = n ,

т. е. в среднем объем случайной выборки равен раз-
меру выборки неслучайного размера. При нахож-
дении дефектов статистических процедур, осно-
ванных на выборках случайного объема Nm(n),
и соответствующей процедуры, основанной на вы-
борке неслучайного объема n, фактически сравни-
вается средний объем случайной выборки m(n) и n
с помощью величины dn = m(n)− n и ее предела.

Предположим, что для каждого n ≥ 1 с.в. Nn

принимает только натуральные значения (т. е.Nn ∈
∈ N) и не зависит от последовательности с.в.
X1, X2, . . . Всюду далее предполагается, что с.в.
X1, X2, . . . независимы, одинаково распределены
и имеют распределение, зависящее от неизвестно-
го параметра θ ∈ —, при этом множество — может
иметь произвольную природу.
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Для каждого n ≥ 1 обозначим через Tn =
= Tn(X1, . . . , Xn) некоторую статистику, т. е. дей-
ствительную измеримую функцию, зависящую от
наблюдений X1, . . . , Xn. Для каждого n ≥ 1 опре-
делим статистику TNn, зависящую от выборки слу-
чайного объема, как

TNn(ω) ≡ TNn(ω)

(
X1(ω), . . . , XNn(ω)(ω)

)
, ω ∈ Ÿ .

Далее под статистикой в этом разделе будем по-
нимать оценку (см., например, книгу [6]) действи-
тельной известной функции g(θ), зависящей от не-
известного параметра θ ∈ —, и будем обозначать ее
символами типа δn(X1, . . . , Xn).

В этом разделе иллюстрируются следствия 4.3,
4.6, 4.7 и теорема 3.2 из работы [1] рассмотрением
случая, когда исходная выборка X1, . . . , Xn пред-
ставляет собой независимые одинаково нормаль-
но распределенные с параметрами (θ, σ2) с.в. Для
удобства ссылок приведем без доказательства необ-
ходимые результаты из работы [1].

Следствие 2.1. Пусть существуют числа a(θ), b(θ)
и r > 0, s > 0 такие, что

R∗
n(θ) =

a(θ)

nr +
b(θ)

nr+s ,

тогда

Rn(θ) = a(θ)EN−r
n + b(θ)EN−r−s

n .

Теорема 3.1. Пусть существуют числа a(θ), b(θ) и k1,
k2 такие, что справедливы соотношения:

R∗
n(θ) = Eθ (δn(X1, . . . , Xn)− g(θ))

2
=

=
a(θ)

n
+
b(θ)

n2
+ o

(
n−2

)

и

EN−1
n =

1

n
+
k1

n2
+ o

(
n−2

)
;

EN−2
n =

k2

n2
+ o

(
n−2

)
; EN−3

n = o
(
n−2

)
,

тогда для асимптотического дефекта оценки

δNn(X1, . . . , XNn) относительно оценки δn(X1, . . .
. . . , Xn) справедливо равенство:

d(θ) =
k1a(θ) + b(θ)(k2 − 1)

a(θ)
.

Следствие 3.1. Пусть в условиях теоре-
мы 3.1 k2 = 1, тогда асимптотический дефект
оценки δNn(X1, . . . , XNn) относительно оценки
δn(X1, . . . , Xn) равен k1, т. е. он не зависит от вида
оценки и имеет вид:

d(θ) = k1 .

Теорема 3.2. Пусть существуют числа a(θ), b(θ) та-

кие, что для функции риска оценки δn(X1, . . . , Xn)
справедливо соотношение:

R∗
n(θ) = Eθ (δn(X1, . . . , Xn)− g(θ))

2
=
a(θ)

n
+
b(θ)

n2
.

Пусть случайные величины Nni, i = 1, 2, принима-

ют натуральные значения и не зависят от наблю-

дений X1, X2, . . . Предположим, что для некоторых

чисел k1i, k2i, i = 1, 2, справедливы равенства:

EN−1
ni =

1

n
+
k1i

n2
+ o

(
n−2

)
,

EN−2
ni =

k2i

n2
+ o

(
n−2

)
, i = 1, 2 .

Тогда для асимптотического дефекта оценки δ
(2)
n ≡

≡ δNn2(X1, . . . , XNn2) относительно оценки δ
(1)
n ≡

≡ δNn1(X1, . . . , XNn1) справедливо равенство:

d21(θ) =
a(θ)(k12 − k11) + b(θ)(k22 − k21)

a(θ)
.

Следствие 4.2. Пусть с.в. Mn имеет биномиальное
распределение с параметрамиm(n−1), n > 2, и p =
= 1/m, где m > 2 — фиксированное натуральное
число. Тогда для с.в.

Nn =Mn + 1

справедливы равенства:

ENn = n ;

EN−1
n =

m
(
1− (1− 1/m)m(n−1)+1

)

m(n− 1) + 1 =

=
1

n
+
m− 1
mn2

+O(n−3) ;

EN−2
n =

1

n2
+O(n−3) , n→ ∞ .

Следствие 4.3. Пусть с.в. Mn имеет биномиальное
распределение с параметрамиm(n−1), n > 2, и p =
= 1/m, где m > 2 — фиксированное натуральное
число и

Nn =Mn + 1 .

Предположим также, что существуют числа a(θ)
и b(θ) такие, что справедливо соотношение:

R∗
n(θ) = Eθ (δn(X1, . . . , Xn)− g(θ))

2
=
a(θ)

n
+
b(θ)

n2
.
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Тогда для асимптотического дефекта оцен-
ки δNn(X1, . . . , XNn) относительно оценки
δn(X1, . . . , Xn) справедливо равенство:

d(θ) =
m− 1
m

.

Следствие 4.4. Пусть с.в. Nn имеет геометрическое
распределение с параметром p = 1/n, n > 2, n ∈ N.
Тогда справедливы равенства:

ENn = n ;

EN−1
n =

logn

n− 1 =
logn

n
+
logn

n2
+O

(
logn

n3

)
;

EN−2
n =

π2

6n
− logn

n2
+
1

n2

(
π2

6
− 1
)
+O

(
logn

n3

)
,

n→ ∞ .

Следствие 4.5. Пусть с.в. Mn имеет распределение
Пуассона с параметром λ = n− 1, n > 2, n ∈ N, и

Nn =Mn + 1 .

Тогда справедливы равенства:

ENn = n ; EN−1
n =

1

n
+
1

n2
+O

(
1

n3

)
;

EN−2
n =

1

n2
+O

(
1

n3

)
, n→ ∞ .

Следствие 4.6. Пусть с.в. Mn имеет распределение
Пуассона с параметром λ = n− 1, n > 2, и

Nn =Mn + 1 .

Предположим также, что существуют числа a(θ)
и b(θ) такие, что справедливо соотношение:

R∗
n(θ) = Eθ (δn(X1, . . . , Xn)− g(θ))

2
=
a(θ)

n
+
b(θ)

n2
.

Тогда для асимптотического дефекта оцен-
ки δNn(X1, . . . , XNn) относительно оценки
δn(X1, . . . , Xn) справедливо равенство:

d(θ) = 1 .

Следствие 4.7. Пусть с.в. Nn имеет геометрическое
распределение с параметром p = 1/n, n > 2. Пред-
положим также, что существуют числаa(θ)и b(θ) та-
кие, что для функции риска оценки δn(X1, . . . , Xn)
справедливо соотношение:

R∗
n(θ) = Eθ (δn(X1, . . . , Xn)− g(θ))

2
=
a(θ)

n
+
b(θ)

n2
.

Тогда для функции риска оценки δNn(X1, . . . , XNn)
справедливо равенство:

Rn(θ) = Eθ (δNn(X1, . . . , XNn)− g(θ))2 =

= a(θ)EN−1
n + b(θ)EN−2

n =

=
a(θ) log n

n
+
π2b(θ)

6n
+
(a(θ) − b(θ)) logn

n2
+

+
b(θ)

n2

(
π2

6
− 1
)
+O

(
logn

n3

)
, n→ ∞ .

В этом разделе рассмотрена также байесовская
постановка задачи оценивания. Предположим сна-
чала, что требуется оценить функцию g(θ) = θ2

в присутствии мешающего параметра σ2. Оценка
максимального правдоподобия в этом случае имеет
вид:

δ0n (X1, . . . , Xn) =
(
�Xn

)2
,

где

�Xn =
1

n

n∑

i=1

Xi .

Если σ2 известно, то несмещенная оценка с мини-
мальной дисперсией для функции g(θ), основанная
на n наблюдениях, есть

δ1n (X1, . . . , Xn) =
(
�Xn

)2 − σ2

n
.

Обе эти оценки являются частными (c = 0, c = 1)
случаями оценок вида:

δcn (X1, . . . , Xn) =
(
�Xn

)2 − cσ2

n
, c ∈ R . (7)

Функция риска этих оценок имеет вид (см. [3,
с. 302]):

R∗
cn(θ) = Eθ

(
δcn (X1, . . . , Xn)− θ2

)2
=

=
4σ2θ2

n
+
(c2 − 2c+ 3)σ4

n2
. (8)

Если σ2 неизвестно, то несмещенная оценка с ми-
нимальной дисперсией для функции g(θ), основан-
ная на n наблюдениях, есть

δn (X1, . . . , Xn) =
(
�Xn

)2 − S2n
n
,

где

S2n =
1

n− 1
n∑

i=1

(
Xi − �Xn

)2
.

Используя независимость �Xn и S2n, нетрудно полу-
чить, что функция риска оценки δn имеет вид:

R∗
n(θ) = Eθ

(
δn (X1, . . . , Xn)− θ2

)2
=

= Dθ
�X2n +

1

n2
DθS

2
n =
4σ2θ2

n
+
4σ4

n2
.
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Рассмотрим теперь оценки δcn(X1, . . . , Xn)
и δn(X1, . . . , Xn), основанные на выборке случай-
ного объема Nn. Согласно следствию 2.1 из рабо-
ты [1] имеем:

Rcn(θ) = Eθ

(
δcNn (X1, . . . , XNn)− θ2

)2
=

= 4σ2θ2EN−1
n +

(
c2 − 2c+ 3

)
σ4EN−2

n ;

Rn(θ) = Eθ

(
δNn (X1, . . . , XNn)− θ2

)2
=

= 4σ2θ2EN−1
n + 4σ4EN−2

n .

Лемма 2.1. Пусть с.в. Mn имеет биномиальное рас-

пределение с параметрамиm(n−1),n > 2, иp = 1/m,

где m > 2— фиксированное натуральное число, и

Nn =Mn + 1 .

Тогда асимптотические дефекты оценок

δcNn(X1, . . . , XNn), δNn(X1, . . . , XNn) относительно

оценок δcn(X1, . . . , Xn), δn(X1, . . . , Xn) соответ-

ственно равны:

dc(θ) =
m− 1
m

; d(θ) =
m− 1
m

.

Асимптотический дефект оценки δcn(X1, . . . , Xn)
относительно оценки δn(X1, . . . , Xn) равен:

d(c, θ) =
(c2 − 2c− 1)σ2

4θ2
.

Асимптотический дефект оценки δcNn(X1, . . . , XNn)
относительно оценки δNn(X1, . . . , XNn) также ра-

вен:

d(c, θ) =
(c2 − 2c− 1)σ2

4θ2
.

Д о к а з а т е л ь с т в о непосредственно вытекает из
следствия 4.3 и формул (1.6), (5.5), (5.6), теоремы 3.1
и следствия 4.2 из работы [1].

Лемма 2.2. Пусть с.в.Mn имеет распределение Пуас-

сона с параметром λ = n− 1, n > 2, n ∈ N, и

Nn =Mn + 1 .

Тогда асимптотические дефекты оценок

δcNn(X1, . . . , XNn) и δNn(X1, . . . , XNn) относитель-

но оценок δcn(X1, . . . , Xn) и δn(X1, . . . , Xn) соответ-

ственно равны:

dc(θ) = 1 ; d(θ) = 1 .

Асимптотический дефект оценки δcNn(X1, . . . , XNn)
относительно оценки δNn(X1, . . . , XNn) равен:

d(c, θ) =
(c2 − 2c− 1)σ2

4θ2
.

Д о к а з а т е л ь с т в о непосредственно вытекает из
следствия 4.6 и формул (5.5), (5.6), теоремы 3.1,
следствия 3.1 и следствия 4.4 из работы [1]. Не-
посредственным следствием теоремы 3.2 и след-
ствий 4.2, 4.5 [1] и формулы (8) является следующая
теорема.

Теорема 2.1. Пусть с.в.Mn1 имеет биномиальное рас-

пределение с параметрамиm(n−1),n> 2, иp = 1/m,
где m > 2— фиксированное натуральное число, и

Nn1 =Mn1 + 1 .

Пусть также с.в.Mn2 имеет распределение Пуассона

с параметром λ = n− 1, n > 2, n ∈ N, и

Nn2 =Mn2 + 1 .

Предположим, что с.в. Nni, i = 1, 2, не зависят от

наблюдений X1, X2, . . . Тогда для асимптотического

дефекта оценки (см. (7)) δ(2)cn ≡ δcNn2(X1, . . . , XNn2)

относительно оценки δ
(1)
cn ≡ δcNn1(X1, . . . , XNn1)

справедливо равенство:

d21(θ) = − 1
m
.

Теорема 2.2. Пусть с.в. Nn имеет геометрическое

распределение с параметром p = 1/n, n > 2. Тогда

для функции риска оценки δcNn(X1, . . . , XNn) спра-

ведливо равенство:

Rcn(θ) = Eθ

(
δcNn (X1, . . . , XNn)− θ2

)2
=

=
4σ2θ2 logn

n
+
π2(c2 − 2c+ 3)σ4

6n
+

+
(4σ2θ2 − (c2 − 2c+ 3)σ4) logn

n2
+

+
(c2 − 2c+ 3)σ4

n2

(
π2

6
− 1
)
+O

(
logn

n3

)
, n→ ∞ .

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 2.2 вытекает из след-
ствия 4.7 [1] и формулы (8).

Замечание 2.1. Рассмотрим теперь байесовскую по-
становку. Пусть исходная выборкаX1, . . . , Xn пред-
ставляет собой независимые одинаково нормально
распределенные с.в. с параметрами:

EθX1 = θ ; DθX1 = σ
2 .

Предположим, что дисперсия σ2 известна, и рас-
смотрим оптимальную несмещенную оценку

�Xn =
1

n

n∑

i=1

Xi

функции

g(θ) = θ .
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Ее функция риска имеет вид:

R∗
n(θ) = Eθ

(
�Xn − θ

)2
= Dθ

�Xn =
σ2

n
.

Предположим теперь, что параметр θ имеет апри-
орное нормальное распределение с параметрами
µ ∈ R и b2 > 0. Тогда смещенная байесовская
оценка параметра θ имеет вид (см. [3, с. 222]):

θn =
nb2 �Xn + σ

2µ

nb2 + σ2
.

Нетрудно видеть, что функция риска этой оценки
может быть записана в виде (см. [4, формулы (6.2)
и (6.3)]):

Rn(θ) = Eθ (θn − θ)
2
=

=
σ2

(nb2 + σ2)2
(
nb4 + σ2(θ − µ)2

)
=

=
σ2

n
+

σ4

n2b4
(
(θ − µ)2 − 2b2

)
+O

(
n−3

)
.

Таким образом, при естественных условиях на
случайный объем выборки Nn асимптотический
дефект оценки θNn относительно наилучшей оцен-
ки �Xn при неслучайном объеме выборки, напри-
мер, в пуассоновском случае равен:

d =
σ2

b4
(
(θ − µ)2 − 2b2

)
+ 1 .

Для биномиального случая соответственно имеем:

d =
σ2

b4
(
(θ − µ)2 − 2b2

)
+
m− 1
m

.

В геометрическом случае для функции риска оцен-
ки �XNn справедливо представление:

R∗
Nn
(θ) = Eθ

(
�XNn − θ

)2
=

=
σ2 logn

n
+
σ2 logn

n2
+O

(
logn

n3

)
.

Замечание 2.2. Рассмотрим теперь байесовскую по-
становку для биномиального распределения. Пусть
исходная выборка X1, . . . , Xn представляет собой
независимые одинаково распределенные с.в., при-
нимающие значения 0 и 1 с вероятностями θ ∈ (0, 1)
и 1− θ соответственно. Оптимальная несмещенная
оценка для параметра θ есть

�Xn =
1

n

n∑

i=1

Xi .

Ее функция риска имеет вид:

R∗
n(θ) = Eθ

(
�Xn − θ

)2
= Dθ

�Xn =
θ(1 − θ)

n
.

Предположим теперь, что параметр θимеет априор-
ное бета-распределение с параметрами (a, b), a > 0,
b > 0. Тогда байесовская оценка параметра θ имеет
вид (см. [3, с. 221]):

�θn =
a+ n �Xn

a+ b+ n
.

Нетрудно видеть, что функция риска этой оценки
может быть записана в виде:

Rn

(
�θ
)
= Eθ

(
�θn − θ

)2
=

=
1

(a+ b+ n)2

(
nθ(1 − θ) + (a(1− θ)− θb)

2
)
=

=
θ(1 − θ)

n
+

(
(a (1− θ)− θb)

2− θ(1− θ)2(a+ b)
)

n2
+

+O
(
n−3

)
.

Таким образом, при естественных условиях на
случайный объем выборки Nn асимптотический
дефект оценки θNn относительно наилучшей оцен-
ки �Xn при неслучайном объеме выборки, напри-
мер, в пуассоновском случае равен:

d(θ) =

(
(a(1− θ)− θb)2 − θ(1 − θ)2(a+ b)

)

θ(1 − θ)
+ 1 .

Если a = b и θ = 1/2, то эта формула упрощается и

d

(
1

2

)
= 1− 4a .

Если случайный объем выборки Nn имеет биноми-
альное распределение, то соответствующий асимп-
тотический дефект равен:

d(θ) =

(
(a(1− θ)− θb)2− θ(1− θ)2(a+ b)

)

θ(1 − θ)
+
m− 1
m

.

В случае a = b и θ = 1/2 имеем:

d

(
1

2

)
=
m− 1
m

− 4a .

В геометрическом случае для функции риска оцен-
ки �XNn справедливо представление:

R∗
Nn
(θ) = Eθ

(
�XNn − θ

)2
=

=
θ(1 − θ) logn

n
+
θ(1− θ) log n

n2
+O

(
logn

n3

)
.
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3 Доверительное оценивание

В этом разделе находятся асимптотические де-
фекты некоторых доверительных интервалов, осно-
ванных на выборках случайного объема.

Пусть исходные наблюдения X1, . . . , Xn пред-
ставляют собой независимые одинаково распреде-
ленные с.в. с плотностью вида:

p(x, θ) =

{
e−x+θ , x > θ ;

0 , x < θ,
θ ∈ R . (9)

Нетрудно видеть, что для каждого α ∈ (0, 1) и каж-
дого n ∈ N в качестве доверительного интервала
с коэффициентом доверия 1 − α для параметра θ
можно взять интервал вида:

(
Xn:1 +

logα

n
,Xn:1

)
, (10)

гдеXn:1 ≡ min{X1, . . . , Xn}— минимальная поряд-
ковая статистика, построенная по исходной выбор-
ке X1, . . . , Xn. Длина этого доверительного интер-
вала неслучайна и равна

− logα
n

. (11)

В качестве меры качества доверительного интерва-
ла (10) выберем его длину (11).

Рассмотрим теперь доверительный интервал для
параметра θ, основанный на выборке случайного
объема Nn вида:

(
XNn:1 +

logα

Nn
, XNn:1

)
. (12)

Нетрудно видеть, что он имеет также коэффициент
доверия 1− α и случайную длину −logα/Nn.

Рассмотрим в качестве меры качества такого ро-
да доверительных интервалов их среднюю длину,
т. е. величину

− logαEN−1
n (13)

при условии ENn = n. Найдем дефект случай-
ного доверительного интервала (12) относительно
неслучайного доверительного интервала (10).

Теорема 3.1. Пусть исходные наблюдения X1, . . . , Xn

представляют собой независимые одинаково распре-

деленные с.в. с плотностью вида (9). Тогда

(1) если с.в. Mn имеет биномиальное распределение

с параметрами m(n− 1), n > 2, и p = 1/m, где

m > 2— фиксированное натуральное число, и

Nn =Mn + 1 ,

то асимптотический дефект случайного дове-

рительного интервала (12) относительно неслу-

чайного доверительного интервала (10) равен

d =
m− 1
m

;

(2) если с.в.Mn имеет распределение Пуассона с па-

раметром λ = n− 1, n > 2, n ∈ N, и

Nn =Mn + 1 ,

то асимптотический дефект случайного дове-

рительного интервала (12) относительно неслу-

чайного доверительного интервала (10) равен

d = 1 ;

(3) если с.в. Nn имеет геометрическое распределе-

ние с параметром p = 1/n, n > 2, то средняя

длина случайного доверительного интервала (12)
равна

− logαEN−1
n = − logα logn

n− 1 =

= − logα
(
logn

n
+
logn

n2
+O

(
logn

n3

))
.

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 3.1 непосредственно
следует из формул (11), (13), (6) и следствий 4.2, 4.5
и 4.4 работы [1].

Аналогично можно получить следующую тео-
рему.

Теорема 3.2. Пусть исходные наблюдения X1, . . . , Xn

имеют плотность вида (9). Предположим, что

с.в. Mn1 имеет биномиальное распределение с пара-

метрами m(n − 1), n > 2, и p = 1/m, где m > 2 —

фиксированное натуральное число, и

Nn1 =Mn1 + 1 .

Пусть также с.в.Mn2 имеет распределение Пуассона

с параметром λ = n− 1, n > 2, n ∈ N, и

Nn2 =Mn2 + 1 .

Предположим, что с.в. Nni, i = 1, 2, не зави-

сят от наблюдений X1, X2, . . . Тогда для асимпто-

тического дефекта (с критерием качества (13))
доверительного интервала (XNn1:1 + logα/Nn1,
XNn1:1) относительно доверительного интервала

(XNn2:1 + logα/Nn2, XNn2:1) справедливо равенство:

d = − 1
m
.
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Пусть теперь исходные наблюдения X1, . . . , Xn

представляют собой независимые одинаково рас-
пределенные нормальные с параметрами θ ∈ R,
σ2 > 0 случайные величины. Предположим, что
дисперсия σ2 известна. Для параметра θ рассмот-
рим доверительный интервал с коэффициентом до-
верия 1− α вида

(
�Xn − σuα√

n
, �Xn +

σuα√
n

)
, (14)

где

�Xn =
1

n

n∑

i=1

Xi

а стандартная нормальная функция распределения

� (uα) = 1−
α

2
.

Длина этого доверительного интервала неслучайна
и равна 2σuα/

√
n.

В качестве меры качества доверительного интер-
вала (14) выберем квадрат его длины, т. е. величину

4σ2u2α
n

. (15)

Рассмотрим теперь доверительный интервал для
параметра θ, основанный на выборке случайного
объема Nn вида:

(
�XNn − σuα√

Nn

, �XNn +
σuα√
Nn

)
. (16)

Он имеет также коэффициент доверия 1− α и слу-
чайную длину 2σuα/

√
Nn.

Аналогично в качестве меры качества этого до-
верительного интервала рассмотрим средний ква-
драт его длины, т. е. величину

4σ2u2αEN
−1
n (17)

при условии ENn = n. Найдем дефект случай-
ного доверительного интервала (16) относительно
неслучайного доверительного интервала (14).

Теорема 3.3. Пусть исходные наблюдения X1, . . . , Xn

представляют собой независимые одинаково нормаль-

но распределенные с.в. с параметрами θ ∈ R и σ2 > 0.
Тогда

(1) если с.в. Mn имеет биномиальное распределение

с параметрами m(n− 1), n > 2, и p = 1/m, где

m > 2— фиксированное натуральное число, и

Nn =Mn + 1 ,

то асимптотический дефект случайного дове-

рительного интервала (16) относительно неслу-

чайного доверительного интервала (14) (с кри-

териями качества (15) и (17)) равен

d =
m− 1
m

;

(2) если с.в.Mn имеет распределение Пуассона с па-

раметром λ = n− 1, n > 2, n ∈ N, и

Nn =Mn + 1 ,

то асимптотический дефект случайного дове-

рительного интервала (16) относительно неслу-

чайного доверительного интервала (14) равен

d = 1 ;

(3) если с.в. Nn имеет геометрическое распределе-

ние с параметром p = 1/n, n > 2, то средний

квадрат длины случайного доверительного ин-

тервала (16) равен

4σ2u2αEN
−1
n =

4σ2u2α logn

n− 1 =

= 4σ2u2α

(
logn

n
+
logn

n2
+O

(
logn

n3

))
.

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 3.3 непосредственно
следует из формул (15), (17), (6) и следствий 4.2, 4.5
и 4.4 из работы [1]. Аналогично можно получить
следующую теорему.

Теорема 3.4. Пусть исходные наблюдения X1, . . . , Xn

имеют нормальное распределение с параметрами θ ∈
∈ R и σ2 > 0. Предположим, что с.в. Mn1 имеет би-

номиальное распределение с параметрами m(n − 1),
n > 2, и p = 1/m, где m > 2 — фиксированное

натуральное число, и

Nn1 =Mn1 + 1 .

Пусть также с.в.Mn2 имеет распределение Пуассона

с параметром λ = n− 1, n > 2, n ∈ N, и

Nn2 =Mn2 + 1 .

Предположим, что с.в. Nni, i = 1, 2, не зависят от

наблюдений X1, X2, . . . Тогда для асимптотического

дефекта (с критерием качества (17)) доверительного

интервала
(
�XNn1 − σuα/

√
Nn1, �XNn1 + σuα/

√
Nn1

)

относительно доверительного интервала(
�XNn2 − σuα/

√
Nn2, �XNn2 + σuα/

√
Nn2

)
справед-

ливо равенство:

d = − 1
m
.
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4 Проверка статистических
гипотез

В этом разделе находится асимптотический де-
фект критерия Стьюдента относительно наиболее
мощного критерия в случае выборки случайного
объема из нормального распределения.

Пусть наблюденияX1, . . . , Xn есть независимые
одинаково распределенные нормальные с парамет-
рами θ ∈ R, σ2 > 0 случайные величины. Пред-
положим, что дисперсия σ2 известна. Рассмотрим
задачу проверки простой гипотезы

H0 : θ = 0

против сложной односторонней альтернативы

H1 : θ > 0 .

По лемме Неймана–Пирсона равномерно наибо-
лее мощный критерий уровня значимостиα ∈ (0, 1)
существует и отвергает гипотезуH0, если

√
n �Xn

σ
> u1−α , (18)

где

�Xn =
1

n

n∑

i=1

Xi

и
� (u1−α) = 1− α .

Функция мощности этого критерия имеет вид:

β∗
n(θ) = �

(√
n θ − u1−α

)
.

Предположим, что исходная выборка имеет слу-
чайный объем Nn, и рассмотрим критерий, отвер-
гающий гипотезуH0, если (см. (18))

√
Nn
�XNn

σ
> u1−α . (19)

Тогда этот критерий также имеет размер α и мощ-
ность

Pθ

(√
Nn
�XNn

σ
> u1−α

)
= Eβ∗

Nn
(θ) =

= E�
(√

Nn θ − u1−α

)
.

Рассмотрим теперь для проверки гипотезыH0 про-
тив альтернативы H1 критерий Стьюдента, осно-
ванный на k ∈ N наблюдениях и имеющий крити-
ческую область вида

√
k �Xk

Sk
> cα,k , (20)

где

S2k =
1

k − 1
k∑

i=1

(
Xi − �Xk

)2

и критическое значение cα,k выбрано так, чтобы
этот критерий имел уровень значимости α. В рабо-
те [4, формула (5.6)] для функции мощности этого
критерия получено асимптотическое разложение
вида

βk(θ) = �

(
√
k θ

(
1− u21−α

4k

)
− u1−α

)
+O

(
k−2

)
=

= �

(
√
k θ

(
1− u21−α

4k

)
− u1−α +O

(
k−2

)
)
,

причем это равенство выполнено равномерно по θ.
Приравнивая выражение βkn(θ) к β∗

n(θ), найдем
асимптотический дефект критерия Стьюдента (20)
относительно равномерно наиболее мощного кри-
терия (18):

n

kn
= 1− u21−α

2kn
+O

(
k−2n

)
;

dn = kn − n→ d =
u21−α

2
, n→ ∞ .

Предположим, что исходная выборка имеет слу-
чайный объем Nn, и рассмотрим аналог крите-
рия Стьюдента, отвергающий гипотезу H0, если
(см. (20)) √

Nn
�XNn

SNn

> cα,Nn . (21)

Тогда нетрудно видеть, что этот критерий также
имеет размер α и мощность

Pθ

(√
Nn
�XNn

SNn

> cα,Nn

)
= EβNn(θ) =

= E�

(
√
Nnθ

(
1− u21−α

4Nn

)
− u1−α

)
+O

(
EN−2

n

)
=

= E�

(
√
Nn θ

(
1− u21−α

4Nn

)
− u1−α +O

(
EN−2

n

)
)
.

Для нахождения дефектов критериев, основанных
на выборках случайного объема, рассмотрим в каче-
стве меры качества критериев с критическими обла-
стями (18) и (20) соответственно величины вида

π∗
n =

(
�−1 (β∗

n(θ)) + u1−α

)2
= nθ2 ; (22)

πn =
(
�−1 (βn(θ)) + u1−α

)2
=

=

(
√
n θ

(
1− u21−α

4n

)
+O

(
n−2

)
)2

. (23)
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В качестве меры качества критериев с критически-
ми областями (19) и (21), основанных на выборках
случайного объемаNn, рассмотрим соответственно
усредненные величины (22) и (23):

Eπ∗
Nn
= E

(
�−1(β∗

Nn
(θ)) + u1−α

)2
= θ2ENn ;

Eπn = E
(
�−1 (βNn(θ)) + u1−α

)2
=

= E

(
√
Nn θ

(
1− u21−α

4Nn

)
+O

(
N−2

n

)
)2

.

При условии
Nn = n

эти выражения соответственно приобретают вид:

Eπ∗
Nn
= θ2n ; (24)

EπNn =

= θ2n− θ2u21−α

2
+
θ2u21−α

16
EN−1

n +O
(
EN−3/2

n

)
. (25)

Теперь для нахождения асимптотического дефекта
из равенства

EπNkn
= Eπ∗

Nn

получаем соотношение:

dn = kn − n =
u21−α

2
+O

(
EN−1

kn

)
, kn → ∞ .

Из этой формулы получаем следующую теорему.

Теорема 4.1. Пусть исходные наблюденияX1, . . . , Xn

имеют нормальное распределение с параметрами θ ∈
∈ R и σ2 > 0. Предположим, что с.в. Nn не зависит

от наблюдений X1, . . . , Xn и удовлетворяет следу-

ющим условиям:

Nn = n , EN−1
n → 0 , n→ ∞ .

Тогда асимптотический дефект критерия (21) от-

носительно критерия (19) (с мерами качества (25)
и (24)) равен

d =
u21−α

2
.

Следствие 4.1. Пусть с.в. Nn удовлетворяет усло-
виям теоремы 3.3 (т. е. имеет соответственно пуас-
соновское, биномиальное или геометрическое рас-
пределение), тогда условия теоремы 4.1 выполнены
и асимптотический дефект равен

d =
u21−α

2
.

Найдем теперь дефекты критериев с критиче-
скими областями (19) и (21) относительно критери-
ев, основанных на выборках неслучайного объема

и имеющих соответственно критические области
вида (18) и (20). При этом используем меры каче-
ства (см. (22), (23)):

π∗
n = nθ

2 , Eπ∗
Nn
= θ2ENn ; (26)

πn = nθ
2 − θ2u21−α

2
+
θ2u41−α

16n
+O

(
n−3/2

)
,

Eπn = θ
2ENn − θ2u21−α

2
+
θ2u41−αEN

−1
n

16
+

+O
(
EN−3/2

n

)
. (27)

Теперь, находя kn из равенств

Eπ∗
Nkn
= π∗

n ; EπNkn
= πn ,

получаем следующую теорему.

Теорема 4.2. Пусть исходные наблюдения X1, . . . , Xn

имеют нормальное распределение с параметрами θ ∈
∈ R и σ2 > 0. Предположим, что с.в. Nn не зависит

от наблюдений X1, . . . , Xn и удовлетворяет следу-

ющим условиям:

Nn = n , EN−3/2
n → 0 , n→ ∞ .

Тогда асимптотический дефект критерия (19) от-

носительно критерия (18) (с мерой качества (26))
равен

dn = kn − n = 0 , d = lim
n→∞

dn = 0 .

Асимптотический дефект критерия (21) относи-

тельно критерия (20) (с мерой качества (27)) равен

dn = kn − n =
u41−α

16

(
EN−1

kn
− 1
n

)
+

+O
(
EN−3/2

kn
+ n−3/2

)
, d = lim

n→∞
dn = 0 .

Следствие 4.2. Пусть с.в.Nn удовлетворяет условиям
теоремы 3.3 (т. е. имеет соответственно пуассонов-
ское, биномиальное или геометрическое распреде-
ление), тогда условия теоремы 4.2 выполнены и со-
ответствующие асимптотические дефекты равны
нулю. Более того, в этих случаях справедливы со-
ответственно асимптотические представления для
величины dn в случае критериев (21) и (20)

dn = kn − n =
u41−α

16n2
+ o

(
n−2

)
;

dn = kn − n =
u41−α(m− 1)
16mn2

+ o
(
n−2

)
;

dn = kn − n =
u41−α

16

(
logn

n− 1 −
1

n

)
+ o

(
logn

n

)
.
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5 Заключение

Таким образом, в работе рассмотрены проблемы
точечного оценивания, доверительного оценива-
ния и проверки гипотез, касающиеся неизвестных
параметров распределения. При этом предполага-
ется, что статистики, используемые в статистиче-
ских процедурах, основаны на выборках случайного
объема.

Рассмотрена также байесовская постановка за-
дачи оценивания. С помощью понятия дефекта
проведено асимптотическое сравнение качества та-
ких процедур.

Получены явные формулы для асимптотическо-
го дефекта, имеющего смысл необходимого доба-
вочного числа наблюдений.

Подробно рассмотрены случаи, когда случай-
ный объем выборки имеет распределение Пуассо-
на, биномиальное и геометрическое распределение.
Случай, когда исходные наблюдения распределены
по нормальному закону с неизвестными параметра-
ми, приводится в качестве примера, иллюстриру-
ющего общие результаты. Находятся асимптотиче-
ские дефекты доверительных интервалов, а также
некоторых статистических критериев (например,

критерия Стьюдента), построенных по выборкам
случайного объема.
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МЕТОД КУМУЛЯТИВНЫХ СУММ ДЛЯ ПОИСКА СМЕНЫ

РЕЖИМА В ПРОЦЕССЕ ОРНШТЕЙНА–УЛЕНБЕКА

НА ОСНОВЕ ПРОЦЕССА ЛЕВИ∗

А. В. Черток1, А. И. Каданер2, Г. Т. Хазеева3, И. А. Соколов4

Аннотация: Рассматривается процесс Орнштейна–Уленбека (ОУ) с трендом на основе процесса Леви
для моделирования финансовых временных рядов. Продемонстрировано, что использование процесса
Леви в основе процесса ОУ дает больше гибкости для описания финансовых временных рядов по
сравнению с классической гауссовой моделью. В частности, процесс Леви позволяет моделировать
остатки с тяжелыми хвостами, что является распространенным свойством реальных временных рядов.
Приводятся эффективные решения для оценивания параметров модели с использованием таких методов,
как OLS (ordinary least squares) и RLS (regularized least squares). Решается задача поиска моментов смены
режима в модели при условии поступления данных в режиме реального времени. Приведен алгоритм,
основанный на CUSUM (CUmulative SUM) методах, способный последовательно обрабатывать смены
режима и поддерживать параметры модели актуальными для каждого момента времени. Решение задачи
поиска разладки модели и соответствующих смен режима имеет важное прикладное значение, поскольку
в большинстве случаев параметры моделей, описывающих динамику реальных систем, меняются во
времени под действием внешних факторов.

Ключевые слова: случайные процессы; процессы со свойством возвратности к среднему; процесс
Орнштейна–Уленбека, управляемый процессом Леви; процесс Орнштейна–Уленбека с трендом; смена
режима; CUSUM-алгоритмы
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1 Введение

Процессы со свойством возвратности к средне-
му играют важную роль в моделировании динами-
ки явлений из различных областей человеческой
деятельности. В частности, эти процессы привле-
кательны для моделирования различных явлений
в эконометрике, таких как процентные ставки, кур-
сы обмена валют и цены на сырьевые товары, где
свойство возвратности к среднему имеет фундамен-
тальную природу.

В работе [1] рассмотрено несколько видов
случайных процессов со свойством возвратности
к среднему и описаны их основные характеристи-
ки. В настоящей статье в качестве такого процесса
рассматривается процесс ОУ, управляемый процес-
сом Леви.

Классическая версия процесса была впервые
представлена в совместной работе голландских фи-

зиков Л. С. Орнштейна и Дж. Е. Уленбека [2] в ка-
честве модели, которая способна описать данные
с гауссовской и диффузионной структурой. В эко-
номике же классический процесс ОУ известен как
модель Васичека благодаря фундаментальной ра-
боте [3], где автор предлагает использовать ее для
моделирования временн‚ого ряда процентной став-
ки. Ее основной недостаток заключается в том,
что существует ненулевая вероятность появления
отрицательных значений, нереалистичных для эко-
номических процессов. Для решения данной про-
блемы позднее была разработана экспоненциаль-
ная модель Васичека, а также модель процесса
Кокса–Ингерсолла–Росса, также называемая «мо-
делью с квадратным корнем», в которой процентная
ставка принимает только неотрицательные значе-
ния и имеет гамма-распределение [4].

В настоящей статье подтверждается тот факт,
что предположение нормальности в классической
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Метод кумулятивных сумм для поиска смены режима в процессе Орнштейна–Уленбека на основе процесса Леви

Рис. 1 График соотношения цен для фьючерсов компаний «Лукойл» и «Роснефть»

версии процесса ОУ не описывает реальную струк-
туру данных, и поэтому рассматривается обоб-
щение классического процесса — процесс ОУ,
управляемый процессом Леви. Некоторые его
модификации изучены в работе [5]. Предложено
рассматривать нормальный обратный гауссовский
и дисперсионный гамма-процесс для описания ди-
намики его остатков. Распределения прираще-
ний этих процессов имеют хвосты тяжелее, чем
у нормального распределения, что часто встречает-
ся в реальных данных.

Дополнительная мотивация в использовании
именно этих распределений исходит из приложе-
ний в финансах. Например, дисперсионное гам-
ма-распределение используется для моделирования
цен акций, как это делается в работе [6], а нормаль-
ное обратное гауссовское распределение хорошо
описывает логарифмические приращения цен ак-
тивов, например в работе А. В. Кузьминой [7] это
подтверждается на примере данных о цене фьючер-
са RTS.

Для более общего механизма построения мо-
делей к классической модели ОУ добавляется ли-
нейная составляющая, или тренд. Такой подход
позволяет моделировать большее число явлений,
не выходя за рамки одной модели.

Как известно, финансовые рынки являются ди-
намическими и нестационарными системами. По-
этому отношения, связывающие различные факто-
ры рынка, склонны меняться во времени. Пример
данного явления продемонстрирован на рис. 1. По
оси x отложены цены фьючерса на акции компании
«Роснефть» (ROSN), а по оси y — цены фьючерса
на акции компании «Лукойл» (LKOH) с 08.01.2013

по 28.10.2016. Видно, что параметры этой зависи-
мости являются также изменяющимися во времени
на протяжении дня, так как можно отчетливо вы-
делить области, где точки группируются в окрест-
ностях прямых с разными параметрами.

Все это ставит задачу определения моментов,
в которые предложенная для описания данных мо-
дель с определенными параметрами перестает ра-
ботать, после чего процесс начинает следовать той
же самой модели, но уже с другими параметрами.
В данной статье эта проблема решена для модели
ОУ. Более того, предлагается процедура оценивания
параметров и обнаружения смен режима в реаль-
ном времени с использованием RLS или рекур-
сивного метода наименьших квадратов для оцени-
вания параметров, а также алгоритм, основанный
на CUSUM-процедурах для обнаружения смен ре-
жима. В конце статьи предложенная процедура
применяется на различных данных.

2 Моделирование временного
ряда

2.1 Одномерный процесс
Орнштейна–Уленбека

Процесс ОУ с трендом, управляемый процессом
Леви, определяется как решение стохастического
дифференциального уравнения (СДУ):

d (Xt − µ− νt) = −α (Xt − µ− νt) dt+ dLλt ,

∀ t > 0 ;
X(0) = X0 ,
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где α, µ ∈ R; Lt — процесс Леви; X0 — некоторая
случайная величина, независимая от {Lt}; ν опре-
деляет постоянный на всем промежутке времени
линейный тренд. Параметр µ здесь означает дол-
госрочное среднее, а α определяет скорость стрем-
ления процесса возвращаться к своему среднему —
тренду.

Как показано в [8], данное СДУ имеет следу-
ющее решение:

X(t) = νt+ µ+ exp (−αt)×

×


(X0 − µ) +

t∫

0

exp(αs) dLλs


 , X0 = X(0) ,

или

X(t+ τ) = µ+ ν(t+ τ) + exp (−ατ)×

×


(X(t)− µ− νt) + exp(−αt)

t+τ∫

t

exp(αs) dLλs


 . (1)

Отсюда, в частности, следует, что Xt — марковский
процесс. Еще стоит заметить, что данное решение
единственно с точностью до неотличимости [9].
Для более подробного рассмотрения процессов Ле-
ви см. [8, 10].

Для удобства обозначим через Yt = Xt − µ −
− νt соответствующий приведенный процесс ОУ
без тренда и имеющий нулевое среднее.

Свойство возвратности процесса Yt к нулевому
уровню при α > 0 может быть получено из (1): ес-
ли Yt стал больше 0 в момент времени t, то коэффи-
циент при dt отрицательный и Yt будет стремиться
немедленно вернуться к 0; аналогично происходит,
если случайный процесс становится меньше 0.

2.1.1 Авторегрессия и оценка параметров

Пусть X∗ =
(
X∗

ti

)
i=1,...,N

— наблюдения с ин-
тервалом – = 1 процесса, описываемого опреде-
ленной выше моделью ОУ с трендом. В дискретном
случае уравнение процесса (1) выглядит следующим
образом:

Xi+1 = µ+ µ0
(
1− e−λ

)
+ µ

(
1− e−λ

)
i+

+ e−λXi + li , (2)

где li — некоторая случайная величина с нулевым
средним.

Соотношение (2) описывается регрессионной
моделью. Запишем его в виде:

Xi+1 = c+ bti + aXi + li .

Чтобы оценить параметры a, b и c регрессии,
можно воспользоваться методом наименьших квад-
ратов и получить оценки �a, �b и �c. Тогда параметры
исходного процесса ОУ с трендом можно получить
из соотношений:

�λ = − ln �a
τ
; �µ =

�b

1− �a ; �µ0 =
�c− �µτ
1− �a .

Из независимости приращений также можно
явно посчитать логарифмическую функцию прав-
доподобия:

L (X∗, θ) =

n∑

k=2

ln fYi|Yi−1
(Xi, θ) =

=
n∑

k=2

ln f (Yi − aYi−1 − c, θ) ,

где θ — параметры модели.

2.1.2 Симуляция

Используя соотношения авторегрессионного
вида процесса ОУ, можно смоделировать процесс
ОУ итеративно, задав некоторую начальную точ-
ку X0. На рис. 2 проиллюстрирован построенный
итеративно процесс ОУ с положительным трендом.

Рис. 2 Пример процесса ОУ с трендом (α = 0,5, ν = 0,1,
µ0 = 0 и σ = 1)

2.2 Частные случаи моделирования
остатков процесса
Орнштейна–Уленбека

В работе [11] авторы приводят быстрые и эффек-
тивные методики для симуляции различных ОУ-
процессов, управляемых процессом Леви, а также
описание множества различных частных его слу-
чаев. Будем рассматривать три типа процессов
Леви: винеровский процесс, дисперсионный гам-
ма-процесс (VG), а также нормальный обратный
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гауссовский процесс (NIG). Оба последних про-
цесса моделируют тяжелые хвосты и принадлежат
классу обобщенных гиперболических распределе-
ний. Они часто применяются в финансах и эко-
нометрике (для VG см. [12, 13]), для NIG см. [10,
14–16]).

2.2.1 Дисперсионный гамма-процесс

Определение 2.1. Случайная величина ξ имеет дис-
персионное гамма-распределение, если ее плот-
ность распределения имеет вид:

fξ(x) =

∞∫

0

1

σ
√
2πg
exp

(
− (x− θg)2

2σ2g

)
×

× g1/ν−1 exp (−g/ν)
ν1/ν• (1/ν)

dg , x ∈ R, (3)

где •(x), x > 0, — гамма-функция, а σ > 0, ν > 0,
θ ∈ R.

Обозначение: ξ ∼ V (σ, ν, θ).

Определение 2.2. Случайный процесс V = (Vt)t>0
с параметрами σ > 0, ν > 0, θ ∈ R, заданный на ве-
роятностном пространстве (Ÿ, F,P) со значениями
в R, называется дисперсионным гамма-процессом,
если V0

p.n.
= 0, V имеет независимые приращения

и для любых s > 0, t > 0 V имеет стационарные
приращения с дисперсионным гамма-распределе-
нием (3) с параметрами σ

√
t > 0, ν/t > 0 и tθ >

> 0, т. е.

Vt+s − Vs
d
= Vt − V0 ∼ V

(
σ
√
t,
ν

t
, tθ

)
.

Характеристики дисперсионного гамма-про-
цесса V = (Vt)t>0 с параметрами σ, ν и θ пред-
ставлены в табл. 1.

В работе [13] показано, что плотность диспе-
рсионного гамма-процесса V = (Vt)t>0 выражается

аналитически с использованием модифицирован-
ной функции Бесселя второго рода с индексом ν.

2.2.2 Нормальный обратный гауссовский процесс

Определение 2.3. Случайная величина η имеет нор-
мальное обратное гауссовское распределение с па-
раметрами α, β, δ и µ (η ∼ NIG (α, β, δ, µ)), если ее
плотность распределения имеет вид:

fη(x, α, β, δ, µ) =
αδ

π
exp

(
δ
√
α2 − β2 + β(x − µ)

)
×

×
K1

(
α
√
δ2 + (x− µ)2

)

√
δ2 + (x − µ)2

,

где K1(z) = (1/2)
∫∞

0 exp(−(1/2)z(u+ u−1)) du, z >
> 0, — модифицированная функция Бесселя вто-
рого рода с индексом 1, α > 0, −α < β < α, δ > 0,
µ ∈ R, x > 0.

Параметры α, β, δ и µ являются параметрами
формы, асимметрии, масштаба и расположения со-
ответственно.

Определение 2.4. Случайный процесс N = (Nt)t>0
с параметрами α, β, δ и µ, заданный на вероят-
ностном пространстве (Ÿ, F, P ) со значениями в R,
называется нормальным обратным гауссовским
процессом, если N0

p.n.
= 0, N имеет независимые

приращения и для любых s > 0, t > 0 N имеет ста-
ционарные приращения с нормальным обратным
гауссовским распределением:

Nt+s −Ns
d
= Nt −N0 ∼ NIG (α, β, δt, µt)

с параметрами α > 0, −α < β < α, δt > 0 и µt ∈ R.

Плотность нормального обратного гауссовского
распределения может быть представлена в анали-
тической форме.

Характеристики нормального обратного гаус-
совского распределения представлены в табл. 2.

Таблица 1 Характеристики дисперсионного гамма-процесса V = (Vt)t>0

Математическое
ожидание

Дисперсия Асимметрия Эксцесс

θt
(
σ2 + νθ2

)
t

θν
(
3σ2 + 2νθ2

)

t1/2
(
σ2 + νθ2

)3/2
3

(
1 +
2ν

t
− νθ4t

(
σ2 + νθ2

)
−2

)

Таблица 2 Характеристики нормального обратного гауссовского распределения

Математическое ожидание Дисперсия Асимметрия Эксцесс

µ+ δτ
δ2(1 + τ 2)

ξ

3

τ
√

ξ(1 + τ 2)

3

ξ

(
1 + 4

τ 2

1 + τ 2

)
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3 Оценивание параметров
и поиск смен режима
в реальном времени

В данной разделе рассмотрено моделирование
и описание данных при условии их поступления
в режиме реального времени, когда значения вы-
борки данных поступают одно за другим. Специ-
фика данной задачи заключается в высокой ско-
рости поступления данных в ее приложениях и их
большом объеме, поэтому любые приводимые ал-
горитмы должны быть достаточно быстрыми и эф-
фективно использовать компьютерную память.

3.1 Оценивание параметров

Без каких-либо ограничений на компьютерные
мощности самым очевидным решением для оцени-
вания параметров было бы на каждом шаге исполь-
зовать метод наименьших квадратов (OLS). Чтобы
удовлетворить необходимость обрабатывать пото-
ковые данные, воспользуемся рекурсивным мето-
дом наименьших квадратов (RLS). Данный алго-
ритм на каждом шаге обновляет рекурсивно оценку
параметра θ и ковариационную матрицуXTX вмес-
то того, чтобы насчитываться с нуля каждый раз.
Данный алгоритм и его реализация хорошо извест-
ны и могут быть найдены в [17].

3.2 Постановка простейшей смены
режима

В реальной жизни некоторые явления могут
быть связаны отношениями, например линейны-
ми, параметры которых изменяются во време-
ни. Самым простым подобным примером является
процесс, описываемый следующим образом:

Mt =

{
M1

t , t 6 t∗ ;

M2
t , t > t∗ ,

где t ∈ [1, . . . , T ] обозначает время; t∗ — критиче-
ское значение внешней переменной t, или момент
смены режима (change point, regime switch); M1,2 —
это две различные модели, соответствующие раз-
ным временным промежуткам: до и после. В общем
случае нельзя точно определить значение t∗. Задача
состоит в том, чтобы наилучшим образом оценить
ее значение, имея на входе выборку наблюдений,
при условии что на данном временн‚ом промежут-
ке произошла ровно одна смена режима (рис. 3),
а также оценить параметры старой и новой модели.
В данном случае рассматривается модель ОУ и ис-
следуемый процесс выглядит следующим образом:

Рис. 3 Пример смены режима

Xt =

{
OU1t , t 6 t∗ ;

OU2t , t > t∗ ,

где OUi — процессы ОУ, описанные выше.

3.3 Постановка задачи для потоковых
данных

В случае потока данных значения выбор-
ки X1, X2, . . . , Xn, . . . поступают последовательно.
В этом случае нет предпосылок для того, чтобы в ка-
кой-то момент произошла смена режима, а сами
смены могут происходить последовательно много
раз. Задача состоит в том, чтобы последователь-
но их обнаруживать и предоставлять оценку для
параметров новой модели. Эффективность мето-
дов определяется тем, как часто метод ошибочно
определяет режимы и как быстро он способен об-
наруживать смену режима.

3.4 Решение задачи

В современной литературе можно найти мно-
жество методов для определения смен режима.
Основным применяемым подходом является по-
строение по наблюдаемой системе некоторого де-
тектора (change-detector), который сигнализирует,
когда параметры модели перестают соответствовать
выборке наблюдений и предположительно сме-
нился режим. Одним из таких методов является
CUSUM-тест, или метод кумулятивных сумм, ко-
торый рассматривается в данной работе для об-
наружения смен режима. Стоит отметить другие
известные методы, такие как метод GLT (general-
ized likehood test) [18] и MLT (marginalized likelihood
text) [19].
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3.4.1 Краткое описание CUSUM-методов

В данной статье будут рассмотрены два базовых
CUSUM-метода: CUSUM-метод, основанный на
максимизации правдоподобия выборки наблюде-
ний, и CUSUM-метод, определяющий смену сред-
него значения выборки наблюдений.

CUSUM-метод максимизации правдоподобия

Пусть есть некоторый поток данных X∗ =
= X∗

1 , . . . X
∗
n, . . ., элементы которого являются вы-

боркой независимых одинаково распределенных
случайных величин. Обозначим плотность со-
ответствующей случайной величины через pθ(x).
Предполагается, что в какой-то момент времени r∗

может произойти смена режима модели. Это озна-
чает, что до r∗ в модели действует параметр θ0,
а после — θ1. Введем соответствующие гипотезы:
гипотезу «неизменности» модели H0 (разладки не
произошло) и гипотезуH1 об «одноразовой разлад-
ке». Одним из самым известных и простых методов
для нахождения разладки модели является тест от-
ношения правдоподобий [20].
Алгоритм 3.1. Определим логарифмическое отно-
шение правдоподобий для моделей H0 и H1:

LLR (X, r∗) = ln
pH1(X)

pH0(X)
.

Тогда принимается гипотеза H1, если LLR > h, где
параметрh отвечает за чувствительность алгоритма:
чем меньше h, тем быстрее будет происходить об-
наружение разладки, но при этом тем больше будет
срабатывать ложных сигналов.

К сожалению, в данном случае неизвестно зна-
чение r∗ и поэтому явно посчитать pH1(X) не пред-
ставляется возможным. Данную проблему можно
решить, перебрав все значения r∗ и взяв то, ко-
торому соответствует максимальное значение LLR.
Данный метод называется обобщенным методом
максимального правдоподобия (GLT).

Алгоритм 3.2. Определим обобщенное логариф-
мическое отношение правдоподобий для выборки
размера N :

GLLR(X) = max
16r∗6N

LLR(X, r∗) =

= max
16r∗6N

ln
pH1(X)

pH0(X)
= max
16r∗6N

N∑

i=r∗

ln
pθ1(Xi)

pθ0(Xi)
.

Тогда на каждом шаге n принимается гипотеза H1
против гипотезы H0, еслиGLLR(X) > h.

Введем кумулятивную сумму точечных отноше-
ний правдоподобий:

S(n) =

n∑

i=1

ln
pθ1(Xi)

pθ0(Xi)
.

Тогда

LLR(X, r∗) = S(N)− S(r∗) ;

GLLR(X,N) = S(N)− min
16r∗6N

S(r∗) ,

где

�r∗ = argmin
16r∗6N

S(r∗) .

Заметим, что для того чтобы использовать алго-
ритм 3.2, достаточно считать кумулятивную сум-
му S. Более того, так как уровень h берется поло-
жительным, вместо того, чтобы явно насчитывать
значениеGLLR на каждом шаге, достаточно рекур-
сивно считать функцию

G(N) = max

(
G(N − 1) + ln pθ1(XN )

pθ0(XN )
, 0

)
,

которая совпадает с GLLR там, где последняя по-
ложительна. В этом и заключается метод кумуля-
тивных сумм. Из вышесказанного вытекает следу-
ющий алгоритм, эквивалентный алгоритму 3.2:

Алгоритм 3.3. На каждом шаге N принимается ги-
потеза H1 против гипотезы H0, если G(N) > h.

На практике значение θ0 можно оценить, а зна-
чение θ1 неизвестно. Поэтому берут θ1 = θ0 + δ,
где δ — минимальная величина, изменение кото-
рой хотят детектировать.

CUSUM-метод определения смены среднего выборки

Алгоритм 3.4. Определим рекурсивно

S+n = max

(
S+n−1 +

XN − µ0
σ

− k, 0

)
,

где µ0 — среднее текущей модели; σ — среднее
текущей выборки; k — уровень чувствительности
метода к разбросам. Тогда считается, что принима-
ется гипотеза H1, если S+n > h.

Подробнее с алгоритмом можно ознакомиться,
например, в [21].

3.5 Общий алгоритм для процесса
Орнштейна–Уленбека

Как было замечено ранее, приведенный процесс
ОУ с трендом обладает авторегрессионным свой-
ством AR(1). Поэтому можно применять CUSUM-
метод максимального правдоподобия для прира-
щений li данного процесса. Данный метод будем
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применять для детектирования смены волатиль-
ности модели, в то время как для обнаружения
смены среднего, или тренда, будем применять
CUSUM-метод поиска смены среднего. Применить
первый алгоритм для детектирования среднего ока-
зывается сложно из-за большого числа параметров,
которые нельзя адекватно оценить, в частности па-
раметров µ0 и ν.

Таким образом, общий алгоритм следующий:

Алгоритм 3.5.

1. На каждом шаге оцениваем наиболее вероят-
ные параметры выборки θ0 для выбранной мо-
дели с помощью метода RLS.

2. На каждом шаге считаем значения детекторов
CUSUM смены волатильности и смены тренда.

3. В случае, когда детекторы сигнализируют
о смене режима, проходимся общим методом
обобщенного отношения правдоподобий (GLT)
по выборке и находим наиболее вероятную точ-
ку смены режима r∗ с оценкой параметров θ1.
Далее исключаем из выборки все ее элемен-
ты до r∗ и продолжаем процедуру алгоритма
с θ0 := θ1.

4 Анализ данных

В этом разделе описывается моделирование
процессом ОУ реальных финансовых данных. В ка-
честве данных были выбраны секундные данные по
ценам фьючерсов на индекс RTS (xt) и на акции
компании «Газпром» (yt) с MOEX за 07.10.2014. Ес-
ли наблюдения сделаны через равные промежутки
времени, то можно рассматривать их как времен-
ной ряд. Предполагается, что разность zt = xt − 6yt

обладает свойством стационарности и может быть
описана с помощью процесса ОУ. Для того чтобы

ряд имел свойство авторегрессии, вычитаем из ряда
его скользящее среднее с периодом 5 мин.

Тест Дики–Фуллера (с уровнем значимости
0,05) подтверждает предположение о стационар-
ности: значение статистики Дики–Фуллера:
−25,374; p-значение: 0,001. Тест отвергает нуле-
вую гипотезу о существовании единичного корня
с уровнем значимости 0,05, что подтверждает ста-
ционарность данного ряда. Для проверки наличия
свойства AR(1) проанализируем вид автокорреля-
ционной (ACF) и частичной автокорреляционной
(PACF) функций.

Для модели AR(1) характерен следующий вид
автокорреляционных и частичных автокорреляци-
онных функций: график ACF экспоненциально
убывает, а график PACF имеет пик при значении
сдвига, равном 1, и практически равен 0 при значе-
ниях сдвига более высокого порядка.

На рис. 4 изображен график PACF для рассмат-
риваемых данных. Заметно, что он имеет пик при
сдвиге 1 и практически равен нулю для сдвигов бо-
лее высокого порядка. На рис. 5 ACF для исходных
данных убывает экспоненциально. Такое поведе-
ние графиков ACF и PACF соответствует модели
AR(1).

Теперь можно говорить о том, что данные пред-
ставляют собой процесс ОУ, и перейти к оценке его
параметров.

Для начала оценим параметры θ и α с помощью
метода наименьших квадратов, получаем оценки
параметров �θ = 0 и �α = 0,7506.

Для того чтобы оценить качество полученных
оценок для данного процесса, построим QQ-плот
для оцененных параметров нормального распреде-
ления для остатков (рис. 6). Это график, где по
оси x — квантили теоретического распределения,
а по оси y — эмпирические квантили данных. Ес-
ли теоретическое распределение хорошо описывает

Рис. 4 Частичная автокорреляционная функция Рис. 5 Автокорреляционная функция
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Рис. 6 Графики QQ-plot для оценивания параметров

реальные данные, то график «квантиль–квантиль»
близок к прямой y = x.

Видно, что нормальное распределение не очень
хорошо описывает распределение остатков. По-
пробуем вместо нормального распределение
использовать распределение с более тяжелыми хво-
стами, например дисперсионное гамма-распреде-
ление и нормальное обратное гауссовское распреде-
ление. Для оценки параметров этих распределений
используем метод максимального правдоподобия,
описанный в п. 3.2.3.

Анализируя графики QQ-plot (см. рис. 6) для
оцененных параметров дисперсионного гамма-
и нормального обратного гауссовского распреде-
лений для остатков, можно прийти к выводу, что
дисперсионное гамма- и нормальное обратное гаус-
совское распределение лучше описывают структуру
независимых приращений в процессе ОУ.

Для того чтобы оценить качество полученных
результатов, применим критерий согласия Колмо-
горова для новой выборки данных. Результат под-
счета статистики представлен в табл. 3.

По результатам, представленным в табл. 3,
можно заключить, что гипотеза о нормальном рас-
пределении остатков отвергнута при уровне зна-
чимости 0,01, гипотеза о дисперсионном гамма-
распределении остатков и нормальном обратном
гауссовском распределении остатков принята при
уровне значимости 0,01.

Таблица 3 Оценки параметров с результатом критерия
Колмогорова

Оценка параметра
Значение

статистики
p-значение

N(µ, σ2)
�µ 0
�σ 3,6885

0,087731 1,6679 · 10−12

�σ 3,6712
VG(σ, ν, θ) �ν 1,5226 0,026806 0,14799

�θ 0,0379

NIG (θ, ξ, δ, µ)

�θ 0,0592
�ξ 0,3714
�δ 2,2690
�µ −0,0963

0,034654 0,025953
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Рис. 7 Пример применения CUSUM-алгоритма Рис. 8 Пример применения CUSUM-алгоритма

Полученный результат говорит о том, что струк-
тура реальных данных сложнее, чем может описать
классический процесс ОУ. Целесообразнее исполь-
зовать обобщенный процесс ОУ, где процесс бро-
уновского движения заменен на процесс Леви.

4.1 Применение алгоритма
для детектирования изменения
волатильности

Будем рассматривать гауссовский процесс ОУ.
Для этого были сгенерированы две выборки про-
цесса размера 100 с σ1 = 1 и σ2 = 3. Для CUSUM-
теста будем брать θ1 = 2, т. е. δ = 1. Уровень h = 45.
Результат применения алгоритма проиллюстриро-
ван на рис. 7. На рис. 7, а изображена выборка
сгенерированного процесса ОУ со сменой режи-
ма, в то время как на рис. 7, б построено значение
CUSUM-детектора. Сплошная вертикальная линяя
обозначает фактическую смену режима, а пунктир-
ная — время ее обнаружения. Заметим, что смена
режима могла бы быть обнаружена быстрее при
другом выборе уровня h.

4.2 Применение алгоритма
для обнаружения тренда

Для обнаружения тренда также были сгенери-
рованы две выборки гауссовского процесса ОУ, ко-

торые потом были склеены. Параметры процессов
следующие: α0 = 0,5, ν0 = 0, µ00 = 0, σ0 = 0,6,
α1 = 0,5, ν1 = 0,05, µ10 = 0 и σ1 = 0,6. Аналогично
построена выборка и значения CUSUM-детекто-
ра. Уровень h = 13. Алгоритм успешно определил
смену режима (рис. 8).

5 Заключение

В статье рассмотрен процесс ОУ с трендом,
управляемый процессом Леви, для описания фи-
нансовых временн‚ых рядов. На реальных данных
было показано, что дисперсионный гамма- и нор-
мальный обратный гауссовский процессы в каче-
стве процесса Леви способны гораздо точнее опи-
сывать реальные явления. Также были рассмотрены
проблемы разладки модели и поиска смены режима
в реальном времени. Была представлена процедура
обнаружения разладки модели, а также определе-
ния параметров новой модели. Данный алгоритм
способен детектировать многократные смены ре-
жима последовательно, сохраняя текущую модель
актуальной для текущего потока данных.
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Abstract: The article considers using a trending Ornstein–Uhlenbeck process, driven by a Levy process, for
modeling financial time series. The authors demonstrate that the Levy driven model gives more flexibility to
describe financial time series than the simple classical model. In particular, the Levy driven model allows modeling
distributions with heavy tails, which is a common property of time series in real applications. The authors describe
efficient methods for estimating model parameters using such methods as OLS (ordinary least squares) and RLS
(regularized least squares). The article also solves the regime switching problem in a real time data stream. The
authors built an algorithm based on CUSUM (CUmulative SUM) methods that is capable of determining regime
switches consecutively as they happen online and keep model parameters up to date. Solution of the regime
switching problem is important in real applications, since the dynamics of real systems tend to change over time
under the influence of external factors.
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О РАЗМЕЩЕНИИ ЗАДАНИЙ НА ДВУХ СЕРВЕРАХ

ПРИ НЕПОЛНОМ НАБЛЮДЕНИИ∗

М. Г. Коновалов1, Р. В. Разумчик2

Аннотация: Рассматривается задача эффективного распределения заданий в системах обслуживания,
состоящих из двух параллельно работающих серверов с очередями неограниченной емкости и одним дис-
петчером, немедленно распределяющим поступающие задания по серверам. При поступлении очеред-
ного задания диспетчер принимает решение, основываясь только на информации о производительности
серверов, распределении времени между поступлениями заданий и распределении их размеров. Другая
информация о состоянии системы (как, например, длина очередей) диспетчеру недоступна. Для таких
ненаблюдаемых систем известно, что минимум среднего времени пребывания задания в системе обес-
печивает детерминированная (периодическая) стратегия. Поскольку при принятии решения диспетчер
неявно наблюдает и момент поступления задания в систему, возникает следующий вопрос: возможно ли
уменьшить среднее время пребывания в системе, если учитывать предысторию моментов поступления
заданий? В работе с помощью численных экспериментов дается положительный ответ. Диспетчеризация,
которая позволяет это сделать, основывается помимо априорной информации о системе на оценках
состояния очереди по результатам имеющихся наблюдений. Достигаемый выигрыш составляет от 1,5%
до 10% по сравнению с известной оптимальной стратегией и увеличивается при уменьшении дисперсии
длины заданий. При малых значениях дисперсии предложенная стратегия является более эффективной,
чем диспетчеризация по самой короткой очереди.

Ключевые слова: системы с параллельным обслуживанием; стратегии размещения заданий; диспетчери-
зация; управление при неполном наблюдении
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1 Введение

Во многих технических, информационных
и других системах имеются параллельно работа-
ющие обслуживающие ресурсы (серверы), на ко-
торые поступают заявки на выполнение заданий.
При этом возникает проблема построения опти-
мальной процедуры выбора сервера для выполне-
ния очередного задания (проблема диспетчериза-
ции). Оптимальность может пониматься в разных
смыслах, однако для распределенных компьютер-
ных систем передачи, обработки и хранения данных
наиболее популярным критерием оптимальности
является среднее время пребывания задания в сис-
теме (активно используется также среднее значе-
ние для отношения времени выполнения задания
к его размеру (в зарубежной литературе — slow-
down)). Проблема диспетчеризации является слож-
ной, и относящиеся к ней задачи чаще всего не
удается решить исключительно математическими
методами. Поэтому нередким явлением стало при-
менение методов статистического моделирования,

эвристических идей и инженерного подхода для
получения удовлетворительных решений. К насто-
ящему времени по данной проблематике известно
очень большое число работ теоретического и при-
кладного характера (см., например, обзоры [1, 2]).
Несмотря на это, круг нерешенных или не впол-
не решенных вопросов остается широким и, как
свидетельствуют регулярно появляющиеся публи-
кации в ведущих периодических научных изданиях,
исследования в данной области актуальны [3–5].

Следуя [3], напомним, что оптимальная про-
цедура в рассматриваемых системах существенным
образом зависит от:

– типа и количества информации, доступной при
принятии решения;

– правил обработки заданий внутри серверов;

– критерия оптимальности.

В данной работе рассматривается проблема дис-
петчеризации в следующих предположениях:

∗Работа выполнена при частичной поддержке РФФИ (проект 15-07-03406).
1Институт проблем информатики Федерального исследовательского центра «Информатика и управление» Российской академии

наук, mkonovalov@ipiran.ru
2Институт проблем информатики Федерального исследовательского центра «Информатика и управление» Российской академии

наук, Российский университет дружбы народов, rrazumchik@ipiran.ru
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(1) при принятии решения доступна априорная
информация о системе (распределение време-
ни между поступлениями заданий, распреде-
ление размера заданий, производительности
серверов);

(2) наблюдаются моменты поступления заданий
и известны принятые в эти моменты решения;

(3) серверы работают параллельно и независимо
друг от друга, переход заявок между серверами
невозможен;

(4) задания внутри сервера обслуживаются в по-
рядке поступления;

(5) критерием оптимальности является минимум
среднего времени пребывания задания в сис-
теме.

Таким образом, в данной статье речь пойдет об
оптимальных с точки зрения минимального сред-
него времени пребывания стратегиях в «почти»
ненаблюдаемых системах параллельной обработ-
ки заданий. Основная отличительная особенность
постановки задачи в том, что недоступна дина-
мическая информация о состоянии системы (на-
пример, о числе заданий на серверах, об остаточ-
ных временах обслуживания, о размерах заданий
и др.). С практической точки зрения данные систе-
мы находят применение при моделировании систем
облачных вычислений, grid-систем1 и ряда других
систем (см., например, [6–8]).

2 Постановка задачи

Проблема диспетчеризации порождает большое
число задач, многие из которых формулируются
в рамках следующей схемы.

В систему из двух серверов поступает рекуррент-
ный входной поток заданий, так что интервалы вре-
мени между поступлениями заданий образуют по-
следовательность независимых случайных величин
с одинаковым распределением. Задания имеют слу-
чайную длину (объем), которая определяется одним
и тем же распределением. Каждое поступившее за-
дание должно быть немедленно направлено на один
из серверов. Каждый сервер имеет неограниченный
бункер (очередь) для хранения заданий. Выполне-
ние заданий происходит в порядке поступления,
без перерывов между окончанием выполнения од-
ного задания и началом следующего (при наличии
непустой очереди). Серверы работают независимо,
без обмена заданиями. Описанная схема приводит
к следующей математической модели.

Обозначим через F функцию распределения
длины интервала между последовательными по-
ступлениями заданий, а через G — функцию рас-
пределения длины задания. Производительность
(интенсивность обслуживания) одного из серверов
полагаем равной 1. Производительность другого
сервера (более быстрого) обозначим через v (> 1).
Серверы и связанные с ними величины будем ин-
дексировать цифрами 0 (более медленный сервер)
и 1.

Система функционирует в непрерывном време-
ни t ≥ 0. Пусть 0 ≤ t1 < · · · < tn < · · · — по-
следовательность моментов поступления заданий
в систему, а –n = tn+1 − tn — промежутки между
этими моментами. Обозначим через xn длину зада-
ния, поступившего в момент tn. Обозначим также
через u(i)n время, необходимое для выполнения всех
заданий, имеющихся на сервере i (= 0∨1)к моменту
t = tn − 0 (т. е. в момент, «непосредственно пред-
шествующий» поступлению в систему очередного
задания). Уточним, что величины u

(i)
n включают,

в том числе, время, необходимое для завершения
заданий, уже находящихся в стадии непосредствен-
ного выполнения. Назовем эти величины «остаточ-
ными временами». Решение (действие), принима-
емое в момент tn относительно вновь поступившего
задания, обозначим через yn. Полагаем, что yn = 0,
если задание направлено на сервер 0, и yn = 1, если
решение противоположное. Очевидно, справедли-
вы соотношения:

u
(0)
n+1 =

(
u(0)n + (1 − yn)xn −–n

)+
;

u
(1)
n+1 =

(
u(1)n + yn

xn

v
−–n

)+
,

где a+ = max(a, 0).
Задание, поступившее в момент tn и обслужен-

ное согласно правилу yn, проведет в системе время,
равное

wn = u
(yn)
n +

xn

1− yn + ynv
,

где первое слагаемое — это время, проведенное
в очереди, а второе — время непосредственного вы-
полнения. Таким образом, возникает общая задача
отыскания такой стратегии y = {yn, n = 1, 2, . . .},
которая минимизировала бы предельное среднее
время пребывания заданий в системе, определя-
емое как

W =W (y;F,G) = lim
N→∞

1

N

N∑

n=1

Eywn ,

где Ey — интегрирование по мере, порождаемой
последовательностью y, а существование предела

1Строящихся на их основе систем добровольных вычислений (volunteer computing).
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обусловлено структурой этой последовательности,
которая обычно выбирается из «разумных сообра-
жений» достаточно регулярной. Стратегия y на-
зывается диспетчеризацией, а ее элементы yn —
правилами диспетчеризации.

Сформулированная общая постановка задачи
фактически распадается на ряд задач в зависимости
от того, на каком множестве допустимых диспет-
черизаций осуществляется минимизация. В свою
очередь, задание множества допустимых стратегий
можно интерпретировать с точки зрения возмож-
ностей наблюдения за траекторией процесса. Ес-
ли обозначить через hn совокупность наблюдаемых
параметров системы до момента принятия реше-
ния tn, то допустимое правило диспетчеризации
имеет вид:

yn = f (hn) ,

где f — рандомизированная или детерминиро-
ванная функция со значениями 0 или 1, а hn

принимает значения из некоторого множества
наблюдений Hn. Наиболее употребительными
и исследованными являются следующие четыре ва-
рианта.

1. Крайний случай, приводящий к наиболее бед-
ному множеству допустимых стратегий — это
отсутствие вообще каких-либо наблюдений,
Hn = ∅. В этом случае допустимая стратегия1

и описывается одним-единственным парамет-
ром — вероятностью p выбора для очередного
задания сервера 0. Известен ряд результатов,
касающихся ее оптимальности, используя ко-
торые можно численно находить значения ве-
роятностей p (см., например, [9–11]). Наиболее
полно задача решается для полностью марков-
ских систем и систем с входящим пуассонов-
ским потоком заданий и серверов типаM/G/1.
В общих случаях (например, когда система со-
стоит из серверов типа G/G/s и MAP/G/s,
s ≥ 1), известны различные приближенные
и эвристические решения, которые получены
с использованием математического програм-
мирования. Важным обстоятельством, которое
позволяет упростить решение оптимизацион-
ной задачи в случае вероятностной стратегии,
является то, что если поток поступающих в сис-
тему заявок является рекуррентным, то и «про-
реженный» поток на каждый сервер также явля-

ется рекуррентным. Тогда система из несколь-
ких серверов декомпозируется на несколько
систем из одного сервера, для которых можно
использовать известные точные или прибли-
женные формулы.

2. Большее разнообразие в выборе диспетчериза-
ции получается, если допустить возможность
наблюдения за траекторией принятых реше-
ний, что приводит к допустимым правилам дис-
петчеризации вида:

yn = f (yn−kn , . . . , yn−1) ,

где 1 ≤ kn ≤ n − 1. В этом случае предыс-
тория к моменту tn определяется значением
из множества Hn = Yk = {0; 1}kn, где чис-
ло kn характеризует глубину предыстории, ис-
пользуемую в момент tn. Большой интерес
представляют программные (детерминирован-
ные) стратегии, т. е. стратегии, параметри-
зуемые бесконечными последовательностями
{a1, a2, . . . , an−1, an, . . .}, в которых ai означа-
ет, что a-я заявка направляется на сервер с но-
мером i. Внимание к ним связано с интуи-
тивным представлением о том, что входящий
поток на каждый сервер при детерминирован-
ной стратегии является более регулярным (т. е.
«менее» случайным), чем при вероятностной,
что может приводить к уменьшению значения
среднего времени пребывания в системе (см.,
например, [12, 13]). В общем случае (для
произвольного числа серверов) нахождение
оптимальной детерминированной стратегии
является сложной задачей. Если детерми-
нированная стратегия предписывает направ-
лять на каждый из N ≥ 2 серверов заявки
в соответствии с распределением (p1, . . . , pN),
то из [14] известно, что оптимальными
являются так называемые сбалансированные
последовательности2 [15]. Однако сбалансиро-
ванные последовательности для произвольно-
го распределения (p1, . . . , pN ) существуют лишь
в редких случаях. Такими случаями являются
система из произвольного числа одинаковых
серверов3 (здесь оптимальной является цик-
лическая стратегия4) и случай двух серверов
(здесь при рациональном значении p опти-
мальной является так называемая последова-
тельность Битти5). Заметим, что в послед-

1В зарубежной литературе — PAP (Probabilistic Allocation Policy), или RND (Random), или BS (Bernoulli splitting).
2Если последовательность состоит только из нулей и единиц, то она называется сбалансированной, если число единиц в любых

двух произвольно выделенных подпоследовательностях фиксированной длины отличается не более чем на 1.
3Например, серверов типа •/G/1.
4n-е поступающее задание направляется на сервер с номером (nmodR) + 1.
5В литературе встречаются и другие названия — последовательность Штурма, бильярдная последовательность (см. подробнее

в [16, 17]. Заметим, что для реализации такой диспетчеризации вообще не требуются наблюдения за траекторией принятых решений,
а для определения нужного сервера необходимо знать лишь порядковый номер поступающей заявки.
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нем случае оптимальность стратегии зависит
от значения p и способа нахождения точно-
го значения до сих пор не предложено (см.,
например, [18, 19]). Тем не менее простой
эвристический подход к нахождению значе-
ния p приводит к значениям целевой функции,
которые не удается уменьшить, не привлекая
при диспетчеризации дополнительную инфор-
мацию о системе. При N ≥ 3 сбалансиро-
ванную последовательность удается построить
лишь в частных случаях (см. подробнее в [3, 15]).
Поэтому действуют по-другому: для заданного
распределения (p1, . . . , pN) ищут детерминиро-
ванную последовательность, расстояние1 кото-
рой от сбалансированной последовательности
было бы минимальным. Эта задача является
комбинаторной, и для нее известно несколь-
ко численных алгоритмов решения [17, 20, 21].
В наиболее важных случаях (в случаях рацио-
нальных значений pi) результаты работы этих
алгоритмов приводят к периодическим после-
довательностям и последовательностям специ-
ального вида — так называемым бильярдным
последовательностям (см., например, [17]).

3. Частичное наблюдение за состоянием очере-
ди означает, что постоянно известен ее размер.
В этом варианте, как правило, рассматриваются
правила диспетчеризации вида

yn = f(ln) ,

где ln — размер очереди к моменту принятия
решения в момент tn. Таким образом, Hn =
= N = {0, 1, 2, . . .}. Основным примером та-
кого рода является диспетчеризация JSQ (Join
the Shortest Queue), направляющая задание на
сервер с минимальной очередью. Она является
оптимальной в случае пуассоновского входя-
щего потока, экспоненциальных времен обслу-
живания с одинаковыми параметрами и с дис-
циплинами FCFS (first come — first served) на
всех серверах (подробнее см., например, обзо-
ры [1, 2]).

4. Наиболее полный вариант наблюдений пред-
полагает возможность использовать при вы-
боре сервера значения остаточных времен u

(0)
n

и u(1)n , а также длину xn нового задания. В этом
случае оптимальная диспетчеризация находит-
ся в множестве стратегий вида

yn = f
(
u(0)n , u(1)n , xn

)
.

Среди диспетчеризаций такого вида простым
и в то же время достаточно эффективным ре-

шением является стратегия myopic, когда вновь
поступающее задание посылается на тот сер-
вер, который минимизирует время, необходи-
мое для освобождения от заданий всей системы
целиком, в предположении, что в дальнейшем
задания в систему не поступают. Более сложная
и менее универсальная стратегия deep получена
с помощью использования приближенного ал-
горитма из теории марковского процесса при-
нятия решений [22]. Стратегия deep, возмож-
но, является «квазиоптимальной» в том смысле,
что она дает значение целевой функции, близ-
кое к (неизвестному) оптимальному значению.
Однако, несмотря на формальное сведение за-
дачи диспетчеризации к марковскому процессу
принятия решений в варианте с полным наблю-
дением, до сих пор не известно, как находить
оптимальное значение функционала.

Следует подчеркнуть, что рассмотренные выше
четыре основных примера не исчерпывают все воз-
можности постановки задачи. Например, для ва-
риантов с неполным наблюдением можно ставить
вопрос о том, улучшится ли показатель W , если
учитывать предысторию наблюдаемых компонент.
Одна из таких постановок рассматривается далее.

3 Диспетчеризация
по предыстории действий

Постановка задачи 2 из предыдущего раздела
ограничивает доступные наблюдения совершенны-
ми действиями. Это весьма жесткие ограничения
на допустимые стратегии диспетчеризации, кото-
рые влекут существенный проигрыш в целевой
функции по сравнению со стратегиями, использу-
ющими максимальную текущую информацию. Да-
лее эти ограничения сохраняются, и по-прежне-
му предполагается, что недоступны наблюдения,
отражающие «состояние бункера» — количество
заданий, объем нагрузки в очереди, моменты на-
чала и окончания непосредственного выполнения
задания. Неизвестной также считается длина по-
ступающего задания. Однако информация о со-
вершенных действиях понимается несколько более
широко. Побудительный мотив можно выразить
такими словами: зная, «что было сделано», есте-
ственно допустить, что известно также, «когда было
сделано». Точнее говоря, помимо самих решений yn

предполагается использовать информацию о мо-
ментах времени tn, в которые эти решения прини-
мались. Таким образом, далее предполагается, что
допустимыми являются диспетчеризации, правила
которых основываются на предыстории принятых

1Подробнее о том, как определяется расстояние между последовательностями, см. [17].
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решений и моментов поступления заданий. Это
означает, что допустимым считается правило дис-
петчеризации, которое представимо в виде (детер-
минированной или рандомизированной) функции
вида:

yn = f (y1, . . . , yn−1, t1, . . . , tn) ,

или

yn = f (y1, . . . , yn−1,–1, . . . ,–n−1) .

Множество доступных наблюдений к моменту
поступления n-го задания выражается как

Hn = Y
n ×Rn ,

где R = [0,∞).
Обратим внимание, что сделанные предполо-

жения означают, что диспетчеризация происходит
в ситуации, когда не наблюдаемы важные для ре-
шения задачи оптимизации характеристики. Более
того, не наблюдается даже показатель, подлежащий
минимизации, в данном случае это величина wn —
время, проведенное в системе заданием, поступив-
шим в момент tn. При этом остаются неизвест-
ными обе компоненты этого показателя: и время
ожидания в очереди, и время непосредственного
выполнения задания.

Вопрос, который нас интересует: дает ли не-
значительная дополнительная информация (учет
моментов поступления заданий) возможность улуч-
шить показатель качества W ? Интуитивная пред-
посылка для возможного положительного ответа
заключается в следующем простом замечании:
большие промежутки времени между поступления-
ми заданий повышают вероятность того, что серве-
ры находятся в состоянии с меньшим остаточным
временем, и наоборот. Чтобы воспользоваться этим
довольно расплывчатым соображением, можно по-
пытаться на основании доступной информации по-
лучить хотя бы приближенную оценку остаточных
времен. Будем обозначать такую «оценку» к мо-
менту tn принятия очередного решения через �u(i)n

и положим �u(i)1 = 0, i = 0 ∨ 1.
Для n = 2 наблюдаемая предыстория — это пара

h1 = (y1,–1 = t2 − t1). Оценку �u(i)2 определим как

Eh1u
(i)
2 , где Eh1 — условное математическое ожи-

дание при условии, что предыстория к моменту t2
была h1. Продолжая аналогичным образом, для
n = 2, . . . , k определим оценки �u(i)n = Ehnu

(i)
n , где

hn = (y1,–1, . . . , yn−1,–n−1).
Фиксированное натуральное число k будем на-

зывать глубиной памяти. Начиная с номера n = k+
+ 1, будем строить оценки, исходя из «усеченной»
предыстории:

hn,k = (yn−k,–n−k, . . . , yn−1,–n−1) .

Полагаем �u(i)n = Ehn,k
u
(i)
n , где Ehn,k

— это услов-
ное математическое ожидание при условии, что
(а) наблюдаемая часть предыстории на предшеству-
ющих k тактах была hn,k и (б) остаточные времена

к моменту tn−k равнялись u(i)n−k = �u
(i)
n−k.

Воспользуемся теперь оценками остаточных
времен для построения диспетчеризации, которую
обозначим MEM. За эвристическую основу возь-
мем алгоритм порогового типа [23], который явля-
ется эффективной диспетчеризацией, а в случае,
когда все задания имеют одинаковую длину, явля-
ется даже оптимальным. Правило диспетчеризации
определяем следующим образом: задание, посту-
пившее в момент tn,

– направляется на сервер 0, если �u(0)n + T < �u
(1)
n ;

– направляется на сервер 1, если �u(0)n + T ≥ �u(1)n .

Пороговое значение T является фиксированной
неотрицательной величиной.

Для реализации диспетчеризации MEM необ-
ходимо уметь вычислять оценки остаточных вре-
мен и определять пороговое значение. Оценки �u(i)n

можно получать, усредняя результаты многократ-
ной имитации отрезка траектории процесса. Для
данного n длина имитируемого отрезка составляет
l = min(k, n − k), начальное значение остаточных

времен принимается равным �u(i)n−l, а значения дей-
ствий и промежутков между ними фиксированы
и совпадают с наблюденной предысторией hn,k.
Таким образом, одна имитационная итерация сво-
дится к l-кратной реализации случайной величины
с распределением длины задания G и соответству-
ющему пересчету остаточных времен. Отметим,
что, несмотря на конечную глубину предыстории,
используемой при расчете оценок на каждом ша-
ге, фактически диспетчеризация MEM учитывает,
хотя и косвенно, всю предысторию.

Способ вычисления оптимального порога при
детерминированных и одинаковых длинах заданий
описан в [24]. Поскольку в рассматриваемом слу-
чае нет какого-либо теоретически обоснованного
способа определения наилучшего порогового зна-
чения, так же как нет теоретического обоснования
для возможного преимущества стратегии MEM, то
в качестве параметра T предлагается брать зна-
чение, которое получается с помощью алгоритма
из [24].

4 Результаты численных расчетов
4.1 Условия эксперимента

Рассматривается система из двух серверов: 0
и 1. Предполагается, что производительность од-
ного сервера равна 1, а другого — 2. Входящий
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Таблица 1 Оптимальные значения параметра для стратегий RND и PROG

Интенсивность Распределение длины заданий
входного Экспоненциальное Равномерное Парето Нормальное Вырожденное

потока RND PROG RND PROG RND PROG RND PROG RND PROG
0,6 0,01 0,85 0 1 0,01 0,99 0 1 0 1
0,9 0,14 0,75 0,07 0,78 0,08 0,78 0,04 0,83 0,03 0,86
1,2 0,21 0,73 0,18 0,72 0,20 0,75 0,17 0,73 0,16 0,75
1,5 0,25 0,71 0,24 0,70 0,25 0,73 0,23 0,69 0,23 0,68
1,8 0,28 0,70 0,27 0,68 0,28 0,70 0,27 0,67 0,27 0,67
2,1 0,30 0,69 0,30 0,68 0,30 0,68 0,29 0,67 0,30 0,67
2,4 0,31 0,68 0,31 0,68 0,32 0,67 0,31 0,67 0,31 0,67

в систему поток является пуассоновским с парамет-
ром λ.

Распределение длин поступающих заданий вы-
бирается из следующих вариантов:

(а) экспоненциальное распределение с парамет-
ром 1 (среднее и дисперсия равны 1);

(б) равномерное распределение на отрезке [0,1; 1,9]
(среднее равно 1, дисперсия — 0,27);

(в) распределение Парето с функцией распределе-
ния F (t) = 1− (b/t)a, t ≥ b, где b = 0,6, a = 2,5
(среднее — 1, дисперсия — 0,8);

(г) max(10−7, ξ), где ξ имеет нормальное распреде-
ление со средним 1 и дисперсией 0,1;

(д) вырожденное распределение — длина всех за-
даний равна 1.

Далее проводится сравнение значений целе-
вой функции для четырех диспетчеризаций (RND,
PROG, JSQ и MEM) при разных распределениях
длины заданий и при разных интенсивностях вход-
ного потока.

Под стратегией RND будем понимать описан-
ный в разд. 2 алгоритм, в котором серверы выби-
раются с фиксированной вероятностью. В нашем
случае стратегия RND задается единственным па-
раметром p — вероятностью выбора первого серве-
ра. Предполагается, что этот параметр выбран
оптимальным образом.

Стратегия PROG использует упомянутую
в разд. 2 детерминированную последовательность
Битти, состоящую из нулей и единиц. Правило этой
стратегии заключается в том, чтобы направлять k-е
по счету задание на сервер i, если bk = ⌊(k + 1)p +
+ ϕ⌋ − ⌊kp+ ϕ⌋ = i, i = 0 ∨ 1. Здесь −∞ < ϕ < ∞
и 0 < p < 1 — произвольные рациональные числа,
а скобки означают целую часть числа. Параметр ϕ
(«фаза») обусловливает только сдвиг детерминиро-
ванной последовательности и не влияет на значение
целевой функции, поэтому полагаемϕ = 0. А вот от

Таблица 2 Пороговые значения для алго-
ритма MEM

Интенсивность
входного потока

Пороговое значение

0,6 0,38
0,9 0,33
1,2 0,28
1,5 0,25
1,8 0,22
2,1 0,19
2,4 0,17

параметра p значение показателя W зависит суще-
ственно, и снова предполагается, что это значение
выбрано наилучшим способом.

Отыскание оптимальных значений параметра p
для стратегий RND и PROG, по существу, пред-
ставляет собой отдельные задачи, которые в дан-
ном случае решаются с помощью специального
адаптивного алгоритма на имитационной модели.
Найденные значения представлены для различных
распределений длины задания и различных интен-
сивностей входного потока в табл. 1.

Диспетчеризация JSQ направляет задания каж-
дый раз в наиболее короткую очередь.

Пороговые значения, необходимые для реали-
зации алгоритма MEM, полученные в результате
численного решения задачи о наилучшем пороге
(см. разд. 3), указаны в табл. 2.

Глубина памяти k в алгоритме MEM динамиче-
ски корректировалась в процессе имитации в диа-
пазоне от 2 до 6.

4.2 Результаты эксперимента

Численные результаты сравнения диспетчери-
заций получены методом Монте Карло и изобра-
жены на рисунке. Значения целевой функции для
различных стратегий обозначаются соответствен-
но WMEM, WRND, WPROG и W JSQ. Представлены
относительные значения функций WMEM, WPROG

и W JSQ к значениям функции WRND.
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Сравнение эффективности диспетчеризаций в системе из двух серверов: 1 — WRND/WRND; 2 — WPROG/WRND; 3 —
WMEM/WRND; 4 — W JSQ/WRND. Длина заданий: (а) экспоненциально распределена с параметром 1; (б) равномерно
распределена на отрезке [0,1; 1,9]; (в) имеет распределение Парето с параметрами 2,5 и 0,6; (г) распределена как
max(10−7, ξ), где ξ — нормально распределенная случайная величина со средним 1 и дисперсией 0,1; (д) равна 1

В рассмотренных примерах стратегия RND, ко-
торая не использует никаких наблюдений, играет
роль точки отсчета и заведомо менее эффектив-
на по сравнению с остальными. Стратегия PROG
формально также не использует наблюдений, но

эквивалентна периодической детерминированной
стратегии, т. е. эквивалентна стратегии, использу-
ющей предысторию совершенных действий. Эта
стратегия является основным объектом сравнения
для стратегии MEM.
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Таблица 3 Средний выигрыш в эффективности при
стратегии MEM по сравнению со стратегией DET

Распределение Дисперсия Выигрыш, %
Экспоненциальное 1 2,8
Равномерное 0,8 4,0
Парето 0,27 5,5
Нормальное 0,1 5,3
Вырожденное 0 6,1

Во всех случаях диспетчеризация MEM
с предысторией моментов поступления заявок по-
зволяет улучшить значение показателя W по срав-
нению с детерминированной стратегией PROG. До-
стигаемый выигрыш лежит для отдельных значений
в диапазоне от 1,5% до 10,0%. При этом наблюда-
ется уменьшение выигрыша с ростом нагрузки.

Средний выигрыш при разных интенсивностях
зависит от типа распределения длины задания и от
дисперсии (табл. 3). Наблюдается рост относитель-
ного среднего выигрыша с уменьшением дисперсии
длины заданий.

С влиянием дисперсии можно также связать ре-
зультат сравнения стратегий MEM и JSQ. Диспет-
черизация JSQ в контексте данного эксперимента
интересна тем, что использует наблюдения, хотя
и неполные, но связанные с состояниями очередей.
Интуитивно можно предположить, что такие на-
блюдения должны давать существенные преимуще-
ства по сравнению с полностью ненаблюдаемыми
характеристиками нагрузки. Это предположение,
однако, подтверждается на приведенных рисунках
только для больших значений дисперсии длины за-
даний (см. а–в на рисунке). Для малых дисперсий
(т. е. менее 0,2, см. г и д на рисунке), стратегия
JSQ дает относительно меньший выигрыш по срав-
нению с оптимальной детерминированной диспет-
черизацией PROG и, более того, проигрывает по
сравнению со стратегией MEM. Можно предполо-
жить, что последнее обстоятельство связано с уси-
лением влияния предыстории в ситуации, когда
мала дисперсия и, соответственно, в меньшей сте-
пени присутствует эффект перемешивания.

5 Заключение

Неполнота наблюдений является частым огра-
ничением во многих технических системах и связа-
на как с недоступностью некоторых параметров для
отслеживания, так и с невозможностью обработки
слишком больших массивов наблюдений. Это по-
рождает необходимость разрабатывать стратегии,
основывающиеся на неполных или косвенных дан-
ных о состоянии процесса управления.

Данная работа посвящена проблеме управления
распределением заданий в системе с параллель-
ным обслуживанием при минимальном наблюде-
нии, когда неизвестны длины заданий и состо-
яния очередей. Известно, что если наблюдаема
только последовательность номеров серверов, на
которые направляются задания, то детерминиро-
ванная стратегия (в частных случаях — периодиче-
ская) позволяет получать оптимальные (или близ-
кие к оптимальным) значения среднего времени
пребывания задания в системе. Такая стратегия
оказывается зависящей от предыстории действий.
Возникает вопрос, улучшится ли эффективность,
если дополнительно учитывать предысторию мо-
ментов поступления заданий. В работе с помощью
численных экспериментов дается положительный
ответ на этот вопрос на примере системы из двух
серверов и специальной эвристической диспетче-
ризации MEM, основанной на оценках состояния
очереди по результатам имеющихся наблюдений
и априорной информации о распределении дли-
ны заданий. Во всех экспериментах с различными
интенсивностями пуассоновского входного потока
и разными распределениями длины заданий стра-
тегия MEM показала выигрыш (от 1,5% до 10%) по
сравнению с оптимальной программной стратеги-
ей. Выигрыш оказался более существенным для ма-
лых значений дисперсии длины заданий. Для таких
примеров стратегия MEM оказалась даже эффек-
тивнее, чем диспетчеризация по самой короткой
очереди.

Результаты проведенного анализа указывают на
принципиальную возможность повышения каче-
ства частично наблюдаемых систем обслуживания
путем построения стратегий диспетчеризации, учи-
тывающих предысторию. Дальнейшие усилия будут
направлены на разработку таких стратегий и на по-
вышение их практической ценности за счет умень-
шения объема необходимой априорной информа-
ции о системе.
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Abstract: Consideration is given to the problem of dispatching independent jobs from one flow to two parallel
single server queueing systems each with an infinite capacity queue. There is one dispatcher, which immediately

INFORMATIKA I EE PRIMENENIYA — INFORMATICS AND APPLICATIONS 2016 volume 10 issue 4 65



M. G. Konovalov and R. V. Razumchik

makes decisions where to route newly incoming jobs. In order to make the decision, the dispatcher uses only static
information about the system, i. e., servers’ speeds, job interarrival time distribution, and job size distribution. The
dynamic information (for example, current queue sizes) is unavailable for the dispatcher. For such nonobservable
queues, it is known that minimum mean sojourn time is achieved when the dispatcher uses the deterministic
(periodic) policy. Even when using this optimal policy, the dispatcher also observes jobs’ arrival instants but this
information is left unused. The question posed in this paper is the following: Is it possible to reduce the mean
sojourn time if one, in addition to the static information, also uses the historical information about jobs’ arrival
instants? Using simulation techniques, the authors show that the answer to the question is positive. Such policy
uses static information and the estimates of the queue sizes based on multiple replications of the system’s trajectory.
Compared to the optimal policy, the achievable gain varies from 1,5% to 10%, and increases with the decrease
of job size variance. When the job size variance is low, the proposed policy is even better than the dynamic
join-the-shortest queue policy.

Keywords: dispatching; static information; parallel service; queueing system; nonobservable queues
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БАЙЕСОВСКИЕ МОДЕЛИ МАССОВОГО ОБСЛУЖИВАНИЯ

И НАДЕЖНОСТИ: ВЫРОЖДЕННО-ВЕЙБУЛЛОВСКИЙ СЛУЧАЙ

А. А. Кудрявцев1, А. И. Титова2

Аннотация: Данная работа посвящена изучению байесовских моделей массового обслуживания и надеж-
ности. В рамках байесовского подхода для классических постановок задач предполагается, что основные
параметры системы не являются заданными, а известны только их априорные распределения. За счет ран-
домизации таких параметров системы, как интенсивность входящего потока и интенсивность обслужи-
вания, происходит рандомизация различных характеристик системы, например коэффициента загрузки.
Байесовский подход является целесообразным при изучении больших совокупностей однотипных систем
или одной системы, характеристики которой меняются в моменты времени, неизвестные исследователю.
В работе представлены конкретные результаты для вероятностных характеристик коэффициента загрузки
и вероятности «непотери» вызова в случае, когда в качестве пары априорных распределений параметров
системы M |M |1|0 рассматриваются вырожденное распределение и распределение Вейбулла

.
Ключевые слова: байесовский подход; системы массового обслуживания; надежность; смешанные
распределения; распределение Вейбулла; вырожденное распределение
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1 Введение
Нередко в математических моделях жизненный

цикл функционирования различных объектов за-
висит от параметров, «способствующих» и «пре-
пятствующих» функционированию. В моделях
структур и систем массового обслуживания к пара-
метрам, «способствующим» функционированию,
можно отнести интенсивность обслуживания за-
просов, а к параметрам, «препятствующим» функ-
ционированию, — интенсивность входящего пото-
ка требований. Нетрудно заметить, что итоговые
результаты работы системы зависят не столько от
значений параметров, сколько от их соотношения.

Ниже будет рассмотрена система массового об-
служивания M |M |1|0. Одним из основных пока-
зателей такой системы является ее коэффициент
загрузки ρ. Значение ρ определяется отношением
параметра входящего потока λ к параметру обслу-
живанияµ. Многие характеристики разнообразных
систем массового обслуживания зависят от величи-
ны ρ, в том числе вероятность «непотери» вызова
π = µ/(λ+ µ) = 1/(1 + ρ).

В рамках байесовских моделей массового об-
служивания и надежности в классических зада-
чах предполагается, что значения параметров λ
и µ неизвестны, однако имеется информация об
их априорных распределениях. Подробное описа-

ние предпосылок для исследования, особенностей
и библиографии байесовских моделей в теории мас-
сового обслуживания и надежности можно найти
в книге [1].

Далее для модели M |M |1|0 приводятся вероят-
ностные характеристики коэффициента загрузки ρ
и вероятности «непотери» вызова π в случае, когда
в качестве пары априорных распределений пара-
метров системы λ и µ рассматриваются вырожден-
ное распределение и распределение Вейбулла.

2 Основные результаты

Введем следующие обозначения: через D(λ)
обозначим вырожденное в точке λ распределение,
а через W (p, α) — распределение Вейбулла с плот-
ностью wp,α(x), имеющей вид:

wp,α(x) =
pxp−1e−(x/α)p

αp , x > 0 , p > 0 , α > 0 .

Обозначим через Ls {f(x)} преобразование
Лапласа соответсвующей функции:

Ls {f(x)} =
∞∫

0

f(x)e−sx dx . (1)

1Московский государственный университет им. М. В. Ломоносова, факультет вычислительной математики и кибернетики,
nubigena@mail.ru

2Московский государственный университет им. М. В. Ломоносова, факультет вычислительной математики и кибернетики,
onkelskroot@gmail.com
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Теорема 1. Пусть параметр входящего потока λ
имеет вырожденное распределение, а параметр об-

служиванияµ имеет распределение ВейбуллаW (p, α).
Тогда функция распределения, плотность и моменты

коэффициента загрузки ρ имеют вид:

Fρ(x) = e
−(λ/(αx))p , x > 0 ;

fρ(x) =
pλpe−(λ/(αx))p

αpxp+1 , x > 0 ; (2)

Eρk =
λk

αk
•

(
p− k

p

)
, k < p ,

а функция распределения, плотность и моменты ве-

роятности «непотери» вызова π определяются соот-

ношениями:

Fπ(x) = 1− exp
{
−
(

λx

α(1− x)

)p}
, x ∈ (0, 1) ;

fπ(x) =
pλpxp−1

αp(1− x)p+1
exp

{
−
(

λx

α(1− x)

)p}
,

x ∈ (0, 1) ; (3)

Eπk = L1





(
αx1/p

λ+ αx1/p

)k


 . (4)

Д о к а з а т е л ь с т в о . Заметим, что

Fρ(x) = 1−
p

αp

λ/x∫

0

tp−1e−(t/α)p dt = e−(λ/(αx))p ,

x > 0 .

Продифференцировав полученное выражение, по-
лучаем (2).

Для k-го момента случайной величины ρ имеем:

Eρk =
pλp

αp

∞∫

0

e−(λ/(αx))p

xp−k+1
dx =

=
pλk

αk

∞∫

0

zp−k−1e−zp

dz =

=
λk

αk

∞∫

0

t(p−k)/p−1e−t dt =
λk

αk
•

(
p− k

p

)
, k < p.

Теперь рассмотрим характеристики вероятности
«непотери» вызова π. Для функции распределения
имеем:

Fπ(x) = 1− P
(
ρ <
1− x

x

)
=

= 1− exp
{
−
(

λx

α(1 − x)

)p}
, x ∈ (0, 1) .

Продифференцировав последнее выражение, по-
лучаем (3).

Найдем Eπk. Имеем:

Eπk =

1∫

0

pxk−1

(1− x)

(
λx

α(1 − x)

)p

×

×exp
{
−
(

λx

α(1 − x)

)p}
dx =

∞∫

0

pαkzp+k−1e−zp

(λ+ αz)k
dz.

Воспользовавшись заменой t = zp и соотношени-
ем (1), получим (4). Теорема доказана.

Теорема 2. Пусть параметр входящего потока λ
имеет распределение Вейбулла W (q, θ), а параметр

обслуживания µ имеет вырожденное распределение.

Тогда функция распределения, плотность и моменты

коэффициента загрузки ρ имеют вид:

Fρ(x) = 1− e−(µx/θ)q , x > 0 ;

fρ(x) = q

(
µ

θ

)q

xq−1e−(µx/θ)q , x > 0 ; (5)

Eρk =

(
θ

µ

)k

•

(
k + q

q

)
,

a функция распределения, плотность и моменты ве-

роятности «непотери» вызова π определяются соот-

ношениями:

Fπ(x) = exp

{
−
(
µ(1 − x)

θx

)q}
, x ∈ (0, 1) ;

fπ(x) =
qµ

θx2

(
µ(1− x)

θx

)q−1

exp

{
−
(
µ(1− x)

θx

)q}
,

x ∈ (0, 1) ; (6)

Eπk = L1
{(

µ

µ+ θx1/q

)k
}
.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Аналогично доказательству
теоремы 1 рассмотрим соотношение для функции
распределения случайной величины ρ:

Fρ(x) =
q

θq

µx∫

0

tq−1e−(t/θ)q dt = 1−e−(µx/θ)q , x > 0 ,

из которого вытекает (5) и цепочка равенств:

Eρk =
qµq

θq

∞∫

0

xq+k−1e−(µx/θ)q dx =

=
qθk

µk

∞∫

0

zq+k−1e−zq

dz =

=

∞∫

0

(
θ

µ

)k

tk/qe−t dt =

(
θ

µ

)k

•

(
k + q

q

)
.
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Таблица 1 Частные значения Eρ (λ ∼ D(λ), µ ∼ W (p,α))

p; α
λ

3; 3 3; 4 3; 5 3; 6 3; 7 3; 8 3; 9 3; 10 3; 11 3; 12
0,5 0,23 0,17 0,14 0,11 0,10 0,08 0,08 0,07 0,06 0,06
1,0 0,45 0,34 0,27 0,23 0,19 0,17 0,15 0,14 0,12 0,11
1,5 0,68 0,51 0,41 0,34 0,29 0,25 0,23 0,20 0,18 0,17
2,0 0,90 0,68 0,54 0,45 0,39 0,34 0,30 0,27 0,25 0,23
2,5 1,13 0,85 0,68 0,56 0,48 0,42 0,38 0,34 0,31 0,28
3,0 1,35 1,02 0,81 0,68 0,58 0,51 0,45 0,41 0,37 0,34
3,5 1,58 1,18 0,95 0,79 0,68 0,59 0,53 0,47 0,43 0,39
4,0 1,81 1,35 1,08 0,90 0,77 0,68 0,60 0,54 0,49 0,45
4,5 2,03 1,52 1,22 1,02 0,87 0,76 0,68 0,61 0,55 0,51
5,0 2,26 1,69 1,35 1,13 0,97 0,85 0,75 0,68 0,62 0,56

Таблица 2 Частные значения Eπ (λ ∼ W (q, θ), µ ∼ D(µ))

µ
q; θ

2,5 3,0 3,5 4,0 4,5 5,0 5,5 6,0 6,5 7,0
3; 1 0,74 0,60 0,50 0,43 0,38 0,34 0,31 0,28 0,26 0,24
3; 2 0,78 0,64 0,54 0,48 0,42 0,38 0,35 0,32 0,29 0,27
3; 3 0,80 0,67 0,58 0,51 0,46 0,42 0,38 0,35 0,33 0,30
3; 4 0,82 0,70 0,61 0,54 0,49 0,45 0,41 0,38 0,35 0,33
3; 5 0,84 0,72 0,64 0,57 0,52 0,48 0,44 0,41 0,38 0,36
3; 6 0,85 0,74 0,66 0,60 0,54 0,50 0,46 0,43 0,40 0,38
3; 7 0,86 0,76 0,68 0,62 0,57 0,52 0,49 0,45 0,43 0,40
3; 8 0,87 0,78 0,70 0,64 0,59 0,54 0,51 0,48 0,45 0,42
3; 9 0,88 0,79 0,72 0,66 0,61 0,56 0,53 0,49 0,47 0,44
3; 10 0,89 0,80 0,73 0,67 0,62 0,58 0,54 0,51 0,48 0,46

Аналогично для вероятности «непотери» вызо-
ва π имеем:

Fπ(x) = 1− P
(
ρ <
1− x

x

)
=

= exp

{
−
(
µ(1− x)

θx

)q}
, x ∈ (0, 1) .

Продифференцировав последнее выражение, полу-
чаем (6). Для k-го момента случайной величины π
справедливо:

Eπk =

1∫

0

qxk−1

1− x

(
µ(1− x)

θx

)q

×

×exp
{
−
(
µ(1− x)

θx

)q}
dx =

∞∫

0

qµkzq−1e−zq

(µ+ θz)k
dz =

=

∞∫

0

µke−t

(µ+ θt1/q)k
dt = L1

{(
µ

µ+ θt1/q

)k
}
.

Теорема доказана.

3 Численные результаты

В качестве иллюстрации приведем табл. 1 и 2,
содержащие частные значения характеристик, по-
лученных в теоремах 1 и 2, для некоторых наборов
параметров. Значения в таблицах приведены с точ-
ностью до сотых.
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АНАЛИТИЧЕСКОЕ РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ ОПТИМАЛЬНОГО

УПРАВЛЕНИЯ ПОЛУМАРКОВСКИМ ПРОЦЕССОМ

С КОНЕЧНЫМ МНОЖЕСТВОМ СОСТОЯНИЙ∗

П. В. Шнурков1, А. К. Горшенин2, В. В. Белоусов3

Аннотация: Настоящее исследование посвящено теоретическому обоснованию нового метода нахожде-
ния оптимальной стратегии управления полумарковским процессом с конечным множеством состояний.
Рассматриваются марковские рандомизированные стратегии управления, определяемые конечным на-
бором вероятностных мер, соответствующих каждому состоянию. Характеристикой качества управления
служит стационарный стоимостной показатель. Данный показатель представляет собой дробно-линей-
ный интегральный функционал от набора вероятностных мер, задающих стратегию управления. Для
этого функционала известны явные аналитические представления подынтегральных функций числителя
и знаменателя. Дальнейшие результаты основываются на новой усиленной и обобщенной форме теоремы
об экстремуме дробно-линейного интегрального функционала. Доказывается, что проблемы существо-
вания оптимальной стратегии управления полумарковским процессом и ее нахождения сводятся к задаче
численного исследования на глобальный экстремум заданной функции от конечного числа вещественных
переменных.

Ключевые слова: оптимальное управление полумарковским процессом; стационарный стоимостной
показатель качества управления; дробно-линейный интегральный функционал

DOI: 10.14357/19922264160408

1 Введение

Теория оптимального управления марковски-
ми и полумарковскими случайными процессами
интенсивно развивается с начала 1960-х гг. Еще
в первых основополагающих исследованиях рас-
сматривались не только проблемы существования
оптимальных стратегий управления, но и способы
нахождения этих стратегий.

Для решения таких проблем, имеющих алгорит-
мическое содержание, использовались открытые
незадолго до этого мощные методы прикладной ма-
тематики: линейное программирование и динами-
ческое программирование. Отметим, прежде всего,
классическую работу Р. Ховарда [1], в которой метод
динамического программирования был применен
для решения проблемы оптимального управления
марковским процессом с непрерывным временем.
В дальнейшем В. В. Рыков [2] доказал, что для ана-
логичной модели управления марковским процес-
сом с учетом переоценки оптимальной стратегией
также является стационарная.

Важную роль в развитии теории управления
случайными процессами сыграла работа В. Дже-
велла [3], в которой были впервые рассмотрены
полумарковские модели управления для вариантов
с переоценкой и без переоценки. Данная рабо-
та была переведена на русский язык и послужи-
ла основой для многих последующих работ отече-
ственных и зарубежных специалистов. В частности,
Б. Фокс показал [4], что оптимальной стратегией
управления полумарковским процессом в варианте
без переоценки является стационарная; аналогич-
ные результаты были получены Э. Денардо и для
варианта с переоценкой [5].

Среди последующих исследований алгоритми-
ческой направленности отметим работы Р. Ховар-
да [6], Б. Фокса [4], а также С. Осаки и Х. Май-
на [7]. В этих работах для нахождения оптимальных
стратегий управления полумарковскими процесса-
ми использовался метод линейного программиро-
вания.

В 1970 г. была опубликована фундаментальная
монография Х. Майна и С. Осаки [8], переведенная
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на русский язык в 1977 г., в которой были систе-
матизированы и изложены основные результаты
по теории оптимального управления марковски-
ми и полумарковскими случайными процессами.
Фактически данная книга стала итогом исследо-
ваний по проблемам стохастического управления
за 10 лет. Отметим, что в этой монографии рассмат-
ривались марковские и полумарковские модели
управления с конечными множествами состояний
и допустимых решений, принимаемых в каждом
состоянии. Были получены принципиальные тео-
ретические результаты, заключающиеся в том, что
оптимальные стратегии управления для основных
видов рассматриваемых моделей с переоценкой
и без переоценки являются детерминированными
и стационарными. Были разработаны и обоснова-
ны процедуры нахождения оптимальных стратегий
управления. В частности, для модели управления
полумарковским процессом без переоценки, когда
множество состояний образует один эргодический
класс, а показатель качества управления представ-
ляет собой стационарный средний удельный доход
(см. [8, гл. 5, п. 5.5]), процедура поиска оптималь-
ной рандомизированной стратегии осуществлялась
методом линейного программирования. Обратим
особое внимание на данный результат, поскольку
аналогичная модель управления полумарковским
процессом будет рассмотрена в настоящей работе.

Принципиальную роль в развитии теории
стохастического управления сыграла монография
И. И. Гихмана и А. В. Скорохода [9]. В этой кни-
ге были впервые систематически изложены основы
теории оптимального управления случайными про-
цессами с дискретным и непрерывным временем,
включая теорию управления процессами, которые
описываются стохастическими дифференциальны-
ми уравнениями. Отдельно были рассмотрены
проблемы управления марковскими процессами
с дискретным временем и скачкообразными мар-
ковскими процессами с непрерывным временем.
Роли множеств состояний и допустимых управле-
ний играли пространства весьма общей структу-
ры. Для широких классов функционалов каче-
ства управления (так называемых эволюционных
функционалов в марковских моделях с дискретным
временем и интегральных функционалов накоп-
ления в марковских моделях с непрерывным вре-
менем) были доказаны теоремы о существовании
и формах представления оптимальных стратегий
управления. Было установлено, что для однород-
ных марковских моделей оптимальные стратегии
управления существуют, являются стационарными
и детерминированными. Иначе говоря, такие стра-
тегии задаются детерминированными функциями,
аргументом которых является состояние системы

в момент принятия решения, и не зависящими от
самого момента принятия решения. Что же ка-
сается важного вопроса о формах представления
этих функций, то их можно охарактеризовать сле-
дующим образом. Были найдены функциональ-
ные уравнения, осложненные условием экстрему-
ма, которым удовлетворяют упомянутые функции.
По существу эти соотношения представляют собой
уравнения Беллмана для соответствующих динами-
ческих стохастических моделей.

Особо отметим, что в монографии [9] не рас-
сматривались проблемы управления полумарков-
скими процессами. Однако дальнейшее развитие
общей теории управления такими процессами шло
по пути, идейно намеченному в указанной книге.

В последующие годы развитие теории управ-
ления полумарковскими процессами осуществля-
лось по направлению усложнения моделей и обоб-
щения исходных предположений. Например,
в работах [10, 11] рассмотрены управляемые по-
лумарковские процессы при весьма общих пред-
положениях относительно характера пространств
состояний и управлений. Проблемы управления
исследовались по отношению к различным ви-
дам целевых показателей, обобщающих упомяну-
тый выше стационарный показатель средней удель-
ной прибыли. В этих работах доказывается, что
оптимальная стратегия управления по отношению
к каждому из показателей существует и является
одной и той же стационарной детерминированной
стратегией, определяемой некоторой функцией, за-
данной на множестве состояний процесса. Об этой
функции известно лишь то, что она удовлетворя-
ет некоторому интегральному уравнению, которое
по содержанию представляет собой уравнение Бел-
лмана для соответствующей задачи управления.

Среди исследований, предшествовавших насто-
ящему, отметим работу В. А. Каштанова [12, гл. 13].
В этом разделе коллективной монографии [12] ав-
тором была рассмотрена проблема оптимального
управления полумарковским процессом с конеч-
ным множеством состояний и множеством возмож-
ных решений, которое представляет собой произ-
вольный интервал множества вещественных чисел.
Модель относится к виду моделей без переоценки,
показателем качества управления служит стацио-
нарное значение среднего удельного дохода, опре-
деляемое аналогично классическим работам [3, 8].
Рандомизированное управление в каждом состо-
янии определяется в соответствии с вероятност-
ным распределением, совокупность которых задает
стратегию управления. В. А. Каштановым было
сформулировано утверждение о том, что стацио-
нарное значение среднего удельного дохода пред-
ставляет собой дробно-линейный интегральный
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функционал от набора вероятностных распределе-
ний, образующих стратегию управления. При этом
ранее [12, гл. 10; 13] было установлено, что дроб-
но-линейный функционал достигает экстремума
на вырожденных распределениях. Отсюда естест-
венно следует, что оптимальная стратегия управ-
ле-ния является детерминированной и должна
определяться точкой экстремума функции, пред-
ставляющей собой отношение подынтегральных
функций числителя и знаменателя данного дроб-
но-линейного функционала. Однако в [12] не
были получены явные представления для указан-
ных функций. Кроме того, приведенный в гл. 10
монографии [12] вариант теоремы об экстрему-
ме дробно-линейного интегрального функционала
требовал проверки выполнения условия существо-
вания этого экстремума. Такие условия указаны не
были. В связи с этими обстоятельствами исполь-
зовать полученные в [12] результаты для доказа-
тельства существования оптимальной детермини-
рованной стратегии управления полумарковским
процессом и для строгого обоснования способа на-
хождения такой стратегии оказалось невозможным.

Настоящее исследование посвящено теорети-
ческому обоснованию нового метода нахождения
оптимальной стратегии управления полумарков-
ским процессом с конечным множеством состо-
яний. Рассматриваются марковские рандомизи-
рованные стратегии управления, определяемые
конечным набором вероятностных мер, соответ-
ствующих каждому состоянию. Показателем каче-
ства управления служит уже упоминавшийся клас-
сический показатель — стационарное значение
средней удельной прибыли. Доказано, что этот
показатель представляет собой дробно-линейный
интегральный функционал от набора вероятност-
ных мер, задающих стратегию управления. При
этом, в отличие от [12], получены явные аналитиче-
ские представления для подынтегральных функций
числителя и знаменателя этого дробно-линейного
функционала. Дальнейшие результаты основыва-
ются на новой усиленной и обобщенной форме
теоремы об экстремуме дробно-линейного инте-
грального функционала, впервые опубликован-
ной в работе П. В. Шнуркова [14]. Согласно
утверждению этой теоремы, если существует гло-
бальный экстремум так называемой основной
функции дробно-линейного функционала, которая
представляет собой отношение подынтегральных
функций числителя и знаменателя, то существует
безусловный экстремум самого дробно-линейно-
го функционала, который достигается на наборе
вырожденных вероятностных распределений, со-
средоточенных в точке глобального экстремума.
В этом случае оптимальная стратегия управления

существует, является стационарной и детерминиро-
ванной и определяется точкой, в которой основная
функция достигает глобального экстремума. Таким
образом, проблемы существования оптимальной
стратегии управления полумарковским процессом
и ее нахождения сводятся к задаче численного
исследования на глобальный экстремум заданной
функции от конечного числа вещественных пере-
менных.

2 Общее описание модели
управления полумарковским
случайным процессом

Построим модель управления полумарковским
случайным процессом, следуя общему подходу,
принятому в классических работах [3, 8]. Пусть
ξ(t) — случайный полумарковский процесс с ко-
нечным множеством состояний X = {1, 2, . . . , N},
N < ∞. Обозначим через tn, n = 0, 1, 2, . . ., t0 = 0,
случайные моменты изменения состояний данно-
го процесса, θn = tn+1 − tn, n = 0, 1, 2, . . ., ξn =
= ξ(tn) = ξ(tn + 0), n = 0, 1, 2, . . . (предполагается,
что траектории процесса ξ(t) непрерывны спра-
ва). Случайная последовательность {ξn} образует
цепь Маркова, вложенную в полумарковский про-
цесс ξ(t). Зададим набор измеримых пространств
(U1,B1), (U2,B2), . . . , (UN ,BN ), где Ui — множе-
ство возможных допустимых управлений, Bi —
σ-алгебра подмножеств множества Ui, включа-
ющая в себя все одноточечные подмножества
множества Ui, т. е. если ui ∈ Ui, то {ui} ∈ Bi,
i = 1, 2, . . . , N . Пусть •i — некоторое множество
всевозможных вероятностных мер āi ∈ •i, задан-
ных на σ-алгебре Bi, i = 1, 2, . . . , N .

Поскольку идейное содержание и свойства ве-
роятностных мер существенно используются в дан-
ной работе, укажем на некоторые фундаментальные
издания, в которых изложена соответствующая тео-
рия. Понятие и основные свойства вероятностной
меры определены и подробно проанализированы
в книге А. Н. Ширяева [15, гл. II]. Глубокое из-
ложение основ теории вероятностных мер имеется
также в книге А. А. Боровкова [16]. Заметим попут-
но, что в книге [16] имеются разделы, посвященные
изложению основ теории полумарковских и реге-
нерирующих случайных процессов. Из зарубежных
изданий отметим фундаментальную работу П. Хен-
некена и А. Тортра [17], основная часть которой
посвящена изложению математических основ тео-
рии вероятностей.

Введем специальное понятие вырожденной ве-
роятностной меры, которое будет часто использо-
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ваться в дальнейшем. Пусть (U0,B0) — некоторое
измеримое пространство, B0 — σ-алгебра подмно-
жеств множества U0, включающая в себя все одно-
точечные подмножества этого множества.

Определение 1. Вероятностная мераā∗, заданная на
σ-алгебрe B0, называется вырожденной, если су-
ществует такой элемент u∗ ∈ U0, для которого вы-
полняются условия ā∗({u∗}) = 1, ā∗(U0 \ {u∗}) =
= 0, где {u∗} = u∗ — множество, состоящее из
единственной точки u∗ ∈ U0. Соответствующая
точка u∗ ∈ U0 будет называться точкой сосредото-
чения вырожденной вероятностной меры ā∗. Та-
ким образом, всякая вырожденная вероятностная
мера ā∗ определяется своей точкой сосредоточе-
ния u∗. В дальнейшем будем использовать обозна-
чение ā∗

u∗ , имея в виду, что вырожденная вероят-
ностная мераā∗ сосредоточена в точке u∗. Отметим
также, что вырожденная вероятностная мера ā∗

u∗

соответствует детерминированной величине, кото-
рая принимает фиксированное значение u = u∗

с вероятностью, равной единице.

Обозначим через •0 множество всех вероят-
ностных мер, заданных на измеримом простран-
стве (U0,B0), а через •∗0 — множество всех вы-
рожденных вероятностных мер, заданных на этом
пространстве, •∗0 ∈ •0. Аналогичные обозначения
будут использоваться и в дальнейшем. Заметим, что
множество •∗0 находится во взаимно однозначном
соответствии с множеством точек сосредоточения
вырожденных вероятностных мер, т. е. с множе-
ством U0.

Пусть •∗i — множество всех вырожденных мер,
заданных на σ-алгебре Bi, •∗i ⊂ •i. Произвольная
вероятностная мераāi описывает случайную вели-
чину, принимающую значения вUi, а вырожденная
мераā∗

i , сосредоточенная в точке u∗i , соответствует
детерминированной величине u∗i ∈ Ui. Предпола-
гается, что соответствующие конструкции опреде-
лены на всех измеримых пространствах управлений
(U1,B1), (U2,B2), . . . , (UN ,BN ).

Предположим, что управления случайным по-
лумарковским процессом ξ(t) осуществляются
в моменты времени tn, n = 0, 1, 2, . . . , непосред-
ственно после изменения состояния процесса. Если
ξn = ξ(tn) = i ∈ X, то значение управления пред-
ставляет собой случайную величину un, принима-
ющую значения в множестве допустимых управ-
лений Ui и описываемую вероятностной мерой
(распределением вероятностей) āi ∈ •i. Будем
предполагать, что при фиксированном условии
ξn = ξ(tn) = i управление определяется незави-
симо от прошлого поведения процесса ξ(t) и веро-
ятностная мера āi, описывающая стохастическое
управление un, зависит только от состояния i ∈ X .

Тогда выбор управлений в моменты изменения со-
стояний {tn, n = 0, 1, 2, . . .} описывается набором
вероятностных мер (распределений вероятностей)
(ā1,ā2, . . . ,āN ), āi ∈ •i, i = 1, 2, . . . , N . Назовем
любой такой набор стратегией управления полу-
марковским процессом ξ(t). По своим свойствам
такая стратегия является марковской, однородной
и рандомизированной.

Следуя классической монографии П. Халмо-
ша [18, гл. VII], рассмотрим декартово произве-
дение пространств U = U1 × U2 × · · · × UN и со-
ответствующих σ-алгебр B = B1 × B2 × · · · × BN .
Обозначим черезā = ā1×ā2×· · ·×āN вероятност-
ную меру на (U,B), определяемую как произведе-
ние мер ā1,ā2, . . . ,āN , где āi ∈ •i, i = 1, 2, . . . , N .
Обозначим также через • множество вероятност-
ных мер ā, заданных на (U,B), которые представ-
ляют собой произведение мер ā1,ā2, . . . ,āN , где
āi ∈ •i, i = 1, 2, . . . , N . Множество • можно отож-
дествить с множеством всех стратегий управления
полумарковским процессом ξ(t).

Проблема оптимального управления полумар-
ковским процессом ξ(t) будет в дальнейшем
сформулирована в виде задачи безусловного
экстремума некоторого функционала I(ā) =
= I(ā1,ā2, . . . ,āN), заданного на множестве до-
пустимых стратегий управления. Содержание по-
казателя качества управления I(ā), аналитическое
представление для него, а также описание множе-
ства допустимых стратегий управления будут при-
ведены в последующих разделах данной работы.

Для получения дальнейших результатов потре-
буются различные вероятностные характеристики
управляемого полумарковского процесса ξ(t). Как
известно из общей теории полумарковских про-
цессов [19, 20], основной вероятностной характе-
ристикой такого процесса является так называемая
полумарковская функция. Определим эту функцию
для процесса с управлением (см. [8, гл. 5]):

Qij(t, u) = P (ξn+1 = j, θn < t | ξn = i, un = u) ,

t ∈ [0,∞) , u ∈ Ui ; i, j ∈ X = {1, 2, . . . , N} . (1)

Используя полумарковские функции, можно полу-
чить вероятности перехода управляемой цепи Мар-
кова {ξn}:

pij(u) = P (ξn+1 = j | ξn = i, un = u) =

= lim
t→∞

Qij(t, u) , u ∈ Ui ; i, j ∈ X , (2)

а также функции распределения длительностей
пребывания полумарковского процесса ξ(t) в со-
ответствующих состояниях:
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Hi(t, u) = P (θn < t | ξn = i, un = u) =

=
∑

j∈X

Qij(t, u) , t ∈ [0,∞) , u ∈ Ui ; i ∈ X . (3)

Обозначим через

Ti(u) = E [θn | ξn = i, un = u] =

=

∞∫

0

[1−Hi(t, u)] dt , u ∈ Ui , i ∈ X , (4)

математические ожидания длительностей пребы-
вания полумарковского процесса ξ(t) в каждом из
состояний.

Введенные выше характеристики (1)–(4) опре-
делены для случая, когда в момент изменения
состояния tn процесс оказывается в состоянии i
и принимается решение u ∈ Ui. При заданной
стратегии управления ā = (ā1,ā2, . . . ,āN ) можно
записать соответствующие вероятностные характе-
ристики без условия на управление, а именно:

Qij(t) = P (ξn+1 = j, θn < t | ξn = i) =

=

∫

Ui

Qij(t, u) dāi(u) , t ∈ [0,∞) , i, j ∈ X ;

pij = P (ξn+1 = j | ξn = i) =
∫

Ui

pij(u) dāi(u) ,

i, j ∈ X ; (5)

Ti = E [θn | ξn = i] =
∫

Ui

Ti(u) dāi(u) , i ∈ X . (6)

В дальнейшем будем предполагать, что для рассмат-
риваемой полумарковской модели заданы вероят-
ностные характеристики pij(u), u ∈ Ui, i, j ∈ X,
и Ti(u), u ∈ Ui, i ∈ X, определяемые соотноше-
ниями (2) и (4). Для фиксированной стратегии
управленияā = (ā1,ā2, . . . ,āN ) соответствующие
вероятностные характеристики pij и Ti, i, j ∈ X,
определены равенствами (5) и (6) без условий на
управление.

3 Стационарный стоимостной
показатель качества управления

Определим некоторый стоимостной аддитив-
ный функционал, связанный с рассматриваемым
полумарковским процессом ξ(t). По содержанию
этот функционал представляет собой случайный
доход или прибыль, накопленную за период вре-
мени [0, t]. Определения такого функционала при-
ведены в основополагающих работах [3; 8, гл. 5].

Обозначим через ṽ(t), t ≥ 0, значение этого адди-
тивного функционала в момент времени t; ṽn =
= ṽ(tn + 0) — соответствующее значение непо-
средственно после очередного момента изменения
состояния tn, n = 0, 1, 2, . . .; ṽ0 = v0 — заданное
начальное значение в момент t = 0. Рассмотрим
величину

di(u) = E [ṽn+1 − ṽn | ξn = i , un = u] ,

u ∈ Ui , i ∈ X , (7)

представляющую собой математическое ожидание
приращения стоимостного аддитивного функцио-
нала за период времени между последовательны-
ми изменениями состояния полумарковского про-
цесса ξ(t). Тогда соответствующее математическое
ожидание, вычисляемое без условия на решение,
принимаемое в момент времени tn, представляется
в виде:

di = E [ṽn+1 − ṽn | ξn = i] =
∫

Ui

di(u) dāi(u) , i ∈ X .

Предположим, что для заданной стратегии
управления ā = (ā1,ā2, . . . ,āN) вложенная цепь
Маркова {ξn} имеет ровно один класс возвратных
положительных состояний (по терминологии, при-
нятой в [8], такое множество состояний называ-
ется эргодическим классом). Как известно [15,
гл. VIII], данное условие является необходимым
и достаточным для существования единственного
стационарного распределения. Обозначим это ста-
ционарное распределение цепи Маркова {ξn} че-
рез π = (π1, π2, . . . , πN ). Заметим, что данное
распределение зависит от стратегии управления
ā = (ā1,ā2, . . . ,āN ). При указанном условии име-
ет место следующий результат, называемый эрго-
дической теоремой для аддитивного стоимостного
функционала:

I = lim
t→∞

Eṽ(t)

t
=

∑N

i=1
diπi

∑N

i=1
Tiπi

. (8)

Соотношение (8) доказано в работе [8, гл. 5].
Заметим, что аналогичные результаты имеют мес-
то для гораздо более общих полумарковских моде-
лей [10, 11].

По своему прикладному содержанию величина,
определяемая соотношением (8), представляет со-
бой среднюю удельную прибыль, связанную с эво-
люцией системы в стационарном режиме. Кроме
того, величина I представляет собой функционал
от набора вероятностных распределений āi, i ∈
∈ {1, . . . , N}, определяющих стратегию управле-
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ния системой. В дальнейшем будем рассматри-
вать стационарный стоимостной функционал I =
= I(ā1,ā2, . . . ,āN ) как показатель качества управ-
ления системой и построенным полумарковским
процессом ξ(t).

4 Представление стационарного
показателя в форме
дробно-линейного
интегрального функционала

В данном разделе будет приведено утвержде-
ние об аналитическом представлении стационар-
ного стоимостного функционала (8), служащего
критерием качества управления в рассматриваемой
задаче управления полумарковским процессом.

Теорема 1. Стационарный стоимостной показатель,

определяемый равенством (8), представляет собой

дробно-линейный функционал от вероятностных рас-

пределений āi(ui), i ∈ {1, . . . , N}. Данный функцио-

нал задается аналитически следующей формулой:

I = I(ā1, . . . ,āN) =

=

∫

U1

· · ·
∫

UN

A(u1, . . . , uN )dā1(u1) · · · dāN (uN)

∫

U1

· · ·
∫

UN

B(u1, . . . , uN) dā1(u1) . . . dāN (uN )

, (9)

где подынтегральные функции числителя и знамена-

теля выражаются соотношениями:

A(u1, . . . , uN ) =

=

N∑

i=1

di(ui)D̂
(i)(u1, . . . , ui−1, ui+1, . . . , uN) ; (10)

B(u1, . . . , uN ) =

=
N∑

i=1

Ti(ui)D̂
(i)(u1, . . . , ui−1, ui+1, . . . , uN) . (11)

В свою очередь, функции D̂(i)(u1, . . . , ui−1, ui+1, . . .
. . . , uN), i ∈ {1, . . . , N}, входящие в правые части

формул (10) и (11), определяются следующим обра-

зом:

D̂(i)(u1, . . . , ui−1, ui+1, . . . , uN ) =

= (−1)N+i+2
∑

α(N),i

(−1)δ(α
(N),i)

D̂
(i)
0

(
α(N),i, u1, . . .

. . . , ui−1, ui+1, . . . , uN) . (12)

Здесь α(N),i = (α1, . . . , αi−1, αi+1, . . . , αN ) — произ-

вольная перестановка чисел (1, . . . , i−1, i+1, . . . , N);
δ(α(N),i)— число инверсий в перестановке α(N),i;

D̂
(i)
0 (α

(N),i, u1, . . . , ui−1, ui+1, . . . , uN ) =

= p̃1,α1 (u1) · · · p̃i−1,αi−1 (ui−1) p̃i+1,αi+1 (ui+1) · · ·
· · · p̃N,αN (uN ) , (13)

где

p̃k,αk
(uk) =

{
pkk(uk)− 1, αk = k ;

pk,αk
(uk), αk 6= k,

k = 1, . . . , i− 1, i+ 1, . . . , N . (14)

Функции pij(ui), Ti(ui) и di(ui), ui ∈ Ui, i, j ∈
∈ {1, 2, . . . , N}, входящие в соотношения (10)–(14),
определяются равенствами (2), (4) и (7) соответ-

ственно.

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 1 в весьма сжатой
форме приведено в работе [21]. Читателю, интере-
сующемуся более подробным обоснованием данно-
го результата, порекомендуем обратиться к тексту
кандидатской диссертации А. В. Иванова [22, гл. 3].

Итак, теорема 1 позволяет получить явное ана-
литическое представление для стационарного сто-
имостного показателя вида (8) в форме дробно-
линейного интегрального функционала от набора
вероятностных мер ā = (ā1,ā2, . . . ,āN), зада-
ющих стратегию управления полумарковским про-
цессом ξ(t). При этом подынтегральные функции
числителя и знаменателя задаются формулами (10),
(11) и вспомогательными равенствами (12)–(14).
Таким образом, функция

C (u1, u2, . . . , uN) =
A(u1, u2, . . . , uN )

B(u1, u2, . . . , uN)
, (15)

которая в дальнейшем будет называться основной
функцией дробно-линейного интегрального функ-
ционала (9) и которая будет играть важную роль
в дальнейшем исследовании, также явно определя-
ется формулами (15), (10), (11).

5 Формальная постановка
оптимизационной задачи
и условия существования
оптимальной стратегии
управления полумарковским
процессом

Будем рассматривать проблему управления по-
лумарковским процессом ξ(t) в форме экстремаль-
ной задачи

I(ā) = I (ā1,ā2, . . . ,āN)→ extr ,
ā = (ā1,ā2, . . . ,āN) ∈ • . (16)
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При этом показатель качества управления I(ā)
представляет собой дробно-линейный интеграль-
ный функционал вида (9).

Для решения экстремальной задачи (16) вос-
пользуемся некоторым утверждением об экстрему-
ме дробно-линейного интегрального функционала.
Прежде чем сформулировать данное утверждение,
отметим, что в теории оптимизации хорошо извест-
ны задачи, в которых целевая функция представля-
ет собой отношение двух линейных отображений,
а имеющиеся ограничения также линейны. Та-
кой раздел называется дробно-линейным програм-
мированием. Основные теоретические результаты
данного направления изложены в работе [23], там
же приведена подробная библиография. В дальней-
шем потребуется некоторый специальный резуль-
тат о безусловном экстремуме дробно-линейного
интегрального функционала вида (9), который был
впервые сформулирован в работе [14]. Заметим,
что для использования этого результата необходи-
мо, чтобы выполнялись некоторые предваритель-
ные условия, которые в данном случае можно сфор-
мулировать следующим образом:

1. Интегральные выражения

I1(ā) = I1 (ā1,ā2, . . . ,āN ) =

=

∫

U1

· · ·
∫

UN

A (u1, . . . , uN) dā1 (u1) · · · dāN (uN) ;

I2(ā) = I2 (ā1,ā2, . . . ,āN ) =

=

∫

U1

· · ·
∫

UN

B (u1, . . . , uN ) dā1 (u1) · · · dāN (uN )

определены для всех стратегий управленияā =
= (ā1, . . . ,āN) ∈ •.

2. Функционал I2(ā) = I2(ā1, . . . ,āN) 6= 0 для
всех ā = (ā1, . . . ,āN ) ∈ •.

3. Множество • включает в себя множество всех
вырожденных вероятностных мер: •∗ ⊂ •.

Сделаем несколько важных замечаний по пово-
ду введенных предварительных условий.

Замечание 1. Из условия 2 следует, что функ-
ция B(u1, u2, . . . , uN ) не может принимать зна-
чения разных знаков. С учетом условия 3 по-
лучаем, что указанная функция должна обладать
свойством строгой знакопостоянности на всем
множестве U . С другой стороны, если выполня-
ется условие строгой знакопостоянности функции
B(u1, u2, . . . , uN), (u1, u2, . . . , uN ) ∈ U , то условие 2
выполняется автоматически.

Замечание 2. Если рассматривать в качестве це-
левого функционала I(ā1,ā2, . . . ,āN ) экстремаль-
ной задачи (16) стационарный стоимостной пока-
затель (8), то функция B(u1, u2, . . . , uN) имеет

следующее теоретическое содержание. Данная
функция представляет собой условное математи-
ческое ожидание длительности периода времени
между соседними моментами изменения состо-
яния полумарковского процесса ξ(t) при условии,
что стратегия его управления является детермини-
рованной и задается набором значений аргумен-
тов (u1, u2, . . . , uN ). Тогда условие строгой поло-
жительности функции B(u1, u2, . . . , uN ) при всех
(u1, u2, . . . , uN) ∈ U является естественным и фак-
тически означает, что при любой заданной детер-
минированной стратегии управления процесс ξ(t)
не имеет мгновенных состояний, длительность пре-
бывания в которых равна нулю.

Замечание 3. Сделаем некоторые замечания,
связанные с подынтегральной функцией числи-
теля дробно-линейного интегрального функцио-
нала (9). Как и ранее, будем рассматривать
в качестве целевого функционала I(ā1,ā2, . . . ,āN )
экстремальной задачи (16) стационарный сто-
имостной показатель (8). Тогда для любо-
го фиксированного набора значений аргументов
(u1, u2, . . . , uN) ∈ U значение функции A(u1, u2, . . .
. . . , uN ) представляет собой условное математиче-
ское ожидание приращения рассматриваемого сто-
имостного функционала, происшедшее за время
пребывания полумарковского процесса ξ(t) в неко-
тором фиксированном состоянии при условии, что
стратегия управления является детерминированной
и задается указанным набором (u1, u2, . . . , uN ) ∈ U .
Отметим, что в теореме об экстремуме дробно-ли-
нейного интегрального функционала, доказанной
в работе [12, гл. 10], на подынтегральную функцию
числителя накладываются условия ограниченности
на всем множестве значений аргумента. Для многих
математических моделей и связанных с ними задач
оптимального управления такое условие является
излишне ограничительным. В качестве примера
можно привести модели оптимального управления
запасом непрерывного продукта, рассмотренные
в работах [24, 25]. В настоящем исследовании
на функцию A(u1, u2, . . . , uN) накладывается толь-
ко условие интегрируемости по любому заданному
набору вероятностных мер ā = (ā1,ā2, . . . ,āN),
образующему стратегию управления полумарков-
ским процессом ξ(t) (условие 1 системы предвари-
тельных условий).

Замечание 4. Условия 1–3 являются необходимы-
ми для корректной постановки задачи безуслов-
ного экстремума дробно-линейного интегрального
функционала. Если этот функционал служит по-
казателем качества в задаче оптимального управле-
ния случайным процессом, то необходимо доба-
вить к этим условиям дополнительное, связанное
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с некоторой регулярностью самого управляемого
процесса, а именно: некоторый содержательный
показатель, связанный с поведением этого про-
цесса, должен существовать и быть представимым
в виде дробно-линейного интегрального функцио-
нала. Если потребовать, чтобы выполнялось эрго-
дическое соотношение (8), то можно использовать
теорему 1 и сформулировать задачу оптимально-
го управления в виде (16) для дробно-линейного
интегрального функционала (9). Таким образом,
необходимо ввести условие, обеспечивающее суще-
ствование единственного стационарного распре-
деления вложенной цепи Маркова и выполнение
соотношения (8). По аналогии с [8, гл. 5] сформу-
лируем это дополнительное условие в следующем
виде:

4. Для любой рассматриваемой стратегии управ-
ления ā = (ā1,ā2, . . . ,āN ) ∈ • вложенная
цепь Маркова полумарковского процесса ξ(t)
имеет ровно один класс возвратных положи-
тельных состояний.

Теперь определим понятие допустимой страте-
гии управления полумарковским процессом с ко-
нечным множеством состояний.

Определение 2. Назовем стратегию управленияā =
= (ā1,ā2, . . . ,āN) допустимой в данной задаче,
если она удовлетворяет условиям 1–4.

Замечание 5. Как следует из замечания 1, если потре-
бовать, чтобы функция B(u1, u2, . . . , uN) являлась
строго знакопостоянной при всех (u1, u2, . . . , uN ) ∈
∈ U , то можно считать допустимыми стратегии
(ā1,ā2, . . . ,āN), удовлетворяющие условиям 1, 3,
4. С учетом замечания 2 о естественном характе-
ре условия строгой знакопостоянности функции
B(u1, u2, . . . , uN) при всех значениях аргументов
(u1, u2, . . . , uN) ∈ U будем требовать выполнения
этого условия в формулировке приводимой в даль-
нейшем основной теоремы об оптимальной страте-
гии управления полумарковским процессом.

Замечание 6. Ниже будет сформулирована и дока-
зана основная теорема об оптимальной стратегии
управления полумарковским процессом с конеч-
ным множеством состояний. Будем формули-
ровать эту теорему по отношению к экстремаль-
ной задаче (16), в которой целевой функционал
I(ā1,ā2, . . . ,āN) имеет вид дробно-линейного ин-
тегрального функционала. Это обстоятельство свя-
зано с тем, что целевой функционал в задаче опти-
мального управления необязательно должен иметь
характер стационарного стоимостного показателя
вида (8). В частности, еще в 1983 г. П. В. Шнур-
ковым было установлено [26], что ряд показателей,
связанных с временем пребывания управляемого

полумарковского процесса в заданном конечном
подмножестве состояний, имеет структуру дроб-
но-линейного интегрального функционала от на-
бора вероятностных мер, определяющих стратегию
управления. Таким образом, рассматриваемая зада-
ча управления имеет более общий характер, чем за-
дача, в которой целевой функционал представляет
собой стационарный стоимостной показатель ви-
да (8).

Замечание 7. Если рассматривать задачу опти-
мального управления полумарковским процессом,
в которой целевой функционал не совпадает со ста-
ционарным стоимостным показателем (8), то воз-
можно, что могут потребоваться другие дополни-
тельные условия, обеспечивающие существование
этого показателя и его представление в форме (9).
В связи с этим в формулировке основной теоремы
будем использовать термин допустимые стратегии
в широком смысле, имея в виду выполнение всех
необходимых условий для каждого рассматрива-
емого показателя качества управления.

Замечание 8. Множество допустимых стратегий мо-
жет не совпадать с множеством всех возможных
стратегий управления. В частности, допустимые
стратегии могут состоять только из дискретных ве-
роятностных мер ā1,ā2, . . . ,āN , т. е. таких, ко-
торые сосредоточены на дискретных множествах
точек пространств U1, U2, . . . , UN .

6 Теоретическое решение задачи
оптимального управления

Перейдем к формулировке и доказательству тео-
ремы об оптимальной стратегии управления полу-
марковским процессом с конечным множеством
состояний.

Теорема 2. Рассмотрим проблему оптимального

управления полумарковским процессом ξ(t) в виде

экстремальной задачи (16), определенной на множе-

стве допустимых стратегий •, для дробно-линейного

функционала (9). Пусть функция B(u1, u2, . . . , uN),
входящая в определение функционала (9), является

строго знакопостоянной (строго положительной или

строго отрицательной) при всех значениях аргумен-

тов (u1, u2, . . . , uN) ∈ U . Тогда справедливы следу-

ющие утверждения:

1. Если функция C(u1, u2, . . . , uN) = A(u1, u2, . . .
. . . , uN)/B(u1, u2, . . . , uN) ограничена сверху или

снизу и достигает глобального экстремума на

множестве U = U1 × U2 × · · · × UN (максиму-

ма или минимума), то оптимальная стратегия

управления полумарковским процессом ξ(t) су-
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ществует, является детерминированной и опре-

деляется вырожденной вероятностной мерой

ā∗ ∈ •∗, сосредоточенной в точке, в кото-

рой достигает соответствующего экстремума

функция C(u1, u2, . . . , uN), и при этом выполня-

ются соотношения:

max
ā∈•

I(ā) = max
āi∈•i ,

i=1,N

I (ā1,ā2, . . . ,āN) =

= max
ā∗

i ∈•
∗

i ,

i=1,N

I (ā∗
1,ā

∗
2, . . . ,ā

∗
N) =

= max
(u1,u2,...,uN )∈U

A(u1, u2, . . . , uN )

B(u1, u2, . . . , uN)
; (17)

min
ā∈•

I(ā) = min
āi∈•i ,

i=1,N

I (ā1,ā2, . . . ,āN) =

= min
ā∗

i ∈•
∗

i ,

i=1,N

I (ā∗
1,ā

∗
2, . . . ,ā

∗
N) =

= min
(u1,u2,...,uN )∈U

A(u1, u2, . . . , uN )

B(u1, u2, . . . , uN)
.

2. Если функция C(u1, u2, . . . , uN) =
= A(u1, u2, . . . , uN )/B(u1, u2, . . . , uN) ограниче-

на сверху или снизу, но не достигает глобального

экстремума на множествеU = U1×U2×· · ·×UN ,

то для любого ε > 0 можно выбрать ε-оптималь-

ную детерминированную стратегию управления

полумарковским процессом ξ(t), которая опре-

деляется вырожденной вероятностной мерой

ā∗(+)(ε) ∈ •∗ или вырожденной вероятност-

ной мерой ā∗(−)(ε) ∈ •∗, в зависимости от

вида экстремума (максимума или минимума)

в задаче (16). При этом вероятностная ме-

ра ā∗(+)(ε) ∈ •∗ может быть сосредоточена

в любой точке
(
u
(+)
1 (ε), u

(+)
2 (ε), . . . , u

(+)
N (ε)

)
,

удовлетворяющей соотношению:

sup
(u1,u2,...,uN )∈U

A(u1, u2, . . . , uN )

B(u1, u2, . . . , uN)
− ε <

<
A
(
u
(+)
1 (ε), u

(+)
2 (ε), . . . , u

(+)
N (ε)

)

B
(
u
(+)
1 (ε), u

(+)
2 (ε), . . . , u

(+)
N (ε)

) <

< sup
(u1,u2,...,uN )∈U

A(u1, u2, . . . , uN )

B(u1, u2, . . . , uN)
<∞ , (18)

если функцияC(u1, u2, . . . , uN) ограничена сверху

и экстремальная задача (16) представляет собой

задачу на максимум. Аналогично вероятностная

мера ā∗(−)(ε) ∈ •∗ может быть сосредоточе-

на в любой точке
(
u
(−)
1 (ε), u

(−)
2 (ε), . . . , u

(−)
N (ε)

)
,

удовлетворяющей соотношению:

−∞ < inf
(u1,u2,...,uN )∈U

A(u1, u2, . . . , uN )

B(u1, u2, . . . , uN)
<

<
A
(
u
(−)
1 (ε), u

(−)
2 (ε), . . . , u

(−)
N (ε)

)

B
(
u
(−)
1 (ε), u

(−)
2 (ε), . . . , u

(−)
N (ε)

) <

< inf
(u1,u2,...,uN )∈U

A(u1, u2, . . . , uN)

B(u1, u2, . . . , uN )
+ ε ,

если функция C(u1, u2, . . . , uN) ограничена снизу

и экстремальная задача (16) представляет собой

задачу на минимум.

3. Если функция C(u1, u2, . . . , uN ) =
= A(u1, u2, . . . , uN)/B(u1, u2, . . . , uN) не огра-

ничена сверху или снизу, то оптимальной стра-

тегии управления в смысле соответствующей

экстремальной задачи не существует. При этом

найдется такая последовательность вырожден-

ных вероятностных мер ā∗(+)(n), сосредото-

ченных в точках
(
u
(+)
1 (n), u

(+)
2 (n), . . . , u

(+)
N (n)

)
,

n = 1, 2, . . . , для которых выполняется соотно-

шение:

I (ā∗(n)) =

= I
(
ā

∗(+)
1 (n),ā

∗(+)
2 (n), . . . ,ā

∗(+)
N (n)

)
=

=
A
(
u
(+)
1 (n), u

(+)
2 (n), . . . , u

(+)
N (n)

)

B
(
u
(+)
1 (n), u

(+)
2 (n), . . . , u

(+)
N (n)

) → ∞

при n→ ∞ ,

если функция C(u1, u2, . . . , uN) не ограниче-

на сверху. Аналогично найдется такая по-

следовательность вырожденных вероятност-

ных мер ā∗(−)(n), сосредоточенных в точках(
u
(−)
1 (n), u

(−)
2 (n), . . . , u

(−)
N (n)

)
, n = 1, 2, . . . , для

которых выполняется соотношение:

I
(
ā∗(−)(n)

)
=

= I
(
ā

∗(−)
1 (n),ā

∗(−)
2 (n), . . . ,ā

∗(−)
N (n)

)
=

=
A
(
u
(−)
1 (n), u

(−)
2 (n), . . . , u

(−)
N (n)

)

B
(
u
(−)
1 (n), u

(−)
2 (n), . . . , u

(−)
N (n)

) → −∞

при n→ ∞ ,

если функция C(u1, u2, . . . , uN ) не ограничена

снизу.

При этом сформулированные утверждения каждого

пункта теоремы 2 могут выполняться как по от-

дельности, для одного из двух видов экстремума, так

и совместно, для обоих видов экстремума.
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Прежде чем непосредственно доказывать теоре-
му 2, докажем некоторые вспомогательные утвер-
ждения.

Лемма 1. Рассмотрим дробно-линейный интегральный

функционал I(ā1,ā2, . . . ,āN) вида (9), заданный на

некотором множестве наборов вероятностных мер

ā = (ā1,ā2, . . . ,āN) ∈ •. Предположим, что на

множестве• выполняется условие 1 из набора предва-

рительных условий и функцияB(u1, u2, . . . , uN ) обла-

дает свойством строгой знакопостоянности при всех

(u1, u2, . . . , uN) ∈ U . Тогда справедливы следующие

утверждения:

1. Если основная функция C(u1, u2, . . . , uN) =
= A(u1, u2, . . . , uN )/B(u1, u2, . . . , uN) ограниче-

на сверху, т. е. выполняется условие

C (u1, u2, . . . , uN) =
A(u1, u2, . . . , uN )

B(u1, u2, . . . , uN)
≤

≤ c
(+)
0 <∞ , (u1, u2, . . . , uN) ∈ U , (19)

то имеет место неравенство:

I (ā1,ā2, . . . ,āN) ≤ c
(+)
0 (20)

для всех (ā1,ā2, . . . ,āN) ∈ •.

2. Если основная функция C(u1, u2, . . . , uN) =
= A(u1, u2, . . . , uN )/B(u1, u2, . . . , uN) ограниче-

на снизу, т. е. выполняется условие

C (u1, u2, . . . , uN) =
A(u1, u2, . . . , uN )

B(u1, u2, . . . , uN)
≥

≥ c
(−)
0 > −∞ , (u1, u2, . . . , uN) ∈ U ,

то имеет место неравенство:

I (ā1,ā2, . . . ,āN) ≥ c
(−)
0

для всех (ā1,ā2, . . . ,āN) ∈ •.

Д о к а з а т е л ь с т в о леммы 1. Докажем первое
утверждение леммы. Предположим сначала, что
функция B(u1, u2, . . . , uN) строго положительна:

B (u1, u2, . . . , uN ) > 0 , (u1, u2, . . . , uN) ∈ U . (21)

Заметим, что в таком случае по свойству интегра-
ла [18, гл. V]
∫

U1

· · ·
∫

UN

B(u1, . . . , uN) dā1(u1) · · · dāN (uN ) > 0 (22)

для любого фиксированного набора ā =
= (ā1, . . . ,āN) ∈ •. Из неравенства (19) с уче-
том (21) получаем:

A (u1, . . . , uN) ≤
≤ c

(+)
0 B (u1, . . . , uN) , (u1, . . . , uN) ∈ U . (23)

В свою очередь, из неравенства (23) и свойств ин-
теграла следует:

∫

U1

· · ·
∫

UN

A(u1, . . . , uN) dā1 (u1) · · · dāN (uN) ≤

≤ c
(+)
0

∫

U1

· · ·
∫

UN

B(u1, . . . , uN) dā1(u1)· · · dāN (uN ) (24)

для любого фиксированного набора ā =
= (ā1, . . . ,āN ) ∈ •. Но тогда из (24) с учетом (22)
получаем:

I(ā1, . . . ,āN) =

=

∫

U1

· · ·
∫

UN

A (u1, . . . , uN) dā1(u1) · · · dāN (uN)

∫

U1

· · ·
∫

UN

B (u1, . . . , uN ) dā1(u1) · · ·dāN (uN )

≤

≤ c
(+)
0 (25)

для любого фиксированного набора (ā1, . . .
. . . ,āN) ∈ •.

Предположим теперь, что функция
B(u1, . . . , uN) строго отрицательна:

B(u1, . . . , uN ) < 0 (u1, . . . , uN) ∈ U . (26)

Тогда

∫

U1

· · ·
∫

UN

B(u1, . . . , uN)dā1(u1) · · · dāN (uN ) < 0 (27)

для любого фиксированного набора (ā1, . . .
. . . ,āN) ∈ •.

Как и ранее, будем исходить из неравенства (19).
При выполнении условий (26) и (27) характер не-
равенств (23) и (24) меняется на противополож-
ный, но характер неравенства (25) остается не-
изменным. Таким образом, для любой функции
B(u1, u2, . . . , uN ), обладающей свойством строгой
знакопостоянности, из условия (19) следует выпол-
нение неравенства (25), которое совпадает с (20).
Первое утверждение леммы 1 доказано. Второе
утверждение доказывается аналогично. Лемма 1
доказана.

Лемма 2. Рассмотрим дробно-линейный интеграль-

ный функционал I(ā1,ā2, . . . ,āN ) вида (9), заданный

на некотором множестве наборов вероятностных мер

ā = (ā1,ā2, . . . ,āN ) ∈ •. Предположим, что на

множестве• выполняется условие 1 из набора предва-

рительных условий и функцияB(u1, u2, . . . , uN) обла-

дает свойством строгой знакопостоянности при всех

(u1, u2, . . . , uN ) ∈ U . Тогда справедливы следующие

утверждения:
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1. Если основная функция C(u1, u2, . . . , uN) =
= A(u1, u2, . . . , uN )/B(u1, u2, . . . , uN) ограниче-

на сверху, но не достигает своего максимального

значения, то имеет место неравенство:

I (ā1,ā2, . . . ,āN) <

< sup
(u1,u2,...,uN )∈U

C (u1, u2, . . . , uN ) <∞ (28)

для всех (ā1,ā2, . . . ,āN) ∈ •.

2. Если основная функция C(u1, u2, . . . , uN) =
= A(u1, u2, . . . , uN )/B(u1, u2, . . . , uN) ограниче-

на снизу, но не достигает своего минимального

значения, то имеет место неравенство:

I (ā1,ā2, . . . ,āN) >

> inf
(u1,u2,...,uN )∈U

C (u1, u2, . . . , uN ) > −∞

для всех (ā1,ā2, . . . ,āN) ∈ •.

Д о к а з а т е л ь с т в о леммы 2. Докажем первое
утверждение леммы. Поскольку множество значе-
ний основной функцииC(u1, u2, . . . , uN) ограниче-
но сверху, оно имеет конечную верхнюю грань:

∃ sup
(u1,u2,...,uN )∈U

C (u1, u2, . . . , uN) <∞

(см. [27, гл. 1, §3, п. 3.4, теорема 1]).
По условию функция C(u1, u2, . . . , uN ) не до-

стигает своего максимального значения. Следова-
тельно, выполняется неравенство:

C(u1, u2, . . . , uN) =
A(u1, u2, . . . , uN )

B(u1, u2, . . . , uN)
<

< sup
(u1,u2,...,uN )∈U

C(u1, u2, . . . , uN) <∞ ,

(u1, u2, . . . , uN) ∈ U . (29)

Взяв за основу строгое неравенство (29), проведем
рассуждения, аналогичные тем, которые были про-
ведены в лемме 1 по отношению к неравенству (19).
В результате получим строгое неравенство (28).

Второе утверждение леммы 2 доказывается ана-
логично. Лемма 2 доказана.
Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 2. Начнем с до-
казательства утверждения 1. Предположим сна-
чала, что основная функция C(u1, u2, . . . , uN) =
A(u1, u2, . . . , uN)/B(u1, u2, . . . , uN ) ограничена
сверху и достигает глобального максимума
на множестве U в некоторой точке u(+) =

=
(
u
(+)
1 , u

(+)
2 , . . . , u

(+)
N

)
∈ U , а именно:

max
(u1,u2,...,uN )∈U

C (u1, u2, . . . , uN) =

= C
(
u
(+)
1 , u

(+)
2 , . . . , u

(+)
N

)
<∞ .

Тогда выполняется соотношение:

C(u1, u2, . . . , uN ) =
A(u1, u2, . . . , uN)

B(u1, u2, . . . , uN )
≤

≤ C
(
u
(+)
1 , u

(+)
2 , . . . , u

(+)
N

)
<∞ ,

(u1, u2, . . . , uN ) ∈ U . (30)

Условия леммы 1 выполнены, и можно восполь-
зоваться ее утверждениями. Согласно первому из
них, если выполняется неравенство (30), то имеет
место соотношение:

I(ā1,ā2, . . . ,āN) ≤ C
(
u
(+)
1 , u

(+)
2 , . . . , u

(+)
N

)
<∞

для всех стратегий управления ā = (ā1,ā2, . . .
. . . ,āN ) ∈ •.

Таким образом, множество значений дроб-
но-линейного интегрального функционала
I(ā1,ā2, . . . ,āN ) ограничено сверху при всех ā =
= (ā1,ā2, . . . ,āN ) ∈ •. Тогда существует верхняя
грань этого множества и выполняется неравенство:

sup
(ā1,ā2,...,āN )∈•

I (ā1,ā2, . . . ,āN) ≤

≤ C
(
u
(+)
1 , u

(+)
2 , . . . , u

(+)
N

)
. (31)

Рассмотрим детерминированную стратегию управ-

ления ā∗(+) =
(
ā

∗(+)
1 ,ā

∗(+)
2 , . . . ,ā

∗(+)
N

)
, в которой

каждая вероятностная мера ā∗(+)
i является вырож-

денной и сосредоточена в точке u(+)i , i = 1, N . По
свойству интеграла

I
(
ā

∗(+)
1 ,ā

∗(+)
2 , . . . ,ā

∗(+)
N

)
=

= C
(
u
(+)
1 , u

(+)
2 , . . . , u

(+)
N

)
. (32)

Из соотношений (31) и (32) получаем:

sup
(ā1,ā2,...,āN )∈•

I (ā1,ā2, . . . ,āN) ≤

≤ I
(
ā

∗(+)
1 ,ā

∗(+)
2 , . . . ,ā

∗(+)
N

)
. (33)

Заметим дополнительно, что выполняются отно-
шения принадлежности:

ā∗(+) =
(
ā

∗(+)
1 ,ā

∗(+)
2 , . . . ,ā

∗(+)
N

)
∈ •∗ ⊂ • . (34)

Из (34) и свойства верхней грани следует:

sup
(ā∗

1 ,ā∗

2,...,ā
∗

N)∈•∗

I (ā∗
1,ā

∗
2, . . . ,ā

∗
N) ≤

≤ sup
(ā1,ā2,...,āN )∈•

I (ā1,ā2, . . . ,āN) . (35)
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Объединяя (32), (33) и (35), получаем соотношение:

sup
(ā∗

1 ,ā∗

2,...,ā
∗

N)∈•∗

I (ā∗
1,ā

∗
2, . . . ,ā

∗
N ) ≤

≤ sup
(ā1,ā2,...,āN )∈•

I (ā1,ā2, . . . ,āN) ≤

≤ I
(
ā

∗(+)
1 ,ā

∗(+)
2 , . . . ,ā

∗(+)
N

)
=

=
A
(
u
(+)
1 , u

(+)
2 , . . . , u

(+)
N

)

B
(
u
(+)
1 , u

(+)
2 , . . . , u

(+)
N

) . (36)

Из соотношения (36) с учетом (34) получа-
ем, что максимум функционала I(ā1,ā2, . . . ,āN)
на множестве допустимых стратегий ā =
= (ā1,ā2, . . . ,āN ) ∈ • существует и до-
стигается на детерминированной стратегии(
ā

∗(+)
1 ,ā

∗(+)
2 , . . . ,ā

∗(+)
N

)
.

Кроме того, выполняются соотношения (17).
Таким образом, утверждение 1 в случае, когда
основная функция C(u1, u2, . . . , uN ) достигает гло-
бального максимума, доказано. Соответствующее
утверждение в случае, когда основная функция
C(u1, u2, . . . , uN) достигает глобального минимума,
доказывается аналогично. При этом используется
второе утверждение леммы 1.

Перейдем к доказательству второго утвержде-
ния теоремы 2. Предположим, что основ-
ная функция C(u1, u2, . . . , uN) = A(u1, u2, . . .
. . . , uN)/B(u1, u2, . . . , uN) ограничена сверху, но не
достигает глобального максимума на множестве
U = U1 × U2 × · · · × UN . Тогда множество значе-
ний основной функции имеет конечную верхнюю
грань:

C (u1, u2, . . . , uN) =
A(u1, u2, . . . , uN)

B(u1, u2, . . . , uN)
<

< sup
(u1,u2,...,uN )∈U

A(u1, u2, . . . , uN )

B(u1, u2, . . . , uN)
<∞ ,

(u1, u2, . . . , uN) ∈ U .

По определению верхней грани для любо-
го фиксированного ε > 0 существует точка
(u
(+)
1 (ε), u

(+)
2 (ε), . . . , u

(+)
N (ε)) такая, что выполня-

ется двойное неравенство (18) (см. [27, гл. 1,
§ 3, п. 3.4]). Иначе говоря, значение основ-
ной функции в указанной точке лежит в левой
ε-окрестности верхней грани. Рассмотрим детер-
минированную стратегию управления ā∗(+)(ε) =

=
(
ā

∗(+)
1 (ε),ā

∗(+)
2 (ε), . . . ,ā

∗(+)
N (ε)

)
, компонентами

которой являются вырожденные вероятностные
меры ā∗(+)

1 (ε),ā
∗(+)
2 (ε), . . . ,ā

∗(+)
N (ε), причем вы-

рожденная мера ā∗(+)
i (ε) сосредоточена в точ-

ке u(+)i (ε), i = 1, 2, . . . , N .

По свойству интеграла

I
(
ā

∗(+)
1 (ε),ā

∗(+)
2 (ε), . . . ,ā

∗(+)
N (ε)

)
=

= C
(
u
(+)
1 (ε), u

(+)
2 (ε), . . . , u

(+)
N (ε)

)
. (37)

Из соотношения (37) с учетом указанного свойства
основной функции получаем:

sup
(u1,u2,...,uN )∈U

A(u1, u2, . . . , uN)

B(u1, u2, . . . , uN )
− ε <

< I
(
ā

∗(+)
1 (ε),ā

∗(+)
2 (ε), . . . ,ā

∗(+)
N (ε)

)
<

< sup
(u1,u2,...,uN )∈U

A(u1, u2, . . . , uN)

B(u1, u2, . . . , uN )
<∞ . (38)

Заметим также, что в рассматриваемом случае вы-
полнены условия леммы 2. Воспользуемся первым
утверждением этой леммы, а именно соотношени-
ем (28):

I(ā1,ā2, . . . ,āN ) <

< sup
(u1,u2,...,uN )∈U

A(u1, u2, . . . , uN)

B(u1, u2, . . . , uN )
<∞ (39)

для всех (ā1,ā2, . . . ,āN) ∈ •.

Из соотношений (38) и (39) следует,
что детерминированная стратегия ā∗(+)(ε) =

=
(
ā

∗(+)
1 (ε),ā

∗(+)
2 (ε), . . . ,ā

∗(+)
N (ε)

)
, определя-

емая набором вырожденных вероятностных мер,
сосредоточенных в соответствующих точках(
u
(+)
1 (ε), u

(+)
2 (ε), . . . , u

(+)
N (ε)

)
, является ε-опти-

мальной. Вторая часть утверждения 2 теоремы 2,
связанная со свойствами нижней грани, доказыва-
ется аналогично.

Докажем третье утверждение теоремы 2.
Предположим, что множество значений основ-
ной функции C(u1, u2, . . . , uN) = A(u1, u2, . . .
. . . , uN)/B(u1, u2, . . . , uN ) не является ограничен-
ным сверху на множестве U = U1 × U2 × · · ·
· · · × UN . Тогда существует последовательность

точек
(
u
(+)
1 (n), u

(+)
2 (n), . . . , u

(+)
N (n)

)
∈ U , n =

= 1, 2, . . ., для которой

C
(
u
(+)
1 (n), u

(+)
2 (n), . . . , u

(+)
N (n)

)
=

=
A
(
u
(+)
1 (n), u

(+)
2 (n), . . . , u

(+)
N (n)

)

B
(
u
(+)
1 (n), u

(+)
2 (n), . . . , u

(+)
N (n)

) −→ ∞ ,

n→ ∞ . (40)
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Зафиксируем некоторую последовательность то-

чек
(
u
(+)
1 (n), u

(+)
2 (n), . . . , u

(+)
N (n)

)
∈ U , n =

= 1, 2, . . ., обладающих указанным свойством,
и рассмотрим последовательность детермини-
рованных стратегий управления ā∗(+)(n) =

=
(
ā

∗(+)
1 (n),ā

∗(+)
2 (n), . . . ,ā

∗(+)
N (n)

)
, n = 1, 2, . . .,

определяемых набором вырожденных вероятност-
ных мер, сосредоточенных в соответствующих точ-

ках
(
u
(+)
1 (n), u

(+)
2 (n), . . . , u

(+)
N (n)

)
, n = 1, 2, . . . По

свойству интеграла для любого фиксированного
значения n = 1, 2, . . . выполняется равенство:

I
(
ā∗(+)(n)

)
=

= I
(
ā

∗(+)
1 (n),ā

∗(+)
2 (n), . . . ,ā

∗(+)
N (n)

)
=

=
A
(
u
(+)
1 (n), u

(+)
2 (n), . . . , u

(+)
N (n)

)

B
(
u
(+)
1 (n), u

(+)
2 (n), . . . , u

(+)
N (n)

) . (41)

Из соотношений (40) и (41) следует, что

I
(
ā∗(+)(n)

)
=

= I
(
ā

∗(+)
1 (n),ā

∗(+)
2 (n), . . . ,ā

∗(+)
N (n)

)
−→ ∞ ,

n→ ∞ . (42)

Соотношение (42) означает, что множество значе-
ний дробно-линейного интегрального функциона-
ла I(ā1,ā2, . . . ,āN) вида (9) не ограничено сверху
на множестве наборов вырожденных вероят-

ностных мер
(
ā

∗(+)
1 (n),ā

∗(+)
2 (n), . . . ,ā

∗(+)
N (n)

)
∈

∈ •∗, а следовательно, и на более широком
множестве наборов вероятностных мер (ā1,ā2, . . .
. . . ,āN) ∈ •. В таком случае решения экстре-
мальной задачи (16) в форме задачи на макси-
мум не существует. Соответствующее утвержде-
ние для варианта, когда множество значений
основной функции C(u1, u2, . . . , uN ) = A(u1, u2, . . .
. . . , uN)/B(u1, u2, . . . , uN ) не является ограничен-
ным снизу, доказывается аналогично. Третье
утверждение теоремы 2 доказано. Тем самым тео-
рема 2 доказана полностью.

Применим теорему 2 для решения поставленной
задачи оптимального управления. Из утверждения
этой теоремы следует, что для доказательства су-
ществования оптимального управления и его на-
хождения необходимо исследовать на глобальный
экстремум основную функцию дробно-линейно-
го интегрального функционала C(u1, u2, . . . , uN ),
определяемую формулой (15) с учетом ра-
венств (10)–(14). В некоторых случаях, например
когда основной процесс ξ(t) является регенери-
рующим, а стоимостные характеристики модели

задаются линейными функциями, такое исследо-
вание можно провести аналитически. Однако для
подавляющего большинства полумарковских моде-
лей для этого необходимо использовать численные
методы.

7 Заключение

В заключительной части работы приведем
краткое описание теоретической основы метода
решения задачи оптимального управления полу-
марковским процессом с конечным множеством
состояний.

1. Исходная проблема оптимального управления
формулируется в виде экстремальной зада-
чи (16). Целевым показателем качества управ-
ления в данной задаче служит величина (8),
которая имеет характер средней удельной при-
были.

2. Доказывается, что стационарный показа-
тель (8) представим в виде дробно-линейного
интегрального функционала (9), для которо-
го явно определяются подынтегральные функ-
ции числителя и знаменателя, а следовательно,
и основная функция данного функционала.

3. Используется теорема об экстремуме дробно-
линейного интегрального функционала. На
основании утверждений этой теоремы устанав-
ливается, что исходная задача оптимального
управления сводится к исследованию на гло-
бальный экстремум основной функции этого
функционала, для которой получено явное ана-
литическое представление.

Заметим, что такое исследование задач опти-
мального управления стохастическими система-
ми фактически уже было проведено в ряде работ
П. В. Шнуркова и его соавторов. В частности,
в работе [28] была рассмотрена модель управле-
ния для обрывающегося процесса восстановления,
описывающего функционирование некоторой тех-
нической системы. Задача управления решалась
для различных показателей эффективности и на-
дежности этой системы, имеющих структуру дроб-
но-линейного интегрального функционала.

В работах [24, 25] рассматривались модели ре-
генерирующих процессов для исследования сис-
тем управления запасами. Различные показатели
качества управления были представлены в фор-
ме дробно-линейных интегральных функциона-
лов. Основные функции этих функционалов бы-
ли найдены в явной форме и исследовались на
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глобальный экстремум. В работах [21, 29] рас-
сматривалась достаточно сложная полумарковская
модель с конечным множеством состояний, описы-
вающая систему управления запасом непрерывного
продукта. Показатели качества управления в этой
модели также имели структуру дробно-линейных
интегральных функционалов, для основных функ-
ций которых были найдены явные аналитические
представления. Упомянем также работы [30, 31],
в которых была исследована полумарковская мо-
дель с дискретно-непрерывным фазовым простран-
ством. Показатели качества управления в этой мо-
дели были найдены в явной форме как функции от
двух непрерывных параметров управления.

Фактически во всех упомянутых работах уже был
использован метод решения задачи оптимального
управления регенерирующим или полумарковским
случайным процессом, основанный на исследова-
нии экстремальных свойств основной функции со-
ответствующего дробно-линейного интегрального
функционала. Из соображений, изложенных во
введении, следует, что в период написания и пуб-
ликации этих работ данный метод не имел стро-
гого обоснования. Однако после публикации
работы [14] и настоящего исследования можно
утверждать, что полученные в них результаты пол-
ностью теоретически обоснованы.

Таким образом, изложенный выше метод ре-
шения проблемы оптимального управления полу-
марковскими процессами с конечными множества-
ми состояний может быть успешно реализован для
многих задач, рассматриваемых в различных обла-
стях прикладной теории вероятностей.

Практическая реализация численной процеду-
ры поиска оптимального решения на примере
полумарковской модели управления запасом не-
прерывного продукта (подробнее см. [21, 29]), бази-
рующаяся на изложенных выше результатах (в част-
ности, теореме 1), была осуществлена А. К. Горше-
ниным и соавторами в статье [32]. Коротко опишем
наиболее важные аспекты этой работы.

Для решения поставленной задачи опти-
мального управления была создана специальная
программа Inventory на встроенном языке про-
граммирования пакета MATLAB, ее возможности
кратко представлены в упомянутой ранее
статье [32]. В программе Inventory реализованы
функции для оценивания через заданные исходные
параметры вероятностных и стоимостных харак-
теристик модели, которые в дальнейшем исполь-
зуются для поиска значений основной функции
дробно-линейного функционала (15). Точка гло-
бального экстремума этой функции и определяет
оптимальное управление.

В качестве начальных данных необходимо зада-
ние следующих параметров:

– спрос и вместимость склада;

– разбиение множества значений объема запаса;

– вероятностные характеристики, описывающие
модель пополнения запаса;

– условные математические ожидания длитель-
ностей задержек пополнения запаса;

– функции для характеризации затрат и доходов.

По итогам работы программы Inventory ряд
вспомогательных функций представляется в анали-
тической форме (в частности, с использованием ап-
парата символьных вычислений Symbolic Toolbox
пакета MATLAB), выводится точка глобального экс-
тремума функции нескольких вещественных пе-
ременных (15), найденная с помощью приме-
нения численных и приближенно-аналитических
аппроксимаций. Также формируются графики оце-
нок значений вероятностно-стоимостных харак-
теристик и основной функции дробно-линейного
функционала (15), либо трехмерных сечений в слу-
чае наличия более трех параметров управления (пе-
ременных).

Функциональность пакета Inventory может
быть расширена для практической реализации ме-
тода решения задачи поиска оптимального управ-
ления полумарковскими процессами с конечными
множествами состояний, рассмотренного в данной
статье.
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Аннотация: Рассмотрены возможности применения точных и предельных распределений вероятностей
значений статистик для построения критериев согласия в рамках анализа текстовой информации. Ис-
следованы значения граничных параметров, для которых возможен расчет точных распределений на
современном этапе. Разработан обобщенный статистический метод анализа (ОСМА) текстов, примени-
мый при широком спектре значений параметров текстов.
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1 Введение

Различные задачи автоматической обработки
результатов наблюдений сводятся к обработке по-
токов данных, которые далее будем называть тек-
стами.

Тексты представляют собой последовательности
знаков длиныn в некотором алфавите мощностиN .
В данных имеются тексты, которые являются реа-
лизациями случайных последовательностей с рав-
номерным распределением на множестве всех сво-
их значений, или, другими словами, случайными
выборками длины n из равновероятного распреде-
ления на алфавите мощности N , и тексты с уни-
кальными свойствами. Такие тексты, во-первых,
не являются выбором из равномерного распределе-
ния; во-вторых, обладают структурными зависимо-
стями внутри последовательности.

Алгоритмы определения структурных зависи-
мостей сложны и требуют значительного вычисли-
тельного ресурса, поэтому предлагается двухэтап-
ная процедура. На первом этапе выбираются самые
неравновероятные тексты, а затем применяются ал-
горитмы поиска структурных зависимостей.

В ряде случаев, когда данные образуют непре-
рывный поток и имеются естественные ограниче-
ния на ресурс памяти, нет возможности накопить
тексты, выбрать из них самые неравновероятные
и обработать их по алгоритмам поиска структур-
ных зависимостей. Тогда по критериям согласия
с равновероятным распределением отсеивают тек-
сты без уникальных свойств и к оставшимся тек-

стам применяют алгоритмы поиска структурных
зависимостей. В этом случае размер критерия со-
гласия определяет долю ложно принятых текстов
без уникальных свойств или объем лишней работы
по поиску текстов с уникальными свойствами. Для
вычисления размера критерия согласия необходи-
мо знать вероятностные распределения применя-
емых в критериях согласия статистик.

Целью данной работы является описание гра-
ниц, для которых возможно вычисление точных
значений вероятностных распределений на совре-
менных многопроцессорных вычислительных сис-
темах [1], и построение ОСМА текстов, примени-
мого для всех значений их параметров.

2 Статистический анализ текстов,
критерии согласия

Сосредоточимся на первом этапе анализа тек-
стов.

Задача состоит в том, чтобы относительно ν-го
текста Tn(ν) длины n

Tn(ν) = {t1(ν), . . . , tn(ν)}

проверить простую гипотезу H0, состоящую в том,
что все знаки текста (испытания) ti(ν), i = 1, . . . , n,
принимают значения из множества (алфавита)
AN = {a1, . . . , aN} мощности N c равными веро-
ятностями P{ti(ν) = aj} = 1/N для i = 1, . . . , n,

1НТЦ ЗАО «ИнформИнвестГрупп», ak@iigroup.ru
2Институт точной механики и вычислительной техники им. С. А. Лебедева РАН, raf@zao-zt.ru
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j = 1, . . . , N , т. е. наблюдается выборка из равнове-
роятного полиномиального распределения.

В качестве альтернативы выступает сложная ги-
потеза H, которая заключается в том, что текст
Tn(ν) не является выборкой из равновероятного
полиномиального распределения в том смысле, что
существует такое j, что P{ti(ν) = aj} 6= 1/N |i =
= 1, . . . , n.

Будем отвергать гипотезу H0 при Sn(Tn(ν)) ≥
≥ c, где Sn — функция от текста Tn(ν) (статистика),
а константа c выбирается исходя из заданного раз-
мера критерия α: P{Sn ≥ c} = α.

3 Расчет точных распределений
значений статистик

Не ограничивая общности приводимых рассуж-
дений, в качестве статистики Sn критерия будем
рассматривать введенную более 100 лет назад Кар-
лом Пирсоном [2, 3] статистику хи-квадрат χn:

χn =
N∑

i=1

(hi − npi)
2

npi
,

где hi — частота встречаемости знака (исхода) ai

в первых n испытаниях; n — длина текста (объ-
ем выборки); N — число исходов полиномиальной
схемы (мощность алфавита — AN ); pi — вероят-
ность ai-го исхода.

Для расчета точного распределения вероятности
P{Sn ≥ c} методом «полного перебора» необходи-
мо проделать следующие шаги.

Шаг 1: cгенерировать множествоT(n,AN ) всех не-
повторяющихся текстов длины n, состоящих
только из знаков, принадлежащих алфавиту
AN = {a1, . . . , aN} мощности N :

T(n,AN ) = {Tn(ν)|ν = 1, . . . , Nn} .

Шаг 2: получить множествоH(n,N)массивов час-
тот встречаемости h(ν) знаков алфавита AN

в текстах Tn(ν):

H(n,N) =

= {h(ν) = (h1(ν), . . . , hN (ν)) |ν = 1, . . . , Nn} ,

где hi(ν) — частота встречаемости знака ai ал-
фавита AN в ν-м тексте Tn(ν) массива тек-
стов H(n,N).

Шаг 3: получить множество значений статистик
�Sn(N) на множестве массивов частот встреча-
емости знаков H(n,N):

�Sn(N) = {Sn (h(ν)) |ν = 1, . . . , Nn} ,

применяя формулу выбранной статистики Sn

и учитывая равновероятность исходов полино-
миальной схемы.

Шаг 4: получить распределение вероятностей зна-
чений статистики Sn — PT {Sn ≥ c}. Для этого
надо провести маркировку множества значений
статистик �Sn(N)в интервалы значений [c,+∞),
где, например, c = 1(1)100.

Таблица 1 Максимальные значения пара-
метров рассчитанных точных распределений
статистик Sn

Объем выборки
(длина текста) n

Число исходов
полиномиальной схемы
(мощность алфавита) N

50 2
30 3
27 4
22 5
19 6
16 7
15 8
14 9
11 10

8 16
6 26
4 32

Рис. 1 Диаграмма параметров рассчитанных точных
распределений статистик Sn

Методом «полного перебора» в XX в. были по-
лучены таблицы точного распределения статистики
Sn = χn для n и N , максимальные значения кото-
рых приведены в табл. 1 и на рис. 1.

Необходимо указать, что, применяя некоторые
свойства статистик (симметричность и пр.) и ре-
куррентные соотношения, математикам прошлых
веков удалось рассчитать таблицы точных распре-
делений, точность которых 10−5, для следующих
критических значений параметров: N = 2(1)4, n =
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= 26(1)50; N = 5, n = 26(1)40; N = 6(1)10, n =
= 26(1)30; N = 10, n = 1(1)30; N = 16, n = 1(1)30;
N = 26, n = 1(1)30; N = 32, n = 1(1)30.

Отметим некоторую универсальность алгоритма
расчета точных распределений методом «полного
перебора».

Алгоритм может применяться «последователь-
но» и «параллельно»:

– при «последовательном» применении алгорит-
ма вначале генерируем все множество текстов
T(n,AN ) (шаг 1), затем получаем все множество
векторов частот встречаемостиH(n,N) (шаг 2),
далее вычисляем все множество значений ста-
тистик �Sn(N) (шаг 3) и, обрабатывая все значе-
ния множества �Sn(N) (шаг 4), получаем точное
распределение вероятностей значений стати-
стики Sn — P{Sn ≥ c};

– при «параллельном» применении алгоритма на
шаге 1 выполняем генерацию только одного
текста Tn(ν) из множества T(n,AN ) всех непо-
вторяющихся текстов, далее для сгенерирован-
ного текста вычисляем вектор встречаемости
знаков h(ν) (шаг 2) и значение статисти-
ки Sn(h(ν)) (шаг 3), полученное значение ста-
тистики заносим в массив интервалов значений
[c,+∞) (шаг 4), после чего возвращаемся к ге-
нерации следующего неповторяющегося текста
на шаге 1; алгоритм заканчивает свою работу
тогда, когда на шаге 1 исчерпаны все неповто-
ряющиеся тексты рассматриваемой длины.

«Последовательное» применение алгоритма
требует достаточных ресурсов памяти для хране-
ния множеств, «параллельное» применение не тре-
бует больших ресурсов памяти для хранения всех
элементов множеств и позволяет распараллеливать
выполнение алгоритма по данным, что дает воз-
можность применять для его выполнения кластер-
ные многопроцессорные вычислительные системы.

Предположим, что в течение 30 дней (1 месяц)
доступен вычислительный ресурс производитель-
ностью 1015 операций в секунду, т. е. за отведенное
время можно произвести для решения задачи рас-
чета точных распределений 2,59 · 1021 операций:

1015 оп./с · (30 дн. · 24 ч · 60 мин · 60 с) с =

= 2,59 · 1021 оп.

Предположим также, что для расчета одного
значения статистики Sn(h(ν)) и маркировки его
значения в интервале [c,+∞) необходимо произ-
вести (5n+3N +50) операций, где 5n— число опе-
раций на маркировку текста длины n; 3N — число

Таблица 2 Максимальные значения парамет-
ров, для которых на современном этапе могут
быть рассчитаны точные распределений ста-
тистик

Объем выборки
(длина текста) n

Число исходов
полиномиальной схемы
(мощность алфавита) N

58 2
29 4
19 8
17 10
12 26
11 36

9 64
8 128
7 256

Рис. 2 Диаграмма параметров, для которых на совре-
менном этапе могут быть рассчитаны точные распреде-
ления статистик: 1 — область возможного расчета точных
распределений на современном этапе; 2 — область рас-
считанных точных распределений

операций на вычисление статистикиSn на равнове-
роятном распределении с N исходами; 50 — число
вспомогательных операций. Тогда параметры n иN
должны удовлетворять следующему соотношению:
Nn ≤ 2,59 · 1021/(5n+ 3N + 50).

Используя указанные выше предположения,
были рассчитаны максимальные значения парамет-
ров, для которых на современном этапе за прием-
лемое время (1 мес.) могут быть рассчитаны точные
распределения статистик. Значения параметров
приведены в табл. 2 и на рис. 2.

Диаграмма на рис. 2 определяет область O1,
в которой находятся параметры текстов (n,N)мно-
жеств T(n,AN ), для которых на современном этапе
могут быть рассчитаны точные распределения ста-
тистик Sn. Линию, ограничивающую эту область
сверху, обозначим через G1.

Определим множество M1T(n,AN ) как множе-
ство текстов, являющееся объединением непересе-
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Рис. 3 Диаграмма параметров точных распределений
статистик

кающихся подмножеств T(j, Ak) c параметрами j
и k из области O1 на рис. 2:

M1T(n,AN ) =
{
∪T(j, Ak) |j = 1, . . . , n ;

k = 1, . . . , N | (n,N) ⊂ O1} .
Анализируя значения параметров на рис. 2,

можно сделать вывод о том, что значительный
рост производительности вычислительных средств
не дает сколько-нибудь заметного увеличения зна-
чений параметров n и N в решении задачи расчета
точных распределений и, соответственно, эффек-
тивного решения задач анализа текстов.

Назовем область O1 областью точных распреде-
лений. Соответствующая диаграмма приведена на
рис. 3.

4 Расчет–-точных
распределений значений
статистик

Для преодоления возникшего барьера и созда-
ния возможности анализа длинных текстов в ал-
фавитах большой мощности был разработан метод
расчета –-точных распределений P–{Sn ≥ c} —
распределений, отличающихся от точных распре-
делений не более чем на заранее заданную величи-
ну–.

Для – = 10−5 по методу расчета –-точных рас-
пределений были проведены расчеты P–{Sn ≥ c}
для параметровnиN , значения которых приведены
в табл. 3 и на рис. 4.

Диаграмма на рис. 4 определяет линию, ограни-
чивающую область возможности расчета–-точных
распределений сверху — G2. Область, заключен-
ную между границами G1 и G2, в которой нахо-
дятся параметры текстов (n,N)множеств T(n,AN ),

Таблица 3 Значения параметров, для которых
проведены расчеты –-точных распределений
статистик Sn для– = 10−5

Объем выборки
(длина текста) n

Число исходов
полиномиальной схемы
(мощность алфавита) N

150 2
80 4
70 8
60 10
50 26
50 32
45 128
40 256

Рис. 4 Значения параметров, для которых рассчитаны
–-точные распределения Sn: 1 — область–-точных рас-
пределений O2; 2 — область точных распределений O1

для которых рассчитаны –-точные распределения
статистик Sn, определим как O2.

По аналогии с M1T(n,AN ) определим множе-
ство M2T(n,AN ) как множество текстов, явля-
ющееся объединением непересекающихся подмно-
жеств T(j, Ak) c параметрами j и k из областиO2 на
рис. 4:

M2(n,AN ) =
{
∪T(j, Ak) |j = 1, . . . , n;

k = 1, . . . , N | (n,N) ⊂ O2} .

Сложность алгоритма расчета –-точных рас-
пределений статистик P–{Sn ≥ c} — C(P–{Sn ≥
≥ c}) — определяется как число целочисленных
решений системы уравнений:

µ0 + µ1 + · · ·+ µk = N ;

1µ1 + 2µ2 + · · ·+ kµk = n ,

в которой µν — число значений частот исходов hi,
равных ν.
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Вектор (µ0, . . . , µN ) получил название вектора
вторых маркировок.

Значение k подбирается из условия P{Mn >
> k} ≤ –, в котором Mn — статистика максималь-

ной частоты:Mn =
N
max
i=1

hi.

Вероятность P{Mn > k} вычисляется с по-
мощью рекуррентной формулы, предложенной
Б. И. Селивановым:

P {Mn+1 < m} =
n∑

ν=0

(
n
ν

)
P {Mn−ν < m} d(m)ν+1

1

Nν

с начальным условием P{M0 < m} = 1, коэффици-

енты d
(m)
ν+1 вычисляются по рекуррентной формуле

d
(m)
h+1 = −

m−1∑

ν=1

(
n
ν

)
d
(m)
n−ν+1

с начальными условиями d
(m)
1 = 1, d

(m)
2 = · · ·

· · · = d(m)n−1 = 0, d
(m)
m = −1, d(m)m+1 = m.

Сложность алгоритма расчета –-точных рас-
пределений статистик C(P–{Sn ≥ c}) может быть
оценена сверху как

C(P–{Sn ≥ c}) ≤
(
|n−N |+ k
|n−N |

)
,

где |x| обозначает модуль числа x.

5 Предельные распределения
значений статистик

Одним из замечательных свойств статистики χn

является то, что при m =
N
min
i=1

npi → ∞ ее предель-
ное распределение не зависит от pi, . . . , pN и со-
впадает с χ2-распределением с (N − 1) степенью
свободы [4].

Вопрос о том, начиная с какогоmможно пользо-
ваться предельным распределением, задавали себе
многие авторы, и не всегда их мнения совпадали.
Фишер [5] рекомендует ограничение m ≥ 5, Кра-
мер [4] —m ≥ 30, Кендалл и Стьюарт [6] —m ≥ 20.

Следует напомнить, что теоретическая оценка
остаточного члена в предельной теореме, приведен-
ная в [7], имеет вид O(n−(N−1)/N ) и мало что дает
для практического использования. Поэтому расчет
непредельных распределений значений статистик
для анализа тексов еще долго будет оставаться ак-
туальной проблемой для специалистов в области
математической статистики, вычислительной ма-
тематики и программирования.

Рис. 5 Область предельных распределений, ограничен-
ная снизу G2: 1 — область предельных распределений;
2 — область –-точных распределений O2; 3 — область
точных распределений O1

Областью предельных распределений назовем
область параметров (n,N), для которой при со-
временной производительности вычислительных
средств невозможно рассчитать точные и–-точные
распределения. Эта область ограничена снизу G2.
Отметим, что граница G2 рассчитанных –-точных
распределений на рис. 4 совпадает с границей G2
области предельных распределений на рис. 5.

6 Обобщенный статистический
метод анализа текстов

После проведенного анализа возможностей
расчета и применения точных, –-точных и пре-
дельных распределений вероятностей значений
статистки Sn для построения статистического кри-
терия согласия с равновероятным распределением,
используемого для отбора текстов без уникаль-
ных свойств, построим обобщенный метод анализа
текстов без ограничений на его параметры, такие
как длина и мощность алфавита входящих в него
знаков.

Пусть необходимо проанализировать текст
Ti(n,AN ) длины n из алфавита AN мощности N
и определить, обладает ли он уникальными свой-
ствами. Тогда его стоит дальше исследовать с по-
мощью трудоемких алгоритмов выявления струк-
турных зависимостей. Либо данный текст не
обладает уникальными свойствами и не предста-
вляет дальнейшего интереса.

Обобщенный статистический метод анализа
текстов Ti(n,AN ) с выводом ïóíá{Ti(n,AN )} бу-
дем строить следующим образом:

(1) в зависимости от значений параметров (n,N)
выберем распределение P{Sn ≥ c}:
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P{Sn ≥ c} =

=





PT {Sn ≥ c} , если (n,N) ⊂ O1,

ограниченной G1 сверху;

P–{Sn ≥ c} , если (n,N) ⊂ O2,

ограниченной G1 снизу

и G2 сверху;

P{χ2 ≥ c} с (N − 1) степенью свободы

в противном случае;

(2) в соответствии с выбранным распределение
P{Sn ≥ c} и задаваемым размером критерия α
получаем разделяющую константу c: P{Sn ≥
≥ c} = α;

(3) рассчитываем значение статистики
Sn(Ti(n,AN )) от анализируемого текс-
та Ti(n,AN );

(4) сравниваем значение статистики
Sn(Ti(n,AN )) с разделяющей константой c
и делаем вывод (ïóíá{Ti(n,AN )}) о наличии
или отсутствии у текста Ti(n,AN ) уникальных
свойств:

– если Sn(Ti(n,AN )) ≥ c, то
ïóíá{Ti(n,AN )} = текст Ti(n,AN ) обла-
дает уникальными свойствами;

– если Sn(Ti(n,AN )) < c, то
ïóíá{Ti(n,AN )} = текст Ti(n,AN ) не
обладает уникальными свойствами.

Построение обобщенного метода анализа тек-
стов окончено.

Необходимо отметить, что значения G1 и G2
по построению определяются алгоритмами расчета
точных и –-точных распределений и производи-
тельностью имеющихся на момент времени τ вы-
числительных средств p(τ), а следовательно, могут
быть определены как функции от τ : G1(τ) и G2(τ).

Придерживаясь закона Мура, считаем функ-
цию p(τ) возрастающей, т. е. при τ1 < τ2 p(τ1) ≤
≤ p(τ2). Тогда функции G1(τ) и G2(τ) должны
обладать следующими свойствами:

– G1(τ) < G2(τ) по построению;

– если τ1 < τ2, то G1(τ1) ≤ G1(τ2);

– если τ1 < τ2, то G2(τ1) ≤ G2(τ2).

Увеличение значений G2(τ) при росте p(τ)
позволяет при использовании ОСМА для боль-
шего числа значений параметров (n,N) приме-
нять –-точные распределения вместо предельных,
что в несколько раз уменьшает число ложно ото-
бранных как обладающих уникальными свойства-
ми текстов (ошибка первого рода).

Увеличение значений G1(τ) при росте p(τ) по-
зволяет при применении ОСМА для большего чис-
ла значений параметров (n,N) применить точ-
ные распределения вместо–-точных, что упрощает
процедуру проведения анализа текста и уменьшает
его трудоемкость.

Таким образом, предложенный обощенный ме-
тод анализа текстов ОСМА при росте производи-
тельности p(τ) вычислительных средств позволяет
увеличить точность анализа и снизить его трудоем-
кость.
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ОБ ОДНОМ СПОСОБЕ СОКРАЩЕНИЯ ВЫЧИСЛЕНИЙ

ПРИ ФОРМИРОВАНИИ ЗАМЫКАНИЙ ГАЛУА∗

А. А. Грушо1, М. И. Забежайло2, А. А. Зацаринный3

Аннотация: Уточнение понятия сходства как алгебраической операции — процедурная основа многих
современных методов интеллектуального анализа данных (ИАД). Однако в ряде важных приложений
(в частности, при управлении информационными потоками в компьютерных сетях, обеспечении инфор-
мационной безопасности (ИБ) в облачных средах и др.) применение подобной математической техники
оказывается ограниченным объемами вычислений при обработке больших объемов данных в режиме ре-
ального времени. Пример — многократные вычисления пересечений множеств булевских строк большой
длины в процессе поиска неподвижных точек замыканий Галуа. В статье предложен алгоритм формиро-
вания замыканий Галуа, позволяющий ускорить проверку замкнутости множеств. Приведены примеры
использования предлагаемой техники в ряде задач управления потоками сообщений в компьютерных
сетях и контроля содержимого пересылаемых пакетов.

Ключевые слова: интеллектуальный анализ данных; сходство как алгебраическая операция; методы
сокращения перебора; скорость управления и безопасность информационных потоков в компьютерных
сетях

DOI: 10.14357/19922264160410

1 Общее представление
о рассматриваемой проблеме

Искусственный интеллект как область иссле-
дований сегодня наиболее ярким образом пред-
ставлен разнообразием математических моделей,
методов и компьютерных систем так называемого
интеллектуального анализа данных. В компьютер-
ном анализе данных как целом ИАД можно вы-
делить «инструментально» как область анализа
данных, выполняемого средствами интеллекту-

альных компьютерных систем. Основная отличи-
тельная особенность таких систем — использова-
ние формальных моделей рассуждений, в том числе
корректных формализаций эвристик применяемых
специализирующимися на анализе данных экспер-
тами (например, выделение областей математиче-
ски корректного использования соответствующих
эвристик и контроль «невыхода» за границы таких
областей в процессе ИАД, выполняемого реализу-
ющими эти эвристики «инструментальными» сред-
ствами).

Характерным для ИАД стало оценивание це-
левых параметров по косвенным признакам (см.,

например, [1–4]). При этом фактически постули-
руется принцип: сходство в описаниях прецедентов
влечет сходство в описаниях анализируемых (по «кос-
венным» данным) целевых свойств изучаемых пре-
цедентов. Так в центре внимания оказались фор-
мализация и анализ сходства как математически
корректной конструкции. В рамках ИАД предло-
жены и активно развиваются различные варианты
уточнения понятия сходства — метрики, меры бли-
зости, формализация сходства как алгебраической
операции и др.

При вовлечении в ИАД данных комплексной
«природы» (в том числе в работе с нечисловыми
объектами, свойства которых определяются как
особенностями их внутренней структуры, так
и принимающими числовые значения4 парамет-
рами) достаточно эффективным оказывается ис-
пользование уточнения сходства как алгебраической

операции. Ключевым элементом задействованной
здесь формальной математической конструкции
оказывается поиск всех тех и только тех объектов,
которые удовлетворяют заданному набору условий,
т. е. использование специального оператора замы-

кания и поиска неподвижных точек некоторой спе-

∗Работа поддержана РФФИ (проект 15-29-07981).
1Институт проблем информатики Федерального исследовательского центра «Информатика и управление» Российской академии

наук, grusho@yandex.ru
2Институт проблем информатики Федерального исследовательского центра «Информатика и управление» Российской академии

наук, m.zabezhailo@yandex.ru
3Институт проблем информатики Федерального исследовательского центра «Информатика и управление» Российской академии

наук, alex250451@mail.ru
4Например, это могут быть физиологически активные химические соединения, целевые (в частности — лекарственные) свой-

ства которых определяются как их структурными особенностями, так и целым рядом дополнительных параметров, описываемых
определенными числовыми значениями (в том числе дозами, концентрациями, температурами и т. п.).
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циальной версии замыкания Галуа [5]. Своего рода
«платой» за богатые выразительные возможности
применяемой математической техники оказывает-
ся необходимость оперировать достаточно сложны-
ми комбинаторными объектами — порождаемы-
ми в процессе вычисления сходств диаграммами
взаимной вложимости классов сходства и классов
эквивалентности. Именно с этим связан присталь-
ный интерес специалистов к любым возможностям
«ускорения» вычислений (за счет тех или иных сокра-

щений их объемов) при многократно выполняемом
в процессе ИАД поиске сходств.

Процедурные конструкции рассматриваемого
типа демонстрируют свою эффективность и в за-
дачах обеспечения ИБ. Так, например, в ряде
технологий DPI (Deep Packet Inspection), IDS/IPS
(Intrusion Detection/Protection Systems) и др. крити-
чески важным компонентом оказывается выделе-
ние эмпирических (извлекаемых в процессе ИАД
из описаний инцидентов) зависимостей, которые
неявным образом представлены в накапливаемых
данных. Цель порождения таких зависимостей —
«обучение» НОРМЕ и идентификация АНОМА-
ЛИЙ в поведении объекта зашиты. Выделяемые
в процессе обучения комбинации признаков дают
возможность оперативно опознавать «аналогич-
ные» явления (АНОМАЛИИ) во вновь анализиру-
емых данных. При этом скорость анализа данных
в задачах обеспечения ИБ (например, облачных
сред или же обработки так называемых Big Da-
ta) оказывается критически важным фактором
успешной работы соответствующих средств защи-
ты. В практически значимых приложениях в первую
очередь именно скоростью ведения ИАД определя-
ются возможности обрабатывать в режиме реаль-
ного времени огромные коммутационные таблицы
в устройствах управления трафиком в компьютер-
ных сетях, все более объемные реестры сигнатур
вирусов и т. п. Представленная «интерполяцион-

но-экстраполяционная» (порождения и «переноса»
эмпирических зависимостей на описания новых
ИБ-инцидентов) техника «диагностики» АНОМА-
ЛИЙ фактически и есть один из механизмов ИАД,
привнесенных в проблематику ИБ исследованиями
в области искусственного интеллекта (в том числе
разработки и экспериментального исследования
интеллектуальных компьютерных систем).

2 Базовые понятия и определения
Пусть заданы два множества: U =

= {a1, a2, . . . , an} и Ÿ = {O1, O2, . . . , Om} ⊆ 2U\∅,
первое из которых будем называть исходным ал-
фавитом (множеством образующих элементов для
анализируемых прецедентов изŸ), а второе — мно-

жеством описаний прецедентов (непустых мно-
жеств образующих), построенных над универсу-
момU, т. е. над множеством объектов, построенных
из образующих a1, a2, . . . , an.

Располагая множествамиU иŸ, определим два
отображения f и ϕ:

– ∀ ξ ∈ 2U (т. е. для каждого ξ — под-
множества образующих из множества U)
f(ξ) = {множество всех таких Oi из Ÿ, что
∀ aj ∈ ξ имеет место aj ∈ Oi для каждого из
этих выбранных Oi (т. е. это множество всех
прецедентов изŸ, в которые все aj из заданно-
го ξ входят одновременно)};

– ∀ ζ ∈ 2Ÿ (т. е. для каждого ζ — под-
множества прецедентов из множества Ÿ)
ϕ(ζ) = {множество всех таких aj из U, что
∀ Oi ∈ ζ имеет место aj ∈ Oi для каждого из
этих выбранных aj (т. е. это множество всех
таких aj из U, которые во все прецеденты из ζ
входят одновременно)},

где2U— множество всех подмножеств множестваU
(исходного алфавита), а 2Ÿ — множество всех под-
множеств множества Ÿ (множества описаний пре-
цедентов).

Можно показать, что пара отображений 〈f, ϕ〉
представляет собой соответствие Галуа (см., напри-
мер, [5]), а их произведения f(ϕ(ζ)) и ϕ(f(ζ)) —
соответствующие замыкания Галуа (см., напри-
мер, [5]), которые будем обозначать как [ ]U,Ÿ

и [ ]Ÿ,U.

Определение 1. Неподвижными точками замыкания
Галуа [ ]U,Ÿ будем называть все такие [X ]U,Ÿ, что
[X ]U,Ÿ = X .

Посредством GCf,ϕ(Ÿ) иGCϕ,f (U) будем обо-
значать множества неподвижных точек соответ-
ствующих замыканий Галуа: GCf,ϕ(Ÿ) = {ζ ∈ 2Ÿ
таких, что f(ϕ(ζ)) = ζ} и GCϕ,f (U) = {ξ ∈ 2U
таких, что ϕ(f(ξ)) = ζ}. Каждое из этих множеств
можно рассматривать как частично упорядоченное
в соответствии со взаимным вложением как соот-
ветствующих множеств прецедентов (подмножеств
дляŸ), так и подмножеств образующих изU.

Таким образом, для заданного множества обра-
зующих u = {u1, u2, . . . , us}, где u ⊆ U, проверку
его замкнутости (относительно заданного множе-
ства прецедентовŸ, представленных в алфавитеU)
может выполнить следующий

Алгоритм 1

Входные данные: множестваU, Ÿ и u.

ШАГ 1. Для каждого i от 1 до s (s ≤ n) в множе-
стве Ÿ описаний прецедентов выделяется под-
множество Ÿi таких, что образующая ui входит
в описание каждого из прецедентов Oj , входя-
щих в соответствующее подмножество Ÿi.
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ШАГ 2. Вычисляется u∗ — общая часть (пересече-
ние соответствующих множеств образующих)
всех Ÿi (по i от 1 до s ≤ n).

ШАГ 3. Проверяется выполнимость равенства
u∗ = u. При положительном исходе u замкну-
то, в противном случае — нет.

ШАГ 4. СТОП.

К сожалению, для больших значений парамет-
ра m (числа описаний прецедентов в множестве Ÿ)
при «массовой» проверке замкнутости большого
числа «тестируемых» множеств u (важный для при-
ложений пример такой ситуации дает характерная
для управления потоками данных в компьютер-
ных сетях задача поиска заголовка пакета в таблице
коммутации, где необходимо в режиме реального
времени оперировать таблицами коммутации, со-
держащими десятки, а в ряде случаев и сотни тысяч
строк) алгоритм 1 оказывается весьма ресурсоем-
ким (в частности, шаг 2 требует массовых опера-
ций с булевскими последовательностями длиныm).
Этим обусловлен интерес к построению тех или
иных сравнительно (с «прямой» проверкой) быст-
ро вычислимых локальных условий (где, напри-
мер, было бы достаточно выявления совместного
вхождения пары образующих ui, uj из алфавитаU,
«непопадание» одной из которых в порождаемое за-
мыкание u∗ сигнализировало бы о незамкнутости
текущего тестируемого множества образующих u).
Один из вариантов подобного достаточного усло-
вия незамкнутости дает

Утверждение 1. Для того чтобы заданное подмноже-
ствоu = {u1, u2, . . . , us} образующих из алфавитаU
было незамкнуто относительно множества описа-
ний прецедентовŸ, достаточно, чтобы для замыка-
ний одноэлементных подмножеств u выполнялось
строгое включение:

u = {u1, u2, . . . , us} ⊂
s⋃

i=1

[{ui}]U,Ÿ .

К сожалению, представленное утверждением 1
условие незамкнутости не является необходимым,
в чем нетрудно убедиться, принимая во внимание

Пример 1. Рассмотрим множество булевских векто-
ров длины 4:

B = {〈0000〉, 〈0001〉, . . . , 〈1110〉, 〈1111〉} .
Положим U = {a01, a11, a02, a12, a03, a13, a04, a14}, а мно-
жество описаний прецедентов Ÿ = {O1, O2, . . .
. . . , O15} сформируем из первых 15 элементов
множества B по следующему правилу: в каждое
множество Oj = {aj1, aj2, aj3, aj4} в качестве эле-
мента ajr берется a0r, если в i-м элементе множе-
ства B на позиции номер r стоит 0, в противном

случае (когда в этой позиции в i-м элементе мно-
жества B находится единица) на соответствующую
позицию вOj берем образующуюa1r . Несложно убе-
диться, что для последнего, 16-го элемента 〈1111〉
множества B соответствующее множество O16 =
= {a11, a12, a13, a14}, не входящее в Ÿ, тем не менее,
удовлетворяет условию:

O16 =
{
a11, a

1
2, a

1
3, a

1
4

}
=

4⋃

i=1

[{
a1i
}]
U,Ÿ

.

3 Процедура формирования
замыкания и ее свойства

Пусть заданы: множество примеров (описаний
прецедентов) Ÿ = {O1, O2, . . . , Om}, построенных
на алфавите U = {a1, a2, . . . , an}, и некоторое не-
пустое подмножество u = {a(u)1, a(u)2, . . . , a(u)k}
исходногоU. Пусть α, α1 и α2 — перестановки ин-
дексов {1, 2, . . . , s}, а uα = 〈ui1, ui2, . . . , uis〉 — упо-
рядочение входящих в множество U образующих
в соответствии с их перечислением в α.

Алгоритм 2

Входные данные: множества U, Ÿ и u, а также пе-
рестановка α, определяющая порядок рассмот-
рения образующих в тестовом множестве u.

ШАГ 1. Выбираем в текущем u в соответствии с α
первый элемент — u1.

ШАГ 2. Строим по u1,Ÿ иU множество [{u1}]U,Ÿ.

ШАГ 3. Выделяем в Ÿ подмножество Ÿ(u1)
всех Ou1, содержащих [{u1}]U,Ÿ.

ШАГ 4. Удаляем из каждого входящего в Ÿ(u1)
примера образующие из [{u1}]U,Ÿ и формируем
(этими удалениями) новое — модифицирован-
ное — множество Ÿ∗(u1). Получаем «усечен-
ное» множество примеров Ÿ∗(u1) и использо-
ванный при его формировании «усеченный»
алфавитU(u1).

ШАГ 5. Удаляем из текущего u все образующие,
вошедшие в [{u1}]U,Ÿ.

ШАГ 6. Если в текущем u уже нет (неудаленных)
образующих, переходим на шаг 7. Иначе заме-
няем текущее Ÿ на вновь построенное множе-
ствоŸ∗(u1), а текущееU— на «усеченный» ал-
фавит, сформированный на шаге 4, и, наконец,
заменяем имевшееся на шаге 1 множество u—
на его текущую (см. шаг 5) «усеченную» версию,
после чего переходим на шаг 1.

ШАГ 7. СТОП.
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Об одном способе сокращения вычислений при формировании замыканий Галуа

Будем обозначать последовательность
u1, u2, . . . , ul (где l ≤ k) формирующих u элементов
исходногоU, удаляемых на каждом из шагов пред-
принимаемой рекурсии, как Tα(u,Ÿ,U) и называть
ее задаваемой упорядочением α траекторией «усе-

чения» проверяемого на замкнутость множества u.
Сократить объем вычислений алгоритма 2 мож-

но, выбирая при порождении «сужений» Ÿ∗ из
имеющихся вариантов тот, где минимизируется
размер Ÿ∗. Для этого достаточно рассмотреть на
каждом шаге «сужений» замыкания всех одноэле-
ментных подмножеств текущего алфавита. Макси-
мальным по размеру элементам такого множества
замыканий соответствуют минимальные по разме-
ру подмножества исходного множестваŸ.

Алгоритм 3

Входные данные: множестваU,Ÿ и u.

ШАГ 1. Строим поŸиU множество замыканий
всех одноэлементных подмножеств алфавитаU :
B GCs∗g(U,Ÿ) = {[{a1}], [{a2}], . . . , [{an}]}.

ШАГ 2. Выбираем в u образующую (обозначим
ее u1), которой соответствует максимальный
элемент вB GCs∗g(U,Ÿ).

ШАГ 3. Выделяем в Ÿ подмножество Ÿ(u1)
всех Ou1, содержащих [u1]U,Ÿ.

ШАГ 4. Удаляем из каждого входящего в Ÿ(u1)
примера образующие из [u1]U,Ÿ, формируя мо-
дифицированное множество примеров Ÿ∗(u1).
Результат — «усеченное» множество примеров
Ÿ∗(u1) и «усеченный» алфавитU(u1).

ШАГ 5. Удаляем из текущего u все образующие,
вошедшие в [u1]U,Ÿ.

ШАГ 6. Если в текущей версии множества u боль-
ше не осталось еще не удаленных образующих,
переходим на шаг 7. В противном случае за-
меняем текущее Ÿ на вновь построенное мно-
жество Ÿ∗(u1), а текущее множество U — на
«усеченный» алфавит, сформированный на ша-
ге 4, после чего переходим на шаг 1 (т. е. воз-
вращаемся к построению B GCs∗g, но теперь
уже на «усеченных» Ÿ∗(u′) и U(u′), т. е. пе-
реходим к построению множества замыканий
всех одноэлементных подмножеств «усеченно-
го» алфавитаU(u′) относительно «усеченного»
множества примеровŸ∗(u′), где текущее значе-
ние u′ получено удалением из текущего u всех
образующих из текущего [u1]U,Ÿ).

ШАГ 7. СТОП.

Возможности представления средствами алго-
ритмов 2 и 3 «составных» (многоэлементных) непо-
движных точек рассматриваемого замыкания Галуа

с помощью замыканий одноэлементных подмно-
жеств алфавитаU демонстрирует

Утверждение 2 (Теорема о представлении). Множе-
ство образующих u замкнуто относительно множе-
ства примеровŸ в алфавитеU тогда и только тогда,
когда объединение всех замыканий [u′]U∗,Ÿ∗ вдоль
сформированной траектории T (u,Ÿ,U) совпадает
с u:

[u]U,Ÿ = u

тогда и только тогда, когда

Un(T ) =


 ⋃

u′

i∈T (u,Ÿ,U)

[u′i]


 = u .

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из-за ограниченности объ-
ема данной публикации приведем лишь ключе-
вые элементы используемой при доказательстве
утверждения 2 системы аргументов.

(i) Можно показать, что (вследствие ассоциа-
тивности операции пересечения множеств)
для любых упорядоченийα1 иα2 образующих
из u в случае, когда замыкание u относитель-
ноU и Ÿ не пусто (т. е. ∅ 6= [u]U,Ÿ ⊆ U), ре-
зультаты вычисления алгоритмом 2 по каждо-
му из этих упорядочений — по порождаемым
ими траекториям T1(u,Ÿ,U) и T2(u,Ÿ,U)),
совпадают.

(ii) Если тестовое u не входит ни в один из эле-
ментов исходного Ÿ, то u не замкнуто и его
нет в множестве Dom(Ÿ) всех пересечений
примеров изŸ. При этом найдется u0 ∈ u та-
кая, что в соответствующем ей «усечении»Ÿ∗

исходного Ÿ замыкание u0 окажется пустым
множеством: [{u0}]U∗,Ÿ∗ = ∅.

(iii) Если тестовое u строго вкладывается ровно
в один (пусть это будет Ou) из элементов
исходного Ÿ (т. е. u ⊂ Ou), то u не замкну-
то и [u]U,Ÿ = Ou = Un(T ). При совпаде-
нии u ровно с одним (пусть это будет Ou) из
элементов исходного множества примеровŸ
данное u замкнуто, а [u]U,Ÿ = Ou.

(iv) Если тестовоеu вкладывается по крайней ме-
ре в два элемента исходного Ÿ, то [u]U,Ÿ ле-
жит в множестве Dom(Ÿ) всех пересечений
примеров изŸ.

(v) Четыре возможные ситуации описывают вза-
имосвязи заданных u иŸ:

(1) u не входит ни в один из элементовŸ.

Следуя (ii), в данном случае u не замк-
нуто, а по (iii) имеет место строгое
вложение Un(T ) ⊂ u, т. е. условия
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([u]U,Ÿ 6= u)&(Un(T ) = u) и ([u]U,Ÿ =
= u)&(Un(T ) 6= u) в данном случае вы-
полняться не могут;

(2) u как собственное подмножество входит
ровно в один из элементовŸ.

Следуя (iii), имеем Un(T ) = Ou, т. е.
условия ([u]U,Ÿ 6= u)&(Un(T ) = u)
и ([u]U,Ÿ = u)&(Un(T ) 6= u) в данном
случае также выполняться не могут;

(3) u входит ровно в один из элементов Ÿ,
совпадая с этим примером.

Следуя (iv), множество u замкнуто:
[u]U,Ÿ = Ou. По аналогии с (iii) нетруд-
но убедиться, что в данном случае также
имеет место равенствоUn(T ) = Ou, т. е.
формулируемый утверждением 2 крите-
рий выполнен;

(4) u входит по крайней мере в пару элемен-
товŸ.

С учетом (iv) и алгоритма 1 здесь [u]U,Ÿ

принадлежит множествуDom(Ÿ).

⇒. Пусть u замкнуто, тогда u =
k∪

i=1
[{ai}] и каж-

дая ui из u входит в результирующее объединение
Un(T ); кроме того, каждое [{ai}] из множества
{[{u1}], [{u2}], . . . , [{uk}]} не выходит за пределы
множества u. Таким образом, выполняется и ра-
венство u = Un(T ).

Пусть, наоборот, u не замкнуто, тогда в данном
случае найдутся u01 ∈ u и u02 ∈ ([u]U,Ÿ\u) такие,
что u02 ∈ [{u01}]U,Ÿ, иначе u здесь не может быть
незамкнутым. Рассмотрим замыкание [{u01}]U∗,Ÿ∗

в соответствующем «усечении» Ÿ∗ исходного Ÿ.
Как следствие (i) имеем u02 ∈ [{u01}]U∗,Ÿ∗, т. е.
u ⊂ Un(T ), так как u не содержит u02, а Un(T ),
наоборот, содержит u02. Итак, в рассматриваемой
ситуации формула ([u]U,Ÿ 6= u) & (Un(T ) = u) не
выполнима.

⇐. Пусть u ⊂ Un(T ), т. е. в Un(T ) содержит-
ся некоторая образующая u02, которая не входит
в u: u02 /∈ u. Тогда среди образующих u′i, замы-
каемых в «усечениях» Ÿ∗ исходного Ÿ, найдется
такая u01, что u02 ∈ [{u01}]U∗,Ÿ∗ — ее замыкание
относительно соответствующего Ÿ∗ содержит u02.
Тогда, следуя (i), в множествеDom(Ÿ) можно ука-
зать некоторое u∗, которое замкнуто относительно
исходного Ÿ и в которое входят не только все эле-
менты из u, но также дополнительно и u02. т. е. u
в данном случае не замкнуто (этому «мешает» u02),
а формула (Un(T ) 6= u) & ([u]U,Ÿ = u) не выпол-
нима.

4 Примеры использования
предлагаемого подхода

Рассмотрим несколько примеров использова-
ния предложенной техники при решении задач
управления информационными потоками и обес-
печения ИБ в компьютерных сетях. Контроль
и управление информационными потоками в об-
лачной среде — важные механизмы ИБ [6]. Клю-
чевая проблема в реализации таких механиз-
мов — скорость коммутации пакетов в соответствии
с заданными правилами. Критичная «техническая»
характеристика здесь — это скорость поиска в соот-
ветствующей таблице коммутации (КТ) заголовка
пакета, поступающего на вход коммутатора. С фор-
мальной точки зрения это скорость поиска предъ-
являемого КТ заголовка пакета (булевского векто-
ра фиксированной длины) в множестве строк этой
таблицы (в реальных приложениях содержащем де-
сятки, а иногда и сотни тысяч заголовков). Массо-
вый приход пакетов и необходимость обрабатывать
их в режиме процессно-реального времени (в том
числе в условиях внесения динамических измене-
ний в текущее состояние КТ) делают эту область
весьма чувствительной к любым возможностям со-
кратить трудоемкость соответствующих процедур
проверки.

Примеры 2 и 3 демонстрируют возможности
предлагаемой процедурной схемы. При этом каж-
дый заголовок входного пакета (булевский вектор
фиксированной длины), так же как и каждая строка
соответствующей КТ по схеме из примера 1, могут
быть взаимно однозначным образом представлены
в виде множеств процедурой кодирования 0 и 1
в соответствующих разрядах отдельными перемен-
ными (образующими соответствующего алфавита).

Пример 2. Пусть дано множество примеров Ÿ =
= {O1, O2, . . . , O8} (табл. 1). Требуется проверить,
имеется ли вŸпримерO9, которому может быть со-
поставлен вектор (заголовок пакета) 〈01110〉? Для
этого на первом шаге выберем столбец для «усе-
чения» табл. 1, подсчитав число нулей и единиц
в ее столбцах (табл. 2). Представляется есте-
ственным выбрать столбец номер 3 (на котором
может быть выделено минимальное число строк
табл. 1, имеющих тот же показатель в столбце но-
мер 3, что и для O9). Таким образом, оказывается,
что исходное множество Ÿ усекается до подмно-
жества Ÿ∗(u3) = {O3, O5} (табл. 3), где замыка-
ние [{u3}]U,Ÿ∗(u3) есть множество {u3, u5}, что ис-
ключает попадание O9 в Ÿ, так как в O9 единица
в столбце 3, а в пятом — 0.
Пример 3. Пусть множество примеров (описаний
прецедентов) Ÿ = {O1, O2, . . . , O8} представлено
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Таблица 1 Описания объектов
(примеры 2 и 3)

O Описание
O1 0 1 0 0 1
O2 1 1 0 1 0
O3 0 1 1 0 1
O4 1 1 0 1 1
O5 0 0 1 0 1
O6 1 1 0 0 0
O7 1 0 0 1 0
O8 0 1 0 1 1

Таблица 2 Число нулей и единиц в столб-
цах (пример 2)

Параметр Количество в столбцах
0 4 2 6 4 3
1 4 6 2 4 5

〈01110〉 4 6 2 4 3

Таблица 3 Результат усечения
(пример 2)

Столбец Описание
3 0 1 1 0 1
5 0 0 1 0 1

табл. 1. Требуется проверить, имеется ли в Ÿ при-
мер O10, которому может быть сопоставлен вектор
(заголовок пакета) 〈01011〉.

Для этого, подсчитав число нулей и единиц
в столбцах табл. 1 и получив для O10 набор оценок
(табл. 4 и 5), выберем первый столбец и постро-
им множество Ÿ∗(u1) = {O1, O3, O5, O8} (табл. 6),
после чего подсчитаем требуемые 0–1 показате-
ли для табл. 6 (табл. 7) и далее по столбцу но-
мер 3 (с учетом корректности на O10 замыка-
ния [{u1}]U,Ÿ∗(u1) = {u1, u5}) перейдем к новому
Ÿ∗∗(u1, u3) = {O1, O8} (табл. 8), где далее, напри-
мер по единственной единице в четвертой колонке
(напомним, что примеру O10 сопоставлен вектор
〈01011〉), получаем O10 = O8, т. е. «тестируемый»
пример O10 присутствует в исходномŸ.

Еще одна интересная область приложения об-
суждаемого подхода — задачи анализа содержимого
информационных потоков в компьютерных сетях
(см., например, уже упомянутую выше во введе-
нии проблематику DPI, IDS/IPS). Здесь одной из
базовых процедур предпринимаемого интеллекту-
ального анализа данных оказывается проверка вло-
жимости тех или иных эталонных объектов в пе-
ресылаемые пакеты данных, которая может быть
формализована, в частности, как задача проверки
замкнутости предлагаемого для анализа множества
«структурных компонентов» (например, фрагмен-

Таблица 4 Число нулей и единиц в столб-
цах (пример 3)

Параметр Количество в столбцах
0 2 1 0 2 0
1 0 1 2 0 2

Таблица 5 Оценки для примера O10

Заголовок пакета Оценки
〈01011〉 4 6 6 4 5

Таблица 6 Усеченное множество
Ÿ

∗(u1) = {O1, O3, O5, O8}

O Описание
O1 0 1 0 0 1
O3 0 1 1 0 1
O5 0 0 1 0 1
O8 0 1 0 1 1

Таблица 7 Показатели 0–1 дляŸ∗(u1)

Параметр Количество в столбцах
0 4 1 2 3 0
1 0 3 2 10 4

Таблица 8 Усеченное множество
Ÿ

∗∗(u1, u3) = {O1, O8}

Параметр Описание
1 0 1 0 0 1
8 0 1 0 1 1

тов исходного кода) относительно заданного мно-
жества прецедентов (т. е. как задача проверки:
является ли заданное множество «структурных
фрагментов» множеством всех тех и только тех ком-
понентов, которые являются общими для того или
иного подмножества описаний прецедентов). При-
меры 4 и 5 демонстрируют возможности предлага-
емой процедурной конструкции при решении задач
этого типа.

Пример 4. Пусть множество Ÿ = {O1, O2, . . . , O8}
для алфавита U = {a1, a2, . . . , a9} сформировано
так, как показано в табл. 9. Проверим, является
ли замкнутым относительно Ÿ множество обра-
зующих u = {u1, u2, u3} = {a3, a4, a5}. Начнем
с выбора образующей из U, по которой будет про-
ведено «усечение» множества Ÿ (табл. 10). Имея
одинаковые показатели во всех трех рассматрива-
емых столбцах, выберем для дальнейших расче-
тов столбец a3 (учитывая, что образующие a1, a2
и a6–a9 следует исключить из рассмотрения как
не «участвующие» в формировании множества u)
(табл. 11). Принимая во внимание, что на «усе-
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Таблица 9 Описания объектов (примеры 4 и 5)

O a1 a2 a3 a4 a5 a6 a7 a8 a9
O1 Х Х
O2 Х Х Х
O3 Х Х Х Х
O4 Х Х Х Х Х Х Х Х
O5 Х Х Х Х
O6 Х Х Х Х Х
O7 Х Х Х Х
O8 Х Х Х Х

Таблица 10 Выбор образующей для усеченияŸ (при-
мер 4)

Множество a1 a2 a3 a4 a5 a6 a7 a8 a9
{a3, a4, a5} — — 4 4 4 — — — —

Таблица 11 Усеченное множествоŸ∗ = {O4, O6, O7, O8}

O a1 a2 a3 a4 a5 a6 a7 a8 a9
O4 Х Х Х Х Х Х Х Х
O6 Х Х Х Х Х
O7 Х Х Х Х
O8 Х Х Х Х

ченном» множестве Ÿ∗(u1) = {O4, O6, O7, O8} за-
мыкание [{u1}]U,Ÿ∗(u1) = {a1, a3} и то, что a1 не
входит в u, получаем, что u не является замкнутым
относительно исходногоŸ.

Пример 5. Пусть, как и в примере 4, множества
Ÿ = {O1, O2, . . . , O8} и U = {a1, a2, . . . , a9} пред-
ставлены табл. 9. Будет ли u = {u1, u2, u3, u4} =
= {a1, a2, a3, a4} замкнутым относительно Ÿ? Оце-
ним встречаемость образующих из u в описаниях
прецедентов изŸ (табл. 12). Проведем «усечение»Ÿ
по a2 (табл. 13) и убедимся, что на «суженном» мно-
жестве Ÿ∗(u2) = {O4, O5, O6, O7} происходит за-
мыкание [{u2}]U,Ÿ∗(u2) = {a1, a2} при выполнении
включения a1 ∈ {a1, a2, a3, a4} = u. «Сузим»Ÿ∗(u2)
по a3 (табл. 14), получивŸ∗∗(u2, u3) = {O4, O6, O7},
и (по a4) — множество Ÿ∗∗∗(u2, u3, u4) = {O4, O6},
порождающее (сходством примеров O4 и O6 из ис-
ходного Ÿ — табл. 15) замкнутое подмножество
u = {u1, u2, u3, u4} = {a1, a2, a3, a4}.

Таблица 12 Показатели 0–1 дляŸ (пример 5)

Множество a1 a2 a3 a4 a5 a6 a7 a8 a9
{a1, a2, a3, a4} 5 4 4 4 — — — — —

Таблица 13 УсечениеŸ по a2

O a1 a2 a3 a4 a5 a6 a7 a8 a9
O4 Х Х Х Х Х Х Х Х
O5 Х Х Х Х
O6 Х Х Х Х Х
O7 Х Х Х Х

Таблица 14 Показатели 0–1 дляŸ∗(u2)

Множество a1 a2 a3 a4 a5 a6 a7 a8 a9
{a1, a2, a3, a4} — — 4 4 4 — — — —

Таблица 15 Усеченное множество Ÿ∗∗∗(u2, u3, u4) =
= {O4, O6}

O a1 a2 a3 a4 a5 a6 a7 a8 a9
O4 Х Х Х Х Х Х Х Х
O6 Х Х Х Х Х

5 Заключение

Завершая обсуждение, обратим внимание на
некоторые особенности представленной процедур-
ной конструкции. Так, сравнивая «прямой» (см.
алгоритм 1) и оптимизированный (см. алгоритм 3)
способы проверки замкнутости, отметим возмож-
ности получить отрицательный ответ (т. е. проде-
монстрировать незамкнутость тестируемого мно-
жества образующих) в том числе и до полного

завершения всей процедуры (например, в ситуации,
когда замыкание по текущему столбцу (образу-
ющей) множества примеров выводит получаемый
результат за пределы тестируемого множества). Со-
кращение объемов вычислений дает также пере-
ход от исходного множества описаний прецедентов
к его все более «глубоко» усекаемым подмноже-
ствам.

При проверках встречаемости заголовка пакета
в таблице коммутации КТ известен (см., напри-
мер, [7]) быстрый алгоритм, использующий лекси-
кографическое упорядочение строк КТ и дальней-
шее преобразование этого упорядочения в дерево,
которое позволяет диагностировать разряд за раз-
рядом булевский вектор заголовка текущего ана-
лизируемого пакета в процессе вычислений, объем
которых линейно зависит от длины такого заголов-
ка. Прямой перенос этой технологии на проверку
замкнутости произвольных подмножеств исходно-
го алфавита оказывается затруднительным. Это
дополнительный аргумент в пользу предложенной
здесь процедурной конструкции.

В условиях жестких ограничений реального вре-
мени выполнения ИАД предлагаемая техника фор-
мирования замыканий Галуа легко может быть ре-
ализована в режиме параллельных вычислений:
в анализе замкнутости сразу нескольких множеств
образующих каждое из них может быть рас-
смотрено в рамках отдельного вычислительного
процесса (оперирующего копией исходного мно-
жества описаний прецедентов и собственно тести-
руемым множеством образующих). Более того,
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представляющая исходные данные таблица [ОБЪ-
ЕКТЫ × ОБРАЗУЮЩИЕ], как несложно показать,
может быть разбита на «клетки» по подмножествам
строк и подмножествам столбцов так, что каждая из
«клеток» может обрабатываться независимо от дру-
гих. При этом финальный результат ИАД (напри-
мер, наличие заголовка входного пакета в табли-
це КТ или же замкнутость «тестового» множества
образующих) будет характеризоваться достаточно
простыми комбинациями результатов вычислений
в порожденных «клетках» (например, наличием хо-
тя бы одной «клетки», где зафиксирован эффект
замкнутости соответствующего множества образу-
ющих; совместным рассмотрением всех демонстри-
рующих эффект замкнутости клеток и т. п.). Число
«параллельных» процессов такого вида будет опре-
деляться лишь характеристиками соответствующей
вычислительной установки. Дополнительные воз-
можности для сокращения объемов перебора здесь
можно получить, используя предложенную в рабо-
те [8] технику декомпозиции исходных описаний
прецедентов на самостоятельно обрабатываемые
псевдодеревья (диаграммы вложимости замыканий
Галуа).

Наконец, при переходе к «усеченным» подмно-
жествам исходного множества примеров можно
останавливать дальнейшие шаги процедуры «усе-
чения», получив текущее подмножество такого раз-
мера, что его можно полностью «упаковать» в то
или иное схемное решение (ТСАМ (ternary content-
addressable memory) или, например, FPGA (field-
programmable gate array) соответствующего раз-
мера), где дальнейшие вычисления могут быть
осуществлены аппаратными средствами за один
«такт» работы такого устройства.

Рассмотренные особенности предложенной
технологии позволяют говорить о ней как о еще
одном инструментальном основании для разра-
ботки активно развиваемых в настоящее время
специализированных компьютерных решений-
«акселераторов» (см., например, обзор [9]), кото-

рые расширяют спектр возможностей увеличения
производительности проблемно-ориентированных
прикладных систем ИАД.
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Abstract: Formalization of similarity by algebraic operation is used as a key element of many modern intelligent
data analysis methods. Nevertheless, in some important cases (e. g., in computer network traffic control, network
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security policy control in cloud computing environment, and some other), direct implementation of this technique
is limited by the necessity to process huge amount of data in the real time mode. For example, it is necessary to
intersect elements of a large set of Boolean vectors of large length to find fixed points of so-called Galois closure.
An advanced algorithm of Galois closure formation is introduced. The algorithm is used to optimize the process
of set closeness checking. Some examples of applications of the presented technique in computer network traffic
control and deep packet inspection are discussed.
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СИСТЕМОТЕХНИЧЕСКИЕ ПОДХОДЫ К СОЗДАНИЮ

СИСТЕМЫ ПОДДЕРЖКИ ПРИНЯТИЯ РЕШЕНИЙ

НА ОСНОВЕ СИТУАЦИОННОГО АНАЛИЗА

А. А. Зацаринный1, А. П. Сучков2

Аннотация: Обсуждаются вопросы создания систем поддержки принятия решений (СППР) на основе
ситуационного анализа текущей и прогнозируемой обстановки в контролируемом пространстве органа
управления. Как правило, такие системы управления в режиме реального времени опираются на ситуа-
ционные центры (СЦ) — совокупность информационных, программных и аппаратных средств, а также
обслуживающего персонала, реализующих информационные технологии по мониторингу обстановки, ее
ситуационному анализу для выработки решений и алгоритмов применения управляющих воздействий.
Рассмотрены содержательные характеристики составляющих частей СППР, реализующих полный цикл
управления от целеполагания до контроля исполнения принимаемых решений. Отмечается, что реа-
лизация СППР зависит от уровня системы управления — стратегического, оперативного, тактического,
базового, приводятся функциональные особенности и способы анализа обстановки на различных уровнях
системы управления.
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ситуационный центр

DOI: 10.14357/19922264160411

1 Введение

В Стратегии национальной безопасности Рос-
сийской Федерации (утверждена Указом Прези-
дента Российской Федерации от 31 декабря 2015 г.
№ 683) [1] определено, что информационную осно-
ву реализации Стратегии составляет федеральная
информационная система стратегического плани-
рования, включающая в себя информационные ре-
сурсы органов государственной власти и органов
местного самоуправления, системы распределен-
ных СЦ и государственных научных организаций.
В рамках такой системы должна быть реализова-
на поддержка управленческих решений в интересах
центральных органов исполнительной власти на
основе организации взаимодействия региональных
и ведомственных СЦ, а также других информаци-
онных систем. Для эффективного решения этой
задачи необходимо создание СППР в составе СЦ
и придания им принципиально новых качеств.

В связи с этим целью статьи является обосно-
вание системотехнических и методических подхо-
дов к структурному и функциональному составу
СППР и ее месту в составе СЦ, обеспечива-
ющих информационно-аналитическую поддержку

принятия управленческих решений в рамках го-
сударственного управления, стратегического пла-
нирования и мониторинга реализации документов
стратегического планирования в Российской Феде-
рации.

2 Базовые понятия

При рассмотрении системных и методических
вопросов создания СППР, основанных на ситуаци-
онном анализе, в статье используется ряд базовых
понятий: событие, обстановка, ситуация, угроза,
управление, цели управления и др. [2].

Ситуация определяется состоянием взаимосвя-
занных элементов обстановки в контролируемом
пространстве; изменения обстановки определя-
ются событиями, образующими некоторые раз-
ворачивающиеся во времени наблюдаемые и ре-
гистрируемые потоки. При этом под управлением

понимается целенаправленное воздействие органа
управления на подчиненные ему или взаимодей-
ствующие элементы обстановки (ресурсы).

Совокупность ситуаций в системе управления
распадается на текущие, прогнозируемые и целе-
вые ситуации. При этом текущие ситуации являют-

1Институт проблем информатики Федерального исследовательского центра «Информатика и управление» Российской академии
наук, AZatsarinny@ipiran.ru

2Институт проблем информатики Федерального исследовательского центра «Информатика и управление» Российской академии
наук, Asuchkov@ipiran.ru
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ся результатом наблюдения и регистрации событий,
прогнозируемые определяются методами ситуаци-
онного анализа, а целевые отражают краткосроч-
ные, среднесрочные и долгосрочные цели управле-
ния. Последнее немаловажно, так как зачастую
ситуационный анализ понимается как обеспечение
реакций системы управления на чрезвычайные си-
туации после того, как они сложились. Однако
теория ситуационного подхода предполагает учет
«планируемой и прогнозируемой обстановки», от-
ражающей стратегические, тактические и опера-
тивные цели управления, а также учет факторов са-
моорганизации управляющего сегмента системы,
определяющих стимулы для достижения этих це-
лей [2, 3]. Под угрозой в процессах управления
понимается ситуация или совокупность ситуаций,
развитие которых противоречит целям управления
и отдаляет текущее состояние от целевого.

В конце 1970-х гг. была создана модель системы
управления «наблюдение–ориентирование–реше-
ние–действие» (НОРД) для принятия решений при
ведении боевых действий [4, 5]. В настоящее время
эта модель активно используется во многих сис-
темах управления разных отраслей [6]. В рамках
ситуационного подхода к управлению предложена
модифицированная модель, включающая дополни-
тельную стадию управляющего цикла — целепола-
гание [7].

Целеполагание (стадия Ц) — формализованное
представление целевых показателей, установление
количественных и временн‚ых критериев их дости-
жения.

Мониторинг (стадия М) — это процесс сбора
информации об окружающей среде в контроли-
руемом пространстве, включая состояние целевых
показателей. Стадия М также принимает внутрен-
ние инструкции от стадии анализа (А), так же как
и поддержку от процессов Р и Д.

Анализ (стадия А) — оценка ситуации (типовая,
нетиповая), анализ существующего опыта, попол-
нение опыта, обеспечивает внутреннюю поддерж-
ку М (корректировка фильтров).

Решение (стадия Р) — это процесс осуществле-
ния выбора среди гипотез о состоянии окружающей
среды и возможной реакции на него. Процесс Р
руководствуется прямой внутренней связью с про-
цессом А и обеспечивает внутреннюю поддержку
процесса М, возможна корректировка целевых по-
казателей (стадия Ц).

Действие (стадия Д) — это процесс выполнения
выбранной реакции путем взаимодействия с окру-
жающей средой. Действие принимает внутренние
руководства от процесса А, также оно напрямую
связано с Р. Оно обеспечивает внутреннюю под-
держку Ц и М.

Особенности реализации цикла управления
в системе, реализующей процессы стратегического
планирования и управления, заключаются в том,
что содержательно стадии Ц, А и Р реализуют-
ся непосредственно высшими органами исполни-
тельной власти. Это означает осуществление сле-
дующих основных функций:

– доведение до подчиненных органов данных це-
леполагания и стратегического планирования
на основе их формализации и регламентации
обмена (стадия Ц);

– регламентированный сбор данных о состоя-
нии целевых показателей от органов испол-
нительной власти и об обстановке в конт-
ролируемом пространстве по определенному
регламенту и в режиме реального времени (ста-
дия М);

– обмен аналитическими данными участников
стратегического планирования по целепо-
лаганию, прогнозированию, планированию
и программированию — федеральных орга-
нов исполнительной власти (ФОИВ), субъек-
тов Российской Федерации и муниципальных
образований, отраслей экономики и сфер го-
сударственного и муниципального управления
(стадия А);

– доведение до подчиненных органов принима-
емых решений по применению сил и средств
и, возможно, по корректировке стратегических
планов с целью достижения поставленных стра-
тегических целей (стадия Р) и контроль ис-
полнения решений (стратегических планов) на
основе докладов (стадия Д).

На тактическом и базовом уровнях управле-
ния осуществляются, во-первых, реализация функ-
ций мониторинга контролируемого пространства
и организации учета контролируемых объектов
(стадия М), во-вторых, специальный анализ фак-
тографических данных о конкретных элементах об-
становки, формализованных в виде семантической
сети, позволяющий выявлять неочевидные связи
между элементами обстановки, определять схо-
жие пространственно-событийные ситуации, вы-
являть ассоциативные связи и закономерности
с целью поддержки процессов принятия решений
(стадия А), в-третьих, процессы принятия решений
по планированию применения сил и средств на
период времени и по складывающейся обстановке
в соответствии с указаниями вышестоящих органов
(стадии Р и Д).
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3 Ситуационный центр как
составляющая современной
системы управления

Определим СЦ системы управления как сово-
купность информационных, программных и аппа-
ратных средств, а также обслуживающего персо-
нала, реализующих информационные технологии
по мониторингу обстановки, ее ситуационному
анализу для выработки решений и алгоритмов при-
менения управляющих воздействий с целью эффек-
тивной реализации функций управления и мини-
мизации ущерба от угроз в зоне ответственности
органа управления, доведения их до объектов
управления и контроля исполнения,

По сути дела, СЦ является составной частью
системы управления, осуществляющей автомати-
зацию ряда функций всего органа управления и от-
дельных должностных лиц.

Исходя из накопленного в Институте проблем
информатики РАН опыта разработки крупных ин-
формационных систем в интересах органов госу-
дарственной власти, в организационной структуре
СЦ можно выделить четыре основных функцио-
нальных сегмента (рис. 1) [8]:

(1) сегмент руководства (лиц, принимающих ре-
шения, ЛПР);

(2) сегмент мониторинга состояния контролиру-
емых объектов и окружающей среды и сбора
информации;

(3) сегмент ситуационного анализа и системати-
зации информации;

(4) сегмент администрирования и эксплуатации.

При этом СППР базируется на ресурсах всех че-
тырех сегментов. Вместе с тем центральным зве-
ном СЦ и его СППР, обеспечивающим реализацию
основной функции системы управления по эффек-
тивному управлению силами и средствами, являет-
ся сегмент ситуационного анализа и систематизации

информации. Он должен обеспечивать реализацию
следующих функций:

– возможность визуализации результатов анали-
за обстановки на индивидуальных и коллектив-
ных средствах отображения;

– во взаимодействии с сегментом мониторин-
га получение данных о состоянии обстановки
от собственных (субъективных и объективных
средств наблюдения и контроля) и внешних по
отношению к системе источников информа-
ции (ведомственных, межведомственных, меж-
дународных, независимых и др.);

– извлечение фактов, структуризация и форма-
лизация разнородных данных о значимых со-
бытиях в соответствии с выбранной информа-
ционной моделью предметной области;

– формирование хранилищ ситуационных дан-
ных;

– формирование способов визуализации агреги-
рованных данных о складывающейся обстанов-
ке для ЛПР и оперативного состава;

Рис. 1 Обобщенная функциональная структура СЦ
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– формирование отчетности и служебной доку-
ментации;

– расчет первичных и интегральных показателей
обстановки, а также статистическая оценка ха-
рактеристик ненаблюдаемых элементов обста-
новки;

– решение задач перспективного планирования,
контроль исполнения решений по планирова-
нию;

– выявление значимых ситуаций, их ранжиро-
вание по степени важности, видам и типам,
формирование текущего перечня аналитиче-
ских задач по складывающейся обстановке и по
поручениям руководства;

– выработка вариантов решений по примене-
нию управляющих воздействий для достиже-
ния целевых ситуаций, формирование спо-
собов наглядного представления вариантов
решения для ЛПР (оперативное планирова-
ние);

– прогнозирование развития обстановки и про-
цесса реализации целей системы управления на
основе сформированных ситуационных моде-
лей и моделей угроз, в том числе и с учетом при-
менения выработанных вариантов решений;

– обеспечение процессов принятия решений
комплексом информационно-расчетных задач
(ИРЗ).

Наряду с перечисленными в СППР СЦ реали-
зуются важнейшие функции администрирования
аналитической подсистемы СЦ:

– формирование и корректировка системы целей
управления;

– формирование, настройка и корректировка
системы моделей целей управления, обстанов-
ки, ситуаций и угроз;

– формирование, настройка и корректировка
системы расчетных показателей, характеризу-
ющих обстановку и ее элементы;

– формирование, настройка и корректировка
системы критериев, пороговых значений, эври-
стик, параметров расчетных алгоритмов.

4 Целеполагание — определение
целей системы управления

Под целью ситуационного анализа предлагает-
ся понимать поддержку процессов принятия ре-
шений для достижения поставленных целей путем

применения доступных в системе управления сил
и средств (ресурсов).

Целесообразность деятельности системы управ-
ления определяется иерархической системой целей
(подцелей). Для ФОИВ она задается законодатель-
но, а также при определении приоритетов в орга-
низации деятельности системы управления первым
лицом (руководителем). Формирование систе-
мы целей сопровождается формированием системы
показателей реализации целей (подцелей) и крите-
риев достижения целей. Показатели являются вы-
числяемыми величинами как функции обстановки
или экспертно оцениваемые параметры. Критерии
достижения обычно формулируются как некие по-
роговые плановые значения на временн‚ой шкале.

Эффективность системы управления в каждый
момент времени определяется, во-первых, степе-
нью достижения пороговых значений планируемых
целевых показателей, во-вторых, объемом затра-
чиваемых ресурсов на единицу оптимизируемого
целевого показателя.

Цели управления формируются на основании
системного анализа нормативно-правовых основ
функционирования системы управления. Цели
управления образуют дерево целей, детализация
которого (число уровней) определяется возмож-
ностью декомпозиции конкретной цели на значи-
мые подцели. Цели и подцели должны обладать
индикаторами состояния (как правило, %) и весо-
выми коэффициентами доли подцели в реализации
всей цели. Цели могут включать ориентиры раз-
вития системы управления, установленные первым
лицом.

Выбор структуры системы целей предлагается
осуществлять с учетом следующих соображений.

1. Цели управления сложной управляющей сис-
темой определяются нормативно-правовыми
документами, регламентирующими ее функци-
онирование, и, как правило, образуют иерархи-
ческую структуру в соответствии со структурой
направлений деятельности (рис. 2).

2. Ситуационный подход к управлению предпо-
лагает реагирование на складывающуюся об-
становку в режиме реального времени. В силу
этого, помимо фиксированных целей в системе
управления необходим механизм формирова-
ния динамических целей, отражающих процесс
нормализации складывающихся чрезвычайных
ситуаций и присутствующих в системе целепо-
лагания на период существования ситуации.

3. В концепции «управления по целям» эффектив-
ность целеполагания проверяется по критериям
SMART [9]: цель должна быть конкретная, из-
меримая (подразумевает количественную изме-
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Рис. 2 Обобщенная структура системы целей

римость результата), достижимая (должна быть
выполнимой), реалистичная (достижение цели
должно быть обеспечено ресурсами), привязан-
ная к точке/интервалу времени.

Данный подход накладывает требования на атри-
буты целей в части формирования количественных
характеристик их достижения, плановых характе-
ристик, критериев достижения (см. рис. 2).

Основные атрибуты цели:

– описание — дает определение и конкретизацию
цели;

– весовой коэффициент — определяет вклад под-
цели в вышестоящую цель;

– индикатор — задает количественный показа-
тель достижения результата;

– критерий — задает способ определения дости-
жения результата с помощью индикатора;

– план — определяет количественные значения
критерия достижения цели и требуемые вре-
менн‚ые параметры.

5 Анализ обстановки и выработка
вариантов решений

5.1 Мониторинг обстановки

В процессе мониторинга контролируемых эле-
ментов обстановки осуществляются (рис. 3):

– сбор данных о состоянии контролируемых объ-
ектов, анализ неструктурированной информа-
ции с целью извлечения фактов и знаний;

– постановка объектов на контроль (оператор,
автоматически);

– отображение контролируемых объектов по
шкале состояний и по критериям — соотноше-
ние текущего или прогнозируемого значения
индикатора (интегрального показателя) и сис-
темы порогов, обеспечивающих градацию со-
стояния («типовое», «чрезвычайное», «крити-
ческое» или другие подобные).

По данным мониторинга контролируемых эле-
ментов обстановки из различных источников фор-
мируется хранилище СППР, которое представ-
ляет собой совокупность взаимоувязанных на
основе единого информационного и лингвисти-
ческого обеспечения баз данных (БД): обстанов-
ки (события, ситуации, элементы окружающей
среды), сил и средств (свои силы и средства, про-
тиводействующие силы и средства, тактико-тех-
нические характеристики), целевых показателей
(первичные показатели, интегральные показатели,
индикаторы, критерии), типовых решений (типо-
вые решения, конкретные решения), ретроспек-
тивная (нормализованные исторические данные,
архив обстановки), нормативных документов, биб-
лиотека математических моделей.

5.2 Поддержка процесса принятия
решений

На основе мониторинга текущей обстановки
и поступления событийной информации в храни-
лище осуществляется расчет заданных в системе
первичных и интегральных показателей обстановки
и целевых показателей в двух режимах: по регламен-
ту (с определенной периодичностью) и по запросу
пользователя с использованием блоков расчетов,
блока первичного, краткосрочного, среднесрочно-
го и долгосрочного анализа, блока визуализации
и блока поддержки принятия решений (рис. 4).
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Рис. 3 Мониторинг обстановки

При этом реализуются следующие функции.

1. Создание (привязка существующих) динамиче-
ских моделей обстановки:

– моделей «нормальной» обстановки;

– моделей для прогноза обстановки;

– моделей для анализа трендов, циклов, ано-
малий обстановки.

2. Проведение оперативного анализа текущей об-
становки с использованием математических
методов (см. рис. 4):

– анализ отклонения от «нормальной» теку-
щей обстановки;

– прогноз развития обстановки;

– анализ трендов, циклов, аномалий обста-
новки;

– выявление и идентификация значимых си-
туаций на основе выявления типовых кон-

фигураций событий и правил идентифика-
ции, идентификация типа ситуации, фор-
мирование неотложных целей.

3. Визуализация и индикация состояний контро-
лируемых объектов с использованием полу-
ченных результатов анализа (наглядное пред-
ставление текущей с индикацией ситуаций,
требующих принятия решения или примене-
ния типовых решений).

4. Выработка вариантов решений по складыва-
ющейся обстановке (решение содержит дина-
мическую цель, перечень подцелей (с веса-
ми — доли подцели в реализации всей цели),
сроки достижения подцелей, ответственных,
совокупность типовых уведомлений и рапор-
тов):

– применение типовых решений по типовым
ситуациям (привязка их к реальной обста-
новке);
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Рис. 4 Структура блока принятия решений

– выработка вариантов решения экспертным
путем в случае критических и чрезвычайных
ситуаций;

– анализ развития обстановки с учетом ва-
риантов решений (прогноз благоприятно-
го и неблагоприятного развития обстанов-
ки, расчет вероятностей выполнения задач,
оценка вариантов решений).

5.3 Реализация решений

На данной стадии осуществляется мониторинг
процессов реализации решений по краткосрочным,
среднесрочным и долгосрочным планам (решение
содержит цель, перечень подцелей (с весами — доли

подцели в реализации всей цели), сроки достиже-
ния подцелей, ответственных, виды отчетности):

– сбор информации по ходу выполнения плана
(отчетность), визуализация хода исполнения,
контроль исполнения;

– сравнительный анализ показателей плана по
целям и подцелям и текущей обстановки,
включая расчет степени реализации плана
и прогнозирование возможности реализации
плана;

– реализация обратной связи по уточнению ре-
шения по планированию с целью обеспечения
выполнения плана;

– доведение уточненного решения (уведомления)
и контроль исполнения.
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Мониторинг реализации решений по ситуациям
(решение содержит динамическую цель, перечень
подцелей (с весами — доли подцели в реализа-
ции всей цели), сроки достижения подцелей, от-
ветственных, совокупность типовых уведомлений
и рапортов):

– сбор информации по ходу выполнения реше-
ния (рапорты), визуализация хода исполнения,
контроль исполнения;

– сравнительный анализ показателей по целям
и подцелям и текущей обстановки, включая
расчет степени реализации решения и прогно-
зирование возможности реализации решения;

– реализация обратной связи по уточнению ре-
шения по ситуации с целью обеспечения вы-
полнения плана.

– доведение уточненного решения (уведомления)
и контроль исполнения.

6 Заключение

1. В современных условиях развития информа-
ционных систем особую значимость приобре-
тает актуальность исследования системотехни-
ческих и технологических вопросов создания
в составе СЦ СППР.

2. Важнейшей методологической и концептуаль-
ной основой СППР является полнофункцио-
нальный цикл управления, включающий ста-
дии целеполагания, мониторинга обстановки,
анализа обстановки, выработки вариантов ре-
шений и их реализации.

3. В СППР реализуются следующие функцио-
нальные задачи:

– мониторинг контролируемых элементов об-
становки;

– расчет характеристик событийной инфор-
мации (первичные и интегральные показа-
тели текущей обстановки и состояния це-
лей);

– визуализация текущего состояния обста-
новки;

– визуализация текущего состояния индика-
торов целей;

– блок анализа и принятия решений.

– мониторинг контролируемых решений;

– формирование документов и отчетов.

4. Важнейшим системообразующим компонен-
том СППР является хранилище, формируемое
в автоматизированном режиме из различных
источников в виде совокупности взаимоувя-
занных на основе единого информационного
и лингвистического обеспечения БД (о собы-
тиях, силах и средствах, целевых показателях
и критериях, типовых решений, ретроспектив-
ной информации, нормативных документов,
математических моделей).

5. Предложенные в статье системотехнические
подходы и решения апробированы в рамках
нескольких проектов по созданию крупных
территориально распределенных информаци-
онно-аналитических систем специального на-
значения.
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Аннотация: Актуальность построения неформальной аксиоматической теории ролевых визуальных мо-
делей обусловлена моделированием визуально-образных рассуждений в гибридных и синергетических
интеллектуальных системах. Основные исследования визуально-образных рассуждений сосредоточены
на специальных визуальных языках представления некоторых видов данных, информации и знаний.
Отсутствие формализованных моделей визуальных языков — причина высокой наукоемкости разработ-
ки специальных сред манипулирования и обработки визуальных моделей. Построение неформальной
аксиоматической теории ролевых визуальных моделей — шаг к новому классу интеллектуальных сис-
тем, релевантных реальным коллективам, принимающим решения, — гибридным интеллектуальным
системам (ГиИС) с гетерогенным визуальным полем, имитирующим сотрудничество, относительность
и дополнительность коллективного интеллекта, рассуждающим на символьных и визуальных языках.
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1 Введение

Принятие коллективных решений — сложное
активное взаимодействие участников и обеспече-
ние взаимопонимания между ними. Для интен-
сификации этих процессов применяются методы
визуализации информации, своеобразные визу-
альные языки, наглядно описывающие структу-
ру, свойства и отношения понятий предметной
области. Правильно составленный график или
диаграмму значительно проще анализировать, чем
многостраничную таблицу с результатами измере-
ний, а тем более текстовое их описание. Визуализа-
ция информации позволяет имитировать рассужде-
ния на основе визуальных образов, обладающих
большей конкретностью и интегрированностью,
чем символические представления.

Рассуждения на визуальных образах рассмат-
ривались в работах Д. А. Поспелова, Г. П. Щед-
ровицкого, Ю. Р. Валькмана, Б. А. Кобринского,
О. П. Кузнецова, Г. С. Осипова, В. Б. Тарасова,
И. Б. Фоминых, Т. А. Гавриловой, А. Е. Янков-
ской. Визуальные языки разработаны для функ-
ционального программирования, программирова-
ния на примерах, для конечных автоматов, потоков

данных и других областей [1]. Реализация этих язы-
ков требует значительных усилий, разработки для
каждого случая специальных сред создания, ма-
нипулирования и обработки визуальных моделей.
Для их снижения предлагается неформальная акси-
оматическая теория ролевых визуальных моделей
на основе принципов теории систем и системного
анализа.

2 Понятие неформальной
аксиоматической теории
ролевых визуальных моделей

Рассмотрим существо разработки и использо-
вания визуальных моделей на теоретическом уров-
не, построив неформальную аксиоматическую тео-
рию языков визуального моделирования сложных
систем. В качестве обобщения результатов работ
по имитации рассуждений на визуальных обра-
зах [2–8] предлагается неформальная аксиоматиче-
ская теория визуального языка как семиотической
системы:

vl = 〈VT,VS,VA,VP, υτ, υσ, υα, υπ〉 , (1)
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где VT, VS и VA — множества основных символов,
синтаксических правил и аксиом-знаний о пред-
метной области (семантических правил) соответ-
ственно; VP — множество правил вывода решений
(прагматических правил);υτ ,υσ,υαиυπ— правила
изменения множеств VT, VS, VA и VP соответствен-
но. Множества VT, VS, VA, VP, υτ , υσ, υα и υπ из (1)
определяются выражениями:

VT = 〈P,D,VR〉 ; (2)

VS = 〈VT,VN,PRU〉 ; (3)

VA = 〈DO, GRES, GPR, GR〉 , (4)

где

DO = 〈RES,PR, R〉 ,
GRES : RES→ P ,

GPR : PR→ D ,

GR : R → VR ;

VP = {〈AG, act,M,W 〉} ; (5)

υτ = 〈–P,–D,–VR〉 ; (6)

υσ = 〈υτ,–VN,–PRU〉 ; (7)

υα = 〈–DO, G–RES, G–PR, G–R〉 ; (8)

где

–DO = 〈–RES,–PR,–R〉 ,
G–RES : –RES→ –P ,
G–PR : –PR→ –D ,

G–R : –R→ –VR ;

υπ = {〈–AG,–act,–M,–W 〉} . (9)

Здесь помимо ранее введенных обозначений P —
множество визуальных примитивов;D — множест-
во визуальных измерений, характеризующих визу-
альные примитивы; VRn — множество визуальных
отношений между одним и более примитивами [4];
VN — словарь нетерминальных символов; PRU —
множество продукционных правил; RES, PR иR —
множества ресурсов, свойств и отношений соот-
ветственно; AG — множество носителей языка
(экспертов, элементов, агентов), которым адресо-
вана норма поведения (различные социальные за-
преты и ограничения, накладываемые сообществом
на отдельного носителя); act ∈ ACT — действие,
определенное на множестве действий ACT и явля-
ющееся объектом нормативной регуляции (содер-
жание нормы); M — множество систем модаль-
ностей, связанных с действием, например система
норм, выраженных деонтическими модальностя-
ми: MN = {ï,ò,â,ú}, где О — «обязательно», Р —

«разрешено», Б — «безразлично», З — «запрещено»;
W — множество миров, в которых применима нор-
ма (условия приложения, обстоятельства, в которых
должно или не должно выполняться действие) [9];
–P , –D, –VR, –VN, –PRU, –RES, –PR, –R,
–AG, –M и –W — множества допустимых изме-
нений множеств P , D, VR, VN, PRU, RES, PR,
R, AG, M и W соответственно; –act — множество
допустимых изменений содержания нормы act.

Как показано в [10], языки профессиональной
деятельности, в том числе и визуальный язык, —
полиязыки [11]. С одной стороны, это обусловлено
присущей языку структурированностью внешнего
мира. Это приводит к необходимости представле-
ния в языке знаков, обозначающих ресурсы, свой-
ства, действия, структуры, ситуации, состояния,
поведение, а с учетом деятельности субъекта управ-
ления — целей, задач, планов, оценок. В этом
случае визуальный язык может рассматриваться
как многослойная структура, описывающая реше-
ние сложной задачи комбинацией нескольких вза-
имоувязанных процессов рассуждений на разных
языках.

С другой стороны, полиязыковой характер язы-
ка профессиональной деятельности — следствие
эволюции систем управления в сторону много-
модельных, гибридных и гибридных адаптивных
систем управления [11]. Это приводит к узкой
специализации управленцев-экспертов по профес-
сиональным нишам и к тому, что информация
в коллективе, принимающем решения, представ-
ляется на широком спектре языков професси-
ональной деятельности со своими относительно
независимыми задачами, лексикой, данными, зна-
ниями, принципами [11]. Стратификация по
нишам при разработке функциональных ГиИС ре-
дуцирует сложность задач до простых элементов —
подзадач в локальных подобластях мира управле-
ния — профессиональных нишах.

Рассмотрим подходы к представлению визуаль-
ного языка как гетерогенной структуры.

3 Многослойная модель
визуального языка

В работе [11] информационный язык представ-
лен семейством языков описания ресурсов, опе-
раций, структур, ситуаций, состояния, поведения
объекта управления, а также целей, планов и задач.
В [12] выделено 8 уровней визуальных языков
для реализации автоматизированных рассуждений
в интеллектуальных системах: (1) концептуально-
го и визуального базиса vl1; (2) ресурсов, действий
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Гетерогенное визуально-образное ядро в гетерогенной знаково-языковой оболочке. Уровни знаковых и графических
высказываний: 1 — концептуального и визуального базиса; 2 — о ресурсах, действиях и своствах; 3 — об иерархиях
ресурсов, действий, свойств; 4 — о пространственных и производственных структурах; 5 — о состояниях, ситуациях
и событиях; 6 — о задачах и проблемах; 7 — о моделях рассуждений экспертов; 8 — об интегрированной модели
рассуждений коллективного интеллекта

и свойств vl2; (3) иерархий ресурсов, действий,
свойств vl3; (4) пространственных и производствен-
ных структур vl4; (5) состояний, ситуаций и со-
бытий vl5; (6) задач и проблем vl6; (7) моделей
рассуждений экспертов vl7; (8) интегрированных
моделей рассуждений коллективного интеллек-
та vl8. В этом случае у разработчика есть набор
средств-компонентов для конструирования из них
метаязыка, описывающего решение сложной зада-
чи комбинацией нескольких взаимоувязанных про-
цессов рассуждений на разных языках. При этом
в зависимости от требований поставленной задачи
отдельные уровни могут отсутствовать. Таким обра-
зом, визуальный метаязык может быть представлен
выражением

mvl = 〈vl1, vl2, vl3, vl4, vl5, vl6, vl7, vl8,VLR〉 , (10)

где VLR — множество отношений между элемента-
ми языков vlk, k ∈ N, k ∈ [1, 8].

Метаязык визуализируется «слоеным пирогом»
(см. рисунок). В его основании — словари понятий
и отношений, концептуально-визуальный базис,
над которым строится семейство упорядоченных
по уровням языков описания.

Как показано на рисунке, на каждом языковом
уровне выделяется гетерогенное образно-визуаль-
ное ядро базовых для данного уровня знаков VTk.
Визуальное ядро языков высшего уровня включает
знаки ядра более низкого уровняVT ⊆ VTk+1 и мо-
жет содержать знаки, сформированные вне ядра на
языке более низкого уровня VTk+1 ∩ VNk 6= ∅, k ∈
∈ N, k ∈ [1, 7].

Рассмотрим отношения между языками различ-
ных уровней на примере их множеств синтаксиче-
ских правил. В первом слое расположены словари
понятий и отношений — концептуально-визуаль-
ный базис языка. Язык первого уровня vl1 исполь-
зует эвристические правила PRU−1 для построения

из P 1, D1 и VR1 знаков производных (составных)
отношений vrn1 ∈ VRn1 ⊆ VT1:

vl1
(
P 1, D1,VR1,PRU1

)
=
{
vrn1

}
.

В языке второго уровня Vl2 эвристики PRU2

используются, чтобы сформировать графические
образы ресурсов res2 ∈ RES2 ⊆ VT2, действий
act2 ∈ ACT2 ⊆ VT2 и свойств pr2 ∈ PR2 ⊆ VT2
без учета их иерархичности с помощью отношений
определения VRn1

1 ⊆ VRn1:

vl2
(
P 1, D1,VRn1

1 ,PRU
2
)
= RES2 ∪ PR2 ∪ACT2 .

На третьем уровне отношениями включения
VRn1
5 ⊆ VRn1 и эвристиками PRU3 формализо-

ваны иерархии ресурсов resn3 ∈ RESn3 ⊆ VT3,
действий actn3 ∈ ACTn3 ⊆ VT3 и свойств prn3 ∈
∈ PRn3 ⊆ VT3:

vl3
(
P 1, D1,RES2,PR2,ACT2,VRn1

5 ,PRU
3
)
=

= RESn3 ∪ PRn3 ∪ACTn3 .

Четвертый уровень на основе знаков предыду-
щих уровней, временн‚ых VRn1

3 ⊆ VRn1, про-
странственных VRn1

4 ⊆ VRn1 и причинно-след-
ственных VRn1

6 ⊆ VRn1 отношений, а также
эвристик PRU4 формализует пространственные
str41 ∈ STR41 ⊆ VT4, операционально-технологи-
ческие str43 ∈ STR43 ⊆ VT4 структуры:

vl4
(
P 1, D1,RESn3,PRn3,ACTn3,VRn1

3 ,VR
n1
4 ,

VRn1
6 ,PRU

4
)
= STR41 ∪ STR43 .

На пятом уровне эвристиками PRU5 формали-
зуют знаки-ситуации sit5 ∈ SIT5 ⊆ VT5 и знаки-
состояния st5 ∈ ST5 ⊆ VT5:

vl5
(
STR41, STR

4
3,PRU

5
)
= SIT5 ∪ ST5 .
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На шестом уровне на основе знаков предыдущих
уровней и эвристик PRU6 специфицируются знаки
однородных prbh6 ∈ PRBh6 ⊆ VT6 и неоднородных
prbu6 ∈ PRBu6 ⊆ VT6 задач:

vl6
(
P 1, D1,RESn3,PRn3,ACTn3,VRn1, ST5,

PRU6
)
= PRBh6 ∪ PRBu6 .

На седьмом уровне эвристиками PRU7 форми-
руются знаки автономных методов решения задач
meta7 ∈ METa7 ⊆ VT7, имитирующих рассужде-
ния отдельно взятого эксперта:

vl7
(
P 1, D1,RESn3,PRn3,ACTn3,VRn1,PRU7

)
=

= METa7 .

На восьмом уровне на основе знаков предыду-
щих уровней и эвристик PRU8 специфицируют-
ся знаки интегрированных методов решения задач
metu8 ∈ METu8 ⊆ VT8, имитирующих рассужде-
ния коллектива экспертов:

vl8
(
P 1, D1,RESn3,PRn3,ACTn3,VRn1, ST5,

SIT5,PRBh6,PRBu6,METa7,PRU8
)
= METu8 .

Такая многослойная модель визуального язы-
ка — инструмент сложного описания предметной
области на различных уровнях обобщенности, фор-
мирующий его из набора более простых моделей.

Другой подход к снижению сложности постро-
ения моделей предметной области практических
задач — стратификация языка по профессиональ-
ным нишам.

4 Модель гетерогенного
визуального поля

Гетерогенность визуального поля, проявляюща-
яся в разнообразии информации, обусловлена от-
сутствием универсального описания любой пред-
метной области. На практике используются более
сотни методов визуального структурирования. Это
обусловлено существенными различиями в приро-
де, особенностях и свойствах знаний о различных
предметных областях. В работах [13–15] про-
анализированы наиболее известные методы визу-
ализации, определены критерии классификации
и классы методов. Определив релевантность метода
классам, а классов — классам задачам, можно раз-
работать стратегию выбора визуальных языков для
решения подзадач элементами ГиИС. Практиче-
ские задачи требуют их комбинирования и уста-
новления соответствия элементов разных языков,

насколько это возможно. В результате при модели-
ровании визуально-образных рассуждений в ГиИС
формируется гетерогенное визуальное поле, обес-
печивающее взаимодействие элементов ГиИС, рас-
суждающих на разных визуальных языках.

Формально гетерогенное визуальное поле мо-
жет быть представлено в виде:

GVF = 〈MVL,CORVL〉 . (11)

Здесь MVL — множество визуальных метаязыков
гетерогенного визуального поля, построенных в со-
ответствии с (10):

MVL = {mvl1, . . . ,mvlNMVL} ;

CORVL— множество соответствий элементов визу-
альных языков, входящих в метаязыки mvli ∈MVL:

CORVL =

= 〈GVT, GVS, GVA, GVP, Gυτ , Gυσ, Gυα, Gυπ〉 ,

где

GVTij : VTi → VTj , GVTij ⊆ GVT ;

GVSij : VSi → VSj , GVSij ⊆ GVS ;

GVAij : VAi → VAj , GVAij ⊆ GVA ;

GVPij : VPi → VPj , GVPij ⊆ GVP ;

Gυτ
ij : υτi → υτj , Gυτ

ij ⊆ Gυτ ;

Gυσ
ij : υσi → υσj , Gυσ

ij ⊆ Gυσ ;

Gυα
ij : υαi → υαj , Gυα

ij ⊆ Gυα ;

Gυπ
ij : υπi → υπj , Gυπ

ij ⊆ Gυπ ,

i, j ∈ [1, NMVL] , i 6= j .
Предлагаемая неформальная аксиоматическая

теория ролевых визуальных моделей (1)–(9) с уче-
том моделей многослойной модели визуального
языка (10) и гетерогенного визуального поля (11)
будет положена в основу нового класса функ-
циональных ГиИС, имитирующих работу коллек-
тивного интеллекта по поиску решений над ге-
терогенными модельным и визуальным полями.
Сочетание символьных и визуально-образных рас-
суждений в таких системах обеспечит их релевант-
ность реальным коллективам, принимающим ре-
шения в условиях сложных задач.

5 Заключение

Предложена неформальная аксиоматическая
теория ролевых визуальных моделей — основа
автоматизированного решения сложных задач на

ИНФОРМАТИКА И ЕЁ ПРИМЕНЕНИЯ том 10 выпуск 4 2016 117



А. В. Колесников, С. В. Листопад, С. Б. Румовская, В. И. Данишевский

основе визуальных образов, визуального управле-
ния. Предложена многослойная модель визуально-
го языка и формализованная модель гетерогенного
визуального поля.

Использование указанных моделей дает воз-
можность реализовать ГиИС, способные динамиче-
ски синтезировать интегрированную модель и ме-
тод над гетерогенными модельным и визуальным
полями и имитировать сотрудничество, относи-
тельность и дополнительность коллективного ин-
теллекта для поиска решений на символьных и ви-
зуальных языках. Гибридные интеллектуальные
системы такого класса смогут управлять имитаци-
онным процессом в зависимости от неопределен-
ности проблемной ситуации: когда область явлений
формализована (частично формализована), под-
ключать для поиска решений знания экспертов из
гетерогенного модельного поля, а когда есть суще-
ственная неопределенность, не снимаемая точным
анализом и логико-математическими рассуждени-
ями, привести в действие механизмы визуально-
пространственного, образного мышления, имити-
руя «скачки» в гибридном пространстве состояний
функциональной ГиИС, соответствующие мгно-
венному интуитивному инсайту, озарению, преры-
вающему логико-математические рассуждения.
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КЛАССИФИКАЦИЯ ВРЕМЕННЫХ РЯДОВ В ПРОСТРАНСТВЕ

ПАРАМЕТРОВ ПОРОЖДАЮЩИХ МОДЕЛЕЙ∗

М. Е. Карасиков1, В. В. Стрижов2

Аннотация: Работа посвящена задаче многоклассовой признаковой классификации временных рядов.
Признаковая классификация временных рядов заключается в сопоставлении каждому временному ряду
его краткого признакового описания и позволяет решать задачу классификации в пространстве призна-
ков. Исследуются методы построения пространства признаков временн‚ых рядов, при этом временной
ряд рассматривается как последовательность сегментов, аппроксимируемых некоторой параметриче-
ской моделью, параметры которой используются в качестве их признаковых описаний. Построенное
признаковое описание сегмента временного ряда наследует от модели аппроксимации такое полезное
свойство, как инвариантность относительно сдвига. Для решения задачи классификации в качестве
признаковых описаний временн‚ых рядов предлагается использовать распределения параметров аппрок-
симирующих сегменты моделей, что обобщает базовые методы, использующие непосредственно сами
параметры аппроксимирующих моделей. Проведен ряд вычислительных экспериментов на реальных
данных, показавших высокое качество решения задачи многоклассовой классификации. Эксперименты
показали превосходство предлагаемого метода над базовым и многими распространенными методами
классификации временных рядов на всех рассмотренных наборах данных.
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1 Введение

Временн‚ым рядом x будем называть конечную
упорядоченную последовательность чисел

x =
[
x(1), . . . , x(t)

]
.

Временн‚ые ряды являются объектом исследования
в таких задачах анализа данных, как прогнозирова-
ние, обнаружение аномалий, сегментация [1], клас-
теризация и классификация [1]. Обзор по задачам
и методам анализа временн‚ых рядов дается в [2].
Последние годы связаны с ростом интереса к дан-
ной области, проявляющемся в непрекращающем-
ся предложении новых методов анализа временных
рядов — метрик, алгоритмов сегментации, класте-
ризации и др.

В данной работе рассматривается задача клас-
сификации временн‚ых рядов, возникающая во
многих приложениях (медицинская диагностика
по электрокардиограммам [3] и электроэнцефало-
граммам [4], классификация типов физической ак-
тивности по данным акселерометра [5], верифика-
ция динамических подписей [6] и т. д.).

Формально задача классификации в общем виде
ставится следующим образом. Пусть X — множе-
ство описаний объектов произвольной природы,
Y — конечное множество меток классов. Предпо-
лагается существование целевой функции — отоб-
ражения y : X → Y , значения которого известны
только на объектах обучающей выборки

D = {(x1, y1), . . . , (xm, ym)} ⊂ X × Y .

Требуется построить классификатор a : X → Y —
отображение, приближающее целевую функцию y
на множестве X . При |Y | > 2 задачу классифи-
кации будем называть многоклассовой. Задачей
классификации временн‚ых рядов будем называть
задачу классификации, в которой объектами клас-
сификации являются временн‚ые ряды.

Задание метрики, или функции расстояния [7],
на парах временн‚ых рядов позволяет применять
метрические методы классификации. При удачном
выборе метрики классификация может произво-
диться простейшими метрическими алгоритмами
классификации, например методом ближайшего
соседа [8]. Данный подход к решению задачи клас-
сификации временн‚ых рядов чрезвычайно распро-

∗Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект 16-37-00485).
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сийской академии наук, strijov@ccas.ru

121



М. Е. Карасиков, В. В. Стрижов

странен в силу того, что позволяет свести исходную
задачу классификации временн‚ых рядов к задаче
выбора метрики.

Второй подход к решению задачи классифика-
ции состоит в построении для каждого временн‚ого
ряда его информативного признакового описа-
ния f : X → R

n, позволяющего строить точные
классификаторы с хорошей обобщающей способ-
ностью. Построение информативного простран-
ства признаков исходных объектов множества X,
позволяющего добиться заданной точности клас-
сификации и значительно упрощающего после-
дующий анализ, является важнейшим этапом ре-
шения задачи классификации. Признаки могут
задаваться экспертом. Так, в работе [9] предлага-
ется использовать в качестве признаков статисти-
ческие функции (среднее, отклонения от среднего,
коэффициенты эксцесса и др.). Стоит заметить,
что при таком подходе к построению простран-
ства признаков часто удается добиться необходи-
мого качества классификации путем выбора соот-
ветствующих конкретной задаче признаков (см.,
например, [10]), а сам выбор признаков стано-
вится важной технической задачей. Другой метод
построения пространства признаков заключается
в задании параметрической регрессионной или ап-
проксимирующей модели временн‚ого ряда. Тогда
в качестве признаков временн‚ых рядов будут высту-
пать параметры настроенной модели. В работе [11]
в качестве признаков предлагается использовать
коэффициенты дискретного преобразования Фу-
рье (DFT) и дискретного вейвлет-преобразования
(DWT), а в [12, 13] — модели авторегрессии. Таким
образом, при данном методе построения признако-
вых описаний возникает задача выбора аппрокси-
мирующей модели временн‚ого ряда.

В работе исследуются методы классификации
временн‚ых рядов, использующие в качестве их
признаковых описаний параметры аппроксимиру-
ющих моделей. Приводится сравнение моделей
аппроксимации. Из временн‚ого ряда могут извле-
каться сегменты — его подпоследовательности, для
которых признаковые описания строятся так же,
как и для исходных временн‚ых рядов. Исполь-
зование подпоследовательностей позволяет обоб-
щить алгоритмы классификации. Так, в работе [1]
предлагается алгоритм классификации временн‚ых
рядов методом голосования их случайных сег-
ментов (непрерывных подпоследовательностей со
случайным начальным элементом). В данной
работе предлагается алгоритм классификации вре-
менн‚ых рядов в пространстве параметров распре-
делений признаков их сегментов, который сравни-
вается с родственным ему алгоритмом голосования
сегментов [1]. В разд. 7 приводятся результаты экс-

периментов на реальных данных, показывающие
высокое качество и общность предлагаемого алго-
ритма в сочетании с методом признаковых описа-
ний временн‚ых рядов параметрами аппроксимиру-
ющих их моделей.

2 Постановка задачи

Поставим задачу многоклассовой классифика-
ции временн‚ых рядов в общем виде. Пусть (X, ρ)—
метрическое пространство временн‚ых рядов, Y —
множество меток классов, D ⊂ X × Y — конечная
обучающая выборка.

Пусть S — процедура сегментации:

S(x) ⊂ 2S(x) , (1)

где S(x) — множество всех сегментов временн‚ого
ряда x ∈ X; f(S(x)) ∈ Rn — процедура построения
признакового описания набора сегментов; b — ал-
горитм многоклассовой классификации:

b : R
n → Y . (2)

Рассмотрим семейство A = {a : X → Y } алго-
ритмов классификации вида

a = b ◦ f ◦ S . (3)

Пусть задана функция потерь L : X×Y ×Y →
→ R и функционал качества

Q(a,D) =
1

|D|
∑

(x,y)∈D

L (x, a(x), y) . (4)

В качестве методов обучения µ(D) ∈ A будем
использовать следующие:

µf ,S(D) = �b ◦ f ◦ S ,

где �b — минимизатор эмпирического риска:

�b = argmin
b

Q(b ◦ f ◦ S,D) .

Оптимальный метод обучения определяется по
скользящему контролю:

µ∗ = argmin
f , S

ĈV(µf ,S ,D) ,

где ĈV(µ,D)— внешний критерий качества метода
обучения µ; при этом исходная обучающая выбор-
ка D случайно разбивается r раз на обучающую
и контрольную (D = L1 ⊔ T1 = · · · = Lr ⊔ Tr),

ĈV(µ,D) =
1

r

r∑

v=1

Q(µ(Lv),Tv) , (5)

122 ИНФОРМАТИКА И ЕЁ ПРИМЕНЕНИЯ том 10 выпуск 4 2016



Классификация временных рядов в пространстве параметров порождающих моделей

где

Q(a,T) =
1

|T|
∑

(x,y)∈T

1{a(x) = y} . (6)

Средняя точность (precision) классификации объ-
ектов класса c ∈ Y оценивается функционалом
скользящего контроля (5) с модифицированным
функционалом качества Q:

Qc(a,T) =
|{(x, y) ∈ T | a(x) = y = c}|

|{(x, y) ∈ T | y = c}| . (7)

3 Сегментация временных рядов

Определение 1. Сегментом временн‚ого ряда x =
= [x(1), . . . , x(t)] будем называть любую его непре-
рывную подпоследовательность s = [x(i)]t1i=t0

, 1 6

6 t0 6 t1 6 t.

Определение 2. Под сегментацией будем понимать
отображение временн‚ых рядов во множество их
сегментов (1).

Примеры

1. Тривиальная сегментация

S(x) = {x}, ∀x ∈ X . (8)

2. Случайное выделение сегментов некоторой
длины ℓ [1].

3. Важным является случай квазипериодичности
временн‚ого ряда, когда сам ряд состоит из по-
хожих в определенном смысле сегментов, на-
зываемых периодами:

x =


x(1), . . . , x(t1)︸ ︷︷ ︸

s(1)

, x(t1+1), . . . , x(t2)︸ ︷︷ ︸
s(2)

, . . .

. . . , x(tp−1+1), . . . , x(t)︸ ︷︷ ︸
s(p)


 .

Тогда в качестве процедуры сегментации можно
взять разбиение на периоды:

S(x) =
{
s(1), . . . , s(p)

}
.

4 Аппроксимирующая модель
сегмента временного ряда

Поскольку сегмент временн‚ого ряда сам являет-
ся временн‚ым рядом, в этом разделе слово сегмент
будем опускать.

Определение 3. Параметрической аппроксимиру-
ющей моделью временн‚ого ряда x будем называть
отображение

g : R
n ×X → X . (9)

В слово «аппроксимирующая» вкладывается тот
смысл, что модель должна приближать временн‚ой
ряд в пространстве (X, ρ), т. е. для некоторого w ∈
∈ Rn

g(w, x) = �x ,

где
ρ(�x, x) < ε .

При этом естественно взять в качестве признаково-
го описания временн‚ого рядаxвектор оптимальных
параметров его модели.

Определение 4. Признаковым описанием времен-
н‚ого ряда x, порожденным параметрической моде-
лью g(w, x), назовем вектор оптимальных парамет-
ров этой модели:

wg(x) = argmin
w∈Rn

ρ (g(w, x), x) . (10)

В качестве аппроксимирующих моделей пред-
лагается использовать следующие.

1. Модель линейной регрессии. Пусть задан r-ком-
понентный временной ряд (например, время
и три пространственные координаты):

x = [x(1), . . . ,x(t)] ,

где

x(k) = [x
(k)
1 , . . . , x(k)r ]

T, k = 1, . . . , t .

Рассмотрим модель линейной регрессии одной
из компонент временн‚ого ряда на остальные
компоненты как аппроксимирующую модель:

g(w, x) =
[
�x(1), . . . , �x(t)

]
,

где

�x(k) =
[
x
(k)
1 , . . . , x

(k)
r−1, �x

(k)
r

]T
, k = 1, . . . , t ,



�x
(1)
r

...

�x
(t)
r




︸ ︷︷ ︸
�xr

=



x
(1)
1 · · · x(1)r−1
...

. . .
...

x
(t)
1 · · · x(t)r−1




︸ ︷︷ ︸
X



w1
...

wr−1




︸ ︷︷ ︸
w

.

Тогда, выбрав в качестве ρ евклидово рассто-
яние, по определению 4 получим признаковое
описание объекта x:

wg(x) = argmin
w∈Rn

‖xr − �xr‖22 =

= argmin
w∈Rn

‖xr −Xw‖22 =
(
XTX

)−1
XTxr . (11)
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2. Модель авторегрессииAR(p).

Задан временной ряд

x = [x(1), . . . , x(t)], x(k) ∈ R , k = 1, . . . , t .

Выберем в качестве модели аппроксимации ав-
торегрессионную модель порядка p:

g(w, x) =
[
�x(1), . . . , �x(t)

]
,

где

�x(k) =




x(k) , k = 1, . . . , p ;

w0 +
p∑

i=1

wix
(k−i) , k = p+ 1, . . . , t .

Далее признаковое описание определяется ана-
логично случаю линейной регрессии (11).

3. Дискретное преобразование Фурье. Задан вре-
менной ряд

x =
[
x(0), . . . , x(t−1)

]
, x(k) ∈ C, k = 0, . . . , t− 1.

Взяв в качестве аппроксимирующей модели
обратное преобразование Фурье

g(w, x) =
[
�x(0), . . . , �x(t−1)

]
,

где

�x(k) =
1

t

t−1∑

j=0

(w2j + iw2j+1) e
(2πi/t)kj ,

k = 0, . . . , t− 1 , (12)

получим, что признаковым описанием времен-
н‚ого ряда x является прямое преобразование:

wg(x) = [w0, . . . , w2t−1] , (13)

где

w2k + iw2k+1 =

t−1∑

j=0

x(j)e−(2πi/t)kj ,

k = 0, . . . , t− 1 .

Переписывая (12) в матричном виде, заметим,
что, как и в предыдущих случаях, параметры
модели w эквивалентно находятся при помо-
щи линейной регрессии временн‚ого ряда на
столбцы матрицы Фурье. Выбор лишь некото-
рых комплексных амплитуд соответствует ре-
грессии временн‚ого ряда на соответствующие
столбцы матрицы Фурье. Случай дискретного
вейвлет-преобразования аналогичен.

Заметим, что в первых двух случаях исполь-
зуются билинейные аппроксимирующие моде-

ли g(w, x), а в третьем — линейная. Приведен-
ные примеры демонстрируют большую общность
построения пространства признаков при помощи
моделей типа (9) и решения оптимизационной
задачи (10). Вообще говоря, при |X | > 2 любая про-
цедура построения признаковых описаний f : X →
→ R

n задается эквивалентно решением оптимиза-
ционной задачи (10) при выборе соответствующей
пары (g, ρ).

5 Распределения признаков
сегментов

Объединим идеи, изложенные в предыдущих
разделах. Согласно аппроксимирующей модели (9)
получим для каждого сегмента s(k) ∈ S(x) =
=
{
s(1), . . . , s(p)

}
временн‚ого ряда x его призна-

ковое описание w(k) := wg(s
(k)), решив опти-

мизационную задачу (10). Тогда всему набору
сегментов S(x) будет соответствовать выборка:

F =
(
w(1), . . . ,w(p)

)
. (14)

Примем гипотезу простоты выборки (14).

Гипотеза 1. Выборка F =
(
f (1), . . . ,f (p)

)
— прос-

тая, т. е. случайная, независимая и однородная, где

w(k) ∼ P0.
Пусть имеется параметрическое семейство рас-

пределений {Pθ}θ∈—. Будем рассматривать веро-
ятностную модель, в которой объект x зависит от
случайного параметра θ.

Гипотеза 2. p(x|θ, y) = p(x|θ).
Тогда

p(x, y) = p(F , y) =

=

∫

—

p(F ,θ, y) dθ =

∫

—

p(F |θ)p(θ, y) dθ .

При этом распределение p(θ, y) предлагается оце-
нивать на этапе обучения, где признаковыми опи-
саниями объектов xi задачи классификации явля-
ются оценки параметров θi:

�θi = T (xi) = T (Fi) .

Получив оценку �p(θ, y), находим оценку плот-
ности �p(x, y):

�p(x, y) =

∫

—

p(F |θ)�p(θ, y) dθ ,

по которой строится байесовский классификатор.
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В алгоритмической постановке задачи класси-
фикации получим �p(y|θ) = δ(a(θ), y) и

�p(θ, y) = δ(a(θ), y)p(θ) .

Тогда

�p(x, y) =

∫

—

p (F |θ) �p(θ, y)dθ =

=

∫

—

p (F |θ) δ (a (θ) , y) p (θ) dθ =

=

∫

a−1(y)

p (F |θ) p (θ) dθ =
∫

a−1(y)

p (θ|F ) p (F ) dθ .

Приближая распределение p(θ|F ) вырожденным
δ(θ − T (F )), получим

�p(y|x) =
∫

a−1(y)

p (θ|F ) dθ =
∫

a−1(y)

δ (θ − T (F )) dθ =

= δ (a(T (F )), y) .

Таким образом, задача классификации временн‚ых
рядов свелась к задаче классификации оценок па-
раметров распределений семейства {Pθ}θ∈—.

В качестве оценок параметров θ предлагается
брать оценки максимального правдоподобия:

�θ = T (x) = argmax
θ∈—

L (θ |x) = argmax
θ∈—

p(F |θ) =

= argmax
θ∈—

∏

k

p(w(k)|θ).

Заметим, что в частном случае тривиальной сег-
ментации (8) и семейства вырожденных распреде-
лений оценка �θ является исходным признаковым
описанием. Таким образом, предложенный подход
к построению признакового описания временн‚ого
ряда

f : x 7→ �θ

является достаточно общим и при этом хорошо ин-
терпретируется.

6 Алгоритм классификации

Для завершения построения классификато-
ра временн‚ых рядов (3) построим многоклассо-
вый классификатор b (2) по обучающей выбор-
ке {(f(x), y) | (x, y) ∈ D}.

Сведем задачу многоклассовой классификации
к задачам бинарной классификации при помощи
стратегий One-vs-All и One-vs-One.

В данной работе для решения задач бинарной
классификации, где Y = {−1,+1}, берутся различ-
ные модификации SVM (support vector machine).

7 Вычислительный эксперимент

Вычислительный эксперимент проводился на
данных для задачи классификации типов физиче-
ской активности человека.

7.1 Датасет WISDM

Датасет (набор данных) WISDM [5] содержит
показания акселерометра для 6 видов человеческой
активности. Необработанные данные, представля-
ющие собой последовательность размеченных по-
казаний акселерометра (по тройке чисел на каждый
отсчет времени с интервалом в 50 мс), были раз-
биты на временн‚ые ряды длиной по 200 отсче-
тов (10 с). Распределение полученных временн‚ых
рядов по классам приведено в табл. 1.

Таблица 1 Распределение временн‚ых рядов по классам.
Набор данных WISDM

Классы Число объектов
1. Jogging (бежит) 1624
2. Walking (идет) 2087
3. Upstairs (поднимается) 549
4. Downstairs (спускается) 438
5. Sitting (сидит) 276
6. Standing (стоит) 231

7.1.1 Ручное выделение признаков

Выбор признаков. Каждая компонента временн‚о-
го ряда описывалась ее средним, стандартным от-
клонением, средним модулем отклонения от сред-
него, гистограммой с 10 областями равной ширины.
Полученные признаки для каждой компоненты
объединялись, и к ним добавлялся признак сред-
ней величины ускорения. Таким образом, каждый
временной ряд описывался 40 признаками.

Классификатор. Задача многоклассовой класси-
фикации сводилась к задаче бинарной классифи-
кации при помощи подхода One-vs-One. В ка-
честве бинарного классификатора использовался
SVM с RBF (radial basis function) ядром и парамет-
рами C = 8,5 и γ = 0,12.

Результаты. На диаграмме рис. 1 демонстрируется
качество классификации при усреднении по r = 50
случайным разбиениям исходной выборки на тес-
товую и контрольную в пропорции 7 к 3.

Как видно из табл. 2, классы 2, 3 и 4 недостаточ-
но хорошо отделяются друг от друга.
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Рис. 1 Набор данных WISDM. Средняя точ-
ность 0,9726 — вычисляется по формуле (6). Средние
точности классификации для каждого класса вычисля-
ются по формуле (7)

Рис. 2 Точность классификации для параметров модели
авторегрессии в качестве признаковых описаний

Таблица 2 Усредненная матрица неточностей. Ручное
выделение признаков. Набор данных WISDM

Класс Предсказанный класс
объекта 1 2 3 4 5 6

1 1,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
2 0,00 0,99 0,01 0,00 0,00 0,00
3 0,03 0,04 0,89 0, 04 0,00 0,00
4 0,02 0,05 0,05 0,88 0,00 0,00
5 0,01 0,00 0,00 0,00 0,98 0,00
6 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 1,00

Таблица 3 Усредненная матрица неточностей. При-
знаки, порожденные моделью авторегрессии. Набор
данных WISDM

Класс Предсказанный класс
объекта 1 2 3 4 5 6

1 1,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
2 0,00 0,99 0,00 0,00 0,00 0,00
3 0,01 0,02 0,95 0,02 0,00 0,00
4 0,00 0,02 0,04 0,94 0,00 0,00
5 0,01 0,00 0,00 0,00 0,97 0,01
6 0,01 0,00 0,00 0,00 0,01 0,97

7.1.2 Модель авторегрессии

Признаковое описание. Во втором эксперименте
в качестве признаковых описаний временн‚ых рядов
использовались все статистические функции, что
брались в первом эксперименте, за исключением
гистограммы, вместо которой использовалось 7 ко-
эффициентов модели авторегрессии AR(6) (см. (2)).
Таким образом, каждый временной ряд описывал-
ся 31 числом. Также проводилась предварительная
нормализация признаков.

Классификатор. Задача многоклассовой класси-
фикации сводилась к задаче бинарной классифи-
кации при помощи подхода One-vs-All. В качестве
бинарного классификатора использовалась SVM
с RBF-яд �ром и параметрами C = 8 и γ = 0,8.

Результаты. На диаграмме рис. 2 и в табл. 3 пока-
зано качество классификации при усреднении по
r = 50 случайным разбиениям исходной выборки
на тестовую и контрольную в отношении 7 к 3.

Несмотря на неравномерное распределение
объектов по классам, использование признакового

описания, порожденного моделью авторегрессии,
позволяет значительно повысить качество класси-
фикации. Точность построенного классификатора
минимальна для 4-го класса — Downstairs — и со-
ставляет 94,3%.

7.2 Датасет USC-HAD

Датасет USC-HAD [14] содержит показания ак-
селерометра для 12 типов физической активности
человека:

1) walk forward (идет вперед);

2) walk left (идет влево);

3) walk right (идет вправо);

4) go upstairs (подъем по лестнице);

5) go downstairs (спуск по лестнице);

6) run forward (бежит вперед);

7) jump up and down (делает прыжок);

8) sit and fidget (сидит);

9) stand (стоит);
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10) sleep (спит);

11) elevator up (поднимается в лифте);

12) elevator down (спускается в лифте).

Выборка содержит примерно по 70 шестиком-
понентных временн‚ых рядов для каждого класса,
а средняя длина временн‚ого ряда — 3300. Частота
записи измерений сенсора 100 Гц.

7.2.1 Модель авторегрессии и Фурье

Признаковое описание. Исходные временн‚ые ря-
ды приводились к частоте 10 Гц при помощи осред-
нения.

В качестве признаковых описаний преобразо-
ванных временн‚ых рядов брались статистические
функции, описанные в п. 7.1.1, за исключением
гистограммы. Также для каждой компоненты от-
дельно и для модуля результирующего ускорения
и поворота добавлялось по 11 параметров авторе-
грессионной модели AR(10) (см. (2)). Затем про-
водилась нормализация признаков и добавлялись
коэффициенты Фурье (13) с индексами 3–12. Та-
ким образом, каждый 6-компонентный временной
ряд описывался 128 признаками.

Классификатор. Задача многоклассовой класси-
фикации сводилась к задаче бинарной классифи-
кации при помощи подхода One-vs-One. В ка-
честве бинарного классификатора использовалась
SVM с RBF-ядром и параметрамиC = 10и γ = 0,13.

Результаты. На диаграмме рис. 3 показано каче-
ство классификации при усреднении по r = 500
случайным разбиениям исходной выборки на тес-
товую и контрольную в отношении 7 к 3.

Из табл. 4 видно, что использование коэффици-
ентов Фурье значительно повысило качество клас-
сификации. Хуже всего класс 8 (sit and fidget) отде-
ляется от класса 9 (stand). Точность классификации
для него составляет 92,2%.

7.2.2 Классификация голосованием и классификация

в пространстве распределений параметров

Рассмотрим алгоритм классификации в сочета-
нии с процедурой сегментации временн‚ых рядов.
В качестве процедуры сегментации S(x) (см. (1))
будем использовать выделение сегментов фикси-
рованной длины. Решим задачу классификации
для первых 10 классов (за исключением «elevator
up» и «elevator down», которые плохо отделяются
друг от друга при малой длине сегментов) двумя
алгоритмами.

В алгоритме голосования классификатор b :
Rn → Y обучается на новой обучающей выборке
для сегментов исходных временн‚ых рядов

DS = {(wg(s), y) : (x, y) ∈ D, s ∈ S(x)} .
Далее производится голосование �y =
= argmaxy

∑
s∈S(x)

1 [b(wg(s)) = y] .

Алгоритм классификации в пространстве гипер-
параметров (распределений параметров аппрокси-

Рис. 3 Точность классификации для параметров модели авторегрессии в качестве признаковых описаний
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Таблица 4 Усредненная матрица неточностей. Признаки, порожденные моделью авторегрессии.
Набор данных USC-HAD

Класс Предсказанный класс
объекта 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

1 0,99 0,00 0,00 0,00 0,01 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
2 0,01 0,97 0,01 0,00 0,01 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
3 0,00 0,00 1,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
4 0,00 0,00 0,00 0,99 0,01 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
5 0,00 0,00 0,00 0,01 0,97 0,02 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
6 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 1,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
7 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,99 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
8 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,92 0,08 0,00 0,00 0,00
9 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,01 0,99 0,00 0,00 0,00

10 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 1,00 0,00 0,00
11 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 1,00 0,00
12 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,02 0,00 0,01 0,97

Рис. 4 Зависимость средней точности классификации от длины сегментов: 1 — голосование; 2 — гиперпараметры.
Набор данных USC-HAD, первые 10 классов. Точность классификации вычисляется по формуле (6)

мирующих моделей был описан в разд. 5). В экс-
перименте использовалось семейство нормальных
распределений с диагональной ковариационной
матрицей.

Задача многоклассовой классификации реша-
лась при помощи подхода One-vs-One бинарными
классификаторами SVM с RBF-ядром и параметра-
ми C = 100 и γ = 0,017.

На графике рис. 4 приведены результаты для
средней точности решения задачи многоклассовой
классификации обоими алгоритмами.

Из графика можно видеть, что оба алгорит-
ма позволяют повысить качество классификации,
причем алгоритм классификации в пространстве
гиперпараметров при длине сегмента 50 достигает
качества 98,2% и показывает результат выше, чем
алгоритм голосования.

Объединим результаты из последних двух экспе-
риментов. Будем обучать два классификатора. Пер-

вый классификатор a1 — One-vs-One SVM с RBF-
ядром и параметрами C = 10 и γ = 0,13 — будет
разделять классы 11, 12 и первые десять классов
для исходных временн‚ых рядов. Второй класси-
фикатор a2 — One-vs-One SVM с RBF-ядром и па-
раметрами C = 100 и γ = 0,017 — классифика-
тор в пространстве гиперпараметров, описанный
в предыдущем эксперименте.

Итоговый классификатор выглядит следующим
образом:

a(x) =

{
a1(x), a1(x) ∈ {11, 12} ;
a2(x) иначе .

(15)

Результаты. На диаграмме рис. 5 и в табл. 5 демон-
стрируется качество классификации построенного
классификатора (15) при усреднении по r = 500
случайным разбиениям исходной выборки на тес-
товую и контрольную в отношении 7 к 3.
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Классификация временных рядов в пространстве параметров порождающих моделей

Рис. 5 Точность классификации для гиперпараметров в качестве признаковых описаний. Набор данных USC-HAD

Таблица 5 Усредненная матрица неточностей. Признаки — гиперпараметры. Набор данных
USC-HAD

Класс Предсказанный класс
объекта 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

1 1,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
2 0,01 0,98 0,01 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
3 0,00 0,00 0,99 0,01 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
4 0,00 0,00 0,00 0,99 0,01 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
5 0,01 0,01 0,00 0,00 0,97 0,01 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
6 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 1,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
7 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,99 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
8 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,93 0,06 0,00 0,00 0,00
9 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,03 0,97 0,00 0,00 0,00

10 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 1,00 0,00 0,00
11 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,99 0,00
12 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,02 0,00 0,01 0,97

8 Заключение

В работе показано, что метод признакового опи-
сания временн‚ого ряда оптимальными параметра-
ми аппроксимирующих его моделей дает высокое
качество решения задачи классификации. Пред-
ложенный метод вычислительно эффективен и не
требователен к памяти вычислительного устрой-
ства.

В работе также предложен алгоритм класси-
фикации временн‚ых рядов в пространстве рас-
пределений параметров моделей, порождающих их
сегменты. Он обобщает предыдущий метод клас-

сификации временн‚ых рядов и позволяет произво-
дить более тонкую настройку алгоритма классифи-
кации.
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БАЗА ДАННЫХ БЕЗЛИЧНЫХ ГЛАГОЛЬНЫХ КОНСТРУКЦИЙ

РУССКОГО ЯЗЫКА∗

Анна А. Зализняк1, М. Г. Кружков2

Аннотация: Предлагается описание базы данных (БД) безличных глагольных конструкций (БГК), раз-
работанной в целях информационной поддержки лингвистического исследования БГК русского языка
в зеркале их перевода на иностранные языки. Показано, каким образом концепция построения над-
корпусных БД (НБД) адаптирована под создание данного информационно-лингвистического ресурса.
Переводные соответствия в БД БГК представлены в виде упорядоченных пар, элементами которых
являются формальные описания соответствующих друг другу лексико-грамматических форм (ЛГФ) на
языке оригинала и языке перевода. Также описана методика построения переводных соответствий в БД
и рассмотрены проблемы, связанные с процедурой поиска безличных конструкций в электронных лин-
гвистических корпусах, а также некоторые варианты их решения. Использование БД БГК и других НБД
значительно расширяет возможности лингвистов, использующих корпусные методы как для моноязыч-
ного, так и для контрастивного анализа исследуемых языковых единиц, в том числе благодаря поисковым
и статистическим функциям, интегрированным в эти БД.

Ключевые слова: компьютерная лингвистика; контрастивная лингвистика; информационные технологии;
электронные корпуса текстов; надкорпусные базы данных; русский язык; безличные конструкции
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1 Введение

База данных БГК русского языка и их перевод-
ных эквивалентов была создана в ходе реализации
проекта «Контрастивное корпусное исследование
глагольных конструкций русского языка: семан-
тика, грамматика, идиоматика» с целью решения
следующих задач:

– совершенствование метода унидирекциональ-
ного контрастивного анализа, включающего
построение моно- и полиэквиваленций и их
последующий лингвистический и статистиче-
ский анализ;

– разработка метода идентификации безличных
конструкций;

– построение типологии конструкций русского
языка, выражающих значение безличности.

Категория безличности является традиционным
объектом русской грамматической теории; наибо-
лее полно, последовательно и на корпусном матери-
але она описана в статье [1]; тем не менее здесь еще
остается ряд нерешенных вопросов. В рамках дан-
ного проекта рассматриваются только глагольные
конструкции, составляющие лишь незначительную

часть всего многообразия русских безличных кон-
струкций, представляющих собой, как известно,
выдающуюся особенность русской грамматики [2,
с. 413–430]. В данном исследовании принято
расширенное понимание категории безличности:
к классу безличных конструкций относятся также
конструкции, которые в русской грамматике тра-
диционно обозначаются как «неопределенно-лич-
ные» (с глаголом в форме 3 л. мн. ч.) и «обобщенно-
личные» (с глаголом в форме 2 л. ед. ч., реже — 2 л.
мн. ч.) (cм. об этих конструкциях, в частности, [3]).
Такое понимание является концептуальной осно-
вой для проектирования как поисковой подсисте-
мы, так и в целом для создания БД русских БГК.
Ее формирование представляет собой важный этап
в развитии концепции НБД, а также на пути со-
здания грамматики конструкций русского языка,
опирающейся на корпусные данные.

В данном исследовании применяется метод
унидирекционального корпусного анализа, предло-
женный и разработанный в ходе выполнения ряда
проектов, суть которого состоит в том, что анализи-
руемые языковые единицы рассматриваются «в зер-
кале перевода»: иноязычный текстовый эквивалент
анализируемой единицы русского языка рассмат-
ривается как источник сведений о его семантике,
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База данных безличных глагольных конструкций русского языка

в том числе служит средством выявления импли-
цитных семантических компонентов. Таким обра-
зом, иноязычный текст в обоих направлениях пе-
ревода служит не объектом, а лишь инструментом
анализа [4–6].

База данных БГК русского языка основана на
концепции построения надкорпусных баз данных,
описанной в работах [4–11]1. В рамках этой кон-
цепции уже было создано три лингвистических БД:
БД личных глагольных конструкций русского язы-
ка [7–9], БД лингвоспецифичных единиц русского
языка [6, 10] и БД коннекторов русского языка [11].
В следующем разделе будет описана структура НБД
и то, как она применяется для поиска и описания
БГК русского языка и их переводных соответствий
в БД БГК.

2 Структура надкорпусных баз
данных и ее приложение
к базе данных безличных
глагольных конструкций

Надкорпусные базы данных используются для
хранения информации о следующих объектах, вы-
являемых в параллельных корпусах2:

– языковые единицы некоторого языка, явля-
ющиеся предметом рассмотрения в рамках кон-
кретного лингвистического исследования;

– соответствующие данным единицам фрагмен-
ты текста перевода на один или несколько язы-
ков;

– переводные соответствия, представляющие со-
бой упорядоченные пары (= кортежи), объеди-
няющие два вышеупомянутых объекта (на пер-
вой позиции — единица языка оригинала, на
второй позиции — единица языка перевода).

В БД БГК эти три объекта выглядят следующим
образом:

(1) БГК русского языка;

(2) соответствующие им конструкции в других
языках (французском, немецком);

(3) переводные соответствия, т. е. упорядоченные
пары, объединяющие вышеупомянутые объ-
екты.

Для этих объектов в БД БГК используется сле-
дующая терминология. Исследуемые конструк-
ции русского языка, а также соответствующие им
конструкции в других языках называются лексико-

грамматическими формами3. Лексико-граммати-
ческая форма перевода, соответствующая некото-
рой ЛГФ оригинала, называется ее функционально

эквивалентным фрагментом (сокращенно ФЭФ4).
Переводное соответствие, представляющее собой
упорядоченную пару 〈ЛГФ, ФЭФ〉, называется мо-

ноэквиваленцией (сокращенно МЭ)5. Такие перевод-
ные соответствия будем называть прямыми. Прямые
соответствия позволяют описывать так называемые
модели перевода.

В БД БГК также могут сохраняться обратные пе-
реводные соответствия, сформированные на осно-
ве переводов иноязычных текстов на русский язык.
В этом случае глагольная конструкция русского
языка, выявленная в переводе, находится на вто-
рой позиции пары в МЭ, а на первой — тот фраг-
мент иноязычного текста, который вызвал появле-
ние данной русской конструкции в переводе, т. е.
послужил стимулом перевода6.

Нужно отметить, что в БД БГК и других НБД
между множеством конструкций русского языка
и множеством их ФЭФ в языках перевода существу-
ет важное различие. Конструкции русского языка
являются объектом нашего исследования, поэто-
му класс таких конструкций изначально является
закрытым.

Множество конструкций русского языка фор-
мируется на основе заранее заданных типов (напри-
мер, в БД БГК в рассмотрение включаются лишь
БГК). Что же касается их иноязычных соответ-
ствий, то они образуют открытый класс, поскольку
заранее неизвестно, какие переводные эквивален-
ты исследуемых конструкций русского языка бу-
дут выявлены в процессе создания БД, и в этом
и состоит одна из задач настоящего исследования:
работа с параллельными текстами позволяет об-
наружить соответствия, о которых до его начала
исследователи могли не подозревать [15, с. 221; 16].
Соответственно, множество типов ЛГФ для язы-
ков перевода создается и расширяется в процессе
построения МЭ по мере выявления новых видов пе-
реводных соответствий. При этом нередки случаи,
когда в переводе для анализируемой русской кон-
струкции вообще не находится никакого соответ-

1Термин «надкорпусная база данных» введен в работе [12].
2В настоящее время во всех НБД используются тексты параллельных подкорпусов Национального корпуса русского языка

(НКРЯ, http://www.ruscorpora.ru/).
3Термин был введен в [12].
4Термин введен Д. О. Добровольским [13, 14].
5Понятие моноэквиваленции было введено и определено в [7].
6Подробнее о моделях и стимулах перевода см. [8, с. 102].
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ствия или соответствие не может быть однозначно
установлено1.

Несмотря на вышеупомянутое различие, кон-
цепция НБД предполагает единую структуру опи-
сания ЛГФ на русском и других языках, в которой
схемы описания конструкций на разных языках
различаются только наборами используемых при-
знаков.

Согласно концепции построения НБД исследо-
ватели не используют никакую заранее созданную
классификацию рассматриваемых языковых еди-
ниц (в случае БД БГК — безличных глагольных
форм), а ограничиваются системой аннотирования
ЛГФ, предусматривающей присвоение каждой ЛГФ
набора признаков из некоторого списка. Такой спо-
соб формирования БД БГК позволяет максимально
ускорить процесс обработки параллельных текстов,
отложив решение более сложных классификаци-
онных вопросов до этапа анализа исследователями
уже размеченного массива данных.

Для разметки ЛГФ каждого языка (русский,
французский, немецкий) используются свои на-
боры признаков, которые составляются исследо-
вателями перед началом работы и могут попол-
няться и видоизменяться в ходе строительства МЭ.
Это в большей степени касается признаков ЛГФ
иноязычных текстов, поскольку, как было сказано,
в ходе работы прямые МЭ выявляют новые моде-
ли, а обратные — новые стимулы перевода. При
этом НБД построена таким образом, что для до-
бавления новых и модификации старых признаков
не требуется корректировать структуру БД — иден-
тификаторы и описания соответствующих призна-
ков хранятся в таблицах реляционной БД и для
внесения изменений достаточно добавить в соот-
ветствующую таблицу новые строки или изменить
содержание уже имеющихся строк.

Для каждого языка признаки, использующиеся
для аннотации ЛГФ, делятся на две группы: базовые

виды и дополнительные признаки. Предполагает-
ся, что все множество исследуемых конструкций
русского языка принадлежит к некоторому классу
(в случае с БД БГК это безличные глагольные фор-
мы), который можно разбить на некоторое число
непересекающихся подклассов, при этом принад-
лежность конструкции к определенному подклассу
фиксируется с помощью признака, который назы-
вается базовым видом. Таким образом, каждая ЛГФ
всегда должна иметь один и только один базовый
вид.

Остальные признаки, использующиеся для ан-
нотации ЛГФ, называются дополнительными при-

знаками. Каждой ЛГФ может быть присвоено ноль,
один или более дополнительных признаков. Если
в НБД фиксируется большое число дополнитель-
ных признаков, то они для удобства группируют-
ся в кластеры. При этом по ходу наполнения БД
БГК базовые виды и дополнительные признаки мо-
гут добавляться, удаляться, объединяться, переме-
щаться из одного кластера в другой, а также могут
создаваться новые кластеры дополнительных при-
знаков (при этом иногда может возникать необхо-
димость коррекции разметки для уже построенных
ЛГФ).

Надо отметить, что выделение некоторой груп-
пы признаков в качестве набора базовых видов для
заданного класса конструкций является в значи-
тельной степени условным. Этот выбор может
определяться не концептуальными, а утилитарны-
ми соображениями, так как он ставит своей целью
упрощение и ускорение процесса построения МЭ.
Например, в БД БГК в качестве набора базовых
видов русского языка можно было бы выделить
некоторый набор типов безличных конструкций
в соответствии с какой-либо существующей клас-
сификацией (см., например, [1]). Однако недо-
статок этого подхода состоит в том, что опреде-
ление типа безличной конструкции часто является
нетривиальной задачей. Более того, построение
типологии безличных конструкций — это, наобо-
рот, одна из задач, которая решается при помощи
БД БГК. Поэтому в БД БГК в качестве базовых
видов берутся лексические единицы — чаще всего
это глагол в форме инфинитива, а такие свойства,
как время, вид и лицо глагола, фигурируют в каче-
стве дополнительных признаков; иногда в качестве
базового вида используется глагол в определенной
форме (например, в качестве самостоятельных ЛГФ
рассматриваются единицы кажется, может быть);
в качестве самостоятельных ЛГФ рассматриваются
также фразеологические единицы с глагольной вер-
шиной (например, ничего не поделаешь, откуда ни

возьмись и т. п.). В других НБД базовые виды могут
определяться грамматическими признаками2.

3 Методика построения
моноэквиаленций
в базе данных безличных
глагольных конструкций

Построение МЭ в БД БГК осуществляют поль-
зователи, свободно владеющие обоими языками

1В таких случаях ФЭФ перевода получает, соответственно, пометы ZERO и UNKNOWN.
2Например, в БД личных глагольных конструкций базовые виды формируются комбинацией признаков «время», «вид» и «на-

клонение» [12–14].
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Рис. 1 Построение «скелета» МЭ (пример)

соответствующей языковой пары. Пользователей
этой категории будем называть строителями МЭ.
Система доступа к БД БГК является многопользо-
вательской, благодаря чему построением МЭ в БД
БГК могут одновременно заниматься несколько
строителей.

Войдя в систему, строитель МЭ в соответствии
с поставленной перед ним задачей задает нужное
направление перевода (например, переводы с рус-
ского на французский), если нужно, выбирает для
данного направления перевода конкретные произ-
ведения и их переводы, для которых ему предстоит
строить МЭ. Затем строитель задает первичный за-

прос (см. разд. 4) на поиск безличных конструкций
определенного типа в выбранной части параллель-
ного корпуса. В результате выполнения первичного
запроса система выдает строителю список выров-
ненных пар фрагментов, в которых могут находить-
ся искомые конструкции (обычно запрос специ-
фицирует признаки одного или нескольких слов,
входящих в текст русского фрагмента пары). Из-за
имеющейся в русском языке лексической и грам-
матической омонимии, а также по ряду других при-
чин (см. ниже) не все выданные по запросу пары
в действительности содержат конструкции искомо-
го вида. Строитель последовательно просматривает
каждую из найденных пар, и если она действи-
тельно содержит искомую конструкцию, то для нее
строится МЭ.

Сначала строитель создает «скелет» МЭ. Он вы-
деляет в русском фрагменте данной пары мини-

мальный контекст ЛГФ — совокупность элементов
фразы, которая позволяет на базовом уровне интер-
претировать употребление анализируемой русской
ЛГФ в данной фразе. Затем он находит и выделяет
в переводном фрагменте той же пары минимальный
контекст ФЭФ для данной русской ЛГФ. Из выде-
ленных слов в русском и переводном фрагментах
создаются заготовки для русской ЛГФ и ее ФЭФ
(переводной ЛГФ). Затем заготовка русской ЛГФ
объединяется в пару с заготовкой ФЭФ перевода,

в результате чего создается неразмеченный «скелет»
МЭ. Пример построения «скелета» МЭ схематично
представлен на рис. 1.

Далее строитель размечает полученный «скелет»
МЭ. В минимальных контекстах русской ЛГФ и пе-
реводного ФЭФ он выделяет так называемые «глав-
ные слова», т. е. слова, входящие в конструкцию:
для русской ЛГФ это безличная глагольная фор-
ма с наиболее тесно связанными с ней словами
(= элементами конструкции), а для ФЭФ перево-
да — функциональный эквивалент этой конструк-
ции. Для примера из рис. 1 в русской части это
будут слова работается, а также мне, лучше; во
французской — pour moi, je travaille, mieux.

После этого русской ЛГФ и переводному ФЭФ
присваиваются значения параметров «базовый вид»
и «дополнительные признаки» (рис. 2). Если в спис-
ке уже имеющихся базовых видов отсутствует нуж-
ная единица, она добавляется в список; такая не-
обходимость возникает, в особенности для ФЭФ
перевода, поскольку, как упоминалось выше, по
мере обработки параллельного корпуса могут вы-
являться новые модели и стимулы перевода.

Наконец, строитель может присвоить опре-
деленные признаки самой МЭ — из отдельного
списка признаков, которые призваны фиксировать
различные особенности переводного соответствия
в целом и не могут быть отнесены по отдельности
ни к оригиналу, ни к переводу. Одним из таких
признаков является признак смены подлежащего
при переводе (SubjCh). Пример размеченной МЭ
схематично представлен на рис. 2.

Построенные и размеченные МЭ на следующем
этапе проверяются экспертами. Эксперт может от-
корректировать состав слов, входящих в контекст
ЛГФ и ФЭФ, и их «главные слова», изменить про-
ставленные признаки, дать оценку качества постро-
енной МЭ, а также оставить текстовое замечание,
что помогает поддерживать обратную связь между
экспертами и строителями.
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Рис. 2 Размеченная МЭ (пример). Выделены главные слова, указаны базовый вид и некоторые дополнительные
признаки для ЛГФ и ФЭФ, указан признак МЭ

4 Построение первичных
запросов

Чтобы облегчить поиск безличных конструк-
ций, разработчики НБД создают первичные поис-

ковые запросы, предоставляющие в распоряжение
строителей множество пар предложений, в ко-
торых потенциально могут присутствовать БГК.
Далее строители вручную выбирают те пары, где
(в русской части) действительно имеется искомая
конструкция, и осуществляют построение и анно-
тацию МЭ.

Первичные запросы базируются на морфо-
логической разметке слов в параллельном под-
корпусе НКРЯ (http://www.ruscorpora.ru/corpora-
morph.html). В силу омонимичности многих русских
словоформ в морфологической разметке НКРЯ до-
пускается указание у одной и той же словоформы
нескольких вариантов морфологического разбора,
что приводит к появлению шума в результате вы-
полнения первичных запросов.

Как уже говорилось, в данном исследовании
принято расширенное понимание категории без-
личности — в том отношении, что сюда включа-
ются также неопределенно-личные и обобщенно-

личные конструкции; свойством, объединяющим
все типы безличных конструкций, считается от-
сутствие подлежащего, т. е. именной группы в но-
минативе. Однако при анализе предложения при
помощи формальных процедур достаточно трудно
определить отсутствие в нем подлежащего1. С дру-
гой стороны, как было сказано, в рамках данного
проекта рассмотрение ограничивается лишь гла-

гольными конструкциями; при этом из рассмотре-
ния на данном этапе исключаются конструкции
с глаголами быть, бывать, стать, становиться,
с предикативом (сложно, вероятно, стыдно, холод-

но, надо, пора и т. п.) и с инфинитивом (тебе ходить,
нечего сказать и т. п.).

В частности, в БД БГК первичные запросы со-
ставлялись для поиска безличных форм, включа-
ющих глагол в форме:

– наст./буд. вр. 2-го л. ед. ч. (сидишь тут целый день

как дурак; тут за день так накувыркаешься);

– наст./буд. вр. 3-го л. ед. ч. (приходится согла-

ситься; как вам не надоест);

– наст. вр. 3-го л. мн. ч. (с друзьями так не посту-

пают);

1Ср. понятие «синтаксического нуля» в позиции подлежащего в [17]. Однако, как известно, отсутствие именной группы в но-
минативе — достаточно сложно идентифицируемый факт как с практической, так и с теоретической точки зрения (см. об этом,
в частности, [18, 19]). Особую проблему составляет трактовка случаев отсутствия личного местоимения. Иначе говоря, современное
описание грамматики русского языка не содержит набора признаков и критериев для формализованной идентификации отсутствия
именной группы в номинативе.
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– прош. вр. ср. р. ед. ч. (оказалось, что он не вино-

ват);

– прош. вр. ср. р. мн. ч. (к вам пришли).

При этом в искомых конструкциях не должно
быть подлежащего в именительном падеже, вы-
раженного именной группой или местоимением,
которое может согласоваться с данным глаголом.

Помимо уже упомянутой проблемы с шумом
(когда в выдачу попадают слова, которые системой
ошибочно принимаются за глаголы, например опус-

кал ноги с постели на пол), при поиске безличных
конструкций в БД БГК нередко могут возникать
потери: безличные конструкции, присутствующие
в корпусе, не попадают в выдачу. Это происходит,
когда из результатов первичных запросов исключа-
ются фрагменты, где фигурирует элемент, который
может ошибочно интерпретироваться как подлежа-
щее, согласующееся с искомым глаголом.

Вот несколько причин, которые могут обуслов-
ливать такую ошибочную интерпретацию слов в ка-
честве подлежащего:

– некоторые слова, омонимичные существитель-
ным в именительном падеже, могут фигуриро-
вать в тексте в иной функции, например: раз,
уж, том, знать, чай, жила, стать, мол, берет,
надел, постой и т. д.:

Помилуй, чего тебе еще? от тебя и так уж несет

розовой помадой. . .

В мыслях недостаточно последовательности, и,

когда я излагаю их на бумаге, мне всякий раз ка-

жется, что я утерял чутье к их органической

связи.

Главным образом, я потому не поехал за границу,

что вестей туда из России доходит мало, а знать

хочется;

– многие местоимения (то, что, что-то, все, всё

и т. д.), могут выступать как в роли подлежаще-
го, так и в других функциях (союз, дискурсив-
ное слово1):

На это он заметил, что я еще слишком молода,
что у меня еще в голове бродит.

Его всё тянет в ту сторону, где только и знают,

что гуляют.

А то выходит по твоему рассказу, что он дей-

ствительно родился!..

Ей всё хочется, чтобы все считали, что она по-

кровительствует;

– нйденное в непосредственном окружении гла-
гола слово в именительном падеже может на
самом деле относиться к другому глаголу:

Ну, будет другой редактор и даже, может быть,

еще красноречивее прежнего.

Если как следует провентилировать этот во-

прос, выходит, что я, в сущности, даже и не

знал-то как следует покойника.

Фельдмаршал мой, кажется, говорит дело.

Здесь все дело, кажется, совершенно очевидно. . .

В совокупности эти и некоторые другие при-
чины (например, возможность различного порядка
следования подлежащего и сказуемого в русском
предложении) могут приводить к заметным поте-
рям, поэтому при построении первичных запро-
сов разработчикам приходится искать способы их
уменьшить. В частности:

– составляются списки «квазисуществительных»,
которые запрос не должен по умолчанию вос-
принимать как существительные (раз, уж, том,
знать и т. д.);

– составляются списки местоимений, которые,
в отличие от остальных местоимений, почти
всегда должны интерпретироваться как потен-
циальные подлежащие (который, которое, он,
она, это и т. д.);

– область поиска потенциального подлежащего
ограничивается ближайшими к глаголу знака-
ми препинания и т. д.

Поскольку, как было отмечено выше, не суще-
ствует набора признаков и критериев для форма-
лизованной идентификации отсутствия именной
группы в номинативе, при построении первичных
запросов на поиск безличных форм разработчикам
приходится искать приемлемый компромисс между
уровнем шума и потерь, так как, если речь не идет
о сплошном аннотировании текстов, уменьшение
потерь почти всегда ведет к увеличению шума.

5 Поиск и статистика

После завершения аннотирования ЛГФ и МЭ
в БД БГК становится достаточно легко находить
в массиве данных те МЭ, которые удовлетворяют
заданным критериям. Поисковая система БД БГК
позволяет указывать при поиске МЭ следующие
признаки:

– базовый вид ЛГФ оригинала;

– базовый вид ФЭФ перевода;

– дополнительные признаки ЛГФ;

1В некоторых случаях даже строителям МЭ бывает трудно без расширенного контекста определить, какую роль играет такое
слово в конкретном примере, например: Но теперь его вдруг что-то потянуло к людям.
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Таблица 1 Фрагмент результатов выполнения поискового запроса. Показано 4 из 22 найденных МЭ

Контекст
ЛГФ оригинала

Вид
и дополнительные

признаки ЛГФ
оригинала

Контекст ЛГФ
перевода (ФЭФ)

Вид
и дополнительные

признаки ЛГФ
перевода (ФЭФ)

Сестра теперь, впрочем,
кажется, обеспечена. . .

кажется
〈Impers〉
〈V-IPF〉
〈Pres〉
〈3sg〉
〈Refl〉
〈Parenth〉

Ma soeur semble d’ailleurs
d‚esomais �a l’abri du be-
soin. . .

sembler
〈Pr〉
〈3sg〉

кажется, доктор теперь
уже лишнее

кажется
〈Impers〉
〈V-IPF〉
〈Pres〉
〈3sg〉
〈Refl〉
〈Parenth〉

le m‚edicin semblait d‚ej �a

inutile
sembler
〈Imparf〉
〈3sg〉
〈[V.] + {Adj.}〉

Кажется, и печалями
и радостями он управ-
лял, как движением рук

кажется
〈Impers〉
〈V-IPF〉
〈Pres〉
〈3sg〉
〈Refl〉
〈Parenth〉

Il semble commander �a ses
joies et �a ses tristesses
comme il dirige les mou-
vements de ses bras

sembler
〈Pr〉
〈3sg〉
〈[V.] + {Inf.}〉

все, казалось, лежит
в торжественном покое.

кажется
〈Impers〉
〈V-IPF〉
〈Past〉
〈Sg〉
〈Refl〉
〈Parenth〉

Elle semblait silencieuse,
solennelle

sembler
〈Imparf〉
〈3sg〉
〈[V.] + {Adj.}〉

– дополнительные признаки ФЭФ;

– признаки МЭ;

– названия текстов, авторы текстов и переводов
и т. д.

Все указанные признаки могут задаваться (или
исключаться из результатов поиска) одновременно,
при этом возвращаемый набор МЭ будет удовле-
творять всем указанным требованиям. Например,
в БД БГК пользователь может задать для поиска
следующий набор признаков: (1) базовый вид ЛГФ
оригинала — «кажется»; (2) дополнительный при-
знак ЛГФ оригинала — 〈Parenth〉 (вводное слово);
(3) базовый вид ФЭФ перевода — «sembler»; (4) при-
знак МЭ — 〈SubjCh〉 (смена подлежащего). Такой
запрос возвращает 22 результата (из общего массива
в 2100 МЭ), 4 из которых показаны в табл. 1.

Данные БД БГК также можно использовать для
получения статистики по моделям и стимулам пе-
ревода для различных анализируемых глагольных

конструкций на основе всего массива данных, со-
держащихся в БД БГК (или же на основе опреде-
ленного подмножества этого массива). Разумеется,
делать выводы на основе такой статистики следует
лишь после лингвистической экспертизы предста-
вительного массива данных, поскольку результаты
могут зависеть от состава анализируемого корпу-
са, выбранной исследователями схемы аннотации
и т. д. Поэтому для пользователей БД предусмотре-
на возможность верифицировать полученную ста-
тистику: перейдя от количественных результатов
непосредственно к МЭ, на основе которых они бы-
ли сгенерированы, пользователь может оценить на
качественном уровне зависимость значения ука-
занных параметров от контекста, а также от жанра
текста и стиля конкретного автора.

В качестве примера приводится таблица частот-
ностей переводных соответствий (базовых видов
французских ФЭФ) для русской ЛГФ «хотеться»
(табл. 2). В БД БГК численные результаты (столбец
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Таблица 2 Количественная статистика по вариантам
перевода безличных конструкций с ЛГФ хотеться

хотеться 73

ФЭФ французского языка
Количество

МЭ
%

avoir envie 32 43,84
vouloir 24 32,88
selon ses desirs 2 2,74
UNKNOWN 2 2,74
pr‚ef‚erer 2 2,74
br�uler d’envie 2 2,74
avoir faim 2 2,74
aimer 1 1,37
tenir 1 1,37
chercher 1 1,37
avoir soif 1 1,37
avoir sommeil 1 1,37
d‚esirer 1 1,37
envie 1 1,37

«Количество МЭ») оформлены в виде гиперссылок,
по которым пользователи могут перейти на страни-
цу, где находятся все МЭ, на основе которых были
получены приведенные данные.

6 Заключение

В процессе создания БД БГК была разработа-
на поисковая подсистема, которая обеспечивает
выполнение широкого спектра запросов. Прове-
денные эксперименты продемонстрировали ее вы-
сокую эффективность с точки зрения решаемых
лингвистических задач. Важно отметить, особую
ценность для развития лингвистической теории по-
лученного «шума» и обнаруженных «потерь». Их
экспертный анализ позволит сформулировать бо-
лее четкие критерии для их поиска в корпусах и БД
и уточнить понятие безличной конструкции, что
будет способствовать развитию грамматики кон-
струкций русского языка.

База данных БГК стала уже четвертой лин-
гвистической БД, созданной в рамках концепции
построения НБД, что свидетельствует о жизне-
способности этой концепции в сфере разработ-
ки инструментов лингвистического сопоставитель-
ного анализа и формирования информационных
ресурсов, не имеющих отечественных и зарубеж-
ных аналогов. Разработка БД БГК подтвердила,
что концепция НБД и метод унидирекционального
контрастивного анализа применимы к исследова-
ниям разноплановых языковых единиц и явлений
(личные глагольные формы, лингвоспецифичные
единицы, коннекторы, безличные глагольные фор-
мы, логико-семантические отношения в тексте).
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Usmanov, T. S., A. A. Gusmanov, I. Z. Mullagalin, R. Ju. Muhametshina, A. N. Chervyakova, and A. V. Sveshnikov. 2007.
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