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ИНТЕГРАЦИЯ СТАТИСТИЧЕСКИХ И ДЕТЕРМИНИСТСКИХ

МЕТОДОВ АНАЛИЗА ИНФОРМАЦИОННОЙ БЕЗОПАСНОСТИ∗

А. А. Грушо1, Н. А. Грушо2, М. И. Забежайло3, Е. Е. Тимонина4

Аннотация: Статья посвящена разработке методов автоматического анализа и управления механизмами
информационной безопасности в облачных вычислительных средах. Рассмотренные подходы основаны
на синтезе вероятностно-статистических и детерминистских методов анализа ситуаций, встречающихся
в задачах информационной безопасности. Статистический анализ позволяет сформировать множество
объектов для детерминистского (логического) анализа. Поскольку детерминистские методы требу-
ют больших объемов вычислений, предварительная статистическая обработка позволяет выделить для
детерминистского (логического) анализа доступные для вычисления объемы данных. В работе детерми-
нистские методы представлены аналогами поиска причинно-следственных связей. Применение эвристик
и правдоподобных рассуждений может породить недостоверные выводы, которые связаны со случай-
ным характером исходных данных, поэтому проводится анализ возможностей случайного порождения
заключений детерминистского характера. Предложенные методы анализа ориентированы на двухуровне-
вую архитектуру построения информационной безопасности в облачных вычислительных средах. В этой
архитектуре автоматический интеллектуальный анализ данных порождает на верхнем уровне быструю
реакцию для разрешения конфликтов в вычислительных процессах или выявление функционирования
вредоносного кода.

Ключевые слова: облачные вычислительные среды; информационная безопасность; вероятностно-стати-
стические и детерминистские (логические) методы анализа; эвристические алгоритмы; взаимное влияние
данных
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1 Введение

Изложим идеологию взаимного дополнения
статистических и логических методов. Статистиче-
ская обработка данных основана на использовании
технологии усреднения (сглаживания). Тогда зна-
чимые отклонения от средних сглаженных данных
порождают исходные данные для получения новой
информации [1].

Эта идея основана на том, что значимые откло-
нения могут иметь закономерную структуру, кото-
рая отсутствует в основной массе данных, исполь-
зованных для сглаживания. В качестве примера
таких задач можно указать способы определения
и выявления признаков атак с помощью анализа
логов [2, 3].

В работе [4] предлагается искать локальные со-
отношения, которым удовлетворяют случайные по-
следовательности.

Таким образом статистические методы позволя-
ют выделить множество фрагментов данных, отли-
чающихся от средних сглаженных данных. Таких
фрагментов немного, поэтому далее использовать
статистические методы анализа неэффективно.

Вместе с тем эти фрагменты можно рассматри-
вать как множество объектов для применения ло-
гических методов анализа [5, 6]. Эти методы по-
зволяют строить эвристические закономерности,
анализировать причинно-следственные связи, ав-
томатически порождать гипотезы о структурных за-
висимостях в данных [6].

Логические методы, использующие эвристику
и правдоподобные рассуждения, при всей строго-
сти логического анализа не гарантируют достовер-
ности выводов. Поэтому целесообразно сравнивать
полученные выводы с результатами оценок, полу-
ченных вероятностными методами, в предположе-
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нии стохастического характера результатов логиче-
ской обработки данных. Это особенно важно, когда
методы интеллектуального анализа данных приме-
няются многократно на больших объемах данных.
В таких многократных случаях требуется автома-
тическая интеллектуальная обработка данных, так
как объем необходимых вычислений существенно
превышает человеческие возможности.

В продолжение идей ДСМ (Джон Стюарт
Милль) метода [6] в работе приведена «смягчен-
ная» модель анализа причинно-следственных свя-
зей в данных и простейшая стохастическая модель
ее валидации.

2 Влияние характеристик
процессов на их целевые
свойства

Рассмотрим r + 1 процессов ξ0, . . . , ξr, r ≥ 0.
Пусть ξ0 — целевой процесс, его состояния со-
держат интересующее нас состояние (свойство) p.
Задача состоит в выявлении влияния остальных
процессов ξ1, . . . , ξr . . . на появление свойства p
в процессе ξ0. В данной работе понятие влияния от-
личается от известных функций влияния [7]. Пусть
время дискретно, что позволяет точно синхрони-
зировать все процессы. Пусть t1, t2, . . . , tn, . . . —
моменты появления свойства p в процессе ξ0. Для
простоты исследуем влияние процесса ξ1 на появле-
ние свойства p. Для этого рассмотрим фрагменты
процесса ξ1 в промежутках времени t1, t2, . . . , tn, . . .
Будем считать, что процесс ξ1 принимает значения
в алфавитеA = {a1, . . . , am}.

В усложненной схеме поиска влияния процес-
са ξ1 на появление свойства p следует рассматри-
вать подпоследовательности длин, б‚ольших либо
равных l, для выделенных фрагментов. Параметр l
характеризует степень положительного влияния ξ1
на появление свойства p. Наличие достаточно боль-
шого количества фрагментов, содержащих одина-
ковые подпоследовательности, можно рассматри-
вать как довод в пользу влияния процесса ξ1 на
появление свойства p процесса ξ0.

В более простой схеме следует рассматривать
множества элементов в каждом фрагменте и вы-
бирать такие фрагменты для определения влияния,
в которых число элементов в пересечении множеств
этих фрагментов больше либо равно l.

Выбор между упрощенной или усложненной
схемами связан со сложностью вычислений и/или
со схемами расчета вероятностей ошибочного (слу-
чайного) решения о наличии влияния ξ1 на появле-
ние свойства p.

Рассмотрим упрощенную схему и обозначим че-
рез T0 < T1 два пороговых значения времени. Пусть
�+(i) — множество различных элементов, распо-
ложенных на расстоянии, не превосходящем по-
рог T0, от p в i-м фрагменте. Поскольку на появле-
ние свойства p могут влиять различные множества
элементов из ξ1, то выбираем подпоследователь-
ность из k фрагментов i1, i2, . . . , ik, k ≥ 2, таких что∣∣∣∣∣

⋂
i∈{i1,...,ik}

�+(i)

∣∣∣∣∣ ≥ l.

Замечание 1. В случае исследования влияния r про-
цессов на появление свойства p надо брать пересе-
чение множеств �+j (i), j = 1, . . . , r.

В данной схеме необходимо оценить возмож-
ность ошибочного решения о влиянии процесса ξ1
на появление свойства p. Рассмотрим матрицу
K+ = ‖k+ij‖, столбцы которой пронумерованы чис-
лами от 1 до m, а строки пронумерованы номерами
фрагментов процесса ξ1, определяемыми момента-
ми времени t1, t2, . . . , tn, . . ., элементы k+ij матри-

цы K+ равны 1 или 0, при этом k+ij = 1, если
элемент aj ∈ �+(i). Матрица K+n получается из
матрицы K+ ограничением на первые n строк.

Число единиц в каждой строке матрицы K+

зависит от длин фрагментов и вероятностей по-
явления букв алфавита A. В простейшей модели
ошибочного влияния будем считать, что элементы
матрицы K+ появляются независимо друг от друга
с одинаковой вероятностью q появления единицы.
Вероятность появления заданного подмножества
мощности l в данной строке равна ql. Вероят-
ность P+s того, что данное подмножество встретит-
ся в не менее чем s строках матрицы K+n , равна

P+s =
n∑

v=s

(
n
v

)
qlv
(
1− ql

)n−v
.

Используя теорему Муавра–Лапласа [8], полу-
чаем оценку s, при которой вероятность случайного
влияния данного подмножества стремится к 0 при
n→ ∞:

s ≥ qln+ lnn
√
nql (1− ql) .

В таблице представлены численные расчеты
значений s для различных значений q, l и n.

Используя неравенство Маркова [9], получим,
что вероятность случайного появления какого-либо
множества, содержащего число элементов, большее
или равное l, и влияющего на появление свойства p
в процессе ξ1, стремится к нулю.

Выше рассматривалось положительное влияние
на появление свойства p. Однако согласно [6] сле-
дует рассматривать также и негативное влияние.
Множество �−(i) негативно влияет на появление
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Оценка s, при которой вероятность случайного вли-
яния подмножества мощности l стремится к 0

Вероятность появления
единицы q = 0,5

Вероятность появления
единицы q = 0,9

n l s n L s

100 3 19 100 3 79
400 5 20 400 5 245

10000 10 21 10000 10 3500

свойства p, если для каждого состояния aj ∈ �−(i)
расстояние от aj до p больше порога T1. Тогда
негативное влияние на появление свойства p су-
ществует, если существуют фрагменты i1, i2, . . . , ik,

k ≥ 2, такие что

∣∣∣∣∣
⋂

i∈{i1,...,ik}
�−(i)

∣∣∣∣∣ ≥ l. Параметр l

характеризует степень негативного влияния ξ1 на
появление свойства p.

Для ускорения поиска негативного влияния рас-
смотрим расстояние d(p, p′) между свойствами p
и p′. Выберем те свойства p′, для которых d(p, p′) >
> T1. Для таких p′ найдем положительное влияние
�+(p′). Тогда расстояние d(p,�+(p′)) ≥ T1, так как
�+(p′) предшествует появлению свойства p′.

Влияние �(0)(i) — это нулевое влияние, ес-
ли существуют фрагменты i1, i2, . . . , ik, k ≥ 2,

такие что d

(
⋂

i∈{i1,...,ik}
�(0)(i), p

)
< T0, и суще-

ствуют фрагменты j1, j2, . . . , jv, v ≥ 2, такие что

d

(
⋂

i∈{j1,...,jv}
�(0)(i), p

)
≥ T1. Возможность слу-

чайного появления негативного влияния�−(i) или
нулевого влияния �(0)(i) оценивается аналогично
тому, как это было сделано для положительного
влияния �+(i).

3 Графы влияния

Рассмотренную в предыдущем разделе схему
влияния можно обобщить с помощью графов вли-
яния. Вершинами графа влияния являются свой-
ства объектов влияния (события, участие в порож-
дении информационного потока, вызов функции
компьютерной системы, элемент решения неко-
торой задачи, фрагмент вычислительного процес-
са и т. д.), а дуги графа отражают влияние одних
свойств на другие. Каждая вершина состоит из двух
частей «+» и «−». Дуга графа из вершины i в часть
«+» вершины j означает положительное влияние i
на j, т. е. участие в порождении свойства j. Дуга
графа из вершины i в часть «−» вершины j означа-
ет отрицательное влияние i на j, т. е. препятствует

появлению свойства j. Если из одной вершины i
идут две дуги в «+» и «−» вершины j, то этот случай
обозначим «0», что значит противоречие (непра-
вильное понимание влияния). Если дуги из i в j
нет, то этот случай будем обозначать через «τ», что
означает отсутствие влияния или отсутствие знания
о влиянии.

Дуги в графах влияния можно маркировать сте-
пенью влияния или силой влияния. Степень влия-
ния ранжируется между максимальным влиянием,
что является причиной свойства или отсутствия
свойства, и минимальным влиянием, что означает
невлияние на появление данного свойства.

В связи с графами влияния возникают следу-
ющие задачи.

1. Порождение графов влияния. В разд. 2 рас-
смотрен случай выявления влияний «+», «−»,
«0» и структуры этих влияний в виде свойства
процесса ξ1.

2. Преобразование графов влияния. Ясно, что
транзитивное замыкание двух последователь-
ных дуг из x в y и из y в z означает возможность
влияния x на z, но более слабое, чем влияние x
на y и y на z. Таким образом, введение дополни-
тельной вершины позволяет снижать влияние
одного свойства на другое. Этот вывод исполь-
зовался в работе [10]. Наоборот, возможность
агрегирования всех вершин, имеющих влия-
ние на данную, так, что из агрегированного
множества не выходит других дуг, кроме как
в данную вершину, означает усиление влияния
до причины (в смысле Д. С. Милля [6]).

3. Пути использования графов влияния в задачах

обеспечения информационной безопасности.

4 Примеры описания влияний

4.1 Однородная простая цепь Маркова

Введенные понятия проще всего объяснить на
примере простой однородной цепи Маркова на
множестве состояний A = {a1, . . . , am} с матри-
цей переходных вероятностей P . Если в матрице
переходных вероятностей P все ненулевые вероят-
ности заменить на 1, то получится часть матрицы
смежности графа влияний на переходы из состоя-
ния в состояние, описывающего влияние «+» для
T0 = 1.

Пусть из вершины x в вершину y ведет един-
ственная дуга, других дуг из вершины x нет и нет
других дуг в вершину y. Тогда состояние x является
причиной состояния y (рис. 1).
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Рис. 1 Состояние x является причиной состояния y

Рис. 2 x и y влияют на «+»-свойства z

Рис. 3 Влияние «−»-свойства x на свойство y

Если из вершин x и y ведут дуги в вершину z,
то x влияет на «+» вершины z и y влияет на «+»
вершины z (рис. 2).

Если из вершины x нет дуги в вершину y, то это
можно рассматривать как влияние «−»-свойства x
на свойство y для T1 = 2 (рис. 3).

В случае заданной однородной цепи Маркова
невозможно появление «0» и «τ».

Для однородной цепи Маркова с одним ацикли-
ческим эргодическим классом транзитивное замы-
кание графа влияний на определенное число шагов
позволяет обосновать влияние «+» каждого свой-
ства x на каждое свойство y. При этом для каждого
шага замыкания дуги в части «−»-свойств строят-
ся отдельно от предыдущих и последующих шагов
итераций.

4.2 Однородная сложная цепь Маркова

Для однородной сложной цепи Маркова глуби-
ны 2 переходы определяются графом, вершинами
которого являются пары из множества A2, при-
чем допустимы только переходы вида (x, y) в (y, z).
В таком графе влияние «+» на свойство z будет
определяться ориентированными цепочками дли-
ны 2.

При переходе на влияние множеств может воз-
никнуть влияние «0».

5 Использование графов влияния
в задачах обеспечения
информационной безопасности

5.1 Идентификация безопасного
обращения к ресурсу

Одним из признаков функционирования вре-
доносного кода в программной среде является
обращение к набору библиотек, функции кото-
рых позволяют реализовать вредоносное воздей-
ствие (критические функции). Это не означает, что
обращение к этим библиотекам недопустимо для
легальных программ. При этом даже в легальном
вычислительном процессе обращение к критиче-
ским функциям не всегда является необходимым.

Классификация программ по возможностям
обращения к критическим функциям является
сложной задачей. Однако можно выделить при-
знаки (влияние), позволяющие идентифицировать
возможность обращения к критическим функциям.
Появление таких признаков в легальном вычисли-
тельном процессе позволяет сделать вывод о том,
что обращение к критическим функциям будет ле-
гальным. При отсутствии указанных признаков
обращение к критическим функциям может озна-
чать функционирование враждебного кода. Тогда
такое обращение следует рассматривать как собы-
тие безопасности и принимать меры по предотвра-
щению враждебного воздействия.

Исследование влияния на возможность обра-
щения к критическим функциям можно проводить
предварительно, а в ходе вычислительного процес-
са использовать сигнатуры влияния в легальных
вычислительных процессах.

5.2 Разрешение конфликтов
в вычислительных процессах
с помощью влияния

Конфликты в вычислительных процессах могут
возникать по различным причинам. Например, вы-
полнение процесса блокируется нарушением како-
го-либо требования политики безопасности одного
из участников облачных вычислений. Возникает
задача «отката» вычислительного процесса и по-
строения новой траектории процесса, не позволя-
ющей снова выйти на конфликт.

Рассмотрим эвристический алгоритм решения
этой задачи с использованием влияний. Пусть p
является причиной конфликта, F — влияние на
появление p. Задача состоит в том, чтобы найти
новые, близкие к F траектории, не ведущие к p.
Поскольку F описывает влияние на появление p,
то возможны случаи появления F без последующе-
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го появления p. Обозначим через X множество
состояний процесса, которые следуют за F , но не
совпадают с p.

Рассмотрим влияние на каждый из элементов
множества X . И пусть F ′ принадлежит этому мно-
жеству, т. е. F ′ описывает влияние на появление
какого-то элемента изX, который не совпадает с p.
Множество F ′ не совпадает с F , но является вли-
янием для свойства, которому может предшество-
вать F . Таким образом, F ′ может рассматриваться
как признак альтернативной траектории вычисли-
тельного процесса, не приводящей к конфликту.

Возможны дополнительные ограничения на
альтернативные траектории вычислительного про-
цесса, а именно: начало альтернативной траектории
должно совпадать с точкой «отката» первоначаль-
ной траектории, приведшей к конфликту. В от-
брошенном фрагменте первоначальной траектории
вычислительного процесса могли быть выполнены
необходимые функции, не входившие в множество
влияния F на появление конфликта. Эти выпол-
ненные функции можно оставить в новом вариан-
те траектории вычислительного процесса. Таким
образом, влияние позволяет построить эвристиче-
ский алгоритм разрешения конфликтов в вычисли-
тельном процессе, отличный от полного перебора.

6 Заключение

В работе рассматриваются пути совместного ис-
пользования статистических и логических методов
анализа больших стохастических данных.

Статистический анализ позволяет сформиро-
вать множество объектов для детерминистского
(логического) анализа. Поскольку детерминист-
ские методы требуют больших объемов вычисле-
ний, то предварительная статистическая обработ-
ка позволяет выделить доступные для вычисления
объемы данных для детерминистского (логическо-
го) анализа.

В работе детерминистские методы представле-
ны простейшим аналитическим поиском причин-
но-следственных связей [6]. Применение эври-
стических и правдоподобных рассуждений может
породить недостоверные выводы, которые связаны
со случайным характером исходных данных, по-
этому требуется проверка возможности получения
подобных выводов случайно в простейших вероят-
ностных моделях. В работе предложенные мето-
ды анализа ориентированы на построение системы
анализа информационной безопасности в облач-
ных вычислительных средах. Они позволяют по-
строить механизмы разрешения конфликтов в вы-

числительных процессах и идентифицировать ле-
гальное использование критических ресурсов.

Рассмотренные методы интеллектуального ана-
лиза данных предполагают двухуровневую архи-
тектуру решения проблем информационной без-
опасности, при которой сложные задачи решаются
в режиме офлайн и реализуются в виде скоростных
алгоритмов принятия решений на основе сигнатур.
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О СВЯЗИ РЕСУРСНЫХ СИСТЕМ МАССОВОГО ОБСЛУЖИВАНИЯ

С СЕТЯМИ ЭРЛАНГА∗

В. А. Наумов1, К. Е. Самуйлов2

Аннотация: Рассматривается модель многолинейной системы массового обслуживания (СМО) с потеря-
ми, вызванными нехваткой ресурсов, необходимых для обслуживания заявок. Принятая на обслуживание
заявка занимает случайные объемы ресурсов нескольких типов с заданными функциями распределения.
Случайные векторы, описывающие требования заявок к ресурсам, не зависят от процессов поступления
и обслуживания заявок, независимы в совокупности и одинаково распределены. Интерес, как и в задаче
Эрланга, представляет вычисление вероятности потери поступающей заявки из-за нехватки ресурсов.
Показана связь между мультисервисными сетями Эрланга и ресурсными СМО, что позволяет решать
задачу вычисления вероятности потерь в ресурсной СМО с помощью известных методов, разработанных
для мультисервисных сетей.

Ключевые слова: мультисервисная сеть; сеть Эрланга; система массового обслуживания; ресурсная СМО;
случайный объем ресурсов; вероятность потерь; решетчатая функция
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1 Введение

Рассмотрим многолинейные СМО с потерями,
разнотипными ресурсами и пуассоновским вхо-
дящим потоком, которые функционируют следу-
ющим образом. Поступившая заявка теряется, если
в момент поступления количество какого-либо тре-
буемого ей ресурса превышает количество свобод-
ного ресурса этого типа либо если число обслужива-
емых заявок достигло максимума. В момент начала
обслуживания заявки суммарный объем свободно-
го ресурса каждого типа уменьшается на величи-
ну ресурса, выделенного этой заявке. В момент
окончания обслуживания заявки суммарный объ-
ем свободного ресурса каждого типа увеличивается
на величину ресурса, выделенного этой заявке при
поступлении.

Ресурсные СМО с пуассоновским входящим по-
током исследуются давно. В [1] получены ста-
ционарные распределения числа заявок в системе
и объема занятого ресурса для СМО с экспонен-
циальной функцией распределения длительности
обслуживания и произвольной функцией распреде-
ления объемов ресурса. Эти результаты обобщены
в [2] на СМО с произвольной функцией распре-
деления длительностей обслуживания и в [3] на
системы с множественными ресурсами. Дальней-
шие обобщения, рассмотренные в [4, 5], включают
системы, у которых время обслуживания заявки
и объемы выделенных ей ресурсов являются зави-

симыми случайными величинами. В [4] получено
стационарное распределение и вероятность поте-
ри для СМО с произвольной совместной функ-
цией распределения длительности обслуживания
и объема единственного ресурса. Эти результаты
обобщены в [5] на СМО, в которых каждая заяв-
ка характеризуется тремя зависимыми случайными
признаками: числом приборов, необходимых для
обслуживания, объемом ресурса и временем обслу-
живания. Применение модели ресурсных СМО
к анализу вероятностных характеристик беспро-
водных гетерогенных сетей 5-го поколения было
предложено в [6].

Хорошо изучены мультисервисные сети Эрлан-
га [7, 8] с соединениями нескольких типов, в ко-
торых каждому соединению в каждом звене сети
выделяется определенное число каналов, т. е. ре-
сурсов сети, удерживаемое до завершения соеди-
нения.

В настоящей работе исследуется связь между
мультисервисными сетями Эрланга и ресурсны-
ми СМО с арифметическими функциями распре-
деления объемов требуемых ресурсов, которыми
сколь угодно точно можно аппроксимировать лю-
бые функции распределения объемов ресурсов.
Целью работы является исследование приближен-
ного подхода к вычислению вероятностных харак-
теристик ресурсных СМО. Для краткости будем
опускать слово «мультисервисные» в названии се-
тей Эрланга.

∗Работа выполнена при частичной финансовой поддержке РФФИ (проекты 16-07-00766, 15-07-03051 и 15-07-03608).
1Исследовательский институт инноваций, г. Хельсинки, Финляндия, valeriy.naumov@pfu.fi
2Российский университет дружбы народов; Институт проблем информатики Федерального исследовательского центра «Инфор-

матика и управление» Российской академии наук, ksam@sci.pfu.edu.ru
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2 Сети Эрланга

Рассмотрим сеть массового обслуживания с по-
терями, состоящую из некоторого числа узлов, со-
единенных звеньями.

Пусть общее число звеньев сети равно M , ем-
кость m-го звена равна Nm, N = (N1, N2, . . . , NM )
и N(n) = {i ∈ NM |0 ≤ i ≤ n}, где N — множество
неотрицательных целых чисел. Между узлами сети
могут быть установлены соединения L различных
классов, каждый из которых однозначно характе-
ризуется своими требованиями к емкости звеньев
сети. Требование к числу каналов соединений l-го
класса задается вектором nl = (nl1, nl2, . . . , nlM ),
где nlj есть число каналов, занимаемых соединени-
ем на j-м звене сети.

Предположим, что запросы на установление
в сети соединения l-го класса образуют пуассо-
новский поток интенсивности λl, причем средняя
продолжительность соединений l-го класса равна
bl <∞. Если при поступлении запроса на установ-
ление нового соединения в сети недостаточно сво-
бодных каналов или уже установлено максимально
возможное число K соединений, происходит бло-
кировка запроса.

Обозначим vl(t) число соединений l-го клас-
са, установленных в сети в момент t, v(t) =
= (v1(t), v2(t), . . . , vL(t)), и K — пространство
состояний процесса v(t), представляющее со-
бой множество неотрицательных целочисленных
векторов k = (k1, k2, . . . , kL), удовлетворяющих
неравенствам k1 + k2 + · · · + kL ≤ K и k1n1 +
+ k2n2 + · · ·+ kLnL ≤ N.

Стационарное распределение φ(k) =
= lim

t→∞
P{v(t) = k} процесса v(t) зависит от функ-

ций распределения продолжительности соедине-
ний лишь посредством средних значений и дается
следующей формулой [7]:

φ(0) =
∑
k∈K

(λ1b1)
k1

k1!
· · · (λLbL)

kL

kL!
;

φ(k) = φ(0)
(λ1b1)

k1

k1!
· · · (λLbL)

kL

kL!
, k ∈ K .





(1)

Пустьwm(t)— число занятых в момент t каналов
m-го звена сети и w(t) = (w1(t), w2(t), . . . , wM (t)).
Зная распределение вероятностейφ(k), легко найти
совместное распределение числа установленных
в сети соединений и занятых ими каналов:

ψk(i) =

= lim
t→∞

P{v1(t)+v2(t)+· · ·+vL(t) = k, w(t) = i} =

=
∑

k∈K
k1+···+kL=k

k1n1+···+kLnL=i

φ(k) = φ(0)
∑

k∈K
k1+···+kL=k

k1n1+···+kLnL=i

(λ1b1)
k1

k1!
· · · (λLbL)

kL

kL!
=

= φ(0)
ρk

k!

∑

k∈K
k1+···+kL=k

k1n1+···+kLnL=i

k!

k1!· · · kL!

(
λ1b1
ρ

)k1

· · ·
(
λLbL
ρ

)kL

,

i ∈ N(N) , k = 0, 1, . . . ,K , (2)

где ρ = λ1b1 + λ2b2 + · · · + λLbL. Формула (2)
допускает простую вероятностную интерпретацию.
Рассмотрим распределение вероятностей π(i), i ∈
∈ N(N), случайного целочисленного вектора, с по-
ложительной вероятностью принимающего лишь
значения из подмножества L = {n1,n2, . . . ,nL}
множества N(N), причем значение nl принимается
с вероятностью λlbl/ρ, т. е.

π(i) =





λlbl
ρ

, i = nl ;

0 , i 6= L .
(3)

С учетом очевидного равенства ϕ(0) = ψ0(0) фор-
мулу (2) можно записать следующим образом:

ψk(i) = ψ0(0)π
(k)(i)

ρk

k!
, i ∈ N(N) , (4)

где π(k)(i) есть k-кратная свертка распределения
вероятностей (3).

ПоложимC(r) = 0, если вектор rне является не-
отрицательным, а для неотрицательных векторов r
определим величины C(r) следующим образом:

C(r) = 1 +

K∑

k=1

ρk

k!

∑

i∈N(r)
π(k)(i) . (5)

Эти величины играют роль нормировочных кон-
стант для распределений вероятностей (1) и (2),
поскольку справедливо равенство:

φ(0) = ψ0(0) = C(N)
−1 . (6)

Условная вероятность блокировки запроса на
установление соединения при условии, что запра-
шивается соединение l-го класса, дается следующей
формулой [7]:

Bl = 1−
C(N− nl)

C(N)
.

Отсюда вытекает выражение для безусловной веро-
ятности блокировки запроса на установление со-
единения:

B = 1− 1

C(N)

L∑

l=1

λl

λ
C (N− nl) , (7)

где λ = λ1 + λ2 + · · ·+ λL есть интенсивность сум-
марного потока поступающих запросов.
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3 Ресурсная система массового
обслуживания

Рассмотрим ресурсную СМО с ресурсамиM ти-
пов, на которую поступает пуассоновский поток
заявок с параметром λ. Обозначим Rm общий объ-
ем ресурса типа m и R = (R1, R2, . . . , RM ). Посту-
пившая j-я заявка характеризуется длительностью
обслуживания sj и вектором объемов необходи-
мых ей ресурсов rj = (rj1, rj2, . . . , rjM ). Случай-
ные векторы (sj , rj), j = 1, 2, . . ., не зависят от
моментов поступления заявок, независимы в сово-
купности и имеют одинаковую совместную функ-
цию распределения H(t,x) = P{sj ≤ t, rj ≤ x}.
Обозначим через F (x) = P{rj ≤ x} функцию
распределения объемов требуемых заявке ресур-
сов, B(t) = P{sj ≤ t} — функцию распределения
длительности обслуживания, b < ∞ — среднюю
длительность обслуживания и ρ = λb. Для просто-
ты будем считать, что F (R) = 1, т. е. требование
заявкой любого ресурса не превосходит его общего
объема.

Состояние рассматриваемой системы в мо-
мент tможно описать случайным процессомX(t) =
= (ξ(t), γ(t)). Здесь ξ(t) — число заявок в системе
и γ(t) = (γ1(t), . . . , γM (t)) — вектор объемов зани-
маемых ими ресурсов. При условии конечности
среднего времени обслуживания b стационарное
распределение процесса X(t)

p0 = lim
t→∞

P{ξ(t) = 0} ;
Pk(x) = lim

t→∞
P{ξ(t) = k; γ(t) ≤ x} ,

0 ≤ x ≤ R , k = 0, 1, . . . ,K ,





(8)

имеет следующий вид:

p0 =

(
1 +

K∑
k=1

G(k)(R)
ρk

k!

)−1

;

Pk(x) = p0G
(k)(x)

ρk

k!
, k = 1, 2, . . . ,K .





(9)

Здесь K — максимальное число заявок в системе
и G(k)(x) — k-кратная свертка функции распреде-
ления

G(x) =
1

b

∫

y≤x

∞∫

0

tH(dt, dy) . (10)

Из формул (8), в частности, вытекает следу-
ющее выражение для вероятности потери заявки
в ресурсной СМО:

B = 1− p0

(
1 +

K−1∑

k=1

(
G(k) ∗ F

)
(R)

ρk

k!

)
,

где (G(k) ∗ F )(x) есть свертка функций распределе-
ния G(k)(x) и F (x).

Справедливость формул (9) можно установить
путем очевидного обобщения на произвольное чис-
ло ресурсов результатов работы [5]. Ниже будет
показано, как для вычисления стационарных ха-
рактеристик ресурсных СМО с множественными
дискретными ресурсами [6] можно использовать се-
ти Эрланга. Попутно будут доказаны формулы (9)
для решетчатых функций распределения объемов
ресурсов F (x).

Определение (10) функции распределения G(x)
станет понятнее, если ввести условное среднее вре-
мя обслуживания заявки b(x) при условии, что век-
тор объемов необходимых ей ресурсов равен x. Это
условное среднее время обслуживания можно опре-
делить как функцию, которая при любом векторе x
удовлетворяет следующему уравнению [9]:

∫

y≤x

∞∫

0

tH(dt, dy) =

∫

y≤x

b(y)D(dy) . (11)

Используя равенство (11), выражение (10) для
функцииG(x)можно переписать следующим обра-
зом:

G(x) =
1

b

∑

y≤x
b(y)F (dy) . (12)

4 Связь ресурсных систем
массового обслуживания
с сетями Эрланга

В дальнейшем будем считать, что функция
распределения требуемых объемов ресурсов F (x)
является решетчатой с некоторыми координат-
ными шагами –1,–2, . . . ,–M > 0 и положим
N = (N1, N2, . . . , NM ), где Nm — целая часть
числа Rm/–m. В этом случае векторы тре-
буемых объемов ресурсов rj c положительной
вероятностью могут принимать лишь значения
вида Dk = (k1–1, k2–2, . . . , kM–M ) где k =
= (k1, k2, . . . , kM )— целочисленный вектор, а D —
диагональная матрица с элементами –i на диаго-
нали. Поэтому вместо вероятностей Pk(x) удобнее
рассматривать дискретное распределение вероят-
ностей

pk(i) = lim
t→∞

P{ξ(t) = k; γ(t) = Di} ,

i ∈ N(N) , k = 1, 2, . . . ,K , (13)

зная которое, легко вычислить вероятности (8):
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Состояния процесса γ(t), объема ресурсов, занятых в ресурсной СМО (а) и состояния процессаw(t), числа занятых
каналов в сети Келли (б)

p0 = p0(0) ;

Pk(x) =
∑

i∈N(N)
Di≤x

pk(i) ,

0 ≤ x ≤ R , k = 1, 2, . . . ,K .





(14)

Обозначим f(i) вероятность того, что j-й заявке
требуется вектор объемов ресурсов rj = Di, и b(i)—
условную среднюю длительность обслуживания j-й
заявки при условии, что rj = Di. Перенумеруем
все элементы множества L = {i ∈ N(N)|f(i) > 0}
и обозначим nl = (nl1, nl2, . . . , nlM ) его l-й элемент.
B этих обозначениях функции распределения F (x)
и G(x) могут быть записаны следующим образом:

F (x) =
∑

i∈L
Di≤x

f(i) ; G(x) =
1

b

∑

i∈L
Di≤x

f(i)b(i) . (15)

Таким образом, G(x) является функцией распре-
деления некоторого случайного вектора, принима-
ющего значениеDi с вероятностью

g(i) =
1

b
f(i)b(i) , i ∈ L . (16)

Введем в рассмотрение вспомогательную сеть
Эрланга, поведение которой во времени синхрони-
зировано с поведением исходной ресурсной СМО.
В момент поступления в СМО заявки, требующей
вектор ресурсовDnl и обслуживание в течение вре-
мени τ , во вспомогательную сеть Эрланга посту-
пает запрос на установление соединения класса l
продолжительностью τ , а вектор nl задает требова-
ние к числу каналов этого соединения. Моменты
поступления заявок в СМО являются моментами
установления соединений в сети, а моменты ухода

заявок из СМО являются моментами разъединения
соединений, и только они. Кроме того, если по-
ступившая в СМО заявка теряется, то запрос на
установление соответствующего соединения в сети
также теряется. Ясно, что запросы на установле-
ние во вспомогательной сети соединений l-го клас-
са образуют пуассоновский поток интенсивности
λl = λf(nl), средняя продолжительность соедине-
ний l-го класса равна bl = b(nl), а распределение
вероятностей (3) совпадает с распределением веро-
ятностей (16), т. е. π(i) = g(i), i ∈ L.

Нетрудно видеть, что между процессами ξ(t)
и γ(t) = (γ1(t), . . . , γM (t)), описывающими по-
ведение ресурсной СМО, и процессами v(t) =
= (v1(t), v2(t), . . . , vL(t)) и w(t) = (w1(t), w2(t), . . .
. . . , wM (t)), описывающими вспомогательную сеть
Эрланга, существует простая связь, проиллюстри-
рованная на рисунке:

ξ(t) = v1(t) + v2(t) + · · ·+ vL(t) , γ(t) = Dw(t) .

Поэтому для распределений вероятностей (2) и (13)
имеет место равенство:

pk(i) = ψk(i) , i ∈ N(N) , k = 0, 1, . . . ,K ,

и распределение вероятностей (2) можно записать
в следующем виде:

pk(i) = p0(0)g
(k)(i)

ρk

k!
, i ∈ N(N) , k = 0, 1, . . . ,K ,

где g(k)(i) есть k-кратная свертка распределения
вероятностей (16). Используя равенства (6) и (7),
вероятности простоя и потери заявки можно выра-
зить через нормировочные константы (5):

p0 = C(N)
−1 ; B = 1− 1

C(N)

∑

i∈N(N)
C(i)f(N− i) .
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Кроме того, из формул (4), (5), (14) и (15) вы-
текают следующие выражения для стационарного
распределения числа заявок в системе и объемов
занимаемых ими ресурсов:

p−10 = 1 +
K∑

k=1

ρk

k!

∑

i∈N(N)
g(k)(i) =

= 1 +

K∑

k=1

ρk

k!

∑

i∈N(N)
Di≤R

g(k)(i) = 1 +

K∑

k=1

G(k)(R)
ρk

k!
;

Pk(x) = p0
∑

i∈N(N)
Di≤x

g(k)(i)
ρk

k!
= p0G

(k)(x)
ρk

k!
,

k = 1, 2, . . . ,K .

Таким образом, для решетчатых функций рас-
пределения требуемых объемов ресурсов F (x) до-
казаны формулы (9).

5 Заключение

В работе показано, что каждой СМО с арифме-
тической функцией распределения множественных
ресурсов соответствует некоторая вспомогательная
сеть Эрланга. Поскольку стационарные распре-
деления случайных процессов, описывающих ре-
сурсную СМО и соответствующую ей сеть Эрланга,
связаны простыми равенствами, для анализа ре-
сурсных СМО имеется принципиальная возмож-
ность применения известных алгоритмов для ана-
лиза сетей Эрланга.

Соответствующие ресурсным СМО сети Эрлан-
га имеют одну особенность, не характерную для
типичных сетей Эрланга — число классов соеди-
нений вспомогательной сетей Эрланга может быть
очень большим. Так, если f(i) > 0 для всех i ∈
∈ N(N), то множество классов соединений сетей
Эрланга состоит из всех целочисленных векторов

i = (i1, i2, . . . , iM ) в интервале 0 ≤ i ≤ N и число
классов соединений вспомогательной сети равно
произведению (N1 + 1)(N2 + 1) · · · (NM + 1). По-
этому необходимы дополнительные исследования
для того, чтобы выяснить, какие точные и прибли-
женные методы анализа сетей Эрланга применимы
к ресурсным СМО.
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АНАЛИЗ СИСТЕМЫ ОБСЛУЖИВАНИЯ С ВХОДЯЩИМ ПОТОКОМ
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Аннотация: Рассматривается одноканальная система массового обслуживания с неограниченным числом
мест для ожидания, в которую поступают два потока требований: первый поток — пуассоновский,
а второй — неординарный пуассоновский (т. е. пуассоновский поток групп требований). Требования из
первого потока имеют относительный приоритет перед требованиями второго потока. Особенностью
системы является авторегрессионная зависимость размеров групп требований второго потока: размер n-й
поступившей в систему группы требований либо с некоторой фиксированной вероятностью равен разме-
ру (n− 1)-й поступившей в систему группы требований, либо с дополнительной вероятностью является
независимой от него случайной величиной. Длительности обслуживания требований каждого потока
являются независимыми случайными величинами с произвольным распределением. Найдена произво-
дящая функция совместного распределения числа требований каждого потока в системе в произвольный
момент времени.
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поступлением требований; относительный приоритет
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1 Введение

При моделировании передачи данных в теле-
коммуникационных сетях важно учитывать приро-
ду потоков информации и характеристики потоков
в зависимости от приложений. В простейших мо-
делях предполагается, что все пакеты информации
имеют фиксированную конечную длину, а размеры
пакетов независимы. Однако в ряде случаев необ-
ходимо рассматривать более сложные конструкции
входящего потока, которые позволяют учитывать
неоднородную и коррелированную природу пото-
ков данных. В данной работе рассматривается сис-
тема массового обслуживания типа M |G|1 с двумя
потоками требований, один из которых является
приоритетным, а другой — коррелированным по-
током групп требований.

Настоящая работа обобщает результаты
статьи [1] на случай двух потоков, требования од-
ного из которых имеют относительный приоритет.

2 Описание системы

Рассматривается одноканальная система обслу-
живания, в которую поступают два потока требова-
ний:

– первый поток — пуассоновский с интенсив-
ностью a1,

– второй поток является пуассоновским потоком
групп требований.

Интенсивность поступления групп требований рав-
на a2. Группа состоит из случайного числа требо-
ваний и содержит k требований с вероятностью hk,
k = 1, . . . ,M . Между размерами двух последо-
вательно поступающих групп требований имеется
следующая зависимость: размер n-й поступающей
группы требований либо с вероятностью 0 ≤ p < 1
равен размеру (n − 1)-й группы, либо с вероят-
ностью 1 − p является независимой от него слу-
чайной величиной. Требования из первого потока
имеют относительный приоритет по отношению
к требованиям из второго потока. Иными сло-
вами, прерывание уже начатого обслуживания не
допускается и требования из второго потока могут
поступать на обслуживание только при отсутствии
в очереди требований из первого потока. Будем
считать, что число мест для ожидания не ограниче-
но, а длительность обслуживания требований i-го
потока имеет функцию распределенияBi(x) с плот-
ностью bi(x) и преобразованием Лапласа βi(s).

∗Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект 15-07-02354).
1Факультет вычислительной математики и кибернетики Московского государственного университета им. М. В. Ломоносова,

ndleontyev@gmail.com
2Факультет вычислительной математики и кибернетики Московского государственного университета им. М. В. Ломоносова;

Институт проблем информатики ФИЦ ИУ РАН, vgushakov@mail.ru
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Определим следующие случайные процессы:

I(t) — номер потока, требование из которого об-
служивается в момент t;

Li(t) — число требований i-го потока в системе
в момент времени t;

X(t) — время, прошедшее с начала обслужива-
ния требования, находящегося на обслужива-
нии в момент t1;

N(t)— размер последней поступившей в систему
до момента t группы требований 2-го потока.

Положим

Pi(n1, n2, k, x, t) =
∂

∂x
P (I(t) = i, L1(t) = n1,

L2(t) = n2, N(t) = k,X(t) < x) ;

P (0, k, t) = P(L1(t) = 0, L2(t) = 0, N(t) = k).

Обозначим

π1(z1, z2, k, x, s) =

=
∞∑

n1=1

zn1
1

∞∑

n2=0

zn2
2

∞∫

0

e−stP1 (n1, n2, k, x, t) dt ;

π2(z1, z2, k, x, s) =

=

∞∑

n1=0

zn1
1

∞∑

n2=1

zn2
2

∞∫

0

e−stP2 (n1, n2, k, x, t) dt ;

π0(k, s) =

∞∫

0

e−stP (0, k, t) dt

при |z1| ≤ 1, |z2| ≤ 1, Re (s) > 0.

3 Основные результаты

Соотношения для определения πi(z1, z2, k, x, s)
содержатся в следующей основной теореме.

Теорема. Функции πi(z1, z2, k, x, s) при |z1| < 1,
|z2| < 1, k = 1, . . . ,M , x ≥ 0, Re (s) > 0 опреде-

ляются по следующим формулам:

πi(z1, z2, k, x, s) = (1−Bi(x))

M∑

n=1

Ci,n(z1, z2, s)×

× (1 − p)hka2z
k
2

λ̃n(z2)− pa2z
k
2

exp
(
−
(
s+ a1 − a1z1 + a2 −

− λ̃n(z2)
)
x
)
,

где

C1,n (z1, z2, s) =

=
1

1− z−11 β1

(
s+ a1 − a1z1 + a2 − λ̃n(z2)

) ×

×

M∏

i=1

(λ̃n (z2)− pa2z
i
2)

M∏

j=1
j 6=n

(λ̃n(z2)− λ̃j(z2))

M∑

m=1

1

λ̃n(z2)− pa2z
m
2

×

×
(
bm (z1, z2, s)−

−
1− z−12 β2

(
s+ a1 − a1z1 + a2 − λ̃n(z2)

)

1− z−12 β2(s+ a1 − a1z1,n(z2, s) + a2 − λ̃n(z2))
×

× bm (z1,n (z2, s) , z2, s)) ;

C2,n (z1, z2, s) =

=
1

1− z−12 β2(s+ a1 − a1z1,n(z2, s) + a2 − λ̃n(z2))
×

×

M∏

i=1

(λ̃n(z2)− pa2z
i
2)

M∏

j=1
j 6=n

(
λ̃n(z2)− λ̃j (z2)

)
M∑

m=1

bm(z1,n(z2, s), z2, s)

λ̃n(z2)− pa2z
m
2

;

bm(z1, z2, s) = − (s+ a1 − a1z1 + a2)π0(m, s)+hm+

+

[
pπ0(m, s)a2z

m
2 + (1− p)

M∑

n=1

π0(n, s)hma2z
m
2

]
;

λ̃1(z2), . . . , λ̃M (z2) определяются из уравнения

M∏

i=1

(
pa2z

i
2 − λ̃

)
+

+

M∑

i=1

(1− p)hia2z
i
2

M∏

j=1
j 6=i

(
pa2z

j
2 − λ̃

)
= 0 ,

а π0(1, s), . . . , π0(M, s)— из системы

M∑

m=1

M∏

j=1
j 6=m

(λ̃n − pa2z
j
2,n)

(
− (s+ a1 − a1z1,n +

+ a2)π0(m, s) + hm + λ̃n(z2,n)π0(m, s)
)
= 0 ,

1В случае, когда система свободна, можно для определенности положить I(t) = 0 и X(t) = 0.
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в которой z1,n = z1,n(z2,n, s) и z1,n(z2, s) — решение

функционального уравнения

z1,n = β1

(
s+ a1 − a1z1,n + a2 − λ̃n (z2)

)
,

а z2,n = z2,n(s) — решение функционального урав-

нения

z2,n = β2

(
s+ a1 − a1z1,n(z2,n, s) + a2 − λ̃n (z2,n)

)
.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Функции Pi(n1, n2, k, x, t)
и P (0, k, t) удовлетворяют соотношениям:

P1 (n1, n2, k, x+–, t+–) =

= P1 (n1, n2, k, x, t) [1− (a1 + a2 + η1(x))–] +
+ 1{n1>1}P1 (n1 − 1, n2, k, x, t) a1–+

+ 1{n2≥k}

[
pP1 (n1, n2 − k, k, x, t) a2–+

+ (1 − p)

M∑

m=1

P1(n1, n2 − k,m, x, t)hka2–

]
; (1)

P2 (n1, n2, k, x+–, t+–) =

= P2 (n1, n2, k, x, t) [1− (a1 + a2 + η2(x))–] +
+ 1{n1≥1}P2 (n1 − 1, n2, k, x, t) a1–+

+ 1{n2>k}

[
pP2(n1, n2 − k, k, x, t)a2–+

+ (1− p)
M∑

m=1

P2 (n1, n2 − k,m, x, t)hka2–

]
; (2)

P (0, k, t+–) = P (0, k, t) [1− (a1 + a2)–] +

+

∞∫

0

P1(1, 0, k, x, t)η1(x) dx–+

+

∞∫

0

P2(0, 1, k, x, t)η2(x) dx– ; (3)

–∫

0

P1 (n1, n2, k, u, t+–) du =

=

∞∫

0

P1 (n1 + 1, n2, k, x, t) η1(x) dx–+

+

∞∫

0

P2 (n1, n2 + 1, k, x, t) η2(x) dx–+

+ δn1,1δn2,0P (0, k, t)a1– ; (4)

–∫

0

P2 (0, n2, k, u, t+–) du =

=

∞∫

0

P1 (1, n2, k, x, t) η1(x) dx–+

+

∞∫

0

P2 (0, n2 + 1, k, x, t) η2(x) dx–+

+ δn2,k

[
pP (0, k, t)a2–+

+ (1 − p)

M∑

m=1

P (0,m, t)hka2–

]
, (5)

где ηi(x) = bi(x)/(1−Bi(x)).

Переходя к пределу при–→ 0 в (1)—(5), имеем:

∂P1(n1, n2, k, x, t)

∂t
+
∂P1(n1, n2, k, x, t)

∂x
=

= − (a1 + a2 + η1(x))P1 (n1, n2, k, x, t) +
+ 1{n1>1}P1 (n1 − 1, n2, k, x, t) a1 +

+ 1{n2≥k}

[
pP1 (n1, n2 − k, k, x, t)a2 +

+ (1− p)

M∑

m=1

P1 (n1, n2 − k,m, x, t)hka2

]
; (6)

∂P2(n1, n2, k, x, t)

∂t
+
∂P2(n1, n2, k, x, t)

∂x
=

= − (a1 + a2 + η2(x))P2(n1, n2, k, x, t) +
+ 1{n1≥1}P2 (n1 − 1, n2, k, x, t) a1 +

+ 1{n2>k}

[
pP2 (n1, n2 − k, k, x, t)a2 +

+ (1− p)

M∑

m=1

P2 (n1, n2 − k,m, x, t)hka2

]
; (7)

∂P (0, k, t)

∂t
= − (a1 + a2)P (0, k, t) +

+

∞∫

0

P1(1, 0, k, x, t)η1(x) dx +

+

∞∫

0

P2(0, 1, k, x, t)η2(x) dx ; (8)
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P1 (n1, n2, k, 0, t) =

=

∞∫

0

P1 (n1 + 1, n2, k, x, t) η1(x) dx +

+

∞∫

0

P2 (n1, n2 + 1, k, x, t) η2(x) dx +

+ δn1,1δn2,0P (0, k, t)a1 ; (9)

P2 (n1, n2, k, 0, t) = 0 , n1 > 0 ; (10)

P2 (0, n2, k, 0, t) =

∞∫

0

P1(1, n2, k, x, t)η1(x) dx +

+

∞∫

0

P2 (0, n2 + 1, k, x, t) η2(x) dx +

+ δn2,k

[
pP (0, k, t)a2 +

+ (1− p)

M∑

m=1

P (0,m, t)hka2

]
. (11)

Переходя в уравнениях (6)—(11) к производя-
щим функциям и преобразованиям Лапласа по t,
получим:

∂πi(z1, z2, k, x, s)

∂x
=

= − (s+ a1 − a1z1 + a2 + ηi(x)) πi (z1, z2, k, x, s) +

+

[
pπi (z1, z2, k, x, s) a2z

k
2 +

+ (1− p)
M∑

m=1

πi (z1, z2,m, x, s)hka2z
k
2

]
;

(s+ a1 + a2) π0(k, s)− hk =

=

∞∫

0

∞∫

0

P1(1, 0, k, x, t)η1(x) dxe
−st dt+

+

∞∫

0

∞∫

0

P2(0, 1, k, x, t)η2(x) dxe
−st dt ; (12)

π1 (z1, z2, k, 0, s) = z
−1
1

∞∫

0

π1 (z1, z2, k, x, s) η1(x) dx−

−
∞∑

n2=0

zn2
2

∞∫

0

∞∫

0

P1(1, n2, k, x, t)η1(x) dxe
−st dt+

+ z−12

∞∫

0

π2 (z1, z2, k, x, s) η2(x) dx −

−z−12
∞∑

n2=1

zn2
2

∞∫

0

∞∫

0

P2(0, n2, k, x, t)η2(x) dxe
−st dt+

+ π0(k, s)az1 ; (13)

∞∑

n1=1

zn1
1

∞∑

n2=1

zn2
2

∞∫

0

P2 (n1, n2, k, 0, t) e
−st dt = 0 ;

(14)

∞∑

n2=1

zn2
2

∞∫

0

P2 (0, n2, k, 0, t) e
−st dt =

=

∞∑

n2=1

zn2
2

∞∫

0

∞∫

0

P1(1, n2, k, x, t)η1(x) dxe
−st dt+

+ z−12

∞∑

n2=1

zn2
2

∞∫

0

∞∫

0

P2(0, n2, k, x, t)η2(x) dxe
−st dt−

−
∞∫

0

∞∫

0

P2(0, 1, k, x, t)η2(x) dxe
−st dt+

+

[
pπ0(k, s)a2z

k
2 + (1− p)

M∑

m=1

π0(m, s)hka2z
k
2

]
. (15)

Суммируя уравнения (12)—(15), приходим
к системе:

∂πi(z1, z2, k, x, s)

∂x
=

= − (s+ a1 − a1z1 + a2 + ηi(x)) πi (z1, z2, k, x, s) +

+

[
pπi (z1, z2, k, x, s) a2z

k
2 +

+ (1− p)

M∑

m=1

πi (z1, z2,m, x, s)hka2z
k
2

]
; (16)

π1 (z1, z2, k, 0, s) + π2 (z1, z2, k, 0, s) =

= z−11

∞∫

0

π1 (z1, z2, k, x, s) η1(x) dx +

+ z−12

∞∫

0

π2(z1, z2, k, x, s)η2(x) dx −

− (s+ a1 − a1z1 + a2)π0(k, s) + hk +

+

[
pπ0(k, s)a2z

k
2 + (1− p)

M∑

m=1

π0(m, s)hka2z
k
2

]
. (17)
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Обозначим

πi (z1, z2, k, x, s) = (1−Bi(x)) π̃i (z1, z2, k, x, s) .

В новых обозначениях (16) примет вид:

∂π̃i(z1, z2, k, x, s)

∂x
=

= − (s+ a1 − a1z1 + a2) π̃i (z1, z2, k, x, s) +

+

[
M∑

m=1

pπ̃i (z1, z2, k, x, s) a2z
k
2 +

+ (1 − p)

M∑

m=1

π̃i (z1, z2,m, x, s)hka2z
k
2

]
. (18)

Это линейная система дифференциальных уравне-
ний первого порядка с постоянными коэффициен-
тами, решение которой можно записать в виде:

π̃i (z1, z2, k, x, s) =

=
M∑

n=1

Ci,n (z1, z2, s)ukn(z2) exp
(
−
(
s+ a1 −

− a1z1 + a2 − λ̃n(z2)
)
x
)
, (19)

где λ̃k(z2) = λk(z1, z2, s) + (s + a1 − a1z1 + a2),
k = 1, . . . ,M ; λ1(z1, z2, s), . . . , λM (z1, z2, s) —
собственные значения матрицы системы:
u1(z2) = (u11(z2), . . . , uM1(z2))

T, . . . , uM (z2) =
= (u1M (z2), . . . , uMM (z2))

T — соответствующие
собственные векторы. Заметим, что матри-
цы систем дифференциальных уравнений для
π̃1(z1, z2, k, x, s) и π̃2(z1, z2, k, x, s) одинаковы, а сле-
довательно, собственные значения и собственные
векторы в записи решений совпадают.

Функции λ̃1(z2), . . . , λ̃M (z2) являются решения-
ми характеристического уравнения:

M∏

i=1

(
pa2z

i
2 − λ̃

)
+

M∑

i=1

(1−p)hia2z
i
2

M∏

j=1
j 6=i

(pa2z
j
2−λ̃) =

= 0 . (20)

Подставляя (19) в (18), находим:

umn(z2) =
(1 − p)hma2z

m
2

λ̃n(z2)− pa2z
m
2

. (21)

Подставив (19) в (17), получим:

M∑

n=1

C1,n (z1, z2, s)umn(z2) +

+
M∑

n=1

C2,n (z1, z2, s)umn(z2) =

= z−11

M∑

n=1

C1,n (z1, z2, s)umn (z2)×

× β1

(
s+ a1 − a1z1 + a2 − λ̃n (z2)

)
+

+ z−12

M∑

n=1

C2,n (z1, z2, s)umn(z2)×

× β2

(
s+ a1 − a1z1 + a2 − λ̃n (z2)

)
−

− (s+ a1 − a1z1 + a2)π0(m, s) + hm +

+

[
pπ0(m, s)a2z

m
2 + (1− p)

M∑

n=1

π0(n, s)hma2z
m
2

]
.

Перепишем это уравнение в виде:

M∑

n=1

[
C1,n(z1, z2, s)

(
1−

− z−11 β1

(
s+ a1 − a1z1 + a2 − λ̃n(z2)

))
+

+ C2,n (z1, z2, s)
(
1−

− z−12 β2

(
s+ a1 − a1z1 + a2 − λ̃n(z2)

))]
umn (z2) =

= bm (z1, z2, s) , (22)

где

bm(z1, z2, s) = − (s+ a1 − a1z1 + a2)π0(m, s)+hm+

+

[
pπ0(m, s)a2z

m
2 + (1− p)

M∑

n=1

π0(n, s)hma2z
m
2

]
.

Подставим (21) в (22) и поделим обе части полу-
ченного уравнения на (1− p)hma2z

m
2 :

M∑

n=1

[
C1,n(z1, z2, s)

(
1−

− z−11 β1

(
s+ a1 − a1z1 + a2 − λ̃n (z2)

))
+

+ C2,n (z1, z2, s)
(
1−

− z−12 β2

(
s+ a1 − a1z1 + a2 − λ̃n(z2)

))]
×

× 1

λ̃n(z2)− pa2z
m
2

=
bm(z1, z2, s)

(1− p)hma2z
m
2

.

Это система линейных алгебраических уравнений
с матрицей Коши. Ее решение записывается в ви-
де1:

1Про обращение матриц Коши см. [2].
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C1,n(z1, z2, s)
(
1−

− z−11 β1

(
s+ a1 − a1z1 + a2 − λ̃n(z2)

))
+

+ C2,n (z1, z2, s)
(
1−

− z−12 β2

(
s+ a1 − a1z1 + a2 − λ̃n(z2)

))
=

=

M∏

i=1

(λ̃n(z2)− pa2z
i
2)

M∏

j=1
j 6=n

(λ̃n(z2)− λ̃j(z2))

M∑

m=1

M∏

i=1
i6=n

(pa2z
m
2 − λ̃i(z2))

M∏

j=1
j 6=m

(pa2z
m
2 − pa2z

j
2)

×

× bm(z1, z2, s)

(1− p)hma2z
m
2

.

Далее, поскольку функции λ̃m(z2), m = 1, . . . ,M ,
являются решениями уравнения (20), можно запи-
сать:

M∏

i=1

(pa2z
i
2−λ̃)+

M∑

i=1

(1−p)hia2z
i
2

M∏

j=1
j 6=i

(
pa2z

j
2 − λ̃

)
=

=

M∏

j=1

(
λ̃j(z2)− λ̃

)
. (23)

Подставляя в (23) λ̃ = pa2zm
2 , получим:

(1− p)hma2z
m
2

M∏

j=1
j 6=m

(
pa2z

j
2 − pa2z

m
2

)
=

=

M∏

j=1

(
λ̃j(z2)− pa2z

m
2

)
.

Отсюда

C1,n (z1, z2, s)
(
1−

− z−11 β1

(
s+ a1 − a1z1 + a2 − λ̃n (z2)

))
+

+ C2,n (z1, z2, s)
(
1−

− z−12 β2

(
s+ a1 − a1z1 + a2 − λ̃n (z2)

))
=

=

M∏

i=1

(λ̃n(z2)− pa2z
i
2)

M∏

j=1
j 6=n

(λ̃n(z2)− λ̃j(z2))

M∑

m=1

bm(z1, z2, s)

λ̃n(z2)− pa2z
m
2

. (24)

Рассмотрим уравнение:

z1 = β1

(
s+ a1 − a1z1 + a2 − λ̃n(z2)

)
. (25)

Обе части уравнения являются аналитическими
в области |z1| ≤ 1 функциями. Имеем:
∣∣∣β1
(
s+ a1 − a1z1 + a2 − λ̃n (z2)

)∣∣∣ ≤

≤ β1

(
Re
(
s+ a1 − a1z1 + a2 − λ̃n (z2)

))
≤

≤ β1(Re (s)) < 1 = |z1|
при |z1| = 1. В силу теоремы Руше отсюда следует,
что функциональное уравнение (25) имеет един-
ственное решение z1 = z1,n(z2, s), причем функция
z1,n(z2, s) является аналитической в области |z2| ≤
≤ 1× Re (s) > 0.

Подставляя z1 = z1,n(z2, s) в уравнение (24), по-
лучим:

C2,n (z1,n(z2, s), z2, s)
(
1−

− z−12 β2

(
s+ a1 − a1z1,n(z2, s) + a2 − λ̃n (z2)

))
=

=

M∏

i=1

(λ̃n(z2)− pa2z
i
2)

M∏

j=1
j 6=n

(λ̃n(z2)− λ̃j(z2))

×

×
M∑

m=1

bm(z1,n(z2, s), z2, s)

λ̃n(z2)− pa2z
m
2

, (26)

откуда

C2,n (z1,n (z2, s) , z2, s) =

=
1

1− z−12 β2(s+ a1 − a1z1,n(z2, s) + a2 − λ̃n(z2))
×

×

M∏

i=1

(λ̃n(z2)− pa2z
i
2)

M∏

j=1
j 6=n

(λ̃n(z2)− λ̃j(z2))

M∑

m=1

bm(z1,n(z2, s), z2, s)

λ̃n(z2)− pa2z
m
2

.

Заметим, что π̃2(z1, z2, k, x, s), а значит,
и C2,n(z1, z2, s), не зависит от z1. Из этого фак-
та вытекает, что можно записать:

C2,n (z1, z2, s) =

=
1

1−z−12 β2

(
s+ a1 − a1z1,n(z2, s) + a2 − λ̃n (z2)

) ×

×

M∏

i=1

(λ̃n(z2)− pa2z
i
2)

M∏

j=1
j 6=n

(λ̃n(z2)− λ̃j(z2))

M∑

m=1

bm(z1,n(z2, s), z2, s)

λ̃n(z2)− pa2z
m
2

. (27)
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Подставляя (27) в (24), получим

C1,n(z1, z2, s)
(
1−

− z−11 β1

(
s+ a1 − a1z1 + a2 − λ̃n (z2)

))
=

=

M∏

i=1

(λ̃n(z2)− pa2z
i
2)

M∏

j=1
j 6=n

(λ̃n(z2)− λ̃j(z2))

M∑

m=1

1

λ̃n(z2)− pa2z
m
2

×

× (bm (z1, z2, s)−

− 1− z−12 β2(s+ a1 − a1z1 + a2 − λ̃n(z2))

1− z−12 β2(s+ a1 − a1z1,n(z2, s) + a2 − λ̃n(z2))
×

× bm (z1,n (z2, s) , z2, s)) ,

т. е.

C1,n (z1, z2, s) =

=
1

1− z−11 β1

(
s+ a1 − a1z1 + a2 − λ̃n (z2)

) ×

×

M∏

i=1

(λ̃n(z2)− pa2z
i
2)

M∏

j=1
j 6=n

(λ̃n(z2)− λ̃j(z2))

M∑

m=1

1

λ̃n(z2)− pa2z
m
2

×

× (bm (z1, z2, s)−

− 1− z−12 β2(s+ a1 − a1z1 + a2 − λ̃n(z2))

1− z−12 β2(s+ a1 − a1z1,n(z2, s) + a2 − λ̃n(z2))
×

× bm (z1,n (z2, s) , z2, s)) .

Остается найти π0(m, s), m = 1, . . . ,M . Рас-
смотрим уравнение:

z2 = β2

(
s+ a1 − a1z1,n (z2, s) + a2 − λ̃n (z2)

)
. (28)

Обе части уравнения являются аналитическими
в области |z2| ≤ 1 функциями. Имеем:

∣∣∣β2
(
s+ a1 − a1z1,n (z2, s) + a2 − λ̃n (z2)

)∣∣∣ ≤

≤ β2

(
Re
(
s+ a1 − a1z1,n (z2, s) + a2 − λ̃n (z2)

))
≤

≤ β2(Re (s)) < 1 = |z2|

при |z2| = 1. В силу теоремы Руше отсюда следует,
что функциональное уравнение (28) имеет един-
ственное решение z2 = z2,n(s), причем функция
z2,n(s) является аналитической в области Re (s) >
> 0.

Подставляя z2 = z2,n(s) в уравнение (26), при-
ходим после ряда преобразований к уравнению1:

M∑

m=1

M∏

j=1
j 6=m

(λ̃n − pa2z
j
2,n)bm(z1,n, z2,n, s) = 0 . (29)

Вспомним, что

bm(z1, z2, s) = − (s+ a1 − a1z1 + a2)π0(m, s)+hm+

+

[
pπ0(m, s)a2z

m
2 + (1− p)

M∑

n=1

π0(n, s)hma2z
m
2

]
.

С учетом уравнения (20) будем иметь:

M∑

m=1

M∏

j=1
j 6=m

(
λ̃n − pa2z

j
2,n

)[
pπ0(m, s)a2z

m
2,n +

+ (1− p)

M∑

k=1

π0(k, s)hma2z
m
2,n

]
=

=

M∑

m=1

M∏

j=1
j 6=m

(
λ̃n − pa2z

j
2,n

)
×

×
[(

pa2z
m
2,n − λ̃n

)
π0(m, s) + λ̃nπ0(m, s) +

+ (1− p)

M∑

k=1

π0(k, s)hma2z
m
2,n

]
=

= −
M∏

j=1

(
λ̃n − pa2z

j
2,n

) M∑

m=1

π0(m, s) +

+

M∑

m=1

M∏

j=1
j 6=m

(
λ̃n − pa2z

j
2,n

)
λ̃nπ0(m, s) +

+

M∏

j=1

(
λ̃n − pa2z

j
2,n

) M∑

m=1

π0(m, s) =

=

M∑

m=1

M∏

j=1
j 6=m

(
λ̃n − pa2z

j
2,n

)
λ̃nπ0(m, s) .

Возвращаясь к уравнению (29), получим:

M∑

m=1

M∏

j=1
j 6=m

(
λ̃n − pa2z

j
2,n

)(
− (s+ a1 − a1z1,n +

+ a2)π0(m, s) + hm + λ̃nπ0(m, s)
)
= 0 .

Там самым доказательство теоремы завершено.

1В дальнейшем будем для краткости писать z1,n вместо z1,n(z2,n(s), s), z2,n вместо z2,n(s) и λ̃n вместо λ̃n(z2,n).
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АНАЛИЗ ПРОИЗВОДИТЕЛЬНОСТИ БЕСПРОВОДНОЙ СИСТЕМЫ

АГРЕГАЦИИ ДАННЫХ С СОСТЯЗАНИЕМ ДЛЯ СОВРЕМЕННЫХ

СЕНСОРНЫХ СЕТЕЙ∗

А. Я. Омётов1, С. Д. Андреев2, А. М. Тюрликов3, Е. А. Кучерявый4

Аннотация: Рассматривается беспроводная система связи, учитывающая особенности современных сен-
сорных сетей, в которых устройства передают свои данные на множество промежуточных агрегирующих
узлов, имеющих подключение к сети Интернет по технологии IEEE 802.11-2014 (WiFi). Предполагается,
что агрегатор осуществляет пересылку данных от многих сенсоров, участвуя при этом в состязании за
общий канал связи с другими агрегаторами. Предлагается аналитическая модель такого состязания,
учитывающая специфику алгоритма разрешения коллизий, характеристики протокола доступа к ка-
налу, а также возможность потери данных на узле агрегации. Полученные аналитические результаты
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1 Введение

В последнее время все более усиливается влия-
ние беспроводных технологий на современное об-
щество, что, в свою очередь, предвещает рост на-
учного интереса к данной тематике в ближайшие
годы и влечет за собой потенциальную возможность
установления беспроводного соединения в любом
месте и в любое время [1]. Данная возможность
является привлекательной для внедрения концеп-
ции «Интернета вещей» (Internet of Things, IoT) [2].
При интеграции IoT многие устройства могут быть
оборудованы сенсорами и расширяющими модуля-
ми, с помощью которых появляется возможность
обрабатывать и передавать информацию без вме-
шательства человека. Данные беспроводные тех-
нологии открывают дорогу для широкого спектра
сервисов, начиная с удаленного наблюдения и за-
канчивая здравоохранением.

Основной целью текущих исследований явля-
ется разработка системы связи, использующей
подходящие IoT-технологии для реализации под-
ключения разнородных сенсоров.

Исторически беспроводные сети разрабатыва-
лись для использования людьми, а для использова-
ния их машинами необходима значительная опти-

мизация, что определяет необходимость разработ-
ки или улучшения технологий связи для поддержки
большого числа устройств [3]. Основными тре-
бованиями к таким технологиям остаются низкая
сложность обработки данных, дешевизна в произ-
водстве и высокая энергоэффективность.

Беспроводные локальные сети на основе стан-
дарта IEEE 802.11 (WiFi) являются одним из са-
мых распространенных технических решений для
организации беспроводного доступа в домах и на
предприятиях. Благодаря их высокой пропуск-
ной способности, относительно низкой стоимости
и повсеместной распространенности использова-
ние WiFi для сценариев IoT является все более при-
влекательным.

В данной работе производится исследование
принципиальной возможности и эффективности
использования современной технологии WiFi с уче-
том ее технических характеристик для типовых
сценариев IoT. В частности, предлагается анали-
тическая модель для учета особенностей работы
технологии WiFi (состязание между агрегаторами,
особенности протокола доступа, режимы переда-
чи данных и т. д.), основанная на теории регене-
рирующих процессов. Аналитические результаты

∗Исследование выполнено при частичной финансовой поддержке РФФИ (проект 15-07-03051), а также Фонда содействия
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сопоставляются с данными, полученными имита-
ционным моделированием, и делается вывод о наи-
большем возможном количестве сенсоров, поддер-
живаемых такой системой связи.

2 Модель системы и анализ

2.1 Описание сценария и протокола

В данной работе рассматривается изолирован-
ный сегмент (кластер) беспроводной сети для IoT-
приложений со статичным размещением M агре-
гирующих узлов, в котором отсутствуют «скрытые»
станции. Топология данной сети представлена на
рис. 1.

Агрегаторы оборудованы двумя модулями бес-
проводной связи: WiFi и ZigBee. Сенсоры пере-
дают собранную ими информацию на агрегаторы
посредством ZigBee, и далее поток данных перена-
правляется в канал WiFi, соединяющий агрегаторы
с сетью Интернет. Агрегаторы взаимодействуют
в нелицензированном частотном диапазоне WiFi
и используют протокол случайного множествен-
ного доступа для передачи накопленных данных
в общий канал связи. При передаче более чем от
одного агрегатора единовременно возникает нало-
жение таких передач в канале — коллизия. В случае
если передавало только одно устройство, передача
считается успешной в предположении, что в кана-
ле отсутствует шум. Третье возможное событие —
пустой слот — происходит в случае, если ни один из
агрегаторов не осуществлял передачу. В то же вре-
мя известные решения для сотовых сетей в данной
работе рассматриваться не будут [4].

В данной работе рассматривается система сред-
него/большого производства, где в каждом поме-
щении находится один агрегатор, обслуживающий
не более 20 узлов. Интерференция и конфликты
в канале сенсор–агрегатор для данного исследова-
ния не являются критическими, так как алгоритмы
беспроводной связи ближнего радиуса действия не
подвержены интерференции от кластеров из сосед-
них помещений, в то время как агрегаторы могут
конфликтовать в связи с более широким радиусом
действия беспроводного покрытия.

Таким образом, в работе предполагается худший
случай насыщенного трафика между всеми агреги-
рующими узлами [5]. Иными словами, на уров-
не управления доступом к среде можно наблюдать
целиком заполненный буфер исходящих сообще-
ний. Более высокие уровни модели связи в данной
работе не рассматриваются ввиду предположения
о простоте сенсоров. Данное допущение дает воз-
можность оценивать наихудший сценарий загрузки
сети и позволяет производить оценку с точки зре-
ния пропускной способности насыщения S.

Согласно спецификации стандарта IEEE 802.11,
процесс доступа агрегаторов к общему каналу связи
основан на алгоритме двоичной экспоненциальной
отсрочки (ДЭО) и состоит в выборе случайного ин-
тервала отсрочки перед передачей из некоторого
окна отсрочки (CW). В процессе работы алгоритма
ДЭО в случае передачи единовременно двумя или
более агрегаторами происходит коллизия. Она от-
слеживается на стороне получателя (точки доступа),
а каждому из передающих абонентов предоставля-
ется возможность повторной передачи, если это
позволит сделать счетчик повторных передач (RC).

Рис. 1 Предполагаемая топология беспроводной сети
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Основные обозначения, использованные в работе

Параметр Обозначение
Максимальная длительность доступа TTXOP
Количество агрегаторов M
Текущее окно отсрочки Wi, CW
Начальное окно отсрочки W0
Длительность пустого слота ›
Длительность AIFS TAIFS
Длительность SIFS TSIFS
Длительность BA TBA
Длительность RTS TRTS
Длительность CTS TCTS
Длительность CFE TCFE
Средняя длительность блока данных TE[P ]

Длительность передачи преамбулы P TP

В данном случае значение окна отсрочки CW будет
удвоено (Wi+1 = 2Wi) с целью уменьшения веро-
ятности повторной коллизии. В то же время будет
уменьшен счетчик повторных передач RC. Возмож-
ный рост CW ограничен максимальным значением
(CWmax = 2mW0), где m определяется как «сте-
пень» отсрочки. Основные используемые в работе
сокращения представлены в таблице.

Данная схема передачи может использовать два
альтернативных механизма доступа, подробно опи-
санных в спецификации IEEE 802.11. При исполь-
зовании механизма базового доступа в канал (Basic)
пакет данных (либо агрегированная группа пакетов
с единой преамбулой P ) передается незамедлитель-
но после ожидания регуляционного межкадрового
интервала (AIFS) и случайного времени отсрочки
(BOT). Информация об успешной передаче паке-
та/блока данных передается в блоковом подтверж-
дении (BA). Механизм доступа «запрос на отправ-
ку / разрешение отправки» (RTS/CTS) использует
алгоритм «двукратного рукопожатия» при передаче
сообщения. Иными словами, канал резервируется
за определенным агрегатором на время его предпо-
лагаемой передачи.

В результате агрегации пакетов данных на фи-
зическом уровне, на высоких скоростях переда-
чи влияние служебной информации на пропуск-
ную способность становится менее значительно.
Однако длительность нового пакета данных по-
сле агрегирования не должна превышать интервала
захвата среды передачи (TXOP), включая необходи-
мые межкадровые интервалы (SIFS), блоковое под-
тверждение (BA) и (опционально) RTS/CTS. При
необходимости агрегатор может также преждевре-
менно закончить передачу, в случае если длитель-
ность передачи пакета данных оказалась меньше
TXOP, отправив сообщение об освобождении кана-
ла (CFE).

Согласно стандарту после первого интервала
AIFS значение счетчика отсрочки (BC) выбира-
ется как равномерно распределенная величина Wi

в промежутке между 0 и W0 − 1, где Wi является
окном отсрочки CW. После каждого пустого сло-
та BC уменьшается на единицу. Как только BC
достигает нуля, выбранный агрегатор пытается пе-
редать. При возникновении коллизии происходит
повторная передача, в случае если счетчик повтор-
ных передач RC не равен нулю. В случае повторной
передачи Wi = 2Wi−1. Рост CW также ограничен
максимальным значением Wmax, но агрегатор мо-
жет продолжать передавать повторно, пока RC не
достигнет нуля. В момент, когда пакет успешно пе-
редан или принято решение об отказе от передачи,
CW устанавливается в некоторое начальное значе-
ние W0. Эквивалентно CWmax = 2mW0, где m —
степень отсрочки.

Далее представлен анализ работы системы до-
ступа к каналу, функционирующей на основе ал-
горитма ДЭО с потерями согласно описанию вы-
ше. В работе [6] предложно рассматривать два
параметра функционирования системы на осно-
вании циклов регенерации: вероятность переда-
чи pt пользователем в конкретный временной слот
и вероятность ошибки pc в случае осуществлен-
ной передачи. Данные параметры предполагаются
неизменными на всем протяжении работы насы-
щенной системы. Вследствие данного допущения
весь кластер может быть рассмотрен с точки зрения
одного «меченого» абонента этой системы. Влия-
ние всех прочих факторов учитывается в значении
вероятности ошибки pc. Необходимо отметить, что
данная замена допустима только в случае справед-
ливой системы, т. е. когда все пользователи получа-
ют приблизительно равную долю времени доступа
к каналу [7].

2.2 Общие понятия для системы
без потерь

Рассмотрим модель, представленную на рис. 2,
основываясь на концепции циклов регенерации.

Данная модель рассматривает равные
временн‚ые слоты, где начало передачи пакета со-
впадает с началом слота. Каждая передача занимает
в точности один слот. Подобное упрощение типич-
но для моделирования протоколов случайного мно-
жественного доступа [8] и позволяет легко масшта-
бировать модель согласно требуемым временн‚ым
характеристикам конкретного протокола, что будет
показано в следующем подразделе. Отметим, что
меченый агрегатор имеет следующую вероятность
конфликта в произвольно взятом слоте:
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Рис. 2 Упрощенная модель алгоритма ДЭО

pc = 1− (1 − pt)
M−1 . (1)

Важно также обратить внимание, что вероятность
передачи в канал для данного агрегатора может быть
рассчитана как отношение числа попыток передачи
на пакет B(i) в течение некоторого цикла регенера-
ции к длительности данного цикла в слотах D(i):

pt = lim
n→∞

∑n

i=1
B(i)

∑n

i=1
D(i)

=
E[B]

E[D]
. (2)

Предполагая, что система находится в насыще-
нии и не имеет потерь, можно с легкостью полу-
чить E[B]:

E[B] =

∞∑

i=1

Pr {B = i} =

= (1− pc)

∞∑

i=1

ipi−1
c =

1

1− pc
. (3)

Выражение для E[D] может быть получено ана-
логичным способом [9]:

E[D] =

∞∑

i=1

D(i)Pr {D = i} =

= (1− pc)
∞∑

i=1

D(i)pi−1
c , (4)

где D(i) — длина цикла регенерации при условии,
что было произведено i попыток передачи.

Основываясь на зависимости iиm, можно также
получить следующие правила вычисления величи-
ны D(i):

D(i) =





2i−1W0 −
W0 − 1
2

,

если 1 ≤ i ≤ m+ 1 ;

2m−1W0(i−m+ 1)− W0 − i

2
,

если i > m+ 1 .

(5)

Подставив (5) в (4), после преобразования по-
лучим:

E[D] =

=
(1 − 2pc)(W0 + 1) + pcW0(1− (2pc)

m)

2(1− 2pc)(1− pc)
. (6)

Далее, подставляя (3) и (6) в (2), имеем:

pt =
2(1− 2pc)

(1− 2pc)(W0 + 1) + pcW0(1 − (2pc)
m)

. (7)

Следует отметить, что аналогичные результаты
были получены в известной работе [10], где анали-
тические расчеты были основаны на двумерных це-
пях Маркова, которые сложно масштабировать на
случай дополнительных параметров системы. Здесь
же использован иной математический подход, яв-
ляющийся более простым, но не менее эффектив-
ным. Выражения (1) и (7) составляют систему двух
нелинейных уравнений с неизвестными pc и pt, ко-
торую можно решить численно.

2.3 Система с потерями

В данном подразделе представлен анализ ис-
ходной системы, работающей с потерями, т. е.
с определенным максимальным числом повторных
передачK для отдельно взятого пакета. Для вычис-
ления pt в данной системе определяем E[B] и E[D]
согласно (2), но выражение для расчета среднего
числа попыток передачи в цикле E[B] необходимо
модифицировать следующим образом:

E[B] =
K+1∑

i=1

iPr{B = i} =

= (1− pc)

K+1∑

i=1

ipi−1
c (K + 1)pK+1

c =
1− pK+1

c

1− pc
. (8)

Далее вычисляем среднюю длительность цикла
регенерации как

E[D] =

K+1∑

i=1

D(i)Pr {B = i} =

= (1− pc)
K+1∑

i=1

D(i)pi−1
c +D(K + 1)pK+1

c .
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Возможны две ситуации, зависящие от соотно-
шения m и K: когда K ≤ m и K > m. В первом
случае

E [D′] = (1−pc)

[
K+1∑

i=1

(
2i−1W0 −

W0 − 2
2

)
pi−1

c

]
+

+ pK−1
c

(
2KW0 −

W0 − (K + 1)
2

)
. (9)

Соответственно, вероятность выхода в канал p′t
может быть получена при расчете выражения (2)
в результате подстановки E[B] из (8) и E[D] (в дан-
ном случае E[D′]) из (9):

p′t = 2(1− 2pc)
(
1− 2pK+1

c

)/[
(1− 2pc)

(
1−

− (2pc)
K+1

)
+W0 (1− pc)

(
1− (2pc)

K+1
)]

. (10)

Чтобы рассчитать второй случай (когда K >
> m), необходимо получить соответствующее зна-
чение E[D′′]:

E[D′′] = (1−pc)

[
m+1∑

i=1

(
2i−1W0 −

W0 − i

2

)
pi−1

c +

+

m+1∑

i=1

(
2i−1W0(i−m+ 1)− W0 − i

2

)
pi−1

c

]
+

+ pK−1
c

(
2KW0 −

W0 − (K + 1)
2

)
. (11)

Аналогично можно получить вероятность пере-
дачи p′′t , подставляя E[B] из (8) и E[D] (в данном
случае E[D′′]) из (11) в (2):

p′′t = 2 (1− 2pc)
(
1− 2pK+1

c

)/
[(1− 2pc)×

×
(
W0

(
1− (2pc)

K+1
))
+
(
1− (2pc)

K+1
)
+

+W0pc (1− (2pc)
m
)] . (12)

Итак, вероятность выхода в канал pt в системе
с потерями может быть получена двумя способами:
как p′t из (10) или как p′′t из (12), в зависимости от
соотношения K и m. Решая нелинейную систему
уравнений (8), получаем итоговое значение pt.

Также в данной работе были использованы
фактические длительности служебных сообщений
WiFi для вычисления пропускной способности на-
сыщения, которая может быть воспроизведена по
аналогии с [8, 10, 11] и множеством других работ.
Основное отличие от вышеприведенной модели за-
ключается в том, что используются разные дли-
тельности слотов для различных событий в кана-
ле, которые соответствуют текущей спецификации

стандарта IEEE 802.11-2014. Далее рассматривает-
ся работа механизма доступа «RTS/CTS». Размеры
слотов разной длительности следующие: σ соответ-
ствует длительности пустого слота, TS — длитель-
ности успешной передачи, а TC — длительности
коллизии. Длительности успеха и коллизии могут
быть рассчитаны согласно [7] как

TS = TRTS + TSIFS + TCTS + TSIFS +

+ TP + TE[P ] + TSIFS + TBA + TAIFS ,

TC = TRTS + TAIFS .

В итоге можно получить пропускную способ-
ность насыщения S:

S =
PtPSE[P ]

(1 − Pt)σ + PtPSTS + Pt(1− PS)TC
,

где Pt = 1 − (1 − pt)
M — вероятность того, что

в системе данные передавал только один агрегатор,
PS =Mpt(1− pt)

M−1P−1
t — вероятность успешной

передачи (при условии, что передавал один агрега-
тор).

В системе с потерями можно также выписать
вероятность того, что агрегатор отказывается от
передачи пакета после K неуспешных повторных
передач, вызванных коллизиями: Pd = p

K−1
c .

3 Результаты и выводы

В данном разделе представлены результаты мо-
делирования для современной версии протокола
IEEE 802.11. Также рассмотрено их сопоставле-
ние с аналитическими результатами, полученны-
ми выше. Реализованная система имитационно-
го моделирования является гибким программным
инструментом, включающим различные сценарии
взаимодействия WiFi-агрегаторов, а также набор
необходимых механизмов для управления досту-
пом к среде. Система моделирования была отка-
либрована по результатам, представленным в рабо-
те [10] (зависимость пропускной способности S от
количества абонентов M в канале). Для этого был
оцифрован соответствующий график и произведе-
но наложение полученных результатов на воспро-
изведенные данные. Результаты можно наблюдать
на рис. 3, а.

Следует отметить, что результаты работы [10]
и проведенного в данной работе моделирования
совпадают в аналогичных условиях и с максималь-
ной скоростью передачи T = 1Мбит/с (система без
потерь).

Далее рассмотрим сценарий, в котором M агре-
гаторов в кластере используют реалистичные дли-
тельности слотов согласно текущей спецификации
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Рис. 3 Пропускная способность насыщения при T = 1 (а) и 65 Мбит/с (б) и K → ∞: 1 — Basic, W0 = 32, m = 3; 2 —
Basic, W0 = 32, m = 5; 3 — Basic, W0 = 128, m = 3; 4 — RTS/CTS, W0 = 32, m = 3; 5 — RTS/CTS, W0 = 128, m = 3

IEEE 802.11-2014. Для этого установим более вы-
сокую скорость передачи T = 65Мбит/с и сопоста-
вим анализ (кривые) с результатами моделирования
(символы) на рис. 3, б.

Рассмотрение системы, работающей без потерь
(в которой количество попыток повторной пере-
дачи не ограничено), воссоздает ситуацию, ко-
гда M агрегаторов отправляют сообщения к точке
доступа WiFi в насыщенном режиме. С помощью
предлагаемого подхода получена максимально до-
стижимая пропускная способность системы. В це-
лом зависимость на рис. 3, б аналогична резуль-
татам, приведенным на рис. 3, а, но значение
достижимой пропускной способности в случае T =
= 65Мбит/с значительно выше.

В заключение рассмотрим систему предложен-
ной топологии (см. рис. 1) с различным числом
агрегаторов (5–16) и определим максимально воз-
можное число сенсоров, которые могут быть обслу-
жены такой системой.

Результаты на рис. 4 получены при условии, что
каждый сенсор передает пакеты на агрегатор со
средней скоростью 256 бит/с, а максимальные про-
пускные способности в восходящем канале (к точке
доступа WiFi) взяты согласно результатам, пред-
ставленным на рис. 3, б. В работе [12] представ-
лена статистика реальной плотности размещения
сенсоров в городских условиях, что для типового
радиуса покрытия точки доступа WiFi (до 300 м)
дает около 1000 устройств на агрегатор. При этом

Рис. 4 Максимальное число сенсоров с агрегацией в канале WiFi: 1 — Basic, W0 = 128, m = 3; 2 — RTS/CTS,
W0 = 32, m = 3; 3 — RTS/CTS, W0 = 128, m = 5
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на рис. 4 видно, что при использовании предло-
женной в текущем исследовании топологии се-
ти, использующей WiFi-агрегацию, удается достичь
расчетного числа поддерживаемых сенсоров даже
при достаточно большом количестве агрегирующих
устройств.

4 Заключение

В данной работе проведен анализ системы пе-
редачи данных от сенсорных устройств с их проме-
жуточной агрегацией и пересылкой по технологии
WiFi (IEEE 802.11-2014). Предполагается, что соот-
ветствующая топология станет типовой для многих
IoT-приложений с большим количеством сенсоров,
и рассматривается этап состязания между WiFi-аг-
регаторами за выход в беспроводной канал связи.

Предлагается аналитическая модель, построен-
ная на основе теории регенерирующих процессов
и учитывающая основные особенности работы про-
токола доступа к каналу, а также алгоритма разре-
шения коллизий. В частности, предполагается, что
данные на агрегаторе могут быть потеряны, если
они превысили определенное количество попыток
повторной передачи. Значение пропускной спо-
собности насыщения, полученное в рамках пред-
ложенной модели, сопоставляется с данными ими-
тационного моделирования. Делается вывод об их
совпадении и обосновывается максимальное число
сенсоров, которые могут быть обслужены системой
с рассматриваемой топологией. Полученные зна-
чения существенно превышают ожидаемое число
сенсоров в городских условиях даже при достаточно
большом количестве агрегаторов, что подтверждает
целесообразность использования технологии WiFi
в беспроводных системах агрегации данных с боль-
шим числом сенсоров.
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КРИТЕРИИ ЗНАЧИМОСТИ ОТБОРА ПРИЗНАКОВ

КЛАССИФИКАЦИИ

М. П. Кривенко1

Аннотация: Рассмотрена задача отбора признаков классификации и вопросы оценивания качества полу-
чаемых решений. Среди различных методов отбора признаков внимание обращено на последовательные
процедуры; мерой качества классификации выбрана вероятность правильной классификации. Для оце-
нивания этой характеристики предложено использовать метод перепроверки и бутстреп-метод, а для
исследования ряда выборочных значений — сравнительный анализ доверительных интервалов и кри-
терии однородности биномиальных пропорций. При построении байесовского классификатора для
данных применялась модель смеси нормальных распределений; ее параметры оценивались с помощью
EM (expectation–maximization) алгоритма. В качестве эксперимента рассмотрена задача обоснованного
выбора признаков классификации при прогнозировании типа мочевых камней в урологии. Показано, что
сокращать совокупность анализируемых показателей можно не только без потери качества принимаемых
решений, но и с повышением вероятности правильного прогноза типа камня.

Ключевые слова: селекция признаков; последовательная селекция вперед и назад; байесовская классифи-
кация данных; проверка однородности двоичных последовательностей; прогноз типа камня в урологии
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1 Введение

Сокращение числа переменных (признаков) мо-
жет привести к повышению эффективности клас-
сификации данных и к более глубокому пониманию
их природы. Соответствующие постановки задач
и применяемые методы востребованы на практи-
ке в весьма разнообразных областях распознавания
образов и машинного обучения: категоризации тек-
стов, дистанционном сканировании, обнаружении
наркотиков, маркетинге, обработке речи, распо-
знавании рукописных символов, медицине и т. д.
Особый интерес вызывают задачи, когда данные
оказываются высокоразмерными, а объем обуча-
ющей выборки относительно мал. Получить пред-
варительное представление о соответствующей
проблеме можно из разд. 10 [1], примерами об-
стоятельных обзоров могут служить работы [2, 3].

Причины, по которым приходится корректиро-
вать совокупность анализируемых признаков, мо-
гут заключаться в следующем:

– повышение эффективности обучения и приме-
нения классификатора путем сокращения вы-
числительных затрат (уменьшение времени об-
работки и освобождение памяти от хранения
ненужных атрибутов);

– снижение стоимости последующего сбора дан-
ных за счет измерения только тех переменных,
которые имеют отношение к распознаванию;

– создание предпосылок для повышения каче-
ства классификатора;

– упрощение описания классификатора благода-
ря более ясному пониманию природы данных
и структуры модели;

– предоставление возможности специалистам
в предметной области прояснить суть проте-
кающих процессов.

2 Задачи и методы селекции
признаков

Сокращение числа признаков может осуще-
ствляться либо путем отбора (селекции, выбора
подмножества исходных переменных), либо путем
извлечения (формирования, определения линей-
ного или нелинейного преобразования совокуп-
ности исходных переменных для получения мень-
шего набора). Далее речь пойдет только о методах
отбора, так как упрощение модели данных и повы-
шение качества классификации ставятся в данной
работе во главу угла.

Постановка задачи построения методов селек-
ции подразумевает оптимизацию некоторой целе-
вой функции. В зависимости от того, как связаны
задачи предварительной обработки состава анали-
зируемых признаков и задачи классификации дан-

1Институт проблем информатики Федерального исследовательского центра «Информатика и управление» Российской академии
наук, mkrivenko@ipiran.ru
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ных, обычно выделяются две основные категории
методов:

(1) не связанные со свойствами классификатора,
их обычно называют методами фильтрации;

(2) учитывающие характеристики последующей
классификации данных, к ним относятся на-
страивающие классификатор методы (НКл-
методы) и формирующие классификатор ме-
тоды (ФКл-методы).

Понятно, что от второй группы методов следует
ждать лучшие по сравнению с методами фильтра-
ции результаты. Настраивающие классификатор
методы (wrapper methods) построены так, что под-
множества признаков оцениваются с учетом про-
гностической точности алгоритма классификации,
т. е. подход зависит от классификатора. Вычис-
лительно они более требовательны, чем методы
фильтрации. Формирующие классификатор мето-
ды (еmbedded methods) отличаются тем, что поиск
оптимального набора признаков встроен в струк-
туру классификатора, а не реализуется отдельно от
построения классификатора. Подход зависит от
классификатора, и его можно рассматривать как
поиск решения в объединенном пространстве при-
знаков и моделей классификатора.

Обычно многие признаки оказываются неин-
формативными (не способствующими классифи-
кации) или избыточными (дублирующими, суще-
ственно связанными между собой признаками).
Классификация может стать более продуктивной
и эффективной только при использовании реле-
вантных и неизбыточных признаков [4].

В процессе итерационного отбора признаков
есть два ключевых шага — оценивание и генери-
рование подмножества признаков, суть которых
состоит в следующем:

– оценивание определяет качество некоторого
подмножества признаков; НКл- и ФКл-мето-
ды, как правило, используют меры, основан-
ные на производительности классификатора;
методы фильтрации — меры, основанные на
свойствах данных;

– генерирование является средством создания
некоторого подмножества признаков; проце-
дура может основываться на простом ранжиро-
вании отдельных признаков или заключаться
в коррекции текущего состава подмножества
путем добавления или удаления элементов.

Для того чтобы выбрать подходящий набор при-
знаков, необходимо средство измерения способ-
ности признака внести свой вклад в отделимость
классов либо индивидуально, либо в контексте

других уже выбранных признаков, т. е. необходи-
мы средства измерения значимости и избыточ-
ности. Меры, учитывающие правила классифи-
кации, подразумевают использование выделенного
набора признаков при формировании и примене-
нии классификатора, т. е. отличающиеся наборы
признаков могут давать различные классификато-
ры. Широко используемым примером подобных
мер может служить вероятность ошибок класси-
фикатора и оценка ее значения с помощью часто-
ты появления ошибок классификатора, обученного
с помощью выбранного набора признаков.

Существуют три основные категории алгорит-
мов поиска для выбора подмножества признаков:
гарантированный, последовательный и случай-
ный [2].

Гарантированный поиск обеспечивает нахожде-
ние оптимального (в смысле заданного критерия)
подмножества признаков. Конечно, полный (ис-
черпывающий) поиск является гарантированным,
но стратегия поиска необязательно должна быть
исчерпывающей, чтобы стать гарантированной (на-
пример, метод ветвей и границ гарантирует получе-
ние решения).

Последовательный поиск: признаки добавля-
ются или удаляются последовательно (последова-
тельный вперед или назад отбор). Такие методы не
являются оптимальными, но они просты в реализа-
ции и быстро дают результат.

Случайный поиск подразумевает подходы, ко-
торые используют случайные механизмы при ре-
ализации указанных выше способов. Встраивание
случайности в методы отбора признаков может быть
полезным в следующих случаях: набор возможных
подмножеств признаков велик и не доступен для об-
работки; детерминированные алгоритмы оказыва-
ются подвержены попаданию в ловушку локальных
экстремумов критерия отбора признаков; когда вы-
годы от получения хорошего решения значительно
перевешивают возникающие затраты, т. е. стоит по-
тратить время на привлечение случайного механиз-
ма, чтобы перепроверить полученные результаты.
Варианты случайных процедур отбора признаков
приведены в [5].

По ряду причин обычно приходится отказывать-
ся от гарантированного поиска в пользу субопти-
мальных методов (последовательный и случайный
поиск): высокие вычислительные сложности полу-
чения оптимальных решений, не всегда выполня-
ются условия того, чтобы неисчерпывающий поиск
становился гарантированным (например, условие
монотонности для метода ветвей и границ).

Последовательный поиск включает в первую
очередь последовательный отбор вперед (sequential
forward selection — SFS) и последовательный отбор
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назад (sequential backward selection — SBS), а также
различные обобщения этих двух методов.

Метод SFS итерационно добавляет по одному
новые признаки к уже сформированному набору,
руководствуясь качеством получаемого решения.
Основным недостатком этого метода является то,
что он не включает в себя механизм для удаления
ранее добавленных признаков из уже сформиро-
ванного на очередном шаге набора признаков, хотя
добавления могут сделать ненужными признаки,
ранее уже вошедшие в формируемый набор. Ме-
тод SBS отличается от SFS тем, что признаки не
добавляются, а удаляются.

В данной работе в качестве классификатора
рассматривается байесовская решающая процеду-
ра, причем модель данных — смесь нормальных
распределений. В качестве показателя эффектив-
ности классификации выступает вероятность пра-
вильной классификации Pc. Оценка этого показа-
теля есть частота правильной классификации при
многократном применении классификатора. Из-
за высокой сложности постановок реальных задач
(многомерность данных, применение итерацион-
ного EM-алгоритма для оценивания параметров
смеси, ограниченность объема обучающих данных)
при оценивании показателя приходится прибегать
к методам управления обработкой выборки.

Для селекции признаков предлагается приме-
нять последовательный метод с настройкой класси-
фикатора для каждого апробируемого набора при-
знаков. При этом использовался как метод SBS, так
и SFS. Выбор именно селекции и последовательных
методов отбора объясняется рядом причин:

– простота реализации,

– на начальном, поисковом, этапе исследова-
ний порождаются информативные наборы при-
знаков, обеспечивающие возможность интер-
претации полученных решений, в частности
с позиций качества классификатора появляет-
ся возможность высказать предположения об
эффективной размерности пространства при-
знаков, выделить наименее и наиболее инфор-
мативные признаки, увериться или усомниться
относительно сложившихся в предметной об-
ласти моделей данных.

3 Критерии значимости
Последовательные методы отбора включают ге-

нерирование варианта набора признаков и оце-
нивание для него вероятности правильной клас-
сификации. Таким образом, при использовании
определенного метода управления обработкой вы-
борки получаем бинарную последовательность —

последовательность испытаний с двумя исходами
(«успех», когда классификатор не ошибся, «не-
успех» в противном случае). При применении
бутстреп-метода речь идет о последовательности
испытаний Бернулли, тогда оценка вероятности
правильной классификации есть случайная ве-
личина, имеющая биномиальное распределение.
Если же привлекается метод перепроверки, то ис-
пользование биномиального распределения даст
некоторое приближение для распределения оценки
вероятности правильной классификации, позволя-
ющее получить первое представление о реальном
качестве анализируемого набора признаков. Для
обоих методов в ходе их реализации возникают по-
следовательности наблюденных значений, которые
могут стать источником непараметрических оценок
для требуемых величин.

Дадим постановки возможных задач анализа,
возникающих в связи с анализом результатов отбо-
ра признаков. Имеется k независимых биномиаль-
ных популяцийX1, . . . , Xk, распределения которых

Xi ∼ Binomial (ni, πi) , i = 1, . . . , k ,

где n1, . . . , nk известны и, возможно, различны,
а вероятности успеха 0 ≤ π1, . . . , πk ≤ 1 неизвест-
ны. Со значением i связаны следующие действия:
выбор определенного набора признаков, постро-
ение соответствующего классификатора на основе
смеси распределений, оценивание по ni наблюден-
ным значениям вероятности правильной класси-
фикации πi.

Для определенного значения i оценка макси-
мального правдоподобия вероятности успеха есть
�πi = Xi/ni. При больших значениях ni и усло-
виях, что ни πi, ни 1 − πi не являются малыми
величинами, �πi имеет приблизительно нормальное
распределение. Более практичной в случае срав-
нительного анализа результатов отбора признаков
оказывается интервальная оценка для πi. Исполь-
зуемый для этих целей доверительный интервал
может быть двухсторонний или односторонний,
а также принимать различную форму [6]. Наиболее
распространенным при построении доверительно-
го интервала является использование нормальной
аппроксимации. При этом в случае одностороннего
интервала из-за асимметрии истинного распреде-
ления ошибка может оказаться существенной, в [7]
дается простое и эффективное решение этой проб-
лемы.

Пусть классификатор оперирует с M классами,
вероятности появления которых равны p1, . . . , pM .
На практике нелишней оказывается проверка то-
го, отличается ли построенная классификация от
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действий «наугад», т. е. отнесения некоторого объ-
екта к определенному классу случайным образом
и только в соответствии со значениями p1, . . . , pM .
Дело в том, что классификация «наугад» дает
Pc =

∑M
j=1 p

2
j ; эта величина не меньше и может

приближаться к 1 при возрастании разброса значе-
ний p1, . . . , pM . Таким образом, наблюденное ка-
жущееся большим значениеPc может и не говорить
о достоинствах принятого классификатора. Прос-
тым способом контроля значимости результатов,
получаемых в ходе селекции признаков, является
графический анализ зависимости односторонних
доверительных интервалов от размерности призна-
кового пространства с указанием уровня, отвеча-
ющего классификации «наугад»: выход нижней
границы доверительного интервала за этот уровень
говорит о том, что соответствующий вариант набо-
ра признаков вообще не информативен.

Более общий подход в анализе совокупности
результатов отбора признаков заключается в по-
строении и использовании тестов однородности
биномиальных пропорций. Нулевая гипотеза об
однородности проверяется против альтернативы
весьма общего вида:

H0 : π1 = · · · = πk = π0

против
H1 : πi 6= πj

для некоторых i 6= j, где π0 обычно неизвестно.
Достаточно много работ посвящено разработке

подобных тестов, особенно для k = 2, что соответ-
ствует случаю 2 × 2 таблицы сопряженности (на-
пример, в [8] рассматриваются 22 различных теста).
При анализе результатов селекции признаков речь
идет о сравнении двух определенных наборов при-
знаков с возможностью ответить на вопрос, какой
из них более информативен. Интересно, что в этом
случае существует исчерпывающее решение соот-
ветствующей проблемы — равномерно наиболее
мощный несмещенный (РНМН) критерий, осно-
ванный на статистике числа успехов в одной попу-
ляции при условии конкретного суммарного числа
успехов в обеих популяциях [9, разд. 4.5]. Но ска-
зать, что этот критерий широко известен и активно
используется, нельзя. Причина проста: он осно-
вывается на гипергеометрическом распределении
и трудоемок в применении.

Автор данной статьи занимался вопросами точ-
ных вычислений для гипергеометрического рас-
пределения и его аппроксимации с помощью
биномиального, пуассоновского, нормального
и бета-распределений [10], что позволило обес-
печить корректное использование РНМН-крите-
рия для сравнения двух биномиальных совокуп-
ностей.

В более общем случаеk > 2имеется также доста-
точно много критериев, построенных на различных
принципах и способах практической реализации
(см., например, [11, 12]); в первую очередь речь
идет о следующих критериях: точные; стандартные
Пирсона (Pearson) и Вилкса (Wilks); Потхоффа–
Витингхилла (Potthoff–Whittinghill); Сю (Xu); Пау-
ля и Денга (Paul and Deng), а также модификации
отдельных из них. Сравнительный анализ основных
процедур из приведенного перечня был проведен
в [12] методом моделирования с учетом ситуаций,
когда присутствуют так называемые разреженные
данные (sparse data): некоторые ni малы или неко-
торые из πi близки к 0 или 1. Этот анализ позволил
сформулировать следующие выводы:

– обнаружены случаи разреженных данных, для
которых стандартные тесты, тест Потхоффа–
Витингхилла и его модификация, тест Пауля
и Денга выполняются неадекватно;

– тесты точные и Сю обладают адекватными ха-
рактеристиками в любых рассмотренных усло-
виях моделирования, при этом точные методы
в целом схожи между собой, но некоторые раз-
личия возникли между точными тестами и тес-
том Сю.

Данные выводы основаны на результатах мо-
делирования, поэтому всегда остается место для
сомнений. Его можно рассеять только при эмпири-
ческом сравнительном анализе критериев в рамках
конкретных ограничений.

4 Эксперименты

Совместно со специалистами НИИ урологии
и интервенционной радиологии им. Н. А. Лопатки-
на — филиал ФГБУ «НМИРЦ» Минздрава России
С. А. Головановым и А. В. Сивковым проводились
исследования возможности прогнозировать хими-
ческий состав мочевых камней у пациентов с уроли-
тиазом по метаболическим показателям мочи и сы-
воротки крови.

Задача прогнозирования состава камня по на-
бору показателей была сформулирована как задача
обучаемой классификации типов камней, распада-
ющаяся на следующие отдельные элементы.

1. Предполагается, что исследователем задана
классификация типов камней по составу. Она
может включать, в принципе, произвольное
число классов M и должна быть четкой, т. е.
любой камень по составу должен соответство-
вать только одному классу.
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2. Для отдельных классов принимается вероят-
ностное описание входящих в него наборов по-
казателей. Например, если u — вектор значе-
ний всех показателей, то считается известным
распределение fi(u) для каждого j-го класса.
Кроме этого, предполагаются заданными веро-
ятности pj появления классов, j = 1, . . . ,M .
В качестве классификатора рассматривал-
ся байесовский классификатор с единичной
функцией потерь.

3. Для реализации описанной схемы вместо pj

и fj(u)подставляются их оценки p∗j и f∗
j (u). Для

p∗j это не что иное, как преваленс (prevalence) —
доля субъектов в популяции, которые имеют
камень из i-го класса. В качестве f∗

j (u) пред-
лагается применять модель смеси нормальных
распределений и EM-алгоритм для оценивания
параметров этой модели.

Для решения задачи прогнозирования исходные
данные о составе мочевых камней и показателях
состояния пациентов представлялись как таблица
«объект–признак», где объекты — пациенты, а при-
знаки включали группу признаков, характеризу-
ющих химический состав камня пациента, а также
группу метаболических и антропологических при-
знаков пациента.

В группу признаков, характеризующих хими-
ческий состав камня пациента, входили такие ми-
неральные компоненты мочевых камней, как ве-
веллит (WH), веделлит (WD), мочевая кислота
безводная (UA), мочевая кислота дигидрат (UADH),
аммония урат (AMUR), даллит, или карбонатапа-
тит (Dh), брушит (BRU), струвит (STRU), цистин
(CYS). Здесь и далее в подобных ситуациях в скобках
приводятся общепринятые обозначения показате-
лей.

В данной работе рассматривалась классифика-
ция типов камней по составу, описанная в табл. 1.
Задание порога в 50% отражает привычное пред-
ставление о классификации на основе доминиру-
ющего значения того или иного компонента.

В группе метаболических признаков пациента
были представлены биохимические показатели сы-
воротки крови — общий кальций (Са ser), мочевая

кислота (UA ser), фосфаты (P ser); биохимические
показатели суточной экскреции с мочой кальция
(Ca ur), мочевой кислоты (UA ur), фосфатов (P ur).

Учитывая важное влияние концентраций этих
веществ в конечной моче на степень перенасы-
щенности мочи и, следовательно, на ее литогенный
потенциал, рассчитывали также концентрацион-
ные показатели (в мМол/л), такие как концен-
трация в моче кальция (CaUrC), мочевой кислоты
(UaUrC), фосфатов (PhUrC). Помимо этого учиты-
вали такие физико-химические показатели мочи,
как удельный вес (Spec Grav), pH мочи (pH), су-
точный объем мочи (Diuresis) и антропологические
показатели пациента — рост (Height) и вес (Weight).
Таким образом, в задаче обучаемой классифика-
ции использовались 14 показателей: Са ser, UA ser,
P ser, Ca ur, UA ur, P ur, CaUrC, UaUrC, PhUrC,
Spec Grav, pH, Diuresis, Height, Weight. Получен-
ный классификатор использовался для прогноза
типа камня по представляемым данным о показа-
телях. Для того чтобы охарактеризовать качество
классификатора, использовалась вероятность пра-
вильной классификации. Чем выше значение ве-
роятности правильной классификации, тем выше
точность прогноза. Анализ полученных результатов
позволил сделать вывод, что прогноз возможен, но
надо быть готовым к не очень высоким результатам
при увеличении числа классов (в частности, отM =
= 2 к 4). Источником повышения эффективности
прогноза может стать уточнение набора показате-
лей, на основе которых строится классификация.

Оценивание вероятности правильной класси-
фикации можно проводить одним из следующих
способов:

– повторно используя обучающую выборку как
для построения классификатора, так и для по-
лучения P ∗

c (T-оценка, от слова thrifty);

– привлекая метод перепроверки (CV-оценка, от
термина cross-validation);

– используя бутстреп-метод (B-оценка, от терми-
на bootstrap).

В данной работе применялся классический ва-
риант метода перепроверки: исключим из исходной

Таблица 1 Классификация типов камней по составу

Названия типа классификации и камней Число классов
Правила классификации:

номер класса, условие

Cмешанная общего вида:
оксалатные, уратные, фосфатные, пр.

4

1, если WH + WD > 50%
2, если UA + UADH + Amur > 50%
3, если Dh + BRU + STRU > 50%
4 иначе
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совокупности данных i-й объект; для оставшегося
набора данных построим байесовский классифика-
тор и применим его к исключенному объекту; далее,
вспомнив номер класса, к которому в действитель-
ности принадлежит i-й объект, сравним его с тем,
который дала байесовская процедура, и получим
ответ, совершила она ошибку или нет; подобные
действия повторим для каждого значения i. В ре-
зультате будет получена CV-оценка для Pc. Обыч-
но считается, что она является более качественной,
чем T-оценка, обладающая «завышенным оптимиз-
мом» (подгонка модели байесовского классифика-
тора и оценка его качества происходит по одной
и той же обучающей выборке).

Описание B-оценки начнем с модели байесов-
ского классификатора. Предположим, что распре-
деление данных, относящихся к j-му классу, есть
смесь нормальных распределений

fj(u) =

k∑

i=1

qjiN (µji,›ji) .

Тогда плотность распределения данных, подверга-
ющихся байесовской классификации, представима
в виде

g(u) =
M∑

j=1

pj

k∑

i=1

qjiN (u, µji,›ji) .

Но реально g(u) не задана, а имеется лишь обучаю-
щая выборка, с помощью которой можно получить
оценку

g∗(u) =
M∑

j=1

p∗j

k∑

i=1

q∗jiN
(
u, µ∗

ji,›
∗
ji

)
.

Таким образом, становятся заданными все элемен-
ты теперь уже эмпирического байесовского клас-
сификатора, с помощью которого любое x можно
отнести к некоторому классу. Качество класси-
фикатора характеризуется с помощью вероятности
правильной классификации Pc, которую посчитать
аналитически затруднительно, а потому она бу-

Рис. 1 Зависимость эффективности селекции от чис-
ла признаков d в случае SBS и B-оценки величины Pc

(для отдельного d приведено значение оценки — гори-
зонтальный штрих и 90%-ный доверительный интевал —
вертикальный отрезок)

дет оцениваться с помощью моделирования обуча-
ющей выборки из g∗(u) — так называемой бут-
стреп-выборки xB . В результате получаем алгоритм
бутстреп-оценивания Pc, включающий следующие
шаги: оценивание по обучающей выборке парамет-
ров смеси g∗(u); формирование бутстреп-выбор-
ки xB из g∗(u); классификация с помощью g∗(u)
данных из xB и подсчет числа случаев правильной
классификации. Такая процедура позволяет для
любого набора признаков дать оценку вероятности
правильной классификации. Теперь для различ-
ных наборов признаков на основе биномиального
распределения можно строить необходимые дове-
рительные интервалы, проверять гипотезу об од-
нородности результатов анализа классификаторов
для ряда наборов признаков, сравнивать отдельные
варианты наборов. Результаты отбора признаков
с помощью метода SBS и B-оценки для Pc пред-
ставлены на рис. 1.

Результаты исследования наиболее интересных
наборов признаков отражены в табл. 2. Для крите-
рия Сю действенность предложенной им аппрок-

Таблица 2 Выбор эффективной размерности признаков

№ Набор значений d
Критерий

значимости

Критический
уровень

значимости

Принятие нулевой гипотезы
об однородности

при 5%-ном уровне значимости
1 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14 Сю 4,8% Отвергается
2 8, 9, 10, 11, 12, 14 Сю 61,1% Принимается
3 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14 Сю 0,0% Отвергается
4 13, 14 РНМН 1,2% Отвергается
5 8, 13 РНМН 1,0% Отвергается
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симации проверялась с помощью моделирования
и полностью подтвердилась. Анализ табл. 2 позво-
ляет сделать следующие практически важные вы-
воды:

– значения размерности пространства признаков
от 8 до 14 с точки зрения эффективности клас-
сификации практически эквивалентны (стро-
ки 1 и 2 табл. 2);

– снижение размерности до 7 дает значимые по-
тери в эффективности классификации (строка 3
табл. 2);

– значение размерности 13 заслуживает при-
стального внимания, так как может привести
к повышению эффективности классификации
по сравнению с обычным использованием всех
показателей (строка 4 табл. 2) или по сравне-
нию с применением наиболее «экономичного»
варианта d = 8 (строка 5 табл. 2).

Практически те же результаты дал и метод SFS.
Данная схема бутстреп-анализа позволяет отве-

тить на вопрос, на что можно рассчитывать с точки
зрения качества классификации при использова-
нии байесовского классификатора на основе смеси
нормальных распределений и данных, распреде-
ленных действительно как смесь нормальных рас-
пределений.

Метод перепроверки из-за зависимости от-
дельных экспериментов по оценке качества клас-
сификатора не позволяет полностью формально
сопоставлять их результаты, но по сравнению с ре-
зультатами бутстреп-анализа он дает возможность
получить представление об адекватности принятой
модели данных (рис. 2).

Из рис. 2 видно, что метод перепроверки дает
существенно более осторожные результаты, хотя из

Рис. 2 Зависимость эффективности селекции от числа
признаков d при классификации «наугад» (1) и с исполь-
зованием байесовских классификаторов (2 — SBS; 3 —
SFS; черные значки — B-оценка для Pc; пустые значки —
CV-оценка для Pc)

них опять же следует целесообразность применения
для прогнозирования состава камня не всей, а лишь
части совокупности показателей.

Снижение эффективности по методу перепро-
верки по сравнению с бутстреп-методом мож-
но частично объяснять примененным вариантом
CV-оценки и ограниченным объемом исходных
данных. Для иллюстрации этого анализирова-
лась зависимость эффективности классификации
от объема обучающей выборки. Оказалось, что
в рассматриваемом случае CV-оценка является
нижней границей для истинного значения, а T-
и B-оценки, близкие между собой, служат верх-
ними границами. Их значения с ростом размера
исходной выборки сходятся к истинной величине
вероятности правильной классификации, но до-
стигают этого значения при значительных размерах
исходной выборки (более 2000 наблюденных зна-
чений).

5 Заключение

Существуют различные подходы к решению
задачи отбора признаков, еще более богатым ока-
зывается набор соответствующих методов. В при-
кладных областях к этому многообразию добавля-
ется фактическая неоднозначность получающегося
решения. Оно в принципе может оказаться фор-
мально единственным, но фактически значимо не-
отличимым от множества других. По этой причине
возрастает роль критериев значимости получен-
ных решений. Для нужд задачи классификации
данных предлагается использовать такую инте-
гральную характеристику эффективности, как ве-
роятность правильной классификации. Для ее
оценивания необходимо прибегать к анализу по-
следовательности испытаний Бернулли, при этом
полностью корректные результаты будут получе-
ны при использовании бутстреп-метода обработки
исходной выборки.

Проведенные эксперименты в задаче прогно-
зирования химического состава мочевых камней
создают предпосылки для повышения качества
получаемых решений (сокращение перечня прово-
димых анализов может привести к росту точности
прогноза), дают толчок специалистам в предмет-
ной области для прояснения сути протекающих
процессов.
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УСИЛЕННЫЙ ЗАКОН БОЛЬШИХ ЧИСЕЛ ДЛЯ ОЦЕНКИ РИСКА

В ЗАДАЧЕ РЕКОНСТРУКЦИИ ТОМОГРАФИЧЕСКИХ

ИЗОБРАЖЕНИЙ ИЗ ПРОЕКЦИЙ С КОРРЕЛИРОВАННЫМ

ШУМОМ∗

О. В. Шестаков1

Аннотация: Методы вейвлет-анализа, основанные на процедуре пороговой обработки коэффициентов
разложения проекций, широко используются при решении задач реконструкции томографических изоб-
ражений, возникающих в медицине, биологии, астрономии и других областях. Их привлекательность
заключается, во-первых, в быстроте алгоритмов, а во-вторых, в возможности реконструкции локальных
участков изображения по неполным проекционным данным, что имеет ключевое значение, например,
для медицинских приложений, где пациента нежелательно подвергать лишней дозе облучения. Анализ
погрешностей этих методов представляет собой важную практическую задачу, поскольку позволяет оце-
нить качество как самих методов, так и используемого оборудования. В работе рассматривается метод
вейвлет-вейглет-разложения при реконструкции томографических изображений в модели с коррелиро-
ванным аддитивным шумом. Доказывается, что для несмещенной оценки среднеквадратичного риска при
пороговой обработке коэффициентов вейвлет-вейглет-разложения функции изображения выполняется
усиленный закон больших чисел, т. е. эта оценка является сильно состоятельной.
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1 Введение

Методы реконструкции изображений поглоща-
ющих, излучающих и отражающих объектов и сред
получили широкое распространение в самых раз-
нообразных областях, включая медицину, биоло-
гию, физику плазмы, газовую динамику, геофи-
зику, астрономию и радиолокацию. В частности,
эти методы революционизировали медицинскую
диагностику, поскольку позволили получать изоб-
ражения внутренних органов человека без опера-
тивного вмешательства. При построении и ана-
лизе статистической модели данных, получаемых
в ходе томографического эксперимента, необхо-
димо учитывать погрешности, которые возникают
в реальных экспериментах из-за дискретизации ис-
ходной информации, несовершенства оборудова-
ния, характеристик используемого излучения, на-
личия фонового излучения и внутренних шумов
приемника и т. д. В данной работе рассматривает-
ся модель стационарного коррелированного шума
и исследуются свойства оценки риска в методе по-
роговой обработки коэффициентов вейвлет-вейг-
лет-разложения функции томографического изоб-

ражения. Такая оценка позволяет анализировать
качество полученного изображения на основе толь-
ко наблюдаемых данных, что очень важно, напри-
мер, в медицинских приложениях. В работах [1, 2]
показано, что при определенных условиях данная
оценка является состоятельной и асимптотически
нормальной. В данной работе доказывается свой-
ство сильной состоятельности.

2 Преобразование Радона и его
обращения с помощью метода
вейвлет-вейглет-разложения

Преобразование Радона на плоскости определя-
ется как набор интегралов от функции f по всевоз-
можным прямым:

Rf (s, θ) =

∫

Ls,θ

f(x, y) dl ,

где

Ls,θ = {(x, y) : x cos θ + y sin θ − s = 0} .
∗Работа выполнена при частичной финансовой поддержке РФФИ (проект 15-07-02652).
1Московский государственный университет им. М. В. Ломоносова, кафедра математической статистики факультета вычисли-

тельной математики и кибернетики; Институт проблем информатики Федерального исследовательского центра «Информатика
и управление» Российской академии наук, oshestakov@cs.msu.su
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Задача реконструкции томографического изоб-
ражения состоит в обращении преобразования R.
Эту задачу можно решать разными способами. Вос-
пользуемся методом вейвлет-вейглет-разложения,
предложенным в работе [3], который позволяет
учитывать различные локальные особенности изоб-
ражений.

Пусть задана масштабирующая функция φ(x)
и вейвлет-функция ψ(x). Определим функции

ψ
[1]
j,k1,k2

(x, y) = 2jφ
(
2jx− k1

)
ψ
(
2jy − k2

)
;

ψ
[2]
j,k1,k2

(x, y) = 2jψ
(
2jx− k1

)
φ
(
2jy − k2

)
;

ψ
[3]
j,k1,k2

(x, y) = 2jψ
(
2jx− k1

)
ψ
(
2jy − k2

)
,





(1)

где j, k1, k2 ∈ Z. Семейство {ψ[λ]j,k1,k2
}λ,j,k1,k2 обра-

зует ортонормированный базис в L2(R2). Индекс j
в (1) называется масштабом, а индексы k1 и k2 —
сдвигами. Функция ψ должна удовлетворять опре-
деленным требованиям, однако ее можно выбрать
таким образом, чтобы она обладала некоторыми по-
лезными свойствами, например была дифференци-
руемой нужное число раз и имела заданное числоM
нулевых моментов, т. е.

∞∫

−∞

xkψ(x) dx = 0 , k = 0, . . . ,M − 1 .

В данной работе предполагается, что используются
вейвлеты Мейера [4], преобразование Фурье кото-
рых обладает достаточным количеством непрерыв-
ных производных.

Вейвлет-разложение функции f имеет вид:

f =
∑

λ,j,k1,k2

〈
f, ψ

[λ]
j,k1,k2

〉
ψ
[λ]
j,k1,k2

. (2)

Идея метода вейвлет-вейглет-разложения заключа-
ется в том, чтобы заменить скалярные произведе-
ния в (2) на величины, выражающиеся через Rf, а не
через f . Определим последовательность функций

ξ
[λ]
j,k1,k2

=
1

4π
I−1Rψ[λ]j,k1,k2

,

где Ip — потенциал Рисса, определяемый через пре-
образование Фурье по формуле Îpg(ω) = |w|−pĝ(ω).
В [5] показано, что последовательность функций
{2−j/2ξ

[λ]
j,k1,k2

}λ,j,k1,k2 образует устойчивый базис.

При этом выполнено 〈f, ψ[λ]j,k1,k2
〉 = 〈Rf, ξ[λ]j,k1,k2

〉.
Функции 2−j/2ξ

[λ]
j,k1,k2

получили название «вейгле-
ты» за свою схожесть с вейвлетами. Таким образом,
формула обращения в методе вейвлет-вейглет-раз-
ложения выглядит следующим образом:

f =
∑

λ,j,k1,k2

〈
Rf, ξ

[λ]
j,k1,k2

〉
ψ
[λ]
j,k1,k2

.

3 Модель данных и оценка риска

На практике функция f обычно задана в дис-
кретных отсчетах на круге. Без ограничения общ-
ности будем считать, что это круг единичного
радиуса с центром в начале координат. Проек-
ционные данные в этом случае измеряются при
(s, θ) ∈ [−1, 1] × [0, π]. Пусть {ei,j, i, j ∈ Z} — ста-
ционарный гауссовский процесс с ковариацион-
ной последовательностью rk,p = cov(ei,j , ei+k,j+p).
Модель проекционных данных с шумом выглядит
следующим образом:

Yi,j = Rfi,j + ei,j i = 1, . . . , 2J , j = 1, . . . , 2J ,

где 2J — число отсчетов.

Структура ковариации шума для преобразова-
ния Радона должна отражать типичную ситуацию:
на практике проекции для разных углов регистриру-
ются независимо друг от друга. В рассматриваемой
модели ошибок предполагаются независимые на-
блюдения в случае разных углов и стационарный
гауссовский шум с нулевым математическим ожи-
данием, конечной дисперсией и ковариационной
последовательностью rδ ∼ Aδ−α (0 < α < 1) для
одинаковых углов (так называемая долгосрочная
зависимость).

При переходе к дискретному вейвлет-вейг-
лет-преобразованию получается следующая модель
дискретных коэффициентов [2]:

X
[λ]
j,k1,k2

= µ
[λ]
j,k1,k2

+ 2(1−α)J/2e
[λ]
j,k1,k2

, (3)

где µ
[λ]
j,k1,k2

= 2J〈Rf, ξ[λ]j,k1,k2
〉, e

[λ]
j,k1,k2

=

=
∫
ξ
[λ]
j,k1,k2

dB′
H , а B′

H(s, θ) — случайная функ-
ция, которая для каждого фиксированного угла θ
представляет собой дробное броуновское движе-
ниеBH(s) с H = 1− α/2 и имеет некоррелирован-
ные приращения по θ. Дисперсии коэффициентов
модели имеют вид:

σ2λ,j = Cλ,α2
(1−α)J2jα ,

где константы Cλ,α (λ = 1, 2, 3) зависят от парамет-
ров A, α и выбранного вейвлет-базиса.

Для подавления шума используется процедура
пороговой обработки. Ее смысл заключается
в удалении достаточно маленьких коэффициентов
вейвлет-вейглет-разложения, которые считаются
шумом. В данной работе рассматривается так
называемая мягкая пороговая обработка с поро-
гом Tλ,j, зависящим от масштаба j. К каждому
коэффициенту применяется функция ρTλ,j

(x) =
= sgn(x) (|x| − Tλ,j)+, т. е. коэффициенты, кото-
рые по модулю меньше порога Tλ,j, обнуляются,
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а абсолютные величины остальных коэффициентов
уменьшаются на величину порога. Погрешность
(или риск) мягкой пороговой обработки определя-
ется следующим образом:

RJ (f) =

=
J−1∑

j=0

2j−1∑

k1=0

2j−1∑

k2=0

3∑

λ=1

E

(
µ
[λ]
j,k1,k2

− ρTλ,j
(X
[λ]
j,k1,k2

)
)2
. (4)

В [6] предложено использовать порог Tλ,j =

=
√
2 ln 22jσλ,j , названный универсальным. В даль-

нейшем будет использоваться именно такой вид
порога. В выражении (4) присутствуют неизвест-
ные величины µ

[λ]
j,k1,k2

, поэтому вычислить значе-
ние RJ(f) нельзя. Однако его можно оценить.
В качестве оценки риска используется следующая
величина [7]:

R̂J (f) =
J−1∑

j=0

2j−1∑

k1=0

2j−1∑

k2=0

3∑

λ=1

F [(X
[λ]
j,k1,k2

)2, Tλ,j], (5)

где F (x, T ) = (x − σ2)1(|x| 6 T ) + (σ2 + T 2)1(|x| >
> T ). Величина R̂J(f)является несмещенной оцен-
кой для RJ(f) [4].

4 Сильная состоятельность
оценки риска

В работе [1] исследовались асимптотические
свойства оценки (5) в модели с независимым шу-
мом. Было показано, что при определенных усло-
виях гладкости эта оценка является состоятельной
и асимптотически нормальной. В модели с корре-
лированным шумом аналогичные результаты полу-
чены в работе [2]. В данной работе доказывается
сильная состоятельность оценки (5) в модели (3).

Приведем вспомогательное утверждение [8],
в котором оценивается вероятность отклонения
суммы ограниченных слабозависимых случайных
величин от ее математического ожидания.

Лемма. Пусть {Xi, i ∈ Z} — последовательность

случайных величин таких, что EXi = 0 и |Xi| 6 b п.в.

для всех i ∈ Z, где b > 0 — некоторая константа.

Тогда для любого q ∈ [1, n/2] и любого ε > 0

P

(∣∣∣∣∣
n∑

i=1

Xi

∣∣∣∣∣ > nε

)
6 4 exp

{
− ε2

8b2
q

}
+

+ 22

(
1 +
4b

ε

)1/2
qα

([
n

2q

])
, (6)

где α(k) — коэффициент α-перемешивания последо-

вательности {Xi, i ∈ Z}.

Докажем теперь сильную состоятельность оцен-
ки (5).

Теорема. Пусть f ∈ L2(R2) задана в круге единичного

радиуса с центром в начале координат. Тогда имеет

место сходимость

R̂J(f)−RJ(f)

2λJ
→ 0 п.в. при J → ∞ (7)

для любого λ > 2.

Д о к а з а т е л ь с т в о : Обозначим

f
[λ]
j,k1,k2

= F

[(
X
[λ]
j,k1,k2

)2
, Tλ,j

]
−

− EF

[(
X
[λ]
j,k1,k2

)2
, Tλ,j

]
.

Выберем произвольное 0 < p < 1 и разобьем чис-
литель в (7) на две суммы:

R̂J (f)−RJ (f) = R̂1 + R̂2 ,

где

R̂1 =

[pJ]−1∑

j=0

2j−1∑

k1=0

2j−1∑

k2=0

3∑

λ=1

f
[λ]
j,k1,k2

;

R̂2 =
J−1∑

j=[pJ]

2j−1∑

k1=0

2j−1∑

k2=0

3∑

λ=1

f
[λ]
j,k1,k2

.

Сначала рассмотрим R̂2. Для произвольного δ > 0
имеем:

pJ = P
(∣∣∣R̂2

∣∣∣ > δ2λJ
)

6

6

J−1∑

j=[pJ]

P



∣∣∣∣∣∣

2j−1∑

k1=0

2j−1∑

k2=0

3∑

λ=1

f
[λ]
j,k1,k2

∣∣∣∣∣∣
> δJ−12λJ


 . (8)

Величины F [(X
[λ]
j,k1,k2

)2, Tλ,j] ограничены:

−σ2λ,j 6 F

[(
X
[λ]
j,k1,k2

)2
, Tλ,j

]
6 σ2λ,j + T

2
λ,j .

Повторяя рассуждения работы [9], можно показать,
что в силу свойств вейвлетов Мейера при каждом j
слагаемые в сумме под вероятностью в (8) удовле-
творяют свойству ρ-перемешивания с коэффици-
ентом ρ(k) 6 Ck−M , где C > 0 — некоторая кон-
станта, аM зависит от выбранного вейвлета Мейера
и может быть сделано достаточно большим.

Для коэффициентов α-перемешивания и ρ-пе-
ремешивания справедливо неравенство 4α(k) 6

6 ρ(k) [10]. Применяя неравенство (6) с q = 22θj
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(θ < 1) для каждого j в сумме (8) и выбирая такой
вейвлет Мейера, чтобы M было достаточно боль-
шим, получаем:

pJ 6 c1J ×
× max
[pJ]6j6J−1

{
exp

[
−c2J−322(λ−1+α)J+(2θ−2α−4)j

]}
+

+ oJ . (9)

Здесь c1 и c2 — некоторые положительные констан-
ты, а oJ убывает по J быстрее, чем 2−M0pJ , гдеM0—
некоторое положительное число, зависящее от M .

Имеем 2θ − 2α − 4 < 0, и при j =
= J правая часть (9) не превосходит
c1J exp

[
−c2J−32(2λ−6+2θ)J

]
. Поскольку θ < 1 мож-

но выбрать произвольно, для того чтобы выпол-
нялось неравенство 2λ − 6 + 2θ > 0, достаточно
потребовать λ > 2. При таком выборе λ

∞∑

J=1

pJ <∞

и в силу леммы Бореля–Кантелли для любого δ > 0

событие {
∣∣∣R̂2
∣∣∣ > δ2λJ} осуществляется лишь ко-

нечное число раз. Следовательно, R̂22−λJ → 0 п. в.
Рассмотрим теперь R̂1. Общее число слага-

емых в R̂1 не превосходит 22[pJ]. Число слагаемых
при каждом j равно 3 · 22j, и при фиксирован-
ном j каждое слагаемое не превосходит по модулю
BJ · 2J(1−α)+αj, где B > 0 — некоторая константа.

Следовательно,
∣∣∣R̂1
∣∣∣ 6 B1J · 2J(1−α+(α+2)p) п.в., где

B1 > 0— некоторая константа. При любых 0 < α <
< 1 и λ > 2 можно выбрать такое 0 < p < 1, что
λ−1+α−(α+2)p > 0. Следовательно, R̂1 ·2−λJ → 0
п.в. Теорема доказана.
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THE STRONG LAW OF LARGE NUMBERS FOR THE RISK ESTIMATE

IN THE PROBLEM OF TOMOGRAPHIC IMAGE RECONSTRUCTION

FROM PROJECTIONS WITH A CORRELATED NOISE

O. V. Shestakov1,2

1Department of Mathematical Statistics, Faculty of Computational Mathematics and Cybernetics,
M. V. Lomonosov Moscow State University, 1-52 Leninskiye Gory, GSP-1, Moscow 119991, Russian
Federation
2Institute of Informatics Problems, Federal Research Center “Computer Science and Control” of the Russian
Academy of Sciences, 44-2 Vavilov Str., Moscow 119333, Russian Federation

Abstract: Methods of wavelet analysis based on thresholding of coefficients of the projection decomposition are
widely used for solving the problems of tomographic image reconstruction in medicine, biology, astronomy, and
other areas. These methods are easily implemented through fast algorithms; so, they are very appealing in practical
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The strong law of large numbers for the risk estimate in the problem of tomographic image reconstruction

situations. Besides, they allow the reconstruction of local parts of the images using incomplete projection data,
which is essential, for example, for medical applications, where it is not desirable to expose the patient to the
redundant radiation dose. Wavelet thresholding risk analysis is an important practical task, because it allows
determining the quality of the techniques themselves and of the equipment which is being used. The present paper
considers the problem of estimating the function by inverting the Radon transform in the model of data with
correlated noise. The paper considers the wavelet-vaguelette decomposition method of reconstructing tomographic
images in the model with a correlated noise. It is proven that the unbiased mean squared error risk estimate for
thresholding wavelet-vaguelette coefficients of the image function satisfies the strong law of large numbers, i. e., it
is a strongly consistent estimate.

Keywords: wavelets; thresholding; MSE risk estimate; Radon transform
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АНАЛИЗ ТОЧНОСТИ ВЕЙВЛЕТ-ОБРАБОТКИ

АЭРОДИНАМИЧЕСКИХ КАРТИН ОБТЕКАНИЯ

Т. В. Захарова1, О. В. Шестаков2

Аннотация: Предлагается новый метод обработки зашумленных аэродинамических картин обтекания,
основанный на технике вейвлет-анализа. Вейвлет-методы подавления шума, основанные на процедуре
пороговой обработки, широко используются при анализе сигналов и изображений. Их привлекатель-
ность заключается, во-первых, в быстроте алгоритмов построения оценок, а во-вторых, в возможности
лучшей, чем линейные методы, адаптации к функциям, имеющим на разных участках различную степень
регулярности. Анализ погрешностей этих методов представляет собой важную практическую задачу, по-
скольку он позволяет оценить качество как самих методов, так и используемого оборудования. Проведена
верификация метода на основе сравнительного анализа с результатами обработки ранее разработан-
ным дискриминантным методом. Рассчитанная оценка погрешности обработки при этом согласуется
с теоретическими результатами для этой оценки.

Ключевые слова: вейвлет-анализ; пороговая обработка; несмещенная оценка риска; аэродинамический
поток
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1 Введение

Обработка результатов экспериментов в аэ-
родинамической трубе требует исключительной
точности. Результаты таких испытаний влияют
на кинематические возможности проектируемой
техники, экономичность и безопасность ее ис-
пользования. Повысить точность можно путем
усложнения экспериментальной установки либо
использованием специализированной обработки
результатов эксперимента. Первый путь, как прави-
ло, весьма дорог и сложен: для аэродинамических
экспериментов это означает улучшение системы
фильтрации воздуха и поддержания постоянства его
температуры, влажности и т. д., усложнение оптиче-
ских систем для снятия характеристик обтекания.
Второй требует разработки и верификации мето-
дики оценки истинных значений по имеющимся
данным — зачастую это сделать проще и дешевле;
таким образом, разработка специальных алгорит-
мов обработки данных весьма актуальна в данной
области.

В рамках данной работы непосредственные фи-
зические характеристики газовой струи заменены
условным эквивалентом — цветом на теневой кар-
тине обтекания. Задача состоит в очистке данного
сигнала от шума, возникающего вследствие нали-

чия в газовой струе и на оптике аппаратуры фо-
то/видеосъемки пыли и т. п. [1, 2]. Для решения
данной задачи в работе используются методы вейв-
лет-анализа, которые прекрасно зарекомендовали
себя при анализе и обработке нестационарных сиг-
налов и изображений [3, 4].

2 Вейвлет-методы обработки
изображений

2.1 Пороговая обработка
вейвлет-коэффициентов изображения

Большинство алгоритмов подавления шума, ис-
пользующие методы вейвлет-анализа, действуют
по принципу «вейвлет-преобразование – обработка
вейвлет-коэффициентов – обратное вейвлет-пре-
образование». В данной работе рассматривается
один из способов обработки вейвлет-коэффициен-
тов — так называемая мягкая пороговая обработка.

Пусть N = 2J для некоторого J > 0;
f(i, j), 0 6 i, j < N, — матрица изображения;
{W (i, j)}06i,j<N — помехи (шум), являющиеся ре-
ализацией некоторого случайного процесса. В дан-
ной работе предполагается, что {W (i, j)}06i,j<N —

1Московский государственный университет им. М. В. Ломоносова, факультет вычислительной математики и кибернетики;
Институт проблем информатики Федерального исследовательского центра «Информатика и управление» Российской академии
наук, lsa@cs.msu.ru

2Московский государственный университет им. М. В. Ломоносова, кафедра математической статистики факультета вычисли-
тельной математики и кибернетики; Институт проблем информатики Федерального исследовательского центра «Информатика
и управление» Российской академии наук, oshestakov@cs.msu.su
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независимые одинаково распределенные нормаль-
ные случайные величины с нулевым средним и дис-
персиейσ2. Искаженный сигнал определяется фор-
мулой:

X(i, j) = f(i, j) +W (i, j) , 0 6 i, j < N .

После применения дискретного вейвлет-преобра-
зования Y = W (X) [4] получается следующая мо-
дель эмпирических вейвлет-коэффициентов:

Y [λ](j, k, l) = f
[λ]
W (j, k, l) + Z

[λ](j, k, l) ,

λ = 1, 2, 3 , 0 6 j < J , 0 6 k, l < 2j ,

где fW (j, k, l) — вейвлет-коэффициенты «чис-
того» изображения, а шумовые коэффициенты
Z [λ](j, k, l) в силу ортогональности вейвлет-преоб-
разования имеют такую же статистическую струк-
туру, как W (i, j). Индекс j называется масшта-
бом и отвечает за «размер» вейвлет-коэффициента
(размер участка изображения, за который отвечает
данный коэффициент), индексы k и l — сдвиги,
отвечающие за «положение» вейвлет-коэффициен-
та (расположение участка изображения, за кото-
рый отвечает данный коэффициент), а индекс λ
описывает тип вейвлет-коэффициента: при λ = 1
вейвлет-коэффициенты называются вертикальны-
ми, при λ = 2 — горизонтальными, а при λ = 3 —
диагональными [3, 5, 6].

Оценки вейвлет-коэффициентов изображения
�fW (j, k, l) вычисляются покомпонентно, т. е.

�f
[λ]
W (j, k, l) = ρT (Y

[λ](j, k, l)) ,

где ρT (x) — функция мягкой пороговой обработки
с порогом T > 0, задаваемая формулой:

ρT (x) =





x− T, если x > T ;

x+ T, если x < −T ;
0, если |x| 6 T .

Таким образом, в результате пороговой обработ-
ки обнуляются те вейвлет-коэффициенты, абсо-
лютная величина которых не превосходит порога,
а абсолютная величина остальных вейвлет-коэф-
фициентов уменьшается на величину порога.

Риск (среднеквадратичная погрешность) мяг-
кой пороговой обработки определяется формулой:

rf =

3∑

λ=1

J−1∑

j=0

2j−1∑

i,j=0

E

∣∣∣ �f [λ]W (j, k, l)− f
[λ]
W (j, k, l)

∣∣∣
2

. (1)

Выражение (1) содержит неизвестные величины
«чистых» вейвлет-коэффициентов f

[λ]
W (j, k, l), по-

этому на практике вычислить его нельзя. Однако

его можно оценить, используя только известные
эмпирические вейвлет-коэффициенты Y [λ](j, k, l).
В каждом слагаемом если

∣∣Y [λ](j, k, l)
∣∣ > T , то

вклад этого слагаемого в риск составляет σ2 +
+ T 2, а если

∣∣Y [λ](j, k, l)
∣∣ 6 T , то вклад состав-

ляет [f [λ]W (j, k, l)]
2. Поскольку E[Y [λ](j, k, l)]2 =

= σ2 + [f
[λ]
W (j, k, l)]

2, величину [f [λ]W (j, k, l)]
2 можно

оценить разностью [Y [λ](j, k, l)]2 − σ2.
Таким образом, в качестве оценки риска можно

использовать следующую величину:

�rf =
3∑

λ=1

J−1∑

j=0

2j−1∑

i,j=0

F [[Y [λ](j, k, l)]2] , (2)

где F [x] = (x − σ2)11(|x| 6 T 2) + (σ2 + T 2)11(|x| >
> T 2). Донохо и Джонстон показали [7, 8], что при
мягкой пороговой обработке для оценки риска (2)
справедливо следующее утверждение.

Лемма 1. E�rf = rf , т. е. �rf является несмещенной

оценкой для rf .

Исследуем теперь вопрос выбора порога.

2.2 Предпосылки выбора порога
вейвлет-обработки

Лемма 2. Пусть z1, z2, . . . , zn — независимые слу-

чайные величины, имеющие нормальное распределение

с нулевым средними и дисперсией σ2;

An =

{
max
16i6n

|zi| > σ
√
2 lnn

}
;

Bn(t) =

{
max
16i6n

|zi| > σt+ σ
√
2 lnn

}
.

Тогда

P (An)→ 0 при n→ ∞ ; P (Bn(t)) < e−t2/2 .

Порог T = σ
√
2 lnn согласно лемме 2 с большой

вероятностью удаляет основной шум, а оставшийся
шум будет незначительным, так как вероятностьBn

экспоненциально убывает.
На практике часто приходится оценивать значе-

ние σ. Обычно в качестве такой оценки использу-
ется величина

�σ =
1

C3/4
MAD , (3)

где MAD (Median Absolute Deviation) — выборочное
медианное абсолютное отклонение, построенное
по вейвлет-коэффициентам при j = J−1 (считает-
ся, что на этом масштабе коэффициенты содержат
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только шум [6]), а C3/4 — 3/4-квантиль стандарт-
ного нормального распределения.

В силу приведенных рассуждений в данной ра-
боте используется порог

TU = �σ
√
2 lnn, n = N2,

который называется «универсальным».
В работах [9, 10] доказаны следующие утвер-

ждения, позволяющие статистически оценить по-
грешность метода пороговой обработки, используя
только известные эмпирические вейвлет-коэффи-
циенты.

Теорема 1. Пусть функция, описывающая изображе-

ние, является кусочно-регулярной по Липшицу с по-

казателем γ > 0. Тогда при использовании мягкой

пороговой обработки с порогом TU

�rf − rf

N2
→ 0 при N → ∞ . (4)

Теорема 2. Пусть функция, описывающая изображе-

ние, является кусочно-регулярной по Липшицу с по-

казателем γ > 1/2. Тогда при использовании мягкой

пороговой обработки с порогом TU

P

(
�rf − rf√
2�σ2N

< x

)
⇒ �œ(x) при N → ∞ . (5)

Здесь �œ(x) — функция распределения нормально-

го закона с нулевым средним и дисперсией œ2 =
= [2C3/4φ(C3/4)]

−2 − 1, а φ(x) — плотность стан-

дартного нормального распределения.

Теорема 1 говорит о том, что �rf является состо-
ятельной оценкой, а теорема 2 дает возможность
строить асимптотические доверительные интерва-
лы для величины rf и оценивать отклонение �rf
от rf .

Рассмотрим применение этих результатов на
примере обработки аэродинамических изображе-
ний.

3 Обработка цветных теневых
картин аэродинамического
эксперимента

3.1 Постановка задачи

В аэродинамической трубе установлено тело
(использовались данные, полученные с цилиндра,
ось которого была сначала установлена перпенди-
кулярно набегающему потоку и параллельно опти-
ческой оси регистрирующей аппаратуры, а затем —

перпендикулярно набегающему потоку и оптиче-
ской оси регистрирующей аппаратуры).

Исследуется структура обтекающей его газовой
струи. При помощи теневого прибора производит-
ся снятие характеристик обтекания, при этом на
выходе получается так называемая цветная тене-
вая картина обтекания, т. е. изображение, на кото-
ром соответствующими цветами фиксируется плот-
ность потока [1, 2, 11, 12].

Дешифровка цветной теневой картины в значи-
тельной мере осложняется влиянием зашумления.
Оно обусловливается многими факторами, напри-
мер наличием частиц пыли в набегающем потоке
и на оптических элементах фотоаппаратуры, при
помощи которой ведется съемка теневой картины,
т. е. как собственно возникающими в исследуемой
газовой струе (внутренними), так и вносимыми из-
мерительной установкой (внешними). Естествен-
ным в этом случае можно считать предположение
о том, что их влияние на результат измерения опи-
сывается совокупностью независимых одинаково
распределенных нормальных случайных величин.
Вообще говоря, следует заметить, что цветореги-
стрирующая аппаратура может зашумлять цвет из
разных частей спектра по-разному, в этом случае
нужно обладать соответствующими данными о за-
висимости точности работы установки от входного
сигнала. При отсутствии указанных сведений будем
считать, что систематической ошибки измеритель-
ная аппаратура не создает, а шум, вносимый ею
в данные, от самого сигнала не зависит.

В изначальной постановке необходимо создать
методику оценки плотности по цветной теневой
картине потока в аэродинамической трубе. Ал-
горитм должен быть устойчив как к внутренним,
так и к внешним шумам и с достаточной точно-
стью оценивать численные характеристики обтека-
ния.

В такой постановке задача несколько лет назад
была успешно решена при помощи так называемого
дискриминантного метода [11–14], он будет кратко
описан ниже.

В данной работе исследуется вопрос о возмож-
ности реализовать процедуру обработки цветной
теневой картины методами вейвлет-анализа. При
этом, ввиду отсутствия прямого (без использова-
ния результатов работы дискриминантного мето-
да) алгоритма дешифровки цветной теневой карти-
ны, исследуется вопрос восстановления цветности
изображения, а не собственно плотности потока.

Особое внимание уделено точности обработки
области перед телом, установленным в аэродина-
мической трубе, так как дискриминантный метод
оптимизирован для анализа этой области.
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3.2 Решение задачи при помощи
дискриминантного метода

Входная цветная теневая картина представляет
собой графический файл в формате bmp. Размер
изображения 512× 512 пикселей. Каждый пиксель
изображения — элемент цветового пространства
(R,G,B). Отобразим его на единичную сферу, т. е.
осуществим следующее преобразование:

(r, g, b)→

→
(

r√
r2 + g2 + b2

,
g√

r2 + g2 + b2
,

b√
r2 + g2 + b2

)
=

= (cosα, cos β, cos γ) . (6)

Всюду далее будем называть цветовым про-
странством единичную сферу, на которой располо-
жены векторы (cosα, cosβ, cos γ) — элементы про-
странства (R,G,B) после преобразования (6).

Все цветовое пространство разобъем на так на-
зываемые эталонные классы: произведем разби-
ение полосы спектра, зафиксированной измери-
тельным прибором, на прямоугольные сегменты,
для каждого из них в терминах косинусов (из
приведенного выше преобразования) вычислим
дисперсию {Di1,Di2,Di3} и выборочное среднее
{zi1, zi2, zi3} (так называемый центр) класса с но-
мером i. Фактически эти характеристики пара-
метризуют зависимость погрешности определения
прибором цвета в разных частях спектра. Каждый
класс эквивалентности характеризуется также чис-
лом Xi — индексом цветности.

Введем дискриминантную функцию

di(v) =

=

√
ai1 (v1 − zi1)

2
+ ai2 (v2 − zi2)

2
+ ai3 (v3 − zi3)

2
,

где v = (v1, v2, v3) — произвольный вектор цвето-
вого пространства;

aik =

min
j 6=i
(zik − zjk)

Dik
, k = 1, 2, 3 ;

Dik — выборочная дисперсия vk на i-м эталонном
классе.

При помощи функций di(v)по сути производит-
ся вычисление расстояний ρ от центров эталонных
классов до точек цветового пространства v. Теоре-
тически точка v находится в i-м эталонном классе,
если di(v) = minj dj(v).

Для каждого пикселя анализируемого изобра-
жения вычислим два наиболее близких класса (для
простоты проиндексируем их: 1 — ближайший и 2 —

второй в порядке удаления) и на основе рассто-
яний ρ1 и ρ2 до них и индексов цветности соот-
ветственно X1 и X2 будем вычислять цветность X
вектора v по формуле

X = X1 +
ρ1

ρ1 + ρ2
|X1 −X2| .

Далее производится восстановление плотности
и цветной теневой картины на основе сформиро-
ванных индексов цветности, сведений об эталон-
ных классах и параметров измерительной установ-
ки.

Дискриминантный метод показал хорошую
устойчивость как к внешним, так и к внутренним
шумам и позволил с необходимой точностью вос-
становить истинные значения плотности потока
и, соответственно, цвета на теневой картине [12–
14].

Нужно отметить тот факт, что константы на-
стройки дискриминантного метода установлены та-
ким образом, чтобы с максимальной точностью
оценивать плотность потока в отдельном участ-
ке спектра, соответствующем области набегающего
потока прямо перед столкновением его с телом.

3.3 Решение задачи средствами
вейвлет-анализа

Как уже отмечалась, общая концепция любо-
го алгоритма обработки изображений, основанного
на вейвлет-преобразовании, заключается в следу-
ющем:

(1) преобразование (декомпозиция) изображе-
ния;

(2) обработка массива вейвлет-коэффициентов;

(3) реконструкция изображения.

Декомпозиция и реконструкция — взаимосвязан-
ные процессы, так как должны проводиться с ис-
пользованием наперед заданного вида вейвлета
и глубины разложения. Таким образом, сразу по-
являются два параметра алгоритма: используемый
вейвлет и глубина декомпозиции. По результатам
тестов с использованием различных типов вейвле-
тов наилучший результат был получен для так на-
зываемого обратного биортогонального семейства.
Глубина разложения сказывается на размере дета-
лей, которые все еще можно считать шумовыми,
этот параметр подбирался исключительно экспе-
риментально: заранее можно было лишь сказать,
что, исходя из информационного смысла вейвлет-
коэффициентов, задействовать слишком большую
глубину разложения не имело смысла.
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Отметим тот факт, что отсутствуют какие-либо
априорные сведения о степени зашумления изобра-
жения. Поскольку в качестве способа обработки
массива вейвлет-коэффициентов заявлена порого-
вая обработка, то в силу леммы 2 получаем, что до-
статочно оценить дисперсию шума (порог выбран
универсальным).

Цветная теневая картина — изображение, где
каждый пиксель кодируется триплетом (R,G,B).
Предлагаемый алгоритм вейвлет-обработки оце-
нивает пороги для каждой цветовой компонен-
ты в отдельности, тем самым отчасти учитывается
тот факт, что зашумление может по-разному про-
являться в разных частях спектра. Эти принципы
вполне соответствуют специфике обрабатываемого
сигнала: в ходе специальной проверки были за-
фиксированы отличия в зашумлении для разных
цветовых компонент.

Одной из главных характеристик сигнала явля-
ется его энергия. В терминах изображения она
вычисляется как

‖C0‖ =
N∑

i,j=1

(
r2i,j + g

2
i,j + b

2
i,j

)
, (7)

где (ri,j , gi,j , bi,j)— пиксель изображения.
Результат сравнения энергий, заключающихся

в аппроксимации и детализации изображения при
глубине разложения не более 4, показал, что значи-
тельная доля сигнала заключена в аппроксимиру-
ющих коэффициентах, поэтому малые изменения,
вносимые в них, могут серьезно повлиять на ре-
зультат обработки. Вследствие этого было принято
решение о невнесении каких-либо изменений в ко-
эффициенты аппроксимации. Этот вывод вполне
согласуется с физическим смыслом: низкочастот-
ный вейвлет-фильтр выделяет главные особенности
сигнала, по сути, создавая сглаженный и умень-
шенный его вариант, изменять его — подвергаться
значительному риску потери информации о сигна-
ле. Коэффициенты детализации же как раз харак-
теризуют отличия аппроксимации от оригинала,
большие по величине вряд ли соответствуют шу-
му (в терминах постановки задачи), в то время как
малые (они и отвечают зашумлению) можно при-
равнять к 0, что как раз соответствует пороговой
обработке сигнала.

Дополнительное исследование вейвлет-коэф-
фициентов показало, что в качестве оценки σ мож-
но взять величину �σ, определяемую формулой (3)
для каждого набора коэффициентов детализации.

Описанный алгоритм вейвлет-обработки пока-
зал высокую точность восстановления цветности
теневых аэродинамических картин, что подтвер-
ждается проведенным сравнительным анализом

с теневыми картинами, обработанными дискрими-
нантным методом [11–14], для верификации кото-
рого использовалась система оптических клиньев.

3.4 Примеры обработки изображений
с использованием дискриминантного
и вейвлет-методов

В данном разделе в качестве примеров обработ-
ки изображений приводятся результаты обработки
картин обтекания цилиндра. Так как дискрими-
нантный метод оптимизирован (т. е. демонстри-
рует наивысшую точность результатов) для обра-
ботки зоны цветового спектра соответствующей
плотности потока перед исследуемым телом, то осо-
бый акцент будет сделан на сравнении получаемых
результатов именно в этой области изображения.

3.4.1 Исходные данные и сравнение результатов

обработки

Для данной публикации все приводимые ниже
рисунки конвертированы в формат «Градации се-
рого». Исходные цифровые цветные изображения
в формате RGB, взятые для анализа и в дальней-
шем обработанные обоими методами, приведены
в приложении [15].

На рис. 1, а четко заметно возмущение, возника-
ющее в поле плотности набегающего потока перед
телом. Уточнение значений плотности газа в дан-
ной области — основная цель создания дискрими-
нантного метода. На рис. 1, б данная особенность
не просматривается.

Поскольку особое значение имеет обработка
области перед телом, приведем также соответству-
ющим образом кадрированное изображение, полу-
ченное на основе первого (рис. 2).

Введем обозначения, которые будут использо-
ваться далее:

– r, g, b — значения соответствующих цветовых
компонент пикселя из диапазона 0 . . . 255;

– пара нижних индексов для цветовых компо-
нент — координаты пикселя в изображении от
верхнего левого угла;

– изображение имеет размер N × N пикселей
(N = 512);

– верхний индекс discr свидетельствует о принад-
лежности значения к результатам обработки
дискриминантным методом, wave — вейвлет-
алгоритмом;

– под элементом изображения понимается неко-
торая цветовая компонента пикселя.
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Рис. 1 Изображения 1 (а) и 2 (б) до обработки

Рис. 2 Кадрированное изображение 1 до обработки

За критерий сравнения работы дискриминант-
ного метода и вейвлет-обработки выберем число
элементов изображения, различающихся не более
чем на 2 единицы, и обозначим его через δ. Тогда

δ =
∑

i,j=1,...,N

(
I
{∣∣rdiscri,j − rwavei,j

∣∣ 6 2
}
+

+ I
{∣∣gdiscri,j − gwavei,j

∣∣ 6 2
}
+

+ I
{∣∣bdiscri,j − bwavei,j

∣∣ 6 2
})
.

3.4.2 Результаты обработки вейвлет-методом

Результаты обработки исходных теневых картин
вейвлет-методом представлены на рис. 3 и 4.

Расчет значения критерия δ показал, что око-
ло 80% элементов изображений обрабатываются
одинаково обоими рассматриваемыми методами.

Значения нормированных оценок среднеквад-
ратичной погрешности для изображения 1 рав-
ны 24,7, 30,1 и 41,6 для цветовых компонент r,
g и b соответственно. Эти же значения для изобра-
жения 2 равны 23,9, 29,7 и 40,9. На основе теоре-
мы 2 можно сделать вывод, что значения нормиро-
ванных оценок среднеквадратичной погрешности,
которые вычисляются с использованием только
известных эмпирических вейвлет-коэффициентов,
с вероятностью 0,95 отличаются от истинных сред-
неквадратичных погрешностей не более чем на 1,1,
1,34 и 1,99 для изображения 1 и не более чем на 1,05,
1,32 и 1,9 для изображения 2.

Таким образом, вейвлет-метод, несмотря на
кардинально другой подход к способу оценива-
ния зашумления, дает результаты, схожие с те-
ми, что получаются при обработке изображений
дискриминантным методом. Наличие параметри-
зации вейвлет-алгоритма позволяет применять его
к изображениям с различной степенью и харак-
тером зашумления. Например, в случае увели-
чения разрешения входного сигнала необходимо
будет изменить глубину разложения, чтобы вели-
чина деталей, среди которых алгоритм отсеивает
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Рис. 3 Изображения 1 (а) и 2 (б) после вейвлет-обработки с глубиной декомпозиции 3 и мягким порогом

Рис. 4 Изображение 1 после вейвлет-обработки с глуби-
ной декомпозиции 3 и мягким порогом и последующего
кадрирования

шумовые, соответствующим образом перемасшта-
бировалась. Выбранный в качестве оптимально-
го для тестовой группы изображений вейвлет из
обратного биортогонального семейства безусловно
не является гарантированно лучшим для обработки

всех теневых картин, он показывал наилучшие ре-
зультаты в рамках имевшегося набора изображений.
Вместе с тем значения параметров гладкости ис-
ходного и итогового сигнала вполне соответствуют
ожидаемым значениям с точки зрения физического
смысла цветной теневой картины и характеристик
тестовых изображений: вследствие зашумленности
исходный сигнал должен обладать минимальной
гладкостью, в то время как генерируемый — значи-
тельно большей.

4 Выводы

В ходе решения данной задачи был разработан
алгоритм, основанный на средствах, предлагаемых
вейвлет-анализом. Для верификации результатов
было проведено сравнение с дискриминантным ме-
тодом обработки аэродинамических картин.

В ходе тестирования была показана возмож-
ность настройки вейвлет-алгоритма для обработки
имевшейся группы цветных теневых картин с до-
статочной точностью относительно результатов об-
работки дискриминантным методом.

Был проведен расчет нормированной оценки
среднеквадратичной погрешности по эксперимен-
тальным данным для каждого цветового канала.
Полученные эмпирические значения погрешности
хорошо согласуются с теоретическими значениями,
рассчитанными на основе свойств ее предельного
распределения.
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Abstract: This paper is devoted to a new method of aerodynamic flow pattern processing based on the wavelet
analysis. Wavelet thresholding techniques are widely used in signal and image processing. These methods are easily
implemented through fast algorithms; so, they are very appealing in practical situations. Besides, they adapt to
function classes with different amounts of smoothness in different locations more effectively than the usual linear
methods. Wavelet thresholding risk analysis is an important practical task, because it allows determining the quality
of the techniques themselves and the equipment which is being used. Comparative analysis using the discriminant
method was carried out to verify the new method. The empirical estimated error of processing is consistent with
theoretical results for this estimate.
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Аннотация: Рассматриваются методы аналитического моделирования (МАМ) нормальных (гауссовских)
процессов в гауссовских и негауссовских стохастических системах (СтС) со сложными бесселевыми
нелинейностями (БН) дробного порядка (БНДП) (сферическими, модифицированными сферическими
и описываемыми функциями Эйри). Приведены необходимые сведения из теории бесселевых функций
дробного порядка. Даны формулы для коэффициентов статистической линеаризации БНДП. Особое
внимание уделено алгоритмам вычисления этих коэффициентов, основанным на степенных разложени-
ях. Приведены алгоритмы МАМ нормальных процессов в СтС с БНДП на основе метода нормальной
аппроксимации (МНА) и метода статистической линеаризации (МСЛ). Разработаны методы вычисле-
ния типовых интегралов для БНДП. Рассмотрен ряд тестовых примеров. Сделаны основные выводы
и некоторые обобщения.
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1 Введение

В [1] рассматриваются МАМ процессов в дина-
мических системах со сложными цилиндрическими
БН целого порядка при гармонических и стохасти-
ческих, узкополосных и широкополосных возму-
щениях. Даны необходимые сведения из теории
бесселевых функций и сложных БН (СБН). При-
ведено методическое и алгоритмическое обеспе-
чение МАМ на основе МСЛ и МНА для стоха-
стических широкополосных процессов типа белого
шума. Рассмотрены особенности МАМ для гар-
монических и узкополосных стохастических про-
цессов. В приложении приведены формулы для
коэффициентов МСЛ для типовых бесселевых не-
линейностей целого порядка. В качестве тесто-
вых примеров рассмотрены задачи МАМ процессов
в одномерных системах с аддитивными и мульти-
пликативными белыми шумами. Особое внима-
ние уделено процессам в бесселевом осцилляторе
в условиях различных возмущений. Заключение со-
держит основные выводы и некоторые обобщения.

Рассмотрены особенности МАМ нормальных
процессов на основе МНА (МСЛ) в гауссовских

и негауссовских СтС со сложными БНДП. В разд. 2,
3 и приложениях П1 и П2 даны необходимые сведе-
ния из теории действительных бесселевых функций
и сложных БНДП. Разделы 2–7 посвящены сте-
пенным алгоритмам вычисления интегралов МНА
(МСЛ). В разд. 8 приведены алгоритмы МАМ нор-
мальных процессов в СтС с БНДП, а в приложе-
нии П3 — тестовые примеры. Заключение содержит
основные выводы и некоторые обобщения.

2 Функции Бесселя дробного
порядка

Как известно [2–4], наиболее распространен-
ными функциями Бесселя (ФБ) дробного порядка
являются сферические и модифицированные сфе-
рические ФБ, а также функции Эйри.

Сферические ФБ являются частными решения-
ми обыкновенного линейного дифференциального
уравнения второго порядка следующего вида:

z2
d2w

dz2
+ 2z

dw

dz
+
[
z2 − ν(ν + 1)

]
w = 0 . (1)

∗Работа выполнена при поддержке ОНИТ РАН (проект 0063-2015-0017 III.3).
1Институт проблем информатики Федерального исследовательского центра «Информатика и управление» Российской академии

наук, sinitsin@dol.ru
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Сферические ФБ первого и второго рода являют-
ся действительными функциями и определяются
следующими формулами:

jn(z) =

√
π

2z
Jn+1/2(z) ;

yn(z) =

√
π

2z
Yn+1/2(z) .

Здесь введены следующие обозначения (см. при-
ложение П1): Jν(z) — ФБ первого рода; Yν(z) —
ФБ второго рода (называемые также функциями
Вебера или Неймана, причем Yν(z) ≡ Nν(z)).

Модифицированные сферические ФБ первого
и второго рода удовлетворяют уравнению (1) при
замене z на iz:

z2
d2w

dz2
+ 2z

dw

dz
−
[
z2 + ν(ν + 1)

]
w = 0

и при ν = ±(n ± 1/2) определяются следующими
формулами:

in(z) =

√
π

2z
In+1/2(z) ;

“in(z) +

√
π

2z
I−n−1/2(z) .

Здесь In(z)— модифицированная цилиндрическая
ФБ (см. приложение П1).

Функции Эйри Ai (z) и Bi (z) удовлетворяют
дифференциальному уравнению вида

d2w

dz2
− zw = 0

и определяются следующими формулами:

Ai (z) = c1f(z)− c2g(z) ;

Bi (z) =
√
3 [c1f(z) + c2g(z)] .

}
(2)

Здесь

f(z) =

∞∑

l=0

3l
(
1

3

)

l

z3l

(3l)!
;

g(z) =

∞∑

l=0

3l
(
2

3

)

l

z3l+1

(3l + 1)!
,

где

c1 = Ai (0) =
Bi (0)

3
=
3−2/3

•(2/3)
≈ 0,35502 ;

c2 = −Ai ′(0) = Bi
′(0)√
3
=
3−1/3

•(1/3)
≈ 0,25881 ;

(
a+
1

3

)

0

= 1 ;

3l
(
a+
1

3

)

l

= (3a+ 1)(3a+ 4) · · · (3a+ 3l− 2) .

В приложении П2 приведены необходимые
свойства и степенные представления ФБ дробно-
го порядка.

3 Сложные бесселевы
нелинейности

Рассмотрим скалярное безынерционное нели-
нейное детерминированное преобразование вида

Z = ϕ(Y ) . (3)

Здесь подϕпонимается ФБ. Нелинейности, описы-
ваемые (3), следуя [1], будем называть бесселевыми
нелинейностями.

Примерами СБН [1], получаемых посредством
сумм типовых БН, могут служить следующие:

ϕCâH(Y, t) =

n∑

r=1

lrtϕ
âH
r (Y ) ;

ϕCâH(Y, t) =
n∑

r=1

lrtϕ
âH
r (Y )ϕ

AH
r (Y ) ,

а также дробно-рациональные представления:

ϕCâH(Y, t) =

∑n′

r=1
l′rtϕ

′âH
r (Y )

∑n′′

r=1
l′′rtϕ

′′âH
r (Y )

;

ϕCâH(Y, t) =

∑n′

r=1
l′rtϕ

′âH
r (Y )ϕ

′AH
r (Y )

∑n′′

r=1
l′′rtϕ

′′âH
r (Y )ϕ

′′AH
r (Y )

,

где ϕâHr (Y ), ϕ
′âH
r (Y ) и ϕ′′âH

r (Y ) — типовые бес-
селевы функции; lrt, l′rt и l′′rt — коэффициен-
ты, зависящие от времени t; ϕAHr (Y ), ϕ′AH

r (Y )

и ϕ′′AH
r (Y ) — алгебраические нелинейности (мно-

гочлены, степенные, иррациональные, дробно-ра-
циональные и другие функции).

Другими примерами СБН являются нелинейно-
сти, получаемые путем соответствующего преобра-
зования аргумента:
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ϕCâH(Y, t) = ϕAH
(
ψâH(Y, t), t

)
;

ϕCâH(Y, t) = ϕâH
(
ψAH(Y, t), t

)
,

где ϕAH, ψAH, ϕâH(Y, t) и ψâH(Y, t) — типовые
алгебраические и бесселевы трансцендентные не-
линейности.

В качестве примеров скалярных СБН вектор-
ного аргумента Y = [Y1, · · ·Yp]

T рассмотрим следу-
ющие:

ϕCâH(Y, t) =

n∑

r=1

H∏

h=1

lrh,tϕ
âH
rh (Yh) ;

ϕCâH(Y, t) =

n′∑

r=1

H′∏

h=1

l′rh,tϕ
′âH
rh (Yh)

n′′∑

r=1

H′′∏

h=1

l′′rh,tϕ
′′âH

rh (Yh)

.

В случае векторных и матричных СБН приведен-
ные формулы имеют место для соответствующих
компонент.

4 Статистическая линеаризация
бесселевых нелинейностей
дробного порядка

Рассмотрим статистическую линеаризацию по
Казакову [5–7] бесселевой нелинейности (3) (ин-
декс «СБН» для краткости опускается) при несим-
метричном (my 6= 0) гауссовском стохастическом
входном сигнале Yt:

Yt = Y (t) = my + Y
0
t ,

где my — математическое ожидание, а Dy — дис-
персия, Y 0t = Y 0(t) = Y (t) − my. В соответствии
с МСЛ зависимость аппроксимируется следующим
выражением:

Zt = ϕ0 (my, Dy) + k1 (my, Dy)Y
0
t .

Здесь ϕ0 и k1 — коэффициенты статистической ли-
неаризации, зависящие отmy иDy и определяемые
по формулам:

ϕ0 = ϕ0(my, Dy) =

=
1√
2πDy

∞∫

−∞

ϕ(η)e−(η−my)
2/(2Dy) dη ;

k1 = k1(my , Dy) =

=
1√
2πDy

∞∫

−∞

(η −my)ϕ(η)e
−(η−my)

2/(2Dy) dη =

=
∂ϕ0(my, Dy)

∂my
.

Для нечетных функций ϕ имеем:

ϕ0(my, Dy) = k0(my, Dy)my ;

k0(my, Dy) =
1

my

√
2πDy

∞∫

−∞

ϕ(η)e−(η−my)
2/(2Dy) dη .

В зависимости от аналитической формы пред-
ставления СБН различают следующие методы вы-
числения коэффициентов статистической линеа-
ризации [4]:

– выражения через элементарные функции;

– представления по формулам Рэлея;

– степенные разложения;

– многочленные приближения;

– дробно-рациональные приближения;

– разложения в цепные дроби;

– асимптотические формулы и приближения;

– рекуррентные соотношения.

В статье ограничимся разработкой алгоритмов
расчетов, основанных на степенных разложениях.

5 Коэффициенты статистической
линеаризации сферических
бесселевых
нелинейностей jn(z)
и модифицированных
сферических
нелинейностей in(z)

первого рода

Используя степенные представления функций
in(z) и in(z) [2–4]

jn(z) =

∞∑

k=0

(−1)kz2k+n

(2k)!!(2k + 2n+ 1)!!
;

in(z) =
∞∑

k=0

z2k+n

(2k)!!(2k + 2n+ 1)!!
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и табличные интегралы

∞∫

0

t2m+1e−ct2/2 dt =
m!

2mcm+1
;

∞∫

0

t2me−ct2/2 dt =
(2m− 1)!!
2cm

√
2π

c
,

придем к следующим степенным алгоритмам вы-
числения коэффициентов статистической линеа-
ризации ϕjn

0 , k
jn

1 и ϕin

0 , k
in

1 :

ϕjn

0 (my, Dy) =

=

∞∑

k=0

(−1)k
(2k)!!(2k + 2n+ 1)!!

ϕz2k+n

0 (my, Dy) ; (4)

ϕin

0 (my, Dy) =

=

∞∑

k=0

1

(2k)!!(2k + 2n+ 1)!!
ϕz2k+n

0 (my, Dy) ; (5)

kjn

1 (my, Dy) = ϕ
zjn

0 (my, Dy)−
−myϕ

jn

0 (my, Dy) (my 6= 0) ;
kjn

1 (0, Dy) = ϕ
zjn

0 (0, Dy) (my = 0) ;





(6)

kin

1 (my, Dy) = ϕ
zin

0 (my, Dy)−
−myϕ

in

0 (my, Dy) (my 6= 0) ;
kin

1 (0, Dy) = ϕ
zin

0 (0, Dy) (my = 0) .





(7)

Здесь введены обозначения:

ϕzh

0 (my, Dy) =
exp(−m2y/(2Dy))√

2πDy

×

×
∞∑

l=0

[
1 + (−1)h+l

]

l!
Ah+l (Dy)

(
my

Dy

)l

(h = 1, 2, . . .) ; (8)

A2h (Dy) =
(2h− 1)!!
2

Dh
y

√
2πDy ;

A2h+1(Dy) =
h!

2h
Dh+1

y (h = 1, 2, . . .) .





(9)

Таким образом, при my
>
<
0, Dy > 0 в осно-

ве степенного алгоритма вычисления коэффициен-

тов статистической линеаризации сферической БН

jn(z) лежат формулы (4) и (6) при условиях (8) и (9)
(теорема 1).

В основе теоремы 2 для модифицированных сфери-

ческих нелинейностей in(z) лежат формулы (5) и (7)

при условиях (8) и (9) и my
>
<
0, Dy > 0.

6 Коэффициенты статистической
линеаризации сферических
бесселевых
нелинейностей yn(z)
и модифицированных
сферических
нелинейностей“in(z)

второго рода

Используя степенные представления функций
yn(z) [2–4]:

yn(z) = −
n∑

k=0

(2n− 2k − 1)!!
(2k)!!

z2k+n −

−
∞∑

k=n

(−1)k
((2k)!!(2k − 2n+ 1)!!)z2k+n

,

получим следующий алгоритм вычисления
коэффициентов статистической линеаризации
ϕyn

0 (my, Dy) и kyn(my, Dy):

ϕyn

0 (my, Dy) =

= −
∞∑

k=0

(2n− 2k − 1)!!
(2k)!!

ϕz2k+n

0 (my, Dy)−

−
∞∑

k=n

(−1)k
(2k)!!(2k − 2n+ 1)!! ϕ

z2k+n

0 (my, Dy) ; (10)

kyn

1 (my, Dy) = ϕ
zyn

0 (my, Dy)−

−myϕ
yn

0 (my, Dy) =
∂ϕyn

0

∂my
(my, Dy)

(my 6= 0) ;
kyn

1 (0, Dy) = ϕ
zyn

0 (my, Dy) (my = 0) .





(11)

Здесь ϕzh

0 (my, Dy) определены (8) и (9).
Аналогично имеем для “in(z):

“in(z) =

n−1∑

k=0

(−1)n+k(2n− 2k − 1)!!
(2k)!!

z2k−n−1 +

+

∞∑

k=n

(2k + 1− 2n)!!
(2k)!!

z2k−n−1 ;

ϕ
“in

0 (my, Dy) =

=

n−1∑

k=0

(−1)n+k(2n− 2k)− 1!!
(2k)!!

ϕz2k−n−1

0 (my, Dy) +

+
∞∑

k=n

(2k + 1− 2n)!!
(2k)!!

ϕz2k−n−1

0 (my, Dy) ; (12)
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k
“in

1 (my, Dy) = ϕ
z“in

0 (my, Dy)−

−myϕ
“in

0 (my, Dy) (my 6= 0) ;

k
“in (0, Dy) = ϕ

z“in (0, Dy) (my = 0) .





(13)

Здесь ϕzh

0 (my, Dy) определены (8) и (9).

В основе теоремы 3 для алгоритма расчета ко-

эффициентов статистической линеаризации сфери-

ческой БН yn(z) лежат формулы (10) и (11) при

условиях (8) и (9) и my
>
<
0, Dy > 0.

Алгоритм расчета коэффициентов статистиче-

ской линеаризации модифицированной сферической

БН “in(z) определяется формулами (12) и (13) при

условиях (8) и (9) и my
>
<
0, Dy > 0 (теорема 4).

7 Коэффициенты статистической
линеаризации нелинейностей
Эйри

Применяя степенные разложения функций f(z)
и g(z) в (2), получим следующие алгоритмы вычис-
ления коэффициентов статистической линеариза-
ции:

ϕAi0 (my, Dy) = c1ϕ
f
0 (my, Dy)−

− c2ϕ
g
0 (my, Dy) ; (14)

ϕBi0 (my, Dy) =

=
√
3
[
c1ϕ

f
0 (my, Dy) + c2ϕ

g
0 (my, Dy)

]
; (15)

kAi1 (my, Dy) = ϕ
zAi
0 (my, Dy)−

−myϕ
Ai
0 (my, Dy) =

∂ϕAi0
∂my

(my, Dy)

(my 6= 0) ;
kAi1 (0, Dy) = k

zAi
1 (0, Dy) ;





(16)

kBi1 (my, Dy) = ϕ
zBi
0 (my, Dy)−

−myϕ
Bi
0 (my , Dy) =

∂ϕBi0
∂my

(my, Dy)

(my 6= 0) ;
kBi1 (0, Dy) = k

zBi
1 (0, Dy) .





(17)

Здесь

ϕf
0 (my, Dy) =

∞∑

l=0

3l
(
1

3

)

l

ϕ3l0 (my , Dy)

(3l)!
;

ϕg
0 (my, Dy) =

∞∑

l=0

3l
(
2

3

)

l

ϕ3l+10 (my, Dy)

(3l + 1)!
.





(18)

Таким образом, в основе алгоритма расчета ко-

эффициентов статистической линеаризации функ-

ции Ai (z) лежат формулы (14), (16) и (18) при усло-

виях (8) и (9) и my
>
<
0,Dy > 0 (теорема 5).

Алгоритм расчета функции Bi (z) определяется

формулами (15) и (17) при условиях (8) и (9) и my
>
<
0,

Dy > 0 (теорема 6).

8 Аналитическое моделирование
нормальных процессов
в стохастических системах
со сложными бесселевыми
нелинейностями дробного
порядка

Как известно [1, 5, 6], уравнения конечномер-
ных непрерывных нелинейных систем со стохасти-
ческими возмущениями путем расширения вектора
состояния СтС могут быть записаны в виде следу-
ющего векторного стохастического дифференци-
ального уравнения Ито:

dYt = a (Yt, t) dt+ b (Yt, t) dW0 +

+

∫

R0

c (Yt, t, v)P
0(dt, dv) , Y (t0) = Y0 . (19)

Здесь Yt — (p × 1)-мерный вектор состояния, Yt ∈
∈ –y (–y — многообразие состояний); a = a(Yt, t)
и b = b(Yt, t)— известные (p× 1)-мерная и (p×m)-
мерная функции Yt и t; W0 = W0(t)— (r × 1)-мер-
ный винеровский стохастический процесс (СтП)
интенсивности ν0 = ν0(t); c(Yt, t, v) — (p× 1)-мер-
ная функция Yt, t и вспомогательного (q × 1)-мер-
ного параметра v;

∫
–

dP 0(t, A) — центрированная

пуассоновская мера, определяемая

∫

–

dP 0(t, A) =

∫

–

dP (t, A) =

∫

–

νP (t, A) dt .

При этом принято:
∫
–

— число скачков пуассо-

новского СтП в интервале времени – = (t1, t2];
νP (t, A) — интенсивность пуассоновского СтП
P (t, A);A— некоторое борелевское множество про-
странстваRq

0 с выколотым началом. Начальное зна-
чение Y0 представляет собой случайную величину,
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не зависящую от приращенийW0(t)иP (t, A)на ин-
тервалах времени, следующих за t0, t0 ≤ t1 ≤ t2, для
любого множества A. Элементы векторно-матрич-
ных функций a(Yt, t), b(Yt, t) и c(Yt, t, v) являются
СБН дробного порядка.

Для аддитивных гауссовских (нормальных)
и обобщенных пуассоновских возмущений урав-
нение (19) принимает вид [1, 5, 6]:

‘Y = a (Yt, t) + b0(t)V ; V = ‘W ; Y (t0) = Y0 . (20)

Здесь W — СтП с независимыми приращениями,
представляющий собой смесь нормального и обоб-
щенного пуассоновского СтП.

Если предположить существование конечных
вероятностных моментов второго порядка для мо-
ментов времени t1 и t2, то уравнения МНА примут
следующий вид [1, 5, 6]:

– для характеристических функций:

gN
1 (λ; t) = exp

[
iλTmt −

1

2
λTKtλ

]
;

gN
t1,t2 (λ1, λ2; t1, t2) =

= exp

[
i�λT �m2 −

1

2
�λT �K2λ

]
,





(21)

где

�λ =
[
λT1 λ

T
2

]T
; �m2 =

[
mTt1m

T
t2

]T
;

�K2 =

[
K(t1, t1) K(t1, t2)
K(t2, t1) K(t2, t2)

]
;

– для математических ожиданий mt, ковариаци-
онной матрицыKt и матрицы ковариационных
функций K(t1, t2):

‘mt = a1 (mt,Kt, t) , m0 = m (t0) ;

‘Kt = a2 (mt,Kt, t) , K0 = K (t0) ;

∂K(t1, t2)

∂t2
= K (t1, t2) a21 (mt2 ,Kt2 , t2)

T
,

K (t1, t1) = Kt1 .





(22)

Здесь приняты следующие обозначения:

mt = MN
–y
[Yt] ; Y

0
t = Yt −mt ;

Kt = MN
–y

[
Y 0t Y

0T
t

]
; K (t1, t2) = MN

–y

[
Y 0t1Y

0T
t2

]
;

a1 = a1 (mt,Kt, t) = MN
–y
[a (Yt, t)] ;

a2 = a2 (mt,Kt, t) =

= a21 (mt,Kt, t)+a21 (mt,Kt, t)
T+a22 (mt,Kt, t) ;

a21 = a21 (mt,Kt, t) = MN
–y

[
a (Yt, t)Y

0T
t

]
;

a22 = a22 (mt,Kt, t) = MN
–y
[�σ (Yt, t)] ;

σ (Yt, t) = b (Yt, t) ν0(t)b (Yt, t)
T
;

�σ (Yt, t) =

= σ (Yt, t) +

∫

Rq
0

c (Yt, t, v) c (Yt, t, v)
T
νP (t, dv) , (23)

где MN
–y

— символ вычисления математического
ожидания для нормальных распределений (21) на
гладком многообразии–y .

Для стационарных СтС нормальные стационар-
ные СтП — если они существуют, то mt = m∗,
Kt = K

∗, K(t1, t2) = k(τ) (τ = t1 − t2)— определя-
ются уравнениями [1, 5, 6]:

a1 (m
∗,K∗) = 0 ; a2 (m∗,K∗) = 0 ;

‘kτ (τ) = a21 (m
∗,K∗)K∗−1k(τ) ;

k(0) = K∗ (∀τ > 0) ;
k(τ) = k(−τ)T (∀τ < 0) .





(24)

При этом необходимо, чтобы матрица
a21(m

∗,K∗) = a∗21 была асимптотически устой-
чивой.

Уравнения МНА в случае СтС (20) переходят
в уравнения МСЛ [1, 5, 6]:

‘mt = a1 (mt,Kt, t) , m0 = m (t0) ;

‘Kt = k
a
1 (mt,Kt, t)Kt +Ktk

a
1 (mt,Kt, t)

T
+

+ σ0(t) , K0 = K (t0) ;

∂K(t1, t2)

∂t2
= K (t1, t2)Kt2k

a
1 (mt2 ,Kt2 , t2)

T ,

K (t1, t2) = Kt1 ,





(25)

где

a (Yt, t) = a0 (mt,Kt) + k
a
1 (mt,Kt)Y

0
t ;

ka
1 (mt,Kt, t) =

[(
∂

∂mt

)
a0 (mt,Kt, t)

T

]T
;

b (Yt, t) = b0(t) ; σ (Yt, t) = b0(t)ν(t)b0(t)
T = σ0(t) .

Для стационарных СтС (20) при условии асим-
птотической устойчивости матрицы ka

1 (m
∗,K∗)

в основе МСЛ лежат уравнения (24), записанные
в виде:

a0 (m
∗,K∗) = 0 ;

ka
1 (m

∗,K∗)K∗ +K∗ka
1 (m

∗,K∗)T + �σ0 = 0 ;

‘kτ (τ) = k
a
1 (m

∗,K∗) k(τ) ;

k(0) = K∗ (∀τ > 0) ;
k(τ) = k(−τ)T (∀τ < 0) .





(26)
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Теорема 7. Если существуют интегралы (23), то

уравнения (21) и (22) лежат в основе нестационар-

ных алгоритмов МАМ для негауссовских СтС (19),
а уравнения (25) — для негауссовских СтС (20).

Теорема 8. Если СтС (19) и (20) стационарны и суще-

ствует стационарный нормальный процесс и матри-

ца a∗21 асимптотически устойчива, то уравнения (24)
и (26) лежат в основе стационарных алгоритмов

МАМ.

Для гауссовских СтС теоремы 7 и 8 упрощаются,
если принять c(Yt, t, v) ≡ 0 в (19) и V = V0, νV = vV0

в (20).

Для алгоритмизации МНА необходимо уметь
вычислять следующие интегралы:

Ia
0 = I

a
0 (mt,Kt, t) = a1 (mt,Kt, t) =

= MN
–y
[a (Yt, t)] ;

Ia
1 = I

a
1 (mt,Kt, t) = a21 (mt,Kt, t) =

= MN
–y

[
a (Yt, t)Y

0T
t

]
;

I�σ0 = I
�σ
0 (mt,Kt, t) = a22 (mt,Kt, t) =

= MN [�σ (Yt, t)] ,





(27)

а для МСЛ достаточно вычислить первый интеграл
в (27), причем интеграл Ia

1 вычисляется по форму-
ле [1, 5, 6]

ka
1 = k

a
1 (mt,Kt, t) =

[(
∂

∂mt

)
Ia
0 (mt,Kt, t)

T

]T
.

Важно иметь в виду, что уравнения МНА (МСЛ)
содержат интегралы Ia

0 , Ia
1 и Iσ

0 в виде соответствую-
щих коэффициентов. Поэтому процедура вычисле-
ния интегралов должна быть согласована с методом
численного решения обыкновенных дифференци-
альных уравнений для mt,Kt и K(t1, t2). Эти ко-
эффициенты допускают дифференцирование поmt

и Kt, так как под интегралом стоит сглаживающая
нормальная плотность.

В [8] изложены алгоритмы дискретного анали-
тического и статистического моделирования ти-
повых распределений (в том числе нормальных)
в нелинейных СтС на многообразиях. Алгоритмы
дискретного аналитического и статистического мо-
делирования для СтС с СБН, а также смешанные
алгоритмы различной степени точности относи-
тельно шага интегрирования также представлены
в [8].

В приложении П3 приведены тестовые при-
меры.

9 Заключение

На основе МНА (МСЛ) разработано методиче-
ское и алгоритмическое (степенное) обеспечение
аналитического моделирования нормальных про-
цессов в гауссовских и негауссовских СтС с БНДП
(сферическими, модифицированными сфериче-
скими и нелинейностеями Эйри).

Алгоритмы положены в основу разрабатываемо-
го инструментального программного обеспечения
для решения задач надежности и безопасности сис-
тем и средств информатики и управления.

Алгоритмы допускают обобщение на случай ап-
проксимации БНДП многочленными, дробно-ра-
циональными и другими представлениями.

Теоретический и практический интерес пред-
ставляют символьные алгоритмы.

Приложения

П1. Функции Бесселя первого
и второго рода [2–4]

Jν(z) =

∞∑

k=0

(−1)k
k!•(k + ν + 1)

(
z

2

)2k+ν

(ν 6= ±n) ;

Yν(z) =
1

sin νπ
[Jν(z) cos νπ − J−ν(z)] (ν 6= ±n) ;

Yn(z) =
2

π
Jn(z) ln

z

2
− 1
π

n−1∑

k=0

(n− k − 1)!
k!

(
z

2

)2k−n

−

− 1
π

∞∑

k=0

(−1)k
(n+ k)!k!

[ψ(n+ k + 1) + ψ(k + 1)]

(
z

2

)2k+n

,

где ψ(l) = •′(l)/•(l) = (d/dl) ln •(l);

J−n(z) = (−1)nJn(z) , Y−n(z) = (−1)nYn(z) ;

Iν(z) =

∞∑

k=0

1

k!•(k + ν + 1)

(
z

2

)2k+ν

;

Kν(z) =
π

2 sin νπ
[I−ν(z)− Iν(z)] (ν 6= ±n) ;

Kn(z) =

= (−1)n+1In(z) ln
z

2
+
1

2

n−1∑

k=0

(n− k − 1)!
k!

(
z

2

)2k−n

+

+
(−1)n
2

∞∑

k=0

ψ(k + n+ 1) + ψ(k + 1)

(n+ k)!k!

(
z

2

)n+2k

;
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J±n±(1/2)(z) =

= (∓)n
√
2

π
zn+(1/2)

(
1

z

d

dz

)n (
1

z

{
sin

z
cos z

})
=

=

√
2

πz








sin

(
z − nπ

2

)

cos

(
z +

nπ

2

)





[n/2]∑

k=0

(−1)k(n+ 2k)!
(2k)!(n− 2k)!(2z)2k

±

±





cos

(
z − nπ

2

)

sin

(
z +

nπ

2

)





×

×
[(n−1)/2]∑

k=0

(−1)k(n+ 2k + 1)!
(2k + 1)!(n− 2k − 1)!(2z)2k+1


 ;

J±(1/2)(z) =

√
2

πz

{
sin z
cos z

}
;

J±(3/2)(z) =

√
2

πz

[
±1
z

{
sin z
cos z

}
−
{
cos z
sin z

}]
;

J±(5/2)(z) =

√
2

πz

[(
3

z2
− 1
){
sin z
cos z

}
∓ 3
z

{
cos z
sin z

}]
;

Y±n±1/2(z) = ∓(−1)nJ∓n∓1/2(z) ;

Y±1/2(z) = ∓
√
2

πz

{
cos z
sin z

}
;

I−n(z) = In(z) ; In(z) = (−1)nIn(z) ;

I±n±1/2(z) = z
n

(
1

z

d

dz

)n [
1

z

(
sh z
ch z

)]
=

=
1√
2πz

[
ez

n∑

k=0

(−1)k(n+ k)!
k!(n− k)!(2z)k

±

+±(−1)n+1e−z
n∑

k=0

(n+ k)!

k!(n− k)!(2z)k

]
;

I±1/2(z) =

√
2

πz

{
sh z
ch z

}
;

I±3/2(z) =

√
2

πz

[{
ch z
sh z

}
∓ 1
z

{
sh z
ch z

}]
;

I±5/2(z) =

√
2

πz

[(
3

2z2
+ 1

){
sh z
ch z

}
− 3
z

{
ch z
sh z

}]
;

Kn+1/2(z) =

√
π

2z
e−z

n∑

k=0

(n+ k)!

k!(n− k)!(2z)k
;

K±1/2(z) =

√
π

2z
e−z ; K±3/2(z) =

π

2z

(
1 +
1

z

)
e−z .

П2. Некоторые свойства функции
Бесселя дробного порядка

Формула Рэлея:

jn(z) = z
n

(
−1
z

d

dz

)n
sinz

z
;

yn(z) = −zn

(
−1
z

d

dz

)n
cos2

z
;

in(z) = z
n

(
1

z

d

dz

)n
sh z

z
;

“in(z) = z
n

(
1

z

d

dz

)n
ch z

z
.

Производныеwn: jn, in, yn,“in:
(
1

z

d

dz

)m [
zn+1wn(z)

]
= zn−m+1wn−m(z) ;

(
1

z

d

dz

)m [
z−nwn(z)

]
= (±)mz−n−mwn+m(z)

(n = 0,±1,±2, . . . , m = 1, 2, . . .) .

Знак минус относится к jn и yn, а плюс и минус — к in.
Основные соотношения:

yn(z) = (−1)n+1j−n−1(z) (n = 0,±1,±2, . . .) ;

Ai (z) =
1

3

√
z
[
I−1/3(b)− I1/3(b)

]
=

=
1

π

√
z

3
K1/3(b)

(
b =
2

3
z3/2

)
;

Ai (−z) = 1
3

√
z
[
J1/3(b) + J−1/3(b)

]
;

Bi (z) =

√
z

3

[
J−1/3(b) + J1/3(b)

]
;

Bi (−z) =
√
z

3

[
J−1/3(b)− J1/3(b)

]
;

j0(z) =
sin z

z
; j1(z) =

sin z

z2
− cos z

z
;

j2(z) =

(
3

z3
− 1
z

)
sin z − 3

z2
cos z ;

y0(z) = −j−1(z) = − cos z
z
;

y1(z) = j−2(z) = − cos z
z2

− sin z
z
;

y2(z) = −j−3(z) =
(
− 3
z3
+
1

z

)
cos z − 3

z2
sin z ;

i0(z) =
sh z

z
; i1(z) = − sh z

z2
+
ch z

z
;

i2(z) =

(
3

z3
+
1

z

)
sh z − 3

z2
ch z ;

“i0(z) =
ch z

z
; “i1(z) =

sh z

z
− ch z

z
;

“i2(z) = − 3
z2
sh z +

(
3

z3
+
1

z

)
ch2 z .
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Рекуррентные соотношения wn(z) : jn(z), yn(z):

wn−1(z) +wn+1(z) =
2n+ 1

z
wn(z) ;

nwn−1(z)− (n+ 1)wn+1(z) = (2n+ 1)
d

dz
wn(z) ;

n+ 1

z
wn(z) +

d

dz
wn(z) = wn−1(z) ;

n

z
wn−1(z)−

d

dz
wn(z) = wn+1(z) ;

in−1(z)− in+1(z) =
(2n+ 1)

z
wn ;

nin−1(z) + (n+ 1)in+1(z) = (2n+ 1)
d

dz
in(z) ;

n+ 1

z
in(z) +

d

dz
in(z) = in−1(z) ;

−n
z
in(z) +

d

dz
in(z) = in+1(z) .

Точность вычислений может быть проверена как с по-
мощью тождеств

jn(z)yn−1(z)− jn−1(z)yn(z) = z
−2 ;

yn+1(z)yn−1(z)− jn−1(z)yn+1(z) = (2n+ 1)z
−2 ;

in(z)“in(z)− in−1(z)“in−1(z) = (−1)n+1z−2 ,

так и нахождением нулей [3–6].

П3. Тестовые примеры

П3.1. При my = 0 для сложных нелинейностей вида

ϕ(Y ) = J1/2(Y )1(Y ) = 1(Y )

√
2

π|Y | sinY ;

ϕ(Y ) = J−1/2(Y )1(Y ) = 1(Y )

√
2

π|Y | cosY ,

используя следующие известные табличные интегра-
лы [3–6]:

∞∫

0

xµ−1e−βx2 sin ax dx =

=
ae−a2/4β

2β(µ+1)/2
•

(
1 + µ

2

)
1F1

(
µ

2
;
3

2
;− a2

4β

)

(Reβ > 0 , Reµ > −1) ;

∞∫

0

xµ−1e−βx2 cos ax dx =
•(µ/2)

2βµ/2 1F1

(
µ

2
;
1

2
;− a2

4β

)

(Reβ > 0 , Reµ > 0) ,

при µ = 1/2 получаем точные выражения для ϕ0(0, Dy):

ϕ0(0, Dy) =
• (3/4)

(2Dy)
1/4

e−Dy/2
1F1

(
1

4
;
3

2
;−Dy

2

)
;

ϕ0(0,Dy) =
1

25/4D1/4y

1F1

(
1

4
;
3

2
;−Dy

2

)
.

Здесь 1F1 (a; b; ξ) — вырожденная гипергеометрическая
функция [3–6], допускающая представление:

1F1 (a; b; ξ) =

= 1 +
a

b

ξ

1!
+
a(a+ 1)

b(b+ 1)

ξ2

2!
+
a(a+ 1)(a+ 2)

b(b+ 1)(b+ 2)

ξ3

3!
+ · · ·

Приmy 6= 0 и для µ = 1/2, если принять во внимание
следующие табличные интегралы [3–6]:

∞∫

0

xµ−1e−γx−βx2 sin ax dx =

= − i

2(2β)µ/2
exp

(
γ2 − a2

8β

)
•(µ)×

×
{
exp

(
− iaγ
4β

)
D−µ

(
γ − ia√
2β

)
−

− exp
(
iaγ

4β

)
D−µ

(
γ + ia√
2β

)}

(i2 = −1 , Reµ > −1 , Reβ > 0, a > 0) ;
∞∫

0

xµ−1e−γx−βx2 cos ax dx =

=
1

2(2β)µ/2
exp

(
γ2 − a2

8β

)
•(µ)×

×
{
exp

(
− iaγ
4β

)
D−µ

(
γ2 − ia√
2β

)
+

+ exp

(
iaγ

4β

)
D−µ

(
γ2 + ia√
2β

)}

(Reµ > 0 , Reβ > 0 , a > 0) ,

имеем следующие точные выражения:

ϕ0 (my, Dy) = − i(2β)
1/4

23/2
exp

(
− m2y
2Dy

)
×

×
[
exp

(
− iγ

4β

)
D−1/2

(
γ − i√
2β

)
−

− exp
(
iγ

4β

)
D−1/2

(
γ + i√
2β

)]
;

ϕ0 (my, Dy) =
(2β)1/4

23/2
exp

(
− m2y
2Dy

)
×

×
[
exp

(
− iγ

4β

)
D−1/2

(
γ − i√
2β

)
+

+ exp

(
iγ

4β

)
D−1/2

(
γ + i√
2β

)]
.
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ЗдесьDµ(·)— функция параболического цилиндра [2–4];

γ = γ (my,Dy) = −my

Dy
; β = β (Dy) =

1

2Dy
.

П3.2. Для одномерной бесселевой системы с аддитивным
белым шумом

‘Yt = α+ βwn (cYt) + γV

(α, β, γ и c — постоянные; V — гауссовский белый шум
интенсивности ν, wn: jn, in, yn,“in,Ai ,Bi ) алгоритмы
МАМ на основе МСЛ (теоремы 7 и 8) имеют следующий
вид:

‘my = α+ βϕ
wn
0 (my ,Dy) ;

‘Dy = 2βk
wn
1 (my,Dy) + σ (σ = γ2ν) ;

}
(28)

α∗ + β∗ϕ∗wn
0 (m∗,D∗) = 0 ;

2β∗k∗wn
1 (m∗,D∗)D∗ + σ∗ = 0 (β > 0) .

}
(29)

Коэффициенты ϕwn
0 и ϕ∗wn

0 в (28) и (29) определяются
согласно алгоритмам теорем 1–6.

П3.3. Для одномерной бесселевой системы с мульти-
пликативным гауссовским белым шумом

‘Yt = α+ βYt + γwn (cYt)V

алгоритм МАМ согласно МНА определяется следующи-
ми уравнениями:

‘my = α+ βmy ; ‘Dy = 2βDy + σ (my, Dy) ;

α∗ + β∗m∗ = 0 ; 2β∗D∗ + σ (m∗, D∗) = 0 (β < 0) .

Здесь

σ (my ,Dy) =

=
γ2ν√
2πDy

∞∫

−∞

w2n(cη)e
−(η−my)

2/(2Dy)dη . (30)

Интеграл (30) вычисляют на основе теорем 1–6, если
принять во внимание известную формулу для квадрата
степенного ряда [3]:

(
∞∑

h=0

ahz
h

)2
=

∞∑

h=0

bhz
h ,

b0 = a0 , bh =
1

ha0

h∑

ρ=1

(3ρ− h)aρbh−ρ .
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Abstract: Methods of analytical modeling for normal (Gaussian) processes in Gaussian and non-Gaussian
stochastic systems with complex fractional order Bessel nonlinearities (spherical, modificated spherical, and Airy)
are developed. Necessary information about Bessel fractional order functions is given. Coefficients of statistical
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Analytical modeling of processes in stochastic systems with complex fractional order bessel nonlinearities

linearization for typical fractional order Bessel nonlinearities are presented. Special attention is paid to the series
algorithms. Analytical modeling algorithms have been developed for nonstationary and stationary normal processes.
Test examples are presented. Main conclusions and generalizations are mentioned.
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АСИМПТОТИЧЕСКИЕ РАЗЛОЖЕНИЯ СРЕДНЕЙ АБСОЛЮТНОЙ

ОШИБКИ НЕСМЕЩЕННОЙ ОЦЕНКИ С РАВНОМЕРНО

МИНИМАЛЬНОЙ ДИСПЕРСИЕЙ И ОЦЕНКИ МАКСИМАЛЬНОГО

ПРАВДОПОДОБИЯ В МОДЕЛИ ОДНОПАРАМЕТРИЧЕСКОГО

ЭКСПОНЕНЦИАЛЬНОГО СЕМЕЙСТВА РЕШЕТЧАТЫХ

РАСПРЕДЕЛЕНИЙ∗

В. В. Чичагов1

Аннотация: Рассмотрена модель повторной выборки фиксированного объема n из решетчатого распре-
деления, принадлежащего естественному однопараметрическому экспоненциальному семейству. При
неограниченном возрастании n найдены асимптотические разложения средних абсолютных ошибок
несмещенной оценки с равномерно минимальной дисперсией (НОРМД) и оценки максимального прав-
доподобия (ОМП) заданной параметрической функции G[a]. Отдельно исследован случай, когда G′[a] =
= 0, но G′′[a] 6= 0. В случае распределения Пуассона для двух параметрических функций проведена
оценка относительной погрешности вычисления разности средних абсолютных ошибок НОРМД и ОМП
с помощью полученных асимптотических разложений. Установлено, что асимптотические результаты
при достаточно большом объеме выборки позволяют сравнивать НОРМД и ОМП с помощью такого
показателя качества оценок, как средняя абсолютная ошибка.

Ключевые слова: экспоненциальное семейство; решетчатое распределение; несмещенная оценка; оценка
максимального правдоподобия; асимптотическое разложение

DOI: 10.14357/19922264160309

1 Введение

Несмещенные оценки с равномерно минималь-
ной дисперсией и оценки максимального правдо-
подобия играют существенную роль в современных
статистических исследованиях. Выбор лучшей из
них можно сделать, используя одну из мер близо-
сти статистической оценки к истинному значению
оцениваемой функции. В данной работе в качестве
такой меры близости используется средняя абсо-
лютная ошибка статистической оценки.
Определение. Средней абсолютной ошибкой ста-
тистической оценки T [X] при оценивании значе-
ния параметрической функцииG[a] будем называть
функционал

MAE [T [X], G[a]] = E |T [X]−G[a]| , (1)

где X = (X1, X2, . . . , Xn) — выборка, по которой
строится оценка T [X].

Этот показатель качества статистической оцен-
ки является более естественной мерой ее точности,
но в меньшей степени поддается математическому
анализу по сравнению с такой распространенной
мерой точности, как среднеквадратическая ошибка
статистической оценки. Получить явные форму-

лы для вычисления функционала (1) удается лишь
в редких случаях.

Целью данной работы является получение асим-
птотических разложений для НОРМД и ОМП,
справедливых при большом объеме выборки n
в случае однопараметрического экспоненциаль-
ного семейства решетчатых распределений. Слу-
чай однопараметрического экспоненциального се-
мейства абсолютно непрерывных распределений
изучен в [1]. Задача получения асимптотиче-
ских разложений среднеквадратических ошибок
НОРМД и ОМП при большом объеме выборки n
в случае однопараметрического экспоненциально-
го семейства распределений была рассмотрена в ра-
боте [2]. Более общие результаты, чем в [2], для
НОРМД представлены в [3].

2 Описание модели наблюдений,
основные предположения
и обозначения

ИмеетсяX = (X1, X2, . . . , Xn)— повторная вы-
борка, элементы которой являются независимыми
случайными величинами, имеющими то же самое

∗Работа выполнена при финансовой поддержке Министерства образования и науки РФ (проект 2096).
1Пермский государственный национальный исследовательский университет, chichagov@psu.ru
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распределение, что и наблюдаемая случайная вели-
чина ξ.

Распределение случайной величины ξ принад-
лежит экспоненциальному семейству решетчатых
распределений, определяемых набором вероятно-
стей

P(ξ = x) = exp {�1[a]T [x]− κ[�1[a]] + d[x]} ,
x ∈ Xξ ⊂ Z , (2)

с параметром a = ET [ξ] ∈ A. Здесь d[x], T [x]
и �1[a] — заданные известные функции; κ[θ] —
кумулянтное преобразование распределения.

Будем предполагать, что распределение (2)
удовлетворяет следующим условиям регулярности.

(A1).Носитель распределения Xξ содержится вZ,
но ни в какой подрешетке Z и не зависит от
параметра a.

(A2). Пусть —̃ — множество значений θ, удовле-
творяющих соотношению

∑

x∈XG

exp {θT [x] + d[x]} <∞ .

Параметрическое множество A =

= Int
{
a = κ′[θ] : θ ∈ —̃

}
не пусто.

(A3). �1[a] — бесконечное число раз дифферен-
цируемая функция, причем�′

1[a] > 0при a ∈ A.

Далее в работе будем придерживаться следу-
ющих обозначений:

G[a]— заданная параметрическая функция,a ∈ A;

Sn =
n∑

i=1

T (Xi) — минимальная достаточная ста-

тистика распределения (2);

Ĝ[a|Sn]— НОРМД функции G[a];

G̃[a|Sn]— ОМП функции G[a];

ϕ[x] = (1/
√
2π) exp

[
−x2/2

]
— плотность стан-

дартного нормального распределения;

�[x] =
x∫

−∞
ϕ[t] dt;

U (k)[a] = dkU [a]/dak — производная k-го порядка
от функции U [a];

U [a]j = (U [a])j — j-я степень функции U [a];

⌊x⌋ — дробная часть x;

ℓ0[x] = 1, ℓ1[x] = ⌊x⌋ − 1/2, ℓ2[x] =
= (1/2)

(
⌊x⌋2 − ⌊x⌋+ 1/6

)
, 0 ≤ x < 1, — функ-

ции, используемые в формуле суммирования
Эйлера–Маклорена;

I(D)— индикатор событияD.

3 Основной результат
и его доказательство

Теорема. Пусть выполнены условия (A1)–(A3),
а последовательности среднеквадратических ошибок{
VĜ[a|Sn]

}
и

{
E
(
G̃[a|Sn]−G[a]

)2}
равномерно

ограничены начиная с некоторого n ≥ n0. Тогда

при n→ ∞ и G′[a] 6= 0 справедливы разложения:

E

∣∣∣Ĝ[a|Sn]−G[a]
∣∣∣ =

=
2ϕ[0] |G′[a]|√

n�′
1[a]

{
1− �

′
1[a]

n
ℓ2[na+ ǫ] +

+
1

n�′
1[a]

(
G′′[a]2

8G′[a]2
+
G′′[a]�′′

1 [a]

4G′[a]�′
1[a]

− �′′
1 [a]

2

12�′
1[a]

2 −

− G(3)[a]

6G′[a]
+
�
(3)
1 [a]

24�′
1[a]

)}
+ o

(
1

n3/2

)
, (3)

где

ǫ =
G′′[a]

2G′[a] �′
1[a]
;

E

∣∣∣G̃[a|Sn]−G[a]
∣∣∣ =

=
2ϕ[0] |G′[a]|√

n�′
1[a]

{
1− �

′
1[a]

n
ℓ2[na] +

+
1

n�′
1[a]

(
− G′′[a]�′′

1 [a]

6G′[a]�′
1[a]

− �′′
1 [a]

2

12�′
1[a]

2 +
G(3)[a]

3G′[a]
+

+
�
(3)
1 [a]

24�′
1[a]

)}
+ o

(
1

n3/2

)
. (4)

ЕслиG′[a] = 0, G′′[a] 6= 0, то при n→ ∞

E

∣∣∣Ĝ[a|Sn]−G[a]
∣∣∣ =

√
2

πe

|G′′[a]|
n�′
1[a]
+ o

(
1

n

)
; (5)

E

∣∣∣G̃[a|Sn]−G[a]
∣∣∣ = |G′′[a]|
2n�′

1[a]
+ o

(
1

n

)
. (6)

Примечание 1. Если из разложений (3) и (4) ис-
ключить слагаемые, содержащие в качестве одно-
го из множителей функцию ℓ2[·], то в результате
получим асимптотические разложения средних аб-
солютных ошибок НОРМД и ОМП функции G[a],
соответствующие случаю, когда распределение слу-
чайной величины ξ абсолютно непрерывно и при-
надлежит экспоненциальному семейству. Этот ре-
зультат впервые получен в [1].
Примечание 2. Поскольку

√
2/(πe) < 1/2, то при

достаточно большом объеме выборки n и G′[a] = 0,
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но G′′[a] 6= 0 средняя абсолютная ошибка НОРМД
меньше средней абсолютной ошибки ОМП функ-
ции G[a] при любом a ∈ A.

Примечание 3. Предположение о равномерной
ограниченности последовательности дисперсий{
VĜ[a|Sn]

}
выполнено, если найдется некоторое

L ∈ N, для которогоVĜ[a|SL] <∞ [3, лемма 5.11].

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы. Приведем сначала
основные обозначения и соотношения, которые
будут использоваться для доказательства утвержде-
ния теоремы.

Положим

Zn =
Sn − na

b
√
n

при b =
√
VT [ξ].

При |z| ≤
√
2α lnn для любых α > 0, 0 <

< δ1 < 0,5, 0 < δ2 < 0,5 верны следующие асим-
птотические разложения функций Ĝ[a; z] и G̃[a; z],
определяющих НОРМД Ĝ[a;Zn] = Ĝ[a|Sn] и ОМП
G̃[a;Zn] = G̃[a|Sn] параметрической функции G[a]:

Ĝ[a; z]−G[a] =
G′[a]z√
n�′
1[a]
+
G′′[a]H2[z]

2n�′
1[a]

+

+
G′′′[a]H3[z]

6n3/2�′
1[a]

3/2
+

G′′[a]�′′
1 [a]z

2n3/2�′
1[a]

5/2
+O

(
n−2+δ1

)
; (7)

G̃[a; z]−G[a] =
G′[a]z√
n�′
1[a]
+
G′′[a]z2

2n�′
1[a]
+

+
G′′′[a]z3

6n3/2�′
1[a]

3/2
+O

(
n−2+δ2

)
. (8)

Справедливость разложения (7) установлена в след-
ствии 6.2 из [3]. В условиях теоремы ОМП функ-
ции G[a] равна G̃[a;Zn] = G[Sn/n], а несмещенно
оцениваемая функцияG[a] имеет производные всех
порядков (см., например, [3, следствие 5.3]). Поэто-
му разложение (8) нетрудно получить с помощью
формулы Тейлора, примененной к функции G[s/n]
в точке a при z = (s− na)/(b

√
n):

G̃n[a; z] = G

[
s

n

]
=

=

3∑

j=0

G(j)[a]

j!

(
s

n
− a

)j

+
G(4)[η]

4!

(
s

n
− a

)4
=

=

3∑

j=0

G(j)[a]

j!

(
bz√
n

)j

+
G(4)[η]

4!

(
bz√
n

)4
=

=

3∑

j=0

G(j)[a]

j!


 z√

n�′
1[a]




j

+O

(
ln2 n

n2

)
,

где η принадлежит интервалу с концами s/n и a.
При этом использован тот факт, что для распреде-
ления (2)

b =
1√
�′
1[a]

.

Кроме того, потребуются приближения Эдж-
ворта 2-го и 3-го порядка

p2[z, n] = ϕ[z]

(
1 +

ρ3H3[z]

6
√
n
+
ρ4H4[z]

24n
+

+
ρ23H6[z]

72n

)
; (9)

p3[z, n] = ϕ[z]

(
1 +

ρ3H3[z]

6
√
n
+
ρ4H4[z]

24n
+

+
ρ23H6[z]

72n
+
ρ5H5[z]

5!n3/2
+
ρ3ρ4H7[z]

3!4!n3/2
+

+
ρ33H9[z]

(3!)4n3/2

)
, (10)

гдеHj [x]— полином Чебышёва–Эрмита порядка j,
а ρ3 и ρ4 — коэффициенты асимметрии и эксцесса
случайной величины T [ξ], которые, как отмечается
в [2], определяются выражениями:

ρ3 = − �′′
1 [a]

�′
1[a]

3/2
; ρ4 =

3�′′
1 [a]

2

�′
1[a]

3 − �
′′′
1 [a]

�′
1[a]

2 . (11)

Формула, определяющая явный вид нормирован-
ного кумулянта ρ5, не приводится, поскольку
в утверждении теоремы его нет.

Рассмотрим сначала случай G′[a] 6= 0. В этом
случае соотношения (7) и (8) удобнее представить
иначе:

Ĝ[a; z]−G[a] =

=
G′[a]√
n�′
1[a]

{
h1[z, n] +O

(
n−3/2+δ1

)}
; (12)

G̃[a; z]−G[a] =

=
G′[a]√
n�′
1[a]

{
h2[z, n] +O

(
n−3/2+δ2

)}
,

где

h1[z, n] = z +
AH2[z]√

n
+
B1H3[z] +B2z

n
;

h2[z, n] = z +
Az2√
n
+
Bz3

n
;

A =
G′′[a]

2G′[a]
√
�′
1[a]
; B =

G′′′[a]

6G′[a]�′
1[a]
;

B1 =
G′′′[a]

6G′[a]�′
1[a]
; B2 =

G′′[a]�′′
1 [a]

2G′[a]�′
1[a]

2 .
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Поскольку E |Zn|m < ∞ при любом m ∈ N, то
по теореме Аносовой [4, с. 309] для любого α > 0

P
(
|Zn| ≥

√
2α lnn

)
=

1

nα
√
πα lnn

(
1 +O

(
1

lnn

))
.

Поэтому в силу неравенства Коши–Буняковского
при j = 1, 2 и равномерной ограниченности после-
довательности {E|Zm

n |} для любого m ∈ N, а также{
VĜ[a|Sn]

}
и

{
E
(
G̃[a|Sn]−G[a]

)2}
начиная с не-

которого n ≥ n0 верны оценки:

E

∣∣∣Zm
n I
(
|Zn| >

√
2α lnn

)∣∣∣ ≤

≤
√
E |Zn|2mP

(
|Zn| ≥

√
2α lnn

)
=

= o
(
n−α/2

)
; (13)

E
{∣∣∣Ĝ[a|Sn]−G[a]

∣∣∣ I
(
|Zn| >

√
2α lnn

)}
≤

≤
√
VĜ[a|Sn]P

(
|Zn| ≥

√
2α lnn

)
=

= o
(
n−α/2

)
; (14)

E
{∣∣∣G̃[a|Sn]−G[a]

∣∣∣ I
(
|Zn| >

√
2α lnn

)}
≤

≤
√
E
(
G̃[a|Sn]−G[a]

)2
P
(
|Zn| ≥

√
2α lnn

)
=

= o
(
n−α/2

)
. (15)

Чтобы подчеркнуть согласованность изменений
переменных s и z, будем в дальнейшем использо-
вать обозначение:

zs,n =
s− na

b
√
n

.

При n → ∞ в условиях (A1)–(A3) по теоре-
ме А.4.3 из [5] верны соотношения:

∑

s∈Z
|zs,n|j

ϕ[zs,n]

b
√
n
=

∞∫

−∞

|z|jϕ[z] dz +O
(
n−1/2

)
,

j ∈ {0, 1, . . .} , (16)

а по теореме 22.3 из [5]:

∑

s∈Z

∣∣∣∣P(Sn = s)−
p3[zs,n, n]

b
√
n

∣∣∣∣ = o
(
n−3/2

)
. (17)

Из (9), (10) и (16) следует, что

∑

s∈Z

∣∣∣∣
p3[zs,n, n]

b
√
n

− p2[zs,n, n]

b
√
n

∣∣∣∣ =

=
1

n3/2

∑

s∈Z

ϕ[zs,n]

b
√
n

∣∣∣∣
ρ5H5[zs,n]

5!
+
ρ3ρ4H7[zs,n]

3!4!
+

+
ρ33H9[zs,n]

(3!)4

∣∣∣∣ = O
(
n−3/2

)
,

а потому с учетом (17) имеем:

∑

s∈Z

∣∣∣∣P(Sn = s)−
pn,2[zs,n]

b
√
n

∣∣∣∣ = O
(
n−3/2

)
. (18)

Отсюда при j = 1, 2 получим

∑

s∈Z
I
(
|zs,n| ≤

√
2α lnn

) ∣∣∣∣hj[zs,n, n] (P(Sn = s)−

− pn,2[zs,n]

b
√
n

)∣∣∣∣ = O
(√
lnn

)
×

×
∑

s∈Z
I

(∣∣∣∣zs,n

∣∣∣∣ ≤
√
2α lnn

)
|P(Sn = s)−

− pn,2[zs,n]

b
√
n

∣∣∣∣ = O
(√
lnn

n3/2

)
. (19)

В [1] показано, что на промежутке
[−

√
2α lnn;

√
2α lnn]функции h1[z, n] и h2[z, n] при

n→ ∞,α > 0 имеют единственные корни, соответ-
ственно z1 = A/

√
n +O(n−3/2) и z2 = 0. При этом

hj [z, n] < 0, если −
√
2α lnn < z < zj , и hj [z, n] > 0,

если zj < z <
√
2α lnn, j = 1, 2.

Используя упомянутые выше свойства функции
h1[z, n], а также (12), (13) и (14), при α ≥ 4 получим:

E

∣∣∣Ĝ[a;Zn]−G[a]
∣∣∣ =

= E
{∣∣∣Ĝ[a;Zn]−G[a]

∣∣∣ I
(
|Zn| ≤

√
2α lnn

)}
+

+E
{∣∣∣Ĝ[a;Zn]−G[a]

∣∣∣ I
(
|Zn| >

√
2α lnn

)}
=

=
|G′[a]|√
n�′
1[a]
E
{∣∣∣h1[Zn, n] +

+O
(
n−3/2+δ1

)∣∣∣ I
(
|Zn| ≤

√
2α lnn

)}
+

+ o
(
n−α/2

)
=

=
|G′[a]|√
n�′
1[a]
E
{
|h1[Zn, n]| I

(
|Zn| ≤

√
2α lnn

)}
+

+O
(
n−2+δ1

)
, (20)

где 0 < δ1 < 0,5.
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Аналогично можно показать, что при α ≥ 4,
0 < δ2 < 0,5

E

∣∣∣G̃[a;Zn]−G[a]
∣∣∣ =

=
|G′[a]|√
n�′
1[a]
E
{
|h2[Zn, n]| I

(
|Zn| ≤

√
2α lnn

)}
+

+O
(
n−2+δ2

)
. (21)

Далее всюду будем предполагать, что α ≥ 4.
Найдем асимптотические разложения главных

членов (20) и (21), воспользовавшись теоре-
мой А.4.3 из [5]. В соответствии с этой теоремой
для любой функции Шварца f , определенной наR,
и каждого борелевского множестваA верна оценка:

∣∣∣∣∣∣
∑

s∈SA

f [zs,n]

b
√
n

−
∫

A

d˜[z]

∣∣∣∣∣∣
= O

(
n−3/2

)
, (22)

если положить

SA = {s ∈ Z : zs,n ∈ A} ;

F [z] =

z∫

−∞

f [x] dx ;

˜[z] =

2∑

i=0

(
− 1

b
√
n

)i

ℓi[bz
√
n+ an]F (i)[z] .

Поскольку функции fj [x] = hj[x, n]p2[x, n], j =
= 1, 2, являются функциями Шварца, то, полагая

Aj,1 = [zj ;
√
2α lnn] ; Aj,2 = [−

√
2α lnn; zj] ;

Sj,1 = {s ∈ Z : zs,n ∈ Aj,1} ;
Sj,2 = {s ∈ Z : zs,n ∈ Aj,2} ;

Fj [z] =

z∫

−∞

fj [x] dx =

z∫

−∞

hj [x, n]p2[x, n] dx ; (23)

˜j[z] =

2∑

i=0

(
− 1

b
√
n

)i

ℓi[bz
√
n+ an]F

(i)
j [z] (24)

и применяя (19) и (22), получим при j = 1, 2

E

∣∣∣hj [Zn, n]I
(
|Zn| ≤

√
2α lnn

)∣∣∣ =

=
∑

s∈Z
|hj [zs,n, n]| I

(
|zs,n| ≤

√
2α lnn

)
×

×
(
P (Sn = s)−

p2[zs,n, n]

b
√
n

)
+

+
∑

s∈Z
|hj [zs,n, n]| I

(
|zs,n| ≤

√
2α lnn

) p2[zs,n, n]

b
√
n

=

= O

(√
lnn

n3/2

)
+

+
∑

s∈Z
|hj [zs,n, n]| I

(
|zs,n| ≤

√
2α lnn

) p2[zs,n, n]

b
√
n

=

=
∑

s∈Sj,1

hj [zs,n, n]
p2[zs,n, n]

b
√
n

−

−
∑

s∈Sj,2

hj [zs,n, n]
p2[zs,n, n]

b
√
n

+O

(√
lnn

n3/2

)
=

=

∫

Aj,1

d˜j [z]−
∫

Aj,2

d˜j [z] +O

(√
lnn

n3/2

)
. (25)

Чтобы оценить значения интегралов
∫

Aj,1

d˜j [z]

и
∫

Aj,2

d˜j [z], представим подынтегральные функ-

ции в (23) следующим образом:

h1[x, n]p2[x, n] = ϕ[x]

{
x+

ρ3xH3[x]

6
√
n
+

+
ρ4xH4[x]

24n
+
ρ23xH6[x]

72n
+
AH2[x]√

n
+

+
Aρ3H2[x]H3[x]

6n
+
B1H3[x] +B2x

n
+ P1[x, n]

}
=

= ϕ[x]

{
x+

ρ3(H4[x] + 3H2[x])/6 +AH2[x]√
n

+

+
ρ4(H5[x] + 4H3[x])

24n
+
ρ23(H7[x] + 6H5[x])

72n
+

+
Aρ3(H5[x] + 6H3[x] + 6x)

6n
+
B1H3[x] +B2x

n
+

+ P1[x, n]

}
;

h2[x, n]p2[x, n] = ϕ[x]

{
x+

ρ3xH3[x]

6
√
n
+

+
ρ4xH4[x]

24n
+
ρ23xH6[x]

72n
+
Ax2√
n
+
Aρ3x

2H3[x]

6n
+

+
Bx3

n
+ P2[x, n]

}
= G′[a]ϕ[x]

{
x+

+
ρ3(H4[x] + 3H2[x])/6 +A(H2[x] + 1)√

n
+

+
ρ4(H5[x] + 4H3[x])

24n
+
ρ23(H7[x] + 6H5[x])

72n
+

+
Aρ3(H5[x] + 7H3[x] + 6x)

6n
+
B(H3[x] + 3x)

n
+

+ P2[x, n]

}
,
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где

P1[x, n] =
AH2[x]

n3/2

(
ρ4H4[x]

24
+
ρ23H6[x]

72

)
+

+
B1H3[x] +B2x

n3/2

(
ρ3H3[x]

6
+
ρ4H4[x]

24
+
ρ23H6[x]

72

)
;

P2[x, n] =
Ax2

n3/2

(
ρ4H4[x]

24
+
ρ23H6[x]

72

)
+

+
Bx3

n3/2

(
ρ3H3[x]

6
+
ρ4H4[x]

24
+
ρ23H6[x]

72

)
.

Учитывая, что

ϕ[
√
2α lnn] =

1√
2π
exp

{
−2α lnn

2

}
= O

(
n−α

)
;

ϕ(r)[x] = (−1)rHr[x]ϕ[x] при r = 0, 1, 2, . . . ,

получим сначала асимптотические разложения
функций Fj [z], j = 1, 2, и их производных, спра-
ведливые при значениях аргумента |z| ≤

√
2α lnn :

F1[z] = −ϕ[z]
{
1 +

ρ3(H3[z] + 3z)/6 +Az√
n

+

+
ρ4(H4[z] + 4H2[z])

24n
+
ρ23(H6[z] + 6H4[z])

72n
+

+
Aρ3(H4[z] + 6H2[z] + 6)

6n
+

+
B1H2[z] +B2

n

}
+O

(
n−3/2

)
; (26)

F ′
1[z] =

= ϕ[z]

{
z +

ρ3(H4[z] + 3H2[z])/6 +AH2[z]√
n

}
+

+O
(
n−1) ; (27)

F ′′
1 [z] = −ϕ[z]H2[z] +O

(
n−1/2

)
; (28)

F
(3)
1 [z] = ϕ[z]H3[z] +O

(
n−1/2

)
; (29)

F2[z] =
A�[z]√

n
−ϕ[z]

{
1 +

ρ3(H3[z] + 3z)/6 +Az√
n

+

+
ρ4(H4[z] + 4H2[z])

24n
+
ρ23(H6[z] + 6H4[z])

72n
+

+
Aρ3(H4[z] + 7H2[z] + 6)

6n
+
B(H2[z] + 3)

n

}
+

+O
(
n−3/2

)
,

F ′
2[z] = ϕ[z]

{
z +

+
ρ3(H4[z] + 3H2[z])/6 +A(H2[z] + 1)√

n

}
+

+O
(
n−1) ;

F ′′
2 [z] = −ϕ[z]H2[z] +O

(
n−1/2

)
;

F
(3)
2 [z] = ϕ[z]H3[z] +O

(
n−1/2

)
,

а затем асимптотические разложения этих же функ-
ций в точках z = ±

√
2α lnn и z = 0 :

F1[±
√
2α lnn] = O

(
n−α

)
+O

(
n−3/2

)
=

= O
(
n−3/2

)
; (30)

F2[
√
2α lnn] =

A�[
√
2α lnn]√
n

+O
(
n−α

)
+

+O
(
n−3/2

)
=

A√
n
− Aϕ[

√
2α lnn]√
2nα lnn

+O
(
n−3/2

)
=

=
A√
n
+O

(
n−3/2

)
; (31)

F2[−
√
2α lnn] =

A�[−
√
2α lnn]√
n

+

+O
(
n−α

)
+O

(
n−3/2

)
==

A(1 − �[
√
2α lnn])√
n

+

+O
(
n−α

)
+O

(
n−3/2

)
= O

(
n−3/2

)
; (32)

F ′
j [±

√
2α lnn] = O

(
n−α

)
+O

(
n−1) = O

(
n−1) ,

j = 1, 2 ; (33)

F ′′
j [±

√
2α lnn] = O

(
n−α

)
+O

(
n−1/2

)
=

= O
(
n−1/2

)
, j = 1, 2 . (34)

Используя равенства (26)–(29), оценим значе-
ния функции F1[z] и ее производных в точке z = 0
и точке z = ζ, находящейся в интервале с концами 0
и z1:

F1[0] =

= −ϕ[0]
{
1 +

B2 −B1 +Aρ3/2

n
+
ρ23 − ρ4
24n

}
+

+O
(
n−3/2

)
; (35)

F ′
1[0] = −ϕ[0] A√

n
+O

(
n−1) ; (36)
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F
(2)
1 [0] = ϕ[0] +O

(
1√
n

)
; (37)

F
(3)
1 [ζ] = O

(
n−1/2

)
. (38)

Используя равенства (35)–(38), найдем разло-
жения функции F1[z] и ее производных в точке
z = z1 :

F
(2)
1 [z1] = F

(2)
1 [0] + F

(3)
1 [ζ1]z1 = ϕ[0] +

+O

(
1√
n

)
; (39)

F ′
1[z1] = F

′
1[0] + F

(2)
1 [0]z1 + F

(3)
1 [ζ2]

z21
2
=

= −ϕ[0] A√
n
+O

(
n−1)+

(
ϕ[0] +O

(
n−1/2

))
×

×
(
A

n
+O

(
n−3/2

))
= O

(
n−1) ; (40)

F1[z1] = F1[0]+F
′
1[0]z1+F

(2)
1 [0]

z21
2
+F

(3)
1 [ζ3]

z31
6
=

= −ϕ[0]
{
1 +

B2 −B1
n

+
Aρ3
2n
+
ρ23 − ρ4
24n

}
+

+O
(
n−3/2

)
+

+

(
−ϕ[0] A√

n
+O

(
n−1)

)(
A√
n
+O

(
n−3/2

))
+

+
(
ϕ[0] +O

(
n−1/2

)) 1
2

(
A√
n
+O

(
n−3/2

))2
+

+O
(
n−2) =

= −ϕ[0]
{
1 +

B2 −B1
n

+
Aρ3 +A

2

2n
+
ρ23 − ρ4
24n

}
+

+O
(
n−3/2

)
, (41)

где ζ1, ζ2 и ζ3 — значения из интервала с концами 0
и z1.

Теперь оценим значения функцииF2[z]и ее про-
изводных в точке z = 0:

F2[0] =
A

2
√
n
−

− ϕ[0]

{
1 +
1

n

(
2B +

Aρ3
3
+
ρ23
24

− ρ4
24

)}
+

+O
(
n−3/2

)
; (42)

F ′
2[0] = O

(
n−1) ; (43)

F ′′
2 [0] = ϕ[0] +O

(
1√
n

)
. (44)

Используя оценки (30), (33), (34), (39)–(41),
а также (20), (23)–(25), найдем асимптотическое
разложение средней абсолютной ошибки НОРМД:

E

∣∣∣Ĝ[a;Zn]−G[a]
∣∣∣ = |G′[a]|√

n�′
1[a]

×

×
2∑

i=0

(
− 1

b
√
n

)i

ℓi

[
na+ b

√
2nα lnn

]
F
(i)
1

[√
2α lnn

]
−

− 2|G
′[a]|√

n�′
1[a]

2∑

i=0

(
− 1

b
√
n

)i

ℓi
[
na+ z1b

√
n
]
F
(i)
1 [z1]+

+
|G′[a]|√
n�′
1[a]

2∑

i=0

(
− 1

b
√
n

)i

ℓi

[
na−

− b
√
2nα lnn

]
F
(i)
1

[
−
√
2α lnn

]
+O

(
n−2+δ1

)
=

=
2ϕ[0]|G′[a]|√

n�′
1[a]

{
1 +

A2 +Aρ3
2n

+
B2 −B1

n
+

+
ρ23 − ρ4
24n

− ℓ2[Ab + na]

b2n

}
+O

(
n−2+δ1

)
. (45)

Проделав аналогичные выкладки, но с исполь-
зованием формул (31)–(34), (42)–(44), а также (21),
(23)–(25), найдем асимптотическое разложение
средней абсолютной ошибки ОМП:

E

∣∣∣G̃[a;Zn]−G[a]
∣∣∣ =

=
|G′[a]|√
n�′
1[a]

2∑

i=0

(
− 1

b
√
n

)i

ℓi

[
na+

+ b
√
2nα lnn

]
F
(i)
2

[√
2α lnn

]
−

− 2|G′[a]|√
n�′
1[a]

2∑

i=0

(
− 1

b
√
n

)i

ℓi[na]F
(i)
2 [0] +

+
|G′[a]|√
n�′
1[a]

2∑

i=0

(
− 1

b
√
n

)i

ℓi

[
na−

− b
√
2nα lnn

]
F
(i)
2 [−

√
2α lnn] +O

(
n−2+δ2

)
=

=
2ϕ[0]|G′[a]|√

n�′
1[a]

{
1 +
2B

n
+
Aρ3
3n
+
ρ23 − ρ4
24n

−

− ℓ2[na]

b2n

}
+O

(
n−2+δ2

)
. (46)

Подставляя в (45) и (46) выражения коэффици-
ентов асимметрии и эксцесса (11), завершим вывод
асимптотических разложений (3) и (4).
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Рассмотрим теперь случай G′[a] = 0, G′′[a] 6= 0.
В этом случае можно ограничиться более компакт-
ным вариантом разложений (7) и (8):

Ĝ[a; z]−G[a] =
G′′[a]H2[z]

2n�′
1[a]

+O
(
n−3/2+δ3

)
; (47)

G̃[a; z]−G[a] =
G′′[a] z2

2n�′
1[a]
+O

(
n−3/2+δ4

)
, (48)

где 0 < δ3 < 0,5, 0 < δ4 < 0,5, |z| ≤
√
2α lnn.

Из (47), используя (14), (18) и теорему А.4.3 из [5]
при n→ ∞, последовательно получим:

E

∣∣∣Ĝ[a;Zn]−G[a]
∣∣∣ =

=
|G′′[a]|
2n�′

1[a]
E

∣∣∣H2[Zn]I
(
|Zn| ≤

√
2α lnn

)∣∣∣+

+O
(
n−3/2+δ3

)
=

|G′′[a]|
2n�′

1[a]
×

×
∑

s∈Z
|H2[zs,n]| I

(
|zs,n| ≤

√
2α lnn

) ϕ[zs,n]

b
√
n
+

+O
(
n−3/2+δ3

)
=

=
|G′′[a]|
2n�′

1[a]

√
2α lnn∫

−
√
2α lnn

|H2[z]|ϕ[z] dz +O
(
n−3/2+δ3

)
=

=
|G′′[a]|
n�′
1[a]

√
2

πe
+O

(
n−3/2+δ3

)
,

что завершает доказательство (5).
Справедливость (6) установим, используя (48),

(15), (18) и теорему А.4.3 из [5] при n→ ∞:

E

∣∣∣G̃[a;Zn]−G[a]
∣∣∣ =

=
|G′′[a]|
2n�′

1[a]
E
{
Z2nI

(
|Zn| ≤

√
2α lnn

)}
+

+O
(
n−3/2+δ4

)
=

|G′′[a]|
2n�′

1[a]
×

×
∑

s∈Z
z2s,nI

(
|zs,n| ≤

√
2α lnn

) ϕ[zs,n]

b
√
n
+

+O
(
n−3/2+δ4

)
=

=
|G′′[a]|
2n�′

1[a]

√
2α lnn∫

−
√
2α lnn

z2ϕ[z] dz +O
(
n−3/2+δ4

)
=

=
|G′′[a]|
2n�′

1[a]
+O

(
n−3/2+δ4

)
.

Теорема доказана.

4 Экспериментальная оценка
точности асимптотических
разложений средней
абсолютной ошибки

С целью выяснения возможности выбора луч-
шей из оценок с помощью асимптотических раз-
ложений (3) и (4) была проведена серия вычисле-
ний в предположении, что наблюдаемая случайная
величина ξ имеет пуассоновское распределение,
определяемое выражением:

P(ξ = x) =
ax

x!
e−x, x = 0, 1, 2, . . . ,

с минимальной достаточной статистикой Sn =
=
∑n

i=1Xi, также имеющей пуассоновское распре-
деление:

P (Sn = s) =
(na)s

s!
e−na , s = 0, 1, 2, . . .

Для двух параметрических функций G1[a] = a4

и G2[a] = e−a приближенное значение выражений

–j [a] = E
∣∣∣Ĝj [a|Sn]−Gj [a]

∣∣∣−

−E
∣∣∣G̃j [a|Sn]−Gj [a]

∣∣∣ , j = 1, 2 ,

вычислялось с помощью разложений (3) и (4) по
формулам:

–∗
1[a] =

4a5/2

n3/2
√
2π

(
−25
4
+

⌊
na+

3

2

⌋
−
⌊
na+

3

2

⌋2
−

− ⌊na⌋+ ⌊na⌋2
)
;

–∗
2[a] =

e−a

n3/2
√
2πa

(
10a− 9a2
12

+

⌊
na− a

2

⌋
−

−
⌊
na− a

2

⌋2
− ⌊na⌋+ ⌊na⌋2

)
,

а точное значение — по формулам:

–1[a] =

=

∞∑

s=0

∣∣∣∣
s(s− 1)(s− 2)(s− 3)

n4
− a4

∣∣∣∣P (Sn = s)−

−
∞∑

s=0

∣∣∣∣∣

(
s

n

)4
− a4

∣∣∣∣∣P (Sn = s) =

= 2a4
⌈s1⌉∑

s=⌈s1⌉−3
P (Sn = s)− 2a4

⌈na⌉∑

s=⌈na⌉−3
P (Sn = s) +
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Таблица 1 Значения (в %) относительной погрешности вычисления (49)
в зависимости от значений параметров n, a

a
n

10 20 50 100 200 500
0,12 30,4 9,50 4,87 2,44 1,221 0,488
0,24 9,50 5,08 2,44 1,22 0,610 0,244
0,49 5,47 2,42 0,47 0,60 0,299 0,119
0,79 3,37 1,48 0,28 0,37 0,185 0,074
1,00 2,93 1,46 0,59 0,29 0,146 0,059
2,29 1,15 0,50 0,09 0,13 0,064 0,026
4,93 0,63 0,15 0,04 0,06 0,030 0,012
10,0 0,29 0,15 0,06 0,03 0,015 0,006
20,0 0,15 0,07 0,03 0,01 0,007 0,003

Таблица 2 Значения (в %) относительной погрешности вычисления (50)
в зависимости от значений параметров n, a

a
n

10 20 50 100 200 500
0,12 3,87 2,73 0,089 0,04 0,02 0,009
0,24 4,72 1,97 0,51 0,25 0,13 0,050
0,49 5,21 2,75 1,31 0,49 0,24 0,098
0,79 8,01 4,60 8,07 0,77 0,38 0,154
1,00 10,8 5,62 2,30 1,16 0,58 0,234
2,29 2,46 1,06 0,29 0,23 0,12 0,046
4,93 5,19 2,86 1,16 0,57 0,29 0,115
10,0 14,1 7,29 2,97 1,49 0,75 0,300
20,0 29,6 15,6 6,43 3,24 1,63 0,653

+
6a3

n


2

⌈na⌉−3∑

s=0

P (Sn = s)− 1


+

+
7a2

n2


2

⌈na⌉−2∑

s=0

P (Sn = s)− 1


+

+
a

n3


2

⌈na⌉−1∑

s=0

P (Sn = s)− 1


 , (49)

где ⌈x⌉ — целая часть числа x, а s1 — вещественное
решение уравнения

s(s− 1)(s− 2)(s− 3) = (na)4

при s > 3 и

–2[a] =

∞∑

s=0

∣∣∣∣
(
n− 1
n

)s

− e−a

∣∣∣∣P (Sn = s)−

−
∞∑

s=0

∣∣∣e−s/n − e−a
∣∣∣P (Sn = s) =

= 2

⌈s2⌉∑

s=0

{(
n− 1
n

)s

− e−a

}
P (Sn = s)−

− 2
⌈na⌉∑

s=0

{
e−s/n − e−a

}
P (Sn = s) +

+ exp
{
−na

(
1− e−1/n

)}
− e−a , (50)

где s2 = −a/(ln[1− 1/n]).
Вычисления проводились при следующих зна-

чениях параметров: n = 10, 20, 50, 100, 200
и 500; a = 0,12, 0,24, 0,49, 0,79, 1, 2,29, 4,93, 10
и 20. Результаты вычислений приведены в табл. 1
и 2.

Из табл. 1 и 2 видно, что относительная по-
грешность вычисления выражений –j [a], j = 1, 2,
с помощью асимптотических разложений (3) и (4)
при всех значениях входных параметров не пре-
восходит 31%, причем с ростом объема выборки
убывает со скоростью 1/n.
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Asymptotic expansions of mean absolute error of UMVUE and MLE on the one-parameter exponential family model

При увеличении значения оцениваемой параме-
трической функции также наблюдается тенденция
к уменьшению относительной погрешности.

Таким образом, применение асимптотических
разложений (3) и (4) позволяет получить ответ на
вопрос о том, какая из двух оценок имеет меньшее
значение средней абсолютной ошибки.
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the uniformly minimum variance unbiased estimator (UMVUE) and the maximum likelihood estimator (MLE)
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ЗАВИСИМЫЕ ОТ КОЭФФИЦИЕНТА БАЛАНСА

ХАРАКТЕРИСТИКИ В БАЙЕСОВСКИХ МОДЕЛЯХ

С КОМПАКТНЫМ НОСИТЕЛЕМ АПРИОРНЫХ РАСПРЕДЕЛЕНИЙ∗

А. А. Кудрявцев1

Аннотация: Приведены вероятностные распределения некоторых характеристик, зависящих от ко-
эффициента баланса, т. е. от отношения параметра, «препятствующего» функционированию системы,
к параметру, «способствующему» функционированию. В теории массового обслуживания для модели
M |M |1 такие характеристики интерпретируются как среднее число заявок в системе, коэффициент
готовности, вероятность «непотери» вызова, а для дискретных экспоненциальных моделей роста на-
дежности — как предельная надежность системы. В рамках байесовского подхода предполагается, что
исходные параметры случайны и имеют априорные распределения с компактным носителем.

Ключевые слова: байесовский подход; системы массового обслуживания; надежность; смешанные
распределения; распределения с компактным носителем
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1 Введение

В работе [1] был предложен подход, позволя-
ющий частично унифицировать терминологию, ис-
пользуемую при постановке задач, относящихся
к байесовским моделям теории массового обслужи-
вания и надежности. Суть этого подхода заключа-
ется в определении параметров, «препятствующих»
и «способствующих» функционированию некото-
рой сложной системы, и рассмотрению их частного
(называемого коэффициентом баланса), от величи-
ны которого зависит эффективность работы систе-
мы. В классических задачах обслуживания и надеж-
ности коэффициент баланса входит в большинство
основных формул, характеризующих функциони-
рование системы.

Обозначим один из параметров, «препятству-
ющих»/«способствующих» функционированию,
через λ, а второй — через µ. Через ρ = λ/µ обозна-
чим коэффициент баланса. В рамках байесовского
подхода предполагается, что λ и µ — случайные
величины с некоторыми известными априорными
распределениями. Ниже будут рассмотрены ве-
роятностные характеристики случайных величин
π = 1/(1 + ρ) и N = ρ/(1− ρ).

В задачах массового обслуживания для моделей
M |M |1 величину ρ, равную отношению парамет-
ра входящего потока к параметру обслуживания,
принято называть коэффициентом загрузки, вели-

чину π — коэффициентом готовности и вероят-
ностью «непотери» вызова, величину N — средним
числом заявок в системе. В дискретных экспонен-
циальных моделях роста надежности ρ имеет смысл
отношения параметра «эффективности» к парамет-
ру «дефективности», а под величиной π понимают
предельную надежность системы.

Далее приводятся результаты для распределения
величин π и N в случае, когда носителями распре-
делений λ и µ являются отрезки на положительной
полупрямой. При применении изложенных ниже
результатов к надежностным постановкам необхо-
димо ограничивать правые концы носителей рас-
пределений единицей [2].

2 Основные результаты

Пусть λ и µ — независимые абсолютно не-
прерывные случайные величины, причем P(λ ∈
∈ [aλ, bλ]) = 1, 0 < aλ < bλ, и не существует множе-
ства S ⊂ [aλ, bλ] положительной меры Лебега тако-
го, что P(λ ∈ S) = 0, а для случайной величины µ
выполнены аналогичные требования с параметра-
ми aµ и bµ. Во всех последующих выкладках будем
предполагать, что x > 0.

В статье [1] было сформулировано следующее
утверждение.

∗Исследование выполнено при поддержке Российского научного фонда (проект 14-11-00397).
1Московский государственный университет им. М. В. Ломоносова, факультет вычислительной математики и кибернетики;

Институт проблем информатики Федерального исследовательского центра «Информатика и управление» Российской академии
наук, nubigena@mail.ru
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Теорема 1. Пусть независимые абсолютно непрерыв-

ные случайные величиныλ иµ имеют соответственно

носители распределений [aλ, bλ] и [aµ, bµ], 0 < aλ <
< bλ, 0 < aµ < bµ, и плотности fλ(x) и fµ(x).
Тогда случайная величина ρ = λ/µ имеет функцию

распределения

Fρ(x) = 11

(
aλ

bµ
< x ≤ min

{
aλ

aµ
,
bλ
bµ

})
×

×
bµ∫

aλ/x

xy∫

aλ

fλ(u)fµ(y) dudy +

+ 11

(
aλ

aµ
< x ≤ bλ

bµ

) bµ∫

aµ

xy∫

aλ

fλ(u)fµ(y) dudy +

+ 11

(
bλ
bµ

< x ≤ aλ

aµ

)
×

×




bλ/x∫

aλ/x

xy∫

aλ

fλ(u)fµ(y) dudy +

bµ∫

bλ/x

fµ(y) dy


+

+ 11

(
max

{
aλ

aµ
,
bλ
bµ

}
< x ≤ bλ

aµ

)
×

×




bλ/x∫

aµ

xy∫

aλ

fλ(u)fµ(y) dudy +

bµ∫

bλ/x

fµ(y) dy


+

+ 11

(
x >

bλ
aµ

)
. (1)

Основываясь на теореме 1 и соотношении

Fπ(x) = 1− Fρ

(
1− x

x

)
,

несложно убедиться в справедливости следующего
утверждения.

Следствие 1. Пусть коэффициент баланса ρ = λ/µ
имеет функцию распределения (1). Тогда случайная
величина π = 1/(1 + ρ) имеет функцию распреде-
ления

Fπ(x) = 1− 11
(
x <

aµ

bλ + aµ

)
−

− 11
(

aµ

bλ + aµ
≤ x < min

{
aµ

aλ + aµ
,

bµ
bλ + bµ

})
×

×




bλx/(1−x)∫

aµ

(1−x)y/x∫

aλ

fλ(u)fµ(y) dudy +

bµ∫

bλx/(1−x)

fµ(y) dy


−

− 11
(

aµ

aλ + aµ
≤ x <

bµ
bλ + bµ

)
×

×




bλx/(1−x)∫

aλx/(1−x)

(1−x)y/x∫

aλ

fλ(u)fµ(y) dudy +

bµ∫

bλx/(1−x)

fµ(y) dy


−

− 11
(

bµ
bλ + bµ

≤ x <
aµ

aλ + aµ

)
×

×
bµ∫

aµ

(1−x)y/x∫

aλ

fλ(u)fµ(y) dudy −

− 11
(
max

{
aµ

aλ + aµ
,

bµ
bλ + bµ

}
≤ x <

bµ
aλ + bµ

)
×

×
bµ∫

aλx/(1−x)

(1−x)y/x∫

aλ

fλ(u)fµ(y) dudy .

Замечание 1. Для вычисления моментов случай-
ной величины π удобно использовать формулу для
плотности fπ(x), которая получается аналогично
следствию 1 при помощи соотношения

fπ(x) =
1

x2
fρ

(
1− x

x

)

из соответствующего утверждения статьи [1]. Для
сокращения изложения опустим это следствие.

Замечание 2. Особый интерес представляет слу-
чай, в котором плотности априорных распределе-
ний с ограниченным носителем могут быть пред-
ставлены в виде полинома

f(x) =

n∑

i=0

ci x
i · 11(x ∈ [a, b]) .

В работах [3, 4] можно соответственно найти при-
меры вычисления вероятностных и моментных ха-
рактеристик π в случаях, когда рассматриваются
смеси двух равномерных (n = 0) и параболических
распределений (n = 2).

Для вычисления функции распределения слу-
чайной величины N = ρ/(1 − ρ) достаточно вос-
пользоваться теоремой 1 и формулой

FN (x) = Fρ

(
x

1 + x

)
.

При этом, в отличие от следствия 1, в общем случае
нельзя сформулировать соответствующее утверж-
дение в терминах индикаторов неравенств относи-
тельно аргумента функции распределения x. Это
связано с тем, что, как показано в [5], функция рас-
пределения FN (x) может быть несобственной, т. е.
lim

x→+∞
FN (x) < 1. При рассмотрении характери-

стик распределения случайной величины N , таким
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образом, существенную роль играет величина «де-
фекта»

δ = 1− FN (+∞) ≡ P(ρ ≥ 1) ≡ 1− Fρ(1) ,

для которого справедливо следующее утверждение.

Теорема 2. Пусть независимые абсолютно непрерыв-

ные случайные величиныλ иµ имеют соответственно

носители распределений [aλ, bλ] и [aµ, bµ], 0 < aλ <
< bλ, 0 < aµ < bµ. Тогда для «дефекта» δ функции

распределения FN (x) справедливо

δ =





1 , если bµ < aλ;

0 , если bλ < aµ;

1− EFλ(µ) в противном случае.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Для нахождения величины
«дефекта» δ нужно для всевозможных комбинаций
взаимного расположения чисел aλ, bλ, aµ, bµ вы-
числить 1 − Fρ(1), воспользовавшись теоремой 1.
Случаи, когда отрезки [aλ, bλ] и [aµ, bµ] не пересека-
ются, — тривиальные.

Пусть aλ < aµ < bλ < bµ. Тогда

1− δ = Fρ(1) = 11

(
max

{
aλ

aµ
,
bλ
bµ

}
< 1 ≤ bλ

aµ

)
×

×




bλ∫

aµ

y∫

aλ

fλ(u)fµ(y) dudy +

bµ∫

bλ

fµ(y) dy


 =

=

bλ∫

aµ

Fλ(y)fµ(y) dy +

bµ∫

bλ

fµ(y) dy =

= EFλ(µ)−
bµ∫

bλ

Fλ(y)fµ(y) dy+

bµ∫

bλ

fµ(y) dy = EFλ(µ).

Остальные случаи взаимного расположения
концов отрезков рассматриваются аналогично
и приводят к тому же результату.

Замечание 3. При помощи классических методов
теории вероятностей имеет смысл рассматривать
только случай δ = 0. В частности, при помощи
соотношения

fN (x) =
1

(1 + x)2
fρ

(
x

1 + x

)

можно найти плотность и моменты случайной ве-
личины N . В остальных случаях изучать свойства
распределения N можно при помощи квантилей
порядка (0, 1− δ).
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of two parameters that are interpreted as the parameter “obstructing” the functioning of the system and the
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parameter “conducing” the functioning of the system, are presented. In the queuing theory for M |M |1 models,
such characteristics are interpreted as an average amount of claims in the system, the readiness coefficient, the
probability that the claim will not be lost and as the marginal system’s reliability for the discrete exponential
reliability model. In the framework of the Bayesian approach, it is supposed that initial parameters are random and
have a priori distributions with compact support.

Keywords: Bayesian approach; mass service theory; reliability theory; mixed distributions; distributions with
compact support
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«ВИРТУАЛЬНЫЙ КОНСИЛИУМ» — ИНСТРУМЕНТАЛЬНАЯ СРЕДА

ПОДДЕРЖКИ ПРИНЯТИЯ СЛОЖНЫХ ДИАГНОСТИЧЕСКИХ

РЕШЕНИЙ∗

И. А. Кириков1, А. В. Колесников2, С. В. Листопад3, С. Б. Румовская4

Аннотация: Рассматривается проблема принятия индивидуального решения при диагностике пациентов
в амбулаторно-поликлинических учреждениях на примере диагностики артериальной гипертензии (АГ).
Предлагается повысить качество принятия индивидуального решения за счет консультаций с системой
поддержки принятия решения — «Виртуальным консилиумом», моделирующим коллективный интеллект
врачей стационара многопрофильного больничного учреждения. Приведены результаты проектирования
и экспериментального исследования лабораторного прототипа «Виртуального консилиума».
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1 Введение

Степень исследования, понимания и качества
диагностики проблемных сред и их окружения от-
ражена в научной картине мира, онтологизиру-
ющей его представления и делающей рассуждения
и целенаправленную деятельность «зависимыми»
от них. В искусственном интеллекте понятию «кар-
тина мира» соответствует понятие «модель внешне-
го мира» М. Г. Гаазе-Раппопорта и Д. А. Поспело-
ва [1].

Новая картина мира складывается из много-
численных теорий и взглядов: «ноосфера», «ра-
зумный мир» (В. И. Вернадский, Н. Н. Моисеев,
А. В. Поздняков); «мир диалектики» — мир диалога
разных логик (Е. Л. Доценко); социальная пара-
дигма искусственного интеллекта («The society of
mind») М. Минского; системно-организационный
подход в искусственном интеллекте В. Б. Тарасо-
ва; теория иерархических многоуровневых систем
М. Месаровича, Д. Мако и И. Такахары и др. —
и укладывается в семь постулатов [2]: (1) признание
гетерогенности мира и любого объекта, разнообра-
зия жизни; (2) неопределенность границ объектов
и связь «всего со всем»; (3) относительность любой
иерархии и горизонтальные связи; (4) дополнитель-

ность и сотрудничество; (5) полицентризм; (6) от-
носительность знания; (7) соответствие управления
сложности объекта.

Сложная задача диагностики АГ (СЗДАГ) — за-
дача-система, включающая диагностические и тех-
нологические подзадачи, повышающие эффектив-
ность обработки симптоматической информации
о пациенте. Разнообразие подзадач СЗДАГ с раз-
личными характеристическими свойствами требует
разнообразия соответствующих методов принятия
решений, системного анализа, искусственного ин-
теллекта и инженерии знаний.

Анализ результатов влияния новой картины ми-
ра на ментальную составляющую врачебной прак-
тики и медицинской информатики [3] показал, что,
несмотря на стремление биомедицины к гетероген-
ности восприятия организма человека и процесса
его диагностики в рамках семипостулатной кар-
тины мира, человек по-прежнему остается «рас-
члененным» объектом познания, что сформирова-
ло «узких» специалистов, поглощенных решением
частных задач. Новый тип ученого «прагматика-
фактолога» утратил системное мышление, перестал
задумываться над тем, что делается «вокруг» и ка-
кое значение могут иметь добытые им факты для
понимания работы организма в целом. В этой связи
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очевидна необходимость перехода от методов «кон-
курентной» диагностики к системному мышлению
и методам гетерогенной диагностики.

В [3–5] представлены результаты системно-
го анализа СЗДАГ, следуя проблемно-структурной
(ПС) методологии, этапы 1–5 [6]: идентификация,
редукция сложной задачи, спецификация диагно-
стических подзадач, выбор методов их решения,
а также проверка неоднородности сложной зада-
чи диагностики. Работы [3–5] подтвердили ре-
левантность применения междисциплинарных ин-
струментариев для решения СЗДАГ, моделирующих
разнообразие информации, сотрудничество, до-
полнительность и относительность знаний, соче-
тающих методы и методики системного анализа
диагностической проблемы с динамическим син-
тезом метода ее решения и имитацией работы ис-
кусственного гетерогенного коллектива — «вирту-
ального консилиума».

Разнообразие — признак, проявление гетеро-
генности. Следствие закона необходимого разно-
образия У. Р. Эшби констатирует, что управление
обеспечивается, если разнообразие средств управ-
ляющего не меньше разнообразия управляемой им
ситуации. Для отображения в информатике ситу-
ативного разнообразия в естественных гетероген-
ных системах в [6] введены модели «гетерогенная,
неоднородная задача» и «гомогенная, однородная
задача», а сам закон трактуется так: только раз-
нообразная, скоординированная клиническая де-
ятельность, элементы которой в комбинации ре-
шают одну задачу, сделает результат диагностики
качественно лучше в обществе с новой научной
картиной мира. Специфике такой работы соответ-
ствует коллективный труд экспертов в малых груп-
пах за круглым столом — консилиумы, совещания,
естественные гетерогенные системы для решения
сложных задач [3], где на первый план выходят зна-
ния и опыт лица, принимающего решения (ЛПР),
и экспертов.

Настоящая работа — продолжение работ [3–5,
7] и имеет целью представить: (1) результаты иссле-
дования процесса диагностики АГ в лечебно-про-
филактических больничных учреждениях (ЛПУ)
широкого профиля — предлагается повысить эф-
фективность и качество индивидуальных диагно-
стических решений в ЛПУ широкого профиля ам-
булаторно-поликлинического характера (рис. 1, а)
за счет внедрения информационной технологии
«Виртуальный консилиум», моделирующей кол-
лективное обсуждение; (2) архитектуру «Виртуаль-
ного консилиума» и результаты лабораторных экс-
периментов с его интегрированными моделями
(первые результаты лабораторных экспериментов
приведены в [7]).

2 Диагностика артериальной
гипертензии
в многопрофильном
стационарном больничном
учреждении и в амбулаторно-
поликлиническом
учреждении

В [8, 9] представлены результаты исследова-
ния процесса диагностики АГ в Калининград-
ской клинической областной больнице (КОКБ)
(см. рис. 1, б) и ее Диагностическом центре (см.
рис. 1, а).

Для формирования полного дифференциально-
го диагноза АГ коллективом врачей во главе с ле-
чащим врачом, ЛПР-кардиологом, в стационаре
привлекаются до тринадцати врачей-экспертов —
носителей знаний из различных разделов медици-
ны: невролог, нефролог, сосудистый хирург, уро-
лог, психолог, педиатр, акушер-гинеколог, онколог,
окулист, врачи функциональной диагностики, эн-
докринолог, терапевт, кардиолог.

Для исследований выбраны шесть специалистов
(см. рис. 1, б), решающих двенадцать функциональ-
ных подзадач (рис. 2), возникающих в 90% случа-
ев диагностики АГ, каждый из которых формирует
промежуточные заключения о состоянии объекта
диагностики в своей области медицинских зна-
ний.

Полученные исходные данные об объекте диа-
гностики разнородны (содержатся в медицинской
карте): количественные, визуально-графические
параметры (детерминированные переменные),
лингвистические четкие и нечеткие переменные.
Лицо, принимающее решение, изучает в меди-
цинской карте симптомы и частные диагностиче-
ские мнения врачей-экспертов, множество которых
подбирает сам, и ставит заключительный диагноз.
Врачам-экспертам доступны симптомы и мнения
других врачей-экспертов из медицинской карты.
Лицо, принимающее решение, и врачи-эксперты
обследуют пациента и формируют диагностические
заключения согласно нормативным документам,
например [10]. В ЛПУ широкого профиля (см.
рис. 1, а) ЛПР — это врач общей практики или те-
рапевт (иногда кардиолог, но зачастую без опыта
работы, к которому направляет терапевт сразу же
при выявлении повышенного артериального давле-
ния), это врач «прагматик-фактолог» [9], объединя-
ющий в себе роли врача-ЛПР и врачей-экспертов
узкой специализации.
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Рис. 2 Архитектура ВКДАГ

Исследования диагностического процесса на
материалах Диагностического центра КОКБ по мо-
дели на рис. 1, а показали, что 70% пациентов
с АГ амбулаторно-поликлинического учреждения
не знают о своем заболевании, в то время как
в стационарных медицинских учреждениях (см.
рис. 1, б) практически в 100% случаев имеет место
как адекватное проведение, так и отображение в ме-
дицинских картах симптоматических данных об-
следования с подтверждением диагноза лаборатор-
но-инструментальными методами исследования.

В этой связи предлагается повысить эффектив-
ность и качество индивидуальных диагностических
решений в ЛПУ широкого профиля амбулаторно-
поликлинического характера (см. рис. 1, а) за счет
внедрения информационной технологии «Вирту-
альный консилиум» (см. рис. 2), моделирующей
коллективное обсуждение, обладающего синерги-
ей, опытом и знаниями в решении подзадач диа-
гностики АГ в стационаре (см. рис. 1, б).

3 Инструментальная среда
«Виртуальный консилиум
для диагностики артериальной
гипертензии»

Инструментальная среда «Виртуальный конси-
лиум», архитектура которой представлена на рис. 2,
а структура в [7], ограничена пациентами стар-
ше 18 лет, без особых состояний, нет распозна-
вания снимков, не предусматривается назначение
лечения и не диагностируется ряд симптоматиче-
ских артериальных гипертензий.

Архитектура «Виртуального консилиума для
диагностики артериальной гипертензии» (ВКДАГ)
включает межмодульные интерфейсы ζu для мо-
дулей, реализованных посредством различных ме-
тодологий гибридных интеллектуальных систем
(ГиИС) (генетические алгоритмы (g), нечеткие сис-
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Таблица 1 Описание блоков архитектуры ВКДАГ

Наименование блока Функции Вход Выход
Технологический
модуль i-й

Организация эффективной
обработки данных и знаний,
выбирается для включения
в функциональную ГиИС —
построение информативно-
го набора признаков для
диагностики

Популяция индивидуумов,
накладывающихся как мас-
ка на i-й функциональный
модуль

Наилучшая особь с опти-
мальным набором призна-
ков — накладывается как
маска на i-й функциональ-
ный модуль

Функциональный
модуль i-й

Классификация состояния
здоровья пациента в рам-
ках i-й диагностической
подзадачи, выбирается для
включения в функциональ-
ную ГиИС

Подмножество i-е симпто-
мов с интерфейса пользо-
вателя

Частное i-е заключение
о состоянии здоровья па-
циента

Функциональный
модуль HCCCC,
моделирующий ЛПР

Формирование заключи-
тельного диагноза АГ (все-
гда в составе «Виртуального
консилиума»)

Подмножество симптомов
с интерфейса пользова-
теля, множество выходов
функциональных модулей

Заключительный диагноз
АГ

Функциональный
модуль ИНСРЭКГ

Классификация патологи-
ческого состояния пациента
по его электрокардиограм-
ме

Рассмотрены подробно в [4]

Функциональный
модуль ИНССМАД

Прогноз нормальных зна-
чений суточного монито-
рирования артериального
давления и вычисление от-
клонения

Интерфейс моди-
фикации структуры
ВКДАГ

Исключение из диагности-
ки модулей, решающих не
интересующие пользовате-
ля подзадачи

Выбранные пользователем
подзадачи диагностики

Функциональная ГиИС,
синтезированная посред-
ством алгоритма из [4]

Интерфейс пользо-
вателя «Диагноз»

Визуализация результатов
диагностики и корректи-
ровка их пользователем

Заключительный диагноз
от функционального моду-
ля НСССС

Отчет, содержащий множе-
ство симптомов и диагноз

Интерфейс пользо-
вателя

Ввод информации о состо-
янии здоровья пациента

Множество значений пока-
зателей состояния здоровья
пациента

Показатели состояния здо-
ровья пациента, распреде-
ленные по функциональ-
ным модулям

Модификация ин-
терфейса пользова-
теля

Деактивация элементов на
интерфейсе пользователя
для ввода значений показа-
телей состояния здоровья

Множество выходов техно-
логических модулей

Частично деактивирован-
ный интерфейс пользова-
теля

темы (f ), искусственные нейронные сети (n)).
В библиотеке модулей диагностики и препро-
цессии хранятся заранее инициализированные
в программной среде функциональные и техно-
логические модели. По умолчанию все моду-
ли включены в структуру «Виртуального кон-
силиума», их описание представлено в табл. 1.
«Виртуальный консилиум» (см. рис. 2) запуска-
ет интерфейс пользователя, ЛПР-врача — «Ин-
терфейс модификации структуры ВКДАГ», по-
средством которого включаются функциональные

и технологические модули в работу системы: мо-
дуль «Анализ СМАД», модуль «Распознавание
ЭКГ», модули технологических подзадач из группы
«Построение информативного набора признаков
(симптомов) при диагностике заболеваний» и мо-
дули подзадач из группы «Диагностика критериев
оценки сердечно-сосудистого риска и вторичной
АГ у пациента» (ДАГ1, . . . , ДАГ9): диагностики
поражений органов-мишеней, факторов риска,
цереброваскулярных болезней, метаболического
синдрома и сахарного диабета, заболеваний пери-

ИНФОРМАТИКА И ЕЁ ПРИМЕНЕНИЯ том 10 выпуск 3 2016 85



И. А. Кириков, А. В. Колесников, С. В. Листопад, С. Б. Румовская

ферических артерий, ишемической болезни сердца,
эндокринной АГ, паренхиматозной нефропатии
и реноваскулярной АГ соответственно. Все вы-
бранные i-е технологические модули запускают-
ся, решают соответствующую подзадачу и передают
информацию на блок «Модификация интерфейса
пользователя». Он деактивирует показатели состо-
яния здоровья на «Интерфейсе пользователя для
ввода значений показателей состояния здо-
ровья пациента» и корректирует работу i-го
функционального модуля подзадач ДАГ1, . . .
. . . , ДАГ9. Далее активируется откорректиро-
ванный интерфейс, вводятся симптомы, кото-
рые передаются функциональным нечетким мо-
дулям, решающим подзадачи ДАГ1, . . . , ДАГ9
(моделируют принятие решения экспертами, вра-
чами смежных специальностей — кардиологом
как экспертом, неврологом, нефрологом, тера-
певтом, эндокринологом, урологом). Последние
в свою очередь передают информацию о патоло-
гиях, выявленных ими у пациента, функциональ-
ному модулю НСССС (моделирует принятие ре-
шения ЛПР — врачом-кардиологом), решающему
подзадачу «Оценка степени и стадии артериальной
гипертензии, степени риска сердечно-сосудистых
заболеваний».

В библиотеке ВКДАГ есть еще два функцио-
нальных модуля (см. табл. 1), включающихся в ра-
боту консилиума посредством «Интерфейса моди-
фикации структуры ВКДАГ»:

(1) ИНСРЭКГ, передающий информацию на мо-
дули диагностики поражений органов-мише-
ней (на рис. 2 — это НСДАГ1), церебровас-
кулярных болезней (НСДАГ3) и ишемической
болезни сердца (НСДАГ6);

(2) ИНССМАД, формирующий информацию
о нормальных значениях суточного артери-
ального давления на функциональный модуль
НСССС.

4 Экспериментальное
лабораторное исследование
программной реализации
прототипа инструментальной
среды «Виртуальный
консилиум»

Экспериментальное лабораторное исследова-
ние программной реализации исследовательского
прототипа функциональной гибридной интеллек-
туальной системы ВКДАГ для поддержки приня-

тия сложных диагностических решений необходи-
мо для подтверждения его релевантности [3–5, 7]
реальной ситуации диагностики АГ. В [4] представ-
лена информация по особенностям функциональ-
ных и технологических моделей гетерогенного мо-
дельного поля ВКДАГ, а в [7] — информация по их
инициализации в среде MATLAB-Simulink, резуль-
таты исследований качества работы каждой моде-
ли гетерогенного модельного поля «Виртуального
консилиума» автономно, а также подтверждена их
релевантность работе экспертов — врачей узкой
специализации, что предотвращает распростране-
ние ошибок работы автономных моделей на работу
интегрированной модели.

В настоящей работе приведены результаты ис-
следования качества интегрированных моделей,
синтезированных «Виртуальным консилиумом»
и моделирующих дополнительность и сотрудниче-
ство, которые имитируют коллективные рассужде-
ния специалистов при постановке диагноза.

В табл. 2 представлены критерии и результаты
тестирования интегрированных моделей «Вирту-
ального консилиума» с различными комбинациями
знаний врачей, классифицирующих патологиче-
ское состояние пациента. Порядок работы моделей
гетерогенного модельного поля ВКДАГ: запускают-
ся модели первой очереди — модели технологиче-
ских элементов ГАППС1–9, корректирующие мно-
жества входных переменных моделей НСДАГ1–9
и НСССС; обработка информации передается
функциональным элементам: модели второй очере-
ди «отправляют» информацию на модели третьей,
пятой, шестой и седьмой очередей — ИНСРЭКГ
(модель, решающая задачу распознавания элек-
трокардиограммы (ЭКГ)), ИНССМАД (формиру-
ет оптимальные множества показателей суточного
давления), НСДАГ9, НСДАГ2 и НСДАГ6; третья
очередь содержит модели НСДАГ4 и НСДАГ5,
передающие выходную информацию на вход мо-
делей четвертой и седьмой очередей; четвертая
очередь содержит модель НСДАГ8, передающую
информацию модели пятой очереди НСДАГ1,
которая в свою очередь передает информацию
НСДАГ3 (шестая очередь); от НСДАГ3 передается
информация НСДАГ7 (седьмая очередь); послед-
ней запускается модель НСССС, формирующая за-
ключительный диагноз, на вход которой передается
выходная информация функциональных моделей
второй–седьмой очередей.

Таким образом: (1) без знаний кардиолога,
или нефролога, или эндокринолога среднеквад-
ратическая ошибка наибольшая — 0,697; 0,448
и 0,211 соответственно, и объясняется это тем,
что кардиолог играет ключевую роль в обработ-
ке информации, поступающей от других врачей
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Таблица 2 Параметры и результаты тестирования интегрированных моделей

Наименование параметров
и результатов тестирования

Значения параметров и результатов тестирования

Объем тестовой выборки ВКДАГ, интегриру-
ющего знания всех шести врачей

800 наблюдений — 500 с диагнозами эссенциальной АГ и 300
с диагнозами вторичной АГ

Объем тестовой выборки ВКДАГ, интегриру-
ющего знания менее шести врачей

400 наблюдений — 200 с диагнозами эссенциальной АГ и 200
с диагнозами вторичной АГ

Источник формирования тестовой выборки Архив медицинских карт пациентов 1-го кардиологического
отделения КОКБ

Элемент тестирующей последовательности Содержит множество нечетких лингвистических переменных
и вектор образа электрокардиограммы (может отсутствовать)

Эталонный диагноз Результаты деятельности лечащего врача-кардиолога, подво-
дящего общий итог — дифференциальный диагноз АГ

Критерии тестирования Среднеквадратическая ошибка f классификации состояния
здоровья пациента [7]

f(шесть врачей) 0,0837
f(без кардиолога) 0,697
f(без нефролога) 0,448 (в остальных 55,2% случаях диагноз не вызовет доверия)
f(без терапевта) 0,151
f(без невролога) 0,149
f(без эндокринолога) 0,211 (в остальных 78,9% случаях диагноз не вызовет доверия)
f(без сосудистого хирурга) 0,0798
f(без знаний терапевта, невролога, нефролога,
эндокринолога, сосудистого хирурга)

0,711

f(без знаний терапевта, невролога, эндокри-
нолога, сосудистого хирурга)

0,485

f(без знаний невролога, эндокринолога, сосу-
дистого хирурга)

0,334

f(без знаний невролога, сосудистого хирурга) 0,167

и от лабораторных исследований, и в постановке за-
ключительного диагноза, а нефролог и эндокрино-
лог — в исключении вторичной АГ; (2) знания вра-
ча — сосудистого хирурга не влияют на результаты
работы «Виртуального консилиума», и объясняется
это тем, что знания сосудистого хирурга, касаю-
щиеся диагностики АГ, составляют только 20% ба-
зы знаний нечеткой системы, распознающей забо-
левания периферических артерий (ассоциативные
клинические состояния), встречающихся не более
чем у 10% населения [11], и в тестовую выборку
не попала ни одна карта с данными заболевания-
ми; (3) чем больше численный состав «Виртуаль-
ного консилиума», тем с меньшей среднеквадра-
тической ошибкой он классифицирует состояние
здоровья пациента; (4) «Виртуальный консилиум»
в составе шести врачей диагностирует АГ со сред-
неквадратической ошибкой постановки диагноза
f = 0,0837, т. е. дает диагноз, верный в 84% слу-
чаях.

Поскольку «Виртуальный консилиум» разра-
ботан на основе всероссийских [9] и между-
народных рекомендаций по диагностике АГ
и сопутствующих заболеваний, которых должен

придерживаться каждый врач в своей практике,
при переносе ВКДАГ в другое больничное учреж-
дение необходимо предоставить врачам данного
учреждения протоколы подтверждения диагности-
ческих правил всех баз знаний эксперименталь-
ными данными из архива КОКБ для ознакомления
и внесения при необходимости коррективов в связи
с возможными особенностями их контингента па-
циентов, а также возможных требований по устра-
нению ограничений системы со стороны персона-
ла нового больничного учреждения. Значительной
корректировки баз знаний не потребуется.

Таким образом, лабораторные эксперименты
с прототипом «Виртуального консилиума» дали об-
надеживающие результаты.

Верное решение получено в 84% случаев. В ам-
булаторно-клинических учреждениях диагноз не
выявляется у 70% пациентов в основном по при-
чине инертности врачей, недостатка опыта врачей
узкой специализации и нехватки кадров в ЛПУ ши-
рокого профиля, что по результатам эксперимен-
тов может быть устранено с помощью применения
ВКДАГ во время приема пациентов с подозрением
на АГ.
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5 Заключение
Лабораторно подтверждена эффективность

предлагаемого подхода для проектирования диа-
гностических систем как гетерогенных искусствен-
ных диагностических систем со свойствами допол-
нительности, сотрудничества и относительности
знаний, синтезирующих интегрированные методы
и модели, разнообразие которых устраняет раз-
нообразие диагностической информации об ор-
ганизме человека — «Виртуальных консилиумов»,
моделирующих работу коллектива врачей в много-
профильном стационарном больничном учрежде-
нии (на примере КОКБ) и внедрение которых
повышает эффективность и качество индивидуаль-
ных диагностических решений в амбулаторно-по-
ликлиническом учреждении широкого профиля (на
примере Диагностического центра КОКБ), где за-
ключение о состоянии больного из-за проблемы
с кадрами узкой специализации принимает чаще
всего один специалист — терапевт или врач общей
практики, иногда кардиолог, но без опыта работы.
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Abstract: The paper considers the problem of individual decision making during diagnostics of patients in outpatient
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Аннотация: Рассмотрены проблемы сравнения пар изображений, имеющих искажения поворота и сдвига
сцен друг относительно друга. Разработан алгоритм создания локальной системы координат (ЛСК) для
пар сравниваемых изображений.

Ключевые слова: алгоритм; методика; локальная система координат; цветное изображение; синхрониза-
ция; пиксель; цветное пятно; фильтрация

DOI: 10.14357/19922264160312

1 Введение

Важным этапом обработки кадров видеопотока
является построение ЛСК для синхронизации об-
рабатываемых изображений. Под синхронизацией
понимается процедура совмещения пары обраба-
тываемых кадров путем смещения одного изобра-
жения относительно другого для достижения совпа-
дения одинаковых устойчивых робастных структур.
В качестве общих робастных структур могут вы-
ступать границы объектов, имеющихся на полу-
тоновых изображениях, и центры одинаковых по
площади цветных пятен соответствующих цветных
изображений. В случае необходимости сравнения
пары кадров, полученных с различных точек съем-
ки либо с отличным углом съемки, в результате
чего изображения оказались смещены относитель-
но друг друга, синхронизация может стать един-
ственно возможным решением для осуществления
возможности машинного сравнения изображений.

В данной статье описывается процесс создания
ЛСК для синхронизации пар обрабатываемых изоб-
ражений. Актуальность работы обусловлена необ-
ходимостью сравнения пар изображений, которые
были получены с разных точек съемки, что привело
к искажениям поворота и смещения.

Целью данной работы является разработка вари-
анта создания ЛСК для синхронизации пар изобра-
жений выбранных снимков. Основная идея работы
состоит в том, что для синхронизации двух изобра-
жений необходимо отыскать на этих изображениях

робастные структуры, которые повторялись бы на
каждом из этих изображений, а затем выполнить
создание ЛСК с сохранением лишь общей части
обрабатываемой пары изображений. Предполага-
ется, что даже будучи смещенными друг относи-
тельно друга и/или повернутыми на произвольный
угол, данные изображения, имеющие общую сов-
падающую часть, могут быть синхронизированы
путем создания ЛСК и преобразованием одного из
изображений. Независимо от угла поворота и сме-
щения изображений, имеющих общую часть, ро-
бастные структуры данных изображений будут сов-
падать.

2 Обзор аналогов
Одними из наиболее распространенных мето-

дов определения геометрического рассогласования
изображений являются корреляционные методы [1,
2]. Данные методы позволяют рассчитать коэффи-
циент корреляции для всех возможных вариантов
смещения изображений друг относительно друга
и выбрать одно пиковое значение, которое бу-
дет соответствовать наибольшему совпадению двух
сравниваемых изображений. Еще одним примером
определения взаимного сдвига изображений явля-
ются статические методы, в основе которых лежит
процесс вычисления евклидовой меры взаимного
рассогласования изображений [3]. Однако данные
методы являются весьма чувствительными к шумам
на изображениях, которые являются их неотъем-
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лемой частью, и, что более существенно, они не
позволяют выполнить согласование изображений,
имеющих искажение поворота.

Так как при съемке изображений нестацио-
нарной камерой получаемые изображения имеют
именно искажения сдвига и поворота, то перечис-
ленные выше методы не могут быть использованы
для синхронизации таких изображений. В данной
статье предлагается метод, основанный на выявле-
нии робастных характеристик, имеющих сходство
на обоих обрабатываемых изображениях, который
позволит выполнять синхронизацию изображений,
подвергнутых искажениям сдвига и поворота.

3 Создание локальной системы
координат для синхронизации
изображений выбранных
снимков

Цветное изображение представляется в виде
двумерной последовательности пикселей вида

Imagei =




pi,1,1(R,G,B), pi,1,2(R,G,B), . . .

. . . . . . . . .
pi,h,1(R,G,B), pi,h,2(R,G,B), . . .

. . . , pi,1,w(R,G,B)
. . . . . .
. . . , pi,h,w(R,G,B)



,

i ∈ [1, 2] , w ∈ [1,Wi] , h ∈ [1, Hi] ,

где Imagei — изображение снимка i; p — пиксели
с цветовыми координатами (R, G, B); Wi и Hi —
ширина и высота изображения снимка i в пикселях.

Для сравнения цветных изображений предла-
гается использовать цветные пятна изображений
и робастные характеристики этих изображений.
Для этого необходимо выполнить процедуру по-
лучения полутоновых изображений для получения
наборов робастных характеристик каждого из обра-
батываемых изображений вида

Imi =

= Q (ϕa,1(Imagei), ϕa,2(Imagei), ϕa,3(Imagei)) ,

i ∈ [1, 2] ,
где Imi — полутоновое изображение снимка i; Q —
функция объединения полутоновых преобразова-
ний; ϕ — функция выполнения полутоновых пре-
образований [4].

Перед выполнением сегментации цветных изоб-
ражений необходимо выполнить огрубление цвето-
вых составляющих изображений до 256 цветов, что
позволит получить более удобные для сегментации
изображения с четким контрастированием цвето-

вых пятен [5]. Процедура аппроксимации изобра-
жений выполняется в два этапа:

(1) аппроксимация изображений до 4096 цветов
вида

Imgi =
{
āapp4096(Imagei,Pal4096)

}
, i ∈ [1, 2] ,

где Imgi — аппроксимированное до 4096 цве-
тов изображение снимка i; āapp4096 — функ-
ция получения множества (R, G, B)-пикселей
в результате аппроксимации к 4096 цветам;
Pal4096 — палитра 4096 цветов;

(2) аппроксимация изображений до 256 цветов
вида

Imgi =
{
āapp256(Imagei,Pal256)

}
, i ∈ [1, 2] ,

где āapp256 — функция получения множества
(R, G, B)-пикселей в результате аппроксима-
ции к 256 цветам; Pal256 — палитра 256 цветов.

Полученные в результате выполнения двух эта-
пов аппроксимации изображения должны быть сег-
ментированы с целью формирования последова-
тельности цветных пятен каждого изображения.
Последовательность цветных пятен изображений
можно представить в виде:

āsegmi
= {āi,j} =




ψi,1(pi,1,1), . . . , ψi,1(pi,1,t), . . .

. . . . . . . . .
ψi,n(pi,h,1), . . . , ψi,n(pi,h,t), . . .

. . . , ψi,u(pi,1,w−g), . . . , ψi,k(pi,1,w)
. . . . . . . . . . . .
. . . , ψi,j(pi,h,w−d), . . . , ψi,j(pi,h,w)





i ∈ [1, 2] , j ∈ [0, Jj ] , t ∈ [1, Ti] ,

d ∈ [1, Di] , g ∈ [1, Gi] , u ∈ [1, Ui] ,

w ∈ [1,Wi] , h ∈ [1, Hi] , n ∈ [1, Ni] ,

Ni ≤ Ji , Ui ≤ Ji , Ti ≤ Ji , Di < Wi ,

где āsegmi
— множество сегментов изображения

снимка i;ψi,j — сегмент с номером j цветного изоб-
ражения снимка i; Ji — максимальное количество
цветных сегментов изображения снимка i.

Полученное множество цветных пятен пред-
ставляет собой последовательность из всех цве-
торазличимых сегментов обрабатываемых изобра-
жений [6–8]. Для осуществления синхронизации
изображений путем определения и сопоставления
робастных структур пары обрабатываемых изобра-
жений необходимо выполнить фильтрацию полу-
ченного множества цветных пятен. Сравнительно
маленькие и большие по площади пятна на изоб-
ражениях не позволяют выполнить синхронизацию
изображений из-за того, что маленькие пятна мо-
гут с большой вероятностью повторяться на паре
обрабатываемых изображений либо вовсе пропа-
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дать, а большие пятна могут оказаться на грани-
цах изображений, что приведет к невозможности
точного определения их центров. Следовательно,
необходимо выбрать для дальнейшего рассмотре-
ния только цветные пятна средних размеров, име-
ющих граничные точки, полученные в результате
полутоновых преобразований.

Средняя величина пятен определяется как сум-
марная величина значений площадей всех цветных
пятен изображения, деленная на количество цвет-
ных пятен данного изображения.

Ввиду того что точное совпадение размеров пя-
тен маловероятно, выбирать следует при фильт-
рации пятна, площадь которых будет принадле-
жать промежутку от AveSize/2 до 3AveSize, где
AveSize — средний размер цветного пятна изоб-
ражения. Выбор данного интервала увеличивает
количество цветных пятен, подлежащих рассмо-
трению, и повышает вероятность успешной син-
хронизации изображений.

Отфильтрованная последовательность цветных
пятен обрабатываемых изображений может быть
представлена в виде:

θsegmi
= {θi,k} ⊂ āsegmi

: i ∈ [1, 2] ,
k ∈ [0,K] , j ∈ [0, Ji] , Ki ≤ Ji ,

где θsegmi
— множество цветных сегментов, остав-

шихся после фильтрации цветных сегментов изоб-
ражения снимка i.

После того как получена последовательность
цветных пятен, удовлетворяющая всем условиям
фильтрации: площадь и наличие граничных то-
чек, необходимо выполнить процедуру сравнения
множеств θsegmi

для первого и второго изображе-
ний. Сравнение производится путем определения
совпадения площадей цветных пятен и взаимно-
го удаления данных пятен от других на каждом
изображении. При этом, найдя цветное пятно
θ1,b : b ≤ K1, принадлежащее первому изобра-
жению, и цветное пятно θ2,v : v ≤ K2, площадь ко-
торого соответствует θ1,b, необходимо выполнить
проверку удаленности от всех цветных пятен на
каждом изображении относительно данных пятен.
Если Ysegm = ∅, то данная пара заносится в множе-
ство как совпадающие друг с другом сегменты. Если
расстояния до большей части пятен, которые были
занесены в Ysegm, совпадают, то необходимо доба-
вить в множество Ysegm данную пару цветных пятен,
иначе они будут признаны как ошибочно выбран-
ные совпадающими друг с другом. Получаемую
последовательность можно представить в виде:

Ysegm = {τm} ⊂ θsegmi
: i ∈ [1, 2] ,

m ∈ [0,Mi] , K1 ≥Mi ≤ K2 ,

где Ysegm — множество цветных сегментов, выбран-
ных в качестве совпадающих на паре изображений
выбранных снимков.

Поскольку первый элемент множества Ysegm не
может быть проверен на удаленность от других
цветных пятен, а второй и последующий срав-
ниваются только с предыдущими элементами, то
необходимо выполнить дополнительную проверку
удаленности каждого элемента множества Ysegm для
каждого изображения, тем самым исключив воз-
можные случайные ошибки. Результирующее мно-
жество сегментов, имеющих соответствие на паре
обрабатываемых изображений, может быть пред-
ставлено в виде:

Ssegm = {sc} ⊂ Ysegm : c ∈ [0, Ci] , K1 ≥ Ci ≤ K2 ,

где Ssegm — множество цветных сегментов, остав-
шихся после фильтрации цветных сегментов, вы-
бранных в качестве совпадающих на паре изобра-
жений выбранных снимков.

Успешная синхронизация изображений воз-
можна, если имеется три и более сегментов, име-
ющих соответствие на паре обрабатываемых изоб-
ражений. При этом чем дальше данные цветовые
пятна будут располагаться друг от друга, тем вы-
ше точность синхронизации и создания ЛСК. Ес-
ли число соответствующих друг другу сегментов
три и более, то выполняется процедура создания
ЛСК для обрабатываемой пары изображений пу-
тем определения угла поворота одного изображе-
ния относительно другого и вычисления расстоя-
ний до краев общей области с переносом пикселей
каждого из изображений. Таким образом, при вы-
полнении условия наличия минимум трех цветных
пятен, которые совпадают на паре обрабатываемых
изображений, за счет выполнения процедуры

Im si = Qsi(Image, Ssegm) , i ∈ [1, 2] ,

где Im si — изображения, преобразованные к ЛСК;
Qsi — процедура построения ЛСК для изображе-
ния снимка i; получаем два новых изображения,
которые будут иметь новые ЛСК, совпадающие на
обоих изображениях.

На рис. 1 приведена схема алгоритма создания
ЛСК для синхронизации изображений выбранных
кадров.

Процессы на рис. 1: 1 — получение полутоно-
вых представлений изображений Image1 и Image2;
2 — аппроксимация изображений Image1 и Image2
к палитре 4096 цветов; 3 — аппроксимация изобра-
жений Img1 и Img2 к палитре 256 цветов; 4 —
сегментация изображений Img1 и Img2; 5 —
фильтрация цветных сегментов āsegm1 и āsegm2 ;
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Рис. 1 Схема алгоритма создания ЛСК для синхронизации изображений выбранных кадров

6 — определение соответствия цветных сегментов
θsegm1 и θsegm2 пары изображений Img1 и Img2
вне зависимости от угла поворота и смещения;
7 — фильтрация обнаруженных сегментов множе-
ства Ysegm; 8 — определение числа совпадающих
пятен на паре сравниваемых изображений и воз-
можности построения ЛСК; 9 — построение ЛСК;
10 — выдача ошибки построения ЛСК; 11 — завер-
шение работы.

4 Результаты вычислительных
экспериментов

Для тестирования предлагаемого варианта со-
здания ЛСК для синхронизации изображений вы-
бранных снимков была выбрана пара кадров, пред-
ставленных на рис. 2.

После выполнения сегментации и фильтрации
сегментов оставшиеся сегменты на изображениях
первого и второго снимков выделены зеленым цве-
том. Для наглядности вручную были отмечены
красными линиями и стрелками части изображе-
ний, по которым наиболее отчетливо видно отно-
сительное смещение изображений (рис. 3).

После выполнения вышеописанных процедур
было обнаружено 6 совпадающих цветных сегмен-
тов, за счет которых была построена ЛСК и пре-
образованы оба изображения к виду, пригодному
для сравнения. Полученные изображения пред-
ставлены на рис. 4, а и 4, б.

5 Заключение
В данной статье был предложен вариант созда-

ния ЛСК для синхронизации изображений выбран-
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Рис. 2 Изображения первого (а) и второго (а) снимков

Рис. 3 Сегменты для синхронизации, визуализация относительного смещения изображений

Рис. 4 Преобразованные изображения первого (а) и второго (б) снимков
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ных снимков. В результате его тестирования были
получены положительные результаты для изобра-
жений, имеющих искажение сдвига и поворота.
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УСКОРЕННЫЙ АЛГОРИТМ СТЕРЕОСОПОСТАВЛЕНИЯ

НА ОСНОВЕ ГЕОДЕЗИЧЕСКИХ ВСПОМОГАТЕЛЬНЫХ

КОЭФФИЦИЕНТОВ

О. А. Яковлев1, А. В. Гасилов2

Аннотация: Среди локальных алгоритмов стереосопоставления качественные результаты дают алгоритмы,
использующие концепцию вспомогательных коэффициентов. В данной работе предложена модифика-
ция алгоритма стереосопоставления на основе геодезических расстояний. Предлагаемая модификация
существенно снижает вычислительные затраты, незначительно уступая в качестве сопоставления ориги-
нальному подходу, что подтверждается приведенными результатами экспериментов. Рассматриваемый
алгоритм опирается на сегментацию одного из изображений стереопары, используя геодезические вспо-
могательные коэффициенты для вычисления цвета каждого сегмента. Такое преобразование изображения
делает возможным применение принципа частичных сумм при вычислении стоимости сопоставления,
что и является основным источником прироста производительности.
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1 Введение

Задача стереосопоставления двух изображений
состоит в установлении для каждой точки одного
изображения соответствующей ей точки на втором
изображении. В данной работе рассматривается
самый распространенный вариант исходных дан-
ных — пара ректифицированных изображений.
В паре таких изображений естественным образом
можно выделить левое (IL) и правое (IR). На
ректифицированных изображениях эпиполярные
прямые параллельны оси Ox, следовательно, со-
ответствующие точки имеют равные координаты
по оси Oy. Пусть p ∈ IL и p′ ∈ IR — соответ-
ствующие точки, тогда диспарантностью пикселя p
будем называть величину disp (p) = px − p′x. Значе-
ния disp (p) для каждого p ∈ IL образуют матрицу,
называемую картой диспарантности. Карта диспа-
рантности выступает результатом стереосопостав-
ления изображений и может быть использована,
например, для трехмерной реконструкции сцены.

Среди алгоритмов стереосопоставления выде-
ляют глобальные и локальные алгоритмы. Гло-
бальные алгоритмы решают задачу оптимизации,
вычисляя оптимальную по некоторому критерию
карту диспарантности, что обеспечивает высо-
кое качество результата. Однако вычислительная
сложность глобальных алгоритмов не позволя-
ет применять их в системах реального времени.

Локальные алгоритмы являются представителями
класса жадных алгоритмов, имеют высокую про-
изводительность, но качество вычисленных карт
диспарантности у них значительно ниже, чем у гло-
бальных алгоритмов. В связи с постоянным совер-
шенствованием аппаратных средств большинство
исследований направлено на улучшение качест-
ва сопоставления изображений. Как следствие,
многие локальные алгоритмы приобрели черты гло-
бальных, и их применение в условиях ограничен-
ных вычислительных ресурсов становится невоз-
можным. Алгоритм сопоставления изображений
с помощью геодезических вспомогательных коэф-
фициентов [1] является ярким примером локаль-
ного алгоритма, обладающего как высоким каче-
ством, так и высокой вычислительной сложностью.
В настоящей работе рассматривается модифика-
ция этого алгоритма, позволяющая добиться роста
производительности с незначительной потерей ка-
чества.

2 Стереосопоставление на основе
геодезических вспомогательных
коэффициентов

Рассмотрим неориентированный граф, верши-
нами которого являются пиксели изображения
и каждая вершина соединена ребром с 8 соседними.

1Орловский филиал Федерального исследовательского центра «Информатика и управление» Российской академии наук,
maucra@gmail.com

2Орловский филиал Федерального исследовательского центра «Информатика и управление» Российской академии наук,
gasilov.av@yandex.ru
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Стоимостью ребра будем считать евклидово рассто-
яние между двумя пикселями как RGB-векторами.
Стоимость кратчайшего пути между двумя верши-
нами такого графа будем называть геодезическим
расстоянием между соответствующими пикселями
изображения.

В работе [1] предлагается использовать в ка-
честве вспомогательного коэффициента величину,
обратную геодезическому расстоянию:

w(p, q) = e−g(p,q)/γ , (1)

где g(p, q)— геодезическое расстояние между p и q;
γ — положительный коэффициент.

Коэффициент γ позволяет регулировать ско-
рость убыванияw(p, q)при возрастании g(p, q). Рас-
смотрим функцию f(x) = e−x/γ . Ее производная
f ′(x) = −(1/γ)e−x/γ. Таким образом, чем меньшеγ,
тем быстрее убывает f(x).

Для вычисления disp (p) с помощью вспомо-
гательных коэффициентов используется сканиру-
ющее окно, размер которого подбирается экспе-
риментально. Пусть Winp — сканирующее окно
с центром в точке p, тогда стоимость диспарантно-
сти d для пикселя p можно вычислить как

c(p, d) =
∑

q∈Winp

w(p, q)di¨ (q, (qx − d, qy)) ,

где di¨ (p, q) — величина цветоразличия пикселя p
левого изображения и пикселя q правого.

Для вычисления диспарантности каждого пик-
селя будем использовать локальную оптимизацию:
в качестве disp(p) возьмем такое значение d, при
котором достигается минимум стоимостной функ-
ции c(p, d), т. е.

disp (p) = argmin
d≤D

c(p, d) ,

где D — максимально допустимая диспарантность.
Пусть W и H — ширина и высота изображения

соответственно; s — размер сканирующего окна.
Тогда вычислительная сложность построения кар-
ты диспарантности описанным способом составит
O(WHs2D).

3 Ускоренный алгоритм
стереосопоставления

Нетрудно понять, что вспомогательные коэф-
фициенты позволяют оценить вероятность принад-
лежности двух пикселей одной поверхности сцены.
Более грубую оценку принадлежности двух пиксе-
лей одной поверхности дает сегментация изображе-
ния [2]. Сегментация и вспомогательные коэффи-
циенты могут быть скомбинированы, что позволит

снизить вычислительную сложность сопоставления
изображений.

Пусть S1∪S2∪S3∪· · ·∪Sm — сегментация лево-
го изображения. Опорной точкой pivoti сегмента Si

будем называть его медиану как упорядоченного по
значениям координат списка точек. Цветом сег-
мента i будем называть средневзвешенный вспомо-
гательными коэффициентами цвет составляющих
его пикселей:

Ci =

∑
p∈Si

w(p, pivoti)IL(p)
∑

p∈Si

w(p, pivoti)
,

где IL(p)— цвет пикселя p на изображении.
На данном этапе предполагается, что такой ва-

риант использования коэффициентов принадлеж-
ности не приведет к значительному снижению ка-
чества по сравнению с оригинальным алгоритмом.
Параметр γ в выражении (1) должен быть согласо-
ван с уровнем сегментации, иначе теряется смысл
применения вспомогательных коэффициентов —
значение Ci будет близко к среднему цвету сегмен-
та. Высокому уровню сегментации соответствует
малое значение γ и наоборот. Рисунок 1 иллюстри-
рует влияние параметра γ на значения вспомога-
тельных коэффициентов.

Пусть s(p) — номер сегмента, которому при-
надлежит пиксель p, тогда в качестве стоимостной
функции будем рассматривать величину

c(p, d) =
∑

q∈Winp

∥∥Cs(q) − IR(qx − d, qy)
∥∥
2
, (2)

где IR(x, y)— цвет пикселя (x, y) на правом изобра-
жении.

Используя стоимостную функцию (2), можно
значительно сократить вычислительные затраты на
построение карты диспарантности — стоимостная
функция для каждой позиции сканирующего окна
может быть вычислена за O(1) с помощью частич-
ных сумм.

Рассмотрим метод частичных сумм. Имеется
матрица A = (ai,j), состоящая из n × m элемен-
тов, и необходимо многократно вычислять сумму
подматриц этой матрицы. Пусть

psr,c =

r∑

i=1

c∑

j=1

ai,j .

Используя принцип динамического программиро-
вания, величину ps можно рассчитать за время по-
рядка O(nm) согласно соотношению:

psr,c = psr−1,c + psr,c−1 − psr−1,c−1 + ar,c . (3)
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Рис. 1 Вспомогательные коэффициенты при различных значениях γ: (а) γ = 10; (б) 15; (в) 30; (г) γ = 50

Сумму на произвольной подматрице (r1, c1) −
− (r2, c2) можно вычислить по формуле включе-
ний-исключений:

sum (r1, c1, r2, c2) =

= psr2,c2 − psr2,c1−1 − psr1−1,c2 + psr1−1,c1−1 . (4)

Воспользуемся методом частичных сумм для
вычисления стоимостной функции c(p, d). Пусть
sumd(x1, y1, x2, y2) — суммарная стоимость диспа-
рантности d для всех пикселей прямоугольника
(x1, y1)–(x2, y2), т. е.

sumd (x1, y1, x2, y2) =

=

x2∑

i=x1

y2∑

j=y1

∥∥Cs(i,j) − IR(x− d, y)
∥∥
2
,

где s(i, j) — номер сегмента, которому принадле-
жит пиксель (i, j).

Обозначив

psd(x, y) =
∑

i≤x

∑

j≤y

∥∥Cs(i,j) − IR(x− d, y)
∥∥
2
,

согласно выражению (4) имеем:

sumd (x1, y1, x2, y2) =

= psd (x2, y2)− psd (x2 − 1, y1 − 1)−
− psd (x1 − 1, y2 − 1) + psd (x1 − 1, y1 − 1) .

С помощью выражения (3) величину psd мож-
но вычислить за время порядка O(WH). Значение
стоимостной функции для сканирующего окна раз-
мером s = 2h+ 1 выражается через sumd:

c(p, d) = sumd (px − h, py − h, px + h, py + h) .

Таким образом, стоимостная функция для все-
возможных позиций сканирующего окна при фик-
сированной диспарантности рассчитывается за
время O(WH); следовательно, вычислительная
сложность построения карты диспарантности есть
O(WHD).

Для определения ошибочных значений диспа-
рантности воспользуемся стандартным критерием
согласованности. Пусть DispL,R — карта диспа-
рантности для левого изображения относительно
правого, а DispR,L — карта диспарантности для
правого изображения относительно левого. В соот-
ветствии с приведенным ранее определением, зна-
чения диспарантности для правого изображения
должны быть неположительными.

Пусть DispL,R(x, y) и DispR,L(x
′, y), где x′ =

= x−DispL,R, являются корректными значениями
диспарантности. Тогда выполняется равенство:

DispL,R(x, y) = −DispR,L (x
′, y) .

На основании этого равенства будем производить
фильтрацию карты диспарантности: если равенство
для некоторого пикселя не выполняется, будем счи-
тать, что его диспарантность не установлена.
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Таблица 1 Результаты расчета геодезических расстояний алгоритмом Borgefors

Число
итераций

Средняя ошибка
Максимальная

ошибка
Время

расчета, с
Время расчета

алгоритмом Дейкстры, с
2 0,0022 0,35 0,22 0,15
3 4,5 · 10−4 0,15 0,32
5 4 · 10−5 0,057 0,53

10 10−8 10−4 1,05

Ввиду того что при вычислении диспарант-
ности задействуется некоторая окрестность пик-
селя, вполне вероятным является случай не-
значительного рассогласования значений DispL,R

и DispR,L. Для корректной обработки таких случаев
следует ослабить критерий согласованности до

∣∣DispL,R(x, y) + DispR,L (x
′, y)

∣∣ ≤ 1 .

4 Вычисление геодезических
расстояний

В работе [1] для вычисления геодезических
расстояний используется итерационный алгоритм
Borgefors [3], позволяющий найти приближение
геодезического расстояния с заданной точностью.
Вычислительная сложность алгоритма Borgefors ли-
нейна относительно размера сегмента.

Для точного вычисления геодезических расстоя-
ний можно воспользоваться алгоритмом Дейкстры,
который позволяет вычислить длины кратчайших
путей от одной вершины графа до остальных. В ка-
честве вершин графа будем использовать пиксели
одного сегмента, а ребро между двумя вершинами
будет существовать, если соответствующие им пик-
сели являются смежными в восьми направлениях.
Стоимость ребра — евклидово расстояние между
цветами пикселей в системе RGB. Очевидно, что
длина кратчайшего пути в таком графе будет геоде-
зическим расстоянием по определению.

Описанный граф обладает важным свойством:
число ребер линейно зависит от числа вершин. Та-
кое свойство дает возможность реализовать алго-
ритм Дейкстры с использованием двоичной ку-
чи [4], снизив вычислительную сложность до
O(|V | log |V |), где |V | — число вершин графа, т. е.
размер сегмента.

В ходе экспериментов было выявлено, что
асимптотически лучшее быстродействие алгоритма
Borgefors проявляется лишь на областях достаточно
большого размера, наличие которых в сегментации
реальных снимков маловероятно. В табл. 1 пред-
ставлены результаты расчета геодезических рассто-
яний алгоритмом Borgefors с разным числом итера-
ций для изображения размером 450× 375.

Таким образом, применение алгоритма Borge-
fors не оправдано при расчете геодезических рас-
стояний внутри сегмента.

5 Результаты

Алгоритм был реализован на языке C++ в со-
ответствии с приведенным описанием. Реали-
зация алгоритма доступна в открытом репозито-
рии (https:// github.com/helgui/FastGSW.). Оцен-
ка результата стереосопоставления проводилась по
методике, описанной в работе [5], с помощью
предоставленного авторами работы программно-
го обеспечения Middlebury Stereo Evaluation SDK.
Набор входных данных [6] состоит из 14 стерео-
пар различной конфигурации. В ходе эксперимен-
тов проводилось сравнение ускоренного алгорит-

Рис. 2 Результаты стереосопоставления: (а) левое изображение стереопары; (б) результат работы ускоренного
алгоритма; (в) результат работы оригинального алгоритма

ИНФОРМАТИКА И ЕЁ ПРИМЕНЕНИЯ том 10 выпуск 3 2016 101



О. А. Яковлев, А. В. Гасилов

Таблица 2 Параметры запуска алгоритмов

Параметр
Значение

для оригинального
алгоритма

Значение
для ускоренного

алгоритма
Размер сканирующего окна 31 15
Коэффициент γ 10 5
Алгоритм сегментации Не используется Сегментация на основе графа [7]

Таблица 3 Результаты экспериментов

Название теста
Используемый

алгоритм

Значения
диспарантности

с ошибкой
более 2 единиц, %

Неустановленные
значения

диспарантности,
%

Время
выполнения,

с

Adirondack
Оригинальный 9,98 66,72 562,19
Ускоренный 10,26 60,44 6,39

Jadeplant
Оригинальный 4,05 40,03 1063,23
Ускоренный 11,79 60,23 6,31

Motorcycle
Оригинальный 5,72 31,98 557,48
Ускоренный 6,92 39,03 6,58

Motorcycle E
Оригинальный 14,46 82,6 556,19
Ускоренный 8,31 84,86 6,77

Piano
Оригинальный 13,71 26,21 478,00
Ускоренный 8,55 47,49 6,17

Piano L
Оригинальный 10,77 81,84 479,30
Ускоренный 7,49 84,33 6,17

Pipes
Оригинальный 5,24 36,68 578,16
Ускоренный 10,7 38,23 6,45

Playroom
Оригинальный 10,19 61,9 597,20
Ускоренный 11,08 47,81 6,02

Playtable
Оригинальный 10,86 42,08 497,01
Ускоренный 10,04 54,52 5,67

Playtable P
Оригинальный 7,15 36,33 498,76
Ускоренный 9,98 54,4 5,83

Recycle
Оригинальный 8,78 31,9 491,86
Ускоренный 8,4 53,29 6,35

Shelves
Оригинальный 16,64 42,83 475,90
Ускоренный 10,19 58,21 6,52

Teddy
Оригинальный 3,11 30,12 233,55
Ускоренный 7,1 34,48 3,36

Vintage
Оригинальный 13,06 32,35 1283,93
Ускоренный 7,9 52,3 6,38

ма с оригинальным (рис. 2). Параметры запуска
алгоритмов приведены в табл. 2. Следует заме-
тить, что параметры для оригинального алгоритма
заданы в соответствии с рекомендациями авторов.
Результаты экспериментов сведены в табл. 3.

Главный критерий оценки качества — доля пик-
селей от общего числа, вычисленное значение дис-
парантности для которых отличается более чем
на 2 единицы от истинного значения. Разница
между средними значениями этого параметра для
оригинального и ускоренного алгоритмов состави-
ла 0,33%.

При оценке также использовался дополнитель-
ный критерий — доля пикселей, отброшенных при
фильтрации. Разница между средними значения-
ми составила 8,4% в пользу оригинального алго-
ритма.

Из табл. 3 видно, что ускоренный алгоритм име-
ет многократное превосходство в производитель-
ности. Исходя из приведенных ранее асимптоти-
ческих оценок сложности, нетрудно понять, что
разница во времени расчета при увеличении разме-
ра сканирующего окна будет расти пропорциональ-
но квадрату этого размера.
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6 Заключение
В данной работе была описана модификация ал-

горитма [1] и представлена его реализация. Резуль-
таты экспериментов позволили убедиться в том,
что путем незначительной потери качества был по-
лучен существенный прирост производительности.
Также очевидным преимуществом рассмотренного
метода является эффективность интеграции с сис-
темами компьютерного зрения, которые уже ис-
пользуют сегментацию при анализе изображений.

Единственным недостатком предложенного
подхода является меньшая плотность вычисленных
карт диспарантности, что может свидетельствовать
о недостаточной совместимости алгоритма с фильт-
рацией по критерию согласованности.
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К ВОПРОСУ ОБ УМЕНЬШЕНИИ ОБЪЕМА ПОРЦИЙ УЧЕБНОГО

МАТЕРИАЛА ПРИ ЭЛЕКТРОННОМ ОБУЧЕНИИ∗

А. А. Федосеев1

Аннотация: Предпринята попытка анализа электронного предъявления учебного материала как авто-
матизированного процесса. Проанализированы причины сокращения продолжительности видеолекций
для массовых открытых онлайновых курсов, а также аналогичного сокращения необходимого времени
работы с мультимедиа электронными образовательными ресурсами и параграфами электронных учеб-
ников. Показано, что причиной для таких сокращений является не столько сама продолжительность,
сколько объем предъявляемого учебного материала, который может быть усвоен за один сеанс. Для
определения пределов этого объема количество предъявляемой информации, измеренное в новых по-
нятиях и связанных с ними уже усвоенных понятий-линков, сравнивается с предельным количеством
элементов, обрабатываемых в оперативной памяти человека одновременно. В результате делается вывод
о том, что за требованием сокращения продолжительности лекций стоит необходимое ограничение объ-
ема предъявляемой учебной информации. Учет этого обстоятельства позволил сформулировать понятие
комплекта заданий и сделать предложение относительно процедуры автоматизированного обучения.
Статья публикуется в порядке обсуждения.

Ключевые слова: электронные средства обучения; микрообучение; понятиe; линк; «кошелек Миллера»;
комплект заданий; автоматизированное обучение
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1 Введение

Нормальная продолжительность лекции в рос-
сийской высшей школе — два академических часа,
что составляет 90 мин. Бывают сдвоенные лекции
продолжительностью 180 мин. В других странах
примерно то же самое, но предполагается некото-
рое пространство для маневра продолжительностью
лекции.

Если вузовскую лекцию записать на видео, то,
казалось бы, должна получиться основа учебного
материала для одного из новых Массовых открытых
онлайновых курсов (МООК), которые приобрели
известность и популярность начиная с 2012 г. [1].
Чтобы лекционная основа превратилась в заготов-
ку такого курса, следует добавить к ней механизм
обратной связи для фиксации факта освоения ма-
териала лекции слушателями. Для этого в зави-
симости от целей и материала курса применяются
различные методы.

Однако опыт применения МООК и электрон-
ных ресурсов (в том числе электронных учебни-
ков) показал, что продолжительные видеолекции
или параграфы электронных учебников, требу-

ющие значительного по времени внимания, для
дистанционного обучения не годятся. Эмпири-
чески оказалось, что учебные материалы должны
быть сформированы таким образом, чтобы работа
с ними не превышала 15 мин, а лучше — еще мень-
ше. Эта ситуация породила термин microlearning
(микрообучение) [2] и метафоры «информация на
один укус» и «внимание на чайную ложку» (в при-
мерном переводе). При этом материал для микро-
обучения — это не порубленные на части длин-
ные лекции, а самостоятельные, логически полные
и связные короткие видеоролики. Таким образом,
считается, что для заочного обучения, основанного
на информационно-коммуникационных техноло-
гиях (ИКТ), новые знания должны подаваться мел-
кими порциями (microlearning), работа с каждой из
которых занимает не более нескольких минут.

Попытки объяснить необходимость предъявле-
ния новых знаний мелкими порциями сводятся
к соображению, что при более длинных лекциях
внимание слушателя рассеивается и материал пере-
стает усваиваться. Так, исследование лекций почти
пятисот МООК показало [3], что интерес к лекции
резко уменьшается уже на шестой минуте просмот-

∗Работа выполнена в рамках Программы фундаментальных научных исследований в Российской Федерации на долгосрочный
период (2013–2020 годы). Тема № 34.2. Когнитивные мультимедиа и интерактивность в образовании в условиях мобильного
Интернета.

1Институт проблем информатики Федерального исследовательского центра «Информатика и управление» Российской академии
наук, a.fedoseev@ipiran.ru
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ра. Не опровергая это исследование, попробуем
не согласиться с тем, что именно продолжитель-
ность лекции является критической в дистанци-
онном обучении. Внимание студентов точно так
же рассеивается и во время очной лекции в ауди-
тории, однако девяностоминутный стандарт суще-
ствует столетиями, и никто не собирается изменять
его в угоду непоседливости студентов. И это при
том, что отвлечение внимания во время очной лек-
ции чревато полной утерей понимания изложения
и невозможностью его восстановления, посколь-
ку лекция существует только в момент ее прочте-
ния. Что касается заочных учебных материалов,
доставляемых средствами ИКТ, потеря внимания
не наносит существенного вреда слушателю, по-
скольку существует возможность получить повтор-
но ту часть материала, которая не была воспринята
с первой попытки. По-видимому, дело не только
в продолжительности лекции, а в чем-то еще.

2 Отличие автоматизированного
процесса от «ручного»

Предъявление слушателю, студенту или учаще-
муся учебного материала с использованием средств
ИКТ является автоматизированным процессом
в отличие от изложения материала лектором или
учителем. Учитель или лектор, излагая материал,
самостоятельно определяет необходимую продол-
жительность цикла обучения, так же как и усло-
вия перехода к изложению следующего материа-
ла. Теоретически это означает, что учитель должен
убедиться в готовности учащихся к дальнейшему
учению. На практике это не всегда возможно. Учи-
тель не в состоянии опросить всех учащихся, не все
из них присутствовали на прошлом уроке, кое-кто,
возможно, не выполнил домашнее задание. Тем
не менее учитель хорошо знаком со своими подо-
печными и в состоянии принять решение о мо-
менте, когда можно предъявлять следующий учеб-
ный материал в рамках существующего учебного
плана. Ситуация в высшей школе несколько бо-
лее свободна, поскольку предполагается (не всегда
обоснованно) ответственное отношение студентов
к учению.

Если какая-то операция осуществляется автома-
тизированно, в данном случае это операция предъ-
явления средствами ИКТ учебного материала слу-
шателям (учащимся, студентам) для усвоения, то
естественно потребовать наличия автоматическо-
го сигнала о ее нормальном завершении. Этот
принцип удачно реализован в Академии Салмана
Хана (https://www.khanacademy.org). После корот-

кой видеолекции учащемуся предлагается выпол-
нить ряд заданий. При возникновении сложностей
предусмотрена возможность воспользоваться под-
сказками. Только после того, как все задания вы-
полнены — что является автоматическим сигналом
о завершении процесса восприятия и закрепления
учебного материала, учащемуся становится доступ-
ной следующая порция видеоматериалов.

По договору с Академией Хана студенты Мас-
сачусетского технологического института должны
были готовить учебные видеоматериалы для их
использования Академией. В прочитанной для
студентов в 2012 г. лекции (https://www.youtube.
com/watch?v=VA273i3z7Mk&nohtml5=False) Сал-
ман Хан, в частности, настаивал, что ролики долж-
ны быть по возможности короткими. Некоторые
лекции ему самому удалось сделать трехминутны-
ми, но, к сожалению, не все. То же самое относится
и к заданиям, выполнение которых должно засви-
детельствовать освоение материала микролекции.
Задания также должны быть простыми и быстро-
выполнимыми. Как видим, подход Академии Хана
вполне согласуется с концепцией микрообучения.

У организаторов дистанционного курса нет
иной возможности понять, воспринята ли видео-
лекция, как получить сигнал о том, что все за-
дания, относящиеся к этой лекции, выполнены.
Поскольку МООК относятся к высшему или до-
полнительному образованию, заранее предполага-
ется большая мотивированность и ответственность
слушателей. Что касается электронных ресурсов
и учебников для общеобразовательной школы, то
там ситуация другая. Полагаться на сознательность
и ответственность учащихся не приходится. По-
этому и методы контроля усвоения знаний должны
быть более строгими. Очевидно, что учитель может
существовать (и на самом деле существует) в усло-
виях, когда часть его учеников знает весь заданный
материал, кто-то знает его частично, а некоторые
вообще ничего не знают. Он примерно представля-
ет уровень знаний каждого ученика и, поскольку
их не так уж много, может своим индивидуальным
вниманием (применяя различные педагогические
приемы, в том числе формирующее обучение) до
некоторой степени компенсировать разноуровне-
вость знаний учащихся.

Если предъявление нового учебного материала
передается технологиям, то ситуация изменяется
и учащихся приходится подгонять (автоматизиро-
ванно) под единый уровень. В противном случае
от автоматизации не будет толка. Что с того, что
ученикам предъявили некий электронный образо-
вательный ресурс — кто-то посмотрел и изучил,
а кто-то и компьютер не включал, — подчищать все
придется учителю вручную.
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Таким образом, автоматизация предъявления
учебного материала неизбежно тянет за собой и ав-
томатизированный процесс контроля усвоения это-
го материала. Иначе автоматизированный процесс
оказывается незавершенным и восприятие учебно-
го материала приходится проверять традиционны-
ми способами (контрольный опрос учащихся), т. е.
учебный процесс возвращается к своей традицион-
ной форме и смысл автоматизации пропадает.

3 Как человек воспринимает
новую информацию

У каждого человека со временем складывается
собственная система знаний. Как показано в [4],
сначала закладываются первичные элементарные
понятия, затем по мере поступления новой ин-
формации присутствующие в ней понятия (факты,
образы, связи, категории — все что угодно) выража-
ются через уже имеющиеся, усвоенные элементы,
после чего новая информация встраивается в сис-
тему знаний. Для объяснения этого процесса все
уже устоявшиеся элементы, нужные для объясне-
ния нового понятия, в [4] предлагается называть
линками (в переводе — связями). Таким обра-
зом, каждое новое понятие оказывается связанным
с некоторым количеством линков и в таком виде
остается в долговременной памяти человека. Ко-
гда изучается новое понятие, например закон Ома,
линками являются понятия напряжения, тока и со-
противления. Однако, когда закон Ома встроится
в систему знаний, в памяти он будет представлен од-
ним укрупненным понятием, определяющим весь
закон. Если обладателю знания закона Ома понадо-
бится использовать его для формирования какого-
либо нового понятия, то этот закон будет исполь-
зован как линк. Более крупным понятием-линком
может быть вся электротехника и даже вся физика.
Здесь важно, что при восприятии новой информа-
ции каждое понятие обрастает соответствующими
линками и таким образом укрупняется. Кстати, при
изучении закона Ома учащимся потребуется старый
комплексный линк под названием «алгебраические
преобразования», иначе никак не справиться с вы-
числением тока или, наоборот, напряжения. Есте-
ственно, что этот линк уже находится в памяти как
единое целое, объединяющее все изученные алгеб-
раические преобразования.

В западной литературе, например в [5], для объ-
яснения аналогичных процессов используется по-
нятие чанка (chunk — кусок, ломоть).

Особенности восприятия информации чело-
веком в соответствии с открытием, сделанным

Джорджем Миллером [6] (остроумно названным
«кошелек Миллера»), не позволяют обрабатывать
в оперативной памяти одновременно более семи
плюс-минус двух элементов. Таким образом, коли-
чество элементов предназначенного для усвоения
учебного материала должно быть в пределах семи
(плюс-минус два). В [7] на большом практиче-
ском материале показано, что количество элемен-
тов, предъявляемых в новом учебном материале,
должно быть не менее трех и не более пяти. Если
количество таких элементов три и менее, то интерес
слушателей не пробуждается, поскольку они вос-
принимают материал слишком простым и потому
не заслуживающим внимания. Если число эле-
ментов учебного материала более пяти, то интерес
учащихся пропадает уже из-за того, что они теряют
смысл предъявляемого материала и не понимают
его. Очевидно, что количество одновременно обра-
батываемых элементов в диапазоне от трех до пяти
вполне согласуется с законом Миллера.

Отождествляя элементы обрабатываемой опера-
тивной памятью человека информации с понятия-
ми и линками, можно заключить, что эффективное
восприятие может произойти, если их количество
в новом учебном материале не менее трех и не бо-
лее пяти. Проблема в том, что в понятиях и линках
никто учебный материал не измеряет. Интуитивно
отмечается, что более короткий материал усваива-
ется успешнее, причем проверка усвоения осуще-
ствляется сравнительно просто. Сколько понятий
и связанных с ними линков можно ввести на лекции
продолжительностью 3 мин и сколько — за 90 мин?
И далее: как убедиться, что весь 90-минутный ма-
териал усвоен? Каков объем выполненных заданий
должен убедить в том, что материал на самом деле
усвоен?

Таким образом, теперь можно быть уверенным,
что дело не только в регулировании продолжитель-
ности лекции, но и в ограничении объема предъ-
являемой информации.

4 Понятие комплекта заданий

Следующим шагом на пути автоматизации учеб-
ного процесса становится предъявление учащемуся
таких заданий, выполнение которых гарантирован-
но свидетельствовало бы о полном усвоении этого
материала. Как упомянуто ранее, рекомендации на
этот счет касаются только количества и сложности
заданий: заданий должно быть по возможности
много, но они должны быть простыми. Попробу-
ем связать это с теми понятиями и линками [4],
количество которых определяет предельный объем
учебного материала. В примере про закон Ома есть
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новое понятие — закон Ома, есть три линка: напря-
жение, ток и сопротивление — и есть комплексный
линк «алгебраические преобразования». Всего —
пять. Никакие параллельные и последовательные
соединения, электродвижущая сила и полное со-
противление цепи, а также удельное сопротивле-
ние и поперечное сечение проводника не должны
входить в материал о законе Ома, поскольку это
дополнительные понятия и им место в дальней-
ших порциях учебного материала, которые будут
предъявляться позже.

Какими должны быть задания, чтобы пол-
ностью удостовериться в усвоении материала «за-
кон Ома»? Во-первых, это вопросы на понимание
каждого нового понятия. Новое понятие одно:
закон Ома. Во-вторых, вопросы на понимание
действия каждого уже известного понятия (линка)
в законе Ома. Таких понятий три: напряжение, ток
и сопротивление. У алгебраических преобразова-
ний нет специфических взаимодействий с законом
Ома. Этот линк проявит себя, когда понадобится
составлять формулы для вычислений. В-третьих,
вопросы на понимание взаимодействия каждой па-
ры величин в рамках изучаемого закона. Таких пар
три: ток и напряжение, ток и сопротивление, на-
пряжение и сопротивление. В-четвертых, задания
на вычисление каждой величины при известных
двух других. Их тоже три. В-пятых, определение
зависимостей каждой величины от изменений двух
других. Их может быть шесть, если одна из неза-
висимых величин является аргументом, а вторая —
параметром. Итого в данном примере насчитыва-
ется минимум 16 заданий пяти различных типов.
Почему минимум? Потому что меньше нельзя:
не все аспекты порции знаний будут проверены.
А больше 16 заданий вполне может быть. Например,
чтобы проверить усвоение новых понятий, может
понадобиться более одного вопроса на понимание
для каждого понятия. Задачи на вычисления мо-
гут быть сформулированы, что называется, «в лоб»,
а могут иметь завуалированную структуру, с тем
чтобы учащийся догадался, как решить задачу.

Таким образом, опираясь на использованные
в порции учебного материла понятия и линки,
можно сформировать некоторый набор заданий,
которыми можно проверить усвоение всех аспек-
тов заключенного в этой порции знания. При этом
рекомендации оказываются соблюденными: коли-
чество заданий существенно превышает обычную
норму. Так, количество вопросов для самопровер-
ки, размещаемых после параграфа с учебным мате-
риалом, как правило, не превышает трех–четырех.
Число задач, задаваемых на дом, не превышает
пяти–шести. И это при том, что количество ин-
формации в параграфах учебников не нормировано

понятиями и связанными с ними линками и суще-
ственно превышает рекомендуемый уровень.

Будем этот необходимый объем заданий, опре-
деленный по понятиям и линкам нового учебного
материала, называть комплектом. Каждой порции
учебного материала соответствует свой комплект
заданий.

Количество необходимых заданий для выявле-
ния полного усвоения материала — еще один до-
вод в пользу мелких порций электронных лекций,
электронных образовательных мультимедиаресур-
сов и параграфов электронных учебников. При
увеличении числа понятий и линков учебного ма-
териала стремительно возрастает размер необхо-
димого комплекта заданий, поскольку необходи-
мо проверять понимание взаимодействия каждого
с каждым.

5 Автоматизированная
диагностика

Поскольку комплект заданий охватывает про-
верку усвоения всех аспектов соответствующего
учебного материала, то возникает возможность
автоматизированной диагностики возникших про-
белов в знании. Таким образом, практическое
применение понятия комплекта заданий позволя-
ет осуществлять автоматизированную диагностику
пробелов в знаниях учащихся. Поскольку задани-
ями охвачены все аспекты учебного материала по
возможности с исчерпывающей полнотой, невы-
полнение отдельных заданий с очевидностью ука-
зывает на те разделы материала, к которым они
относятся.

6 Автоматизированное обучение

Согласно [8], обучение — это процесс, при кото-
ром исправляются ошибки восприятия учащихся,
не позволившие им выполнить задания с первой
попытки. В этом смысле обучение является ин-
дивидуальным и итеративным процессом, в кото-
ром на каждой итерации в соответствии с допу-
щенными учащимися ошибками каждый из них
должен получить новый учебный материал, специ-
ально разработанный для устранения его пробелов
в восприятии. После проработки этого материала
вновь совершается попытка выполнить задания.
Если задания оказываются снова не выполнен-
ными в какой-то части, то должна осуществить-
ся следующая итерация создания нового учебного
материала и предъявления его учащемуся для про-
работки. Этот процесс не применяется в полной
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мере на практике в учебных заведениях, поскольку
в них не предусмотрено систематических индиви-
дуальных занятий. В какой-то степени эти поло-
жения теории отрабатываются репетиторами или
родственниками учащихся.

Разработчик образовательного ресурса или
электронного учебника, доставляемого средства-
ми ИКТ, имеет возможность заранее предусмотреть
и заготовить специальные дополнительные учеб-
ные материалы, направленные на преодоление не-
понимания в выполнении заданий. Рассмотрим для
примера, какие должны быть заготовлены коррек-
тирующие материалы по закону Ома. Во-первых,
это материалы, направленные на формирование
правильного понимания каждого из участвующих
в законе Ома линков. Их три. Это напряжение,
ток и сопротивление. Во-вторых, должны также
присутствовать материалы, корректирующие не-
правильное понимание пар линков. Их тоже три.
Неправильное понимание самого закона Ома так-
же должно исправляться корректирующим матери-
алом. И наконец, в-третьих, неправильное исполь-
зование алгебраических преобразований должно
привести к отсылке ученика к соответствующему
разделу математики. Итого получилось семь кор-
ректирующих материалов. Надо сказать, что в той
или иной степени эти разделы излагались в основ-
ном учебном материале. Речь идет только о более
подробном их изложении для полной ликвидации
неправильного понимания. Эти материалы долж-
ны быть предъявлены каждому учащемуся соответ-
ственно допущенным им ошибкам. После про-
работки специального материала учащийся вновь
получает соответствующий комплект заданий. При
выполнении всех заданий делается заключение об
усвоении материала, а при невыполнении — по-
вторяется процедура предъявления специального
учебного материала, соответствующего новым до-
пущенным ошибкам. По-видимому, для предотвра-
щения возможности бесконечного цикла следует
предусмотреть общение с учителем после несколь-
ких циклов с одними и теми же типами ошибок.

По существу, описанная процедура является не
чем иным, как автоматизированным обучением.
А это означает, что электронная доставка учеб-
ных материалов мелкими порциями с выделением
элементов информации, включая комплекты зада-
ний, дает возможность не только убедиться в усво-
ении или неусвоении предъявленного материала,
но и обеспечить приемлемый уровень его усвоения
всеми учащимися.

7 Заключение

Анализ причин сокращения продолжитель-
ности учебных материалов, предъявляемых сред-
ствами ИКТ, показал, что дело скорее в объ-
еме предъявляемой информации, которая может
быть воспринята за один сеанс, чем в продол-
жительности как таковой. Организаторы МООК,
создатели электронных образовательных ресурсов
и электронных учебников интуитивно уменьша-
ют порции предъявляемой учебной информации,
поскольку автоматизированный процесс не позво-
ляет откладывать усвоение материала «на потом».
Введение в практику электронного обучения ре-
гулирования количества понятий-линков и фор-
мирования комплектов заданий может позволить
довести процедуры электронного обучения до пол-
ного усвоения материала всеми слушателями или
учащимися в темпе учебного процесса и тем са-
мым повысить эффективность и результативность
методов дистанционного обучения.
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concepts and related already learned concepts-links, was compared with the limited number of items processed
in the human memory simultaneously. As a result, it is concluded that the requirement of reducing the length of
lectures is necessary to limit the scope of the educational information presented. This circumstance has made it
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ГУМАНИТАРНЫЕ АСПЕКТЫ ПРОБЛЕМЫ ИНФОРМАЦИОННОЙ

БЕЗОПАСНОСТИ

К. К. Колин1

Аннотация: Анализируются гуманитарные аспекты проблемы информационной безопасности (ИБ), ко-
торая рассматривается как важнейший компонент национальной и глобальной безопасности. Показано,
что в современных условиях становления глобального информационного общества и усиления геопо-
литического противоборства в информационном пространстве ИБ государства, человека и общества
становится глобальной проблемой дальнейшего развития цивилизации, при этом гуманитарные компо-
ненты этой проблемы выдвигаются на первый план. Рассмотрена структура гуманитарных проблем ИБ
и первоочередные меры по их решению в России.

Ключевые слова: глобальная безопасность; гуманитарные проблемы; информационная безопасность;
информационная культура; информационная этика; национальная безопасность
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1 Информационная безопасность
как гуманитарная проблема

Исследования показывают, что обеспечение ИБ
государства, человека и общества сегодня стано-
вится одной из глобальных и стратегически важ-
ных проблем дальнейшего развития цивилизации
в XXI в., при этом на первый план выдвигают-
ся гуманитарные аспекты этой проблемы, которые
необходимо обязательно учитывать при ее анализе
и решении [1–3]. Возрастание роли гуманитарных
аспектов данной проблемы обусловлено следующи-
ми тенденциями развития современного общества:

1. Процесс информатизации общества принял
глобальный характер и сегодня охватывает
практически все страны и регионы мира, при
этом новые средства и технологии для работы
с информацией получают массовое распро-
странение и становятся атрибутами професси-
ональной и бытовой культуры для все большей
части населения. Их использование повышает
качество жизни, дает существенную экономию
социального времени, создает новые стерео-
типы поведения и общения миллионов лю-
дей, изменяет их традиционные представления
о личном и общественном богатстве [4] и даже
о пространстве и времени.

2. По оценкам ряда специалистов, человечество
вступило в информационную эпоху своего раз-
вития [5], оно активно формирует новую среду
обитания и в результате этого само изменяется
вместе с этой средой, оказывающей на человека

существенно большее влияние, чем это ожида-
лось ранее [6].

3. Глобальная информатизация создает для госу-
дарства, человека и общества не только новые
возможности, но также и новые проблемы, од-
ной из которых является проблема ИБ. Иссле-
дования показывают, что эта проблема является
многоаспектной и комплексной, а ее гумани-
тарные аспекты недостаточно исследованы, не
учитываются в принятой ООН стратегии устой-
чивого развития [7], а в системе образования на
необходимом уровне не изучаются [8].

Гуманитарный аспект проблемы ИБ состоит
в том, что именно человек является творцом всех
информационных ресурсов, систем и технологий
информационного общества. Поэтому их качество
и безопасность использования во многом опреде-
ляются качествами самого человека. При этом речь
идет не только о надежности и эффективности ра-
боты этих средств и систем, но и об их воздействии
на человека, общество и окружающую природу.

2 Онтологическая
двойственность гуманитарных
проблем информационной
безопасности и их
антропологические аспекты

Исследования показали, что отличительной
особенностью гуманитарных проблем ИБ являет-

1Институт проблем информатики Федерального исследовательского центра «Информатика и управление» Российской академии
наук, kolinkk@mail.ru
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ся их онтологическая двойственность. Она состоит
в том, что человек в этой проблеме выступает не
только как объект защиты от внешних информа-
ционных угроз, но также и как основной источ-

ник этих угроз для своего внешнего окружения.
Кроме того, в современных информационных сис-
темах различного назначения, сложность которых
неуклонно возрастает, именно человек становит-
ся основным фактором риска для их безопасного
функционирования. Эта особенность данной проб-
лемы также является принципиально важной для ее
понимания и исследования.

Необходимо отметить, что в последние годы
гуманитарные аспекты проблемы ИБ стали все
более заметно проявлять себя не только на соци-
альном и психологическом, но также и на био-
логическом уровне природы человека. Так, на-
пример, исследования американских, немецких
и российских ученых показали, что воздействие на
человека интенсивных потоков информации, ко-
торые являются характерными для информацион-
ного общества, приводят к изменениям нейронной
структуры головного мозга человека, которые су-
щественным образом изменяют его интеллектуаль-
ные и психические способности, социальное по-
ведение, коммуникабельность и самооценку своих
поступков [6]. Это означает, что проблемы ИБ се-
годня необходимо изучать комплексно, с учетом
также и антропологических аспектов этих проб-
лем.

Автору представляется, что этому должно со-
действовать формирование информационной антро-

пологии — новой научной дисциплины, которая

начала изучаться в России с 2011 г. Структура
предметной области этой дисциплины рассмотре-
на в работах [9, 10].

3 Структура гуманитарных
проблем информационной
безопасности

Структура основных гуманитарных проблем ИБ
в сжатом виде представлена в табл. 1. В ней отраже-
ны четыре группы этих проблем, каждая их которых
связана с определенным видом деятельности совре-
менного общества.

4 Социальные проблемы
информационной безопасности

Информационная преступность. В числе соци-
альных проблем ИБ проблема информационной
преступности стала изучаться одной из первых. При
этом она связывалась, главным образом, с проб-
лемой несанкционированного доступа к инфор-
мации, хранящейся и циркулирующей в компью-
терных информационных системах. Эта проблема
стала проявлять себя уже в начале 1990-х гг. в связи
с развитием процесса информатизации общества
и его распространением на финансово-экономиче-
скую сферу.

Для противодействия этой угрозе достаточно
быстро стали создаваться различные системы ин-

Таблица 1 Структура гуманитарных проблем ИБ

Группа проблем Краткое содержание проблемы

1. Геополитические проблемы

Технологии «мягкой силы» в геополитике [11, 12]
Электронная слежка за политическими лидерами
«Глобальное наблюдение» за населением
Информационные и «гибридные» войны [13]

2. Социальные проблемы

Информационная преступность
Информационное неравенство
Манипуляции общественным сознанием [14]
Виртуализация общества

3. Культурологические проблемы

Глобализация и культура
Новая информационная культура общества
Электронная культура
Многоязычие в киберпространстве

4. Антропологические проблемы

Энергоинформационная безопасность
Интеллектуальная безопасность
Информационные факторы деструктивного поведения
Информационные болезни
Информационная видеоэкология
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формационной защиты компьютерных систем и се-
тей, которые широко используются и в настоящее
время. Тем не менее информационная преступ-
ность остается актуальной проблемой и сейчас,
причем наибольшую опасность представляют уже
не столько атаки хакеров с целью хищения финан-
совых средств из банков, сколько несанкциони-
рованный доступ к конфиденциальной информа-
ции и персональным данным отдельных категорий
граждан в компьютерных системах, их копирование
и последующее распространение.

Проблема информационного неравенства. Анализ
основных тенденций развития глобального процес-
са информатизации общества показал, что этот про-
цесс создает для развития цивилизации не только
новые возможности, но также и новые проблемы.
Одной из них является проблема информационного

неравенства [15].
Суть этой проблемы заключается в том, что

в процессе становления информационного об-
щества электронные информационные ресурсы,
а также новые средства, сети и информационные
технологии оказываются в различной степени до-
ступными для отдельных людей, организаций,
стран и регионов мирового сообщества. При этом
те люди, организации, страны и регионы, которые
оказываются способными эффективно использо-
вать возможности новой информационной среды
общества для своего интеллектуального развития
и решения других проблем, получают существен-
ные преимущества перед другими субъектами ми-
рового сообщества, которые при этом вытесняются
на обочину процесса развития цивилизации.

Так, например, объем продаж товаров и услуг
через сеть Интернет еще в 2000 г. превысил сум-
му в 1 трлн долл. США. Однако основную долю
прибыли от этих продаж получили лишь те стра-
ны, в которых эта сеть была в достаточной степени
развитой и доступной для населения.

Что же касается современных средств информа-
тики и новых информационных технологий, то их
массовое использование создает беспрецедентные
возможности не только для научно-технического,
но и для социально-экономического развития об-
щества. При этом формируется совершенно новый,
информационный уклад жизни и производствен-
ной деятельности многих миллионов людей.

Системные исследования проблемы информа-
ционного неравенства проводятся в Институте
проблем информатики РАН уже более 25 лет. Их
результаты опубликованы в ряде статей и моно-
графий [15–17] и неоднократно докладывались на
международных конференциях. На основе этих
результатов в 1997 г. в ЮНЕСКО была направлена
аналитическая записка, в которой была представле-

на российская концепция трактовки содержания
проблемы информационного неравенства как но-
вой комплексной проблемы глобального масштаба.
В ней было показано, что принятый в тот период
времени инструментально-технологический под-
ход к этой проблеме является недостаточным, так
как он не учитывает целого ряда важных факторов
гуманитарного характера. В их числе такие фак-
торы, как уровень информационной, в том числе
лингвистической, культуры человека и общества,
а также уровень их общей образованности, кото-
рый в значительной мере определяет мотивацию
активной деятельности людей в новом информаци-
онном пространстве.

Дальнейшее развитие процесса информатиза-
ции общества показало, что эта концепция явля-
ется более адекватной реальности, и поэтому она
сегодня находит все больше сторонников как в Рос-
сии, так и в других странах. Так, например, если
в 1997 г., когда в ежегодном докладе Программы
развития ООН было введено понятие «информаци-
онной бедности», она определялась исходя из воз-
можностей доступа людей к современным инфор-
мационно-телекоммуникационным технологиям,
то в 2005 г., на втором этапе Международной встре-
чи по проблемам глобального информационного
общества в Тунисе, эта проблема трактовалась уже
не как проблема «цифрового разрыва» (digitaldi-
vide), а именно как глобальная проблема информа-

ционного неравенства, с учетом указанных выше ее
гуманитарных аспектов.

В работе [16] показано, что в структуре этой
проблемы целесообразно различать следующие три
основных аспекта.

1. Личностно-социальный аспект, который связан
с проблемой социальной адаптации человека
в новой, быстро изменяющейся информаци-
онной среде. Именно здесь возникает новая
форма социального неравенства людей — ин-

формационное неравенство. Снизить остроту
этой проблемы призвана перспективная систе-
ма образования, которая должна предоставить
возможность всем членам общества получать
необходимые знания и умения, для того чтобы
правильно ориентироваться в новом информа-
ционном пространстве и эффективно исполь-
зовать его возможности.

2. Социально-экономический аспект, который свя-
зан с национальной политикой той или иной
страны в области развития информационной
среды отдельных регионов и страны в целом,
их информационной инфраструктуры, средств
и методов доступа к информационным ре-
сурсам и информационным коммуникациям,
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а также в области развития и практического
использования информационных технологий
и информационного законодательства. Реше-
ние этих проблем должно являться одним из
важнейших направлений государственной по-
литики в научно-технической, экономической
и социальной сферах современного общества.

3. Геополитический аспект, который связан с не-
равномерностью развития процесса информа-
тизации в различных странах и регионах мира,
что объясняется не только различиями в науч-
но-техническом и экономическом потенциалах
этих стран, но также и уровнем развития об-
разования в этих странах, а также степенью
понимания их политическими лидерами основ-
ных тенденций и закономерностей современ-
ного этапа развития цивилизации.

При изучении проблемы информационного не-
равенства в контексте задач обеспечения ИБ не-
обходимо учитывать, что процесс информатиза-
ции общества оказывает на него как позитивное,
так и негативное воздействие. С одной сторо-
ны, он повышает эффективность общественного
производства и содействует созданию новых ра-
бочих мест, в том числе для людей с ограничен-
ными возможностями, повышает качество жизни
населения. Но, с другой стороны, появление все
более сложной информационной техники и тех-
нологий, электронных офисов и роботизирован-
ных производств требует от людей более высокого
уровня квалификации и интеллекта. А поскольку
система образования во многих странах не обес-
печивает этих требований, происходит дальнейшее
социальное расслоение общества, которое усили-
вает в нем социальную напряженность. Именно
поэтому проблема информационного неравенства
и должна сегодня квалифицироваться как одна из
актуальных глобальных проблем, тесно связанных
с обеспечением национальной и глобальной без-
опасности.

Для решения этой проблемы необходимо прове-
дение адекватной государственной и международ-
ной политики в области развития информацион-
ной инфраструктуры общества, в правовой сфере,
а также в сфере образования и культуры. Во мно-
гих странах это сегодня осуществляется на уровне
целевых национальных программ развития инфор-
мационного общества.

Проблема виртуализации общества. В последние
годы в обществе стала все более заметной принци-
пиально новая тенденция социальных изменений,
которая получила название виртуализации обще-

ства. Суть ее заключается в том, что во многих
жизненно важных сферах общества — в экономике,

политике, культуре, науке и образовании — про-
исходит замещение реальных вещей и действий их
симулякрами — искусственными образами, кото-
рые являются лишь символами этих вещей и дей-
ствий [18–20].

Другими словами, современное человечество
активно формирует вокруг себя новый, иллюзор-
ный мир символов, который существует параллель-
но с реальным физическим миром и становится
такой же неотъемлемой частью нашего бытия, как
и физическая реальность.

Казалось бы, ну и что здесь плохого? Ведь на
то и дано природой человеку сознание и разви-
тое воображение, чтобы он мог при помощи этих
двух своих особенных качеств моделировать про-
цессы реального мира и таким образом лучше по-
знавать этот мир, прогнозировать возможное раз-
витие в нем различных процессов.

Оказывается, все гораздо сложнее. Погружаясь
все глубже в мир виртуальности, человек не только
подменяет реальные вещи и действия их образами
и символами, но также и формирует новые ценности,
которые затем оказывают влияние на него самого.
А это уже принципиально новый социально-пси-
хологический феномен, и, как показывают иссле-
дования, его прогнозируемые последствия далеко
неоднозначны.

Понятие виртуальности. Термин «виртуальный»
происходит от латинского слова virtualis — возмож-
ный, вероятный, т. е. такой, который может про-
явиться при определенных условиях, но реально не
существует [20].

В современном русском языке понятие «вир-
туальный» имеет несколько смысловых значений.
Сначала это понятие использовали физики для обо-
значения элементарных частиц, имеющих очень
малое время существования. Затем этот термин стал
проникать на страницы научной и популярной ли-
тературы для обозначения искусственной реаль-
ности, создаваемой в сознании человека при помо-
щи новейших средств компьютерной техники
и кибернетических систем. Эта искусственная
реальность и получила название виртуальной реаль-

ности.
Однако в данной работе речь идет о совсем

другом феномене, который напрямую не связан
с компьютерной техникой и кибернетическими
устройствами. Имеется в виду то новое явление
общественной жизни, которое проявляется в устой-
чивой тенденции отхода все большего числа людей
от традиционных условий своего существования,
основанных на личном общении с другими людьми.
Оно подменяется принципиально новыми процес-
сами информационных коммуникаций, где при-
сутствуют лишь символы и образы реального мира,
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которые постепенно заменяют человеку этот мир
и все больше изолируют его от этого мира.

Виртуализация общества как глобальный процесс.

Феномен виртуализации общества стал объектом
внимания ученых совсем недавно, не более 15 лет
тому назад. Попытки его анализа практически
одновременно предприняли А. Бюль и М. Поэту
в Германии, а также канадские ученые М. Вейнстен
и А. Крокер. В России одним из первых эту пробле-
му стал изучать социолог из Санкт-Петербургского
государственного университета Д. В. Иванов [18].
Результаты исследований показали, что здесь мы
имеем дело с принципиально новым процессом
глобального масштаба, который отражает новые
трансформации в современном обществе. Эти
трансформации еще мало изучены, но уже сего-
дня понятно, что они имеют достаточно серьезные
последствия.

Каковы же причины возникновения процесса
виртуализации общества? На этот счет сегодня
существуют различные точки зрения. Западные
ученые эти причины связывают в основном с раз-
витием процессов информатизации общества и все
более широким распространением новых инфор-
мационных и телекоммуникационных технологий.
Так, например, согласно мнению Бюля, виртуа-
лизация общества представляет собой технический
процесс создания своеобразного виртуального об-

щества, которое существует как бы «параллельно»
с реальным обществом, не оказывая при этом на
него существенного влияния.

Принципиально иной позиции придерживается
Иванов, который считает, что причины виртуализа-
ции общества находятся в нем самом и заключают-
ся в изменении социальной природы самого общества.
Что же касается информатизации, компьютериза-
ции и виртуализации общества, то эти процессы
являются следствиями, а не причинами вышеука-
занных изменений. Именно поэтому виртуализа-
ция общества и должна рассматриваться как некая
глубинная социальная тенденция трансформации
самого общества, связанная с общими закономер-
ностями его развития, а вовсе не как результат
развития научно-технического прогресса.

В соответствии с этой точкой зрения, которую
разделяет и автор настоящей работы, изучение про-
цессов виртуализации общества и их возможных
последствий является сегодня весьма актуальной
проблемой. Ее решение позволило бы не только
лучше понять существо и закономерности тех гло-
бальных процессов, которые происходят сегодня
в мировом сообществе, но также и выработать ра-
циональную стратегию адаптации человека и обще-
ства к новым условиям их существования в XXI в.,
которые становятся все более динамичными.

5 Культурологические проблемы
информационной безопасности

Глобализация и культура. Исследования пока-
зали, что процессы глобализации общества ока-
зывают существенное влияние на его культуру [21].
Развитию процессов глобализации общества содей-
ствует его все более масштабная информатизация,
которая несет за собой не только новые средства
и технологии стран Запада, но также и их языки,
манеру одеваться, стереотипы поведения и обще-
ния.

В работе [22] показано, что с информационной
точки зрения процессы глобализации общества
оказывают на него двоякое воздействие. С од-
ной стороны, развитие информационных комму-
никаций существенно повышает информационную

связанность мирового сообщества, содействует рас-
пространению новых знаний и технологий, спосо-
бов организации производства и борьбы с болезня-
ми. И этот результат является позитивным с точки
зрения перспектив дальнейшего безопасного раз-
вития цивилизации.

Но, с другой стороны, деградация националь-
ных культур снижает уровень культурного разно-

образия общества, делает его более однородным
и, следовательно, менее приспособленным к про-
тиводействию глобальным вызовам и угрозам XXI в.

Кроме того, разрушаются духовные ценности
национальных культур, а вместо них насаждаются
новые ценности потребительского общества. Этот
процесс является одной из глобальных угроз для
безопасного развития цивилизации, что уже при-
знается не только российскими, но и западными
учеными [22, 23].

Новая информационная культура общества.

Проблема формирования новой информационной
культуры общества, которая должна быть адекват-
ной условиям жизни и деятельности людей в но-
вой информационной среде их обитания, была по-
ставлена в России академиком А. П. Ершовым еще
в 1988 г. [23]. Он показал, что эта проблема бу-
дет глобальной, стратегически важной и социально
значимой для развития цивилизации в XXI в. Од-
нако системные исследования этой проблемы на-
чались лишь в 2011 г., когда в Германии на русском
языке была издана первая монография, специаль-
но посвященная этой проблеме [24]. В ней было
показано, что для комплексного изучения проблем
становления и развития новой информационной
культуры общества должна быть сформирована спе-
циальная научная дисциплина — информационная

культурология.
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Таблица 2 Культурологические проблемы ИБ

Группа проблем Краткое содержание проблемы

1. Глобализация и культура

Деградация национальных культур
Этнос и нация в культурологической перспективе
Национальное единство в условиях глобализации
Развитие человеческих ресурсов в информационном обществе

2. Человек в информационном обществе

Новая структура занятости населения
Усиление технократии
Новые формы информационного неравенства
Урбанизация в информационном обществе

3. Языки в новом информационном пространстве

Информационная бедность и лингвистическая культура
Сокращение мирового русскоязычного пространства
Многоязычие в киберпространстве
Технологии автоматизированного перевода текстов и речи

4. Электронная культура
Безопасность электронной информационной техники
Массовое обучение пользователей
Формирование культуры ИБ

В данной монографии была предложена струк-
тура предметной области этой дисциплины, рас-
смотрены ее основные задачи и перспективы
развития, показана их связь с проблемами обес-
печения ИБ.

В 2015 г. эта монография в существенно пе-
реработанном виде была издана и в России [25].
При этом культурологическим аспектам проблемы
ИБ в ней посвящен отдельный раздел, включа-
ющий пять глав. Состав этих проблем представлен
в табл. 2.

Таким образом, можно утверждать, что Россия
сегодня является лидером в области изучения проб-
лем информационной культуры в комплексной по-
становке с учетом взаимосвязи с проблемами ИБ.

6 Антропологические проблемы
информационной безопасности

Энергоинформационная безопасность в информа-

ционном обществе. Современная промышленная
и технологическая революция существенным обра-
зом изменили энергоинформационное поле на-
шей планеты. Мощные электростанции, крупные
промышленные производства, высоковольтные
линии электропередачи, городские здания и со-
оружения — все эти объекты создают вокруг себя
достаточно интенсивные электромагнитные поля,
которые постоянно окружают современного чело-
века и воздействуют на его организм.

Развитие информационного общества усилива-
ет это воздействие и делает его глобальным. Ведь
средства телевидения и мобильной связи сегодня

имеются практически в каждой семье и регулярно
используются как взрослыми, так и детьми, при-
чем их количество и интенсивность использования
продолжают возрастать.

Какое воздействие оказывает электромагнит-
ное излучение этих средств на организм человека?
Каков допустимый уровень этого воздействия на
детей, взрослых, а также на зародышей, еще на-
ходящихся в утробе матери? Какими могут быть
последствия этого воздействия? На все эти вопро-
сы пока нет удовлетворительных ответов, так как
данная проблема системно не изучается. А ведь
она является глобальной и представляет серьезную
угрозу не только для человека, но и для всей био-
сферы нашей планеты.

Так, например, одним из тревожных признаков
является сокращение численности пчел, которое
в последние годы наблюдается во многих странах,
но причина его пока не выявлена. Возможно, это
связано с развитием средств мобильной связи.

Впервые проблема энергоинформационной
безопасности была поставлена автором настоящей
статьи в работе [16]. Эта публикация не привлекла
к себе внимания специалистов в области глобаль-
ных экологических проблем, однако надеяться, что
она сама собой решится, также нет оснований. Ведь
подавляющая часть объектов энергетики и связи
находится сегодня в собственности частных компа-
ний, заинтересованных главным образом в получе-
нии прибыли, а не в решении проблем энергоин-
формационной безопасности человека и общества.

Поколение Next и новая проблема интеллекту-

альной безопасности. Исследования последних лет
показывают, что информатизация общества оказы-
вает сильное воздействие не только на социальные
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аспекты повседневной жизни и профессиональной
деятельности людей, но также на их психику, образ
мышления и даже на развитие головного мозга.
Так, например, американские психологи Г. Смолл
и Г. Ворган в своей монографии [6] утверждают, что
новое поколение людей информационной эпохи,
которое уже получило название «поколения Next»,
будет обладать совсем другой психикой и образом
мышления по сравнению с людьми старшего поко-
ления. При этом весьма вероятно, что нейронная
структура головного мозга у этих людей будет от-
личаться от той, которая существует в настоящее
время.

Свою гипотезу авторы указанной монографии
аргументируют следующим образом. Согласно тео-
рии эволюции Чарльза Дарвина, развитие голов-
ного мозга человека происходит в результате его
приспособления к изменениям окружающей сре-
ды. Эта общая закономерность действует и сего-
дня, в условиях стремительного развития процес-
са информатизации и формирования глобального
информационного общества. А поскольку наибо-
лее радикальные и быстрые перемены происходят
именно в информационной сфере общества, мозг
человека начинает приспосабливаться к этим из-
менениям путем адекватных изменений в органи-
зации своей структуры. И этот феномен является
вполне закономерным. Вероятнее всего, в ближай-
шие годы он будет только нарастать.

Проблема здесь заключается в том, что ука-
занные изменения в природе человека происхо-
дят слишком быстро, на протяжении жизни одного
поколения людей. Для психологов это оказалось
полной неожиданностью. Ведь таких радикальных
изменений природа человека не испытывала ни-
когда, а по своей значимости они сопоставимы,
пожалуй, лишь с феноменом появления членораз-
дельной речи.

Но ведь и масштабы современной информаци-
онной революции также являются беспрецедент-
ными в истории человечества. Их значимость и воз-
можные последствия еще в необходимой мере не
исследованы. Это нам еще предстоит сделать в бу-
дущем.

Отличительные черты людей эпохи Интернета.

Всех нас удивляет, как быстро и легко дети осваи-
вают современную достаточно сложную информа-
ционную технику и новые информационные тех-
нологии. Специалисты по возрастной психологии
знают, что мозг ребенка является очень пластич-
ным, поэтому дети легко осваивают и новые языки,
и новую технику, и новые стереотипы поведения
людей в информационном обществе. При этом
у них вырабатываются совсем другие, отличные
от традиционных, формы мыслительной деятель-

ности, обусловленные повседневным использова-
нием новых информационных технологий. Их мозг
становится способным к обработке больших объ-
емов информации, а также к быстрой реакции на
зрительные образы.

Развитию этих способностей в значительной ме-
ре содействует активное использование компью-
терных поисковых систем, компьютерные игры,
а также общение по электронной почте. Социо-
логические исследования развития интеллектуаль-
ного уровня людей показывают, что IQ среднего
человека в XXI в. стремительно растет.

Вполне возможно, что новые информационные
технологии развивают интеллект точно так же, как
это делают головоломки, игра в шахматы и изуче-
ние новых языков. Наблюдения показывают, что
люди, часто использующие Интернет, как прави-
ло, быстрее находят выход из сложных положений
и в повседневной жизни. Ведь каждый день, отыс-
кивая для себя в сети нужную информацию, они
тренируют те мозговые центры, которые связаны
с оперативным решением практических задач.

Однако с развитием интеллекта и логического
мышления у нового поколения людей эпохи Интер-
нет не так все однозначно. Здесь есть и достаточно
серьезные негативные факторы.

Угроза психологического расслоения человече-

ства в информационном обществе. Исследования
показывают, что постоянное использование ком-
пьютерных информационных технологий влечет за
собой не только положительные, но и отрицатель-
ные последствия для психики человека. Одно
из них — это так называемое «клиповое мышле-
ние» [6].

Суть этого феномена состоит в том, что частое
использование сети Интернет уменьшает способ-
ность человека к концентрации мысли, созерца-
нию и абстрактному мышлению. Его мозг начинает
постепенно привыкать к получению информации
в готовом виде, которую уже не нужно анализиро-
вать, поэтому и процесс мышления у таких людей
становится фрагментарным, «клиповым».

Таким образом, вместо мыслителя человек пре-
вращается в своего рода сортировщика готовой
информации, при этом те зоны мозга, которые
отвечают за абстрактное мышление, постепенно
деградируют, и в будущем, вполне возможно, они
могут совсем атрофироваться. Как же он сможет
решать те новые глобальные проблемы XXI в. [26],
которые, как снежная лавина, нарастают уже се-
годня? В этом, по мнению автора, и состоит суть
новой глобальной проблемы интеллектуальной без-

опасности [15].
Тревогу вызывает тот факт, что указанные изме-

нения психики чаще всего наблюдаются у молодо-
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го поколения людей, вырастающих в современную
информационную эпоху. Так, например, в Японии,
одной из наиболее информационно развитых стран
мира, многие школьники младших классов сего-
дня не умеют считать в уме, так как вместо этого
используют калькуляторы в своих смартфонах или
компьютерах. На это уже обратили свое внимание
японские преподаватели, которые специально за-
ставляют таких школьников считать в уме и даже
сдавать соответствующие экзамены.

Таким образом, на наших глазах вырастает новое
поколение людей, которые будут обладать совсем
другой психикой и другим типом мышления. Их
отличительной чертой будет рассеянное внимание,
когда человек следит за всем сразу, ни на чем не
сосредотачиваясь. Они будут хуже нас общаться
между собой в обычной, не компьютерной реаль-
ности, так как их мозг будет все больше утрачивать
те базовые механизмы, которые управляют контак-
тами с другими людьми.

Их память будет все меньше использоваться
для запоминания фактографической и другой ин-
формации, так как ее «кибернетическими протеза-
ми» станут персональные компьютеры, смартфоны
и электронные базы данных сети Интернет. Эти
люди, вероятнее всего, будут запоминать не саму
информацию, а метаинформацию, т. е. информа-
цию о том, в какой папке компьютерной памяти
она хранится или же в какой электронной библио-
теке ее можно найти.

Следует ожидать, что представители «поколения
Next» будут еще меньше, чем наши современники,
читать художественную литературу, в особенности
классическую, историческую и научную. Зачем им
это делать, если есть Интернет и Википедия? Теат-
ры, консерватории и музеи, скорее всего, им также
будут неинтересны. Ведь с их содержанием можно
будет познакомиться в электронной сети, не выходя
из дома.

В информационном обществе важную роль
играет сетевое общение, которое существенным
образом расширяет возможность контактов с дру-
гими людьми, повышает их оперативность и эконо-
мит массу социального времени. Но ведь при этом
возникает риск забыть о том, что на самом деле
представляет собой дружба между людьми в ре-
альном мире, для которой необходимо реальное
общение.

Вполне возможно, что в информационном об-
ществе появится также и новый вид одиночества. Это
ситуация, когда телевизор и другие средства инфор-
мационной техники выключены и человек остается
один в уже мало привычном для него реальном ми-
ре. Ведь уже давно известно, что нигде люди не
чувствуют себя так одинокими, как в большом го-

роде, когда они часто не знакомы даже с теми, кто
живет в соседней квартире.

Информационные факторы деструктивного пове-

дения человека. В числе новых направлений иссле-
дования антропологических аспектов проблем ИБ
следует отметить работы российского композитора
В. С. Дашкевича, где рассматривается влияние на
деятельность головного мозга человека той акусти-
ческой и, в частности, музыкальной среды, в ко-
торой он обитает. В них показано, что одной из
причин повышения уровня деструктивности пове-
дения людей в современном обществе, является его
музыкальная культура [27].

Таким образом, музыкальная культура общества
также должна стать одним из объектов тех перспек-
тивных исследований, которые должны проводить-
ся в интересах изучения гуманитарных проблем ИБ.

7 Заключение

Доктрина и Стратегия информационной безопас-

ности Российской Федерации. В настоящее вре-
мя концептуальные основы ИБ России определя-
ет Доктрина информационной безопасности РФ,
принятая еще в 2000 г. По своему содержанию
она представляет собой развернутый и достаточно
хорошо продуманный документ, многие положе-
ния которого являются актуальными и в настоящее
время. Тем не менее он требует корректировки, так
как за последние годы ситуация в данной области
изменилась в худшую для России сторону и, кроме
того, появились новые информационные вызовы
и угрозы как национального, так и глобального
масштаба. Поэтому еще в декабре 2015 г. Советом
Безопасности РФ был подготовлен проект новой
Доктрины информационной безопасности, утвер-
ждение которой ожидается в 2016 г. Однако до
сих пор текст этого документа не опубликован и на
общественном уровне еще не обсуждался.

Представляется, что для эффективного проти-
водействия комплексу современных угроз для ИБ
России необходимо также разработать и принять
Стратегию информационной безопасности РФ на пе-

риод до 2030 г. В ней должны быть определены кон-
кретные задачи в этой области, сроки их решения
и количественные показатели, необходимое право-
вое, организационное и кадровое обеспечение.

Отметим, что вопрос о необходимости раз-
работки и принятия Стратегии информационной
безопасности России на среднесрочный период
неоднократно ставился Институтом проблем ин-
форматики РАН как в научных публикациях, так
и в Аналитических материалах, которые Россий-
ская академия наук представляла для включения
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в ежегодный Доклад Президенту России «О состо-
янии национальной безопасности РФ и мерах по
ее укреплению». Сегодня пришло время, когда
Стратегия информационной безопасности России
является крайне необходимой.

Необходимо также пересмотреть содержание
научных дисциплин ВАК РФ по тематике ИБ, пре-
дусмотрев в них наиболее актуальные гуманитар-
ные аспекты, некоторые из которых были рассмо-
трены в данной работе.
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