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ОБ УСЛОВИЯХ СХОДИМОСТИ РАСПРЕДЕЛЕНИЙ

ЭКСТРЕМАЛЬНЫХ ПОРЯДКОВЫХ СТАТИСТИК

К РАСПРЕДЕЛЕНИЮ ВЕЙБУЛЛА∗

В. Ю. Королев1, И. А. Соколов2

Аннотация: Получены факторизационные представления для случайных величин, имеющих распределе-
ния Вейбулла, через случайные величины с устойчивым распределением. Эти результаты использованы
для описания условий сходимости распределений линейно преобразованных минимальных порядковых
статистик в выборках случайного объема к распределению Вейбулла. Приведенные результаты расши-
ряют традиционные представления об условиях сходимости распределений экстремальных порядковых
статистик к распределению Вейбулла и дают дополнительное теоретическое обоснование высокой аде-
кватности распределения Вейбулла при анализе данных типа времени жизни, в частности в теории
надежности.
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1 Введение. Распределение
Вейбулла

В теории вероятностей и математической стати-
стике распределением Вейбулла принято называть
специальное абсолютно непрерывное распределе-
ние, сосредоточенное на неотрицательной полу-
оси, хвост которого убывает экспоненциально-сте-
пенн‚ым образом. Оно названо в честь шведского
ученого Валодди Вейбулла (Waloddi Weibull, 1887–
1979), который в 1939 г. предложил использовать
это распределение при анализе прочности матери-
алов [1, 2] и детально описал и исследовал его в
1951 г. [3], продемонстрировав широкие возмож-
ности этого распределения при описании многих
статистических закономерностей.

Пусть γ > 0. Распределением Вейбулла с пара-
метром формы γ называется распределение случай-
ной величины Wγ :

P (Wγ < x) =
[
1− e−xγ

]
1(x ≥ 0) , x ∈ R . (1)

Здесь и далее 1(C) обозначает индикатор множе-
ства C.

Однако Вейбулл не был первым, кто предло-
жил это распределение, названное впоследствии
его именем. Впервые это распределение было опи-
сано в 1927 г. в работе Мориса Фреше (Maurice
Fr‚echet) [4], посвященной изучению предельного

поведения крайних членов вариационного ряда.
Иногда распределение Вейбулла называют распре-
делением Розина–Раммлера в честь Пауля Розина
(Paul Rosin) и Эриха Раммлера (Erich Rammler), не-
мецких ученых, впервые применивших это распре-
деление для описания статистических закономер-
ностей в размерах частиц в 1933 г. [5]. Однако и это
название не в полной мере соответствует истори-
ческой истине. В своей работе [6] Дитрих Штойян
прямо пишет, что это распределение было откры-
то Розином, Раммлером, Шперлингом (Karl Sper-
ling) [5, 7] и Беннеттом (John Godolphin Bennett) [8]
в контексте моделирования размеров частиц.

Хорошо известно, что распределение Вейбул-
ла обладает свойством замкнутости относительно
операции взятия минимума независимых случай-
ных величин. Как было показано в работах [4, 9],
благодаря этому свойству оно является одним из
возможных предельных распределений для экстре-
мальных порядковых статистик.

Б. В. Гнеденко нашел необходимые и достаточ-
ные условия сходимости распределений линейно
нормированных экстремальных порядковых стати-
стик к распределению Вейбулла [10]. Поэтому это
распределение иногда также называют (особенно
в русскоязычной литературе) распределением Вей-
булла–Гнеденко [11].

∗Работа частично поддержана Российским фондом фундаментальных исследований (проекты 12-07-00115a, 12-07-00109a, 14-07-
00041а).

1Факультет вычислительной математики и кибернетики Московского государственного университета им. М. В. Ломоносова;
Институт проблем информатики Российской академии наук, victoryukorolev@yandex.ru

2Институт проблем информатики Российской академии наук, ISokolov@ipiran.ru
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В уже упоминавшейся работе [6] Д. Штойян
замечает, что для этого распределения больше бы
подошло нейтрально-техническое название экспо-

ненциально-степенн‚ое распределение. Однако по-
следний термин традиционно используется для дру-
гого абсолютно непрерывного распределения со
сходным поведением хвостов [12, 13], у которо-
го, в отличие от распределения (1), вид экспо-
ненциально-степенн‚ой функции имеет плотность

ℓγ(x) = ((γ/2)e
−|x|γ)/•(1/γ), x ∈ R, где γ > 0, тогда

как у распределения (1) экспоненциально-степен-
н‚ой функцией является функция распределения, т. е.
интеграл плотности. В данной работе для распре-
деления (1) будет использоваться традиционный
термин распределение Вейбулла.

Распределение Вейбулла широко используется
в медицине как модель распределения вероятно-
стей выживания (survival analysis) [14], в страхо-
вании жизни как модель распределения вероятно-
стей дожития, в рисковом страховании как модель
распределения размера страховых требований [15],
в экономике и финансовой математике как модель
распределения доходностей ценных бумаг [16–18]
и доходов фирм и отдельных лиц [19, 20], в тео-
рии надежности как модель распределения време-
ни безотказной работы [21, 22], в промышленной
технологии как модель распределения времени эта-
пов производства (например, изготовления или
поставки каких-либо деталей) или как модель рас-
пределения времени между появлениями новых
технологий (так называемая модель Шарифа–Ис-
лама [23]), в угольной промышленности для описа-
ния распределения размеров частиц угля при дроб-
лении (здесь распределение Вейбулла используется
под именем распределения Розина–Раммлера [5]),
в радиотехнике и радиолокации, в метеорологии,
гидрологии и многих других областях (см., напри-
мер, [11, 21, 22, 24, 25]).

Огромная роль, которую играет распределение
Вейбулла в теории надежности, и его популярность
в инженерных приложениях не в последнюю оче-
редь обусловлены его простотой. Еще одним обсто-
ятельством, объясняющим популярность распре-
деления Вейбулла среди инженеров, по-видимому,
является то, что основополагающая статья [3] была
опубликована в инженерном журнале The ASME

Journal of Applied Mechanics — Transactions of the

American Society of Mechanical Engineers после то-
го, как она была отвергнута редколлегией стати-
стического журнала The Journal of the American Sta-

tistical Association как не представляющая интереса
(по другим данным, статья Вейбулла была изна-
чально отвергнута одним из известных английских
научных журналов [26]). Классическая статисти-
ка того времени базировалась на стереотипе нор-

мальности распределения анализируемых данных,
и не-нормальность данных воспринималась как не-
типичный бесполезный курьез.

В прикладной теории вероятностей принято
считать, что та или иная модель может быть в до-
статочной мере обоснованной (адекватной) только
тогда, когда она является асимптотической аппрок-

симацией, т. е. когда существует довольно простая
предельная схема (например, схема максимума или
схема суммирования) и соответствующая предель-
ная теорема, в которой рассматриваемая модель
выступает в качестве предельного распределения.
Наличие такой формальной асимптотической схе-
мы может дать дополнительную информацию о ре-
альных механизмах, формирующих те или иные
наблюдаемые статистические закономерности.

В классических работах [4, 9, 10] было пока-
зано, что распределение Вейбулла является одним
из возможных предельных распределений в схеме
минимума независимых случайных величин (также
см., например, [27, 28]). В данной статье будет пока-
зано, что на самом деле теоретических предпосылок
высокой адекватности распределения Вейбулла при
анализе данных типа времени жизни намного боль-
ше, поскольку оно также может выступать в каче-
стве предельного и для линейно преобразованных
минимальных порядковых статистик в выборках
случайного объема при нетривиальных асимптоти-
чески невырожденных распределениях случайно-
го объема выборки. Приводимые результаты рас-
ширяют традиционные представления об условиях
сходимости распределений экстремальных поряд-
ковых статистик к распределению Вейбулла.

Необходимо также отметить, что в работе [29]
была рассмотрена версия закона больших чисел
для случайных сумм и показано, что распределение
Вейбулла с произвольным параметром формы мо-
жет быть предельным для геометрических случай-
ных сумм независимых неодинаково распределен-
ных случайных величин. В работе [30] указанный
результат был применен к исследованию рисков,
связанных с наводнениями в Санкт-Петербурге.

2 Факторизационные
представления для случайных
величин с распределением
Вейбулла через случайные
величины с устойчивым
распределением

В этом разделе будет показано, что распреде-
ление Вейбулла с произвольным параметром фор-
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мы γ > 0 может быть представлено в виде «мас-
штабной» смеси распределения Вейбулла с любым
параметром формы δ > γ, в которой в качестве
смешивающего распределения выступает односто-
ронний строго устойчивый закон. По своей сути
приводимые далее результаты касаются специаль-
ных представлений вероятностных распределений.
Однако без какого бы то ни было ограничения общ-
ности и для большей наглядности и компактности
результаты будут формулироваться в терминах со-
ответствующих случайных величин в предположе-
нии, что все случайные величины, появляющиеся
в дальнейшем изложении, заданы на одном вероят-
ностном пространстве (Ÿ, A, P).

Очевидно, что W1 — это случайная величина со
стандартной показательной функцией распределе-
ния: P(W1 < x) = [1− e−x]1 (x ≥ 0). При γ = 2
распределение Вейбулла называется распределени-

ем Рэлея P(W2 < x) =
[
1− e−x2

]
1 (x ≥ 0) в честь

Джона Уильяма Стрэтта лорда Рэлея (John William
Strutt, Lord Rayleigh), который ввел это распределе-
ние в 1880 г. в связи с задачей сложения гармониче-
ских колебаний со случайными фазами [31].

Пусть �(x)— стандартная нормальная функция
распределения:

�(x) =
1√
2π

x∫

−∞

e−z2/2 dz , x ∈ R .

Функцию распределения и плотность строго устой-
чивого распределения с характеристическим пока-
зателем α и параметром θ, задаваемого характери-
стической функцией

fα,θ(t) = exp

{
−|t|α exp

{
−1
2
iπθα sign t

}}
,

t ∈ R , 0 < α ≤ 2 , |θ| ≤ min
{
1,
2

α
− 1
}
, (2)

будем обозначать соответственно Gα,θ(x) и gα,θ(x)
(см., например, [32]). Любую случайную величину с
функцией распределенияGα,θ(x) будем обозначать
Zα,θ.

Из (2) вытекает, что характеристическая функ-
ция симметричного (θ = 0) строго устойчивого рас-
пределения имеет вид:

fα,0(t) = e
−|t|α , t ∈ R . (3)

Лемма 1. Cимметричное строго устойчивое рас-

пределение с характеристическим показателем α
является масштабной смесью нормальных законов,

в которой смешивающим распределением является

односторонний устойчивый закон (θ = 1) с характе-

ристическим показателем α/2:

Gα,0(x) =

∞∫

0

�

(
x√
z

)
dGα/2,1(z) , x ∈ R . (4)

Д о к а з а т е л ь с т в о . См., например, теорему 3.3.1
в [32].

Чтобы доказать, что каждое распределение Вей-
булла с параметром γ > 0 является масштабной
смесью распределения Вейбулла с параметром δ >
> γ, прежде всего убедимся, что каждое распре-
деление Вейбулла с параметром γ ∈ (0, 2] является
масштабной смесью распределений Рэлея.

Лемма 2. Для любого γ ∈ (0, 2] справедлива фактори-

зация

Wγ
d
=W2

√
Vγ/2 , (5)

где Vγ/2 = 2Z
−1
γ/2,1, а Zγ/2,1 — случайная величи-

на с односторонней строго устойчивой плотностью

gγ/2,1(x), причем случайные величины в правой час-

ти (5) независимы.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Запишем соотношение (4)
в терминах характеристических функций с уче-
том (3):

e−|t|α =

∞∫

0

exp

{
−1
2
t2z

}
gα/2,1(z) dz , t ∈ R . (6)

Формально полагая в (6) |t| = x, где x ≥ 0— произ-

вольное неотрицательное число, имеем:

P(Wγ > x) =

= e−xγ

=

∞∫

0

exp

{
−1
2
x2z

}
gγ/2,1(z) dz . (7)

В то же время, очевидно, что если W2 и Zγ/2,1

независимы, то

P
(
W2

√
Vγ/2 > x

)
= P

(
W2 > x

√
1

2
Zγ/2,1

)
=

=

∞∫

0

exp

{
−1
2
x2z

}
gγ/2,1(z) dz . (8)

Поскольку правые части (7) и (8) тождественно (по
x ≥ 0) совпадают, тождественно совпадают и левые
части этих соотношений. Лемма доказана.

Лемма 3. Для любогоγ ∈ (0, 1] распределение Вейбулла

с параметром γ является смешанным показательным

распределением:

Wγ
d
=W1Vγ , (9)
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где Vγ = 2Z
−1
γ,1, а Zγ,1 — случайная величина с од-

носторонней строго устойчивой плотностью gγ,1(x),
причем случайные величины в правой части (9) неза-

висимы.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Несложно видеть, что
P(W 1/γ

1 ≥ x) = P(W1 ≥ xγ) = e−xγ

= P(Wγ ≥ x),
x ≥ 0, т. е.

Wγ
d
=W

1/γ
1 . (10)

Из (10) вытекает, что W2
d
=

√
W1. Поэтому из

леммы 2 вытекает, что для γ ∈ (0, 2]

Wγ
d
=W2

√
Vγ/2

d
=
√
W1Vγ/2

или, с учетом (10),

Wγ/2
d
=W 2

γ
d
=W1Vγ/2 .

Переобозначив γ/2 7−→ γ ∈ (0, 1], получим требу-
емое утверждение.

Замечание 1. Случай малых значений параметра
γ ∈ (0, 1] представляет особый интерес, посколь-
ку распределения Вейбулла с такими параметрами
занимают промежуточное место между распреде-
лениями с экспоненциальным убыванием хвостов
(показательное распределение, гамма-распределе-
ние) и «тяжелохвостыми» распределениями со сте-
пенным убыванием хвостов типа Ципфа–Парето.

Из соотношения (9) вытекает основной резуль-
тат данного раздела, обобщающий леммы 2 и 3
и устанавливающий, что распределение Вейбулла
с произвольным положительным параметром фор-
мы γ является масштабной смесью распределений
Вейбулла с произвольным положительным пара-
метром формы δ > γ.

Теорема 1. Пусть δ > γ > 0 — произвольные числа.

Тогда

Wγ
d
=WδV

1/δ
α ,

где α = γ/δ ∈ (0, 1), а случайные величины в правой

части независимы.

Д о к а з а т е л ь с т в о . При доказательстве теоре-
мы 2 было установлено, что распределение Вей-
булла с параметром α ∈ (0, 1] является смешанным
показательным распределением. Действительно,
из (9) вытекает, что

e−xα

= P(Wα > x) = P
(
W1 >

1

2
Zα,1x

)
=

=

∞∫

0

e−(1/2)zxgα,1(z) dz , x ≥ 0 .

Поэтому для любых δ > γ > 0, обозначив α = γ/δ
(при этом, очевидно, α ∈ (0, 1)), для любого x ∈ R

получим:

P(Wγ > x) = e−xγ

= e−xδα

=

= P
(
Wα > xδ

)
= P

(
W1 >

1

2
Zα,1x

δ

)
=

=

∞∫

0

e−(1/2)zxδ

gα,1(z) dz =

=

∞∫

0

P

(
Wδ > x

(
1

2
z

)1/δ
)
gα,1(z) dz =

= P(WδV
1/δ
α > x) ,

что и требовалось доказать. Теорема доказана.

Замечание 2. Если 0 < γ < δ < 2, то результат тео-
ремы 1 непосредственно вытекает из теоремы 3.3.1
в [32] в силу формального совпадения характери-
стической функции строго устойчивого закона и
дополнительной функции распределения Вейбулла
(см. доказательство леммы 2).

Теорема 1 будет использована ниже с целью рас-
ширения представлений об условиях сходимости
распределений экстремальных порядковых стати-
стик к распределению Вейбулла.

3 Об условиях сходимости
распределений экстремальных
порядковых статистик
в выборках случайного объема
к распределению Вейбулла

В классических задачах математической ста-
тистики объем выборки, доступной исследовате-
лю, традиционно считается детерминированным и
в асимптотических постановках играет роль (не-
ограниченно возрастающего) известного парамет-
ра. В то же время на практике часто возникают
ситуации, когда размер выборки не является за-
ранее определенным и может рассматриваться как
случайный. Эти ситуации, как правило, связаны
с тем, что статистические данные накапливаются
в течение фиксированного времени. Это имеет
место, в частности, в страховании, когда в тече-
ние разных отчетных периодов одинаковой длины
(скажем, месяцев) происходит разное число страхо-
вых событий (страховых выплат и/или заключений
страховых контрактов); в медицине, когда число
пациентов с тем или иным заболеванием варьиру-
ется от года к году; в технике, когда при испытании
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на надежность (скажем, при определении наработ-
ки на отказ) разных партий приборов (изделий),
число отказавших приборов в разных партиях будет
разным; в информатике при разработке методов
оценки «своевременности» завершения программ,
включая методы решения задач предсказания вре-
мени безотказного функционирования или време-
ни выполнения прикладных программ в случайных
вычислительных средах. В таких ситуациях заранее
не известное число наблюдений, которые будут до-
ступны исследователю, разумно считать случайной
величиной. Другими словами, в таких ситуациях
объем выборки не является (известным) парамет-
ром, а сам становится наблюдением, т. е. статисти-
кой. В силу указанных обстоятельств вполне есте-
ственным становится изучение асимптотического
поведения распределений статистик достаточно об-
щего вида, основанных на выборках случайного
объема.

На естественность такого подхода, в частности,
обратил внимание Б. В. Гнеденко в работе [33], в
которой рассматривались асимптотические свой-
ства распределений выборочных квантилей, по-
строенных по выборкам случайного объема, и было
продемонстрировано, что при замене неслучайного
объема выборки случайной величиной асимптоти-
ческие свойства статистик могут радикально изме-
ниться. К примеру, если объем выборки является
геометрически распределенной случайной величи-
ной, то вместо ожидаемого в соответствии с клас-
сической теорией нормального закона в качестве
асимптотического распределения выборочной ме-
дианы возникает распределение Стьюдента с двумя
степенями свободы, хвосты которого столь тяжелы,
что у него отсутствуют моменты порядков, б‚ольших
второго.

Как уже говорилось, еще с работ М. Фреше хо-
рошо известно, что распределение Вейбулла может
быть предельным для линейно преобразованных
минимальных порядковых статистик в выборках
неслучайного объема. Несложно убедиться, что
при тех же условиях на распределение генеральной
совокупности распределение Вейбулла может быть
предельным для линейно преобразованных мини-
мальных порядковых статистик в выборках случай-

ного объема, если случайный объем выборки имеет
асимптотически вырожденное распределение (см.,
например, [28] или [34]). Однако эта тривиальная
ситуация отнюдь не исчерпывает все возможные
условия, при которых распределения линейно пре-
образованных минимальных порядковых статистик
в выборках случайного объема сходятся к распре-
делению Вейбулла.

Убедимся в этом на примере, в котором объ-
ем выборки формируется в соответствии с дважды

стохастическим пуассоновским процессом, иначе
называемым процессом Кокса. В книгах [34–38]
показано, что такие процессы являются удобными,
реалистичными и адекватными моделями неодно-
родных во времени хаотических потоков событий.
В соответствии с описанным в указанных книгах
подходом поток информативных событий, в ре-
зультате каждого из которых появляется очередное
«наблюденное» значение рассматриваемой харак-
теристики, описывается с помощью точечного слу-
чайного процесса вида M(˜(t)), где M(t), t ≥ 0, —
однородный пуассоновский процесс с единичной
интенсивностью, а ˜(t), t ≥ 0, — независимый от
M(t) случайный процесс, обладающий следующи-
ми свойствами: ˜(0) = 0, P(˜(t) < ∞) = 1 для
любого t > 0, траектории ˜(t) не убывают и непре-
рывны справа. Процесс M(˜(t)), t ≥ 0, называется
дважды стохастическим пуассоновским процессом
(процессом Кокса).

В соответствии с такой моделью в каждый мо-
мент времени t распределение случайной величи-
ны M(˜(t)) является смешанным пуассоновским.
Для большей наглядности рассмотрим случай, ко-
гда в рассматриваемой модели «бесконечно боль-
шой» параметр t дискретен: ˜(t) = ˜k, k ∈ N,
а{˜k}k≥1— неограниченно возрастающая последо-
вательность случайных величин, ˜k+1(ω) ≥ ˜k(ω)
для каждого ω ∈ Ÿ, k ≥ 1. Соответственно, по-
ложим Nk = M(˜k), k ≥ 1. При этом асимпто-
тика k → ∞ может интерпретироваться как то, что
(случайная) интенсивность потока информативных
событий считается очень большой.

Пусть Y1, Y2, . . . — независимые случайные ве-
личины с общей функцией распределения F (x) =
= P(Yi < x), x ∈ R, i ≥ 1. Обозначим lext (F ) =
= inf{x : F (x) > 0}. Предположим, что при
каждом k ∈ N случайная величина Nk независи-
ма от последовательности Y1, Y2, . . . В книге [34]
доказан следующий результат, который в данном
контексте играет вспомогательную роль и потому
оформлен в виде леммы.

Лемма 4. Предположим, что существуют неогра-

ниченно возрастающая последовательность положи-

тельных чисел {dk}k≥1 и неотрицательная случайная

величина ˜ такие, что имеет место сходимость

d−1k ˜k =⇒ ˜ (k → ∞) .

Предположим также, что lext (F ) > −∞ и функция

распределения WF (x) = F
(
lext (F )− x−1

)
удовле-

творяет условию: существует положительное числоδ
такое, что для любого x > 0

lim
y→∞

WF (yx)

WF (y)
= x−δ . (11)
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Тогда существуют числовые последовательности ak

и bk такие, что

P
(
min

1≤j≤Nk

Yj − ak < bkx

)
=⇒

=⇒


1−

∞∫

0

e−λxδ

dP(˜ < λ)


1(x ≥ 0), k → ∞.

При этом числа ak и bk могут быть определены как

ak = lext (F ) ;

bk = sup
{
x : F (x) ≤ d−1k

}
− lext (F ), k ≥ 1 .



 (12)

Из леммы 4 и теоремы 1 вытекает следующий
результат.

Теорема 2. Предположим, что функция распределе-

ния F принадлежит к областиmin-притяжения рас-

пределения Вейбулла с некоторым параметром формы

δ > 0, т. е. lext (F ) > −∞ и выполнено условие (11).
I. Предположим, что существуют неограниченно воз-

растающая последовательность положительных чи-

сел {dk}k≥1 и число α ∈ (0, 1) такие, что имеет

место сходимость

d−1k ˜k =⇒ 1 (k → ∞) . (13)

Тогда существуют числовые последовательности ak

и bk такие, что

1

bk

(
min

1≤j≤Nk

Yj − ak

)
=⇒Wδ (k → ∞) ,

где числа ak и bk могут быть определены в соответ-

ствии с (12).
II. Предположим, что существуют неограниченно

возрастающая последовательность положительных

чисел {dk}k≥1 и число α ∈ (0, 1) такие, что имеет

место сходимость

d−1k ˜k =⇒
1

2
Zα,1 (k → ∞) . (14)

Тогда существуют числовые последовательности ak

и bk такие, что

1

bk

(
min

1≤j≤Nk

Yj − ak

)
=⇒Wγ (k → ∞) ,

где γ = δα, а числа ak и bk могут быть определены в

соответствии с (12).

Таким образом, существенная случайность объ-
ема выборки может заметно «утяжелить» хвост пре-
дельного вейбулловского закона по сравнению с
тривиальной ситуацией (13) с асимптотически вы-
рожденным (асимптотически неслучайным) индек-
сом. Например, если δ = 1 (т. е. «изначально»

предельным распределением минимальной поряд-
ковой статистики должно быть экспоненциальное),
но объем выборки имеет вид Nk = M(˜k), причем
при некоторыхdk выполнено условие (14) сα = 1/2,
то реальное предельное распределение минималь-
ной порядковой статистики — это распределение
Вейбулла с параметром 1/2: [1− e−

√
x]1(x ≥ 0), x ∈

∈ R. При этом, в частности, квантиль порядка 0,99
этого распределения примерно равна 21,208, что
почти в 5 раз больше соответствующей кванти-
ли показательного распределения, примерно рав-
ной 4,605.
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АНАЛИТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ НОРМАЛЬНЫХ

ПРОЦЕССОВ В СТОХАСТИЧЕСКИХ СИСТЕМАХ

СО СЛОЖНЫМИ НЕЛИНЕЙНОСТЯМИ

И. Н. Синицын1, В. И. Синицын2

Аннотация: Рассматриваются конечномерные дифференциальные стохастические системы (ДСтС) и
эредитарные (интегродифференциальные) стохастические системы (ЭСтС) с винеровскими и пуассонов-
скими шумами, приводимые к ДСтС со сложными конечными, дифференциальными и интегральными
нелинейностями. Такие модели функционирования описывают поведение многих современных нано-
и квантово-оптических технических средств информатики. Приводятся уравнения методов нормаль-
ной аппроксимации (МНА) и статистической линеаризации (МСЛ) для аналитического моделирования
нестационарных и стационарных нормальных (гауссовских) процессов в нелинейных ДСтС и нели-
нейных ЭСтС путем аппроксимации эредитарных ядер линейными операторными уравнениями для
дифференцируемых нелинейностей и сингулярными ядрами для недифференцируемых нелинейностей.
Рассматриваются методы вычисления типовых интегралов МНА (МСЛ) для сложных (многомерных
и векторного аргумента) конечных и дифференциальных нелинейностей. Особое внимание уделяется
иррациональным и дробно-рациональным нелинейностям скалярного аргумента. Приводятся примеры
вычисления интегралов. Подробно рассматриваются вопросы вычисления типовых интегралов МНА
(МСЛ) для сложных интегральных нелинейностей.

Ключевые слова: аналитическое моделирование; дифференциальные стохастические системы с винеров-
скими и пуассоновскими шумами (ДСтС); метод нормальной аппроксимации (МНА); метод статисти-
ческой линеаризации (МСЛ); сложные иррациональные нелинейности; сложные конечные, дифферен-
циальные и интегральные нелинейности; эредитарные стохастические системы (ЭСтС), приводимые к
дифференциальным
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1 Введение

Моделями функционирования многих совре-
менных технических систем информатики слу-
жат стохастические системы (СтС), описываемые
дифференциальными, интегральными и интегро-
дифференциальными уравнениями со сложными
дробно-рациональными, иррациональными и ин-
тегральными нелинейностями. В [1] дано систе-
матическое изложение МНА и МСЛ для ДСтС и
ЭСтС, приводимых к дифференциальным.

Обобщая [2–7], рассмотрим развитие МНА и
МСЛ для аналитического моделирования нормаль-
ных стохастических процессов (СтП) на случай СтС
со сложными конечными, дифференциальными и
интегральными нелинейностями.

Как показано в [6], альтернативным подходом
к аналитическому моделированию СтП в ДСтС и
ЭСтС служит подход, основанный на дискретиза-
ции стохастических дифференциальных уравнений

на основе использования обобщенной формы Ито и
кратных стохастических интегралов от винеровских
и пуассоновских СтП с последующим применени-
ем дискретных версий МНА (МСЛ).

Статья состоит из введения, пяти разделов и
заключения.

В разд. 2 и 3 приводятся уравнения МНА и
МСЛ для аналитического моделирования одно- и
двумерных распределений стационарных и неста-
ционарных СтП в ДСтС и ЭСтС, приводимых к
ДСтС.

Типовые интегралы МНА и МСЛ рассматрива-
ются в разд. 4.

Особенности аналитического моделирования в
ДСтС со сложными конечными и дифференциаль-
ными нелинейностями обсуждаются в разд. 5.

Раздел 6 посвящен аналитическому моделиро-
ванию СтП в ДСтС со сложными интегральными
нелинейностями.

Приводятся примеры.
1Институт проблем информатики Российской академии наук, sinitsin@dol.ru
2Институт проблем информатики Российской академии наук, vsinitsin@ipiran.ru
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2 Уравнения методов
нормальной аппроксимации
и статистической линеаризации
для дифференциальных
стохастических систем

Как известно [3, 5], уравнения конечномерных
непрерывных нелинейных систем со стохастиче-
скими возмущениями путем расширения вектора
состояния ДСтС могут быть записаны в виде сле-
дующего векторного стохастического дифференци-
ального уравнения Ито:

dYt = a(Yt, t) dt+ b(Yt, t) dW0 +

+

∫

R0

c(Yt, t, v)P
0(dt, dv) , Y (t0) = Y0 . (1)

Здесь a = a(Yt, t) и b = b(yt, t)— известные (p× 1)-
мерная и (p × m)-мерная функции Yt и t; W0 =
= W0(t) — r-мерный винеровский СтП интенсив-
ностиν0 = ν0(t); c(Yt, t, v)— (p×1)-мерная функция
Yt, t и вспомогательного (q × 1)-мерного парамет-
ра v;

∫
–

dP 0(t, A) — центрированная пуассоновская

мера, определяемая
∫

–

dP 0(t, A) =

∫

–

dP (t, A) =

∫

–

νP (t, A) dt .

В (1) принято:
∫
–

– число скачков пуассоновского

СтП в интервале времени – = (t1, t2]; νP (t, A) —
интенсивность пуассоновского СтП P (t, A); A —
некоторое борелевское множество пространстваRq

0

с выколотым началом. Начальное значениеY0 пред-
ставляет собой случайную величину, не зависящую
от приращений СтП W0(t) и P (t, A) на интервалах
времени, следующих за t0, t0 ≤ t1 ≤ t2 для любого
множества A.

В случае аддитивных нормальных (гауссовских)
и обобщенных пуассоновских возмущений уравне-
ние (1) имеет вид:

‘Yt = a(Yt, t) + b0(t)V , V = ‘W , Y (t0) = Y0 . (2)

Здесь W — СтП с независимыми приращениями,
представляющий собой смесь нормального и обоб-
щенного пуассоновского СтП.

Если предположить существование конечных
вероятностных моментов второго порядка для мо-
ментов времени t1 и t2, то уравнения МНА примут
следующий вид [3, 5]:

– для характеристических функций

gN
1 (λ; t) = exp

[
iλTmt −

1

2
λTKtλ

]
; (3)

gN
t1,t2(λ1, λ2; t1, t2) = exp

[
i�λT �m2 −

1

2
�λT �K2λ

]
, (4)

где

�λ =
[
λT1 λ

T
2

]T
; �m2 =

[
mTt1m

T
t2

]T
;

�K2 =

[
K(t1, t1) K(t1, t2)
K(t2, t1) K(t2, t2)

]
;

– для математических ожиданий mt, ковариаци-
онной матрицыKt и матрицы ковариационных
функций K(t1, t2):

‘mt = a1(mt,Kt, t) , m0 = m(t0) ; (5)

‘Kt = a2(mt,Kt, t) , K0 = K(t0) ; (6)

∂K(t1, t2)

∂t2
= K(t1, t2)a21(mt2 ,Kt2 , t2)

T ;

K(t1, t1) = Kt1 . (7)

Здесь приняты следующие обозначения:

a1 = a1(mt,Kt, t) =MNa(Yt, t) ; (8)

a2 = a2(mt,Kt, t) = a21(mt,Kt, t) +

+ a21(mt,Kt, t)
T + a22(mt,Kt, t) ; (9)

a21 = a21(mt,Kt, t) =MNa(Yt, t)Y
0T
t ; (10)

a22 = a22(mt,Kt, t) =MNσ(Yt, t) ;

σ(Yt, t) = b(Yt, t)ν0(t)b(Yt, t)
T +

+

∫

Rq
0

c(Yt, t, v)c(Yt, t, v)
TνP (t, dv) ;

mt =MYt , Y 0t = Yt −mt ,

Kt =MNY
0
0 Y

0T
t , K(t1, t2) =MNY

0
t1Y

0
t2 ;

MN — символ вычисления математического ожи-
дания для нормальных распределений (3) и (4).

Для стационарных ДСтС нормальные стацио-
нарные СтП — если они существуют, то mt = �m,
Kt = �K, K(t1, t2) = k(τ) (τ = t1 − t2), — определя-
ются уравнениями [3, 5]:

a1( �m, �K) = 0 ; a2( �m, �K) = 0 ; (11)

‘kτ (τ) = a21( �m, �K) �K
−1k(τ) ;

k(0) = �K (∀τ > 0) , k(τ) = k(−τ)T (∀τ < 0) .



 (12)

При этом необходимо, чтобы матрица a21( �m, �K) =
= �a21 была бы асимптотически устойчивой.
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Для ДСтС (2) уравнения МНА переходят в урав-
нения МСЛ Казакова [3, 5], если принять

a(Yt, t) = a1(mt,Kt) + k
a
1 (mt,Kt)Y

0
t ; (13)

b(Yt, t) = b0(t) ;

σ(Yt, t) = b0(t)ν(t)b0(t)
T = σ0(t) ,

}
(14)

ka
1 (mt,Kt, t) =

[(
∂

∂mt

)
a0(mt,Kt, t)

T

]T
; (15)

‘mt = a1(mt,Kt, t) , m0 = m(t0) , (16)

‘Kt = k
a
1 (mt,Kt, t)Kt +Ktk

a
1 (mt,Kt, t)

T + σ0(t) ;

K0 = K(t0) ; (17)

∂K(t1, t2)

∂t2
= K(t1, t2)kt2k

a
1 (mt2 ,Kt2 , t2)

T ;

K(t1, t2) = Kt1 . (18)

Для стационарных ДСтС (2) при условии асим-
птотической устойчивости матрицы ka

1 ( �m,
�K) в

основе МСЛ лежат уравнения (11), записанные в
виде:

a1( �m, �K) = 0 ; (19)

ka
1 ( �m, �K) �K + �Kk

a
1 ( �m, �K)

T + �σ0 = 0 ; (20)

kτ (τ) = k
a
1 ( �m, �K)k(τ) , k(0) = �K (∀τ > 0) ,

k(τ) = k(−τ)T (∀τ < 0) . (21)

Уравнения (3)–(7) лежат в основе МНА для
ДСтС (1), а уравнения (13)–(18) — в основе МСЛ
для ДСтС (2). Для определения стационарных СтП
согласно МНА служат соотношения (11) и (12), а
МСЛ — (13)–(21).

3 Уравнения методов
нормальной аппроксимации
и статистической линеаризации
для эредитарных
стохастических систем,
приводимых
к дифференциальным

Рассмотрим ЭСтС, описываемую интегродиф-
ференциальным уравнением Ито следующего ви-
да [7]:

dXt =


a(Xt, t) +

t∫

t0

a1(X(τ), τ, t) dτ


 dt+

+


b(Xt, t) +

t∫

t0

b1(X(τ), τ, t) dτ


 dW0 +

+

∫

Rq
0


c(Xt, t, v) +

t∫

t0

c1(X(τ), τ, t, v) dτ


dP 0(t, dv) (22)

с начальным условием X(t0) = X0. В (22) сохране-
ны обозначения разд. 2.

Функции a = a(Xt, t), a1 = a1(X(τ), τ, t), b =
= b(Xt, t), b1 = b1(X(τ), τ, t), c = c(Xt, t, v) и c1 =
= c1(X(τ), τ, t, v) имеют соответственно размерно-
сти p× 1, p× 1, p× r, p× r, p× 1 и p× 1 и допускают
представления следующего вида:

a1 = A(t, τ)ϕ(X(τ), τ) ;

b1 = B(t, τ)ψ(X(τ), τ) ;

c1 = C(t, τ)χ(X(τ), τ, v) .





(23)

Здесь эредитарные ядра A = A(t, τ) = [Aij(t, τ)]
(i, j = 1, p), B = B(t, τ) = [Bil(t, τ)] (i = 1, p; l =
= 1, r) и C = C(t, τ) = [Cij(t, τ)] (i, j = 1, p) имеют
соответственно размерности p×p, p× r и p×p. Они
удовлетворяют следующим условиям физической
реализуемости и асимптотического затухания:

Aij(t, τ) = 0; Bil(t, τ) = 0;

Cij(t, τ) = 0 ∀τ > t; (24)

∞∫

−∞

|Aij(t, τ)| dτ <∞ ;
∞∫

−∞

|Bil(t, τ)| dτ <∞ ;

∞∫

−∞

|Cij(t, τ)| dτ <∞ .





(25)

В дальнейшем ограничимся случаем, когда эре-
дитарные ядра удовлетворяют линейным оператор-
ным уравнениям [2, 4, 7].

Нелинейные в общем случае функции ϕ =
= ϕ(X(τ), τ), ψ = ψ(X(τ), τ), χ = χ(X(τ), τ, v)
отражают нелинейные свойства ЭСтС, зависят от
X(τ) и имеют размерности p× 1, p× p, p× 1 соот-
ветственно.

Важный класс эредитарных ядер представля-
ют собой сингулярные (вырожденные) ядра, когда
имеют место представления:

Aij(t, τ) = A
+
ij(t)A

−
ij(τ) ;

Bil(t, τ) = B
+
il (t)B

−
il (τ) ;

Cij(t, τ) = C
+
ij (t)C

−
ij (τ) (i, l = 1, p, j = 1, r).





(26)
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В [2, 4, 7] показано, что для дифференцируемых
нелинейных функций ϕ, ψ, χ путем расширения
вектора состояния за счет инструментальных пере-
менных, аппроксимируемых линейными оператор-
ными уравнениями, определяющими эредитарные
ядра в ЭСтС, (22)–(25) приводятся к ДСтС вида (1)
или (2). В случае недифференцируемых нелиней-
ных функций ϕ, ψ, χ ЭСтС (22)–(25) приводятся
к (1) или (2) на основе аппроксимации вырожден-
ными (сингулярными) ядрами [2, 4, 7].

Таким образом, после приведения ЭСтС (22) к
ДСтС (1) или (2) можно воспользоваться уравнени-
ями МНА и МСЛ разд. 2.

4 Типовые интегралы методов
нормальной аппроксимации
и статистической линеаризации

Как следует из уравнений (8)–(10), для МНА не-
обходимо уметь вычислять следующие интегралы:

Ia
0 = I

a
0 (mt,Kt, t) = a1(mt,Kt, t) =

=MNa(Yt, t) ; (27)

Ia
1 = I

a
1 (mt,Kt, t) = a21(mt,Kt, t) =

=MNa(Yt, t)Y
0T
t ; (28)

I�σ0 = I
�σ
0 (mt,Kt, t) = a22(mt,Kt, t) =

=MN �σ(Yt, t) . (29)

Для МСЛ достаточно вычислить интеграл (27), при-
чем интеграл Ia

1 вычисляется по формуле [3, 5, 6]:

ka
1 = k

a
1 (mt,Kt, t) =

[(
∂

∂mt

)
Ia
0 (mt,Kt, t)

T

]T
.

Пример 1. В [1] для типовых степенных, тригоно-
метрических, показательных и кусочно-постоян-
ных нелинейностей Zt = ϕ(Yt, t) скалярного и
векторного аргумента приведены формулы для
интегралов Iϕ

0 = Iϕ
0 (m

y
t ,K

y
t , t), а также kϕ

1 =
= kϕ

1 (m
y
t ,K

y
t , t).

Замечание. Важно иметь в виду, что уравнения МНА
(МСЛ) содержат интегралы Ia

0 , Ia
1 , Iσ

0 в виде соот-
ветствующих коэффициентов. Поэтому процедура
вычисления интегралов должна быть согласована с
методом численного решения обыкновенных диф-
ференциальных уравнений для mt, Kt и K(t1, t2).
Эти коэффициенты допускают дифференцирова-
ние по mt и Kt, так как под интегралом стоит
сглаживающая нормальная плотность.

5 Сложные конечные
и дифференциальные
нелинейности

Важный класс сложных конечных нелинейно-
стей (многомерных и векторного аргумента) пред-
ставляют собой сложные функции вида:

ξ = ϕ(Xt, Yt, t) , Xt = ψ(Yt, t) .

В этом случае вычисление интегралов (см.
разд. 4) проводится по совокупности переменных[
XTt Y

T
t

]T
. К таким нелинейностям, например,

относятся дробно-рациональные, иррациональные
нелинейности, выражаемые специальными функ-
циями, многозначные нелинейности, зависящие от
СтП Xt и его производных ‘Xt, �Xt и др.

Пример 2. Рассмотрим вычисление интегралов (27)
и (28) для сложных одномерных иррациональных
нелинейностей скалярного аргумента

ϕ(Yt, t) = |Yt|α−1
sgnYt (30)

(α — нецелый показатель).
Пользуясь (12) и (15), представим (30) в виде

ϕ(Yt, t) = ϕ0(mt, Dt, t) + k
ϕ
1 (mt, Dt, t)Y

0
t .

Здесь введены следующие обозначения:

ϕ0(mt, Dt, t) = •(α)D
1/2
t e−ξ2/4D−α(ξ) ;

ka
1 (mt, Dt, t) =

∂ϕ0(mt, Dt, t)

∂mt
,

где •(α) — гамма-функция, ξ = mt/
√
Dt — отно-

шение «сигнал–шум»; D−α(ξ) — функция парабо-
лического цилиндра [8]. При вычислении были
учтены следующие соотношения [8, 9]:

∞∫

0

xα−1e−βx2−γx dx =

= (2β)−α/2•(α) exp

(
γ2

8β

)
D−α

(
γ√
2β

)
; (31)

dDρ(ξ)

dξ
= − ξ
2
Dρ(ξ) − ρDρ−1(ξ) =

ξ

2
Dρ(ξ)−

−Dρ+1(ξ) (Re β > 0 , Reα > 0 , ρ = −α) . (32)

Соотношения (31) и (32) могут быть использо-
ваны также для вычисления интегралов (29).

Замечание. Для вычисления интегралов Ia
0 , Ia

1

и I�σ0 применительно к типовым иррациональным
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нелинейностям вида |Yt|α−1 eδYt , |Yt|α−1 cosωYt,
|Yt|α−1

sinωYt и более общим нелинейностям вида

ϕ(Yt, t) = �
ϕ
(
|Yt|α−1

, t
)

можно рекомендовать известные численные мето-
ды вычисления функций на ЭВМ [9].

Пример 3. Для нелинейной дробно-рациональной
функции

ϕ(Yt, t) =
a

(b+ Yt)
2

имеем

ϕ0(mt, Dt, t) = ab
−2 [1 + χ(mt, Dt, t)] ;

kϕ
1 (mt, Dt, t) = ab

−2 ∂χ(mt, Dt, t)

∂mt
.

Здесь

χ(mt, Dt, t) =

=

∞∑

n=1

E(n/2)∑

l=0

(−1)n(n+ 1)n!
(n− 2l)!(2l)! b

−nmn
t

(
Dt

2m2t

)l

,

где E(n/2)— целая часть n/2; a = a(t); b = b(t).

6 Сложные интегральные
нелинейности

Пусть сначала векторно-матричная нелиней-
ность имеет эредитарный характер, т. е.

ϕ(Yt, t) =

t∫

t0

A(t, τ)ϕ(Y (τ), τ) dτ . (33)

Тогда, как показано в [2, 4, 7], следует соответст-
вующие интегродифференциальные соотношения
путем введения инструментальных переменных
привести к дифференциальным соотношениям.
Для дифференцируемых функцийϕи асимптотиче-
ски устойчивых ядер A(t, τ) зависимость (26) имеет
следующий дифференциальный вид:

FA(t,D)ϕ(Yt, t) = H
A(t,D)ϕ(Yt, t) .

Здесь FA(t,D) и HA(t,D) — линейные дифферен-
циальные операторы (D = d/dt).

Для недифференцируемых функций ϕ и асим-
птотически устойчивых сингулярных ядер (26) ис-
пользуются соотношения:

ϕ(Yt, t) = A
+Z , ‘Z = A−ϕ , Z(t0) = 0 .

Многочисленные примеры аналитического мо-
делирования ЭСтС можно найти в [1–3, 5, 7, 10,
11].

Как отмечалось в [5], часто наряду с интеграль-
ными нелинейностями (33) рассматривают нели-
нейности вида:

Zs =

R∑

ρ=1

Aρϕρ(Yt1 , . . . , Ytr
) ,

где A1, . . . , AR — произвольные линейные опе-
раторы, действующие над функциями r перемен-
ных t1, . . . , tr; ϕρ = ϕρ(Yt1 , . . . , Ytr

) — линейные
функции отмеченных переменных. Такие нели-
нейности называются приводимыми к линейным.
Важным частным случаем (33) являются интеграль-
ные нелинейности вида:

Zs =

∫

T

ϕ(Yt, t, s) dt ;

Zs =

∫

T

· · ·
∫

T

ϕ(Yt1 , . . . , Ytr
; t1, . . . , tr, s) dt1 . . . dtr,

В этом случае используется МСЛ по совокупности
переменных Yt1 , . . . , Ytr

.

7 Заключение

Разработаны методы и алгоритмы МНА и МСЛ
для ДСтС и ЭСтС, приводимых к ДСтС со сложны-
ми конечными, дробно-рациональными, ирраци-
ональными, а также дифференциальными и инте-
гральными нелинейностями. Приведены примеры.

Результаты допускают обобщение на случай
ДСтС и ЭСтС со стохастическими нелинейно-
стями, заданными каноническими разложениями
и интегральными каноническими представления-
ми [1, 5, 10].
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ОБ ОЦЕНКАХ СКОРОСТИ СХОДИМОСТИ И УСТОЙЧИВОСТИ

ДЛЯ НЕКОТОРЫХ МОДЕЛЕЙ МАССОВОГО ОБСЛУЖИВАНИЯ∗

А. И. Зейфман1, А. В. Коротышева2, К. М. Киселева3, В. Ю. Королев4, С. Я. Шоргин5

Аннотация: Рассматривается некоторое обобщение известной модели Эрланга с потерями, а имен-
но: изучается класс марковских моделей систем обслуживания, в которых допускается одновремен-
ное поступление группы требований (ограниченное максимальным общим количеством требований)
и предусмотрено групповое обслуживание. Установлен критерий слабой эргодичности для процесса,
описывающего число требований в такой системе, получены оценки скорости сходимости и устойчи-
вости. Исследование опирается на общий подход, разработанный в предыдущих работах авторов для
неоднородных марковских систем с групповым поступлением и обслуживанием требований. Рассмотре-
ны также конкретные модели с периодическими интенсивностями при разном максимальном размере
группы поступающих требований, строятся основные предельные характеристики этих моделей и выяс-
няется влияние максимально допустимого размера группы одновременно поступающих требований на
предельное среднее для числа требований в системе и предельную вероятность отсутствия требований в
системе.

Ключевые слова: нестационарная марковская система обслуживания; модель Эрланга; групповое поступ-
ление и обслуживание требований; эргодичность; устойчивость; оценки

DOI: 10.14375/19922264140303

1 Введение

Стационарная и нестационарная модели Эрлан-
га для системы с потерями изучались во многих
работах (см., например, [1–10]). По-видимому,
в большой степени это связано со сравнительной
простотой исследования и удобством применения
этой модели. В [11] была рассмотрена аналогич-
ная модель, в которой допускается групповое об-
служивание требований, получен критерий слабой
эргодичности для такой модели и оценки скорости
сходимости, а в [12] получены первые оценки устой-
чивости этой модели по отношению к малым воз-
мущениям интенсивностей поступления и обслу-
живания требований.

В настоящей заметке рассматривается неко-
торый более общий класс моделей систем об-
служивания, в которых допускается и групповое
поступление требований, установлен критерий сла-
бой эргодичности для них, получены оценки ско-
рости сходимости и устойчивости. Исследова-
ние опирается на общий подход, разработанный
в предыдущих работах авторов для некоторых клас-

сов неоднородных марковских систем с групповым
поступлением и обслуживанием требований [12–
14].

Рассмотрим систему обслуживания «с потеря-
ми», в которой общее количество требований не
превосходит S, максимальный размер группы по-
ступающих требований равен N ≤ S, интенсив-
ность поступления группы k ≤ N требований есть
λk(t) = λ(t)/k. Интенсивность обслуживания груп-
пы k ≤ S имеющихся в системе требований есть
µk(t) = µ(t)/k. Пусть X = X(t), t ≥ 0, – число
требований в системе обслуживания, это неодно-
родная марковская цепь с непрерывным временем и
пространством состояний E = {0, 1, . . . , S}. «Базо-
вые» интенсивности поступления и обслуживания
λ(t) и µ(t) предполагаются локально интегриру-
емыми на [0,∞) функциями времени t.

Тогда для описания вероятностной динамики
процесса получаем прямую систему Колмогорова в
виде:

dp

dt
= A(t)p(t) ,

∗Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда (проект № 14-11-00397).
1Институт проблем информатики Российской академии наук; Вологодский государственный университет; Институт социально-

экономического развития территорий Российской академии наук, a zeifman@mail.ru
2Вологодский государственный университет, a korotysheva@mail.ru
3Вологодский государственный университет, a zeifman@mail.ru
4Институт проблем информатики Российской академии наук; Московский государственный университет им. М. В. Ломоносова,
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где

A(t) =

=




a00(t) µ1(t) µ2(t) µ3(t) · · · µS(t)
λ1(t) a11(t) µ1(t) µ2(t) · · · µS−1(t)
λ2(t) λ1(t) a22(t) µ1(t) · · · µS−2(t)
· · ·
λS(t) λS−1(t) λS−2(t) λS−3(t) · · · aSS(t)



,

причем

aii(t) = −
i∑

k=1

µk(t)−
S−i∑

k=1

λk(t) ; λk(t) = 0

при k > N .
Обозначим через

pij(s, t) = Pr {X(t) = j |X(s) = i} ,
i, j ≥ 0 , 0 ≤ s ≤ t ,

переходные вероятности процесса X = X(t), а че-
рез

pi(t) = Pr {X(t) = i}

его вероятности состояний.
Будем обозначать через ‖ • ‖ l1-норму вектора

и матрицы, т. е. ‖x‖ = ∑ |xi| и ‖B‖ = maxj
∑
i

|bij |
при B = (bij)

S
i,j=0, а через Ÿ — множество всех

стохастических векторов, т. е. множество векторов
с неотрицательными координатами и единичной
l1-нормой.

Через

E(t, k) = E {X(t) |X(0) = k }

будем далее обозначать математическое ожидание
процесса (среднее число требований) в момент t
при условии, что в нулевой момент времени он
находится в состоянии k.

Напомним, что марковская цепь X(t) называ-
ется слабо эргодичной, если ‖p∗(t) − p∗∗(t)‖ → 0
при t → ∞ для любых начальных условий p∗(s),
p∗∗(s) и любом s ≥ 0. Марковская цепь X(t) имеет
предельное среднее φ(t), еслиE(t, k)−φ(t)→ 0 при
t→ ∞ и любом k.

2 Слабая эргодичность
и скорость сходимости

Теорема 1. Процесс X(t), описывающий число тре-

бований в рассматриваемой системе, слабо эргодичен

при любом N (1 ≤ N ≤ S) тогда и только тогда,

когда выполнено условие:

∞∫

0

(λ(t) + µ(t)) dt = +∞ . (1)

Д о к а з а т е л ь с т в о . Отметим, прежде всего, что
если (1) не выполнено, то

‖A(t)‖ = 2max |aii(t)| ≤

≤ 2 (λ(t) + µ(t))
S∑

k=1

1

k
≤ 2 (1 + lnS) (λ(t) + µ(t))

и, значит,
∞∫

0

‖A(t)‖ dt < +∞ .

А тогда в соответствии с теоремой 3.3 из [15] X(t)
слабо эргодичным быть не может.

Пусть (1) выполняется. Пользуясь стандартным
приемом и полагая p0 = 1−

∑
1≤i≤S

pi, получаем:

dz

dt
= B(t)z(t) + f(t) ,

где f(t) = (λ1, λ2, · · · , λS)
T;

B(t) =




a11 − λ1 µ1 − λ1 µ2 − λ1 µ3 − λ1 · · ·
λ1 − λ2 a22 − λ2 µ1 − λ2 µ2 − λ2 · · ·
λ2 − λ3 λ1 − λ3 a33 − λ3 µ1 − λ2 · · ·

· · · · · · · · · · · · · · ·
λS−1 − λS λS−2 − λS · · · · · · · · ·

· · · · · · · · · µS−1 − λ1
· · · · · · · · · µS−2 − λ2
· · · · · · · · · µS−3 − λ3
· · · · · · · · · · · ·
· · · λ2 − λS λ1 − λS aSS − λS



.

Рассмотрим треугольную матрицу

D =




d1 d1 d1 · · · d1
0 d2 d2 · · · d2
· · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 · · · 0 dS




с положительными элементами di и соответству-
ющую норму ‖z‖D = ‖Dz‖1. Тогда получим равен-
ство:
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DB(t)D−1 =




a11 − λS (µ1 − µ2)
d1
d2

(µ2 − µ3)
d1
d3

· · · (µS−1 − µS)
d1
dS

(λ1 − λS)
d2
d1

a22 − λS−1 (µ1 − µ3)
d2
d3

· · · (µS−2 − µS)
d2
dS

(λ2 − λS)
d3
d1

(λ1 − λS−1)
d3
d2

a33 − λS−2 · · · (µS−3 − µS)
d3
dS

· · ·
(λS−1 − λS)

dS

d1
(λS−2 − λS−1)

dS

d2
(λS−3 − λS−2)

dS

d3
· · · aSS − λ1




,

дающее соответствующее выражение для логариф-
мической нормы B(t) (см. подробное обсуждение
в [8, 16, 17]):

γ (B(t))1D = γ
(
DB(t)D−1) =

= max
1≤i≤S

(aii(t)− λS+1−i(t) +

+

i−1∑

k=1

(µi−k(t)− µi(t))
dk

di
+

+

S−i∑

k=1

(λk(t)− λS+1−i)
dk+i

di

)
. (2)

Пусть вначале

+∞∫

0

µ(t) dt = +∞ . (3)

Положим все di = 1. Тогда справедлива следу-
ющая оценка:

γ (B(t))1D ≤

≤ max
1≤i≤S

(
−

i∑

k=1

µi(t) +

i−1∑

k=1

(µi−k(t)− µi(t))

)
=

= − min
1≤i≤S

(kµk(t)) = −µ(t) .

Имеем при этом

‖D‖ =
S∑

i=1

di = S; ‖D−1‖ = 2 max
1≤k≤S

(
1

dk

)
= 2,

а значит,

‖p∗(t)− p∗∗(t)‖ ≤ 2‖z∗(t)− z∗∗(t)‖ =
= 2‖D (z∗(t)− z∗∗(t))D−1‖ ≤

≤ 4‖z∗(t)− z∗∗(t)‖1D ≤

≤ 4e
−

t∫
s

µ(u) du
‖z∗(s)− z∗∗(s)‖1D ≤

≤ 4Se
−

t∫
s

µ(u) du
‖z∗(s)− z∗∗(s)‖ ≤

≤ 4Se
−

t∫
s

µ(u) du
‖p∗(s)− p∗∗(s)‖ ≤ 8Se

−
t∫

s

µ(u) du

для любых начальных условий p∗(s),p∗∗(s) и лю-
бых s, t, 0 ≤ s ≤ t. Отсюда вытекает слабая эрго-
дичность X(t).

Пусть теперь

∞∫

0

λ(t) dt = +∞ . (4)

Положим dk = 1/k. Тогда из (2) получаем такую
оценку логарифмической нормы B(t):

γ (B(t))1D ≤ − min
1≤i≤S

(
µi(t) +

1

i
λ1(t)

)
≤ −λ(t)

S
.

Теперь

‖D‖ =
S∑

i=1

di ≤ 1 + lnS ;

‖D−1‖ = 2max
(
1

dk

)
= 2S .

Значит, получаем слабую эргодичность процесса и
следующую оценку:

‖p∗(t)− p∗∗(t)‖ ≤ 2‖D−1D (z∗(t)− z∗∗(t)) ‖ ≤

≤ 8S (1 + lnS) e
−(1/S)

t∫
s

λ(τ)dτ

при любых начальных условиях p∗(s), p∗∗(s) и лю-
бых s, t, 0 ≤ s ≤ t.

Следствие 1. Если (1) справедливо, то процесс X(t)
слабо эргодичен, имеет предельное среднее φ(t) и
справедливы следующие оценки скорости сходи-
мости:

‖p∗(t)− p∗∗(t)‖ ≤ 8Se
−

t∫
0

µ(u) du

при любых начальных условиях,

|E(t, k)− φ(t)| ≤ 8S2e
−

t∫
0

µ(u) du

при любом k, если выполнено (3), а при выполне-
нии (4) соответственно:
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‖p∗(t)− p∗∗(t)‖ ≤ 8S (1 + lnS) e
−(1/S)

t∫
0

λ(τ) dτ
;

|E(t, k)− φ(t)| ≤ 8S2 (1 + lnS) e
−(1/S)

t∫
0

λ(τ) dτ
.

Используя результаты теоремы 1 и следствия 1,
а также общий подход, описанный в работах [13,
14, 18], можно получить соответствующие оцен-
ки устойчивости процесса, описывающего число
требований в системе. Ограничимся здесь одной
из возможных формулировок. Пусть �X = �X(t) —
число требований для «возмущенной» системы об-
служивания. Соответствующие его характеристи-
ки будем обозначать теми же буквами с чертой
сверху. Предположим, что его инфинитезимальная
матрица имеет произвольную структуру (т. е. интен-
сивности поступления и обслуживания требований
произвольны) и при этом для всех t ≥ 0 выполнено
условие малости ‖A(t) − �A(t)‖ ≤ ε. Следующее
утверждение вытекает из теоремы 1 и оценок (32),
(33) из [13].

Следствие 2. Пусть выполнено (3) и вдобавок при
некоторых положительных M, α и всех 0 ≤ s ≤ t
справедливо неравенство:

e
−

t∫
s

µ(u) du
≤Me−α(t−s) . (5)

Тогда при любых начальных условиях p(0) и �p(0)
соответственно справедливы неравенства:

lim sup
t→∞

‖p(t)− �p(t)‖ ≤ ε(1 + ln 4SM)

α
;

lim sup
t→∞

|Ep(t)− �E�p(t)| ≤
εS(1 + ln 4SM)

α
.

Отметим, что условие (5) заведомо выполнено,
если интенсивность обслуживания 1-периодична,
при этом

α =

1∫

0

µ(t) dt ,

M = e
max|t−s|≤1

t∫
s

µ(u) du
.

3 Примеры

Рассмотрим теперь несколько моделей описы-
ваемой системы обслуживания с периодически-
ми инфинитезимальными характеристиками и для
простоты вычислений, чтобы не было необходи-
мости рассматривать усеченные процессы, как это
делается обычно (см. [13, 17]), будем полагать S =
= 102.

1. ПустьN = S, а интенсивности поступления и
обслуживания требований определяются функция-
ми λ∗(t) = 3 + sin 2πt и µ(t) = 3 + cos 2πt соответ-
ственно. Тогда выполнено условие (3), существует
предельный1-периодический режим, скажемp∗(t),
и соответствующее предельное среднееφ∗(t)и спра-
ведливы оценки скорости сходимости к ним:
‖p∗(t)−p∗∗(t)‖ ≤ 103e−3t , |E(t, s)−φ(t)| ≤ 105e−3t,
откуда вытекает, что при t ≥ 8 предельные харак-
теристики получаются с точностью выше 10−4. Их
можно найти, решая прямую систему Колмогорова
с начальным условием e0 на отрезке [0; 9] и взяв
затем полученные функции на отрезке [8; 9]. Отме-
тим, что как в этом, так и в следующих примерах
имеем α = 3, M ≤ 2 и соответствующие оценки
устойчивости, основанные на следствии 2, выгля-
дят следующим образом:

lim sup
t→∞

‖p(t)− �p(t)‖ ≤ ε(1 + ln 800)

3
≤ 3ε ;

lim sup
t→∞

|Ep(t)− �E�p(t)| ≤
ε102(1 + ln 800)

3
≤ 300ε .

Рис. 1 Приближенные значения предельного среднего φ∗
100(t) (а) и предельной «пустой очереди» p∗0,100(t) (б)
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На рис. 1 приведены приближенные графики
двух предельных характеристик: предельного сред-
него (математического ожидания) φ∗100(t) и пре-
дельной вероятности отсутствия требований в сис-
теме p∗0,100(t) = Pr (X(t) = 0) при N = S = 100.

2. Пусть теперь N = S/2 = 50, интен-
сивности обслуживания требований предполага-
ются такими же, а интенсивности поступления
требований подберем так, чтобы неизменной оста-
лась «средняя интенсивность поступления требо-
ваний», которая получается как величина λ1(t) +
+ 2λ2(t) + · · · + NλN (t) = Nλ(t), т. е. должно
выполняться равенство Nλ(t) = S (3 + sin 2πt), от-
куда в этой ситуации λ(t) = 2 (3 + sin 2πt). По-
скольку полученные оценки не зависят от функции,
описывающей интенсивность поступления требо-
ваний, справедливы те же оценки. На рис. 2 при-
ведены приближенные графики двух предельных
характеристик: предельного среднего (математи-
ческого ожидания) φ∗50(t) и предельной вероят-

ности отсутствия требований в системе p∗0,50(t) =
= Pr (X(t) = 0) при N = S/2 = 50.

3. Возьмем теперь убывающие значенияN = 40,
20, 10 и 1 с интенсивностями поступления требо-
ваний λ(t) = 2, 5 (3 + sin 2πt), λ(t) = 5 (3 + sin 2πt),
λ(t) = 10 (3 + sin 2πt) и λ(t) = 102 (3 + sin 2πt) со-
ответственно. Поскольку полученные оценки не
зависят от функции, описывающей интенсив-
ность поступления требований, справедливы те
же оценки. На рис. 3–6 для каждого из этих
случаев приведены приближенные графики двух
предельных характеристик: предельного средне-
го (математического ожидания) φ∗N (t) и предель-
ной вероятности отсутствия требований в системе
p∗0,N (t) = Pr (X(t) = 0) при N = 40, 20, 10 и 1
соответственно.

Замечание. Полученные результаты показывают,
что увеличение одномоментно допустимого посту-
пающего количества требований при той же «сред-
ней интенсивности поступления требований» при-

Рис. 2 Приближенные значения предельного среднего φ∗
50(t) (а) и предельной «пустой очереди» p∗0,50(t) (б)

Рис. 3 Приближенные значения предельного среднего φ∗
40(t) (а) и предельной «пустой очереди» p∗0,40(t) (б)

ИНФОРМАТИКА И ЕЁ ПРИМЕНЕНИЯ том 8 выпуск 3 2014 23



А. И. Зейфман, А. В. Коротышева, К. М. Киселева и др.

Рис. 4 Приближенные значения предельного среднего φ∗
20(t) (а) и предельной «пустой очереди» p∗0,20(t) (б)

Рис. 5 Приближенные значения предельного среднего φ∗
10(t) (а) и предельной «пустой очереди» p∗0,10(t) (б)

Рис. 6 Приближенные значения предельного среднего φ∗
1(t) (а) и предельной «пустой очереди» p∗0,1(t) (б)
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водит к сокращению предельной средней длины
очереди и увеличению вероятности отсутствия тре-
бований в системе.
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Abstract: A generalization of the famous Erlang loss system has been considered, namely, a class of Markovian
queueing systems with possible simultaneous arrivals and group services has been studied. Necessary and suffi-
cient conditions of weak ergodicity have been obtained for the respective queue-length process and explicit bounds on
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the rate of convergence and stability have been found. The research is based on the general approach developed
in the authors’ previous studies for nonhomogeneous Markov systems with batch arrival and service requirements.
Also, specific models with periodic intensities and different maximum size of number of arrival customers are
discussed. The main limiting characteristics of these models have been computed and the effect of the maximum
size of the group of arrival customers on the limiting characteristics of the queue has been studied.
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СТАЦИОНАРНЫЕ ВЕРОЯТНОСТИ СОСТОЯНИЙ В СИСТЕМЕ

ОБСЛУЖИВАНИЯ С ИНВЕРСИОННЫМ ПОРЯДКОМ

ОБСЛУЖИВАНИЯ И ОБОБЩЕННЫМ ВЕРОЯТНОСТНЫМ

ПРИОРИТЕТОМ∗

Л. А. Мейханаджян1, Т. А. Милованова2, А. В. Печинкин3, Р. В. Разумчик4

Аннотация: Рассматривается однолинейная система массового обслуживания (СМО), в которую поступает
поток заявок, называемый здесь потоком пуассоновского типа. Отличие этого потока от пуассоновского
заключается в том, что интенсивность поступления заявок равна λ, если на приборе имеется заявка,
и “λ, если система пуста. Если заявка поступает в систему, в которой на приборе имеется заявка, то
исходное распределение времени обслуживания поступающей заявки является произвольным с функцией
распределения (ФР) B(x), в противном случае — произвольным с ФР B̃(x). В системе реализован
инверсионный порядок обслуживания с обобщенным вероятностным приоритетом, заключающийся в
следующем. Предполагается, что в любой момент времени известна остаточная длина каждой заявки в
системе. В момент поступления в систему новой заявки ее исходная длина сравнивается с остаточной
длиной заявки на приборе и в зависимости от результатов сравнения одна из них становится на прибор, а
другая — на первое место в очередь, причем каждая заявка приобретает новую (случайную) длину и даже
может покинуть систему. В статье предложены математические соотношения для вычисления основных
показателей функционирования системы, связанных со стационарным распределением числа заявок в
ней.

Ключевые слова: система массового обслуживания; специальные дисциплины; инверсионный порядок
обслуживания; вероятностный приоритет
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1 Введение

В текущих условиях активного развития инфо-
телекоммуникационной отрасли необходимы ана-
литические средства создания и анализа объектов
и их совокупностей, используемых для передачи,
хранения и обработки информации. Традицион-
но применяемые для описания функционирования
инфотелекоммуникационных систем (ИТС) СМО
и их комбинации позволяют получать точные и/или
приближенные оценки для ключевых показателей
производительности ИТС, хотя анализ зачастую
связан с определенными вычислительными труд-
ностями, что может приводить к бессодержатель-
ным результатам. Другой подход к анализу по-
казателей производительности ИТС заключается в
моделировании реальной системы с помощью про-
стой модели СМО и применении в ней сложных
дисциплин обслуживания. Например, предоста-
вление приоритета обслуживания заявкам с наи-

меньшей остаточной длиной (дисциплина SRPT —
shortest remaining processing time) [1] дает оптималь-
ную стратегию с точки зрения минимизации числа
заявок в системе. Но при расчетах показателей
функционирования СМО с дисциплиной SRPT не-
обходимо знание времени обслуживания (длины)
каждой поступающей в систему заявки и исполь-
зование информации о всех остаточных длинах.
Подобные ограничения свойственны многим спе-
циальным дисциплинам.

На практике потоки, циркулирующие в ИТС,
являются неоднородными, и требования к обслу-
живанию у сообщений различных классов могут
быть различными. Кроме того, могут происхо-
дить сбои систем ввиду флуктуации нагрузки или
появления дестабилизирующих факторов. Вместо
введения в рассмотрение большого числа пото-
ков можно воспользоваться следующим приемом:
предположить, что длины заявок, а также эффекты
(события), которые связаны с поступлением заявок

∗Работа выполнена при частичной поддержке РФФИ (проект 13-07-00223).
1Российский университет дружбы народов, lameykhanadzhyan@gmail.com
2Российский университет дружбы народов, tmilovanova77@mail.ru
3Институт проблем информатики Российской академии наук, apechinkin@ipiran.ru
4Институт проблем информатики Российской академии наук; Российский университет дружбы народов, rrazumchik@ieee.org
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той или иной длины, известны лишь с некоторой
вероятностью. Поэтому представляет интерес рас-
смотренный в [2] инверсионный порядок обслужи-
вания с вероятностным приоритетом (дисциплина
LCFS PP), при котором при поступлении в систему
новой заявки место на приборе и первое место в оче-
реди разыгрывают между собой вновь поступившая
заявка и заявка, находившаяся ранее на приборе,
причем с вероятностью, являющейся произвольной
функцией от длины поступившей заявки и остаточ-
ной длины заявки на приборе.

По данной проблематике опубликовано и про-
должает появляться значительное число работ как
теоретического, так и прикладного характера (см.,
например, [3–8]). В частности, в [4] на примере
одноканальной СМО с пуассоновским входящим
потоком была рассмотрена дисциплина, предостав-
ляющая преимущество заявкам с меньшими оста-
точными длинами. Эта дисциплина является в
определенном смысле промежуточной между обыч-
ной дисциплиной без прерывания обслуживания и
дисциплиной SRPT. Считаются известными оста-
точные времена обслуживания (длины) всех нахо-
дящихся в системе заявок. При поступлении новой
заявки ее длина сравнивается с длиной заявки на
приборе, и та из них, длина которой минимальна,
становится на прибор, оставляя за второй первое
место в очереди.

В настоящей статье на основе развития идей вы-
шеприведенных работ вводится новая дисциплина
(инверсионный порядок обслуживания с обобщен-
ным вероятностным приоритетом, или LCFS GPP),
согласно которой при поступлении новой заявки
система принимает решение не только о том, что с
ней делать (поставить в очередь, поменять местами
с заявкой на приборе, удалить из системы и т. д.),
но и как долго обслуживать оставшиеся в системе
заявки. Решение принимается путем задания веро-
ятностей соответствующих событий. Исследуется
СМО с такой дисциплиной, входящим потоком
пуассоновского типа и произвольным распределе-
нием времени обслуживания заявки. На основе
метода исключения состояний получены в терми-
нах вычислительных алгоритмов и производящих
функций выражения для стационарного распреде-
ления числа заявок в системе. Как будет показано,
вычисление стационарного распределения (а так-
же его моментов) связано с решением уравнения
Фредгольма 2-го рода.

В следующем разделе дается подробное опи-
сание системы, затем выводятся формулы для
нахождения стационарных вероятностных харак-
теристик, и в заключении приводятся некоторые
примеры численных расчетов, выполненных по по-
лученным соотношениям.

2 Описание системы

Рассмотрим СМО с входящим потоком заявок,
который для простоты будем называть здесь пото-
ком пуассоновского типа. Отличие этого потока от
пуассоновского заключается в следующем: интен-
сивность поступления заявки равна λ, если на при-
боре имеется заявка, и “λ, если система пуста. Если
в момент поступления заявки в систему на приборе
имеется заявка, то исходное распределение вре-
мени обслуживания поступающей заявки является
произвольным с ФР B(x). Если же заявка посту-
пает в систему в тот момент, когда система пуста,
то исходное распределение времени обслуживания
поступающей заявки является произвольным с ФР
B̃(x).

Далее для простоты изложения будем считать,
что ФР B(x) и B̃(x) имеют непрерывные ограни-
ченные плотности распределения b(x) = B′(x) и
“b(x) = B̃′(x).

Обобщенный инверсионный порядок обслужи-
вания с вероятностным приоритетом (LCFS GPP)
заключается в следующем. Предполагается, что в
любой момент времени известна остаточная длина
(далее будем говорить просто длина) каждой заяв-
ки в системе. В момент поступления в систему
новой заявки ее исходная длина u сравнивается с
(остаточной) длиной v заявки на приборе. С веро-
ятностью D(x, y|u, v), зависящей только от u и v,
обслуживавшаяся ранее заявка продолжает обслу-
живаться, причем ее длина становится меньше y, а
вновь поступившая становится на первое место в
очереди и ее длина становится меньше x. Кроме
того, с вероятностью D∗(x, y|u, v), зависящей толь-
ко от u и v, вновь поступившая заявка занимает
прибор, вытесняя обслуживавшуюся ранее на пер-
вое место в очереди, причем длина заявки, бывшей
ранее на приборе, становится меньше y, а вновь
поступившей — меньше x.

Если на приборе находится заявка остаточной
длины v и в систему поступает заявка длины u, то
с вероятностью D0(x|u, v) заявка, находящаяся на
приборе, покидает систему, а поступившая заявка
становится на прибор, причем ее длина становится
меньше x. Кроме того, с вероятностью D∗

0(y|u, v)
поступившая заявка сразу же покидает систему, а за-
явка, находящаяся на приборе, продолжает обслу-
живаться, причем ее длина становится меньше y.
Введем также обозначение:

D(x|u, v) = D0(x|u, v) +D∗
0(x|u, v) .

ЗдесьD(x|u, v)— вероятность того, что одна из двух
заявок покинет систему, а вторая встанет на прибор
и примет длину меньше x.
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Наконец, предполагается, что с вероят-
ностью d0(u, v) обе заявки покидают систему, а на
прибор становится первая заявка из очереди.

Будем считать для удобства изложения, что все
ФР D(x, y|u, v), D∗(x, y|u, v), D0(x|u, v), D∗

0(y|u, v),
D(y|u, v)иD0(u, v)имеют непрерывные ограничен-
ные плотности d(x, y|u, v) = ∂2D(x, y|u, v)/(∂x ∂y),
d∗(x, y|u, v) = ∂2D∗(x, y|u, v)/(∂x ∂y), d0(x|u, v) =
= ∂D0(x|u, v)/∂x, d∗0(y|u, v) = ∂D∗

0(y|u, v)/∂y и
d(x|u, v) = ∂D(x|u, v)/∂x.

Естественно, для любых u и v выполнено усло-
вие:

∞∫

0

∞∫

0

[d(x, y|u, v) + d∗(x, y|u, v)] dx dy +

+

∞∫

0

d(x|u, v) dx + d0(u, v) =

= D(∞,∞|u, v) +D∗(∞,∞|u, v) +
+D(∞|u, v) + d0(u, v) = 1 . (1)

Если длина заявки на приборе становится рав-
ной нулю, то она мгновенно покидает систему и
на прибор переходит первая заявка из очереди.
Остальная очередь сдвигается на единицу.

Далее будем предполагать, что система функци-
онирует в стационарном режиме. К сожалению, для
рассматриваемой СМО не удается выписать общее
необходимое и достаточное условие существования
стационарного режима функционирования. Это
условие зависит от конкретных параметров сис-
темы и в каждом отдельном случае нуждается в
специальном исследовании. Здесь приведем прос-
тое достаточное условие, вытекающее из сравне-
ния суммарной имеющейся работы в описанной
СМО и суммарной работы в стандартной СМО
M/G/1/∞.

Условие состоит из выполнения следующих со-
отношений:

1. “b =
∞∫
0

x“b(x) dx <∞.

2. ρ = λb = λ
∞∫
0

x b(x) dx < 1.

3. d(x, y|u, v) = 0 при всех u, v и y > v или x > u.

4. d∗(x, y|u, v) = 0 при всех u, v и y > v или x > u.

5. d(x|u, v) = 0 при всех u, v и x > u.

6. d∗(y|u, v) = 0 при всех u, v и y > v.

Соотношения 3–6 соответствуют тому факту,
что после поступления новой заявки измененные
длины заявок не превышают те длины, которые
были до поступления. Отметим, что здесь пара-
метр ρ = λb не является загрузкой в традиционном
смысле и может существенно от нее отличаться.

3 Система уравнений равновесия

Обозначим через ν(t) число заявок в системе
в момент t, а через ~ξ(t) = (ξ1(t), . . . , ξν(t)(t)) —
вектор, координатой ξ1(t) которой является (оста-
точное) время обслуживания заявки, находящейся
в этот момент на приборе, ξ2(t) — первой заявки
в очереди, . . . , ξν(t)−1(t) — последней, (ν(t)− 1)-й

заявки в очереди. При ν(t) = 0 вектор ~ξ(t) не
определяется. Тогда η(t) = (ν(t), ~ξ(t)) представляет
собой марковский процесс, описывающий поведе-
ние числа заявок в рассматриваемой системе.

Положим

p0(t) = P{ν(t) = 0} ;
Pn(t;x1, . . . , xn) =

= P{ν(t) = n, ξ1(t) < x1, . . . , ξn(t) < xn} , n ≥ 1 .

Обозначим через

p0 = lim
t→∞

p0(t) ;

Pn(x1, . . . , xn) = lim
t→∞

Pn(t;x1, . . . , xn) , n ≥ 1 ,

стационарное распределение процесса η(t). В си-
лу сделанных в предыдущем разделе предположе-
ний относительно параметров системы существуют
(см., например, [9]) непрерывные ограниченные
плотности

pn(x1, . . . , xn) =
∂n

∂x1 · · · ∂xn
Pn(x1, . . . , xn) , n ≥ 1 .

Выпишем систему интегродифференциальных
уравнений, которой удовлетворяют стационарные
плотности pn(x1, . . . , xn) и которую для краткости
по аналогии с простейшими СМО будем называть
системой уравнений равновесия (СУР). Для этого
рассмотрим вспомогательную систему с (n−1)мес-
тами ожидания, отличающуюся от исходной систе-
мы только тем, что если в очереди находится (n−1)
заявок, заявка на приборе имеет остаточную дли-
ну v и поступает новая заявка длины u, то с ве-
роятностью d(x, y|u, v) на приборе остается вновь
поступившая заявка, длина которой становится
равной x, а обслуживавшаяся ранее заявка покида-
ет систему и, наоборот, с вероятностью d∗(y, x|u, v)
систему покидает вновь поступившая заявка, а на-
ходившаяся ранее на приборе заявка продолжает
обслуживаться, но ее длина становится равной x.

В силу метода исключения состояний [9] ста-
ционарные вероятности состояний в исходной и
вспомогательной системах отличаются лишь на по-
стоянный множитель. Это дает возможность при
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составлении уравнений для pn(x1, . . . , xn), n ≥ 1,
воспользоваться вспомогательной системой и по-
лучить следующие соотношения:

− p′1(x) = “λ“b(x)p0 − λp1(x) +

+ λ




∞∫

0

∞∫

0

d(x|u, v)b(u)p1(v) du dv +

+

∞∫

0

∞∫

0

∞∫

0

[d(x, y|u, v)b(u)p1(v) +

+ d∗(y, x|u, v)b(u)p1(v)] dy du dv


 ; (2)

− p′n(x1, . . . , xn) =

= λ




∞∫

0

∞∫

0

[d(x2, x1|u, v)b(u)pn−1(v, x3 . . . , xn) +

+ d∗(x1, x2|u, v)b(u)pn−1(v, x3, . . . , xn)] du dv


−

− λpn(x1, . . . , xn) +

+ λ




∞∫

0

∞∫

0

d(x1|u, v)b(u)pn(v, x2, . . . , xn) du dv +

+

∞∫

0

∞∫

0

∞∫

0

[d(x1, y|u, v)b(u)pn(v, x2, . . . , xn) +

+ d∗(y, x1|u, v)b(u)pn(v, x2, . . . , xn)] dy du dv


 ,

n ≥ 2 . (3)

Остановимся подробнее на выводе уравне-
ния (3). Рассмотрим моменты времени t и (t + –).
Тогда для того чтобы в момент времени (t + –) в
системе находилось n, n ≥ 2, заявок, причем на
приборе заявка длины x1, а в очереди заявки длин
x2, . . . , xn, нужно, чтобы произошло одно из следу-
ющих событий:

– в момент t в системе находилось (n − 1)
заявок, причем заявка на приборе имела
длину v, первая заявка в очереди имела
длину x3, . . . , последняя заявка в очереди
имела длину xn (с плотностью вероятностей
pn−1(t; v, x3, . . . , xn)), и за время – поступила
заявка (с вероятностью λ–) длины u (с плот-
ностью вероятностей b(u)). Заявка на приборе
продолжает обслуживаться, но ее длина стано-
вится равной x1, а вновь поступившая заявка

занимает первое место в очереди и ее длина ста-
новится равной x2 (с плотностью вероятностей
d(x2, x1|u, v));

– в момент t в системе находилось (n − 1)
заявок, причем заявка на приборе имела
длину v, первая заявка в очереди имела
длину x3, . . . , последняя заявка в очереди
имела длину xn (с плотностью вероятностей
pn−1(t; v, x3, . . . , xn)), и за время – поступила
заявка (с вероятностью λ–) длины u (с плот-
ностью вероятностей b(u)). Поступившая за-
явка занимает прибор, и ее длина становится
равной x1, а заявка, обслуживавшаяся до по-
ступления новой заявки, занимает первое мес-
то в очереди, и ее длина становится равной x2
(с плотностью вероятностей d∗(x1, x2|u, v));

– в момент t в системе находилось n заявок,
причем заявка на приборе имела длину x1 +
+ –, первая заявка в очереди имела длину
x2, . . . , последняя заявка в очереди имела дли-
ну xn (с плотностью вероятностей pn(t;x1 +
+ –, x2, . . . , xn)), и за время – не поступили
заявки (с вероятностью (1− λ–));

– в момент t в системе находилось n заявок, при-
чем заявка на приборе имела длину v, первая
заявка в очереди имела длину x2, . . . , последняя
заявка в очереди имела длину xn (с плотностью
вероятностей pn(t; v, . . . , xn)), и за время – по-
ступила заявка (с вероятностью λ–), имеющая
длину u (с плотностью вероятностей b(u)). За-
явка, находившаяся на приборе, покидает сис-
тему, а поступившая заявка становится на при-
бор, причем ее длина становится равной x1,
или, наоборот, поступившая заявка сразу же
покидает систему, а заявка, находившаяся на
приборе, продолжает обслуживаться, причем
ее длина становится равной x1 (с плотностью
вероятностей d(x1|u, v));

– в момент t в системе находилось n заявок, при-
чем заявка на приборе имела длину v, первая
заявка в очереди имела длину x2, . . . , послед-
няя заявка в очереди имела длину xn (с плот-
ностью вероятностей pn(t; v, x2, . . . , xn)), и за
время– поступила заявка (с вероятностью λ–)
длины u (с плотностью вероятностей b(u)). За-
явка, находившаяся на приборе, покинула сис-
тему, а на прибор встала поступившая заявка,
длина которой стала x1 (с плотностью вероят-
ностей d(x1, y|u, v));

– в момент t в системе находилось n заявок, при-
чем заявка на приборе имела длину v, первая
заявка в очереди имела длину x2, . . . , последняя
заявка в очереди имела длину xn (с плотностью
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вероятностей pn(t; v, x2, . . . , xn)), и за время –
поступила заявка (с вероятностью λ–) длины u
(с плотностью вероятностей b(u)). Вновь по-
ступившая заявка покидает систему, на при-
боре продолжает обслуживаться заявка, нахо-
дившаяся на приборе до поступления новой
заявки, но длина ее становится равной x1 (с
плотностью вероятностей d∗(y, x1|u, v)).

Вероятности других событий равны o(–).
Применяя формулу полной вероятности, имеем

pn(t+–;x1, . . . , xn) =

= λ–




∞∫

0

∞∫

0

[d(x2, x1|u, v)b(u)pn−1(t; v, x3 . . . , xn) +

+ d∗(x1, x2|u, v)b(u)pn−1(t; v, x3, . . . , xn)] du dv


+

+ (1− λ–)pn(t;x1 +–, x2, . . . , xn) +

+λ–




∞∫

0

∞∫

0

d(x1|u, v)b(u)pn(t; v, x2, . . . , xn) du dv +

+

∞∫

0

∞∫

0

∞∫

0

[d(x1, y|u, v)b(u)pn(t; v, x2, . . . , xn) +

+ d∗(y, x1|u, v)b(u)pn(t; v, x2, . . . , xn)] dy du dv


+

+ o(–) , n ≥ 2 ,

откуда, перенося слагаемое pn(t;x1 +–, x2, . . . , xn)
в левую часть равенства, деля на –, устремляя – к
нулю и учитывая стационарный режим функцио-
нирования системы, получаем уравнение (3).

Уравнение (2) получается аналогично.
К системе уравнений (2), (3) нужно добавить на-

чальные условия, которые удобно записать в виде:

p1(∞) = lim
X→∞

p1(X) = 0 ; (4)

pn(∞, x2, . . . , xn) = lim
X→∞

pn(X,x2, . . . , xn) = 0 ,

n ≥ 2 . (5)

Покажем, как получаются соотношения (4), (5)
на примере (4). Интегрируя равенство (2) в пределах
от 0 до X, приходим к формуле

p1(0)− p1(X) = “λB̃(X)p0 − λP1(X) +

+ λ

X∫

0




∞∫

0

∞∫

0

d(x|u, v)b(u)p1(v) du dv +

+

∞∫

0

∞∫

0

∞∫

0

[d(x, y|u, v)b(u)p1(v) +

+ d∗(y, x|u, v)b(u)p1(v)] dy du dv


 dx ,

которую перепишем в виде:

p1(X) = p1(0)− “λB̃(X)p0 + λP1(X)−

− λ

∞∫

0

∞∫

0

b(u)p1(v) du dv

X∫

0


d(x|u, v) +

+

∞∫

0

[d(x, y|u, v) + d∗(y, x|u, v)] dy


 dx. (6)

Правая часть (6) имеет предел (и даже с учетом (1)
конечный) приX → ∞. Поэтому p1(X) также стре-
мится при X → ∞ к пределу, который для плот-
ности вероятностей не может быть ничем иным,
кроме нуля, что доказывает справедливость (4).

Оставшаяся неизвестной стационарная вероят-
ность p0 отсутствия заявок в системе находится, как
обычно, из условия нормировки:

∞∑

n=0

pn = 1 , (7)

где pn = Pn(∞, . . . ,∞), n ≥ 1, — стационарная
вероятность наличия в системе n заявок.

Полученные соотношения (2)–(7) позволяют
(теоретически) последовательно по n находить ста-
ционарные плотности вероятностей pn(x1, . . . , xn)
(один из методов решения СУР (2)–(7) будет рас-
смотрен в следующем разделе на примере марги-
нальных плотностей). Но практическое примене-
ние такого подхода невозможно, поскольку при
n→ ∞ число аргументов xi стационарных плотно-
стей вероятностей pn(x1, . . . , xn) стремится к бес-
конечности.

Однако в большинстве практических случаев до-
статочно знать только маргинальные плотности

pn(x) =

∫
· · ·
∫

x2,...,xn>0

pn(x, x2 . . . , xn) dx2 · · ·dxn , n ≥ 2 .

Интегрируя (3) по x2, . . . , xn в пределах от нуля
до бесконечности и вспоминая равенство (2), полу-
чаем следующее интегродифференциальное урав-
нение для pn(x), n ≥ 1:

− p′n(x) = an(x)− λpn(x) +

∞∫

0

Kn(x, v)pn(v) dv ,

n ≥ 1 , (8)
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где
a1(x) = “λ“b(x)p0 ;

K1(x, v) = λ

∞∫

0

b(u) du


d(x|u, v) +

+

∞∫

0

[d(x, y|u, v) + d∗(y, x|u, v)] dy


 ;

an(x) =

= λ




∞∫

0

pn−1(v) dv

∞∫

0

b(u) du

∞∫

0

[d(y, x|u, v) +

+ d∗(x, y|u, v)] dy


 , n ≥ 2 ;

Kn(x, v) = λ

∞∫

0

b(u) du


d(x|u, v) +

+

∞∫

0

[d(x, y|u, v) + d∗(y, x|u, v)] dy


 , n ≥ 2 .

Начальное условие для уравнения (8) по аналогии
с (4) запишем в виде:

pn(∞) = lim
X→∞

pn(X) = 0 , n ≥ 1 . (9)

4 Метод численного решения
системы уравнений равновесия

Приведем один из возможных методов реше-
ния интегродифференциального уравнения (8) с
начальным условием (9).

Решение будем искать в виде:

pn(x) = e
λxqn(x) . (10)

Подставляя в (8) вместо pn(x) ее выражение по
формуле (10), получаем новое интегродифферен-
циальное уравнение:

−q′n(x) = e−λxan(x) +

∞∫

0

eλve−λxKn(x, v)qn(v) dv .

Интегрируя последнее равенство по x в пределах
от y до ∞ и учитывая начальное условие (9), по-
лучаем интегральное уравнение Фредгольма 2-го
рода:

qn(y) = bn(y) +

∞∫

0

Gn(y, v)qn(v) dv ,

где

bn(y) =

∞∫

y

e−λxan(x) dx ;

Gn(y, v) =

∞∫

y

eλ(v−x)Kn(x, v) dx . (11)

Отметим, что свободный член bn(y) и ядро
Gn(y, v) интегрального уравнения (11) являются
неотрицательными функциями.

Численные методы решения интегральных
уравнений Фредгольма 2-го рода хорошо извест-
ны (см., например, [10–12]). Так, в данном случае
хороший результат дает итерационный метод

q(s)n (y) = bn(y) +

∞∫

0

Gn(y, v)q
(s−1)
n (v) dv ,

причем в качестве начальной итерации необходимо
взять нулевое приближение q(0)n (v) ≡ 0. Тогда ите-
рации будут возрастающими, что позволит контро-
лировать скорость сходимости к точному решению.

5 Применение производящей
функции

Введем производящую функцию (ПФ)

π(z, x) =
∞∑

n=1

pn(x)z
n .

Умножая уравнение (8) на zn и суммируя по всем
значениям n ≥ 1, получаем:

− ∂π(z, x)

∂x
= z“λ“b(x)p0 − λπ(z, x) +

+ λ

∞∫

0

π(z, v) dv

∞∫

0

b(u) du


d(x|u, v) +

+

∞∫

0

[d(x, y|u, v) + d∗(y, x|u, v) + zd(y, x|u, v) +

+ zd∗(x, y|u, v)] dy


 . (12)

Граничное условие для интегродифференциального
уравнения (12), как и прежде, имеет вид:

π(z,∞) = lim
x→∞

π(z, x) = 0 .

ИНФОРМАТИКА И ЕЁ ПРИМЕНЕНИЯ том 8 выпуск 3 2014 33



Л. А. Мейханаджян, Т. А. Милованова, А. В. Печинкин, Р. В. Разумчик

Трактуя z как параметр, для решения уравне-
ния (12) можно применить метод, описанный в
предыдущем разделе.

Однако ПФ π(z, x), как правило, мало пригод-
на для вычисления стационарного распределения
числа заявок в системе. Но с ее помощью можно
найти моменты этого распределения.

Покажем, как это делается, на примере матема-
тического ожиданияE ν стационарного распределе-
ния числа заявок в системе. При этом, не вдаваясь
в математические тонкости, будем считать, что E ν
существует и операции дифференцирования, кото-
рые будут применены далее, законны.

Сначала, решая уравнение (12) при z = 1,
найдем значение π(1, x).

Затем продифференцируем уравнение (12) по z
в точке z = 1. При этом для сокращения записи
применим обозначение:

∂π(z, x)

∂z

∣∣∣
z=1
= π′(1, x) .

Имеем:

− ∂π′(1, x)

∂x
= “λ“b(x)p0 − λπ′(1, x) +

+ λ

∞∫

0

π′(1, v) dv

∞∫

0

b(u) du

(
d(x|u, v) +

+

∞∫

0

[d(x, y|u, v) + d∗(y, x|u, v) +

+ zd(y, x|u, v) + zd∗(x, y|u, v)] dy
)
+

+ λ

∞∫

0

π(1, v) dv

∞∫

0

b(u) du

( ∞∫

0

[d(y, x|u, v) +

+ d∗(x, y|u, v)] dy
)
. (13)

Граничное условие для интегродифференциального
уравнения (13) определяется прежним равенством:

π′(1,∞) = lim
x→∞

π′(1, x) = 0 .

Уравнение (13) имеет точно такой же вид, что и
уравнение (12), и может быть решено теми же са-
мыми методами.

Осталось заметить, что

E ν =
∞∑

n=1

n

∞∫

0

pn(x) dx =

∞∫

0

π′(1, x) dx .

6 Примеры расчетов

На основе полученных результатов с помощью
программных средств MATLAB была написана про-
грамма, позволяющая вычислять совместное ста-
ционарное распределение числа заявок в системе
и остаточного времени обслуживания заявки на
приборе и другие связанные с ним характеристики,
а также исследовать поведение рассматриваемой
СМО в зависимости от значений определяющих
ее исходных параметров. Разработанная програм-
ма позволяет проводить исследование в широкой
области изменения исходных параметров и при лю-
бых заданных аналитически функциях d(x, y|u, v),
d∗(x, y|u, v), d0(x|u, v), d∗0(x|u, v) и d0(u, v), удовле-
творяющих условию существования стационар-
ного режима. Однако вид этих функций суще-
ственным образом влияет на эффективность работы
программы.

Приведем некоторые результаты расчетов, про-
веденных с помощью разработанной программы.
При этом будем предполагать, что B̃(x) = B(x), и
среднее время обслуживания b заявки на приборе
положим равным 1. Параметр λ далее будет исполь-
зоваться как аргумент при построении графиков,
поскольку он совпадает с параметром ρ = λb = λ.

6.1 Пример 1

Предположим, что λ = “λ, функции d∗(x, y|u, v),
d(x|u, v) и d0(u, v) тождественно равны нулю при
всех x, y, u и v, а функция d(x, y|u, v) при всех u
и v имеет вид d(x, y|u, v) = b(x)b(y). Стационар-
ные вероятности состояний этой СМО совпадают
со стационарными вероятностями состояний СМО
M |G|1 при следующей дисциплине обслуживания:
поступающая заявка становится на первое место в
очереди, а обслуживавшаяся ранее заявка остается
на приборе, но ее длина разыгрывается заново с той
же функцией распределения B(x).

Если же d(x, y|u, v), d(x|u, v) и d0(u, v) тожде-
ственно равны нулю, а d∗(x, y|u, v) = b(x)b(y), то
с точки зрения стационарных вероятностей состо-
яний система эквивалентна СМО M |G|1 с дисцип-
линой, при которой поступающая заявка стано-
вится на прибор, а обслуживавшаяся ранее заявка
переходит на первое место в очереди и ее длина
разыгрывается заново с функцией распределения
B(x).

Для численных расчетов в примере 1 будем счи-
тать, что время обслуживания заявки распределено
по экспоненциальному закону, т. е. B(x) = 1− e−x.
Тогда при обоих вариантах выбора d(x, y|u, v) и
d∗(x, y|u, v) стационарные вероятности состояний
будут совпадать со стационарными вероятностями
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Рис. 1 Пример 1: cреднее число заявок в системе (1) и
СКО числа заявок (2)

Рис. 2 Пример 2: cреднее число заявок в системе (1) и
СКО числа заявок (2)

состояний обычной СМО M |M |1. Графики сред-
него и среднего квадратичного отклонения (СКО)
числа заявок в системе в зависимости от интенсив-
ности входящего потока λ представлены на рис. 1.
Как видно, эти данные полностью совпадают с хо-
рошо известными для СМО M |M |1 результатами.

6.2 Пример 2

В следующем примере предположим, что функ-
ция d(x|u, v) тождественно равна нулю при всех x, u
и v, а функцияd0(u, v) > 0при всехuи v. Это факти-
чески означает, что с вероятностьюd0(u, v)поступа-
ет отрицательная заявка, которая уничтожает нахо-
дящуюся на приборе заявку и вместе с ней покидает
систему. В частности, если интенсивность поступ-
ления в систему отрицательных заявок равна γ, то
d0(u, v) = γ/λ при всех u, v. Теперь, если положить
“λ = λ − γ, функцию d∗(x, y|u, v) = 0 при всех x, y,
u и v, функцию d(x, y|u, v) = (λ − γ)b(x)b(y)/λ при
всех u, v, x и y, то получим первый вариант СМО
M |G|1 из примера 1, в которую, наряду с потоком
интенсивности “λ обычных заявок, поступает поток
отрицательных заявок интенсивности γ. Второй
вариант СМО из примера 1 с дополнительным по-
током отрицательных заявок получается, если, на-
оборот, положить d∗(x, y|u, v) = (λ− γ)b(x)b(y)/λ и
d(x, y|u, v) = 0 при тех же самых значениях осталь-
ных параметров.

Положим теперьB(x) = 1−e−x. При этом пусть
γ = 1. Тогда приходим к СМО M |M |1 с инверси-
онным порядком обслуживания с (без) прерыва-
нием обслуживания и отрицательными заявками.
Графики среднего и СКО числа заявок в системе
в зависимости от интенсивности входящего пото-
ка λ представлены на рис. 2. Нетрудно видеть, что
данные результаты полностью совпадают с резуль-
татами, которые легко получить по аналитическим
формулам для данной СМО.

6.3 Пример 3

Пусть задана функция распределения R(x) не-
отрицательной случайной величины, определенная
на интервале (0, v), которая имеет ограниченную
плотность распределения r(x) = R′(x). Пред-
положим, что функции d∗(x, y|u, v), d0(x|u, v) и
d0(u, v) тождественно равны нулю при всех x, y,
u, v. При этом функция d∗0(y|u, v) = γr(y)/λ при
всех u, v и y < v и d∗0(y|u, v) = 0 иначе; функция
d(x, y|u, v) = (λ − γ)b(x)b(y)/λ при всех u, v и x >
> 0 и d(x, y|u, v) = 0 иначе. Тогда при “λ = λ − γ
систему можно трактовать как СМО M |G|1 с ин-
версионным порядком обслуживания, в которую с
вероятностью γ/λпоступают заявки, приводящие к
обслуживанию заявок на приборе заново с распре-
делениемR(x). С вероятностью (λ− γ)/λ в систему
поступают обычные заявки.

В этом примере положим B(x) = 1 − e−x и
R(x) = 0,05(1 − e−x)/(1 − e−v). В результате полу-
чаем СМО M |M |1 с инверсионным порядком об-
служивания, в которую с вероятностью 0,05 посту-
пают заявки, приводящие к обслуживанию заявок
на приборе заново. Графики среднего и СКО числа
заявок в системе в зависимости от интенсивности
входящего потока λ представлены на рис. 3.

6.4 Пример 4

Предположим, что функция d∗(x, y|u, v) = 0при
всех u, v, y, x, а функции d(x, y|u, v), d0(x|u, v),
d∗0(x|u, v) и d0(u, v) заданы следующим образом:

d(x, y|u, v) = 0,85e−(x+y)(e−v − 1)−1(e−u − 1)−1

при всех u, v и y < v, x < u и d(x, y|u, v) = 0 иначе;

d0(x|u, v) = 0,05
1

u+ 1

e−(1/(u+1))x

1− e−(1/(u+1))u
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Рис. 3 Пример 3: cреднее число заявок в системе (1) и
СКО числа заявок (2)

Рис. 4 Пример 4: cреднее число заявок в системе (1) и
СКО числа заявок (2)

при всех u, v и x < u и d0(x|u, v) = 0 иначе;

d∗0(y|u, v) = 0,05
1

v + 1

e−(1/(v+1))y

1− e−(1/(v+1))v

при всех u, v и y < v и d∗0(x|u, v) = 0 иначе;
d0(u, v) = 0,05 при всех u, v.

В этом случае имеет место СМО M |G|1 с ин-
версионным порядком обслуживания, причем до-
пускается уход из системы вновь поступившей или
недообслуженной заявки (с равными вероятностя-
ми 0,05), а также «выбивание» заявки с прибора
(также с вероятностью 0,05). При данном опре-
делении функций d0(x|u, v) (d∗0(y|u, v)) чем больше
была длина вновь поступившей заявки (обслужи-
ваемой заявки), тем меньше будет средняя длина
заявки, которая останется обслуживаться на при-
боре. Отметим, что определенные выше функции
подобраны таким образом, чтобы удовлетворять до-
статочному условию существования стационарного
режима.

Для примера 4 графики среднего и СКО числа
заявок в системе в зависимости от интенсивности
входящего потока λ представлены на рис. 4.

7 Заключение

В настоящей работе получены интегродиффе-
ренциальные уравнения для стационарных плот-
ностей вероятностей СМО M/G/1/∞ с входящим
потоком пуассоновского типа и инверсионным по-
рядком обслуживания с обобщенным вероятност-
ным приоритетом (LCFS GPP) и предложен метод
их решения. По полученным соотношениям бы-
ла разработана программа, которая позволяет про-
водить исследование показателей производитель-
ности рассматриваемой СМО в широкой области
изменения исходных параметров. Приводятся ре-

зультаты численных расчетов как для частных слу-
чаев, так и для общего случая рассматриваемой
системы.

В дальнейших исследованиях предполагается
обратиться к решению задачи вычисления характе-
ристик, связанных с временем пребывания заявки
в системе.

Литература

1. Schrage L. A proof of the optimality of the shortest re-
maining processing time discipline // Oper. Res., 1968.
Vol. 16. P. 687–690.

2. Нагоненко В. А. О характеристиках одной нестандарт-
ной системы массового обслуживания. I, II // Изв.
АН СССР. Технич. кибернет., 1981. № 1. С. 187–195;
№ 3. С. 91–99.

3. Нагоненко В. А., Печинкин А. В. О большой загрузке
в системе с инверсионным обслуживанием и веро-
ятностным приоритетом // Изв. АН СССР. Технич.
кибернет., 1982. № 1. С. 86–94.

4. Печинкин А. В. Об одной инвариантной системе мас-
сового обслуживания // Math. Operationsforsch. und
Statist. Ser. Optimization, 1983. Vol. 14. № 3. S. 433–444.

5. Нагоненко В. А., Печинкин А. В. О малой загрузке в
системе с инверсионным порядком обслуживания и
вероятностным приоритетом // Изв. АН СССР. Тех-
нич. кибернет., 1984. № 6. С. 82–89.

6. Печинкин А. В., Стальченко И. В. Система
MAP/G/1/∞ с инверсионным порядком об-
служивания и вероятностным приоритетом,
функционирующая в дискретном времени // Вест-
ник Российского ун-та дружбы народов. Сер.
Математика. Информатика. Физика, 2010. № 2.
С. 26–36.

7. Касконе А., Манзо Р., Печинкин А. В., Салерно С. Систе-
ма MAP/G/1/∞ в дискретном времени с инверси-
онной вероятностной дисциплиной обслуживания //
Автоматика и телемеханика, 2010. № 12. С. 57–69.

36 ИНФОРМАТИКА И ЕЁ ПРИМЕНЕНИЯ том 8 выпуск 3 2014



Stationary distribution in a queueing system with inverse service order and generalized probabilistic priority

8. Милованова Т. А., Печинкин А. В. Стационарные ха-
рактеристики системы обслуживания с инверсион-
ным порядком обслуживания, вероятностным прио-
ритетом и гистерезисной политикой // Информатика
и её применения, 2013. Т. 7. Вып. 1. С. 22–36.

9. Бочаров П. П., Печинкин А. В. Теория массового об-
служивания. — М.: РУДН, 1995. 529 с.

10. Jerri A. Introduction to integral equations with applica-
tions. — N.Y.: John Wiley & Sons, 1999. 433 p.

11. Press W. H., Teukolsky S. A., Vetterling W. T., Flan-

nery B. P. Numerical recipes: The art of scientific com-
puting. 3rd ed. New York: Cambridge University Press,
2007. 1235 p.

12. Полянин А. Д., Манжиров А. В. Справочник по инте-
гральным уравнениям. — М.: Физматлит, 2003. 608 с.

Поступила в редакцию 17.06.14

STATIONARY DISTRIBUTION IN A QUEUEING SYSTEM

WITH INVERSE SERVICE ORDER AND GENERALIZED

PROBABILISTIC PRIORITY

L. A. Meykhanadzhyan1, T. A. Milovanova1, A. V. Pechinkin2, and R. V. Razumchik1,2

1Peoples’ Friendship University of Russia, 6 Miklukho-Maklaya Str., Moscow 117198, Russian Federation
2Institute of Informatics Problems, Russian Academy of Sciences, 44-2 Vavilov Str., Moscow 119333, Russian
Federation

Abstract: Consideration is given toM |G|1 type queueing system. Inverse service order with generalized probabilistic
priority is implemented in the system. It is assumed that at any instant, the remaining service time of each customer
residing in the system is known. Upon arrival of a new customer, the system finds out its service time and compares
it with the remaining service time of the currently served customer. The result of this comparison leads to one of
the cases: one of them enters the server and another occupies the first place in the queue; one of them leaves the
system and another enters the server; or both leave the system. In each case when customer remains in the system,
its remaining service time may be updated. An analytical method that allows computing stationary performance
characteristics related to the number of customers in the system is presented. Numerical examples based on the
developed mathematical relations are provided.

Keywords: queueing system; special discipline; LIFO; probabilistic priority; general service time

DOI: 10.14375/19922264140304

Acknowledgments

The research was partially supported by the Russian Foundation for Basic Research (grant No. 13-07-00223).

References

1. Schrage, L. 1968. A proof of the optimality of the shortest
remaining processing time discipline. Oper. Res. 16:687–
690.

2. Nagonenko, V. A. 1981. O kharakteristikakh odnoy ne-
standartnoy sistemy massovogo obsluzhivaniya [On the
characteristics of one nonstandard queuing system]. I, II.
Izv. AN SSSR. Tekhnich. kibernet. [Technical Cybernetics]
1:187–195; 3:91–99.

3. Nagonenko, V. A., and A. V. Pechinkin. 1982. O bol’shoy
zagruzke v sisteme s inversionnym obsluzhivaniem i vero-
yatnostnym prioritetom [On high load in the system with
an inversion procedure service and probabilistic priority].
Izv. AN SSSR. Tekhnich. kibernet. [Technical Cybernetics]
(1):86–94.

4. Pechinkin, A. V. 1983. Ob odnoy invariantnoy sisteme
massovogo obsluzhivaniya [On an invariant queuing sys-
tem]. Math. Operationsforsch. und Statist. Ser. Optimization

14(3):433–444.

5. Nagonenko, V. A., and A. V. Pechinkin. 1984. O ma-
loy zagruzke v sisteme s inversionnym poryadkom ob-
sluzhivaniya i veroyatnostnym prioritetom [On low load
in the system with an inversion procedure service and
probabilistic priority]. Izv. AN SSSR. Tekhnich. kibernet

[Technical Cybernetics] (6):82–89.

6. Pechinkin, A. V., and I. V. Stalchenko. 2010. Sistema
MAP/G/1/∞ s inversionnym poryadkom obsluzhivaniya
i veroyatnostnym prioritetom, funktsioniruyushchaya v
diskretnom vremeni [The MAP/G/1/∞ discrete-time
queueing system with inversive service order and prob-
abilistic priority]. Vestnik Rossiyskogo Un-ta druzhby na-

INFORMATIKA I EE PRIMENENIYA — INFORMATICS AND APPLICATIONS 2014 volume 8 issue 3 37



L. A. Meykhanadzhyan, T. A. Milovanova, A. V. Pechinkin, and R. V. Razumchik

rodov. Ser. Matematika. Informatika. Fizika. [Bulletin of
Peoples’ Friendship University of Russia. Ser. Mathemat-
ics. Information Sciences. Physics] (2):26–36.

7. Cascone, A., R. Manzo, A. V. Pechinkin, and S. Saler-
no. 2010. Sistema MAP/G/1/∞ v diskretnom vremeni
s inversionnoy veroyatnostnoy distsiplinoy obsluzhivaniya
[Discrete-time MAP/G/1/∞ system with inversive prob-
abilistic servicing discipline]. Avtomat. i Telemekh. [Au-
tomation Remote Control] (12):57–69.

8. Milovanova, T. A., and A. V. Pechinkin. 2013. Statsio-
narnye kharakteristiki sistemy obsluzhivaniya s inversion-
nym poryadkom obsluzhivaniya, veroyatnostnym prior-
itetom i gisterezisnoy politikoy [Stationary characteristics
of queueing system with an inversion procedure service

probabilistic priority and hysteresis policy] Informatika i

ee Primeneniya — Inform. Appl. 7(1):22–35.

9. Bocharov, P. P., and A. V. Pechinkin. 1995. Teoriya

massovogo obsluzhivaniya [Queueing theory]. Moscow:
RUDN. 529 p.

10. Jerri, A. 1999. Introduction to integral equations with appli-

cations. John Wiley & Sons. 433 p.

11. Press, W. H., S. A. Teukolsky, W. T. Vetterling, and
B. P. Flannery. 2007. Numerical recipes: The art of scientific

computing. 3rd ed. New York: Cambridge University Press.
1235 p.

12. Polyanin, A. D., and A. V. Manzhirov. 2008. Handbook of

integral equations. 2nd ed. Boca Raton – London: Chap-
man & Hall / CRC Press. 1144 p.

Received June 17, 2014

Contributors

Meykhanadzhyan Lusine A. (b. 1990) — postgraduate, Peoples’ Friendship University of Russia, 6 Miklukho-
Maklaya Str., Moscow 117198, Russian Federation; lameykhanadzhyan@gmail.com

Milovanova Tatiana A. (b. 1977) — Candidate of Science (PhD) in physics and mathematics, senior lecturer,
Peoples’ Friendship University of Russia, 6 Miklukho-Maklaya Str., Moscow 117198, Russian Federation;
tmilovanova77@mail.ru

Pechinkin Alexander V. (b. 1946) — Doctor of Science in physics and mathematics; principal scientist, Institute of
Informatics Problems of the Russian Academy of Sciences, 44-2 Vavilov Str., Moscow 119333, Russian Federation;
apechinkin@ipiran.ru

Razumchik Rostislav V. (b. 1984) — Candidate of Science (PhD) in physics and mathematics, senior research fellow,
Institute of Informatics Problems of the Russian Academy of Sciences, 44-2 Vavilov Str., Moscow 119333, Russian
Federation; assistant professor, Peoples’ Friendship University of Russia, 6 Miklukho-Maklaya Str., Moscow
117198, Russian Federation; rrazumchik@ieee.org

38 INFORMATIKA I EE PRIMENENIYA — INFORMATICS AND APPLICATIONS 2014 volume 8 issue 3



éîæïòíáôéëá é å¿ ðòéíåîåîéñ, 2014. ô. 8. ÷ÙÐ. 3. ó. 39�44

АНАЛИЗ СИСТЕМЫ ОБСЛУЖИВАНИЯ С ВХОДЯЩИМ ПОТОКОМ
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Аннотация: Рассматривается одноканальная система массового обслуживания с неограниченным числом
мест для ожидания, в которую поступает пуасоновский поток групп требований. Особенностью системы
является авторегрессионная зависимость размеров групп поступающих требований: размерn-й поступив-
шей в систему группы требований либо с некоторой фиксированной вероятностью равен размеру (n−1)-й
поступившей в систему группы требований, либо с дополнительной вероятностью является независимой
от него случайной величиной. Длительности обслуживания требований являются независимыми слу-
чайными величинами с произвольным распределением. Основным объектом изучения является длина
очереди в произвольный момент времени. Получены соотношения, позволяющие найти преобразование
Лапласа по времени производящей функции числа требований в системе в нестационарном режиме, а
также ряд вспомогательных характеристик: время дообслуживания требования, находящегося на приборе
в момент t, распределение размера последней группы требований, поступившей в систему до момента t.

Ключевые слова: теория массового обслуживания; нестационарный режим; системы с групповым
поступлением требований
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1 Введение

При разработке сложных информационно-вы-
числительных систем важную роль играют методы
оценки интенсивности потоков запросов с целью
выявления недостаточных или избыточных вычис-
лительных ресурсов на базе соответствующих мо-
делей. В данной работе рассматривается система
массового обслуживания типа M |G|1 с групповым
поступлением требований. При этом интенсив-
ность потока запросов определяется регрессион-
ной зависимостью между размерами групп требо-
ваний.

Исследованию систем обслуживания с парамет-
рами регрессионного типа посвящен целый ряд ра-
бот, опубликованных в специализированной лите-
ратуре в последние годы. Отметим статьи [1, 2],
где изучается система обслуживания с дискретным
временем, в которой размеры пакетов поступа-
ющих требований связаны регрессионной зависи-
мостью.

В основной теореме настоящей статьи приво-
дятся формулы для распределения длины очереди в
произвольный момент времени.

2 Описание системы

Рассмотрим систему обслуживания, состоящую
из одного обслуживающего устройства, на кото-
рое поступает простейший поток групп требований
с интенсивностью a. Будем считать, что число
мест для ожидания не ограничено, а длительность
обслуживания требований имеет распределение с
плотностью b(x) и преобразованием Лапласа β(s).
Поступающие в систему группы требований могут
иметь размер 1, . . . ,M с вероятностями соответ-
ственно h1, . . . , hM . При этом размерn-й поступив-
шей в систему группы требований с вероятностью
0 ≤ p < 1 равен размеру (n− 1)-й, либо с дополни-
тельной вероятностью 1 − p является независимой
от него случайной величиной.

Определим следующие случайные процессы:

– L(t)— число требований в системе в момент t;

– X(t) — время, прошедшее с начала обслужи-
вания требования, находящегося на обслужи-
вании в момент t (в случае, когда система сво-
бодна, можно для определенности положить
X(t) = 0);

– N(t)— размер последней поступившей в систе-
му до момента t группы требований.

∗Работа выполнена при частичной финансовой поддержке РФФИ (проекты 12-07-00109а, 13-07-00223a).
1Факультет вычислительной математики и кибернетики Московского государственного университета им. М. В. Ломоносова;

ndleontyev@gmail.com
2Факультет вычислительной математики и кибернетики Московского государственного университета им. М. В. Ломоносова;

Институт проблем информатики Российской академии наук; vgushakov@mail.ru
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Введем следующие обозначения:

P (n, k, x, t) =
∂

∂x
P(L(t) = n,N(t) = k,X(t) < x) ;

P (n, k, t) = P(L(t) = n,N(t) = k) .

Обозначим

π(z, k, x, s) =

∞∑

n=1

zn

∞∫

0

e−stP (n, k, x, t) dt ;

π0(k, s) =

∞∫

0

e−stP (0, k, t) dt

при |z| ≤ 1, Re (s) > 0.

3 Основные результаты

Формула для определения π(z, k, x, s) и ее вывод
содержатся в следующей основной теореме.

Теорема. Функция π(z, k, x, s) при |z| < 1, k =
= 1, . . . ,M , x ≥ 0, Re (s) > 0 определяется по фор-

муле:

π(z, k, x, s) = (1−B(x)) ×

×
M∑

n=1

Cn(z)
(1− p)hkaz

k

λ̃n(z)− pazk
exp

(
−
(
s+ a− λ̃n(z)

)
x
)
,

где

Cn(z) =
1

1− z−1β
(
s+ a− λ̃n(z)

) ×

×

M∏

i=1

(
λ̃n(z)− pazi

)

M∏

j=1
j 6=n

(
λ̃n(z)− λ̃j(z)

)
M∑

m=1

bm(z, s)

λ̃n(z)− pazm
;

bm(z, s) = −(s+ a)π0(m, s) + hm +

+

[
pπ0(m, s)az

m + (1 − p)

M∑

n=1

π0(n, s)hmaz
m

]
;

λ̃1(z), . . . , λ̃M (z) определяются из уравнения

M∏

i=1

(
pazi − λ̃

)
+

M∑

i=1

(1− p)hiaz
i

M∏

j=1
j 6=i

(pazj − λ̃) = 0,

а π0(1, s), . . . , π0(M, s)— из системы

M∑

m=1

M∏

j=1
j 6=m

(λ̃n − pazj
n)
(
− (s+ a)π0(m, s) + hm +

+ λ̃nπ0(m, s)
)
= 0 .

Д о к а з а т е л ь с т в о . Функционирование системы
описывается следующими уравнениями:

P (n, k, x+–, t+–) = P (n, k, x, t)[1−(a+η(x))–]+

+ 1{n>k}

[
pP (n− k, k, x, t)a–+

+ (1− p)

M∑

m=1

P (n− k,m, x, t)hka–

]
;

P (0, k, t+–) = P (0, k, t)[1− a–] +

+

∞∫

0

P (1, k, x, t)η(x)dx– ;

–∫

0

P (n, k, u, t+–) du =

=

∞∫

0

P (n+1, k, x, t)η(x) dx–+δn,k

[
pP (0, k, t)a–+

+ (1− p)
M∑

m=1

P (0,m, t)hka–

]
,

где η(x) = b(x)/(1−B(x)).
Переходя к пределу при–→ 0, получим:

∂P (n, k, x, t)

∂t
+
∂P (n, k, x, t)

∂x
=

= −(a+ η(x))P (n, k, x, t) +

+ 1{n>k}

[
pP (n− k, k, x, t)a+

+ (1− p)

M∑

m=1

P (n− k,m, x, t)hka

]
; (1)

∂P (0, k, t)

∂t
=

= −aP (0, k, t) +
∞∫

0

P (1, k, x, t)η(x) dx ; (2)

P (n, k, 0, t) =

∞∫

0

P (n+ 1, k, x, t)η(x) dx +

+ δn,k

[
pP (0, k, t)a+ (1− p)

M∑

m=1

P (0,m, t)hka

]
. (3)

40 ИНФОРМАТИКА И ЕЁ ПРИМЕНЕНИЯ том 8 выпуск 3 2014



Анализ системы обслуживания с входящим потоком авторегрессионного типа

Переходя в уравнениях (1)–(3) к производящим
функциям и преобразованиям Лапласа по t, полу-
чим:

∂π(z, k, x, s)

∂x
= −(s+ a+ η(x))π(z, k, x, s) +

+

[
pπ(z, k, x, s)azk + (1− p)

M∑

m=1

π(z,m, x, s)hkaz
k

]
;

(s+ a)π0(k, s)− hk =

=

∞∫

0

∞∫

0

P (1, k, x, t)η(x) dx e−st dt ; (4)

π(z, k, 0, s) = z−1
∞∫

0

π(z, k, x, s)η(x) dx −

−
∞∫

0

∞∫

0

P (1, k, x, t)η(x) dxe−st dt+

+

[
pπ0(k, s)az

k + (1− p)

M∑

m=1

π0(m, s)hkaz
k

]
. (5)

Подставляя (4) в (5), получим:

∂π(z, k, x, s)

∂x
=

= −(s+ a+ η(x))π(z, k, x, s) +
[
pπ(z, k, x, s)azk +

+ (1− p)
M∑

m=1

π(z,m, x, s)hkaz
k

]
; (6)

π(z, k, 0, s) = z−1
∞∫

0

π(z, k, x, s)η(x) dx −

− (s+ a)π0(k, s) + hk +

+

[
pπ0(k, s)az

k + (1 − p)

M∑

m=1

π0(m, s)hkaz
k

]
. (7)

Обозначим

π(z, k, x, s) = (1−B(x))π̃(z, k, x, s) .

В новых обозначениях (6) примет вид:

∂π̃(z, k, x, s)

∂x
=

= −(s+ a)π̃(z, k, x, s) +
[
pπ̃(z, k, x, s)azk +

+ (1− p)

M∑

m=1

π̃(z,m, x, s)hkaz
k

]
. (8)

Это линейная система дифференциальных уравне-
ний первого порядка с постоянными коэффици-
ентами. Принимая во внимание результат леммы,
приведенной ниже, решение системы можно запи-
сать в виде:

π̃(z, k, x, s) =

=

M∑

n=1

Cn(z)ukn(z) exp(−(s+ a− λ̃n(z))x) , (9)

где λ̃k(z) = λk(z, s) + (s + a), k = 1, . . . ,M ;
λ1(z, s), . . . , λM (z, s) — собственные значения
матрицы системы, а u1(z) = (u11(z), . . .
. . . , uM1(z))

T, . . . , uM (z)=(u1M (z), . . . , uMM (z))
T —

соответствующие собственные векторы.
Функции λ̃1(z), . . . , λ̃M (z) являются решениями

характеристического уравнения

M∏

i=1

(pazi−λ̃)+
M∑

i=1

(1−p)hiaz
i

M∏

j=1
j 6=i

(pazj−λ̃) = 0 . (10)

Установим следующее вспомогательное утверж-
дение.

Лемма. Функции λ̃1(z), . . . , λ̃M (z) обладают следу-

ющими свойствами:

(1) Re (λ̃m(z)) ≤ a для всех m и |z| ≤ 1;
(2) функции λ̃i(z) и λ̃j(z) при i 6= j могут совпадать

лишь на конечном множестве точек z.

Д о к а з а т е л ь с т в о леммы полностью аналогично
доказательству леммы 1 из [3] (с. 181).

Вернемся к доказательству теоремы. Подстав-
ляя (9) в (8), находим:

umn(z) =
(1 − p)hmaz

m

λ̃n(z)− pazm
. (11)

Подставив (9) в (7), получим:

M∑

n=1

Cn(z)umn(z) =

= z−1
M∑

n=1

Cn(z)umn(z)β(s+ a− λ̃n(z))−

− (s+ a)π0(m, s) + hm +

+

[
pπ0(m, s)az

m + (1 − p)

M∑

n=1

π0(n, s)hmaz
m

]
.

Перепишем это уравнение в виде:

M∑

n=1

Cn(z)
(
1− z−1β

(
s+ a− λ̃n(z)

))
umn(z) =

= bm(z, s), (12)
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где

bm(z, s) = −(s+ a)π0(m, s) + hm +

+

[
pπ0(m, s)az

m + (1 − p)

M∑

n=1

π0(n, s)hmaz
m

]
.

Подставим (11) в (12) и поделим обе части полу-
ченного уравнения на (1 − p)hmaz

m:

M∑

n=1

Cn(z)
(
1− z−1β

(
s+ a− λ̃n(z)

))
×

× 1

λ̃n(z)− pazm
=

bm(z, s)

(1− p)hmaz
m .

Это система линейных алгебраических уравнений с
матрицей Коши. Ее решение записывается в виде1:

Cn(z)
(
1− z−1β

(
s+ a− λ̃n(z)

))
=

=

M∏

i=1

(
λ̃n(z)− pazi

)

M∏

j=1
j 6=n

(
λ̃n(z)− λ̃j(z)

) ×

×
M∑

m=1

M∏

i=1
i6=n

(
pazm − λ̃i(z)

)

M∏

j=1
j 6=m

(
pazm − pazj

)
bm(z, s)

(1− p)hmaz
m .

Далее, поскольку функции λ̃m(s), m = 1, . . . ,M ,
являются решениями уравнения (10), можно запи-
сать:

M∏

i=1

(pazi − λ̃) +
M∑

i=1

(1− p)hiaz
i

M∏

j=1
j 6=i

(
pazj − λ̃

)
=

=

M∏

j=1

(
λ̃j(z)− λ̃

)
. (13)

Подставляя в (13) λ̃ = pazm, получим:

(1− p)hmaz
m

M∏

j=1
j 6=m

(
pazj − pazm

)
=

=
M∏

j=1

(
λ̃j(z)− pazm

)
.

Отсюда

Cn(z) =
1

1− z−1β
(
s+ a− λ̃n(z)

) ×

×

M∏

i=1

(
λ̃n(z)− pazi

)

M∏

j=1
j 6=n

(
λ̃n(z)− λ̃j(z)

)
M∑

m=1

bm(z, s)

λ̃n(z)− pazm
. (14)

Остается найти π0(m, s), m = 1, . . . ,M . Домно-
жим уравнение (14) на 1− z−1β(s+ a− λ̃n(z)):

Cn(z)
(
1− z−1β

(
s+ a− λ̃n(z)

))
=

=

M∏

i=1

(
λ̃n(z)− pazi

)

M∏

j=1
j 6=n

(
λ̃n(z)− λ̃j(z)

)
M∑

m=1

bm(z, s)

λ̃n(z)− pazm
. (15)

Рассмотрим уравнение

z = β(s+ a− λ̃n(z)) . (16)

Обе части уравнения являются аналитическими в
области |z| ≤ 1 функциями. Имеем, с учетом дока-
занной леммы,

∣∣∣β
(
s+ a− λ̃n(z)

)∣∣∣ ≤

≤ β
(
Re
(
s+ a− λ̃n(z)

))
≤ β(Re (s)) < 1 = |z|

при |z| = 1. В силу теоремы Руше отсюда следует,
что функциональное уравнение (16) имеет един-
ственное решение z = zn(s), причем функция zn(s)
является аналитической в области Re (s) > 0.

Подставляя z = zn(s) в уравнение (15), прихо-
дим после ряда преобразований к уравнению2:

M∑

m=1

M∏

j=1
j 6=m

(
λ̃n − pazj

n

)
bm(zn, s) = 0 . (17)

Вспомним, что bm(z, s) = −(s + a)π0(m, s) +

+ hm +

[
pπ0(m, s)az

m + (1− p)
M∑

k=1

π0(k, s)hmaz
m

]
.

1Про обращение матриц Коши см. [4].
2В дальнейшем будем для краткости писать zn вместо zn(s) и λ̃n вместо λ̃n(zn).
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С учетом уравнения (10) будем иметь:

M∑

m=1

M∏

j=1
j 6=m

(
λ̃n − pazj

n

)[
pπ0(m, s)az

m
n +

+ (1− p)

M∑

k=1

π0(k, s)hmaz
m
n

]
=

=
M∑

m=1

M∏

j=1
j 6=m

(
λ̃n − pazj

n

)[
(pazm

n − λ̃n)π0(m, s) +

+ λ̃nπ0(m, s) + (1− p)

M∑

k=1

π0(k, s)hmaz
m
n

]
=

= −
M∏

j=1

(
λ̃n − pazj

n

) M∑

m=1

π0(m, s) +

+

M∑

m=1

M∏

j=1
j 6=m

(
λ̃n − pazj

n

)
λ̃nπ0(m, s) +

+

M∏

j=1

(
λ̃n − pazj

n

) M∑

m=1

π0(m, s) =

=

M∑

m=1

M∏

j=1
j 6=m

(
λ̃n − pazj

n

)
λ̃nπ0(m, s) .

Возвращаясь к уравнению (17), получим:

M∑

m=1

M∏

j=1
j 6=m

(
λ̃n − pazj

n

)(
− (s+ a)π0(m, s) + hm +

+ λ̃nπ0(m, s)
)
= 0 .

Там самым доказательство теоремы завершено.
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СИСТЕМАХ РАСПОЗНАВАНИЯ ОБРАЗОВ
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Аннотация: В работе рассматриваются системы распознавания, в которых классы заданы прямым
указанием образцов, размещенных в распределенной базе данных (БД), и критерием распознавания
(идентификации) является совпадение предъявленного образа хотя бы с одним из образцов. Ставится за-
дача сравнительного анализа последовательного и параллельного методов классификации с точки зрения
среднего времени ответа на запрос распознавания и необходимой мощности вычислительных ресурсов.
Приведены результаты вычислительных экспериментов, полученных с использованием аналитических и
компьютерных моделей сетей массового обслуживания (СеМО) с очередями на примерах распределенных
мультибиометрических систем идентификации.
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1 Введение

Появление распределенных вычислительных
систем и методов распределенных вычислений да-
ет возможность более быстрой обработки больших
объемов информации и выполнения трудоемких
вычислений и значительно расширяет круг реали-
зуемых на практике ресурсоемких вычислительных
задач. Целесообразность применения распределен-
ных вычислений в той или иной области опреде-
ляется эффективностью распределенных вычисле-
ний при решении соответствующих задач, которую,
в свою очередь, определяют степенью возможного
повышения пропускной способности оборудова-
ния и ускорения процесса вычислений [1].

Эффективность методов организации распреде-
ленных вычислений зависит как от аппаратных и
программных особенностей вычислительной сис-
темы, так и от того, насколько сложна решаемая
задача в смысле организации параллельных вычис-
лений и алгоритм ее решения соответствует архи-
тектуре распределенной вычислительной системы.
Особенно эффективны распределенные вычисле-
ния в системах, в которых поступающие ресурсо-
емкие задания можно разбить на независимые (в
смысле процесса выполнения) блоки любой длины
(в смысле времени выполнения) и выполнять на
различных вычислительных ресурсах одновремен-
но. К таким системам относятся некоторые сис-
темы автоматического распознавания образов [2],
среди которых отметим компьютерные системы

криптоанализа [3, 4], распределенные автомати-
зированные системы оперативного розыска лично-
стей [5–7], распределенные электронные архивы
документов с автоматической подсистемой массо-
вого распознавания изображений [8] и др.

Используемые в современных искусственных
системах автоматического распознавания образов
методы (процедуры распознавания) классифика-
ции делят, как правило, на два типа:

(1) параллельные — принадлежность предъявлен-
ного объекта (образа) проверяется одновре-
менно по всем признакам объекта;

(2) последовательные — принадлежность объекта
(образа) проверяется поочередно для каждо-
го признака в зависимости от результатов уже
проведенных для этого же образа проверок [9].

Каждый из этих методов имеет свои недостатки
и достоинства, и их применимость в конкретной
области зависит от предъявляемых к системе тре-
бований, от целесообразности их применения, от
архитектуры вычислительной системы и др.

В работе рассматриваются распределенные сис-
темы распознавания, в которых классы заданы
прямым указанием составляющих их образцов объ-
ектов, а критерием принадлежности классу предъ-
явленного образа объекта служит наличие в классе
образца, совпадающего с предъявленным образом.
При этом образ (образец) объекта задается значе-
нием группы признаков. К таким системам отно-
сятся упомянутые выше в качестве примеров сис-

1Институт проблем информатики Российской академии наук, agglar@yandex.ru
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Рис. 1 Функциональная схема системы

темы распознавания. Как правило, такие системы
представляют собой распределенные системы БД, в
которых каждая БД содержит в виде записей цифро-
вые образцы некоторой части объектов по одному
или нескольким признакам. Условно упрощенную
функциональную схему подобных систем можно
представить в виде, приведенном на рис. 1. Блок 1
системы формирует модели объектов и генерирует
задания в виде запросов на распознавание объектов.
Блок 2 выполняет обработку заданий (преобразует
модели объектов в образы необходимого форма-
та, транслирует запросы, получаемые от блока 1,
на соответствующие подзапросы, направляемые на
серверы БД), управляет процессами передачи за-
даний на серверы БД и приема от них значений
целевых (решающих) функций, формирует ответы
на запросы блока 1. В блоке 3 решается основ-
ная задача системы — проверяется принадлежность
предъявленного образа к классам: каждый сервер
БД в соответствии с запросом и образом объекта,
полученными от блока 2, производит в БД поиск
образца, совпадающего с предъявленным образом,
и выдает соответствующее значение целевой функ-
ции в блок 2.

Поступающие в блок 2 запросы могут содержать
различные требования: найти в указанных БД хотя
бы один образец, совпадающий с предъявленным
образом (именно для таких запросов ниже про-
водится анализ характеристик системы); найти в
указанных БД все образцы, совпадающие с предъ-
явленным образом; найти образец, содержащийся
во всех указанных БД и совпадающий с предъявлен-
ным образом и т. д.

Важнейшей характеристикой любой системы
распознавания является достоверность принима-
емых ею решений, которая в основном определяет-

ся информативностью образа (образца). Чем боль-
ше он включает в себя информативных признаков,
тем больше размер образа, но тем ниже скорость и
эффективность поиска совпадающего с ним образ-
ца [2, 9]. Однако в системах оперативного при-
нятия решений наряду с высокой достоверностью
решений требуется и высокая производительность
подсистемы распознавания. Так как мощность вы-
числительных ресурсов системы ограничена, то не-
обходимо выбрать компромиссные значения по-
казателей производительности и достоверности,
отвечающие противоречивым требованиям к сис-
теме. Отсюда можно сделать вывод, что в больших
распределенных системах распознавания, к кото-
рым предъявляются высокие требования по опера-
тивности и достоверности, могут возникать очереди
заданий к вычислительным ресурсам.

Хотя проведено множество исследований в на-
правлении повышения производительности и до-
стоверности распределенных систем распознава-
ния рассматриваемого типа, все они, как правило,
исходят из упрощенных моделей, в частности без
учета очередей к вычислительным ресурсам [10].

Ниже приведены примеры использования ком-
пьютерной модели системы с очередями для оценки
характеристик блока 3 (см. рис. 1) системы распо-
знавания описанного выше типа и сравнительного
анализа последовательного и параллельного мето-
дов классификации.

2 Модель системы
В качестве модели системы распознавания обра-

зов рассматривается СеМО [11], в которой узлы
представляют сервер управления (обработки за-
просов и управления) и серверы БД (см. рис. 1),
линии — каналы связи (сеть связи). Предполага-
ется, что узлы пронумерованы числами 0, . . . ,M и
допускают неограниченные очереди, каналы связи
имеют достаточную пропускную способность (оче-
редями к ним можно пренебречь). В узел 0, пред-
ставляющий сервер управления, извне поступают
L пронумерованных числами 1, . . . , L потоков зада-
ний, требующих выполнения на соответствующих
множествах узлов Ai, i = 1, . . . , L, представляющих
серверы БД. Задания, заставшие узел в занятом
состоянии, становятся в очередь к узлу в поряд-
ке поступления и выполняются узлом в порядке
поступления. Каждое задание во время его выпол-
нения занимает узел полностью. Время пребывания
задания в узле есть сумма времени ожидания в оче-
реди и времени выполнения. Время пребывания
задания в узле 0 считается близким к нулю, и ниже
при расчете времени пребывания задания в системе
узел 0 не рассматривается.
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Модели для сравнительного анализа методов классификации в некоторых распределенных системах распознавания

Процесс выполнения задания на узле заключа-
ется в следующем: в узле предъявленный образ
поочередно сравнивается с хранящимися в нем
образцами, пока не произойдет совпадение. Пред-
полагается, что априорная вероятность совпадения
образа с любым образцом одинаковая. Если про-
изошло совпадение, то выполнение задания в этом
узле завершается (произошло успешное заверше-
ние), иначе выполнение задания в узле завершается
после сравнения со всеми образцами (завершение
неуспешное). После завершения выполнения зада-
ние освобождает ресурсы узла (очередь и вычисли-
тельные ресурсы) и покидает его. Считается, что
для каждого узла известна априорная вероятность
успешного завершения для каждого типа задания.

Рассматриваются два типа процедур выполне-
ния заданий:

(1) параллельная процедура — i-задание (задание
типа с номером i) из узла 0 направляется одно-
временно на все узлы соответствующего мно-
жества Ai и выполняется на них независимо;

(2) последовательная процедура — i-задание из
узла 0 направляется на узлы из множества Ai,
выбираемые в узле 0 по одному в определен-
ном порядке, причем задание направляется в
последующий узел только после неуспешного
выполнения на предыдущем.

В случае параллельной процедуры после успеш-
ного завершения выполнения i-задания в одном из
узлов задание покидает все узлы из множества Ai,
освободив занятые им ресурсы.

Введем обозначения:

– tj — время сравнения образа с образцом в j-м
узле;

– nj — число образцов в j-м узле;

– tsj — случайная величина времени сравнения
в j-м узле при несовпадении образца, tsj — ее
среднее значение;

– tuj — случайная величина времени сравнения
в j-м узле при совпадении образца, tuj — ее
среднее значение;

– τji — случайная величина времени выполнения
в j-м узле i-задания, τ ji — ее среднее значение;

– W ji — среднее значение времени ожидания в
j-м узле i-задания;

– Tzadi — среднее значение времени пребыва-
ния i-задания на вычислительных устройствах
(в блоке 3);

– T j — среднее время пребывания произвольного
задания в j-м узле;

– T — среднее время пребывания произвольного
задания в системе;

– N j — среднее число заданий в j-м узле;

– N — среднее число заданий в системе;

– αji — априорная вероятность нахождения в j-м
узле образца, совпадающего с образом i-зада-
ния;

– pji — вероятность того, что i-задание поступит
для выполнения в j-й узел;

– λi — интенсивность потока i-заданий, поступа-
ющих извне;

– ˜j — интенсивность суммарного потока зада-
ний, поступающих в j-й узел.

Приведем выражения для некоторых вероятно-
стно-временн‚ых характеристик рассматриваемой
системы. Всюду ниже предполагаем, что система
работает в установившемся режиме (в узлах систе-
мы конечные средние длины очередей).

Заметим, что среднее время ожидания в каждом
узле системы для всех типов заданий будет оди-
наковой величиной, поэтому вместо величин Wji

можно рассмотреть величины Wj, j = 1, . . . ,M , со-
ответственно. Заметим также, что случайная вели-
чина времени выполнения в j-м узле i-задания при
условии, что в узле произойдет совпадение образ-
ца с образом, равна одной из случайных величин
tsj , tuj + tsj , . . . , (nj − 1)tuj + tsj с одинаковой веро-
ятностью 1/nj. Тогда для среднего времени выпол-
нения в j-м узле i-задания при условии, что в узле
произойдет совпадение образца с образом, спра-
ведлива формула (nj − 1)tuj/2 + tsj . Для среднего
времени выполнения в j-м узле i-задания справед-
лива формула:

τ ji = αji
(nj − 1)tuj

2
+ αjitsj + (1− αji)njtuj =

=
tuj [nj(2 − αji)− αji]

2
+ αjitsj . (1)

Второй момент случайной величины τji равен

τ2ji = αji

tu2j
nj

nj−1∑

k=1

k2 + αjits2j + (1− αji)n
2
j tu2j =

= tu2j

[
n2j −

αji

6

(
4n2j + 3nj − 1

)]
+ αjits2j . (2)

Легко заметить, что при большом значении па-
раметра nj и детерминированных величинах tuj и
tsj функцию распределения времени выполнения
задания в узле j можно аппроксимировать рав-
номерным распределением, заданным на отрезке
[0, njtuj ], при этом погрешность первого момента
случайной величины времени выполнения i-зада-
ния будет равна αji(2tsj − tuj)/(2nj), а погреш-
ность второго момента — αji(6ts2j + tu2j )/(6n

2
j) −

− αjitu2j/(2nj).
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Пусть в последовательной процедуре для узлов
ik ∈ Ai, k = 1, . . . , |Ai|, индекс k показывает поря-
док выполнения i-заданий на множестве узлов Ai,
где i1 — номер первого узла, на котором выполня-
ется i-задание; ir — номер узла, на который по-
ступает i-задание после неуспешного завершения
выполнения в узле с номером ir−1, r = 2, . . . , |Ai|.
Для среднего времени пребывания

Tzadi = αi1i

[
W i1 +

(ni1 + 1) ti1
2

]
+

+(1−αi1i)αi2i

[
W i1 +W i2 + ti1 +

(ni2 + 1) ti2
2

]
+· · ·

· · ·+
|Ai|−1∏

k=1

(1− αiki)



|Ai|−1∑

k=1

(
W ik

+ tik

)
+W i|Ai|

+

+ αi|Ai|
i

(
ni|Ai|

+ 1
)
ti|Ai|

2
+
(
1− αi|Ai|

i

)
ti|Ai|


 =

=W i1 + τ i1i + (1− αi1i)
(
W i2 + τ i2i

)
+ · · ·

· · ·+
|Ai|−1∏

k=1

(1− αiki)
(
W i|Ai|

+ τ i|Ai|
i

)
=

=

|Ai|∑

k=1

piki

(
W ik

+ tik

)
=

|Ai|∑

k=1

pikiT ik
.

Для среднего времени пребывания произвольного
задания в системе справедливо соотношение:

T =

L∑

i=1

λi

λ
Tzadi =

1

λ

L∑

i=1

λi

|Ai|∑

k=1

pikiT ik
=

=
1

λ

M∑

j=1

T j

∑

i: j∈Ai

λipji =
1

λ

M∑

j=1

T j˜j ,

где λ =
L∑

i=1

λi.

Использовав формулу Литтла [11], получим

T =
1

λ

M∑

j=1

N j =
N

λ
. (3)

ПустьRj — мощность вычислительных ресурсов
j-го узла, а суммарная мощность вычислительных

ресурсов ограничена величиной R, т. е.
M∑

j=1

Rj ≤ R.

Рассмотрим задачу выбора оптимальных значений
величин Rj, j = 1, . . . ,M , при заданных значениях
остальных параметров системы при последователь-
ной процедуре. Пусть tuj и tsj, j = 1, . . . ,M , —
величины, заданные для вычислительных ресурсов
единичной мощности. Будем считать, что время

выполнения i-задания в j-м узле при мощности
ресурсов Rj равно τji/Rj (на практике это достига-
ется путем фрагментации БД), а величина R тако-
ва, что существуют Rj, j = 1, . . . ,M , при которых
в узлах в установившемся режиме работы систе-
мы не могут возникать бесконечные очереди, т. е.
ρj = ˜j(τ ji/Rj) < 1, j = 1, . . . ,M . Предположим,
что потоки заданий, поступающие на узлы систе-
мы, являются пуассоновскими. Тогда для среднего
времени ожидания задания в узле справедлива сле-
дующая формула (вытекает из формулы Полляче-
ка–Хинчина [11] и из (1), (2)):

W j =
λj

2

∑

i: j∈Ai

(λji/˜j)
(
τ2ji/R

2
j

)

1− ˜j

∑

i: j∈Ai

(λji/˜j) (τji/Rj)
=

=

∑

i: j∈Ai

λjiτ2ji

2Rj


Rj −

∑

i: j∈Ai

λjiτji




, (4)

где λji =
∑

i: j∈Ai

λipji; ˜j =
L∑

i: j∈Ai

λji;
∑

i: j∈Ai

(λji/˜j)(τji/Rj) — среднее время выполне-

ния произвольного задания в j-м узле.
Среднее время пребывания вычисляется по

формуле (следует из (4)):

T j =

∑

i: j∈Ai

λjiτ2ji

2Rj


Rj −

∑

i: j∈Ai

λjiτji



+
∑

i: j∈Ai

λji

˜j

τ ji

Rj
.

(5)
Среднее число заданий в узле вычисляется по

формуле (следует из формулы Литтла и из (5)):

N j =

˜j

∑

i: j∈Ai

λjiτ2ji

2Rj


Rj −

∑

i: j∈Ai

λjiτ ji



+

+
1

Rj

∑

i: j∈Ai

λjiτ ji . (6)

Обозначим

aj =

˜j

∑

i: j∈Ai

λjiτ2ji

2
; bj =

∑

i: j∈Ai

λjiτji .
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Тогда (6) принимает вид:

N j =
aj

Rj(Rj − bj)
+
bj
Rj

.

Предположив, что Rj, j = 1, . . . ,M , — непрерыв-
ные величины, из (6) для производной функцииN j

по Rj получим:

∂N j

∂Rj
= − aj(2Rj − bj)

R2j (Rj − bj)
2 −

bj

R2j
. (7)

Для второй производной получим:

∂2N j

∂2Rj

=
aj [6(Rj − bj) + 2bj]

R3j (Rj − bj)
3 +

2bj

R3j
. (8)

Так как Rj > bj (следует из введенного выше пред-
положения ρj < 1, j = 1, . . . ,M ), то из (7) и (8)
следуют неравенства

∂N j

∂Rj
< 0;

∂2N j

∂2Rj

> 0

(т. е. среднее число заданий в узле является выпук-
лой функцией по переменной Rj) и ∂2N j/∂

2Rj —
непрерывные по Rj > bj, j = 1, . . . ,M , функции.
Следовательно, существует единственный набор

значений {R∗
j , j = 1, . . . ,M}, такой что

M∑
j=1

R∗
j =

= R, R∗
j > bj, j = 1, . . . ,M , и при этих значениях

среднее число заданий в системе N достигает гло-
бального минимума [12], причем единственного.
Так как ˜j > 0 не зависит от Ri, j, i = 1, . . . ,M ,
и N j = ˜jT j, то функция T также достигает при
наборе значений {R∗

j , j = 1, . . . ,M} единственного
глобального минимума (так как верна формула (3)).

Необходимые и достаточные условия существо-
вания минимума для функции T при непрерывных
величинах Rj, j = 1, . . . ,M , имеют вид [12]:

∂N j

∂Rj
=
∂Nk

∂Rk
, j, k = 1, . . . ,M . (9)

Таким образом, как следует из (7)–(9), набор
{R∗

j , j = 1, . . . ,M} является решением системы
уравнений:

a1(2R1 − b1)

R21(R1 − b1)
2 +

b1

R21
=

=
aj(2Rj − bj)

R2j (Rj − bj)
2 +

bj

R2j
, j = 2, . . .M ;

M∑
j=1

Rj = R .





(10)

Как легко видеть из (10), распределение ресур-

сов Rj = k
√
bj, j = 1, . . . ,M , где k = R

/ M∑
j=1

√
bj >

> 1, является хорошим приближением решения

системы уравнений (10), если Rj ≫ bj, Rj ≫ aj

(т. е. время ожидания близко к нулю). Иными
словами, распределение ресурсов, балансирующее
нагрузку в системе, дает хорошее приближение к
оптимальному, если времена ожидания в узлах при
этом распределении ресурсов близки к нулю, иначе
следует искать более точное приближение решения
системы (10).

3 Вычислительные эксперименты
Ниже приведены два примера системы распо-

знавания, для которых с помощью компьютер-
ных моделей проведены расчеты среднего времени
выполнения произвольного задания и среднего
числа заданий в системе при использовании па-
раллельной и последовательной процедур распо-
знавания.

В первом примере рассмотрена мультимодаль-
ная система идентификации по изображению лица
и отпечаткам пальцев. Система состоит из трех
узлов, соединенных коммуникационной средой:
центра обработки запросов и управления систе-
мой (узел 0), узла идентификации по изображению
лица (узел 1), узла идентификации по отпечаткам
пальцев (узел 2). Основные параметры системы
имеют следующие значения: размер базы образцов
в каждом из узлов 1 и 2 равен 20 000 000 записей,
скорость сравнения записи предъявленного обра-
за с одной записью в БД на одном процессоре в
первом узле 5000 сравнений/с, на одном процес-
соре во втором узле 250 000 сравнений/с, суточный
поток запросов в узел 0 равен 60 000, вероятность
обнаружения лица лежит в интервале 0,9–0,99, ве-
роятность распознавания по отпечаткам пальцев
равна 1,0 [7]. Предполагается, что в системе выпол-
няются следующие условия:

– поиск в БД записи, совпадающей с записью
предъявленного образа, осуществляется мето-
дом последовательного поиска;

– указанный в предыдущем пункте процесс поис-
ка завершается либо по совпадению, либо после
сравнения всех записей БД (т. е. осуществляется
поиск по совпадению);

– в одном узле не может одновременно выпол-
няться несколько заданий;

– задания, заставшие вычислительные ресурсы
узла занятыми, становятся в очередь на выпол-
нение в порядке поступления;

– задания в системе не теряются;

– времена пребывания в узле 0 и передачи зада-
ний по коммуникационной среде не влияют на
стационарные характеристики узлов (среднее
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Рис. 2 Зависимость суммарного среднего числа заданий (а) и среднего времени пребывания заданий (б) в узлах 1 и 2
от общего объема процессоров

Распределение процессоров между узлами при последовательной процедуре

Вероятность
обнаружения

Среднее число
заданий

Среднее время
пребывания задания

Число процессоров
в узлах

(αj1, j = 2, 4, 6, 7) в системе в системе 1 2 3
0,4 5,835192 4,167994 28 14 8
0,5 4,38 3,13 28 13 9
0,6 3,23 2,3 29 13 8
0,7 2,4 1,77 29 13 8
0,8 2,02 1,44 30 12 8
0,9 1,62 1,16 30 11 9

время пребывания заданий или среднее число
заданий в узлах) и считаются равными нулю.

Для сокращения расчетов функция распределе-
ния вероятностей времени сравнения образцов в
узле при условии, что в нем произойдет совпадение
образа с одним из образцов, в примерах аппрокси-
мирована равномерным распределением.

На рис. 2 приведены графики зависимости сред-
него числа заданий и среднего времени пребывания
задания в системе от общего числа однородных про-
цессоров в узлах 1 и 2 для параллельной (1 и 3) и

последовательной (2 и 4) процедур при вероятно-
стях обнаружения лица 0,9 (1 и 2) и 0,99 (3 и 4).
При этом процессоры распределены между узла-
ми 1 и 2 так, чтобы величины нагрузок на эти узлы
были примерно одинаковыми, а именно: объемы
процессоров были выбраны в соотношении 1 : 8
(общее число однородных процессоров в указан-
ных узлах меняется в пределах 192–432).

Во втором примере рассматривается система из
четырех узлов (с номерами 0, 1, 2 и 3), где в трех
узлах (с номерами 1, 2 и 3) размещены базы образ-
цов (например, распределенные базы отпечатков

Рис. 3 Зависимость среднего числа заданий (а) и среднего времени пребывания задания (б) в системе от вероятности
обнаружения αji, j = 1, . . . , 7, i = 1, 2, 3 (1 — последовательная процедура, 2 — параллельная процедура)
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пальцев), четвертый узел (с номером 0) выполняет
функции центрального узла управления (как и в
первом примере).

Считается, что в системе выполняются все усло-
вия, которые перечислены для системы в первом
примере.

Также считается, что общее число однородных
процессоров в узлах 1, 2 и 3 равно 50 и распределе-
ны они между узлами в таких соотношениях, чтобы
среднее время пребывания произвольного задания
в системе при последовательной процедуре было
минимальным (см. таблицу).

На рис. 3 приведены графики зависимости сум-
марного среднего числа заданий и среднего времени
пребывания задания в системе. Параметры систе-
мы имеют следующие значения: M = 7; A1 = {1};
A2 = {1, 2}; A3 = {2}; A4 = {2, 3}; A5 = {3}; A6 =
= {1, 3}; A7 = {1, 2.3}; λ1 = 0,2; λ2 = 0,4; λ3 = 0,8;
λ4 = 0,4; λ5 = 1,6; λ6 = 0,4; λ7 = 2,6; αj1 =
= 1 для j = 1, 3, 5 и αj1 = {0,4, 0,5, 0,6, 0,7, 0,8, 0,9},
αj2 = αj1/4, αj2 = aj1/16 для j = 2, 4, 6, 7; n1tu1 =
= 8; n2tu2 = 4; n3tu3 = 2; время поиска образца в
узлах 1, 2, 3 при условии, что там найдется обра-
зец, совпадающий с образом, имеет равномерное
распределение на отрезках [0, 8], [0, 4], [0, 2] соот-
ветственно.

4 Заключение

Сравнительный анализ результатов, получен-
ных в данной работе при исследовании последова-
тельной и параллельной процедур распознавания,
показывает, что в системах распознавания обра-
зов рассмотренного выше типа при оптимальном
(для последовательной процедуры) распределении
вычислительных ресурсов:

– последовательная процедура предпочтитель-
ней, чем параллельная, в смысле среднего чис-
ла заданий, находящихся одновременно в сис-
теме;

– параллельная процедура предпочтительней,
чем последовательная, в смысле среднего вре-
мени пребывания произвольного задания в сис-
теме;

– при малых нагрузках на вычислительные ре-
сурсы (при W ji ∼ 0) распределение вычис-
лительных ресурсов, которое в системе с по-
следовательной процедурой распознавания
образов балансирует нагрузку, обеспечивает

среднее время пребывания в системе, близкое
к оптимальному (в смысле выполнения усло-
вий (10)).

Рассмотренные в работе модели могут найти
применение на этапах проектирования и эксплуа-
тации распределенных систем распознавания рас-
смотренного выше типа для оценки оперативности
системы и необходимой мощности вычислитель-
ных ресурсов в узлах системы при параллельной и
последовательной процедурах распознавания.
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Аннотация: Задача оперативного оценивания доступности удаленного сервера баз данных по протоколу
http сформулирована в терминах оптимальной фильтрации состояния марковского процесса с конечным
множеством состояний по наблюдениям конечномерного мультивариантного точечного процесса (МТП).
Особенностью системы наблюдения является то, что случайная интенсивность наблюдаемого процесса
является линейной функцией ненаблюдаемого марковского состояния. Оценка оптимальной фильтрации
определяется с помощью решения некоторой замкнутой конечной системы дискретных рекуррентных
соотношений и обыкновенных линейных дифференциальных уравнений со случайной правой частью.
Применимость полученных теоретических результатов проиллюстрирована на примере мониторинга
состояния пары «телекоммуникационный канал – сервер баз данных» с тремя допустимыми состояниями
по наблюдениям ответов на запросы и сообщений об ошибках. Предложены возможные перспективы
дальнейших научных исследований.
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условное распределение вероятностей; системы массового обслуживания

DOI: 10.14375/19922264140307

1 Введение

Задачи определения состояний систем массового

обслуживания (СМО) и их сетей в реальном масшта-
бе времени по косвенным данным встречаются на
практике в различных информационно-телекомму-
никационных системах. Оценки состояний нужны
для характеризации СМО и идентификации их па-
раметров [1, 2]. Оценивание состояний СМО также
является промежуточной процедурой при решении
задачи оптимального управления потоком передачи
данных [3–5] относительно различных критериев.
Наконец, оперативное оценивание состояния от-
дельных элементов и систем обслуживания в целом
может потребоваться при решении разнообразных
задач балансировки нагрузки в децентрализован-
ных информационных сетях и СМО с разделяемы-
ми ресурсами [6, 7] при наличии только косвенных
данных об их состоянии. Соответствующие алго-
ритмы должны служить основанием для создания
эффективных программных продуктов.

При разработке специального программного
обеспечения информационных веб-порталов [8, 9]
необходимо рационально распределять пользова-
тельские запросы, поступающие на портал, между
различными информационными серверами, содер-

жащими идентичный контент. Сделать это мож-
но, зная ресурсоемкость и алгоритмы обработки
индивидуальных запросов, текущую загрузку и
мощности серверов, а также характеристики и
топологию телекоммуникационных каналов. На
практике подобная детерминированная постановка
задачи оптимизации не реализуема из-за отсутствия
большинства перечисленных данных. Доступная
информация подразделяется на две составляющие:
априорные данные и статистическую информацию.

Прежде всего, СМО «телекоммуникационный
канал – сервер» является разделяемым ресурсом:
наряду с текущим запросом, она обслуживала и об-
служивает также и множество других. Марковская
модель смены состояний этой СМО описывает ее
с достаточной степенью адекватности. Очевидно,
что одним из состояний будет «отсутствие связи»,
а остальные соответствуют наличию связи и раз-
ной степени загруженности СМО. Интенсивности
перехода СМО в различные состояния могут быть
оценены по предварительно полученной статисти-
ческой информации [1, 2].

Каждый индивидуальный запрос к исследуемой
СМО обслуживается случайное время, по истече-
нии которого пользователю выдается либо сооб-
щение об ошибке, либо предметный ответ на за-

∗Работа поддержана грантами РФФИ № 13-01-00406 и № 13-07-00408.
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прос. Сообщения об ошибке бывают различными и
обычно связаны с истечением какого-либо времени
ожидания — тайм-аутом. Распределение времени
получения ответа на запрос зависит от особенно-
стей функционирования интернет-сервера [10], се-
мантики самого запроса [11] и объема базы данных.
Вероятности появления сообщений об ошибках и
распределение времени получения ответа зависят
от состояния СМО, в котором она пребывает в про-
цессе всего времени обработки запроса. Все эти
распределения можно предварительно идентифи-
цировать по статистическим данным. При этом
максимальное время ожидания ответа или сооб-
щения об ошибке всегда ограничено известным
тайм-аутом.

Запросы к серверу образуют процесс восста-
новления общего вида, не являющийся ни пуассо-
новским, ни даже процессом Кокса. Процесс ис-
ходящих предметных ответов или сообщений об
ошибках порождается входным процессом разно-

родных запросов и также является обобщенным
процессом восстановления.

Прикладная задача заключается в определении
оценок состояния СМО «телекоммуникационный
канал – сервер» по наблюдениям входного потока
запросов и выходного потока предметных ответов
и сообщений об ошибках.

Основной целью данной работы является фор-
мализация и решение поставленной практической
задачи оценивания. В разд. 2 она сформулиро-
вана в терминах оценивания состояний динами-
ческих систем наблюдения, описываемых стоха-
стическими дифференциальными уравнениями с
мартингалами в правой части. Ненаблюдаемый
процесс, определяющий состояние системы, пред-
полагается марковским с конечным множеством
состояний. Процесс наблюдений является муль-
тивариантным и также принимает значения из
конечного множества. Основной особенностью
предложенной модели является представление на-
блюдений в форме мультивариантного точечного
процесса, случайная интенсивность которого явля-
ется функционалом от предыдущих состояний и
наблюдений. При этом зависимость интенсив-
ности от ненаблюдаемого состояния предполага-
ется линейной. В разд. 3 проведен анализ пред-
ложенной системы наблюдения и представлены
базовые выводы о распределении процесса наблю-
дений. Основной результат — уравнения оптималь-
ной фильтрации — доказан в разд. 4. Раздел 5 со-
держит иллюстративный численный пример. В нем
дано решение задачи оценивания доступности уда-
ленного сервера баз данных по протоколу http по
результатам запросов к нему. В задаче предполагает-
ся, что СМО «телекоммуникационный канал – сер-

вер» находится в одном из трех состояний: «связи
нет», «сервер не загружен» и «сервер загружен», —
а сообщения могут быть двух видов: «предметный
ответ» и «сообщение об ошибке». Заключитель-
ные замечания и возможные перспективы разви-
тия предложенных исследований представлены в
разд. 6.

2 Формальная постановка задачи

На полном вероятностном пространстве с
фильтрацией (Ÿ,F ,P , {Ft}t∈R+) задан ненаблюда-
емый марковский скачкообразный процесс (МСП)
{X(t)}t∈R+ [12]

X(t) = X0 +

t∫

0

˜⊤(s)X(s) ds+MX(t) , (1)

где X(t) ∈ SN — состояние процесса (SN ,
, {e1, . . . , eN} ⊂ RN — множество единич-
ных вектор-столбцов евклидова пространства R

N );
{˜(t)}t∈R+ — матрица интенсивностей МСП (˜(·) :
R+ → RN×N ); {MX(t)}t∈R+ — Ft-согласован-
ный мартингал, MX(t) ∈ RN . Здесь и далее
для обозначения множества, по которому выпол-
няется интегрирование, используется обозначение
b∫

a

· · · ,
∫
(a,b]

· · · , в противном случае множество бу-

дет указываться явным образом.
В качестве наблюдений выступает мультивари-

антный точечный процесс [13] (τn, Yn)n∈N:

– {τn} — возрастающая последовательность мар-
ковских моментов;

– Yn ∈ SM — значение наблюдения в момент τn
(SM , {f1, . . . , fM} ⊂ RM — множество еди-
ничных вектор-столбцов евклидова простран-
ства R

M ).

С наблюдениями{(τn, Yn)}n∈N связана неубыва-
ющая последовательность σ-подалгебр {G(n)}n∈N:
G(n) , σ{(τk, Yk), 1 6 k 6 n}; помимо этого пола-
гается, что G(0) , {∅,Ÿ}.

Наблюдениям в форме МТП однозначно соот-
ветствует случайный процесс Y (t) в непрерывном
времени со считающими компонентами

Y (t) ,
∑

n∈N

YnI[τn,+∞)(t) :

j-я компонента Y j(t) (j = 1,M) равна числу на-
блюдений с исходом j-го типа (Yk = fj , τk 6 t),
появившихся на отрезке времени [0, t].

По непрерывному процессу Y (t) можно по-
строить естественный поток σ-подалгебр Gt ,
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, σ{Y (s), s 6 t}, при этом ∀ n ∈ N верно тождест-
во Gτn

≡ G(n) [14].
Для процесса Y (t) существует мартингальное

представление [15]. По условию рассматриваемой
задачи оно имеет следующий вид (далее в изложе-
нии полагается τ0 , 0):

Y (t) =
∑

n∈N

τn∧t∫

τn−1∧t

(
φ0n(s)X(τn−1) +

+ φ1n(s)X(s−)
)
�n(ds) +

∑

n∈N

MY
n (t) . (2)

Здесь φi
n(t) = φi

n(ω, t) (i = 0, 1, n ∈ N), φi
n(·) :

Ÿ×R+ → RM×N — G(n−1)-измеримые векторные
процессы; �n(dt) = �n(ω, dt) — G(n − 1)-измери-
мые неотрицательные стохастические σ-конечные
меры; MY

n (t) — Ft-согласованные векторные мар-
тингалы, MY

n (t) ∈ RM .
Задача оптимальной фильтрации состояния X

по наблюдениям МТП {(τn, Yn)} заключается в
вычислении условного математического ожидания

(УМО):
X̂(t) , E {X(t)|Gt} .

Благодаря предложенной модели наблюде-
ний (2) данная система имеет ряд существенных
особенностей.

Во-первых, в отличие от традиционного ве-
роятностного определения наблюдаемого МТП с
помощью семейства условных конечномерных рас-
пределений [13], в данной работе модель наблю-
дений задана в тех же терминах, что и динамика
состояния, т. е. в форме мартингального представ-
ления. Помимо единообразия в описании данные
уравнения представляют «кинематику» наблюде-
ний более наглядно. Подобное представление так-
же иллюстративно для практиков. Действительно,
j-я компонента подынтегрального выражения (2)
определяет вероятность немедленного появления в
момент времени s n-го наблюдения Yn с j-м исхо-
дом при условии, что до момента s наблюдение Yn

не появилось [15], т. е.

f⊤
j

[
φ0n(s)X(τn−1) + φ

1
n(s)X(s−)

]
�n(ds) =

= P {τn ∈ [s, s+ ds), Yn = fj|G(n− 1) ∧ {τn > s}} .

Во-вторых, модель (2) является достаточно об-
щей. Она включает классический случай нестаци-
онарного пуассоновского процесса, интенсивность
которого зависит от текущего состояния систе-
мы X [16]. Она также описывает ситуацию, когда
интенсивность появления наблюдений и их значе-
ния зависят от состояния системы только в момент
предыдущего наблюдения [17].

В-третьих, первое слагаемое в (2) — компен-
сатор — является случайной разрывной функцией.
Это свойство компенсатора не позволяет преобра-
зовать наблюдения Y (t) в процесс с независимыми
приращениями ни с помощью гирсановской заме-
ны вероятностной меры, ни с помощью замены
времени [14]. Это ведет к тому, что поставлен-
ная задача оценивания может быть решена только
с помощью общей формулы фильтрации семимар-
тингала по наблюдениям семимартингала [13].

3 Определение вероятностных
характеристик наблюдений

Прежде чем приступать к решению задачи опти-
мальной фильтрации, необходимо формализовать
свойства системы наблюдения. Далее в работе пред-
полагается, что для (1), (2) выполнены следующие
условия:

(a) все траектории процессов X(t) и Y (t) непре-
рывны справа;

(б) общий поток σ-алгебр {Ft}t∈R+ порожден
только процессами X(t) и Y (t), т. е. Ft =
= σ{X(s), Y (s) : 0 6 s 6 t}; помимо этого по-
ток {Ft}t∈R+ непрерывен справа, т. е.

⋂
s: s>t

Fs =

= Ft ∀ t > 0;
(в) для МСП X(t) вектор начального распределе-

ния p(0) , E {X0} и матрица интенсивностей
переходов ˜(t) известны; при этом все компо-
ненты ˜(t) являются кусочно-непрерывными
функциями времени t;

(г) моменты поступления наблюдений {τn}n>0

удовлетворяют условиям

0 , τ0 < τ1 < τ2 < · · · и lim
k→∞

τn = +∞ P–п. н.;

при этом определено подмножество множества
натуральных чисел N1 ⊂ N, обладающее следу-
ющим свойством: ∀ n ∈ N1 определена такая
G(n − 1)-измеримая случайная величина Tn =
= Tn(τ1, . . . , τn−1), что

P {τn−1 < τn 6 Tn < +∞|G(n− 1)} = 1 ∀n ∈ N1

или

P {τn > v|G(n− 1)} = 1 ∀ n ∈ N\N1 и v > 0 ;

(д) мартингалы в уравнении состояния и наблюде-
ниях сильно ортогональны, т. е.

[MX ,MY
n ]t ,

∑

s6t

–MX(s)
(
–MY

n (s)
)⊤ ≡ 0

P–п. н. ∀ t ∈ R+ и n ∈ N;
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(е) для меры �n(·) верно разложение

�n(·) = �c
n(·) + �d

n(·) ,

где �c
n(·) — абсолютно непрерывная по мере

Лебега, а �d
n(·) — дискретная (считающая) со-

ставляющие, а также �n([0, τn−1]) ≡ 0 P–п. н.;
∀ n ∈ N меры �n(·) содержат лишь конечное
множество скачков Un , {un

ℓ }ℓ=1,Kn
—G(n−1)-

измеримых моментов.

Для функций φi
n(·) P–п. н. выполняются усло-

вия:
(
φi

n(s)
)

kj
> 0 ,

∀ i = 0, 1, j = 1, N, k = 1,M, s ∈ R+ ;

1⊤M
(
φ0n(s)X(τn−1) + φ

1
n(s)X(s−)

)
> 0 ,

�n − п. в. на (τn−1, Tn] ∀ n ∈ N1;

1⊤M
(
φ0n(s)X(τn−1) + φ

1
n(s)X(s−)

)
> 0 ,

�n − п. в. на (τn−1,+∞) ∀ n ∈ N\N1;

1⊤M
(
φ0n(u

n
ℓ )X(τn−1) +

+ φ1n(u
n
ℓ )X(u

n
ℓ −)

)
�d

n({un
ℓ }) 6 1;

exp

{
−

Tn∫

τn−1

1⊤M
(
φ0n(s)ek1 +

+ φ1n(s)ek2

)
�c

n(ds)

}
×

×
∏

τn−1<uℓ
n6Tn

[
1− 1⊤M

(
φ0n(u

ℓ
n)ek3 +

+ φ1n(u
ℓ
n)ek4

)
�d

n({uℓ
n})
]
= 0 ,

∀ ki = 1, N, n ∈ N1 ;

exp

{
−

∫

(τn−1,+∞)

1⊤M
(
φ0n(s)ek1 +

+ φ1n(s)ek2

)
�c

n(ds)

}
×

×
∏

τn−1<uℓ
n

[
1− 1⊤M

(
φ0n(u

ℓ
n)ek3 +

+ φ1n(u
ℓ
n)ek4

)
�d

n({uℓ
n})
]
= 0 ,

∀ ki = 1, N, n ∈ N\N1 ,





(3)

где 1L —L-мерный вектор-столбец, составлен-
ный из единиц.

Далее, необходимо построить совместное рас-
пределение наблюдений {(τn, Yn)} и состояния X .
Распределение процесса X известно [18]. Пусть
{σn}n∈N — последовательность моментов скач-
ков X, тогда ∀ t ∈ R+ и j 6= i

P{σn+1 6 t,X(σn+1) = ej |Fσn
} = I[σn,+∞)(t)×

×
N∑

i=1

e⊤i X(σn)

t∫

σn

λij(s) exp




s∫

σn

λii(u) du


 ds .

Осталось лишь построить условное распределение
{(τn, Yn)} относительно X .

Прежде всего, с каждым МТП {(τn, Yn)} взаим-
но однозначным образом связана стохастическая
мера µ:

µ(ω, dt, dy) ,
∑

n∈N

δ(τn(ω),Yn(ω))(dt, dy) .

Для вывода уравнений фильтрации необходи-
мо определить компенсатор ν(ω, dt, dy) меры
µ(ω, dt, dy), т. е. такую Gt-предсказуемую стохасти-
ческую меру, для которой равенство

E





∫

R+×RM

ψ(ω, t, y)µ(ω, dt, dy)




=

= E





∫

R+×RM

ψ(ω, t, y)ν(ω, dt, dy)





выполняется для любого неотрицательного огра-
ниченного Gt-предсказуемого случайного процес-
са ψ(ω, t, y). В дальнейшем изложении в обозна-
чении процессов ψ(ω, t, y) и стохастических мер
µ(ω, dt, dy) для краткости зависимость от случай-
ного события ω будет опускаться, т. е. ψ(t, y) ,
, ψ(ω, t, y) и µ(dt, dy) , µ(ω, dt, dy). Будет также
использоваться обозначение X̂(t, u) , E {X(t)|Gu}
(u > t) для оценки оптимального сглаживания со-
стояния в фиксированной точке t по наблюдениям
на отрезке [0, u].

Как и в случае классического фильтра Калмана–
Бьюси [19] и обобщения фильтра Вонэма [16], оцен-
ку оптимальной фильтрации в данной задаче уда-
ется представить в конечномерном виде: в каждый
момент времени t искомая оценка X̂(t) выражается
с помощью решения некоторой конечной системы
дифференциальных и алгебраических уравнений.
Это означает, что условное распределение X(t) от-
носительно Gt характеризуется некоторым конеч-
ным набором достаточных статистик. В данной
системе наблюдений такими статистиками являют-
ся матричнозначные функции Zn(t) : [τn−1, τn) →
→ RN×N , n ∈ N:

Zn(t) , E
{
X(τn−1)Ĩn(t)X

⊤(t)|G(n − 1)
}
,

где

Ĩn(t) , E
{
I[τn−1,τn)(t)|FX ∨ G(n− 1)

}
.
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Следующее вспомогательное утверждение опре-
деляет искомое условное распределение {(τn, Yn)}
относительно его предыстории и МСП X, уравне-
ние для процессов {Zn(·)}n∈N, а также компенса-
тор ν меры µ.

Лемма 1.

1. Условная функция распределения момента скач-

ка τn относительно FX
∨G(n− 1) определяется

формулой (t > τn−1):

P
{
τn 6 t|FX ∨ G(n− 1)

}
=

= P
{
τn 6 t|FX

t ∨ G(n− 1)
}
=

= 1− exp



−

t∫

τn−1

1⊤M
(
φ0n(s)X(τn−1) +

+ φ1n(s)X(s−)
)
�c

n(ds)



×

×
∏

τn−1<s6t

[
1− 1⊤M

(
φ0n(s)X(τn−1) +

+ φ1n(s)X(s−)
)
�d

n({s})
]
. (4)

2. Совместное условное распределение момента

скачка τn и значения наблюдения Yn относитель-

но FX
∨G(n − 1) определяется формулой (t >

> τn−1):

P
{
τn 6 t, Yn = fi|FX ∨ G(n− 1)

}
=

= P
{
τn 6 t, Yn = fi|FX

t ∨ G(n− 1)
}
=

=

t∫

τn−1

f⊤
i

(
φ0n(s)X(τn−1) + φ

1
n(s)X(s−)

)
×

× exp



−

s∫

τn−1

1⊤M
(
φ0n(u)X(τn−1) +

+ φ1n(u)X(u−)
)
�c

n(du)



×

×
∏

τn−1<u<s

[
1− 1⊤M

(
φ0n(u)X(τn−1) +

+ φ1n(u)X(u−)
)
�d

n({u})
]
�n(ds) .

3. На каждом полуинтервале [τn−1, τn) статисти-

ка {Zn(·)}n∈N является единственным решени-

ем системы обыкновенных линейных дифференци-

альных уравнений с разрывной случайной правой

частью:

Zn(t) = diag(X̂(τn−1)) +

t∫

τn−1

Zn(s−)˜(s)ds−

−
t∫

τn−1

[
diag(1⊤Mφ0n(s))Zn(s−) +

+ Zn(s−) diag(1⊤Mφ1n(s))
]
�n(ds) . (5)

4. Компенсатор ν меры µ равен

ν(dt, dy) =

=
∑

n∈N

M∑

j=1

I(τn−1,τn](t)y
⊤ (φ0n(t)Xn(τn−1, t−) +

+ φ1n(t)Xn(t−)
)
δ{fj}(dy)�n(dt) , (6)

где процессы

Xn(τn−1, t) ,
1

E

{
Ĩn(t)|G(n− 1)

} ×

×E
{
X(τn−1)Ĩn(t)|G(n− 1)

}
(7)

и

Xn(t) ,
1

E
{
Ĩn(t)|G(n − 1)

} ×

×E
{
X(t)Ĩn(t)|G(n− 1)

}
(8)

выражаются через статистики Zn(t):

Xn(τn−1, t) =
1

1⊤NZn(t)1N

Zn(t)1N ;

Xn(t) =
1

1⊤NZn(t)1N

Z
⊤
n (t)1N .





(9)

Д о к а з а т е л ь с т в о леммы 1 приведено в прило-
жении.

Лемма 1 позволяет получить важное следствие,
необходимое в дальнейшем для обеспечения того,
чтобы искомая оценка фильтрации являлась ре-
гулярной версией условного распределения. Для
этого рассмотрим множества Oi

n (n ∈ N, i = 1,M)

Oi
n , {ω ∈ Ÿ : τn > τn−1,

Yn = fi, f
⊤
i

(
φ0n(τn)X(τn−1) + φ

1
n(τn)X(τn−)

)
= 0,

1⊤M
(
φ0n(τn)X(τn−1) + φ

1
n(τn)X(τn−)

)
> 0
}

и вычислим условные вероятности P{Oi
n|FX ∨

∨ G(n − 1)}. С использованием утверждения 2
леммы 1 это происходит следующим образом:
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P
{
Oi

n|FX ∨ G(n− 1)
}
=

= E
{
IOi

n
(ω)|FX ∨ G(n− 1)

}
=

=

∫

{
s>τn−1: f⊤

i (φ
0
n(s)X(τn−1)+φ1n(s)X(s−))=0;

1
⊤
M(φ0n(s)X(τn−1)+φ1n(s)X(s−))>0

}
P
{
τn ∈ ds,

Yn = fi|FX ∨ G(n− 1)
}
=

=

∫

{
s>τn−1: f⊤

i (φ0n(s)X(τn−1)+φ1n(s)X(s−))=0,
1
⊤
M(φ

0
n(s)X(τn−1)+φ1n(s)X(s−))>0

}
f⊤

i

(
φ0n(s)X(τn−1) +

+ φ1n(s)X(s−)
)
exp



−

s∫

τn−1

1⊤M
(
φ0n(u)X(τn−1) +

+ φ1n(u)X(u−)
)
�c

n(du)



×

×
∏

τn−1<u<s

[
1− 1⊤M

(
φ0n(u)X(τn−1) +

+ φ1n(u)X(u−)
)
�d

n({u})
]
�n(ds) = 0 .

Таким образом, доказано

Следствие 1. ∀ n ∈ N и i = 1,M P−п. н. верно
равенство

P
{
Oi

n|G(n− 1) ∨ FX
}
= 0 .

С практической точки зрения смысл след-
ствия вполне прозрачен: если в момент време-
ни t появилось наблюдение Yn и интенсивность
появления исхода наблюдения fi равна 0, т. е.
f⊤

i

(
φ0n(t)X(τn−1) + φ

1
n(t)X(t−)

)
= 0, то вероят-

ность того, что Yn = fi, равна 0.
Утверждения леммы 1 также позволяют сделать

важные выводы как относительно вида компенса-
тора ν, так и относительно искомой оценки фильт-
рации X̂(t).

Теорема 1.

1. Оценка X̂(t) оптимальной фильтрации состоя-

ния X(t) имеет вид:

X̂(t) =
∑

n∈N

I[τn−1,τn)(t)×

×E {X(t)|G(n− 1) ∨ {τn > t}} , (10)

где

I[τn−1,τn)(t)E {X(t)|G(n− 1) ∨ {τn > t}} =
= I[τn−1,τn)(t)Xn(t) P− п. н., (11)

а Xn(t), в свою очередь, определяется формула-

ми (9) и (5).

2. Компенсатор ν меры µ равен

ν(dt, dy) =

=
∑

n∈N

M∑

j=1

I(τn−1,τn](t)y
⊤
(
φ0n(t)X̂(τn−1, t−) +

+ φ1n(t)X̂(t−)
)
δ{fj}(dy)�n(dt) . (12)

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 1 приведено в прило-
жении.

Утверждение 1 теоремы дает весьма важное
представление о разнице между «дискретными»
σ-алгебрами G(n) и их «непрерывными» аналогами
Gt, о которой упоминалось в [20]. Если до момен-
та времени t произошло n − 1 скачков процесса
Y (t), то Gt — минимальная σ-алгебра, содержащая
G(n− 1), а также событие {ω : τn(ω) > t}.

Из определений (7) и (8), уравнения (5) для вы-
числения Zn(t) и вида (10) для УМО X̂(t) следует,
что компенсатор (12) может быть записан более
компактно. Для этого на промежутках [τn−1, τn)
введем в рассмотрение вспомогательные матрич-
нозначные процессы с траекториями, P−п. н. не-
прерывными слева:

βn(t) , φ0n(t)E{X(τn−1)Ĩn(t−)X⊤(t−)|G(n− 1)}+
+ φ1n(t)E

{
X(t−)Ĩn(t−)X⊤(t−)|G(n− 1)

}
=

= φ0n(t)Zn(t−) + φ1n(t) diag(1⊤NZn(t−)) ; (13)

β̂n(t) , φ0n(t)E
{
X(τn−1)X

⊤(t−)|Gt−
}
+

+ φ1n(t)E
{
X(t−)X⊤(t−)|Gt−

}
=

=
1

1⊤NZn(t−)1N

βn(t) . (14)

При этом выполняются равенства:

φ0n(t)E
{
X(τn−1)Ĩn(t−)|G(n− 1)

}
+

+ φ1n(t)E
{
X(t−)Ĩn(t−)|G(n− 1)

}
= βn(t)1N ;

φ0n(t)X̂(τn−1, t−) + φ1n(t)X̂(t−) = β̂n(t)1N .

Таким образом, компенсатор ν также может быть
записан в виде:

ν(dt, dy) =

=
∑

n∈N

M∑

j=1

I(τn−1,τn](t)1
⊤
N β̂

⊤
n (t)yδ{fj}(dy)�n(dt) .
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4 Решение задачи фильтрации

Следующее утверждение представляет основ-
ной результат — формулы для вычисления искомой
оценки оптимальной фильтрации.

Теорема 2. Пусть для системы наблюдений (1), (2)
выполнены условия (а)–(е). Тогда регулярная версия

условного распределения X̂(t) вычисляется с помощью

решения следующих рекуррентно связанных диффе-

ренциальных и алгебраических уравнений:

(1) при t = 0
X̂(0) = p0 ;

(2) при t ∈ (τn−1, τn)

X̂(t) =
1

1⊤NZn(t)1N

Z
⊤
n (t)1N ,

где Zn(t) является решением уравнения (5);

(3) при t = τn

X̂(τn) =

=





X̂(τn−), если 1⊤N β̂
⊤
n (τn)Yn = 0;

1

1⊤N β̂
⊤
n (τn)Yn

β̂⊤
n (τn)Yn,

если 1⊤N β̂
⊤
n (τn)Yn > 0

и 1⊤N β̂
⊤
n (τn)1M�

d
n({τn}) < 1;

1

1⊤N β̂
⊤
n (τn)Yn

β̂⊤
n (τn)Yn −

−
[
β̂⊤

n (τn)1M�
d
n({τn})− X̂(τn−)

]
,

если 1⊤N β̂
⊤
n (τn)Yn > 0

и 1⊤N β̂
⊤
n (τn)1M�

d
n({τn}) = 1 ,

(15)

где β̂n(t) определяется формулами (13) и (14).

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 2 приведено в прило-
жении.

5 Численный пример

В качестве иллюстративного примера рассмат-
ривается задача оперативного оценивания состо-
яния удаленного сервера по результатам одного
запроса к нему. Предполагается, что состояние
пары «телекоммуникационный канал – сервер»
X(t) недоступно прямому наблюдению и описы-
вается однородным МСП с тремя возможными
состояниями:

(1) X(t) = e1 — с сервером отсутствует связь;

(2) X(t) = e2 — с сервером есть связь, сервер не
загружен;

(3) X(t) = e3 — с сервером есть связь, сервер
загружен.

Матрица интенсивности ˜ переходов МСП X(t)
известна, в начальный момент времени t = 0 рас-
пределение X(0) совпадает со стационарным.

О состоянии удаленного сервера имеется кос-
венная информация — результат отправленного
в начальный момент времени запроса к данному
серверу. Возможными исходами запроса являются:

– Y1 = f1 — «предметный» ответ сервера;

– Y1 = f2 — общее сообщение об ошибке.

Результат запроса к серверу появляется в случайный
момент времени τ1, распределение которого зави-
сит от состояния X . О модели результата запроса
к серверу доступна следующая априорная инфор-
мация. Сообщение об ошибке может появиться
только в один из дискретных моментов истечения
времен ожидания (тайм-аутов):

– t1 — тайм-аут, связанный с временем ожидания
установления сетевого соединения;

– t2 — предельное время выполнения запроса
системой управления базой данных на удален-
ном сервере;

– t3 — предельное время формирования резуль-
татов запроса на интернет-сервере;

– t4 — тайм-аут, связанный с временем передачи
по сети результатов выполнения запроса.

Если в начальный момент времени связь с сервером
отсутствует, то сервер выдает сообщение об ошиб-
ке. Первое слагаемое интенсивности наблюдений
имеет вид:

t∫

0

φ0(s)X(0)�(ds) =

=




t∫

0

4∑

j=1

p1jδtj
(ds)

s∫

0

4∑

k=1

p1kδtk
(du)

0 0

0 0 0




X(0) .

Если удаленный сервер пребывает в состоянии ei

(i = 2, 3), то «предметный» ответ поступает через
случайное время, имеющее плотность распределе-
ния ψi(t). В этих же состояниях сервер также может
выдавать общее сообщение об ошибках: это связа-
но с превышением времени выполнения запросов,
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подготовки их отправки и пр. Второе слагаемое
интенсивности имеет вид:

t∫

0

φ1(s)X(0)�(ds) =

=

t∫

0




0
π21ψ2(s) ds

ā2(s)

π31ψ3(s) ds

ā3(s)

0

π22

4∑

j=1

p2jδtj
(ds)

ā2(s)

π32

4∑

j=1

p3jδtj
(ds)

ā3(s)



X(s−),

где

āi(s) ,

∫

[s,+∞)


πi1ψ2(u)du + πi2

4∑

j=1

p2jδtj
(du)


 ,

i = 2, 3,

есть условные «функции дожития», соответству-
ющие распределению момента τ1 при условии
X(t) ≡ ei.

Численный эксперимент проводился для сле-
дующих вероятностных параметров и плотностей
распределения:

˜ =




−0,01 0,01 0
0,00002 −0,00022 0,0002
0,00003 0,0008 −0,00083


 ;

π21 = 0,99; π22 = 0,01; π31 = 0,85; π32 = 0,15;

ψi(t), i = 2, 3, — усеченные плотности распределе-
ния Парето:

ψi(t) ,

, C(ki, σi, θi, Ti)I[σi,Ti](t)

(
1 + ki

t− θi

σi

)−1−1/ki

,

где C(·)— нормировочные константы:

k2 = 0,5; σ2 = 50; θ2 = 1; T2 = 1000;

k3 = 5; σ3 = 300; θ3 = 100; T3 = 1000.

Временн‚ые и вероятностные характеристики дис-
кретной части распределений приведены в таб-
лице.

Характеристики дискретной части распределений

i ti p1i p2i p3i
1 200 0,6 0,01 0,01
2 600 0,4 0,79 0,09
3 900 0 0,1 0,7
4 1000 0 0,1 0,2

На рис. 1, а для сравнения представ-
лены значения априорных вероятностей
P {X(t) = e1} = e⊤1 p(t) и условных вероятностей
P {X(t) = e1|G(t)} = e⊤1 X̂(t). Для этих графиков
предполагается, что в качестве результата обра-
щения к серверу выступает «предметный» ответ
Y1 = f1. Каждый график представляет собой эво-
люцию во времени априорной или условной веро-
ятности, а разные графики соответствуют разным
моментам τ1.

Рисунки 1, б и 1, в содержат соответствующие
графики для состояний e2 и e3.

Рисунки 2а – 2в аналогичны рисункам 1, а – 1, в,
но соответствуют случаю, когда в качестве результа-
та запроса к серверу выступает сообщение об ошиб-
ке, т. е. Y1 = f2. Каждый график представляет собой
эволюцию во времени априорной или условной ве-
роятности, а разные графики соответствуют разным
моментам τ1.

Полученные результаты демонстрируют вариа-
тивность условного распределения по отношению
к соответствующему априорному в зависимости от
момента появления наблюдения τ1 и его исхода Y1.
Например, априорная вероятность того, что сервер
свободен, равна P {X(t) = e1} ≡ 0,801. В то же
время соответствующая условная вероятность ко-
леблется в пределах от 0,5 до 1 в случае Y1 = f1 и от
0,17 до 0,82 в случае Y1 = f2. Этот факт означает,
что имеющиеся косвенные неполные измерения,
тем не менее, несут серьезную информацию о со-
стоянии удаленного сервера. Их учет в алгоритмах
управления распределением нагрузки между уда-
ленными серверами может существенно увеличить
эффективность их использования.

6 Заключение

Предложенная в работе концепция исследо-
вания системы наблюдений с марковским состо-
янием и наблюдением в форме МТП с ком-
пенсатором — линейной функцией состояния,
представляется достаточно перспективной с точки
зрения дальнейших теоретических и практических
исследований. Прежде всего необходимо рассмот-
реть управляемый вариант предложенной в работе
системы наблюдений и исследовать для нее мартин-
гальную проблему. Во-вторых, важным результатом
являлось бы построение некоторого «универсаль-
ного» вероятностного пространства, каноническо-
го для всего рассматриваемого семейства управля-
емых марковских процессов. Интересным также
представляется определение в этом пространстве
условий, обеспечивающих непрерывную зависи-
мость траекторий управляемых процессов от при-
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Рис. 1 Априорные (0) и условные вероятности событий X(t) = e1 (а), e2 (б) и e3 (в) при Y1 = f1 и различных τ1: 1 —
50; 2 — 100; 3 — 150; 4 — 250; 5 — 300; 6 — 350; 7 — 400; 8 — 450; 9 — 500; 10 — 550; 11 — 650; 12 — 700; 13 — 750; 14 —
800; 15 — 850; 16 — 900
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Рис. 2 Априорные (0) и условные вероятности событий X(t) = e1 (а), e2 (б) и e3 (в) при Y1 = f2 и различных τ1: 1 —
200; 2 — 600; 3 — 900; 4 — 1000

62 ИНФОРМАТИКА И ЕЁ ПРИМЕНЕНИЯ том 8 выпуск 3 2014



Применение алгоритмов оптимальной фильтрации для решения задачи мониторинга доступности удаленного сервера

меняемого управления. Эти результаты могли бы
позволить корректно сформулировать и решить за-
дачу оптимального управления марковским про-
цессом по наблюдениям МТП.

Одновременно с этим для практики важной
является разработка на основании полученных тео-
ретических результатов эффективных численных
субоптимальных и робастных алгоритмов баланси-
ровки нагрузки в распределенных инфотелекомму-
никационных системах, а также решение для этих
управляемых систем наблюдения задачи комплекс-
ной идентификации параметров.

Все перечисленные выше вопросы являются
предметом дальнейших исследований.

Приложение
Д о к а з а т е л ь с т в о леммы 1. Определим на [τn−1,+∞)
процесс с одним скачком, описывающий появление n-го
наблюдения:

Yn(t) =

{
0 , t ∈ [τn−1, τn) ;

Yn , t > τn .

Согласно (2) данный процесс является специальным
семимартингалом и допускает мартингальное представ-
ление

Yn(t) =

τn∧t∫

τn−1∧t

(
φ0n(s)X(τn−1) +

+ φ1n(s)X(s−)
)
�n(ds) +M

Y
n (t) . (16)

Сначала определим условное распределение τn относи-
тельноFX

t

∨
G(n−1), для чего на [τn−1,+∞) рассмотрим

случайный процесс In(t) , I{0}(1
⊤Yn(t)) = I[τn−1,τn)(t).

В соответствии с этим определением, формулой (16) и
свойствами меры �n(·) процесс In(t) представим в виде:

In(t) = 1−

t∫

τn−1

In(s−)1
⊤
M dYn(s) =

= 1−

t∫

τn−1

In(s−)1
⊤
M

(
φ0n(s)X(τn−1) +

+ φ1n(s)X(s−)
)
�n(ds)−

t∫

τn−1

In(s−)1
⊤
M dMY

n (s). (17)

Тогда Ĩn(t) , E
{
In(t)|F

X
t

∨
G(n− 1)

}
=

= I[τn−1,+∞)(t)P
{
τn > t|FX

t

∨
G(n− 1)

}
представляет

собой так называемую «функцию дожития», зная кото-
рую, легко получить условную функцию распределения:
F̃n(t) , P

{
τn 6 t|FX

t

∨
G(n− 1)

}
= 1− Ĩn(t).

Для нахождения Ĩn(t) воспользуемся методом вы-
вода уравнений оптимальной нелинейной фильтрации,
предложенным в [16]. Беря УМО от обеих частей (17)
относительно FX

t

∨
G(n− 1), легко проверить, что

Ĩn(t) = 1−

t∫

τn−1

Ĩn(s−)1
⊤
M

(
φ0n(s)X(τn−1) +

+ φ1n(s)X(s−)
)
�n(ds) + M̃

I
n(t) , (18)

где M̃I
n(t) — некоторый FX

t

∨
G(n − 1)-согласованный

мартингал. Он представим в виде:

M̃I
n(t) =

t∫

τn−1

γ(s) dMX(s) ,

где γ(s) , γ(ω, s) : Ÿ × R+ → R
1×N – FX

s

∨
G(n − 1)-

предсказуемый процесс, подлежащий определению:
По обобщенному правилу Ито

X(t)Ĩn(t) = X(τn−1) +

t∫

τn−1

X(s−) dĨn(s) +

+

t∫

τn−1

dX(s)Ĩn(s−) +
∑

τn−1<s6t

–X(s)–Ĩn(s) =

= X(τn−1)−

t∫

τn−1

X(s−)Ĩn(s−)1
⊤
(
φ0n(s)X(τn−1) +

+ φ1n(s)X(s−)
)
�n(ds) +

+

t∫

τn−1

(
˜⊤(s)X(s−)Ĩn(s−) +

+ diag(γ(s))˜⊤(s)X(s−)
)
ds+M1(t) , (19)

где M1(t)— FX
t

∨
G(n− 1)-согласованный мартингал.

Из условия (д) следует, что [X,Y ]t ≡ 0 P–п. н., а
значит, и [X, In]t ≡ 0, поэтому по правилу Ито

X(t)In(t) = X(τn−1) +

+

t∫

τn−1

X(s−) dIn(s) +

t∫

τn−1

dX(s)In(s−) =

= X(τn−1)−

t∫

τn−1

X(s−)In(s−)1
⊤
M

(
φ0n(s)X(τn−1) +

+ φ1n(s)X(s−)
)
�n(ds) +

+

t∫

τn−1

˜⊤(s)X(s−)In(s−) ds+M2(t) , (20)

где M2(t) — Ft-согласованный мартингал. Вычисляя
УМО от обеих частей (20) относительно FX

t

∨
G(n − 1),

получаем выражение

X(t)Ĩn(t) = X(τn−1)−

−

t∫

τn−1

X(s−)Ĩn(s−)1
⊤
M

(
φ0n(s)X(τn−1) +
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+ φ1n(s)X(s−)
)
�n(ds) +

+

t∫

τn−1

˜⊤(s)X(s−)Ĩn(s−) ds+M3(t) , (21)

где M3(t) — FX
t

∨
G(n − 1)-согласованный мартингал.

Формулы (19) и (21) представляют собой две записи мар-
тингального разложения одного и того же специального
семимартингалаX(t)Ĩn(t), и в силу единственности этого
разложения верно равенство

diag γ(s)˜⊤(s)X(s−) ≡ 0

P–п. н. почти для всех s ∈ [τn−1,+∞). Решение по-
следнего уравнения не единственно, но версии полу-
ченного процесса Ĩn(t) (18) при выборе разных γ будут
неотличимыми, поэтому можно выбрать частный случай
решения — тождественный ноль, т. е. положить γ(s) ≡
≡ 0, s ∈ [τn−1,+∞). Таким образом, функция дожития
Ĩn(t) удовлетворяет обыкновенному линейному диффе-
ренциальному уравнению с разрывной случайной правой
частью

Ĩn(t) = 1−

t∫

τn−1

1
⊤
M

(
φ0n(s)X(τn−1) +

+ φ1n(s)X(s−)
)
Ĩn(s−)�n(ds) . (22)

Решение этого уравнения известно:

Ĩn(t) = exp




−

t∫

τn−1

1
⊤
M

(
φ0n(s)X(τn−1) +

+ φ1n(s)X(s−)
)
�c

n(ds)





×

×
∏

τn−1<s6t

[
1− 1⊤M

(
φ0n(s)X(τn−1) +

+ φ1n(s)X(s−)
)
�d

n({s})
]
. (23)

Рассмотрим теперь процесс Ĩn(t, u) ,
, E

{
In(t)|F

X
u

∨
G(n− 1)

}
как функцию времени u

(t 6 u). Можно показать, что Ĩn(t, u) представим в виде:

Ĩn(t, u) = Ĩn(t) +

u∫

t

ǫ(s) dMX(s) , (24)

где ǫ(s) , ǫ(ω, s) : Ÿ × R+ → R
1×N — FX

s

∨
G(n − 1)-

предсказуемый процесс, вновь подлежащий определе-
нию. Действуя аналогичным образом как при выводе
коэффициента γ(s), можно показать, что ǫ(s) ≡ 0, s ∈

∈ (t,+∞), т. е. Ĩn(t, u) ≡ Ĩn(t) при u > t. Этот факт
совместно с формулой (24) доказывает истинность утвер-
ждения 1 леммы 1. При этом выполнение условий (3)
гарантирует, что функция, определяемая формулой (23),
действительно P–п. н. обладает свойствами функции
распределения.

Далее, процесс Yn(t) может быть представлен следу-
ющим образом:

Yn(t) =

t∫

τn−1

dYn(s)In(s−) =

=

t∫

τn−1

(
φ0n(s)X(τn−1) + φ

1
n(s)X(s−)

)
In(s−)�n(ds) +

+

t∫

τn−1

dMY
n (s)In(s−) .

Обозначим Ỹn(t) , E
{
Yn(t)|F

X
t

∨
G(n− 1)

}
. Действуя

аналогично доказательству утверждения 1 леммы 1 и ис-
пользуя (23) для Ĩn(t), легко показать, что

Ỹn(t) = E
{
Yn(t)

∣∣∣FX ∨ G(n− 1)
}
=

=

t∫

τn−1

(
φ0n(s)X(τn−1) + φ

1
n(s)X(s−)

)
Ĩn(s−)�n(ds) =

=

t∫

τn−1

(
φ0n(s)X(τn−1) + φ

1
n(s)X(s−)

)
×

× exp




−

s∫

τn−1

1
⊤
M

(
φ0n(u)X(τn−1) +

+ φ1n(u)X(u−)
)
�c

n(du)





×

×
∏

τn−1<u<s

[
1− 1⊤M

(
φ0n(u)X(τn−1) +

+ φ1n(u)X(u−)
)
�d

n({u})
]
�n(ds) . (25)

Формула (4) — утверждение 2 леммы 1 — непосред-
ственно следует из (25) благодаря тому факту, что
P
{
τn 6 t, Yn = fi|F

X
t

∨
G(n− 1)

}
= f⊤

i Ỹn(t).
Рассмотрим на промежутке [τn−1, τn) процесс

Zn(t) , X(τn−1)Ĩn(t)X
⊤(t). Используя правило Ито,

формулы (2), (22) и свойства матриц, можно получить
стохастическое дифференциальное уравнение для Zn(t):

Zn(t) = diag(X(τn−1)) +

t∫

τn−1

Zn(s−)˜(s) ds−

−

t∫

τn−1

[
diag(φ0⊤n (s)1M )Zn(s−) +

+ Zn(s−) diag(φ
1⊤
n (s)1M )

]
�n(ds) +

+

t∫

τn−1

X(τn−1)Ĩn(s−) d
(
MX

)⊤

(s) , (26)

гдеMX(t)— мартингал из разложения (1).
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Беря УМО от левой и правой частей (26) относитель-
но G(n−1), получаем искомую систему (5) дляZn(t), т. е.
доказываем истинность утверждения 3 леммы 1.

Согласно [14] компенсатор ν определяется формулой:

ν(dt, dy) =
∑

n∈N

I(τn−1,τn](t)
Pn(dt, dy)

Pn([t,+∞)× R
M )

, (27)

где Pn(dt, dy) — условное распределение пары (τn, Yn)
относительно G(n − 1). Формула (27) определена кор-
ректно, так как на множестве {ω : τn−1(ω) < t 6 τn(ω)}
случайная величинаPn([t,+∞)×R

M ) > 0P–п. н. Фор-
мула (25) задает распределение относительно более ши-
рокойσ-алгебрыFX∨G(n−1). Используя свойства УМО,
можно получить выражение для знаменателя в (27):

Pn([t,+∞)× R
M ) = P {τn > t|G(n− 1)} =

= E
{
P{τn > t|FX ∨ G(n− 1)}|G(n− 1)

}
=

= E
{
Ĩn(t−)|G(n− 1)

}
(28)

и для числителя

Pn(dt, dy) =

= P {τn ∈ [t, t+ dt), Yn ∈ [y, y + dy)|G(n− 1)} =

= E
{
P

{
τn ∈ [t, t+ dt), Yn ∈ [y, y + dy)|FX∨

∨ G(n− 1)
}
|G(n− 1)

}
=

= E

{
M∑

i=1

y⊤
(
φ0n(t)X(τn−1) +

+ φ1n(t)X(t−)
)
Ĩn(t−)δ{fi}(dy)�n(dt)|G(n− 1)

}
=

=
M∑

i=1

y⊤
[
φ0n(t)E

{
X(τn−1)Ĩn(t−)|G(n− 1)

}
+

+ φ1n(t)E
{
X(t−)Ĩn(t−)|G(n− 1)

}]
δ{fi}(dy)�n(dt). (29)

Подставляя (28) и (29) в (27), получаем требуемую
формулу (6). Все утверждения леммы доказаны.

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 1. По определению

G(n−1)∨{τn > t} , σ{{ω : τn(ω) > t}, A : A ∈ G(n−1)}

есть минимальная σ-алгебра, содержащаяG(n−1)и {ω ∈
∈ Ÿ : τn > t}.

Определим процессы

Jn(t) , I[τn,+∞)(t) ;

J̃n(t) , E
{
Jn(t)|F

X
∨

G(n− 1)
}
;

÷Xn(t) , I[0,τn−1)(t)E {X(t)|G(n− 1)}+

+ I[τn−1,τn)(t)Xn(t) + I[τn,+∞)(t)×

×E
{
J̃n(t)|G(n− 1)

}+
E

{
X(t)J̃n(t)|G(n− 1)

}
.

Выберем произвольное A ∈ G(n − 1) и положим B ,
, A

⋂
{τn > t}, тогда из свойств УМО следует цепочка

равенств:

E

{
IB(ω)(X(t)− ÷Xn(t))

}
= E

{
IA(ω)

(
I[0,τn−1)(t) +

+ I[τn−1,τn)(t)
) (
X(t)− ÷Xn(t)

)}
=

= E
{
E
{
IA(ω)I[0,τn−1)(t) (X(t)−

−E {X(t)|G(n− 1)}) |G(n− 1)}}+

+E



IA(ω)I[τn−1,τn)(t)


X(t)−

−
1

E

{
Ĩn(t)|G(n− 1)

} E
{
X(t)Ĩn(t)|G(n− 1)

}




 =

= E
{
E

{
IA(ω)I[τn−1,τn)(t)

(
X(t)−

−Xn(t)
) ∣∣∣G(n− 1)

}}
= 0.

Доказательство равенствE
{
IB(ω)(X(t)− ÷Xn(t))

}
=

= 0 для B = A
⋃
{τn > t}, B = A

⋂
{τn 6 t} и B =

= A
⋃
{τn 6 t} проводится аналогично. Таким обра-

зом, доказано, что ÷Xn(t) = E {X(t)|G(n− 1)
∨
{τn > t}}

P–п. н., из чего непосредственно следует истинность
формулы (11).

Естественный поток σ-алгебр Gt, порожденный про-
цессом наблюдений в непрерывном времени Y (t), совпа-
дает с естественным потоком, порожденным стохастиче-
ской мерой µ, т. е.

Gt = σ{µ(A×B) : A ∈ B([0, t]) , B ∈ R
M} .

Поэтому для доказательства того, что оценка X̂(t),
вычисленная по формуле (10), действительно являет-
ся УМО относительно Gt, достаточно показать, что

E

{
(X(t)− X̂(t))µ([a, b)× {fj})

}
≡ 0 для любых 0 6

6 a < b 6 t и j = 1,M .
Свойства УМО позволяют получить следующую це-

почку равенств:

E

{
(X(t)− X̂(t))µ([a, b)× {fj})

}
=

=
∑

m6n−1

E

{
I[a,b)(τm)I[τn−1,τn)(t)

(
X(t)−Xn(t)

)
Y ⊤

m

}
fj =

=
∑

m6n−1

E
{
E
{
I[a,b)(τm)I[τn−1,τn)(t)

(
X(t)−

−Xn(t)
)
Y ⊤

m |FX ∨ G(n− 1)
}}

fj =

=
∑

m6n−1

E

{
I[a,b)(τm)Ĩn(t)

(
X(t)−Xn(t)

)
Y ⊤

m

}
fj =

=
∑

m6n−1

E

{
E

{
I[a,b)(τm)Ĩn(t)

(
X(t)−

−Xn(t)
)
Y ⊤

m

∣∣∣G(n− 1)
}}

fj =
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=
∑

m6n−1

E

{
I[a,b)(τm)E

{
Ĩn(t)

(
X(t)−

−Xn(t)
) ∣∣∣G(n− 1)

}
Y ⊤

m

}
fj = 0 .

Истинность представления (10) для E {X(t)|Gt} доказа-
на. Формула (12) получается непосредственно из (6) и
соотношения I[τn−1,τn)(t)Xn(t) = I[τn−1,τn)(t)X̂(t). Тео-
рема 1 доказана.

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 2. В силу включения
Gt ⊆ Ft из уравнения (1) следует, что найдется такой
Gt-согласованный мартингал M̂X(t), что

X̂(t) = p0 +

t∫

0

˜⊤(s)X̂(s−) ds+ M̂X(t). (30)

Общий вид M̂X(t) представлен в [13] (теорема 4.10.1), и с
учетом специфических условий рассматриваемой задачи
оценивания этот мартингал представим в виде интеграла
по случайной мере

M̂X(t) =

∫

[0,t]×RM

H(s, y) (µ(ds, dy)− ν(ds, dy)) , (31)

где

U(s, y) , MP
µ

{
X|P̃(G)

}
(s, y)− X̂(s−) ;

H(s, y) , U(s, y) +

+
I{0<α(s)<1}(s)

1− α(s)

∫

RM

U(s, z) ν({s}, dz) ;

α(s) , ν
(
{s} × R

M
)
.





(32)

Ключевым в выводе уравнения оптимальной фильт-
рации является выражение случайного процесса

MP
µ

{
X|P̃(G)

}
(s, y) — УМО относительно σ-алгебры

P̃(G). Это такая предсказуемая случайная функция, что

E





∫

R+×RM

ψ(s, y)X(s)µ(ds, dy)




=

= E





∫

R+×RM

ψ(s, y)MPµ
{
X|P̃(G)

}
(s, y) ν(ds, dy)





(33)

для любой ограниченной неотрицательной предсказу-
емой случайной функции ψ(s, y). Можно проверить, что
такая функция ψ может быть представлена в виде:

ψ(s, y) =
∑

n∈N

h
⊤
y vn(s)I(τn−1,τn](s) ,

где h , col(h1, . . . , hM ) — детерминированный вектор,
{vn(s)}n∈N — последовательность G(n − 1)-измеримых
функций. Из определения интеграла по µ следует, что

E





∫

R+×RM

ψ(s, y)X(s)µ(ds, dy)




=

= E

{∑

n∈N

h
⊤
Ynvn(τn)X(τn)

}
.

Обозначим Ln , E
{
h
⊤
Ynvn(τn)X(τn)

}
и выразим его в

виде интеграла по мере ν подобно (33):

Ln = E
{
E

{
h
⊤
Ynvn(τn)X(τn)|F

X ∨ G(n− 1)
}}
=

=

M∑

j=1

h
⊤
fjE





∞∫

τn−1

vn(s)X(s)f
⊤
j

(
φ0n(s)X(τn−1) +

+ φ1n(s)X(s−)
)
Ĩn(s−)�n(ds)




=

=

M∑

j=1

h
⊤
fjE





∞∫

τn−1

vn(s)β
⊤
n (s)fj�n(ds)




=

M∑

j=1

h
⊤
fj ×

×E





∞∫

τn−1

vn(s)β̂
⊤
n (s)fjE

{
Ĩn(s−)|G(n− 1)

}
�n(ds)




.

Из уравнения (22) для Ĩn(t) следует, что Ĩn(τn−1) = 1, а
из условия (е) — lim

t→∞
Ĩn(t) = 0, поэтому выполняются

равенства:
∫

(τn−1,+∞)

1
⊤
M

(
φ0n(s)X(τn−1) +

+ φ1n(s)X(s−)
)
Ĩn(s−)�n(ds) = 1 ;

Ĩn(t) =

∫

(t,+∞)

1
⊤
M

(
φ0n(s)X(τn−1) +

+ φ1n(s)X(s−)
)
Ĩn(s−)�n(ds) ;

Ĩn(t−) =

∫

[t,+∞)

1
⊤
M

(
φ0n(s)X(τn−1) +

+ φ1n(s)X(s−)
)
Ĩn(s−)�n(ds) .

Используя введенные процессы βn и β̂n, свойства УМО
и теорему Фубини, преобразования интеграла Ln можно
продолжить:

Ln =

M∑

j=1

h
⊤
fjE





∞∫

τn−1

vn(s)β̂
⊤
n (s)fj ×

×




∫

[s,+∞)

1
⊤
Mβn(u)1N�n(du)


�n(ds)




=

=

M∑

j=1

h
⊤
fjE





∞∫

τn−1




u∫

τn−1

vn(s)β̂
⊤
n (s)fj�n(ds)


×
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× 1⊤Mβn(u)1N�n(du)




=

M∑

j=1

h
⊤
fj ×

×E




E





τn∫

τn−1

vn(s)β̂
⊤
n (s)fj�n(ds)|G(n− 1)








=

= E





∫

(τn−1,τn]×RM

h
⊤
yvn(s)β̂

⊤
n (s)y(1

⊤
N β̂

⊤
n (s)y)

+ν(ds, dy)




.

Из последнего равенства следует, что

MP
µ

{
X|P̃(G)

}
(t, y) =

=
∑

n∈N

I(τn−1,τn](t)β̂
⊤
n (t)y(1

⊤
N β̂

⊤
n (t)y)

+ . (34)

Подставим (34) в (32):

U(s, y) =
∑

n∈N

I(τn−1,τn](s)×

×

[
1

1
⊤
N β̂

⊤
n (s)y

β̂⊤
n (s)y − X̂(s−)

]
;

α(s) =
∑

n∈N

I(τn−1,τn](s)1
⊤
N β̂

⊤
n (s)1M�

d
n({s}) ;

H(s, y) =
∑

n∈N

I(τn−1,τn](s)×

×

([
1

1
⊤
N β̂

⊤
n (s)y

β̂⊤
n (s)y − X̂(s−)

]
+

+
(
1− 1⊤N β̂

⊤
n (s)1M�

d
n({s})

)+
×

×
[
β̂⊤

n (s)1M − X̂(s−)1⊤N β̂
⊤
n (s)1M

]
�d

n({s})

)
.





(35)

Далее, комбинируя (35), (31) и (30), можно полу-
чить дифференциальную систему, описывающую эволю-
цию X̂(t) на полуинтервалах [τn−1, τn) между наблюде-
ниями:

X̂(t) = X̂(τn−1) +

t∫

τn−1

˜⊤(s)X̂(s−) ds−

−

t∫

τn−1

[
β̂⊤

n (s)1M − X̂(s−)1⊤N β̂
⊤
n (s)1M

]
�n(ds) . (36)

Уравнение (36) не замкнуто относительно неизвестных:
помимо искомой оценки фильтрации X̂(s) в правую
часть (36) через матричнозначную функцию β̂n(s) также
входит оценка X̂(τn−1, s) сглаживания в фиксированной
точке τn−1. В то же время имеется уравнение (5), замкну-
тое относительно Zn(·). Из (5) уравнение (36) может
быть легко получено подстановкой в него (14). Агреги-
руя (30), (31) и (35), можно также получить алгебраиче-
ские соотношения, определяющие оценки фильтрации в
моменты τn получения наблюдений:

X̂(τn) =





(1⊤N β̂
⊤
n (τn)Yn)

+β̂⊤
n (τn)Yn ,

если 1⊤N β̂
⊤
n (τn)1M�

d
n({τn}) < 1 ;

(1⊤N β̂
⊤
n (τn)Yn)

+β̂⊤
n (τn)Yn −

−
[
β̂⊤

n (τn)1M�
d
n({τn})− X̂(τn−)

]
,

если 1⊤N β̂
⊤
n (τn)1M�

d
n({τn}) = 1 .

(37)

Оценка X̂(τn) (37) не является регулярной версией УМО

в случае, если 1⊤N β̂
⊤
n (τn)Yn = 0 из-за нарушения усло-

вия нормировки. Тем не менее в силу следствия 1

P

{
1
⊤
N β̂

⊤
n (τn)Yn = 0

}
= 0, и на пренебрежимом множе-

стве {ω : 1⊤N β̂
⊤
n (τn)Yn = 0} искомая оценка может быть

переопределена так, чтобы выполнялось условие регу-
лярности: X̂(τn) , X̂(τn−). Тем самым показано, что в
моменты τn появления наблюдений оценка фильтрации
действительно определяется формулой (15). Теорема 2
доказана.

Литература

1. Gnedenko B. V., Kovalenko I. N. Introduction to queueing
theory. — Boston: Birkhauser, 1989. 314 p.

2. Kalashnikov V. V. Mathematical methods for construction
of queueing models. — N.Y.: Springer-Verlag, 1990. 431 p.

3. Bremaud P. Optimal thinning of a point process //
SIAM J. Contr. Optim., 1979. Vol. 17. No. 2. P. 222–
230. doi: 10.1137/0317017.

4. Миллер Б. М., Авраченков К. Е., Степанян К. В., Мил-

лер Г. Б. Задача оптимального стохастического управ-
ления потоком данных по неполной информации //
Проблемы передачи информации, 2005. Т. 41. № 2.
C. 89–110. doi: 10.1007/s11122-005-0020-8.

5. Shen B., Wang Z., Shu H. Nonlinear stochastic systems
with incomplete information: Filtering and control. —
N.Y.: Springer Verlag, 2013. 248 p.

6. Anagnostopoulos A., Kirsch A., Upfal E. Load balancing in
arbitrary network topologies with stochastic adversarial in-
put // SIAM J. Comput., 2005. Vol. 17. No. 3. P. 616–639.
doi: 10.1137/S0097539703437831.

7. Altman E., Ayesta U., Prabhu B. Load balancing
in processor sharing systems // Telecommun. Syst.,
2011. Vol. 47. No. 1-2. P. 35–48. doi: 10.4108/IC-
ST.VALUETOOLS2008.4462.

8. Босов А. В. Моделирование и оптимизация про-
цессов функционирования Информационного web-
портала // Программирование, 2009. № 6. С. 53–66.
doi: 10.1134/S0361768809060048.

9. Босов А. В. Задачи анализа и оптимизации для моде-
ли пользовательской активности. Часть 1. Анализ и
прогнозирование // Информатика и её применения,
2011. Т. 5. Вып. 4. С. 40–52.

10. Olshefski D., Nieh J., Agrawal D. Using CERTES to
infer client response time at the web server // ACM
Trans. Comput. Syst., 2004. Vol. 22. No. 1. P. 49–93. doi:
10.1145/511334.511355.

ИНФОРМАТИКА И ЕЁ ПРИМЕНЕНИЯ том 8 выпуск 3 2014 67



A. V. Borisov

11. Ozsu M. T., Valduriez P. Principles of distributed database
systems. — N.Y.: Springer-Verlag, 2011. 845 p.

12. Elliott R. J., Aggoun L., Moore J. B. Hidden Markov mod-
els: Estimation and control. — N.Y.: Springer-Verlag,
1994. 382 p.

13. Liptser R. Sh., Shiryayev A. N. Theory of martingales. —
N.Y.: Springer-Verlag, 1989. 812 p.

14. Jacod J., Shiryayev A. N. Limit theorems for stochastic
processes. — N.Y.: Springer-Verlag, 2003. 664 p.

15. Elliott R. J. Stochastic calculus and applications. — N.Y.:
Springer-Verlag, 1982. 302 p.

16. Wong E., Hajek B. Stochastic processes in engineering
systems. — N.Y.: Springer-Verlag, 1985. 361 p.

17. Борисов А. В., Миллер Б. М., Семенихин К. В. Фильтра-
ция марковского скачкообразного процесса по на-

блюдениям мультивариантного точечного процес-
са // Автоматика и телемеханика, 2014 (в печати).

18. Юшкевич А. А. Управляемые марковские модели со
счетным множеством состояний и непрерывным вре-
менем // Теория вероятностей и ее применения, 1977.
Т. 22. № 2. C. 222–241. doi: 10.1137/1122029.

19. Kalman R. E., Bucy R. S. New results in linear filtering and
prediction theory // Trans. ASME. J. Basic Eng., 1960.
Vol. 83D. No. 1. P. 95–108.

20. Cvitanic J., Liptser R., Rozovskii B. A filtering approach to
tracking volatility from prices observed at random times //
Ann. Appl. Probab., 2006. Vol. 16. No. 3. P. 1633–1652.
doi: 10.1214/105051606000000222.

Поступила в редакцию 27.06.14

MONITORING REMOTE SERVER ACCESSIBILITY:

THE OPTIMAL FILTERING APPROACH

A. V. Borisov1,2

1Institute of Informatics Problems, Russian Academy of Sciences, 44-2 Vavilov Str., Moscow 119333, Russian
Federation
2Department of Probability Theory, School of Applied Mathematics and Physics, Moscow Aviation Institute,
4 Volokolamskoe Shosse, GSP-3, A-80, Moscow 125993, Russian Federation
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point of the investigated observation system is that the random intensity of observations is a linear function of the
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СРАВНИТЕЛЬНЫЙ АНАЛИЗ ПРОЦЕДУР РЕГРЕССИОННОГО

АНАЛИЗА

М. П. Кривенко1

Аннотация: Рассмотрена задача прогнозирования значений одной переменной по значениям другой
методами регрессионного анализа. В перечень сравниваемых процедур регрессионного анализа были
включены следующие методы оценивания параметров модели: обычный наименьших квадратов, наи-
меньших квадратов на основе знаковых статистик, нулевой корреляции на основе ранговых статистик.
Реализация метода наименьших квадратов на основе знаковых статистик потребовала построения эффек-
тивной процедуры обработки данных, для чего был описан и исследован вариант метода наискорейшего
спуска. В сложной ситуации кусочно-постоянной целевой функции получен работоспособный вариант
соответствующего алгоритма. Проведенный сравнительный анализ процедур регрессионного анализа в
реальных условиях, когда данные не подчиняются нормальному распределению, показал преимущества
непараметрических методов. Принимая во внимание алгоритмические аспекты, в рассматриваемом
случае предпочтение надо отдать процедурам, основанным на рангах, а не на знаках. Достоинства
непараметрических методов позволяют повысить точность согласования двух способов измерения хро-
могранина A, широко используемого в качестве иммуногистохимического маркера нейроэндокринной
дифференцировки.

Ключевые слова: регрессионный анализ; ранговые и знаковые процедуры; качество прогноза; согласова-
ние результатов измерений
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1 Введение

Если в ходе регрессионного анализа появляют-
ся свидетельства того, что распределение данных
существенно отличается от нормального (в част-
ности, присутствуют аномальные наблюдения),
появляются сомнения в эффективности общепри-
нятых методов и приходится обращаться к робаст-
ным методам. Соответствующая мотивация дана во
множестве работ (см., в частности, гл. 2 в [1] или
разд. 1 в [2]). В данной работе рассматривается зада-
ча линейного регрессионного анализа двухмерных
данных и использование результатов ее решения
для прогнозирования значений одной переменной
с помощь другой.

2 Методы линейного
регрессионного анализа

Классический параметрический метод подбора
вида зависимости между переменными основыва-
ется на методе наименьших квадратов, он обладает
оптимальными свойствами при выполнении усло-
вий независимости и гомоскедастичности. Допол-
нительное предположение о нормальности распре-

деления данных приводит к простым статистиче-
ским процедурам описания получающихся оценок.

Для данных примем следующую модель:

Y = XA+ E ,

где Y = (y1, . . . , yn)
T — зависимая переменная,

X =

(
1 · · · 1
x1 · · · xn

)T
— независимая переменная

(предиктор), A = (a1, a2)T — параметры модели,
E = (ε1, . . . , εn)

T — ошибка представления Y с
помощью X .

Обычные оценки наименьших квадратов (OLS-
оценки) являются решением следующей задачи:

SOLS(a1, a2) =⇒
a1,a2

min .

Здесь SOLS(a1, a2) =
n∑

i=1

(yi − a1 − xia2)
2 и имеют

вид:

a∗2 =

n∑

i=1

(xi − x)yi

n∑

i=1

(xi − x)2
; a∗1 = y − a∗2x ,

где верхняя горизонтальная черта означает выбо-
рочное среднее. Здесь и далее аббревиатуры типа
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OLS формировались на основе общепринятых ан-
глоязычных терминов.

Оценки параметров линейной регрессии с по-
мощью непараметрических методов строятся пу-
тем применения идей OLS-оценки и использова-
ния аналогов обычных статистик (см., например,
разд. 8 в [3]), причем объектом анализа становятся
так называемые остатки, т. е. величины yi−a1−xia2,
i = 1, . . . , n.

Регрессия на основе линейных ранговых ста-
тистик Манна–Уитни–Вилкоксона использует ко-
эффициент корреляции общего вида с заменой
значений остатков на их ранги, что приводит к
уравнению для получения оценок параметров ре-
грессионной модели, имеющему следующий вид:

SRZE(a1, a2) = 0 , (1)

где

SRZE(a1, a2) =

=

n∑

i=1

(xi − x) rank (yi − a1 − a2(xi − x)) .

Принимая во внимание инвариантность ран-
гов относительно сдвига, получаем, что (1) экви-
валентно следующему уравнению для нахождения
уже только оценки для a2:

T (a2) = 0 , (2)

где

T (a2) =
n∑

i=1

xi rank (yi − a2xi)−
n(n+ 1)

2
x .

Трудности решения (2) возникают в силу того,
что T (u) — кусочно-постоянная функция. Если
предположить, что xj 6= xi для всех допустимых не-
равных значений i и j, и ввести обозначения bij =
= (yj − yi)/(xj − xi), то оказывается, что функция
T (u)не меняет своего значения при любых u, лежа-
щих между двумя последующими значениями bij .
При этом в общем случае решения (2) может и не
быть. В качестве выхода из создавшегося положе-
ния предлагалось рассматривать T (u) как аппрок-
симацию некоторой непрерывной функции и ис-
пользовать линейную интерполяцию между двумя
соседними значениями u, для которых T (u) прини-
мает различные по знаку значения (см. разд. 8.1.2
в [3]). Таким образом может быть найдена оценка
a∗2 для a2.

Но для задачи прогнозирования важна оценка
и другого параметра регрессионной модели. Су-
ществуют различные варианты ее получения (см.

разд. 8.1.5 в [3]), один из них основывается на
предположениях относительно наблюденных зна-
чений и является действенным и простым. Для
выбранной модели данных остатки вида yi − a2xi

для i = 1, . . . , n имеют идентичные распределения
с медианой, близкой к a1. Поэтому идея метода
оценивания a1 состоит в получении выборочной
медианы для наблюденных значений yi − a∗2xi. Это
замечание завершает описание шагов по оценива-
нию параметров a1 и a2.

Знаковые оценки параметров модели вводятся
на основе знаковых критериев значимости и их ста-
тистик (см. гл. 3 в [4]). Они являются решением
задачи

SSLS(a1, a2) =⇒
a1,a2

min , (3)

где

SSLS(a1, a2) =

(
n∑

i=1

sign (yi − a1 − xia2)

)2
+

+

(
n∑

i=1

xisign (yi − a1 − xia2)

)2
.

К сожалению, предложенные в [4] решения этой
задачи даже применительно к простой двухпара-
метрической регрессионной модели далеки от за-
вершения. Поэтому для того, чтобы провести срав-
нительный анализ методов оценивания, пришлось
сначала предложить и исследовать приемы постро-
ения знаковых оценок.

Введем ряд функций от одной переменной u,
зависящих от наборов векторных параметров r, v,
w (всех или части из них), и исследуем их свойства.
Они будут играть ключевую роль при решении за-
дачи (3). Начнем с функции следующего вида:

ψ0(r, v, w, u) =
n∑

i=1

risign (vi − wiu) .

Выделим в сумме слагаемые с wi = 0, что приведет
к следующим представлениям:

ψ0(r, v, w, u) =
∑

i=1,...,n
wi=0

risign (vi) +

+
∑

i=1,...,n
wi 6=0

risign (vi − wiu) =
∑

i=1,...,n
wi=0

risign (vi) +

+
∑

i=1,...,n
wi 6=0

risign (wi) sign

(
vi

wi
− u

)
=

=
∑

i=1,...,n
wi=0

risign (vi) +
∑

i=1,...,n
wi 6=0

“risign (“vi − u) ,

где “r = risign (wi); “vi = vi/wi.
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Рассмотрим сумму, содержащую только слага-
емые с wi 6= 0, а именно:

ψ1(“r, “v, u) =
m∑

i=1

“risign (“vi − u) .

Упорядочим значения “vi по возрастанию, что даст
последовательность {“v(i)}. После перестановки ин-
дексов получим эквивалентную запись суммы:

ψ1(“r, “v, u) =

m∑

i=1

“ri(“v(i))sign
(
“v(i) − u

)
,

где i(“v(i)) — индекс значения “v(i) в наборе {“vi} до
упорядочивания. Тогда верны следующие утверж-
дения:

– функции ψ1(“r, “v, u) и ψ0(r, v, w, u) являются ку-
сочно-постоянными с точками разрыва 1-го ро-
да “v(i);

– ψ1(“r, “v,−∞) = ∑
i=1,...,n

wi 6=0

“ri и ψ0(r, v, w,−∞) =

=
∑

i=1,...,n
wi=0

risign (vi) +
∑

i=1,...,n
wi 6=0

“ri;

– переход через каждую точку “v(i) при возраста-
нии u дважды изменяет значение ψ1(“r, “v, u) и
ψ0(r, v, w, u) на величину “ri(“v(i)).

Справедливость перечисленных утверждений сле-
дует непосредственно из вида рассматриваемых
функций.

Объединим обозначения для множеств точек,
где кусочно-постоянная функция принимает неко-
торое значение, следующим образом: 〈“v(i), δi〉, где
δi = 0, когда речь идет о точке, и δi = “v(i+1) − “v(i) >
> 0, когда речь идет об интервале. Для пар 〈“v(i), δi〉
действует обычный лексикографический порядок,
а для множества пар определен минимальный эле-
мент.

Теперь можно перейти к описанию поведе-
ния квадратов введенных функций. Функции ви-
да ψ20(r, v, w, u) или ψ21(“r, “v, u) достигают своего
минимума либо в точке “v(i), либо на интервале(
“v(i), “v(i+1)

)
для некоторого значения i; этот мини-

мум может быть найден с помощью перебора пар
〈“v(i), δi〉. Аналогичные выводы справедливы и для
функции

ϕ0(r, v, w, u) = ψ
2
0(1, v, w, u) + ψ

2
0(r, v, w, u) ,

где 1 = (1, . . . , 1)T.
Введем дополнительные ограничения на век-

тор r и рассмотрим следующую функцию:

ψ2(r, v, u) =
m∑

i=1

risign (vi − u) , ri > 0 для всех i .

Для нее выполняется дополнительное свойство: пе-
реход через каждую точку v(i) при возрастании u
уменьшает значение ψ2(r, v, u) дважды на величину
ri(v(i)).

Далее понадобятся свойства функции
ψ2(1, v, u). Она достигает нулевого значения при
〈v(m/2), v(m/2)+1 − v(m/2)〉, если m четно, или при
〈v⌊m/2⌋+1, 0〉, если m нечетно.

Дляϕ22(r, v, u)поиск минимума перебором точек
v(i) можно сделать более эффективным. Дело в том,
что функция ψ22(r, v, u) не возрастает в области, где
ψ2(r, v, u) > 0, и не убывает, где ψ2(r, v, u) < 0; этим
можно воспользоваться для завершения последова-
тельного перебора пар 〈v(i), δi〉 для i = 1, 2, . . .

Функция ψ22(1, v, u) достигает своего нулево-
го минимального значения при 〈v(m/2), v(m/2)+1 −
− v(m/2)〉, если m четно, или при 〈v⌊m/2⌋+1, 0〉, ес-
ли m нечетно.

Как следствие, становится возможным сокра-
тить перебор и для функции вида:

ϕ2(r, v, u) = ψ
2
2 (1, v, u) + ψ

2
2(r, v, u) .

Просмотр точек разрыва v(i) для i = 1, 2, . . . сле-
дует прекратить для такого наименьшего i = k,
при котором ψ2(1, v, v(k)) < 0 и ψ2(r, v, v(k)) >
> ψ2(r, v, v(k−1)).

Вернемся к задаче (3), решение которой будет
формироваться каким-либо итерационным мето-
дом. Приближение на t-м шаге итерации обо-

значим как
(
a
(t)
1 , a

(t)
2

)
и рассмотрим получение

(
a
(t+1)
1 , a

(t+1)
2

)
на следующем шаге итерации. Зная

(
a
(t+1)
1 , a

(t+1)
2

)
, можно вычислить соответствующее

значение SSLS
(
a
(t+1)
1 , a

(t+1)
2

)
и сравнить его с тем,

что получено на предыдущем шаге итерации. Про-
цесс уточнения оценок будет завершаться при мно-
гократном повторении одинаковых значений целе-
вой функции.

Уже понятно, что решением оптимизационных
задач может быть либо отдельное значение, ли-
бо интервал. Для того чтобы в дальнейшем обес-
печить однозначность при использовании оценок
параметров модели, во втором случае в качестве ре-
шения будем выдавать некоторое значение из ин-
тервала, полученное случайным образом, а именно:
если минимум некоторой функции достигается при
значениях 〈v, δ〉, где δ > 0, то итоговое решение
v∗ = Random (v, v + δ), где Random(c, d) — слу-
чайная величина, равномерно распределенная на
интервале (a, b).

Руководствуясь условиями далее рассматрива-
емой реальной задачи, предположим, что xi > 0
для i = 1, . . . , n. Теперь опишем возможные методы
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решения (3), ограничившись заданием очередного
шага итерации.

Метод поэлементно-покоординатного спуска. Бу-
дем сначала решать задачу

(
n∑

i=1

sign
(
yi − a1 − xia

(t)
2

))2
⇒
a1
min

или

ψ22(1, v, u)⇒u min ,

где vi = yi − xia
(t)
2 .

Ранее было указано, что min
u
ψ22(1, v, u) = 0 и он

достигается при a
(t+1)
1 ∈

(
v(n/2)+1 − v(n/2)

)
, если n

четно, или при a(t+1)1 = v⌊n/2⌋+1, если n нечетно.
После этого будем решать задачу

(
n∑

i=1

xisign
(
yi − a

(t+1)
1 − xia2

))2
⇒
a2
min

или

ψ22(r, v, u)⇒u min ,

где ri = xi; vi = (yi − a
(t+1)
1 )/xi.

В итоге будет получено
(
a
(t+1)
1 , a

(t+1)
2

)
.

Такой вариант алгоритма был предложен в
§ 3.1 [4], где отмечается, что «теоретически его схо-
димость не доказана, но во всех многочисленных
случаях его применений мы получили правильные
результаты».

Метод покоординатного спуска. Будем сначала
решать задачу

SSLS

(
a1, a

(t)
2

)
⇒
a1
min ,

где

SSLS

(
a1, a

(t)
2

)
=

(
n∑

i=1

sign
(
yi − a1 − xia

(t)
2

))2
+

+

(
n∑

i=1

xisign
(
yi − a1 − xia

(t)
2

))2
,

или

ϕ0(r, v, 1, u)⇒
u
min ,

где ri = xi; vi = yi − xia
(t)
2 . Ее решение даст значе-

ние a(t+1)1 . После чего перейдем к задаче

SSLS

(
a
(t+1)
1 , a2

)
⇒
a2
min ,

где

SSLS

(
a
(t+1)
1 , a2

)
=

=

(
n∑

i=1

sign
(
yi − a

(t+1)
1 − xia2

))2
+

+

(
n∑

i=1

xisign
(
yi − a

(t+1)
1 − xia2

))2
,

или

ϕ0(r, v, 1, u)⇒
u
min ,

где ri = xi; vi = (yi − a
(t+1)
1 )/xi.

Таким образом будет получено значение для
a
(t+1)
2 .

Метод «наискорейшего» спуска. Возникающие
при применении описанных методов проблемы по-
буждали к разработке процедур, обеспечивающих
гарантированное получение минимума функции.
Рассмотрим прямую, проведенную под углом α
к горизонтальной оси и проходящую через точку(
a
(t)
1 , a

(t)
2

)
. Положение точки (a1, a2) на этой пря-

мой будет определяться относительно
(
a
(t)
1 , a

(t)
2

)
с

помощью величины u, т. е. координаты этой точки

принимают вид
(
u cosα+ a

(t)
1 , u sinα+ a

(t)
2

)
. Тогда

получаем:

yi − a1 − xia2 =

= yi −
(
u cosα+ a

(t)
1

)
− xi

(
u sinα+ a

(t)
2

)
=

= yi − a
(t)
1 − xia

(t)
2 − (cosα+ xi sinα)u .

В результате приходим к задаче

ϕ0(r, v, w, u)⇒
u
min , (4)

где ri = xi; vi = yi−a(t)1 −xia
(t)
2 ;wi = cosα+xi sinα.

Решение (4) даст
(
a
(t+1)
1 , a

(t+1)
2

)
. При этом

значение SSLS

(
a
(t+1)
1 , a

(t+1)
2

)
может относитель-

но SSLS

(
a
(t)
1 , a

(t)
2

)
и не уменьшиться. Чтобы

по возможности предотвратить это, найдем пары(
a
(t+1)
1 , a

(t+1)
2

)
для различных значений α и выбе-

рем среди них ту оценку параметров модели, ко-
торой отвечает наименьшее значение SSLS(a1, a2).
В данной работе был опробован вариант с набо-
ром углов α вида {0, (1/m)π, . . . , ((m− 1)/m)π} для
m > 1. Таким образом, появляется дополнитель-
ный параметр алгоритма поиска оценок параметров
модели — число m перебираемых углов.
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Была сформулирована и опробована еще одна
процедура, реализующая условно названный ме-
тод опорных точек «наискорейшего» спуска. Далее
описывается ее основной шаг. Искомое решение
(a∗1, a

∗
2) задачи (3) есть некоторая прямая на плос-

кости, разделяющая точки (xi, yi) на три подмно-
жества: точки, для которых yi−a∗1−xia

∗
2 < 0; точки,

для которых yi − a∗1 − xia
∗
2 = 0; точки, для которых

yi − a∗1 − xia
∗
2 > 0.

Рассмотрим ситуацию, когда некоторая прямая
с коэффициентами (a1, a2) проходит по крайне ме-
ре через одну точку (xl, yl), т. е. yl − a1 − xla2 = 0
или a1 = yl − xla2. В результате имеем:

yi − a1 − xia2 = yi − (yl − xla2)− xia2 =

= (yi − yl)− (xi − xl)a2 .

Тогда получаем задачу:

ϕ0(r, v, w, u)⇒
u
min ,

где ri = xi; vi = yi − yl; wi = xi − xl.
Таким образом, с помощью перебора всех пар

(xl, yl) может быть получено решение задачи (3),
правда, при дополнительном условии, что yl − a1 −
−xla2 = 0по крайне мере для одного из l = 1, . . . , n.
Выяснить, нужно ли анализировать ситуации, когда
прямая с коэффициентами (a1, a2) проходит между
всеми точками (xi, yi), i = 1, . . . , n, а также, если
в этом есть необходимость, как искать минимум в
этом случае, пока не удалось. При этом процедура
продемонстрировала свою жизнеспособность, хотя
и требует дальнейшего развития.

При найденных оценках параметров регрессии
прогнозом для заданного значенияxназывается ве-
личина y∗ = a∗1 + a

∗
2x. При сравнении различных

способов получения «новых» значений y∗ необ-
ходимо определиться с понятием качества про-
гнозирования и методами оценивания выбранного
показателя качества. Обычно для этих целей ис-
пользуется ошибка прогноза, измеренная как сред-
ний квадрат ошибки прогноза, где ошибка —
отличие между предсказанным y∗ и истинным
значением y.

В данной работе интерес представляет случай,
когда истинное значение y отсутствует, а имеется
лишь результат его измерения с некоторой ошиб-
кой. При этом предполагается, что при исполь-
зовании переменных важны не столько их точные
значения, сколько интервалы (диапазоны) значе-
ний, в которые они попадают. По этой причине
в качестве показателя качества был выбран следу-
ющий. Разобьем диапазон возможных значений
переменной y на k интервалов группировки (эти
интервалы не пересекаются, их объединение дает

весь диапазон значений y) и представим отдель-
ное y с помощью номера интервала, которому оно
принадлежит. Считается, что прогноз осуществлен
с ошибкой (индикатор ошибки равен 1), когда для
некоторой пары (x, y) значения y∗ и y попадают
в различные интервалы группировки; в противном
случае принимается, что прогноз безошибочен (ин-
дикатор — 0). Тогда ошибка прогноза есть среднее
значение индикатора ошибки.

Простейший способ оценивания ошибки про-
гноза заключается в повторном использовании дан-
ных сначала для оценивания параметров регрессии,
а затем для подсчета выборочного среднего ин-
дикатора ошибки. Понятно, что получающийся
результат будет излишне оптимистичен и требует
улучшения, которого можно достичь за счет ис-
пользования различных частей исходных данных
для подбора значений параметров модели и оцени-
вания качества этого подбора. С учетом реально
действующего условия на малый объем исходных
данных приходим к следующим подходам:

– метод перепроверки [5], когда вся выборка де-
лится на V непересекающихся групп прибли-
зительно одинакового объема, далее удаляем
одну группу и используем оставшиеся группы
для подбора параметров модели, а удаленную
группу — для оценивания качества подбора, по-
вторяем эту процедуруV раз, каждый раз удаляя
различные группы данных, находим итоговую
оценку качества как среднее V получившихся
оценок;

– бутстреп-метод [6], когда на основе исходных
данных параметрическим или непараметриче-
ским путем формируется бутстреп-выборка и
с ее помощью осуществляется подбор регрес-
сионной модели, которая используется для
оценивания ошибки прогноза для новой бут-
стреп-выборки, подобная двухшаговая проце-
дура повторяется необходимое число раз, что
позволяет получить среднее значение ошибки
прогноза.

Бутстреп-метод, безусловно, имеет более об-
щий характер, нежели метод перепроверки, но для
его реализации фактически остается только непа-
раметрический подход, так как не существует ра-
ботоспособных параметрических моделей для пары
случайных переменных при отклонении от пред-
положения о нормальном распределении (а иначе
не имело бы смысла затевать исследование непа-
раметрических методов линейного регрессионного
анализа). Непараметрический же бутстреп-метод в
случае выборок малого объема привносит дополни-
тельные вопросы: например, что делать с повторя-
ющимися данными в бутстреп-выборке. Поэтому в
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данной работе использовался метод перепроверки
приV = n (осуществляется исключение единствен-
ного наблюдения для оценки ошибки прогноза).

3 Эксперименты

Совместно со специалистами ФГБУ «НИИ уро-
логии» Минздрава России Сивковым А. В., Ке-
шишевым Н. Г., Ковченко Г. А., Никоновой Л. М.
решалась задача согласования двух способов опре-
деления хромогранина А (CgA) — иммуногистохи-
мического маркера нейроэндокринной дифферен-
цировки. В России официально зарегистрированы
две соответствующие тест-системы: одна — компа-
нии DAKO, а другая — компании Euro-Diagnostica
(ED). Для исследования диагностической ценности
двух тест-систем был проведен сравнительный ста-
тистический анализ показателей CgA при различ-
ных заболеваниях. Все пациенты были разделены
на следующие группы: контрольную, в которую
вошли здоровые мужчины (контрольная группа) и
еще 7 групп с различными заболеваниями пред-
стательной железы. Всего было проанализирова-
но 113 мужчин, из которых 29 — это контрольная
группа. Результаты исследований показали, что
референсные значения принципиально разнились.
С помощью линейного регрессионного анализа бы-
ла описана функциональная связь между измере-
ниями, полученными тест-системами DAKO и ED
(далее — CgA D и CgA E соответственно). Нали-
чие альтернативных методов измерения одного и
того же показателя привело к необходимости их
сравнительного анализа, при этом преследовались
следующие цели:

– принять решение о применении в повседнев-
ной практике обоих методов или о предпочте-
нии одного из них (например, с позиций до-
ступности, точности, стоимости);

– иметь возможность одновременного использо-
вания результатов измерений, полученных раз-
личными методами.

Проведенные исследования показали, что эф-
фективность использования обеих тест-систем
практически одинакова. При этом референсные
значения для системы DAKO требуют корректи-
ровки, для чего можно использовать выявленную
функциональную связь между измерениями, полу-
ченными различными способами. Эта связь также
позволяет использовать в диагностике обе тест-сис-
темы.

При формировании статистических моделей для
собранных данных было выяснено, в частности,
следующее: для измерений CgA D и CgA E нет

предпосылок принять гипотезу о нормальном рас-
пределении, что побуждает к осторожности при
использовании методов, ориентированных на эту
модель данных.

В контексте данной работы становится интерес-
ным, можно ли повысить качество прогноза CgA D
по CgA E, отказываясь от модели нормального рас-
пределения.

Для сравнительного анализа были взяты следу-
ющие методы оценивания:

– обычный наименьших квадратов (OLS);

– наименьших квадратов на основе знаковых ста-
тистик (SLS);

– нулевой корреляции на основе ранговых стати-
стик (RZE).

Анализ остатков для OLS-оценки с помощью
гистограммы, приведенной на рисунке, подтверж-
дает сомнения в использовании модели нормаль-
ного распределения (наличие явной асимметрии).

Наибольшую трудность в смысле реализации
представляет получение SLS-оценок. Дело в том,
что заверения авторов [4] о сходимости итераци-
онного процесса не подтвердились: часто алгоритм
сходился к решению, которое не было наилучшим,
или его шаги сначала приводили к уменьшению це-
левой функции, а затем к обратному результату —
росту значений SSLS(a1, a2). Отказ от поэлемент-
ной оптимизации и использование классического
метода покоординатного спуска давал еще более
плачевные результаты. Причина такого положения
дел кроется в разрывности функции SSLS(a1, a2).
В предлагаемом методе «наискорейшего» спуска за
счет перебора углов α удалось преодолеть описан-
ную трудность. При этом работоспособная реа-
лизация была достигнута при следующей схеме
задания значений рассматриваемых углов: на пер-
вом шаге итерации m = 11, на втором — 101, на
третьем — 997, на четвертом — 10 007, на пятом —
m = 100 003. Дальнейшего увеличения номера ите-
рационного шага не понадобилось, так как при
всех последующих экспериментах по крайне мере
на двух последних итерациях целевая функция сво-
его значения не меняла. Основные характеристики
принятых значений m (простые числа в качестве
значений, возрастание при увеличении номера ша-
га итерации, увеличение на порядок) были уста-
новлены экспериментально. В качестве начального
приближения при получении SLS-оценки бралась
OLS-оценка.

Оценивание качества прогноза проводилось ме-
тодом перепроверки следующим образом. Пусть из
массива исходных данных исключено i-е наблюде-
ние, i = 1, . . . , n. Найдем по оставшимся данным
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Гистограмма остатков для OLS-оценки

Частота успешных прогнозов для
различных оценок

k OLS SLS RZE
3 97 98 98
4 91 91 91
5 85 84 84
6 76 77 77
7 68 70 70
8 62 62 62
9 64 64 64

10 58 57 57
11 50 52 51
12 45 50 50
13 48 49 50
14 39 41 41
15 35 38 38
16 38 40 41
17 32 35 36
18 27 30 32
19 27 31 31
20 30 30 30

одну из сравниваемых оценок зависимости и с ее
помощью построим прогноз для исключенного на-
блюдения, полученный результат сравним с извест-
ным исключенным значением маркера. Если они
попадают в один из k интервалов группировки, то
пометим результат проведенного эксперимента как
успешный, в противном случае — как неуспешный.
По всем n подобным экспериментам посчитаем
относительную частоту полученных успехов. Соот-
ветствующие результаты приведены в таблице.

Из полученных результатов видно, что прогноз
на основе SLS-оценки лучше, чем с помощью OLS-
оценки (частота случаев, когда SLS не хуже OLS,
составляет 89%), а прогноз на основе RZE-оценки

лучше, чем с помощью SLS-оценки (частота случа-
ев, когда RZE не хуже SLS, составляет 94%).

Для верификации полученного вывода о целесо-
образности отказа от модели нормального распре-
деления в пользу предположений общего характера
можно проделать следующее: предположить, что
распределение данных есть нормальное с парамет-
рами, совпадающими с соответствующими выбо-
рочными характеристиками (моментами и регрес-
сионной связью), и смоделировать для него набор
наблюденных значений, к которым применить
описанную ранее процедуру обработки данных,
а именно: нахождение OLS-, SLS-, RZE-оценок
и сравнение качества прогноза с помощью мето-
да перепроверки. Тогда если полученные выводы
о нецелесообразности использования модели нор-
мального распределения верны, то для смодели-
рованных данных никаких преимуществ перехода
к непараметрическим методам анализа не должно
быть обнаружено. Это полностью подтвердилось,
в частности частота случаев, когда SLS не хуже
OLS, составляет 44%, а частота случаев, когда RZE
не хуже OLS, составляет 56%.

Таким образом, обобщение модели данных при-
водит при ограниченном объеме наблюдений не к
снижению, а к повышению качества принимаемых
решений, что становится дополнительным доводом
для отказа от использования нормального распре-
деления.

4 Заключение

В перечень сравниваемых процедур регресси-
онного анализа были включены следующие ме-
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тоды оценивания параметров модели: обычный
наименьших квадратов, наименьших квадратов на
основе знаковых статистик, нулевой корреляции
на основе ранговых статистик. Реализация метода
наименьших квадратов на основе знаковых стати-
стик потребовала построения эффективной проце-
дуры обработки данных, для чего был описан и
исследован вариант метода «наискорейшего» спус-
ка. В сложной ситуации кусочно-постоянной це-
левой функции получен работоспособный вариант
соответствующего алгоритма.

Проведенный сравнительный анализ процедур
регрессионного анализа в реальных условиях, ко-
гда данные не подчиняются нормальному распреде-
лению, показал преимущества непараметрических
методов. Принимая во внимание алгоритмические
аспекты, в рассматриваемом случае предпочтение
надо отдать процедурам, основанным на рангах, а
не на знаках.

Рассмотренные непараметрические процедуры
содержат элементы, носящие скорее эвристиче-
ский, нежели теоретически обоснованный харак-
тер (например, аналогия как принцип построения
непараметрических методов, принцип подбора зна-
чений параметра a1 в ранговых процедурах и т. п.).
Это побуждает к дальнейшему развитию предлага-
емых решений (например, в духе разд. 4 и 5 [7]),

что, в свою очередь, влечет за собой необходимость
в проведении обширных экспериментов по срав-
нительному анализу получающихся модификаций
методов и процедур обработки данных.

Литература

1. Ryan T. P. Modern regression methods. — 2nd ed. —
Hoboken, NJ: Wiley, 2008. 672 p.

2. Heritier S., Cantoni E., Copt S., Victoria-Feser M.-P. Robust
methods in biostatistics. — Chichester, U.K.: Wiley, 2009.
294 p.

3. Sprent P., Smeeton N. C. Applied nonparametric statis-
tical methods. — 3rd ed. — London, U.K.: Chap-
man & Hall/CRC, 2001. 470 p.

4. Болдин М. В., Симонова Г. И., Тюрин Ю. Н. Знаковый
статистический анализ линейных моделей. — М.: На-
ука, 1997. 288 с.

5. Stone M. Cross-validatory choice and assessment of statis-
tical predictions (with discussion) // J. Roy. Statist. Soc.
Ser. B, 1974. Vol. 36. No. 2. P. 111–147.

6. Efron B. Bootstrap methods: Another look at the jack-
knife // Ann. Statist., 1979. Vol. 7. No. 1. P. 1–26.

7. Maronna R. A., Martin D. R., Yohai V. J. Robust statistics:
Theory and methods. — Chichester, U.K.: Wiley, 2006.
436 p.

Поступила в редакцию 14.07.14

COMPARATIVE ANALYSIS OF REGRESSION ANALYSIS

PROCEDURES

M. P. Krivenko

Institute of Informatics Problems, Russian Academy of Sciences, 44-2 Vavilov Str., Moscow 119333, Russian
Federation

Abstract: The article considers the problem of forecasting the values of one variable from the values of another
variable using regression analysis techniques. The list of compared regression analysis procedures included
the following parameter estimation methods: ordinary least squares, least squares based on the sign statistics,
and zero correlation based on rank statistics. To implement the method of least squares on the basis of sign
statistics, it is necessary to construct efficient data processing procedures. An efficient variant of the corresponding
algorithm was realized for a difficult situation, when the goal function is piecewise constant. The comparative
analysis of regression analysis procedures in real conditions, when data are not normally distributed, showed that
nonparametric techniques are advantageous. In this case, taking into account algorithmic aspects, the preference
should be given to procedures based on rank, not on signs. Advantages of nonparametric methods can improve
the accuracy of measuring chromogranin A, widely used as an immunohistochemical marker of neuroendocrine
differentiation.

Keywords: regression analysis; rank and sign-based procedures; prediction quality; adjustment of measurement
results

DOI: 10.14375/19922264140308

INFORMATIKA I EE PRIMENENIYA — INFORMATICS AND APPLICATIONS 2014 volume 8 issue 3 77



M. P. Krivenko

References

1. Ryan, T. P. 2008. Modern regression methods. 2nd ed. Hobo-
ken, NJ: Wiley. 672 p.

2. Heritier, S., E. Cantoni, S. Copt, and M.-P. Victoria-Feser.
2009. Robust methods in biostatistics. Chichester, U.K.: Wi-
ley. 294 p.

3. Sprent, P., and N. C. Smeeton. 2001. Applied nonparamet-

ric statistical methods. 3rd ed. London, U.K.: Chapman &
Hall/CRC. 470 p.

4. Boldin, M. V., G. I. Simonova, and Yu. N. Tyurin. 1997.
Sign-based methods in linear models. Providence: AMS.
236 p.

5. Stone, M. 1974. Cross-validatory choice and assessment of
statistical predictions (with discussion). J. Roy. Statist. Soc.

ser. B. 36(2):111–147.

6. Efron, B. 1979. Bootstrap methods: Another look at the
jackknife. Ann. Statist. 7(1):1–26.

7. Maronna, R. A., D. R. Martin, and V. J. Yohai. 2006. Ro-

bust statistics: Theory and methods. Chichester, U.K.: Wiley.
436 p.

Received July 14, 2014

Contributor

Krivenko Michail P. (b. 1946) — Doctor of Science in technology, principal scientist, Institute of Informatics Prob-
lems, Russian Academy of Sciences, 44-2 Vavilov Str., Moscow 119333, Russian Federation; mkrivenko@ipiran.ru

78 INFORMATIKA I EE PRIMENENIYA — INFORMATICS AND APPLICATIONS 2014 volume 8 issue 2



éîæïòíáôéëá é å¿ ðòéíåîåîéñ, 2014. ô. 8. ÷ÙÐ. 3. ó. 79�89

МЕТОДЫ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ СТАТИСТИКИ КАК ИНСТРУМЕНТ

ДВУХПАРАМЕТРИЧЕСКОГО АНАЛИЗА

МАГНИТНО-РЕЗОНАНСНОГО ИЗОБРАЖЕНИЯ

Т. В. Яковлева1, Н. С. Кульберг2

Аннотация: Рассмотрены методы анализа магнитно-резонансного изображения, основанные на решении
так называемой двухпараметрической задачи. Разработанные методы обеспечивают совместное вычисле-
ние обоих статистических параметров — математического ожидания анализируемой случайной величины
и ее дисперсии, т. е. одновременный расчет как полезного сигнала, так и шума. В рассматриваемых
вариантах решения задачи используются методы математической статистики: метод максимума правдо-
подобия и варианты метода моментов. Существенное преимущество развитого двухпараметрического
подхода состоит в том, что он обеспечивает эффективное решение нелинейных задач, к каковым отно-
сятся задачи шумоподавления в системах магнитно-резонансной визуализации. Оценивание искомых
параметров основано исключительно на данных выборочных измерений и не ограничено какими-либо
априорными предположениями. В работе проводится сопоставительный анализ вариантов рассматрива-
емой методологии, представлены результаты компьютерного моделирования, в ходе которого получены
статистические характеристики смещения и разброса оцениваемых параметров при решении задачи
различными методами. Представленные методы двухпараметрического анализа райсовского сигнала
могут использоваться в составе новых информационных технологий на этапе обработки стохастических
величин.

Ключевые слова: распределение Райса; метод максимума правдоподобия; метод моментов; двухпарамет-
рический анализ; отношение сигнала к шуму
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1 Введение

Методы фильтрации данных, традиционно ис-
пользуемые в составе информационных технологий
при формировании, анализе и обработке изобра-
жений в системах магнитно-резонансной визуали-
зации, можно объединить в следующие основные
группы:

– методы анизотропной фильтрации магнитно-
резонансных изображений, основанные на
процессе диффузии [1, 2];

– методы фильтрации шума в магнитно-резо-
нансных изображениях, основанные на вейв-
лет-преобразованиях [3, 4], а также на так на-
зываемых преобразованиях ridgelet и curvelet [5,
6], которые объединены единой концепцией
разложения функций по определенным базис-
ным функциям;

– методы фильтрации, основанные на прин-
ципах математической статистики, главным
образом — на методе максимального правдо-
подобия [7–13]. Эти методы, как правило,
направлены на оценивание параметра средней

величины или математического ожидания ана-
лизируемого сигнала магнитно-резонансного
изображения. При решении задач анализа
магнитно-резонансного изображения традици-
онно используются так называемые однопара-
метрические методы, основанные на предполо-
жении, что один из статистических параметров
задачи — дисперсия шума — является извест-
ным априори. При этом задача решается в
рамках так называемой однопараметрической
модели, состоящей в предположении о том,
что неизвестным является лишь один параметр
задачи — параметр средней величины сигнала,
в то время как второй значимый статистический
параметр — дисперсия шума — предполагается
априорно известной величиной. Эта однопа-
раметрическая модель, используемая многими
авторами при решении задачи, никогда не ре-
ализуется на практике, и поэтому ее примене-
ние является серьезным ограничением тради-
ционно используемого однопараметрического
подхода к обработке райсовских сигналов [8–
11, 13]. Методы, рассматриваемые в настоя-
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щей работе, основаны на использовании так
называемой двухпараметрической модели для
решения задачи, т. е. модели, предполагающей
наличие двух неизвестных параметров анализи-
руемого райсовского сигнала: как его средней
величины, так и дисперсии шума.

Задачи анализа и обработки магнитно-резо-
нансных изображений, как известно, относятся к
кругу задач, в которых выходной сигнал представ-
ляет собой сумму искомого исходного сигнала и
случайного шума, образованного многими незави-
симыми нормально-распределенными слагаемыми
с нулевым средним значением, а измеряемой и
анализируемой величиной является амплитуда сум-
марного сигнала. Амплитуда, или огибающая, та-
кого суммарного сигнала подчиняется распределе-
нию Райса [14]. Таким образом, задачи анализа
и обработки магнитно-резонансного изображения
адекватно описываются статистической моделью
Райса [15].

Двухпараметрические методы анализа рай-
совской случайной величины, представленные в
настоящей работе, обладают следующими суще-
ственными преимуществами по сравнению с упо-
мянутыми выше традиционными методами:

– возможность применения к существенно не-
линейным задачам, каковыми являются задачи
шумоподавления в условиях райсовского рас-
пределения, что отличает эту технологию от
первых двух упомянутых выше групп методов;

– отсутствие ограничений, характерных для од-
нопараметрических методов, представленных
третьей группой и связанных с априорны-
ми предположениями относительно величины
шума.

Задачу анализа магнитно-резонансного изобра-
жения можно обобщенно отнести к кругу задач ана-
лиза состояний стохастической системы, когда на-
чальное состояние системы характеризуется неким
исходным «незашумленным» значением анализи-
руемой величины, т. е. значением величины сигнала
в отсутствие шума, а измеряются и анализируют-
ся данные, полученные в результате «зашумления»
исходного сигнала гауссовским шумом. Ставшие
предметом настоящей работы новые методы ана-
лиза и обработки данных на основе двухпараметри-
ческого анализа райсовской случайной величины
можно рассматривать как варианты методологии,
которая потенциально может использоваться в со-
ставе новых информационных технологий для об-
работки информации, характеризующей состояния
вышеуказанной стохастической системы. Эта сис-
тема изучается на основе измерения данных в «за-

шумленном» состоянии и восстановления ее исход-
ного, не искаженного шумом значения на основе
этих данных путем решения двухпараметрической
задачи.

В работах [15, 16] рассматривается решение
двухпараметрической задачи методом максимума
правдоподобия, а в работах [17, 18] — вариантами
метода моментов. Задача, поставленная и решаемая
в настоящей работе, состоит в проведении сопо-
ставления этих трех способов двухпараметрическо-
го анализа данных. В разд. 2 кратко изложены теоре-
тические основы трех сопоставляемых методов, а в
разд. 3 представлены результаты их сравнительного
анализа, а именно: приведены данные, получен-
ные в ходе численного моделирования сравнива-
емых методов, причем для выявления обеспечива-
емых ими статистических характеристик смещения
и разброса рассчитанных искомых параметров за-
дачи при моделировании численного эксперимента
проводится усреднение по очень большому числу
(порядка 105) выборок измерений. Рассмотрены
преимущества и ограничения указанных вариан-
тов решения двухпараметрической задачи с точки
зрения обеспечиваемой ими точности вычисления
искомых параметров анализируемого сигнала. Тео-
рия представленных в работе методов двухпарамет-
рического анализа райсовских данных развита в
работах [15–18]. В результате проведенного тео-
ретического исследования разработаны алгоритмы
расчета неизвестных параметров, соответствующие
трем рассмотренным методам математической ста-
тистики. Данные алгоритмы легли в основу создан-
ных Н. С. Кульбергом программ расчета искомых
параметров задачи с целью сопоставления пред-
ставленных в работе методов [16, 17].

2 Теоретические основы
двухпараметрического
анализа данных

В данном разделе кратко изложены базовые
положения теории двухпараметрического анализа
райсовского сигнала на основе методов математи-
ческой статистики, при этом опущены объемные
выкладки и доказательства, представленные в ра-
ботах [15–18].

2.1 Метод максимума правдоподобия

Ниже для краткости будем обозначать метод
максимума правдоподобия как МП.

Как известно, при анализе данных магнитно-
резонансного изображения измеряемой величиной
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является амплитуда x =
√
x2Re + x

2
Im комплексной

величины, действительная xRe и мнимая xIm час-
ти которой, характеризуемые величиной математи-
ческого ожидания ν, искажаются нормально рас-
пределенным гауссовским шумом с дисперсией σ2.
При этом амплитуда x имеет распределение Райса
с плотностью вероятности

P
(
x|ν, σ2

)
=

x

σ2
exp

(
−x

2 + ν2

2σ2

)
I0

(
xν

σ2

)
,

где Iα(z) — модифицированная функция Бесселя
первого рода порядка α; xi — величина сигнала
i-й выборки; n — количество элементов в выборке
(длина выборки). Поставленная задача состоит в
том, чтобы определить неизвестные параметры ν и
σ2 на основе данных выборок измерений. Исполь-
зуя логарифмическую функцию правдоподобия и
дифференцируя ее по ν и σ2 с целью выявления
ее максимума, после ряда преобразований полу-
чаем систему уравнений максимума правдоподо-
бия [15, 16]:

ν =
1

n

n∑

i=1

xi
“I

(
2xiν〈
x2
〉
− ν2

)
;

σ2 =
1

2

(〈
x2
〉
− ν2

)
,





(1)

где

“I(z) =
I1(z)

I0(z)
; 〈x2〉 = 1

n

n∑

i=1

x2i .

В [15] показано, что функция “I(t) представля-
ет собой ограниченную монотонно возрастающую
выпуклую вверх функцию на полуоси (0,+∞). Пер-
вое из уравнений системы (1) — уравнение для
одной неизвестной ν, решив которое, определяем
вторую неизвестную на основании второго урав-
нения из (1). Таким образом, решение системы
двух уравнений для двух неизвестных сведено к ре-
шению одного уравнения для одной неизвестной,
что существенно облегчает численное решение за-
дачи. Вводя переменную g(ν) = 2〈x〉ν/(〈x2〉 − ν2),
являющуюся однозначной функцией ν, первое из
уравнений системы (1) можно представить в ви-
де [16]:

ξ(g) =
1

n

n∑

i=1

xi
“I

(
xi

〈x〉 g
)
, (2)

где левая часть представляет собой величину ν как
обратную функцию аргумента g: ν = ξ(g(ν)). До-
казано существование и единственность нетриви-
ального решения уравнения (2) и, следовательно,
существование и единственность решения систе-
мы (1) [15, 16]. Тем самым доказано существо-
вание и единственность нетривиального решения

рассматриваемой двухпараметрической задачи ме-
тодом МП.

2.2 Метод, основанный на измерениях
второг и четвертого моментов
анализируемой величины

Ниже для краткости будем обозначать этот ме-
тод как ММ24.

Для 2-го и 4-го начальных моментов случай-
ной величины x, подчиняющейся распределению
Райса, известны следующие формулы [19]:

x2 = 2σ2 + ν2 ;

x4 = 8σ4 + 8σ2ν + ν4 .



 (3)

Принимая во внимание, что левые части урав-
нений (3), т. е. величины моментов анализируемого
сигнала, представляют собой результаты выбороч-
ных измерений, формулы (3) можно рассматривать
как простую систему двух уравнений для двух не-
известных ν и σ2. В решении данной системы и
состоит метод ММ24.

Из формул (3) для определения параметров ν
и σ2 нетрудно получить:

ν =
4

√
2
(
x2
)2

− x4 ; (4)

σ2 =
1

2

[
x2 −

√
2
(
x2
)2

− x4

]
. (5)

Важно отметить, что содержащиеся в форму-
лах (4) и (5) величины моментов измеряемого
сигнала изображения определяются в выборках
измерений тем точнее, чем больше длина выбор-
ки. С помощью несложных выкладок (см. так-
же [15, 17, 18]), можно сделать вывод о неотрица-
тельности подкоренных выражений в формулах (4)
и (5) при достаточно большой длине выборки изме-
рений анализируемого сигнала и, следовательно, о
существовании решения системы (3) для ν и σ2 ме-
тода ММ24. Единственность этого решения следует
из неотрицательности значений искомых парамет-
ров, в силу чего в решениях (4) и (5) остается лишь
один из двух возможных знаков перед корнем.

Производя несложные преобразования фор-
мул (4) и (5), выражения для квадратов искомых
параметров ν2 и σ2 можно представить в виде:

ν2 = x2
√
1− t ;

σ2 =
x2

2

(
1−

√
1− t

)
.





(6)

В формулах (6) введено обозначение t =
= x4/(x2)2 − 1. Как нетрудно видеть, введенный
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параметр t удовлетворяет соотношению: 0 < t ≤
≤ 1. В частном случае распределения Рэлея, когда
полезный сигнал отсутствует (ν = 0), имеем t =
= 1. При этом второе из соотношений (6) дает
очевидную для распределения Рэлея формулу для
дисперсии: σ2 = x2/2.

Таким образом, вариант метода моментов ММ24
позволяет рассчитать величины искомых парамет-
ров математического ожидания ν и дисперсии σ2

сигнала по формулам (4)–(6) на основе выборок
измерений без затрат времени на численное реше-
ние задачи. Этот оригинальный метод является
простым в практической реализации и позволяет
существенно ускорить процесс обработки анализи-
руемого сигнала.

2.3 Метод, основанный на измерениях
первого и второго моментов
анализируемой величины

Ниже для краткости будем обозначать этот ме-
тод как ММ12. Согласно данному методу искомые
параметры ν и σ2 рассчитываются на основе ис-
пользования измеренных данных для 1-го и 2-го
моментов райсовской величины, т. е. на основе ме-
тода ММ12.

Формула для 1-го момента x =

lim
n→∞

(
(1/n)

n∑
i=1

xi

)
райсовской величины x име-

ет вид [19]

x = σ

√
π

2
L1/2

(
− ν2

2σ2

)
, (7)

где L1/2 — полином Лагерра. Используя соотноше-
ние междуL1/2 и модифицированными функциями
Бесселя I0(z) и I1(z) [20], вместо (7) получаем:

x = σ

√
π

2
e−ν2/(4σ2)

[(
1 +

ν2

2σ2

)
I0

(
ν2

4σ2

)
+

+
ν2

2σ2
I1

(
ν2

4σ2

)]
. (8)

Формула (8) определяет аналитическую зависи-
мость первого момента случайной величины x от
искомых параметров задачи ν и σ2 и может исполь-
зоваться в качестве одного из исходных уравнений
для определения ν и σ2. В качестве второго урав-
нения в методе ММ12 используется выражение для
второго момента (первая из формул (3)).

Вводя переменную r = ν2/(2σ2), характеризу-
ющую отношение сигнала к шуму, и преобразуя

уравнения для ν и σ2, получаем следующие уравне-
ния для r и σ2 [18]:

√
π

4

〈
x2
〉

1 + r
e−r/2

[
(1 + r)I0

(
r

2

)
+ rI1

(
r

2

)]
=

= 〈x〉 ; (9)

σ2 =
〈x2〉
2(1 + r)

,

в которых была произведена замена моментовxиx2

на соответствующие средние значения по выборке

измерений 〈x〉 = (1/n)
n∑

i=1

xi и 〈x2〉 = (1/n)
n∑

i=1

x2i

в предположении, что длина выборки достаточно
велика.

Уравнение (9) представляет собой уравнение с
одной неизвестной r. Вопросы, связанные с су-
ществованием и свойствами его решения, рассмот-
рены в [18]. Не останавливаясь на деталях вы-
числений, отметим следующий важный результат:
решение системы двух уравнений для двух неиз-
вестных сведено к решению одного уравнения для
одной неизвестной, что обеспечивает существен-
ное сокращение объема вычислений.

В результате несложных преобразований из (9)
получаем уравнение:

√
π

4
〈x2〉

√
1 + r e−r/2I0

(
r

2

)[
1 +

r

1 + r
“I

(
r

2

)]
=

= 〈x〉 , (10)

где используется введенное выше обозначение
“I(z) = I1(z)/I0(z).

Правомерность использования метода ММ12
для расчета параметровν иσ2 основывается на дока-
зательстве существования решения уравнения (10)
и, следовательно, существования решения исход-
ной системы уравнений для ν и σ2. На основе
найденного решения для r рассчитываются иско-
мые ν и σ2 анализируемого изображения:

ν =

√
r

1 + r

√
〈x2〉 ;

σ2 =
〈x2〉
2(1 + r)

.





(11)

Таким образом, определение искомых парамет-
ров анализируемого магнитно-резонансного изоб-
ражения методом ММ12, как и в случае метода
МП, сводится к решению одного уравнения для
одной неизвестной, что представляет собой одно
из важных преимуществ анализируемых двухпара-
метрических методов и обусловливает возможное

82 ИНФОРМАТИКА И ЕЁ ПРИМЕНЕНИЯ том 8 выпуск 3 2014



Методы математической статистики как инструмент анализа магнитно-резонансного изображения

эффективное использование данных методов в со-
ставе новых информационных технологий для це-
лей магнитно-резонансной визуализации.

3 Сопоставление результатов
численного решения
двухпараметрической задачи
различными методами

С целью сопоставления точности трех рас-
смотренных выше методов решения двухпарамет-
рической задачи, которые могут использоваться в
составе новых информационных технологий маг-
нитно-резонансной визуализации, были проведе-
ны численные эксперименты, в которых по одним
и тем же данным выборок измерений вычислялись
искомые статистические параметры тремя алгорит-
мами, соответствующими методам МП, ММ24 и
ММ12. Проведенное ниже сопоставление результа-
тов численных экспериментов позволило выявить
особенности каждого из рассматриваемых методов
с точки зрения обеспечиваемой точности расче-
та параметров ν и σ2, характеризующих величину
исходного сигнала и дисперсию шума в каждой ана-
лизируемой точке изучаемого магнитно-резонанс-
ного изображения.

Численные эксперименты проводились следу-
ющим образом. Для каждого из параметров ν и σ
задавались массивы исходных значений, и в каждой
точке такой двумерной сетки с помощью датчика
случайных чисел, подчиняющихся распределению
Райса, генерировались данные выборок случайного
сигнала x: xi (i = 1, . . . , n), причем параметры
распределения Райса для данных выборки, гене-
рируемых в каждой точке, соответствовали ис-
ходно заданным значениям средней величины ν
и стандартного отклонения σ сигнала изображе-
ния в данной точке. Для каждой точки двумерной
сетки в плоскости (ν, σ), используя сгенерирован-
ные датчиком случайных чисел выборки значений
сигнала x, вычислялись значения вышеуказанных
параметров ν и σ на основе трех алгоритмов, со-
ответствующих сопоставляемым методам решения
задачи:

(1) для метода МП: решение первого из уравне-
ний (1) для параметра ν и последующий расчет
параметра σ по второму из уравнений (1);

(2) для метода ММ24: расчет параметров ν и σ
по формулам (6) на основе рассчитанной по
измеренным выборочным данным величины
t = x4/(x2)2 − 1;

(3) для метода ММ12: решение уравнения (10)
для переменной r = ν2/(2σ2) и последующий
расчет параметров ν и σ по формулам (11).

Результатом численного решения задачи каж-
дым из методов являются две поверхности, обра-
зуемые рассчитанными значениями для каждого из
параметров ν и σ, как функции исходно заданных
значений этих параметров, соответствующих узлам
двумерной сетки. Графические данные, представ-
ленные на рис. 1 и 2, являются сечениями этих по-
верхностей, при этом графики для ν представляют
собой сечения поверхности, образованной расчет-
ными значениями для ν, плоскостями σ = const,
а графики, отображающие результаты расчетов па-
раметра σ, являются сечениями поверхности, обра-
зованной расчетными значениями для σ, плоско-
стями ν = const.

Представленные на рис. 1 и 2 графики соответ-
ствуют следующим значениям параметров: исход-
но заданные значения ν и σ, определяющие узлы
двумерной сетки, на которой производились вы-
числения, изменялись в диапазоне от 0,2 до 3,0 с
шагом 0,2; длина n выборки составляла 64; усред-
нение результатов проводилось по 50 выборкам.

На рис. 1 представлены графики, отобража-
ющие расчетные значения параметра ν в сечениях
σ = const. На рис. 1, а – 1, в показаны зависимости
отклонений расчетных значений ν от реальной, ис-
ходно заданной величины этого параметра (сплош-
ные черные прямые) при различных исходных зна-
чениях параметра σ. Значения по оси абсцисс на
графиках соответствуют точкам отсчета исходно
заданных значений параметра ν, а по оси орди-
нат — расчетным значениям данного параметра.
На графике по оси абсцисс отложены цифры, соот-
ветствующие точкам отсчета для исходно заданного
параметра ν. Отклонения ломаной кривой от пря-
мой на графиках характеризуют точность расчетов
при следующих значениях параметра стандартного
отклонения σ: 1,6 (см. рис. 1, а), 0,8 (см. рис. 1, б) и
0,4 (см. рис. 1, в).

Из проведенного численного эксперимента,
графические результаты которого представлены на
рис. 1, можно сделать следующие выводы:

– точность вычисления искомого параметра ν
при решении двухпараметрической задачи ана-
лиза магнитно-резонансного изображения все-
ми тремя рассматриваемыми методами заметно
повышается с увеличением величины отноше-
ния сигнала к шуму, т. е. при перемещении сле-
ва направо вдоль расчетных кривых, а также по
мере уменьшения значений «шумового» пара-
метра σ;
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Рис. 1 Результаты численного расчета параметра ν
при решении двухпараметрической задачи методами
МП (1), ММ24 (2) и ММ12 (3): (а) σ = 1,6; (б) 0,8;
(в) σ = 0,4

Рис. 2 Результаты численного расчета параметра σ при
решении двухпараметрической задачи методами МП
(1), ММ24 (2) и ММ12 (3): (а) ν = 1,0; (б) ν = 2,0;
(в) ν = 3,0

– оба варианта метода моментов ММ24 и ММ12,
будучи примерно одинаковыми по обеспечива-
емой точности вычислений, заметно превосхо-
дят метод МП;

– все три рассматриваемых метода характери-
зуются существенным повышением точности

расчетов параметра ν и обеспечением поддер-
жания ее на высоком уровне при достижении
величиной ν/σ некоторого граничного значе-
ния: для метода МП это граничное значение
близко к 2, т. е. удовлетворительная точность
для параметра ν достигается при ν > 2σ. Что
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касается обоих вариантов метода моментов, то
в данном случае аналогичное граничное зна-
чение для отношения ν/σ, начиная с которого
обеспечивается существенное повышение точ-
ности расчетов параметра ν, составляет величи-
ну ν/σ ∼ 1,5–2. Другими словами, оба варианта
метода моментов обеспечивают высокую точ-
ность расчетов в практически таком же диапа-
зоне значений параметра ν, характеризующе-
го полезную, незашумленную составляющую
данных, формирующих магнитно-резонансное
изображение, как и при использовании метода
МП, в то время как вне этого диапазона точ-
ность вариантов метода моментов выше, чем
точность, обеспечиваемая методом МП.

На рис. 2 представлены зависимости рассчитан-
ной каждым из методов величины параметра стан-
дартного отклонения σ, характеризующего уровень
шума на изображении, показанные в сечениях ν =
= const. Графики на рис. 2, а – 2, в иллюстриру-
ют зависимости отклонений расчетных значений σ
от реальной величины этого параметра (сплошные
черные прямые) при различных ν. На графике по
оси абсцисс отложены цифры, соответствующие
точкам отсчета для исходно заданного параметра σ.
Отклонение ломаной линии от прямой на графиках
характеризует точность расчетов. Графики постро-
ены для следующих значений ν: 1,0 (см. рис. 2, а),
2,0 (см. рис. 2, б) и 3,0 (см. рис. 2, в).

Анализируя графические результаты численно-
го эксперимента, представленные на рис. 2 и харак-
теризующие особенности расчета параметра стан-
дартного отклонения σ, можно сделать следующие
основные выводы:

– точность вычисления параметра σ, характери-
зующего уровень шума в анализируемом маг-
нитно-резонансном изображении, при реше-
нии двухпараметрической задачи всеми тремя
рассматриваемыми методами заметно падает с
уменьшением величины отношения сигнала к
шуму (т. е. при перемещении слева направо
вдоль расчетных кривых), так как при этом
увеличивается величина σ, являющаяся пока-
зателем стохастичности процесса. С ростом
параметра ν отношение сигнала к шуму уве-
личивается и точность расчетов параметра σ
возрастает, что демонстрируется сравнением
графиков на рис. 2, а – 2, в, соответствующих
различным ν;

– варианты метода моментов ММ24 и ММ12
характеризуются примерно одинаковой точ-
ностью расчета σ при ν = const, но уступают
методу МП;

– все три рассматриваемых метода характери-
зуются существенным повышением точности
расчетов параметра σ, характеризующего сте-
пень зашумленности магнитно-резонансного
изображения, при достижении величиной ν/σ
некоторого граничного значения. В отличие от
проанализированных выше результатов расчета
параметра ν в сечениях σ = const (см. рис. 1),
графики на рис. 2, иллюстрирующие расчеты σ
в сечениях ν = const, показывают, что гранич-
ное значение отношения ν/σ, обеспечивающее
существенное улучшение точности расчетов,
примерно одинаково для всех трех методов и
составляет величину ν/σ ∼ 1,5. Другими слова-
ми, удовлетворительная точность для расчета σ
достигается при σ < 0,7ν и этот диапазон высо-
кой точности расчетов параметра σ примерно
одинаков для всех трех методов.

Для выявления статистических характеристик
развитых методов решения двухпараметрической
задачи были проведены численные эксперименты,
в которых усреднение полученных данных произ-
водилось по большому количеству (∼ 105) выборок
измерений, что позволило выявить и сопоставить
характерные статистические зависимости смеще-
ния и разброса расчетных данных для параметров ν
и σ2 от условий экспериментов для методов МП,
ММ24 и ММ12. Расчеты проводились для сле-
дующих значений длины выборки n: 16 (рис. 3, а

и 4, а) и 64 (рис. 3, б и 4, б).
На рис. 3 представлены графики, характери-

зующие точность расчетов параметра ν методами
ММ12 (1), ММ24 (2) и МП (3). По оси абсцисс
отложена исходно заданная величина параметра ν
в диапазоне от 0 до 3, в то время как величина
параметра σ была принята равной 1, так что точки
оси абсцисс фактически соответствуют величине
отношения сигнала к шуму SNR = ν/σ. В левом
столбце рис. 3 приведены графики рассчитанных
значений ν, их отклонение от прямой линии харак-
теризует точность сопоставляемых методов. В пра-
вом столбце приведены графики среднеквадратич-
ных отклонений (СКО) значений ν в зависимости
от SNR.

На рис. 4 приведены графики, иллюстрирующие
точность расчетов параметра σ методами ММ12 (1),
ММ24 (2) и МП (3) при тех же условиях экспери-
мента, которые указаны в комментариях к рис. 3.
Горизонтальная линия соответствует исходно за-
данному значению σ = 1. В левом столбце рис. 4
приведены графики рассчитанных значений σ, а в
правом столбце — графики СКО значений σ.

Таким образом, данные в левых столбцах рис. 3
и 4 характеризуют смещения величин искомых па-
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Рис. 3 Графики рассчитанных значений параметра ν (левый столбец) и его среднеквадратичного отклонения
(правый столбец) в зависимости от отношения сигнала к шуму при двухпараметрическом анализе райсовского
сигнала методами ММ12 (1), ММ24 (2) и МП (3) при длинах выборки n = 16 (а) и 64 (б)

раметров, а данные в правых столбцах характеризу-
ют разброс результатов расчетов рассматриваемыми
методами.

Графические результаты численных экспери-
ментов, представленные на рис. 3 и 4, иллюстриру-
ют следующие ожидаемые выводы:

– как смещение, так и разброс данных при расче-
те искомых параметров магнитно-резонансно-
го изображения на основе рассматриваемых ме-
тодов, т. е. посредством двухпараметрического
анализа данных изображения, заметно умень-
шаются с ростом отношения сигнала к шуму, а
также с увеличением длины выборки n;

– точность вычисления как ν, так и σ, методом
ММ12 выше, чем другими методами при малом
SNR и небольшой длине выборки, а с ростом
длины выборки или увеличением SNR точность
рассматриваемых методов выравнивается.

Представленные данные иллюстрируют воз-
можность вычисления обоих искомых статистиче-
ских параметров ν и σ2 в условиях распределения
Райса с высокой точностью в достаточно широком
диапазоне значений отношения сигнала к шуму.

4 Заключение

В работе представлены теоретические основы,
проведено численное исследование и сопостав-
ление методов решения задачи анализа и обработ-
ки магнитно-резонансного изображения на основе
нового подхода, состоящего в решении двухпа-
раметрической задачи в условиях статистическо-
го распределения Райса. Рассматриваемые методы
разработаны на основе использования так называ-
емой двухпараметрической модели, в рамках ко-
торой анализируемые данные характеризуются не
одним (как в традиционном однопараметрическом
приближении), а двумя неизвестными параметра-
ми: средней величиной сигнала и дисперсией шума.
Рассматриваемые методы объединены концепци-
ей двухпараметрического подхода к решению за-
дачи анализа и обработки магнитно-резонансного
изображения. Суть данной концепции заключает-
ся в обоснованной возможности математического
расчета сразу обоих априорно неизвестных стати-
стических параметров сигнала и шума, формиру-
ющих анализируемое изображение. Знание этих
параметров позволяет, в свою очередь, восстано-
вить исходное, не искаженное шумом изображе-
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Рис. 4 Графики рассчитанных значений параметра σ (левый столбец) и его среднеквадратичного отклонения
(правый столбец) в зависимости от отношения сигнала к шуму при двухпараметрическом анализе райсовского
сигнала методами ММ12 (1), ММ24 (2) и МП (3) при длинах выборки n = 16 (а) и 64 (б)

ние в системах магнитно-резонансной визуализа-
ции. Разработаны различные алгоритмы расчета
искомых величин сигнала и шума в зависимости
от используемого статистического подхода к реше-
нию двухпараметрической задачи: метод максиму-
ма правдоподобия, метод моментов, основанный
на измерении второго и четвертого моментов сиг-
нала, метод моментов, основанный на измерении
первого и второго моментов.

В работе проведен сравнительный анализ стати-
стических характеристик рассматриваемых методов
решения двухпараметрической задачи. В результате
численного моделирования получены и сопостав-
лены данные для смещения и разброса искомых
параметров, обеспечиваемые методами МП, ММ24
и ММ12.

Одним из важных преимуществ развитых мето-
дов является их применимость к решению суще-
ственно нелинейных задач, каковыми, в частности,
являются задачи шумоподавления в магнитно-ре-
зонансной визуализации.

Результаты численного эксперимента демон-
стрируют возможность эффективного восстановле-
ния исходного, не искаженного шумом сигнала
магнитно-резонансного изображения посредством

развитых методов, основанных на решении двухпа-
раметрической задачи в условиях статистического
распределения Райса.
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Abstract: The paper considers the methods of the magnetic-resonance image analysis, based on the solution of the
so-called two-parametric task. The elaborated methods provide joint calculation of both statistical parameters —
the mathematical expectation of the random value being analyzed and its dispersion, i. e., simultaneous estimation
of both the useful signal and the noise. The considered variants of the task solution employ the methods of
mathematical statistics: the maximum likelihood method and variants of the method of moments. A significant
advantage of the elaborated two-parametric approach consists in the fact that it provides an efficient solution
of nonlinear tasks including the tasks of noise suppression in the systems of magnetic-resonance visualization.
Estimation of the sought-for parameters is based upon measured samples’ data only and is not limited by any a priori

suppositions. The paper provides the comparative analysis of the considered methodology’s variants and presents
the results of the computer simulation providing the statistical characteristics of the estimated parameters’ shift and
scatter while solving the task by various methods. The presented methods of the Rician signal’s two-parametric
analysis can be used within new information technologies at the stage of the stochastic values’ processing.
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ПРИМЕНЕНИЕ ПОЛУТОНОВЫХ ПРЕДСТАВЛЕНИЙ

ПРИ АНАЛИЗЕ ИЗМЕНЕНИЙ ЦВЕТНЫХ ИЗОБРАЖЕНИЙ

О. П. Архипов, З. П. Зыкова

Аннотация: Чтобы сократить вычислительные и временн‚ые затраты при анализе цветных изображений,
на практике часто используют их упрощенные представления. Например, применение полутоновых пред-
ставлений цветных изображений в видеоаналитике позволяет уменьшить объем затрат в 2–3 раза. Часть
информации об исходном изображении при этом теряется, что снижает точность анализа. Погрешности
результатов существенно зависят от выбора функций преобразования цветных изображений в полутоно-
вые. Предлагается алгоритм совместного использования различных полутоновых представлений цветных
изображений, обеспечивающий повышение точности результатов. Указаны области практического при-
менения, в которых использование предлагаемого алгоритма не влечет дополнительных временн‚ых затрат
на соответствующие процедуры. Приведены иллюстрирующие примеры.

Ключевые слова: цветные изображения; полутоновые представления; погрешность анализа; видеоанали-
тика
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1 Полутоновые представления
изображений

При анализе цветных изображений в большин-
стве случаев применяют методы, основанные на
использовании полутонового представления изоб-
ражений. Для получения полутонового представле-
ния цветного изображения пикселы трехмерного
RGB-пространства преобразуются в пикселы од-
номерного пространства, тем или иным способом
характеризующего яркость RGB-пикселов.

Традиционно используемые полутоновые пред-
ставления описываются функциями вида:

f0 : f0(r, g, b) = (c0, c0, c0) ,

где c0 = 0,2126r + 0,7152g + 0,0722b (функция со-
ответствует американскому стандарту аналогового
телевидения NTSC — National Television Standards
Committee);

f1 : f1(r, g, b) = (c1, c1, c1) ,

где c1 = 0,21r + 0,72g + 0,07b (коэффициенты по-
лучены при округлении коэффициентов формулы
значений функции f0);

f2 : f2(r, g, b) = (c2, c2, c2) ,

где c2 = 0,299r+ 0,587g+ 0,114b (функция соответ-
ствует американскому стандарту цифрового теле-

видения ATSC — Advanced Television Systems Com-
mittee);

f3 : f3(r, g, b) = (c3, c3, c3) ,

где c3 = 0,3r + 0,59g + 0,11b (коэффициенты по-
лучены при округлении коэффициентов формулы
значений функции f2);

f4 : f4(r, g, b) = (c4, c4, c4) ,

где

c4 =
r + g + b

3
;

f5 : f5(r, g, b) = (c5, c5, c5) ,

где

c5 =
max(r, g, b) + min(r, g, b)

2
;

f6 : f6(r, g, b) = (c6, c6, c6) ,

где

c6 =
255L(r, g, b)

ρ(maxL(r, g, b) + minL(r, g, b))
,

L — координата из Lab-пространства, соответству-
ющая пикселу (r, g, b);

f7 : f7(r, g, b) = (c7, c7, c7) ,

где c7 определяется алгоритмом PhotoShop.
Заметим, что вклад значений координат r, g и b

в значения функций полутонового преобразования
f4 и f5 одинаков, а для других функций, учитыва-
ющих цветовосприятие наблюдателя, различен.

1Орловский филиал Института проблем информатики Российской академии наук, arkhipov12@yandex.ru
2Орловский филиал Института проблем информатики Российской академии наук, zykzoya@yandex.ru
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Рис. 1 Изображение I1

В соответствии с потребностями телевидения в
каждой из функций f0–f3 при получении серых
пикселов применяются разные весовые коэффи-
циенты при координатах r, g и b. В указанных
формулах учитывается различная значимость коор-

динат r, g и b в формировании визуального вос-
приятия человека. Так, больший вес зеленого цвета
обусловлен тем, что зеленый цвет воспринимается
более светлым, чем красный и синий. Меньший
вес синего цвета используется, поскольку синий
цвет воспринимается более темным, чем зеленый и
красный.

Значения функций полутонового преобразо-
вания f6 и f7 нелинейно зависят от значений
координат r, g и b, поскольку различный вклад
этих координат определяется правилами постро-
ения равноконтрастных цветовых пространств, ко-
торые ориентированы на цветовосприятие стан-
дартного наблюдателя.

Часть информации об исходном изображении
в любом их полутоновом представлении теряется,
поскольку происходит слияние цветов (одному се-
рому пикселу соответствует множество RGB-пик-
селов).

Рассмотрим, например, изображение I1, со-
стоящее из двенадцати разноцветных квадратов
(рис. 1).

Рис. 2 Изображения f0(I1) (а),f1(I1) (б), f2(I1) (в), f3(I1) (г), f4(I1) (д), f5(I1) (е), f6(I1) (ж) и f7(I1) (з)

Таблица 1 Несовпадение пикселов изображений, приведенных на рис. 2

Рисунок 2, а 2, б 2, в 2, г 2, д 2, е 2, ж

2, б 41%
2, в 97% 97%
2, г 97% 97% 35%
2, д 99% 99% 98% 98%
2, е 99% 99% 99% 99% 98%
2, ж 100% 100% 100% 100% 99% 99%
2, з 98% 98% 97% 97% 99% 99% 100%
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Полутоновые представления изображения I1
имеют вид в соответствии с рис. 2 и различаются
даже для близких по определению функций (f0(I1)
и f1(I1), f2(I1) и f3(I1)).

В табл. 1 приведены результаты подсчета несо-
впадений пикселов изображений, приведенных на
рис. 2. Доля несовпадений представлена в процен-
тах при округлении до целого.

Как видно из табл. 1, между значительным чис-
лом пикселов полутоновых представлений тестово-
го изображения имеются существенные различия
с количественной точки зрения. При этом, как и
следовало ожидать, визуально сходные изображе-
ния (f0(I1) и f1(I1), f2(I1) и f3(I1)) имеют меньшие
различия по сравнению с общим случаем.

2 Характеристики полутоновых
изображений

При автоматическом анализе используются
различные количественные характеристики полу-
тоновых изображений, которые могут значитель-
но различаться даже для визуально неразличимых
изображений.

Например, для обнаружения объектов на цвет-
ных изображениях и их особенностей часто при-
меняют методы, основанные на поиске локальных
экстремумов градиента (методы Робертса, Превит-
та, Собела и др.) в полутоновых представлениях
изображений [1].

Например, градиенты ∇p = (Gx, Gy) во внут-
ренних пикселах p полутоновых изображений, вы-
численные с помощью оператора Собела, явля-
ются результатом линейной обработки фрагментов

полутоновых изображений масками 3 × 3. Перед
дальнейшим использованием вычисленные значе-
ния градиентов квантуются (минимум по восьми
ячейкам: 0◦, 45◦, 90◦, 135◦, 180◦, −45◦, −90◦,
−135◦).

Поля градиентов полутоновых представлений
существенно зависят от вида функции полутоно-
вого преобразования. Несмотря на грубое кванто-
вание и малую выборку результатов, можно видеть
существенное различие полей градиентов, напри-
мер для полутоновых представлений f0(I1) и f7(I1),
представленных на рис. 3 стрелками для пикселов,
координаты которых по вертикали и горизонтали
кратны десяти.

Для многих практически важных проектов ана-
лиза изображений необходимо и применяется кван-
тование по большому числу ячеек. Например,
в [2] описан автоматизированный программный
метод анализа изображений аэрокосмических фо-
топланов, при реализации которого применяется
180 ячеек. Очевидно, что увеличение числа яче-
ек квантования приведет к еще большему разбросу
результатов.

Аналогичные выводы можно сделать и при
расширении базы сравнения результатов (рис. 4
и 5).

Различным направлениям на рис. 4 соответству-
ют векторы и соответственно пикселы, имеющие
следующие цвета: 0◦ — красный; 45◦ — пурпурный;
90◦ — синий; 135◦ — циан; 180◦ — темно-зеле-
ный; −45◦ — оранжевый; −90◦ — желтый; −135◦ —
светло-зеленый.

Вследствие того, что для графического пред-
ставления соотношения модулей градиентов ис-
пользованы серые пикселы с координатами вида

Рис. 3 Выборочные изображения полей градиентов для f0(I1) (а) и f7(I1) (б)
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Рис. 4 Изображения полей градиентов для f0(I1) (а) и f7(I1) (б)

Рис. 5 Изображения полей модулей градиентов для f0(I1) (а) и f7(I1) (б)

m = round


255


1−

√
G2x +G

2
y

2(4 · 255)2




 , (1)

меньшим значениям модуля градиента на рис. 5
соответствуют более светлые серые пикселы. Так,

при наименьшем значении модуля градиента (Gx =
= Gy = 0) m = 255, а при максимальном (Gx =
= Gy = 4 · 255) — m = 0.

В табл. 2 и 3 приведены результаты подсчета
несовпадений пикселов полутоновых представле-

Таблица 2 Доля несовпадений пикселов полей направлений градиентов

Функция f0(I1) f1(I1) f2(I1) f3(I1) f4(I1) f5(I1) f6(I1)

f1(I1) 17%
f2(I1) 47% 48%
f3(I1) 47% 48% 15%
f4(I1) 80% 80% 52% 51%
f5(I1) 73% 74% 70% 70% 73%
f6(I1) 38% 38% 50% 50% 72% 72%
f7(I1) 44% 44% 48% 48% 72% 71% 24%
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Таблица 3 Доля несовпадений пикселов полей модулей градиентов

Функция f0(I1) f1(I1) f2(I1) f3(I1) f4(I1) f5(I1) f6(I1)

f1(I1) 48%
f2(I1) 81% 83%
f3(I1) 81% 82% 40%
f4(I1) 95% 96% 79% 79%
f5(I1) 89% 90% 85% 85% 64%
f6(I1) 83% 83% 82% 82% 83% 86%
f7(I1) 85% 85% 86% 86% 90% 90% 81%

ний тестового изображения I1. Доля несовпадений
представлена в процентах при округлении до це-
лого.

Как видно из табл. 2 и 3, направления и модули
локальных градиентов различаются для значитель-
ного числа пикселов полутоновых представлений
тестового изображения. При этом, как и следова-
ло ожидать, для визуально сходных изображений
(f0(I1) и f1(I1), f2(I1) и f3(I1)) поля направлений
и модулей локальных градиентов имеют меньшие
различия по сравнению с общим случаем.

3 Анализ полутоновых
изображений

Направления и модули локальных градиентов
применяются для вычисления различных особен-
ностей цветных изображений. Например, на основе
значений модуля градиентов могут быть вычислены
контуры содержащихся в изображении объектов.
Визуально в тестовом изображении I1 выделяют-
ся контуры, представляющие равномерную сетку
(рис. 6).

Чтобы хотя бы отчасти компенсировать погреш-
ности, возникающие при полутоновом преобра-
зовании цветных изображений, для совместного
использования при определении контуров тестово-

го изображения будет использован один из мно-
гих возможных наборов функций преобразования,
в котором для любой пары RGB-пикселов найдется
функция, принимающая от этих аргументов разные
значения: f0(I1), f2(I1), f4(I1).

После применения пороговой обработки вида

n =

{
255 при m ≥ 180 ;
0 при m < 180 ,

где m — нормализованные значения модуля гра-
диентов из (1), к соответствующим полутоновым

Рис. 6 Изображение визуально различимых контуров I1

Рис. 7 Изображения фрагментов контуров для f0(I1) (а), f2(I1) (б) и f4(I1) (в)
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изображениям вычисленные совокупности фраг-
ментов контуров тестового изображения имеют вид
в соответствии с рис. 7.

В зависимости от используемой функции по-
лутонового преобразования обнаруживаются раз-
ные совокупности фрагментов контуров тестового
изображения. Ни одна из применяемых функций
не позволила получить для тестового изображения
точные результаты.

4 Совместный анализ
полутоновых изображений

Точность результатов возрастает при совмест-
ном использовании нескольких полутоновых пред-
ставлений цветного изображения для анализа цвет-
ных изображений [3, 4].

В рассматриваемом тестовом примере объеди-
нению данных (совокупностей фрагментов конту-
ров, полученных при раздельном исследовании по-
лутоновых изображений (см. рис. 7)), соответствует
совокупность фрагментов контуров, изображенных
на рис. 8.

Погрешность определения контуров значитель-
но уменьшается, хотя и не устраняется полностью
(два небольших фрагмента контуров не идентифи-
цированы).

В рассмотренном примере причиной ненулевой
погрешности определения контуров (см. рис. 8) при
объединении отдельных результатов стало преуве-
личение значимости координаты g в двух из трех
использованных функций по сравнению с другими
координатами.

В связи с этим имеет смысл рассмотреть функ-
ции, которые в совокупности обеспечивают рав-
нозначный вклад координат r, g и b в результат

Рис. 8 Изображение объединенной совокупности фраг-
ментов контуров

анализа. Этому требованию удовлетворяет набор
функций вида

f8(rgb) = (r, r, r) ;

f9(r, g, b) = (g, g, g) ;

f10(r, g, b) = (b, b, b) ,





(2)

а также, например,

f11(r, g, b) = (c11, c11, c11) ;

f12(r, g, b) = (c12, c12, c12) ;

f13(r, g, b) = (c13, c13, c13) ,





(3)

где

c11 = 0,2r + 0,6g + 0,2b ;

c12 = 0,2r + 0,2g + 0,6b ;

c13 = 0,6r + 0,2g + 0,2b .

Применение этих функций позволяет получить
при объединении фрагментов точное описание
контуров тестового изображения (рис. 9 и 10).

Затраты на проведение процедуры анализа скла-
дываются из суммы затрат на исследование каждого
полутонового представления, на объединение дан-
ных и анализ интегрированных данных. При этом
объем затрат увеличивается в несколько раз (по
сравнению с затратами на реализацию аналити-
ческих процедур для единственного полутонового
представления).

Это допустимо в исследовательских, но счита-
ется неприемлемым в инженерных проектах [5].
В связи с этим актуально выделение таких областей
применения, которые допускают разработку более
экономичных алгоритмов анализа на основе со-
вместного исследования нескольких полутоновых
представлений цветных изображений и учета осо-
бенностей их практического применения. В рам-
ках данной работы рассматривается одна из таких
областей — обнаружение изменений в последова-
тельностях видеоизображений.

5 Совместное использование
функций полутонового
преобразования
для обнаружения изменений
в последовательностях
видеоизображений

Совместное использование функций полутоно-
вого преобразования необходимо для уменьшения
вероятности того, что возникновение новых или
исчезновение имеющихся объектов цветного изоб-
ражения останется незамеченным при автомати-
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Рис. 9 Изображения фрагментов контуров для f8(I1) (а), f9(I1) (б), f10(I1) (в) и их объединение (г)

Рис. 10 Изображения фрагментов контуров для f11(I1) (а), f12(I1) (б), f13(I1) (в) и их объединение (г)
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Рис. 11 Изображения I2 (а) и I3 (б)

Рис. 12 Изображения ϕ1(V1) (а), ϕ2(V2) (б) и ϕ3(V3) (в) при использовании набора функций полутонового
преобразования (2)

ческом анализе последовательности полутоновых
представлений видеоизображений.

Введем обозначения:

– Vi, i = 0, 1, . . . , — последовательность цветных
видеоизображений;

– ϕj, j = 1, 2, . . . , J , — набор функций полутоно-
вого преобразования;

– F — функция анализа полутоновых изображе-
ний;

– ρ — мера близости значений функции F .

Два изображения Vi′ и Vi′′ считаются различны-
ми, если для некоторой константы K выполнено
соотношение:

ρ(F (ϕj(Vi′ )), F (ϕj(Vi′′ ))) > K .

На начальном этапе предлагаемого алгоритма
вычисляется J эталонных значений функции F :

F (ϕj(V0)) , j = 1, 2, . . . , J .

Затем при исследовании изображений из ви-
деопоследовательности поочередно используются
функции полутонового преобразования:

ρ(F (ϕj(V0)), F (ϕj(Vi))) > K , i = 1, 2, . . . , (4)

причем значение j определяется как остаток от де-
ления i на (J + 1).

Таким образом, изменения, не обнаруженные
при использовании одной функции полутонового
преобразования, могут быть обнаружены при ис-
пользовании какой-либо другой. Затраты при этом
не увеличиваются, поскольку для каждого видео-
изображения используется только одно полутоно-
вое представление.

Рассмотрим изображения I2 и I3 (рис. 11).
Пусть

V0 = I2 ; Vi = I3 , i = 1, 2, 3 .

При использовании набора функций полутоно-
вого преобразования (2), когда

ϕ1 = f8 ; ϕ2 = f9 ; ϕ3 = f10 ;

ϕ1(V0) = ϕ2(V0) = ϕ3(V0) = V0 ,

последовательно идентифицируются все объекты,
возникшие на изображениях видеопоследователь-
ности (рис. 12).

При использовании набора функций полутоно-
вого преобразования (3), когда

ϕ1 = f11 ; ϕ2 = f12 ; ϕ3 = f13 ;

ϕ1(V0) = ϕ2(V0) = ϕ3(V0) = V0 ,

также последовательно идентифицируются все объ-
екты, возникшие на изображениях видеопоследо-
вательности (рис. 13).
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Рис. 13 Изображения ϕ1(V1) (а), ϕ2(V2) (б) и ϕ3(V3) (в) при использовании набора функций полутонового
преобразования (3)

Обнаружение изменений в рассмотренной тес-
товой последовательности изображений может
быть установлено автоматически после вычисле-
ния нормы разности матриц, соответствующих по-
лутоновым представлениям изображений тестовой
последовательности и проверки выполнения кри-
терия (4).

6 Заключение
Предложен алгоритм совместного использова-

ния полутоновых представлений при анализе цвет-
ных изображений, повышающий точность обнару-
жения изменений в видеопоследовательностях без
увеличения затрат на выполнение соответствующих
процедур.
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ТЕКСТУРИРОВАНИЕ ВОКСЕЛЬНЫХ МОДЕЛЕЙ НА ОСНОВЕ

ЦВЕТОВОЙ ИНФОРМАЦИИ ОБ ОПОРНЫХ ТОЧКАХ

О. П. Архипов1, Ю. А. Маньяков2

Аннотация: Описана технология текстурирования воксельных моделей на основе имеющейся цветовой
информации об опорных точках (ОТ). Опорные точки представляют собой особые точки в трехмерном
пространстве, описывающие определенную часть поверхности объекта и содержащие обобщенную ин-
формацию о цвете соответствующей им области. Цвет воксела в области, ограниченной ОТ, определяется
цветом каждой из ОТ, ограничивающих эту область. Вес цветовой составляющей каждой ОТ при расчете
цвета воксела обратно пропорционален евклидову расстоянию от воксела до нее. Представлен механизм
расчета весовых коэффициентов цветовых компонент ОТ для вычисления цветов вокселов, зависящих от
расстояния до каждой ОТ, ограничивающей область. Приведены описание и результаты экспериментов, в
рамках которых осуществлялось текстурирование синтетических моделей и моделей натурных объектов.

Ключевые слова: трехмерная реконструкция; текстурирование; воксельная модель
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В современных условиях роста популярности
медиатехнологий и востребованности компьютер-
ной графики решение проблемы быстрого создания
трехмерных моделей натурных объектов и их ани-
мации является одной из наиболее актуальных за-
дач. Трехмерная реконструкция является одним из
перспективных направлений в области компьютер-
ной графики с точки зрения повышения скорости и
уменьшения сложности процесса трехмерного мо-
делирования.

Результатом применения трехмерной рекон-
струкции являются трехмерные модели объектов,
которые могут быть представлены в различных фор-
матах. Одним из наиболее перспективных спосо-
бов представления трехмерных моделей является
воксельное представление. Воксельные модели, в
частности, позволяют легко отображать деформа-
ции и разрушения объектов, а также их внутреннюю
структуру, что может быть весьма полезно при со-
здании анимации различных взаимодействий объ-
ектов.

Одним из этапов трехмерной реконструкции
является текстурирование. В случае с воксель-
ными моделями этот термин подразумевает при-
своение цветов вокселам трехмерной модели. На
сегодняшний день большинство технологий тек-
стурирования подразумевают достаточно большое
количество творческой, сложно автоматизируемой
работы.

Перспективной является технология, основан-
ная на понятии «мегатекстура», которая позволяет
работать с воксельными объектами и используется в
игровом графическом движке id Tech 4 и id Tech 5 [1].
Данная технология относится к методике распре-
деления текстур, когда вся поверхность трехмер-
ной сцены покрывается одной большой текстурой
с заданным уровнем детализации вместо множе-
ства мелких. Однако такой подход используется в
основном для текстурирования достаточно простых
поверхностей, например ландшафтов, и не подхо-
дит для объектов со сложной геометрией.

Целью настоящей работы является разработка
технологии текстурирования воксельной модели,
позволяющей на основе цветовой информации, со-
держащейся в ОТ, производить перенос цветовой
информации с изображений натурного объекта на
его воксельную модель.

Опорную точку можно представить в виде кор-
тежа 〈x, y, z, r, g, b〉, где (x, y, z) — координаты ОТ
в трехмерном пространстве, (r, g, b) — цветовые
координаты ОТ в пространстве RGB (red, green,
blue).

Опорные точки генерируются на основе сме-
щенных изображений, получаемых в результате
круговой съемки объекта, что позволяет создать
замкнутое описание поверхности модели объекта в
трехмерном пространстве [2]. При этом цветом ОТ
является цвет соответствующего ей сегмента, по-

1Орловский филиал Института проблем информатики Российской академии наук, arkhipov12@yandex.ru
2Орловский филиал Института проблем информатики Российской академии наук, maniakov yuri@mail.ru
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лученного в результате аппроксимации на основе
сгенерированной палитры различимых цветов.

Технология построения воксельной модели [3]
подразумевает, что на основе известных коорди-
нат ОТ в трехмерном пространстве производится
интерполяция координат вокселов, заключенных
между ОТ. Таким образом, единичной областью
интерполяции как декартовых координат вокселов
модели, так и их цветовых координат в простран-
стве RGB является область, ограниченная про-
странственным треугольником, образованным тре-
мя взаимно ближайшими (ограничивающими) ОТ.

Цвет воксела в области, ограниченной ОТ, опре-
деляется цветом каждой из ОТ, ограничивающих
эту область. Вес цветовой составляющей каждой
ОТ при расчете цвета воксела обратно пропорци-
онален евклидову расстоянию от воксела до нее.
Таким образом, необходимо вычислить коэффи-
циенты пропорциональности цветовых значений
каждого воксела расстоянию до i-й ОТ, ограничи-
вающей область:

ki =
1

ddi
, d =

3∑

i=1

1

di
,

где di — евклидово расстояние от рассматриваемого
воксела до i-й ОТ.

Сумма произведений соответствующих коэф-
фициентов и цветовых составляющих каждой огра-
ничивающей ОТ образует цвет каждого воксела.

Таким образом, зависимость, описывающая
способ вычисления цвета воксела в области, огра-
ниченной ОТ, может быть представлена в виде:

f(c) =

3∑

i=1

ciki ,

где ci — значение цвета i-й ограничивающей ОТ:

c =



r
g
b


 .

В результате получим текстурированную вок-
сельную модель, которую можно формально пред-
ставить в виде совокупности вокселов:

VT =

m⋃

i=1

vi ,

где m — количество вокселов модели; v — вок-
сел модели; представляющий собой структуру вида
v = 〈x, y, z, r, g, b〉, в которой (x, y, z) — координа-
ты воксела в трехмерном пространстве, (r, g, b) —
координаты цвета воксела в пространстве RGB.

Координаты ОТ контрольной модели

№ ОТ X Y Z R G B

1 10 −39 0 255 0 0
2 −10 17 0 0 255 0
3 14 17 0 0 0 255

На основе представленной модели был со-
здан алгоритм и реализующий его программный
модуль, а также были проведены эксперименталь-
ные исследования. Экспериментальные иссле-
дования проводились на совокупности тестовых
воксельных моделей. В ходе исследования осу-
ществлялось текстурирование данных моделей с
использованием информации об ОТ, на основе ко-
торых они были построены, в соответствии с техно-
логией пофрагментного анализа и представления
натурного объекта и изменения его пространствен-
ного положения с последующей интеграцией полу-
ченных данных в трехмерные изображения [4].

На начальном этапе с целью повышения точ-
ности проверки корректности работы алгорит-
ма использовалась контрольная воксельная мо-
дель, представляющая собой пространственный
треугольник с расположенными в вершинах ОТ
разных цветов, координаты которых представлены
в таблице.

Результат текстурирования модели, представ-
ленный на рис. 1, показывает, что цвета составля-

Рис. 1 Визуализация текстурированной контрольной
модели
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Рис. 2 Тестовые воксельные модели

Рис. 3 Визуализация текстурированных тестовых воксельных моделей: (а) текстурирование синтетической воксель-
ной модели; (б) текстурирование модели натурного объекта

ющих ее вокселов образуют плавный градиентный
переход между цветами ОТ, расположенными в вер-
шинах треугольника.

В связи с тем, что алгоритм текстурирова-
ния работает с совокупностью пространственных
треугольников, аппроксимирующих трехмерную
модель, учитывая корректность текстурирования
контрольной модели, можно сделать вывод о кор-
ректности работы алгоритма и модуля текстури-
рования воксельных моделей. Это подтверждают
исследования с использованием других тестовых
моделей, представленных на рис. 2.

В результате текстурирования рассмотренных
моделей были получены результаты, представлен-
ные на рис. 3. При этом стоит уточнить, что источ-
ником исходной информации для генерации ОТ для
тестовой модели натурного объекта (рис. 3, б) в со-
ответствии с технологией представления натурного
объекта и изменения его пространственного поло-
жения [4] являлись фотоснимки натурного объекта,
один из которых представлен на рис. 4.

Таким образом, можно заключить, что рас-
смотренная технология текстурирования позволяет
с необходимой точностью получить отображение
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Рис. 4 Изображение исходного натурного объекта для
создания тестовой модели (см. рис. 3, б)

цветов поверхности натурного объекта на воксель-
ной модели при условии ограниченного объема

информации о цветах ОТ. Необходимая точность
текстурирования достигается путем варьирования
уровня детализации модели, который, в свою оче-
редь, определяется количеством ОТ.
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ПРОЕКТИРОВАНИЕ САМОСИНХРОННЫХ СХЕМ:

СТРУКТУРНЫЕ МЕТОДЫ В ИЕРАРХИЧЕСКОМ АНАЛИЗЕ∗

Л. П. Плеханов1

Аннотация: Самосинхронные схемы (СС-схеиы) имеют уникальные свойства независимости от задержек
и отказобезопасности. Рассмотрена одна из главных проблем проектирования таких схем — анализ само-
синхронности больших схем. В традиционном подходе схемы анализируются событийными методами,
по переключениям элементов. Сложность вычислений в таком подходе экспоненциально растет от раз-
мера и/или других параметров схем, что не позволяет анализировать большинство практически значимых
схем. Решение проблемы предлагается в функциональном подходе — без использования переключений —
и иерархическом описании схем. В иерархическом анализе самосинхронности наряду с анализом логиче-
ских функций предлагается использовать структурные методы — исследование взаимосвязей элементов
и фрагментов. Такой способ позволяет резко уменьшить трудоемкость вычислений и в итоге решить
одну из главных проблем проектирования СС-схем — анализ схем любого размера. Эффективность
предложенных методов подтверждена с помощью экспериментальных программных средств.

Ключевые слова: самосинхронные схемы; асинхронные схемы; проектирование схем; анализ самосин-
хронности
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1 Введение

Самосинхронные схемы относятся к классу
асинхронных схем, то есть схем, не имеющих так-
товых генераторов. Русскоязычный термин «са-
мосинхронная схема» предложен в книге [1] как
аналог термина speed-independent [2] — «схема, пра-
вильность функционирования которой не зависит
от величин задержек элементов». С практической
точки зрения использование такого термина не-
удобно, так как он определен для замкнутых схем
с одним начальным состоянием. (Другие близкие
термины подробнее обсуждены в [3].) Поэтому для
практических целей проектирования СС-схем было
предложено более широкое определение [4, 5].

Самосинхронная схема — это разомкнутая или за-

мкнутая схема, при всех реальных начальных состоя-

ниях и переходах между ними имеющая два свойства:

отсутствие состязаний при любых конечных задерж-

ках элементов и отказобезопасность по отношению к

константным залипаниям на 0 и 1 выходов элементов.

Так определенная схема удовлетворяет также и
критериям [1, 2] (в случае разомкнутой схемы — при
правильном замыкании). При реализации на чи-
пе самосинхронность может зависеть от задержек в
трассах. Поэтому на функционально-логическом
уровне разработки свойства, указанные в опре-

делении, становятся необходимыми условиями и
должны быть обеспечены схемотехническими ре-
шениями. Но и в случае возможного нарушения
самосинхронности от задержек в трассах есть реаль-
ные способы (схемотехнические и топологические)
обеспечения самосинхронности [5].

Уникальные свойства СС-схем, присущие им
по определению, имеют и уникальные следствия.
Они обеспечивают максимально широкий диапа-
зон правильного функционирования, определя-
емый только физическими (не схемотехнически-
ми) возможностями переключений элементов, что
недостижимо для других типов схем. Устойчивость
работы СС-схем при малых напряжениях питания
позволяет создавать схемы с малым энергопотреб-
лением. А свойство отказобезопасности дает воз-
можность получения высоконадежных схем, в том
числе с самопроверкой и саморемонтом.

Разработка практических СС-схем началась в
СССР группой В. И. Варшавского в 70-х гг. прошло-
го века [6] и с запозданием на 20 лет за рубежом [7].
Последняя ссылка указывает на единственную за-
рубежную методологию построения СС-схем Null

Convention Logic (NCL). Эта методология была
создана чисто интуитивно, по принципу «запрос–
ответ». Методология имеет ряд существенных
недостатков: ограниченный базис реализации

∗Работа выполнена при частичной финансовой поддержке по Программе фундаментальных исследований Президиума РАН № 1
за 2014 г. (проект № 43П) и РФФИ (проекты 13-07-12062 офи м и 13-07-12068 офи м).

1Институт проблем информатики Российской академии наук, LPlekhanov@inbox.ru

105



Л. П. Плеханов

(27 элементов), жесткая конвейерная структура по-
строения схем, не допускающая альтернатив, и др.
В результате схемы, получаемые по методологии
NCL, имеют большие затраты в транзисторах, что
и отмечено бывшими сотрудниками В. И. Варшав-
ского [8].

Методология разработки СС-схем в ИПИ РАН
опирается на математические методы Маллера и
Варшавского и развивает методы группы В. И. Вар-
шавского. Одним из результатов разработок ИПИ
РАН являются 22 патента РФ и 2 США в области
СС-схемотехники.

Методология ИПИ РАН позволяет создавать
СС-схемы в тысячи элементов как на базовых мат-
ричных кристаллах (БМК), так и в заказном ис-
полнении. Методология дает возможность сравне-
ния множества вариантов и выбора оптимального.
Подробный сравнительный анализ NCL-методоло-
гии, выполненный в ИПИ РАН [9], показывает, что
схемы NCL уступают идентичным по функциони-
рованию схемам ИПИ РАН по всем показателям:
затратам в транзисторах, быстродействию и энер-
гопотреблению.

В настоящее время институтом в содружестве
с другими учреждениями (НТЦ МИЭТ, НИИСИ
РАН) разработаны, изготовлены и испытаны ряд
изделий на БМК и в заказном формате [10–12].
Работы по развитию СС-схем продолжаются [9,
13–15].

Одна из главных проблем проектирования
СС-схем заключается в необходимости примене-
ния специальных математических и других ме-
тодов, требующих больших, а подчас огромных
вычислительных ресурсов. Существующие клас-
сические методы ограничивают возможности ана-
лиза и синтеза СС-схем размером до нескольких
десятков элементов. Поэтому актуальной являет-
ся задача разработки и реализации новых методов,
альтернативных существующим, с целью довести
возможности проектирования до реальных потреб-
ностей, т. е. до схем любого размера. Одним из
путей решения этой задачи могут служить методы
анализа и синтеза, основанные на функциональном
подходе [5, 14].

Данная статья продолжает развитие методов,
приведенных в докладе на МЭС-2012 [16].

2 Проблемы анализа
в функциональном подходе

Как показано в [5, 16], проблему полного ана-
лиза СС-схем можно решить только иерархиче-
ским способом. В этом способе на нижнем уровне

используются описания фрагментов в логических
уравнениях, а на верхних уровнях — взаимосвя-
зи фрагментов и результаты анализа более низких
уровней.

В классическом подходе, основанном на собы-
тийных описаниях замкнутых схем (событие — из-
менение состояния схемы, в частности изменение
одного сигнала), иерархического анализа пока не
предложено.

В рамках функционального подхода (разомкну-
тое представление схем) анализ проводится иерар-
хически, с разделением схем на фрагменты. Для
каждого фрагмента должны проверяться оба требо-
вания определения СС-схем: отказобезопасность и
отсутствие состязаний. При этом анализ фрагмен-
тов нижнего уровня и анализ на верхних уровнях
делаются по-разному.

Основные проблемы анализа здесь возникают
на нижнем уровне. На нем с неизбежностью необ-
ходимо использовать полные описания фрагментов
в уравнениях. Уравнения должны учитывать, по-
мимо функционирования, все возможные реальные
состояния и переходы между ними.

Для учета всех состояний уравнения элементов
записываются в зависимости от параметров анали-
за [15, 16]: независимых переменных информаци-
онных входов и переменных памяти. Для проверки
отказобезопасности используется индицирование
сигналов [1], для определения состязаний пред-
ложен способ проверочных функций для каждого
элемента [5, 16].

Созданная по этому методу программа
ФАЗАН [17] показала правильное выполнение ана-
лиза, а также выявила ряд трудностей. Выяснилось,
что нахождение индицируемости сигналов выпол-
няется достаточно быстро даже при большом чис-
ле параметров анализа и не представляет реаль-
ной проблемы. Основная трудность заключается в
определении состязаний. Проверочные функции и
часть уравнений в общем случае имеют увеличенное
число аргументов, поскольку добавляются изопере-
менные, необходимые для выявления состязаний.
В результате определение монотонности провероч-
ных функций становится громоздким и ограни-
чивает размер анализируемого фрагмента нижнего
уровня.

Простым решением этой проблемы может быть
построение нижнего уровня схем из фрагментов
небольшого размера, что вполне реализуемо. Од-
нако это не всегда удобно и ограничивает маневр
разработчика.

Задачу радикального уменьшения трудоемкости
анализа СС-схем в функциональном подходе мож-
но решить привлечением структурных методов.
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3 Структурные методы
в иерархическом анализе

Идея структурных методов состоит в том, что
при анализе состязаний можно отказаться от вы-
числения логических функций, а вместо этого вы-
явить элементарные ячейки памяти и анализиро-
вать взаимосвязи этих ячеек и подключенных к
ним сигналов.

Необходимым требованием отсутствия состя-
заний станет блокировка (запрет записи) запо-
минающих ячеек на время изменения их входов.
Двухфазный характер работы СС-схем (чередова-
ние рабочей фазы и вспомогательной — спейсера)
обеспечивает полную возможность для проверки
этого требования.

Поскольку в СС-схемах допустимы любые ко-
нечные задержки элементов, то в пределах одной
фазы нельзя допустить и блокировку, и изменение
входов ячеек. Поэтому необходимое требование
выполняется с разделением по фазам: в фазе, в
которой входы запоминающих ячеек меняются, де-
лается блокировка, в другой фазе, когда эти входы
не изменяются, разрешается перезапись. Такой
порядок и делает возможным анализ состязаний
структурным методом.

3.1 Анализ на верхних уровнях

Описание схемы на любом верхнем уровне со-
держит только фрагменты, которые были успешно
проверены ранее.

Иерархический анализ на верхних уровнях по-
дробно изложен в [5, 16].

Предложенный метод был реализован и про-
верен с помощью экспериментальной программы
ЛИМАН. Испытания программы на схемах сред-
ней сложности (8-битный микропроцессор «Мик-
роядро») показали высокую эффективность метода.
Анализ на любом из верхних уровней иерархии с
полнотой по всем состояниям и переходам занима-
ет сотые или десятые доли секунды.

Результаты анализа программой ЛИМАН в
сравнении с событийным методом приведены в
разд. 4.

3.2 Анализ на нижнем уровне

В отличие от верхних уровней, фрагмент на ниж-
нем уровне описания содержит логические уравне-
ния элементов и, возможно, другие фрагменты,
ранее прошедшие анализ. Совокупность всех ло-
гических уравнений фрагмента будем называть его
логической частью.

Предлагается описание логической части пред-
ставить в виде взаимосвязанных фрагментов
для иерархического анализа, полностью исключив
при этом трудоемкий анализ состязаний нижне-
го уровня. Тем самым логическая часть мо-
жет быть проанализирована как фрагмент верхнего
уровня.

На первом шаге определяются необходимые для
дальнейшего атрибуты интерфейса [5, 16] логиче-
ской части по ее взаимосвязям: СС-типы ее входов
и выходов (фазовые, нефазовые и др.), значения
входных спейсеров.

На следующем шаге функциональным мето-
дом [3] проверяется индицирование всех внут-
ренних сигналов логической части на ее фазовых
выходах. Как упоминалось выше, это действие
не представляет больших вычислительных трудно-
стей. Попутно на этом шаге вычисляются и пара-
метры интерфейса, необходимые для дальнейшего:
значения спейсеров фазовых выходов, списки ин-
дицируемости.

Далее в логической части следует выделить ком-
бинационную часть (КЧ) и отдельно все бистабиль-
ные ячейки (БСЯ). (Довольно редко используемые
многостабильные ячейки для простоты не рассмат-
риваются.) Выделение производится по взаимосвя-
зям элементов, т. е. уже структурным способом.

Одну БСЯ будут составлять два элемента с пере-
крестными связями — с выхода одного элемента на
один из входов другого. Элементы, не попавшие в
БСЯ, будут относиться к КЧ.

И КЧ, и все БСЯ затем оформляются как фраг-
менты для иерархического анализа. Все требуемые
при этом атрибуты интерфейсов новых фрагмен-
тов определяются либо непосредственно, либо на
основании предыдущих шагов.

В соответствии с общим правилом анализа са-
мосинхронности [5, 16] каждый новый фрагмент
должен быть проверен на отказобезопасность и от-
сутствие состязаний внутренних сигналов.

Отказобезопасность фрагмента обеспечивается
индицированием всех его внутренних сигналов на
его внешних фазовых выходах. Ранее на одном из
шагов была проверена индицируемость внутренних
сигналов логической части. По свойству транзитив-
ности индикации, если внутренний сигнал фраг-
мента индицируется на выходах логической части,
то он с необходимостью индицируется и на выходах
фрагмента, так как другого пути для его индикации
нет.

Таким образом, после проверки индикации ло-
гической части все новые ее фрагменты также ста-
новятся проверенными на отказобезопасность.

Отсутствие состязаний внутренних сигналов в
БСЯ априорно следует из их структуры: внутренних
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Рис. 1 Ячейка сдвигового регистра

сигналов всего два — это сигналы, связывающие
последовательно два элемента в кольцо. Такие сиг-
налы не могут вызвать состязаний. Состязания
могут появиться из-за внешних сигналов БСЯ, но
их проверка осуществляется уже на более высоком
уровне иерархии.

Для КЧ отсутствие состязаний следует из се-
рии доказанных в [1] теорем для разомкнутых схем,
заканчивающихся следующим:

«Утверждение 4.4. Двухфазная комбинацион-
ная схема является апериодической тогда и только
тогда, когда она индицируема».

В цитируемой книге термин «апериодическая»
является синонимом термина «самосинхронная», а
под индицируемой понимается схема, все внутрен-
ние элементы которой индицируются на внешних
выходах. Поэтому КЧ не нуждается в отдельной
проверке на отсутствие состязаний.

В результате описанной процедуры логическая
часть будет представлена как соединение фрагмен-
тов, уже прошедших анализ.

Последним шагом предлагаемого метода будет
иерархический анализ сначала логической части,
затем целиком рассматриваемого фрагмента ниж-
него уровня.

Можно заметить, что вычислительная слож-
ность этого метода линейно зависит от количества
элементов и их взаимосвязей. Такая зависимость
не порождает громоздких вычислений на ЭВМ рас-
сматриваемой части задачи.

Рассмотрим пример схемы ячейки сдвигового
регистра [18] (рис. 1). Здесь и далее знак «∧»
означает отрицание, знак «∨» — операцию ИЛИ,
отсутствие знака — операцию И.

Схема задается уравнениями:

I2 = ∧C ; (1)

Q1 = ∧((D1 ∨ I2)Q2) ; (2)

Q2 = ∧((D2 ∨ I2)Q1) ; (3)

Y1 = ∧(Q1EI2 ∨ Y2) ; (4)

Y2 = ∧(Q2EI2 ∨ Y1) ; (5)

I1 =

=∧((Y1∨Q1)(D1∨Q2∨I2)(D2∨Q1∨I2)(Y2∨Q2)). (6)

Здесь C — управляющий сигнал; E — сигнал до-
полнительной блокировки.

В данном случае вся схема составляет логиче-
скую часть. Анализ индикации показывает, что все
ее элементы индицируются: (2)–(5) — на индика-
торном выходе I1, инвертор (1) — на выходе I2.

Схема разбивается на три фрагмента: БСЯ-1 —
элементы (2) и (3), БСЯ-2 — элементы (4) и (5) и
КЧ, в которую входят инвертор (1) и индикатор (6).
Все фрагменты являются самосинхронными, так
как прошли общую проверку на индицирование.

Проверка самосинхронности всей схемы будет
состоять в анализе межсоединений фрагментов ие-
рархическим методом [15, 16], для чего требуется
вычислить параметры блокировки нефазовых сиг-
налов Q1, Q2, Y1, Y2. Здесь входы и выходы БСЯ-1
и нефазовые входы индикатора блокируются в фазе
спейсера сигналом C с задержкой. Входы и выхо-
ды БСЯ-2 блокируются в рабочей фазе сигналом C
также с задержкой и сигналом E без задержки.

Опуская подробности, можно сделать вывод, что
все соединения фрагментов корректны по отсут-
ствию состязаний. Сигнал E, вследствие задержки
блокировки БСЯ-2, следует подключать к сигна-
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лу I2 последующей ячейки регистра, если таковая
предусмотрена.

4 Сравнение результатов
иерархического и событийного
анализа

Для анализа была выбрана СС-схема 8-битно-
го микропроцессора «Микроядро», ранее подробно
проанализированная событийными методами [19].
Верхний уровень схемы показан на рис. 2 (на ри-
сунке не показан управляющий блок, задающий
режимные константы и не подлежащий анализу).

Иерархическая структура схемы по уровням и
именам блоков выглядит следующим образом (в
скобках даны размеры блоков в вентилях).
MicroCore (892)
1 — ROM (81)

2 — GI2 (3), ROM REG (28), PC S (32),
ROM DC (18)

1 — DCF (11)
2 — INV (1), GI2 (3), R0RE10N (6), INV (1)

1 — CLK MC (123)
1 — MUL (448)

2 — GI2 (3), INV (1), INV (1), GI2 (3), INV (1),
GI2 (3), GI3 (4), SSMULT (337)

3 — SSSM (12), MINUSA (33), SSSM (12),
SSSM (12), SSDC (48), SUM20 (23),
SSSM1 (6), SUM21 (19), SUM22 (22),
MULIND (51), PARTP0 (17), PARTP1 (34),
PARTP2 (48)

2 — R1R10 (64)
3 — R1RE11 (6), R1RE11 (6), INV (1), GI4 (5),

INV2 (1), GI2 (3), GI3 (4), INV2 (1), INV (1),
R1RE11 (6), R1RE11 (6), R1RE11 (6),
R1RE11 (6), R1RE11 (6), R1RE11 (6)

2 — MX22 (25)
1 — ROT (152)

2 — R010 (4), R010 (4), R010 (4), R010 (4),
GI2 (3), GI2 (3), GI4 (5), MX21R (17),
SHFT43 N (110)

3 — GI3M (3), GI2 (3), GI2 (3), INV (1), GI3 (4),
INV3 (2), MX21N (25), PPTR (13), PPTR (13),
PPTR (13), PPTR (13), MX310N (17)

1 — MX311 (29)
Суммарное время анализа всех блоков схемы

программой ЛИМАН (без учета файловых опера-
ций) составило 0,84 с.

Иерархический анализ в функциональном под-
ходе, как указывалось ранее, обеспечивает исчер-
пывающую полноту анализа, т. е. учитываются все
реальные начальные состояния и все возможные

реальные сочетания значений входов блоков и пе-
реходов между ними.

Однократный анализ событийным методом это-
го же микропроцессора с одним начальным со-
стоянием и одной из комбинаций входных значе-
ний [12] занимает 7 с.

Для обеспечения необходимой полноты требу-
ется выполнить десятки тысяч таких сеансов ана-
лиза.

Приведенные данные показывают, какие прак-
тические трудности возникают при проектирова-
нии СС-схем классическими (событийными) мето-
дами.

5 Заключение

Структурные методы в иерархическом анализе
самосинхронности схем состоят в том, что иссле-
дуются не уравнения элементов, а их взаимосвя-
зи. Применение этих методов оказалось возмож-
ным в рамках функционального подхода, когда
рассматриваются разомкнутые схемы, работающие
по принципу чередования двух фаз.

Эффективность структурных методов следует из
того, что их вычислительная сложность линейно
зависит от количества элементов/фрагментов и их
взаимосвязей.

На всех уровнях иерархического анализа выше
нижнего проверки осуществляются исключительно
структурным методом. Так, анализ 8-битного ядра
микропроцессора «Микроядро» занимает десятые
доли секунды.

На нижнем уровне одна из двух проверок — от-
сутствие состязаний — сводится к такому же струк-
турному методу, что и анализ на верхних уровнях.
Вторая проверка — индицирование — заключается
в последовательном вычислении логических функ-
ций. На практике она обычно не вызывает затруд-
нений, особенно с учетом того, что размер фраг-
мента нижнего уровня может быть выбран самим
пользователем.

Таким образом, применение структурных ме-
тодов в анализе СС-схем позволяет радикально
уменьшить сложность вычислений и решить проб-
лему анализа схем любого размера (не решенную в
классическом событийном подходе).
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Abstract: Self-timed circuits have unique properties of the delay-independence and fail-safe. One of the ma-
jor problems of circuits design, self-timed analysis of large circuits, is considered. In the traditional approach, circuits
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are analyzed by event methods with elements switches. Computational complexity in this approach increase
exponentially with the size and/or other circuit parameters, which does not allow analyzing the most practically
important circuits. The solution is proposed in the functional approach, without using switches, and in the
hierarchical description of circuits. In the hierarchical analysis along with the analysis of logical functions, the
author proposes to use structural methods, i. e., to study the interaction of elements and fragments. This method
allows reducing the complexity of calculations dramatically and thus solves one of the major problems of self-timed
circuits design — analysis of circuits of any size. Efficiency of the suggested methods is confirmed using the
experimental software.
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ИНДИКАТОРЫ ТЕМАТИЧЕСКИХ ВЗАИМОСВЯЗЕЙ НАУКИ

И ТЕХНОЛОГИЙ: ОТ ТЕКСТА К ЧИСЛАМ∗

В. А. Минин1, И. М. Зацман2, В. А. Хавансков3, С. К. Шубников4

Аннотация: Дано описание основных этапов вычисления индикаторов тематических взаимосвязей науки
и технологий. Исходные данные для проведения расчетов представляют собой результаты обработки
полных текстов описаний изобретений на естественном языке. Целью обработки является извлечение из
полных текстов информации о научных публикациях, цитируемых в описаниях изобретений. Сопостав-
ление тематики этой информации с индексами Международной патентной классификации (МПК) дает
возможность экспертам выявлять взаимосвязи результатов направлений научных исследований (ННИ)
с развитием технологий и оценивать их с помощью количественных индикаторов. В статье исследуются
те технологические стадии определения индикаторов тематических взаимосвязей, на которых осуще-
ствляется переход от обработки текста к численным расчетам. Дано описание разработанных методов
извлечения информации о научных публикациях из полных текстов изобретений и расчета значений
индикаторов. Их применение дало возможность определить индикаторы взаимосвязей ННИ с инфор-
мационными технологиями, запатентованными в РФ за период с 2000 по 2012 гг. Для отечественной
научно-технической сферы значения этих индикаторов вычислены впервые.

Ключевые слова: взаимосвязи науки и технологий; методология определения индикаторов взаимосвязей;
информационные технологии; обработка текста; расчет значений индикаторов
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1 Введение

В 2012–2014 гг. в Институте проблем инфор-
матики РАН был создан действующий макет Ана-
литико-информационной системы (АИС), позво-
ляющий выявлять тематические взаимосвязи ННИ
с заданным видом патентуемых технологий и оце-
нивать их с использованием количественных ин-
дикаторов. Основная цель статьи заключается в
описании результатов, полученных с использова-
нием действующего макета АИС, и тех технологиче-
ских стадий вычисления индикаторов, с помощью
которых осуществляется переход от обработки текс-
товых описаний запатентованных изобретений к
численным расчетам значений индикаторов.

Методология вычисления индикаторов темати-
ческих взаимосвязей науки и технологий изложена
в работе [1], в которой приводится обзор зарубеж-
ных работ по исследованию взаимосвязей науки и
технологий [2–11]. На основе этой методологии бы-
ли разработаны архитектурные решения АИС для
вычисления индикаторов. Предложенные реше-
ния стали основой создания макета АИС, которая

не имеет аналогов в российской научно-техниче-
ской сфере. Создание таких систем необходимо
для мониторинга и оценивания программ научных
исследований и принятия решений на всех этапах
программной научно-технической деятельности.

В процессе создания макета был разработан ме-
тод извлечения из полных текстов изобретений ссы-
лок на цитируемые научные публикации, которые
и дают возможность определять тематические взаи-
мосвязи науки и технологий. Разработанный метод
извлечения учитывает тот факт, что ссылки могут
размещаться не только в списке в конце описания
изобретения, но и внутри текстовых абзацев описа-
ния на естественном языке [12].

С помощью созданного макета был проведен
эксперимент, в рамках которого было обработа-
но более 6000 полных текстов изобретений по ин-
формационным технологиям, запатентованных по
индексам, входящим в класс5 G06 (Обработка дан-
ных; вычисление; счет) МПК, и опубликованных
Федеральной службой по интеллектуальной соб-
ственности (Роспатент) за период с 2000 по 2012 гг.

∗Работа выполнена в ИПИ РАН при частичной поддержке РГНФ (грант № 12-02-12019в).
1Российский фонд фундаментальных исследований, minin@rfbr.ru
2Институт проблем информатики Российской академии наук, iz ipi@a170.ipi.ac.ru
3Институт проблем информатики Российской академии наук, havanskov@a170.ipi.ac.ru
4Институт проблем информатики Российской академии наук, sergeysh50@yandex.ru
5Все индексы МПК образуют иерархическую структуру и делятся на 5 категорий: разделы (верхний уровень иерархии), классы,

подклассы, группы и подгруппы (нижний уровень иерархии).
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В текстовых описаниях отобранных изобрете-
ний с помощью макета были найдены ссылки на
научные публикации, библиографические данные
которых позволили соотнести их по тематике с теми
или иными рубриками ННИ. В статье приводятся
результаты вычисления двух индикаторов. Были
вычислены интенсивности тематических взаимо-
связей патентуемых информационных технологий
с рубриками ННИ Государственного рубрикатора
научно-технической информации (ГРНТИ) и рас-
пределение периода времени между цитируемыми
научными публикациями и выдачей патентов на те
изобретения, в которых они цитируются.

2 Операции обработки текстов
изобретений

Архитектура АИС подробно изложена в рабо-
те [13], в которой перечислены ее входные и выход-
ные информационные ресурсы, а также структу-
рированные наборы данных, объединенные в базу
данных (БД) АИС. В этой же работе приведена
структурная схема АИС и входящие в нее подсисте-
мы, которые взаимодействуют между собой через
БД АИС.

Технология обработки текстов изобретений, по-
ступающих на вход АИС, определяется с помощью
сценария, в котором задаются:

– вид технологий, взаимосвязи которого с ННИ
исследуются с помощью этого сценария, на-
пример информационные технологии;

– перечень индексов МПК, которые относятся
к заданному виду технологий, например все
индексы класса G06, относящиеся к информа-
ционным технологиям;

– временной интервал, на котором исследуют-
ся взаимосвязи заданного вида технологий с
ННИ, например 2000–2012 гг.;

– поисковый запрос, с помощью которого с опти-
ческих носителей Роспатента будут отобраны
изобретения заданного в сценарии вида тех-
нологий за выбранный период времени и сфор-
мирован массив рефератов изобретений как
входных информационных ресурсов АИС с
адресами полных описаний этих изобретений
на сайте Роспатента;

– перечень тех индикаторов, значения которых
должны быть вычислены для заданного вида
технологий;

– автор(ы) сценария;

– имя сценария.

Приведенный список свидетельствует о том, что
сценарий задает состав информационных ресурсов,
обрабатываемых на технологических операциях, и
перечень вычисляемых индикаторов. Основные
технологические операции, реализованные в маке-
те АИС, представлены на рис. 1.

Опишем их, обратив основное внимание на те
стадии вычисления индикаторов тематических вза-
имосвязей, где осуществляется переход от обра-
ботки текста изобретений к численным расчетам
значений индикаторов.

Как следует из приведенного выше списка, сце-
нарий включает перечень тех индикаторов, зна-
чения которых должны быть вычислены в рамках
сформированного сценария. Индикаторы выбира-
ются из списка, содержание которого определяется
спектром доступных ресурсов.

Формирование массива данных, необходимого
для проведения расчетов, осуществляется подсис-
темой «Импорт», исходя из заданного сценария
исследования. Сначала с оптических дисков Рос-
патента копируются библиографические описания
изобретений, отобранные на основе критериев, ко-
торые заложены в сценарий. Для этого использует-
ся поисковый запрос из сценария.

Для отбора патентов по этому запросу исполь-
зуется информационно-поисковая система (ИПС)
MIMOSA, разработанная в Федеральном институте
промышленной собственности (ФИПС). Инфор-
мационно-поисковая система MIMOSA поставля-
ется вместе с библиографическими описаниями
изобретений на оптических компакт-дисках, ко-
торые распространяются Роспатентом. Для поиска
документов с помощью ИПС MIMOSA существу-
ет специально разработанный язык запросов, на
котором написан поисковый запрос в сценарии.
Ниже приводится запрос, который использовался в
процессе проведения эксперимента:
(ICA=G06* OR ICAA=G06* OR ICAI=G06*) AND
DP=2000* AND . . . AND DP=2012*,
где символ «*» служит знакозаменителем, а много-
точие обозначает пропущенные для краткости годы
от 2001 до 2011 и операторы AND.

В этом запросе отбираются все изобретения,
содержащие как основные, так и дополнительные
индексы МПК, входящие в класс G06 «Обработка
данных; вычисление; счет» МПК. При записи в БД
АИС сохраняется информация о том, какой индекс
помечен в изобретении как основной.

Обращение к ИПС MIMOSA происходит при
выполнении каждого сценария. На первом его ша-
ге определяется список номеров патентов, удовле-
творяющих поисковому запросу, и формируется
структурированный текстовый файл библиографи-
ческих описаний изобретений, который пополня-

ИНФОРМАТИКА И ЕЁ ПРИМЕНЕНИЯ том 8 выпуск 3 2014 115



В. А. Минин, И. М. Зацман, В. А. Хавансков, С. К. Шубников

Рис. 1 Основные технологические операции: от текста до значений индикаторов

ет БД АИС (рис. 2). В правой части рис. 2 номер
патента RU 02438579 является ссылкой на полное
описание изобретения на сайте Роспатента.

В процессе проведения эксперимента по этому
запросу было отобрано 6666 изобретений, распре-
деление которых по годам показано на диаграмме
(рис. 3). Из них 5243 имели индексы класса G06 в
качестве основного.

Из диаграммы видно, что за период 2000–2012 гг.
число выданных в РФ патентов по информацион-
ным технологиям выросло более чем в три раза:
с 286 до 903.

Аналитико-информационная система, исполь-
зуя ссылки из всех отобранных библиографических
описаний, копирует в свою БД полные описания
изобретений. После завершения их копирования,

выполняются две технологические операции (см.
рис. 1):

(1) извлечение списка индексов МПК в каждом
библиографическом описании изобретения
заданного вида технологий;

(2) извлечение списка рубрик ННИ журналов,
статьи которых цитируются в полнотекстовом
описании изобретения заданного вида техно-
логий.

Эти операции не зависят друг от друга и могут вы-
полняться в любой последовательности.

Первая операция выполняется программно с ис-
пользованием алгоритма, разработанного согласно
правилам написания индексов МПК на патентных
документах и их записи в отдельном структури-
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Рис. 2 Список патентов, полученных в результате выполнения запроса

Рис. 3 Распределение отобранных изобретений по годам

рованном поле [14, 15]. Таблица 1 показывает
в третьем столбце распределение по 11 подклас-
сам класса G06 отобранных по основному индексу
5243 изобретений.

В процессе выполнения второй операции в тек-
стах изобретений производится поиск и структури-
рование ссылок на научные публикации, цитиру-

емые в изобретениях. По окончании обеих опера-
ций завершается текстовая обработка и происходит
переход к численным расчетам.

Задача поиска ссылок была подробно описа-
на в работе [16], в которой было показано, что
сложность ее решения является следствием несо-
блюдения требований стандартов Всемирной орга-
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Таблица 1 Распределение изобретений и цитируемых статей по основному индексу МПК

Код
подкласса

Название подкласса
Число

изобретений
Число
статей

Статей
на 1 изобретение

G06C
Механические цифровые вычислительные
машины

7 0 0

G06D
Гидравлические и пневматические цифро-
вые вычислительные устройства

1 0 0

G06E Оптические вычислительные устройства 52 8 0,15

G06F
Обработка цифровых данных с помощью
электрических устройств

3415 107 0,03

G06G Аналоговые вычислительные машины . . . 228 14 0,06
G06J Гибридные вычислительные устройства 3 0 0

G06K
Распознавание, представление и воспроиз-
ведение данных; манипулирование носите-
лями информации; носители информации

681 64 0,09

G06M
Счетчики; способы и устройства для под-
счета предметов, не отнесенные к другим
подклассам

12 0 0

G06N
Компьютерные системы, основанные на
специфических вычислительных моделях

107 8 0,07

G06Q
Системы обработки данных или способы,
специально предназначенные для админи-
стративных, коммерческих < . . . > целей

417 5 0,01

G06T
Обработка или генерация данных изображе-
ния

320 43 0,13

Всего по классу G06 5243 249 0,05

низации интеллектуальной собственности (ВОИС)
к оформлению ссылок на цитируемые публика-
ции [17, 18].

В отличие от принятой в научной сфере и норма-
тивно закрепленной практики размещения списка
используемой литературы в конце научной статьи
или ее страниц, в описаниях изобретений ссыл-
ки на цитируемую публикацию могут встретиться
в любом месте описания, включая любой его аб-
зац. Поэтому известные методы извлечение биб-
лиографических ссылок из текстов статей [19, 20],
по оценке авторов, применимы только к 10%–15%
изобретений.

Для поиска ссылок на научные публикации в
текстах изобретений и их структурирования был
разработан метод, подробно описанный в рабо-
те [12]. Этот метод основан на следующей форма-
лизованной схеме описания ссылки как объекта ее
поиска в тексте изобретения:

[автор{S1}][название публикации]

[{S2}название источника]

{S3}атрибуты публикации .

Наличие квадратных скобок говорит о необя-
зательности присутствия данного элемента схе-
мы в реальной ссылке; {Si} обозначает множе-

ство возможных знаков-разделителей, которые сто-
ят между элементами схемы. В отличие от биб-
лиографических элементов [название публикации]
и [{S2}название источника], которые могут рас-
сматриваться как простые множества слов и зна-
ков пунктуации, элементы [автор{S1}] и атрибуты

публикации имеют свои собственные структурные
особенности [12].

Разработанный метод был использован при по-
иске ссылок в массиве отобранных изобретений по
классу G06 за период 2000–2012 гг. В результате
из этого массива было выделено 2758 патентов, в
которых найдены фрагменты текста, соответству-
ющие шаблонам поиска, построенным на основе
приведенной выше схемы описания ссылок.

После анализа выделенных фрагментов текста
обнаружилось около 30% случаев, когда использу-
емые шаблоны выделили фрагменты текста опи-
саний, не являющиеся ссылками на цитируемую
публикацию, но отвечающие критериям поиска.
Данное обстоятельство не влияет на конечный ре-
зультат, так как при дальнейшей структуризации
такие фрагменты текста исключаются из рассмот-
рения.

В то же время среди полнотекстовых описа-
ний, в которых программой не обнаружено ссылок
на цитируемые публикации, при визуальном про-
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смотре были найдены пропущенные программой
ссылки на цитируемые публикации, что говорит
о необходимости дальнейшего развития системы
шаблонов, используемых для поиска ссылок. Про-
цедура добавления и редактирования шаблонов уже
разработана и используется в макете АИС.

Из общего массива найденных ссылок на ци-
тируемые публикации в описываемом эксперимен-
те были отобраны только те, которые относятся к
статьям в журналах или в трудах конференций. Са-
мо рубрицирование выполняется в несколько эта-
пов:

(1) выделение в ссылке на статью названия жур-
нала или трудов конференции;

(2) поиск названия в нормализованной БД;

(3) присвоение ссылке на цитируемую статью ко-
дов рубрик ННИ соответствующего журнала
или трудов конференции.

Именно после выделения названия проходит
граница между обработкой неструктурированных
текстов изобретений и операциями подготовки дан-
ных для расчетов значений индикаторов.

3 От анализа текста изобретений
к численным расчетам

На предыдущих этапах, предшествующих поис-
ку названий журналов или трудов конференций
в нормализованной БД, использовались методы
анализа текстов изобретений. Эти тексты опи-
сывают технические решения изобретений и могут
включать ссылки на цитируемые статьи. После
этапа поиска названий в процессе вычисления зна-
чений индикаторов в макете АИС и в аналогичных
зарубежных системах [6, 9, 21] используются не
тексты ссылок, а коды рубрик ННИ, присвоенных
тому изданию, в котором опубликована цитируемая
статья. Использование этих кодов является необ-
ходимым условием проведения расчетов значений
индикаторов. Отметим, что полнофункциональ-
ный вариант АИС будет отличаться от разработан-
ного макета тем, что будут использоваться не все
коды рубрик ННИ, присвоенные изданию, а толь-
ко те, которые соответствуют тематике цитируемой
статьи.

Это отличие является принципиальным. В ма-
кете и в аналогичных зарубежных системах для вы-
числения индикаторов используются все коды руб-
рик ННИ издания, среди которых могут оказаться
те, которые не соответствуют тематике цитируемой
статьи, что может повлиять на точность вычисления
значений индикаторов тематических взаимосвязей

заданного вида технологий с ННИ. Степень этого
влияния можно будет оценить только после созда-
ния полнофункционального варианта АИС.

Для выделения названия издания, в котором
опубликована статья, используются шаблоны опи-
сания разделителей между библиографическими
элементами структуры описания ссылки на цити-
руемую публикацию, а именно {S2} (разделитель —
издание) и {S3} (разделитель — атрибуты). Если
использовать действующий государственный стан-
дарт «Библиографическая запись. Библиографи-
ческое описание» [22], то разделителем перед на-
званием издания является двойной слеш «//». Как
показал эксперимент, двойной слеш используется
только в 60% ссылок. Поэтому в список разделите-
лей {S2} были добавлены еще несколько признаков
кроме двойного слеша.

После выделения издания осуществляется его
поиск в нормализованной базе названий журналов
и трудов конференций. В ней кроме полного офи-
циального названия журнала или трудов конферен-
ции указываются и его варианты, в частности со-
кращенные (так называемые псевдонимы). Именно
по псевдонимам, как правило, ведется поиск изда-
ния после выделения его названия на предыдущем
этапе, так как официальные названия в ссылках на
цитируемые статьи встречаются редко. Если из-
дание найдено, то его коды ННИ присваиваются
цитируемой статье.

В случае отсутствия искомого названия в БД
в работу включается оператор, задачей которого
является привязка искомого названия к существу-
ющему периодическому изданию и добавление его
в список псевдонимов. Если это издание отсут-
ствует, то оператор вводит в БД новое официаль-
ное название издания вместе с перечнем его кодов
ННИ, которые автоматически присваиваются ци-
тируемой статье.

В результате обработки массива полнотекстовых
описаний изобретений были автоматически иден-
тифицированы 512 выделенных фрагментов текста
как ссылки на статьи в журналах или трудах конфе-
ренций. Отметим, что в нормализованном списке
названий журналов и трудов макета АИС не все они
имеют коды ННИ. Поэтому из 512 выделенных ссы-
лок было зарубрицировано 249 цитируемых статей.
Таблица 1 показывает в четвертом столбце распре-
деление зарубрицированных статей по 11 подклас-
сам класса G06.

В пятом столбце табл. 1 приведены относи-
тельные данные распределения зарубрицирован-
ных статей. Первые три позиции по интенсивности
цитирования научных статей занимают «Оптиче-
ские вычислительные устройства», «Обработка или
генерация данных изображения», «Распознавание,
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представление и воспроизведение данных». Ана-
логичные зарубежные данные по интенсивности
цитирования приведены в работах [1, 10].

4 Расчет значений индикаторов

В проведенном эксперименте вычислялись зна-
чения двух индикаторов:

(1) матрицы корреляций между индексами МПК
и рубриками ННИ по ГРНТИ;

(2) распределения времени отклика на статью (от
момента ее публикации до момента публика-
ции патента на изобретение, где она цитиру-
ется).

Вычисление первого индикатора как матрицы
коэффициентов корреляции сводится к подсчету
числа связей между индексами МПК и рубриками
ГРНТИ, т. е. частоты встречаемости в массиве изо-
бретений пар «индекс МПК изобретения – рубрика
ГРНТИ цитируемой статьи». Эта частотность мо-
жет быть вычислена с помощью разных алгоритмов
вычисления частоты, каждому из которых соответ-
ствует свой индикатор.

Для описания используемого в проведенном
эксперименте индикатора потребуется дополни-
тельная информация о (1) уровне и (2) значении
классификации, а также о (3) позициях индексов
МПК [14], которая кодируется в отдельных полях
для каждого индекса латинскими литерами следу-
ющим образом.

Во-первых, изобретения могут классифициро-
ваться индексами по трем уровням: или только по
подклассу, или только по основным группам, или
по полному тексту МПК, иерархические структур-
ные уровни которой перечислены в сноске 5 на
c. 114, что помечается литерой S, C или A соответ-
ственно. В эксперименте не проводились различия
между этими уровнями. Во-вторых, индексами мо-
гут классифицироваться сами изобретения или до-
полнительная информация к ним (это помечается
литерой I илиN соответственно), что также не раз-
личалось при расчете значений индикаторов. Ко-
дирование с помощью этих двух литер в патентном
деле называется определением «значения класси-
фикации». В-третьих, первый по расположению в
изобретении индекс считается основным. Поэтому
разные индикаторы соответствуют алгоритмам рас-
чета их значений по основному и дополнительным
(неосновным) индексам, что помечается литерой F
и L соответственно. Возможен также расчет значе-
ний по их совокупности, который и использовался
в проведенном эксперименте. Однако выше (см.
табл. 1) для расчета распределения изобретений и

цитируемых статей использовался только основной
индекс.

Таким образом, из всего спектра возможных
индикаторов был выбран только один, алгоритм
которого не учитывал литеры уровня и значения
классификации. Позиции индексов МПК фик-
сировались, но не учитывались при вычислении
значений этого индикатора. Иначе говоря, исполь-
зуемый в эксперименте индикатор характеризует
связи между всеми индексами МПК и рубриками
ГРНТИ, т. е. если n — число индексов некоторого
изобретения с литерамиS,C,A, I,N , F иL, аmj —
число рубрик ГРНТИ, присвоенных j-й статье, ци-
тируемой в этом изобретении, то число его свя-
зей N , образуемых этими индексами и рубриками,
равно

N = n
∑

j

mj .

Частотности связей между индексами МПК и
рубриками ГРНТИ, вычисленные для всего масси-
ва изобретений по информационным технологиям,
запатентованных в РФ за 2000–2012 гг., показаны
в ячейках матрицы (табл. 2). В ее столбцах пе-
речислены коды класса G06 и 8 его подклассов,
названия которых содержит табл. 1. В строках мат-
рицы приведены первые 9 ННИ в классификации
ГРНТИ в порядке убывания числа связей с индек-
сами по всему классу G06 (см. последний столбец
табл. 2). Данные табл. 2 на первый взгляд выгля-
дят парадоксально. С одной стороны, в описаниях
технических решений широко используются мате-
матические формулы и методы, с другой стороны,
рубрика «МАТЕМАТИКА» оказалась на 9-м месте
в табл. 2. Этот парадокс был отмечен более 10 лет
назад. Эксперты, которые изучали тексты изобрете-
ний и исследовали этот парадокс, отметили широко
распространенную практику использования мате-
матических формул и методов без цитирования в
изобретениях математических публикаций [11].

Есть еще одна причина, объясняющая этот пара-
докс. Согласно п. 5 ст. 1350 ГК РФ (часть четвертая)
изобретениями не являются научные теории и мате-
матические методы [17]. Если бы такое ограничение
отсутствовало, то в ряде классов МПК появились
бы «математические» изобретения со ссылками на
статьи, что привело бы к увеличению значений ин-
дикаторов интенсивностей «математических» взаи-
мосвязей по этим классам.

Данные о частотности взаимосвязей между ин-
дексами МПК и рубриками ГРНТИ были вычис-
лены для всех статей, цитируемых в описаниях
изобретений, независимо от того, кем цитируется
статья: экспертами, что обозначается в описании
изобретения меткой 56, или авторами изобрете-
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Таблица 2 Частотности связей между индексами МПК и рубриками ГРНТИ (%)

Код
рубрики
ГРНТИ

Название рубрики G06E G06F G06G G06K G06M G06N G06Q G06T G06

50.00.00
АВТОМАТИКА.
ВЫЧИСЛИТЕЛЬНАЯ
ТЕХНИКА

0 9,58 0,27 4,85 0 0,62 1,01 2,05 18,38

28.00.00 КИБЕРНЕТИКА 0 8,40 0,11 4,10 0 0,59 1,05 1,35 15,60

47.00.00
ЭЛЕКТРОНИКА.
РАДИОТЕХНИКА

0,10 5,16 0,41 3,86 0 0,17 0 0,50 10,20

45.00.00 ЭЛЕКТРОТЕХНИКА 0 4,88 0,26 3,49 0 0,19 0 0,35 9,17
20.00.00 ИНФОРМАТИКА 0 4,41 0,02 3,25 0 0,12 0 0,05 7,85
30.00.00 МЕХАНИКА 0 4,19 0,00 3,23 0 0,11 0 0,04 7,57
29.00.00 ФИЗИКА 0 3,79 0,02 3,17 0 0,01 0 0 6,99
84.00.00 СТАНДАРТИЗАЦИЯ 0 3,50 0 3,11 0 0 0,01 0 6,62
27.00.00 МАТЕМАТИКА 0 2,08 0 0,71 0 0,52 1,01 1,30 5,62

Остальные рубрики
ГРНТИ

0,00 8,69 0,23 1,39 0,01 1,16 0,15 0,37 12,00

ний. Поэтому кроме вычисленного индикатора
существуют еще два, которые учитывают авторство
ссылки на статью. Эти индикаторы в статье не
рассматриваются.

В рамках проведенного эксперимента авторство
ссылок учитывалось при вычислении значений дру-
гого индикатора — распределения времени отклика
на статьи (рис. 4). В процессе вычисления этого ин-
дикатора для каждой пары «индекс МПК – рубрика
ГРНТИ» было определено время отклика как раз-
ность между годом публикации патента и годом
публикации статьи. Отдельно отмечались статьи,
цитируемые экспертами в отчетах о патентном по-

иске. Затем было построено распределение време-
ни отклика с учетом авторства ссылок на статьи.

5 Заключение

Разработанный макет АИС и технология его
применения впервые в отечественной практике
дают возможность выявлять количественные взаи-
мосвязи ННИ с заданным видом технологий. С по-
мощью макета были вычислены значения индика-
тора тематических взаимосвязей информационных
технологий, относящихся к классу G06 МПК, с
ННИ в виде рубрик ГРНТИ.

Рис. 4 Распределение времени между публикацией статьи и выдачей патента по классу G06: 1 — по полным
описаниям изобретений; 2 — по спискам документов, цитируемых в отчетах об информационном поиске
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Вычисленные значения показывают, что наи-
более часто в изобретениях по информационным
технологиям цитируются статьи по автоматике, вы-
числительной технике, кибернетике, электронике,
радиотехнике, электротехнике и информатике (см.
табл. 2). Таким образом, использование ННИ в виде
рубрик ГРНТИ дает в первую очередь прикладной
разрез тематических взаимосвязей. Поэтому для
получения более полной картины взаимосвязей на-
учных дисциплин с технологиями необходимо так-
же использовать рубрики фундаментальных наук,
например классификатор РФФИ.

В макете АИС предусмотрена возможность вы-
бора между разными рубрикаторами ННИ, что
является его ключевым отличием от имеющих-
ся зарубежных аналогов, в которых использует-
ся только один рубрикатор без возможности его
замены [9]. Однако при использовании любого
рубрикатора ННИ в процессе принятия решений
полученные значения могут использоваться толь-
ко после их экспертной проверки, так как любые
известные в настоящее время индикаторы темати-
ческих взаимосвязей науки и технологий являются
косвенными. Отметим, что проведение экспертной
верификации выходит за рамки выполненного про-
екта по гранту РГНФ. Его главная цель заключалась
в создании действующего макета АИС и работоспо-
собной технологии.

Кроме косвенного индикатора были определе-
ны значения одного прямого индикатора — рас-
пределение времени отклика на статьи. Рисунок 4
содержит экспериментальные данные, которые по-
зволяют утверждать, что в период 2000–2012 гг.
эксперты в отчетах о поиске и авторы изобрете-
ний по информационным технологиям наиболее
часто цитировали статьи, опубликованные за 10,
20 и 30 лет до выдачи патентов на эти изобрете-
ния.

Разработанная технология включает операции
обработки полных текстов описаний, на которых
осуществляется переход от текстов к численным
расчетам значений индикаторов. В процессе пере-
хода одновременно использовались индексы МПК
и рубрики ННИ. При использовании разных клас-
сификаторов ННИ результаты численных расчетов
значений индикаторов для одного и того же мас-
сива изобретений будут отличаться. Это позволяет
выявлять тематические взаимосвязи как в приклад-
ном, так и в фундаментальном разрезе. Однако
если на основе значений индикаторов (после их
экспертной верификации) планируется формиро-
вать и реализовывать стратегию в сфере науки, в
том числе распределять финансовые средства по
ориентированным научным направлениям, то дол-
жен использоваться тот вариант классификатора

ННИ, который применяется для стратегического
планирования.
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АНАЛИТИЧЕСКИЕ АСПЕКТЫ ОЦЕНКИ ЭФФЕКТИВНОСТИ

В ТЕХНОЛОГИИ ПОДДЕРЖКИ ДЕЯТЕЛЬНОСТИ

ОРГАНИЗАЦИОННОЙ СИСТЕМЫ

А. А. Зацаринный1, А. П. Шабанов2

Аннотация: Рассматривается система нормированных и фактических показателей, используемая в тех-
нологии поддержки деятельности организационной системы — ведомства, предприятия. Приводятся
критерии оценки, которые обеспечивают лицам, принимающим решения в отношении различных си-
туаций, возникающих в среде деятельности организационной системы, классификационный подход к
выбору сценария принятия решения. Классификация проводится по иерархии деятельности, осуществля-
емой в организационной системе: виды деятельности в подразделениях организационной системы, виды
деятельности и деятельность организационной системы в целом. Основной акцент представленного ме-
тодического подхода к оценке эффективности деятельности носит практический характер, учитывающий
степень угрозы для деятельности организационной системы. Авторы выделяют три степени состояния
деятельности: деятельность осуществляется в диапазоне заданных нормированных показателей, апри-
орно существует угроза для продолжения деятельности и деятельность уже находится под воздействием
проявлений угрозы.

Ключевые слова: организационная система; технология поддержки деятельности; система показателей;
информация; принятие решений; эффективность; объекты наблюдения
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1 Введение

В настоящее время существует проблема со-
кращения времени предоставления информации
лицам, принимающим решения по предотвраще-
нию угроз, а в случаях их реализации — по
быстрейшей ликвидации и минимизации потерь.
Серьезность проблемы обусловлена возрастани-
ем угроз, вызванных техногенными, природными
и человеческими факторами. Другой проблемой
является постоянный рост объемов информации,
которую необходимо собрать, обработать и пред-
оставить уполномоченным лицам для принятия
решений по предотвращению проявления или по
ликвидации угроз [1–3]. Существование указан-
ных проблем обусловило необходимость разработ-
ки научно-обоснованной технологии поддержки
деятельности организационных систем — ведомств
и предприятий различных форм собственности и
отраслей хозяйствования. Важным компонентом
этой технологии является система показателей,
предназначенная для оценки эффективности де-
ятельности в организационной системе. В статье
рассматривается система нормированных и фак-
тических показателей, используемая в технологии

поддержки деятельности организационной систе-
мы [4].

2 Показатели эффективности
деятельности

Технология информационной поддержки дея-
тельности организационной системы [4] характе-
ризуется тем, что содержит следующие этапы:

1. Формирование информации:

– о нормированных показателях и состояниях
объектов наблюдения с учетом их влияния
на деятельность организационной системы;

– о критических и допустимых показателях
эффективности деятельности организаци-
онной системы;

– о сценариях принятия решений в их привяз-
ке к различным ситуациям, которые апри-
орно могут произойти в среде деятельности
организационной системы.

2. Установление объектов наблюдения в норми-
рованные состояния.

1Институт проблем информатики Российской академии наук, AZatsarinny@ipiran.ru
2Институт проблем информатики Российской академии наук, AShabanov@ibs.ru
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3. Определение фактических показателей объек-
тов наблюдения.

4. Формирование информации о фактических по-
казателях и состояниях объектов наблюдения.

5. Проведение оценки эффективности деятель-
ности организационной системы.

6. Определение сценария принятия решения в
зависимости от результата оценки эффектив-
ности и от ситуации, сложившейся в среде дея-
тельности организационной системы.

7. Применение сценария — установление объ-
ектов наблюдения, оказывающих влияние на

деятельность организационной системы, в со-
стояния, соответствующие командам, содержа-
щимся в сценарии.

Объектами наблюдения являются материальные
и нематериальные объекты организационной сис-
темы, внешней среды и субъекты, которые влияют
на состояние деятельности организационной сис-
темы или отражают результаты этой деятельности.

Объекты наблюдения размещаются в контроли-
руемом пространстве и/или с возможностью уда-
ленного управления и наблюдения над ними. В со-
став информации об объектах наблюдения входят

Таблица 1 Показатели эффективности деятельности

Показатель Описание
N Число видов деятельности организационной системы
n = 1, 2, . . . , N Номер вида деятельности организационной системы
M Число подразделений организационной системы
m = 1, 2, . . . ,M Номер подразделения организационной системы

D и D∗ Нормированный и фактический показатели состояния деятельности организационной сис-
темы в целом соответственно

Dn и D∗
n

Нормированный и фактический показатели состояния n-го вида деятельности организа-
ционной системы соответственно

Smn и S∗
nm

Нормированный и фактический показатели состояния n-го вида деятельности в m-м под-
разделении соответственно

αn и βnm

Приоритет n-го вида деятельности организационной системы и приоритет n-го вида дея-
тельности, осуществляемой в m-м подразделении организационной системы, соответст-
венно

–D∗,–D∗
n и–S∗

nm

Фактические показатели эффективности деятельности организационной системы в целом,
n-го вида деятельности организационной системы и n-го вида деятельности организаци-
онной системы в m-м подразделении соответственно

–DËÒÉÔ

Критический показатель эффективности деятельности организационной системы в це-
лом, снижение по сравнению с которым фактического показателя –D∗ эффективности
означает существование угрозы для деятельности организационной системы в целом и
необходимости принятия действий по ее ликвидации

–DÄÏÐ

Допустимый показатель эффективности деятельности организационной системы в целом,
снижение по сравнению с которым фактического показателя–D∗ эффективности означа-
ет возможность появления угрозы для деятельности организационной системы в целом и
необходимости принятия действий по недопущению ее появления

–Dn-ËÒÉÔ
Критический показатель эффективности n-го вида деятельности, снижение по сравнению
с которым фактического показателя –D∗

n эффективности означает существование угрозы
для этого вида деятельности и необходимости принятия действий по ее ликвидации

–Dn-ÄÏÐ

Допустимый показатель эффективности n-го вида деятельности, снижение по сравнению с
которым фактического показателя –D∗

n эффективности означает возможность появления
угрозы для этого вида деятельности и необходимости принятия действий по недопущению
ее появления

–Snm-ËÒÉÔ

Критический показатель эффективностиn-го вида деятельности вm-м подразделении, сни-
жение по сравнению с которым фактического показателя –S∗

nm эффективности означает
существование угрозы для этого вида деятельности в данном подразделении и необходимо-
сти принятия действий по ее ликвидации

–Snm-ÄÏÐ

Допустимый показатель эффективностиn-го вида деятельности вm-м подразделении, сни-
жение по сравнению с которым фактического показателя –S∗

nm эффективности означает
возможность появления угрозы для этого вида деятельности в данном подразделении и
необходимости принятия действий по недопущению ее появления
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Таблица 2 Показатели объектов наблюдения и показатели их состояния

Показатель Описание

K
Число объектов наблюдения в зоне ответственности организационной
системы

k = 1, 2, . . . ,K Номер объекта наблюдения
Lk Число показателей k-го объекта наблюдения
l = 1, 2, . . . , Lk Номер показателя k-го объекта наблюдения

V l
k и V ∗l

k , V l
nmk и V ∗l

nmk, Vnmk и V ∗
nmk

Нормированный и фактический l-й показатели k-го объекта наблю-
дения, нормированный и фактический l-й показатели k-го объекта
наблюдения с учетом его влияния на n-й вид деятельности в m-м
подразделении, нормированный и фактический показатели состояния
k-го объекта наблюдения с учетом его влияния наn-й вид деятельности
в m-м подразделении соответственно

–V ∗l
nmk

Отклонение фактического l-го показателя от нормированного l-го по-
казателя k-го объекта наблюдения, который оказывает влияние на n-й
вид деятельности, осуществляемой в m-м подразделении организаци-
онной системы

µl
k и γnmk

Приоритет l-го показателя k-го объекта наблюдения и приоритет k-го
объекта наблюдения с учетом его влияния на n-й вид деятельности в
m-м подразделении организационной системы соответственно

сведения о физических, логических, информаци-
онных, территориальных, конструктивных, орга-
низационных и других типах связи.

Оценка фактической эффективности видов
деятельности в подразделениях организационной
системы, видов деятельности и деятельности орга-
низационной системы в целом (этапы 1–5 техноло-
гии) производится с применением нормированных,
фактических, критических и допустимых показате-
лей, приведенных в табл. 1.

Исходной информацией для определения по-
казателей эффективности деятельности организа-
ционной системы являются фактические и нор-
мированные показатели объектов наблюдения.
Нормированные показатели объектов наблюдения
определяются при проектировании ситуационных
центров, уточняются в ходе испытаний и при
их вводе в промышленную эксплуатацию. Фак-
тические показатели объектов наблюдения опре-
деляются с помощью компонентов мониторинга,
в частности центра мониторинга устойчивости ин-
формационных систем [5]. В табл. 2 приведены
показатели объектов наблюдения и показатели их
состояния.

3 Расчетные соотношения

Для определения показателей эффективности
деятельности организационной системы в рассмат-
риваемой технологии используются следующие со-
отношения:

– при оценке эффективности деятельности орга-
низационной системы в целом:

–D∗ =
D∗

D
;

D∗ = α1D
∗
1 + α2D

∗
2 ,+ · · ·+ αND

∗
N ;

D = α1D1 + α2D2,+ · · ·+ αNDN ;

– при оценке эффективности видов деятельности
организационной системы:

–D∗
n =

D∗
n

Dn
;

D∗
n = βn1S

∗
n1 + βn2S

∗
n2 + · · ·+ βnMS∗

nM ;

Dn = βn1Sn1 + βn2Sn2 + · · ·+ βnMSnM ;

– при оценке эффективности видов деятельности
в подразделениях организационной системы:

–S∗
nm =

S∗
nm

Snm
;

S∗
nm =

= γnm1V
∗
nm1 + γnm2V

∗
nm2 + · · ·+ γnmKV

∗
nmK ;

Snm =

= γnm1Vnm1 + γnm2Vnm2 + · · ·+ γnmKVnmK .

Для оценки показателей фактического состояния
k-го объекта наблюдения, который оказывает вли-
яние на n-й вид деятельности, осуществляемой в
m-м подразделении организационной системы, ис-
пользуются следующие соотношения:
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Таблица 3 Классификация сценариев принятия решений

Классификатор сценария Описание содержания классификатора

Wnm-ÎÏÒÍ

Множество сценариев принятия решений, предназначенных для уста-
новления нормированного состояния n-го вида деятельности в m-м
подразделении организационной системы; n = 1, 2, . . . , N ; m =
= 1, 2, . . . ,M

W y0
nm−ÎÏÒÍ

Множество команд управления, предназначенных для установления
нормированного состояния n-го вида деятельности в m-м подразде-
лении организационной системы; y0 = 1, . . . , Ynm-ÎÏÒÍ

WËÒÉÔ, WÐÒÅÄ и WÐÌÁÎ

Множества соответственно критических, предупреждающих и плано-
вых сценариев принятия решений, предназначенных соответственно
для ликвидации угрозы, для предотвращения угрозы и для повышения
эффективности деятельности организационной системы в целом

W q1
ËÒÉÔ, W q2

ÐÒÅÄ и W q3
ÐÌÁÎ

Множества соответственно критических, предупреждающих и плано-
вых команд управления, предназначенных соответственно для лик-
видации угрозы, для предотвращения угрозы и для повышения эф-
фективности организационной системы в целом; q1 = 1, . . . , QËÒÉÔ;
q2 = 1, . . . , QÐÒÅÄ; q3 = 1, . . . , QÐÌÁÎ

Wn-ËÒÉÔ, Wn-ÐÒÅÄ и Wn-ÐÌÁÎ

Множества соответственно критических, предупреждающих и плано-
вых сценариев принятия решений, предназначенных соответственно
для ликвидации угрозы, для предотвращения угрозы и для повышения
эффективности n-го вида деятельности организационной системы;
n = 1, 2, . . . , N

W u1
n-ËÒÉÔ, W u2

n-ÐÒÅÄ и W u3
n-ÐÌÁÎ

Множества соответственно критических, предупреждающих и пла-
новых команд управления, предназначенных соответственно для
ликвидации угрозы, для предотвращения угрозы и для повышения
эффективности n-го вида деятельности организационной системы;
u1 = 1, . . . , Un-ËÒÉÔ; u2 = 1, . . . , Un-ÐÒÅÄ; u3 = 1, . . . , Un-ÐÌÁÎ

Wnm-ËÒÉÔ, Wnm-ÐÒÅÄ и Wnm-ÐÌÁÎ

Множества соответственно критических, предупреждающих и плано-
вых сценариев принятия решений, предназначенных соответственно
для ликвидации угрозы, для предотвращения угрозы и для повышения
эффективности n-го вида деятельности в m-м подразделении органи-
зационной системы; n = 1, 2, . . . , N ; m = 1, 2, . . . ,M

W y1
nm-ËÒÉÔ, W y2

nm-ÐÒÅÄ и W y3
nm-ÐÌÁÎ

Множества соответственно критических, предупреждающих и пла-
новых команд управления, предназначенных соответственно для
ликвидации угрозы, для предотвращения угрозы и для повышения
эффективности n-го вида деятельности в m-м подразделении орга-
низационной системы; y1 = 1, . . . , Ynm-ËÒÉÔ; y2 = 1, . . . , Ynm-ÐÒÅÄ;
y3 = 1, . . . , Ynm-ÐÌÁÎ

V ∗
nmk = µ

1
k

(
V 1nmk −–V ∗1

nmk

)
+

+ µ2k
(
V 2nmk −–V ∗2

nmk

)
+ · · ·+ µLk

k

(
V ∗Lk

nmk − V ∗Lk

nmk

)
;

–V ∗l
nmk =

∣∣V l
nmk − V ∗l

nmk

∣∣ ;
Vnmk = µ

1
kV
1
nmk + µ

2
kV
2
nmk + · · ·+ µLk

k V Lk

nmk .

На основе результатов оценки эффективности
деятельности организационной системы:

– определяются сценарии принятия решений;

– определяются, передаются на исполнение и
исполняются команды, предназначенные для
управления объектами, которые влияют на де-
ятельность организационной системы (этапы 6
и 7 технологии).

В табл. 3 показана классификация сценариев
принятия решений и команд управления.

4 Правила определения
сценариев принятия решения

На рис. 1–3 приведены диаграммы, поясня-
ющие подход в рассматриваемой технологии к
определению состояния деятельности организа-
ционной системы и в дальнейшем к определению
сценариев принятия решения, соответствующих
данному состоянию и сложившейся ситуации, опи-
сываемой показателями объектов наблюдения.

Как видно из приведенных диаграмм, в основе
применения рассматриваемой системы показате-
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Рис. 1 Соотношения сценариев в зависимости от
критических и допустимых показателей эффективности
(пример 1). Выбор одного из множеств сценариев
(WËÒÉÔ, WÐÒÅÄ, WÐÌÁÎ), из числа которых определяет-
ся сценарий принятия решения, производится в зависи-
мости от области размещения показателя эффективности
(0––DËÒÉÔ;–DËÒÉÔ––DÄÏÐ;–DÄÏÐ–1)

Рис. 2 Соотношения сценариев в зависимости от крити-
ческих и допустимых показателей эффективности (при-
мер 2). Выбор одного из множеств сценариев (Wn-ËÒÉÔ,
Wn-ÐÒÅÄ, Wn-ÐÌÁÎ), из числа которых определяется
сценарий принятия решения, производится в зависи-
мости от области размещения показателя эффективности
(0––Dn-ËÒÉÔ;–Dn-ËÒÉÔ––Dn-ÄÏÐ;–Dn-ÄÏÐ–1)

Рис. 3 Соотношения сценариев в зависимости от
критических и допустимых показателей эффективности
(пример 3). Выбор одного из множеств сценариев
(Wnm-ËÒÉÔ, Wnm-ÐÒÅÄ, Wnm-ÐÌÁÎ), из числа которых
определяется сценарий принятия решения, произво-
дится в зависимости от области размещения показате-
ля эффективности (0––Sn-ËÒÉÔ; –Snm-ËÒÉÔ––Snm-ÄÏÐ;
–Snm-ÄÏÐ–1)

лей лежат критерии оценки эффективности дея-
тельности организационной системы в трехуровне-
вом измерении:

(1) оценка видов деятельности в подразделениях
организационной системы;

(2) оценка видов деятельности организационной
системы;

(3) оценка деятельности организационной систе-
мы в целом.

При выборе сценария принятия решения и соот-
ветствующих этому сценарию команд управления
используются следующие правила:

1. В исходном состоянии из множества Wnm-ÎÏÒÍ
нормированных сценариев принятия решений
определяют и исполняют команды W y0

nm-ÎÏÒÍ,
предназначенные для установления нормиро-
ванного состояния n-го вида деятельности в
m-м подразделении организационной системы:

Wnm-ÎÏÒÍ =

=
{
W 1

nm-ÎÏÒÍ;W
2
nm-ÎÏÒÍ; . . . ;W

Ynm-ÎÏÒÍ
nm-ÎÏÒÍ

}
, (1)

где y0 = 1, 2, . . . , Ynm-ÎÏÒÍ.

Принимают, что при выполнении этих команд
показатели состояния видов деятельности и по-
казатели состояния деятельности организаци-
онной системы в целом также будут нормиро-
ванными.

2. В ходе деятельности организационной систе-
мы, если фактический показатель –D∗ эф-
фективности деятельности организационной
системы в целом меньше соответствующего
критического показателя–DËÒÉÔ:

0 ≤ –D∗ < –DËÒÉÔ ,

то из множества WËÒÉÔ критических сценари-
ев принятия решений определяют и исполняют
команды W q1

ËÒÉÔ, предназначенные для ликви-
дации последствий реализации угроз для де-
ятельности организационной системы в целом:

WËÒÉÔ =
{
W 1
ËÒÉÔ;W

2
ËÒÉÔ; . . . ;W

QËÒÉÔ
ËÒÉÔ

}
,

где q1 = 1, 2, . . . , QËÒÉÔ.

3. В ходе деятельности организационной систе-
мы, если фактический показатель–D∗ эффек-
тивности деятельности организационной сис-
темы в целом не меньше соответствующего
критического показателя –DËÒÉÔ и мень-
ше соответствующего допустимого показате-
ля–DÄÏÐ:

–DËÒÉÔ ≤ –D∗ < –DÄÏÐ ,

то из множества WÐÒÅÄ предупреждающих сце-
нариев определяют и исполняют команды
W q2
ÐÒÅÄ, предназначенные для предотвращения

угроз деятельности организационной системы
в целом:

WÐÒÅÄ =
{
W 1
ÐÒÅÄ;W

2
ÐÒÅÄ; . . . ;W

QÐÒÅÄ
ÐÒÅÄ

}
,

где q2 = 1, 2, . . . , QÐÒÅÄ.
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4. В ходе деятельности организационной систе-
мы, если фактический показатель–D∗ эффек-
тивности деятельности организационной сис-
темы в целом не меньше соответствующего
допустимого показателя –DÄÏÐ и меньше еди-
ницы:

–DÄÏÐ ≤ –D∗ < 1 ,

то из множества WÐÌÁÎ плановых сценариев
определяют и исполняют командыW q3

ÐÌÁÎ, пред-
назначенные для повышения эффективности
деятельности организационной системы в це-
лом:

WÐÌÁÎ =
{
W 1
ÐÌÁÎ;W

2
ÐÌÁÎ; . . . ;W

QÐÌÁÎ
ÐÌÁÎ

}
,

где q3 = 1, 2, . . . , QÐÌÁÎ.

5. В ходе деятельности организационной систе-
мы, если фактический показатель –D∗

n эф-
фективности n-го вида деятельности органи-
зационной системы меньше соответствующего
критического показателя–Dn-ËÒÉÔ:

0 ≤ –D∗
n < –Dn-ËÒÉÔ ,

то из множестваWn-ËÒÉÔ критических сценари-
ев определяют и исполняют команды Wu1

n-ËÒÉÔ,
предназначенные для ликвидации последствий
реализованных угроз n-му виду деятельности
организационной системы:

Wn-ËÒÉÔ =
{
W 1

n-ËÒÉÔ;W
2
n-ËÒÉÔ; . . . ;W

Un-ËÒÉÔ
n-ËÒÉÔ

}
,

где u1 = 1, 2, . . . , Un-ËÒÉÔ.

6. В ходе деятельности организационной сис-
темы, если фактический показатель –D∗

n

эффективности n-го вида деятельности орга-
низационной системы не меньше соответству-
ющего критического показателя –Dn-ËÒÉÔ и
меньше соответствующего допустимого пока-
зателя–Dn-ÄÏÐ:

–Dn-ËÒÉÔ ≤ –D∗
n < –Dn-ÄÏÐ ,

то из множества Wn-ÐÒÅÄ предупреждающих
сценариев определяют и исполняют команды
Wu2

n-ÐÒÅÄ, предназначенные для предотвраще-
ния угроз n-му виду деятельности организаци-
онной системы:

Wn-ÐÒÅÄ =
{
W 1

n-ÐÒÅÄ;W
2
n-ÐÒÅÄ; . . . ;W

Un-ÐÒÅÄ
n-ÐÒÅÄ

}
,

где u2 = 1, 2, . . . , Un-ÐÒÅÄ.

7. В ходе деятельности организационной систе-
мы, если фактический показатель–D∗

n эффек-
тивности n-го вида деятельности организаци-
онной системы не меньше соответствующего

допустимого показателя–Dn-ÄÏÐ и меньше еди-
ницы:

–Dn-ÄÏÐ ≤ –D∗
n < 1 ,

то из множества Wn-ÐÌÁÎ плановых сценари-
ев определяют и исполняют команды Wu3

n-ÐÌÁÎ,
предназначенные для повышения эффектив-
ностиn-го вида деятельности организационной
системы:

Wn-ÐÌÁÎ =
{
W 1

n-ÐÌÁÎ;W
2
n-ÐÌÁÎ; . . . ;W

Un-ÐÌÁÎ
n-ÐÌÁÎ

}
,

где u3 = 1, 2, . . . , Un-ÐÌÁÎ.

8. В ходе деятельности организационной систе-
мы, если фактический показатель –S∗

nm эф-
фективности n-го вида деятельности орга-
низационной системы в m-м подразделении
меньше соответствующего критического пока-
зателя–Snm-ËÒÉÔ:

0 ≤ –S∗
nm < –Snm-ËÒÉÔ ,

то из множества Wnm-ËÒÉÔ критических сце-
нариев определяют и исполняют команды
W y1

nm-ËÒÉÔ, предназначенные для ликвидации
последствий реализованных угроз n-му виду
деятельности организационной системы в m-м
подразделении:

Wnm-ËÒÉÔ =

=
{
W 1

nm-ËÒÉÔ;W
2
nm-ËÒÉÔ; . . . ;W

Ynm-ËÒÉÔ
nm-ËÒÉÔ

}
,

где y1 = 1, 2, . . . , Ynm-ËÒÉÔ.

9. В ходе деятельности организационной систе-
мы, если фактический показатель –S∗

nm эф-
фективности n-го вида деятельности органи-
зационной системы в m-м подразделении не
меньше соответствующего критического пока-
зателя –Snm-ËÒÉÔ и меньше соответствующего
допустимого показателя–Snm-ÄÏÐ:

–Snm-ËÒÉÔ ≤ –S∗
nm < –Snm-ÄÏÐ ,

то из множества Wnm-ÐÒÅÄ предупреждающих
сценариев определяют и исполняют команды
W y2

nm-ÐÒÅÄ, предназначенные для предотвраще-
ния угроз n-му виду деятельности организаци-
онной системы в m-м подразделении:

Wnm-ÐÒÅÄ =

=
{
W 1

nm-ÐÒÅÄ;W
2
nm-ÐÒÅÄ; . . . ;W

Ynm-ÐÒÅÄ
nm-ÐÒÅÄ

}
,

где y2 = 1, 2, . . . , Ynm-ÐÒÅÄ.

10. В ходе деятельности организационной систе-
мы, если фактический показатель –S∗

nm эф-
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фективности n-го вида деятельности органи-
зационной системы в m-м подразделении не
меньше соответствующего допустимого пока-
зателя–Snm-ÄÏÐ и меньше единицы:

–Snm-ÄÏÐ ≤ –S∗
nm < 1 ,

то из множества Wnm-ÐÌÁÎ плановых сценариев
определяют и исполняют команды W y3

nm-ÐÌÁÎ,
предназначенные для повышения эффектив-
ностиn-го вида деятельности организационной
системы в m-м подразделении:

Wnm-ÐÌÁÎ =

=
{
W 1

nm-ÐÌÁÎ;W
2
nm-ÐÌÁÎ; . . . ;W

Ynm-ÐÌÁÎ
nm-ÐÌÁÎ

}
,

где y3 = 1, 2, . . . , Ynm-ÐÌÁÎ.

Заключение

1. Представленная в статье система показателей
обеспечивает выполнение оценки эффектив-
ности технологии поддержки деятельности ор-
ганизационной системы на трех уровнях:

(1) при управлении деятельностью организа-
ционной системы в целом;

(2) при управлении видами деятельности ор-
ганизационной системы;

(3) при управлении деятельностью подразде-
лений организационной системы.

2. Аналитическое обеспечение системы показа-
телей эффективности деятельности учитывает
влияние, оказываемое на деятельность орга-
низационной системы различных объектов,

входящих как в состав организационной систе-
мы, так и в состав других систем.

3. Предложена логика взаимосвязи нормирован-
ных и фактических показателей эффективности
с критериями оценки, которая предоставляет
возможность лицам, принимающим решения
в отношении ситуаций, возникающих в сре-
де деятельности организационной системы и
во внешней среде, осуществлять обоснованный
выбор сценария принятия решения (в диапазо-
не критических, предупреждающих или плано-
вых сценариев).
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Federation

Abstract: The article discusses the system consisting of normalized and actual indicators, which is used in
technological support of activities of an organizational system. The article presents the evaluation criteria that are
provided by the classification approach to the choice of scenario for decision for responsible persons for different
situations arising in an environment of activities of an organizational system. Classification is performed according
to the hierarchy of activities of an organizational system: (a) activities in the divisions of the organizational
system; (b) activities in the organizational system; and (c) all activities of the organizational system in general.
The main emphasis of the methodical approach presented in the article is practical. This allows one to take the degree
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of threat to activities of an organizational system. The authors distinguish three degrees of state activities:
(i) activities are carried out in a range of specified normalized indicators; (ii) a priori, there is a threat to
continuation of activities of an organizational system; and (iii) activities of an organizational system are under
threat.

Keywords: organizational system; technological support of activities of an organizational system; evaluation of the
effectiveness; normalized and actual indicators; information; decision making; monitoring objects
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14 августа 2014 г. исполнилось 70 лет заместите-
лю директора ИПИ РАН по научной работе доктору
технических наук Владимиру Игоревичу Будзко.

Владимир Игоревич Будзко родился в г. Моск-
ве. Высшее образование получил на факультете
электронно-вычислительных устройств в Москов-
ском инженерно-физическом институте (МИФИ),
который он окончил в 1968 г., после чего был на-
правлен для прохождения службы в одну из войско-
вых частей, где прошел путь от инженера до первого
заместителя командира войсковой части.

С приходом В. И. Будзко в ИПИ РАН (2001 г.) в
институте сформировалось новое научное направ-
ление теоретических исследований — «Постро-
ение информационно-телекоммуникационных
систем высокой доступности». В рамках это-
го направления выполнен широкий круг фунда-
ментальных исследований по поиску подходов
и определению принципов построения средств
обеспечения доступности, конфиденциальности
и целостности современных крупномасштабных

информационно-телекоммуникационных систем
(ИТС). Разработаны основные системно-техниче-
ские принципы и базовые архитектурные решения
построения перспективных для условий России
ИТС с централизованной обработкой и хранением
информации, сочетающих в себе свойства высокой
доступности, отказо- и катастрофоустойчивости,
информационной защищенности. Определены
принципы, методы и математические основы ра-
ционального построения и оптимизации средств
восстановления функционирования центров об-
работки данных (ЦОД) после возникновения от-
казов и катастроф, передачи и хранения данных,
обеспечения информационной безопасности при
достижении минимальной совокупной стоимости
владения такими системами. Результаты нашли
практическое воплощение при реализации про-
ектов в интересах ряда отечественных государ-
ственных и негосударственных организаций, таких
как Банк России (БР), Внешторгбанк, ОАО «ГМК
«Норильский Никель», «Газпром», Минэкономраз-
вития России, Правительство Москвы, а также ряд
силовых ведомств.

Под руководством В. И. Будзко начиная с 2001 г.
выполнен комплекс научно-исследовательских и
опытно-конструкторских работ (свыше 100 проек-
тов), направленных на развитие электронной ин-
формационной технологии БР. Разработаны кон-
цепции развития ИТС БР сначала до 2008 г., а
затем до 2013 г., которые были приняты в каче-
стве основы проведения технической политики. За
реализацию проекта «Катастрофоустойчивая тер-
риториально-распределенная информационно-те-
лекоммуникационная система централизованной
обработки банковской информации» В. И. Будз-
ко удостоен Премии Правительства РФ в области
науки и техники за 2010 г.

В. И. Будзко возглавлял и возглавляет работы
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