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АНАЛИТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЙ

С ИНВАРИАНТНОЙ МЕРОЙ В НЕГАУССОВСКИХ

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ И ПРИВОДИМЫХ К НИМ

ЭРЕДИТАРНЫХ СТОХАСТИЧЕСКИХ СИСТЕМАХ∗

И. Н. Синицын1

Аннотация: Представлены методы и алгоритмы аналитического моделирования одно- и многомерных
распределений с инвариантной мерой в дифференциальных и интегродифференциальных (эредитарных)
стохастических системах (СтС), описываемых уравнениями Ито в конечномерных пространствах с ви-
неровскими и пуассоновскими шумами. Сначала в разд. 2 рассматриваются интегродифференциальные
уравнения Пугачева для распределений процессов в дифференциальных СтС (ДСтС). Применитель-
но к ДСтС с гладкими и разрывными регулярными правыми частями найдены условия сохранения
инвариантной меры для нестационарных и стационарных процессов. Сформулированы 4 теоремы, опре-
деляющие точные алгоритмы аналитического моделирования распределений с инвариантной мерой в
ДСтС общего вида. В разд. 3 дан краткий обзор приближенных методов аналитического моделирования
в ДСтС, основанных на параметризации распределений. Особое внимание уделено методам нормальной
аппроксимации и статистической линеаризации для приближенного определения одно- и двумерных
распределений с инвариантной мерой. Получены условия устойчивости алгоритмов. Сформулированы
две теоремы, определяющие приближенные алгоритмы аналитического моделирования в ДСтС. Раздел 4
посвящен методам и алгоритмам аналитического моделирования распределений с инвариантной мерой в
интегродифференциальных эредитарных СтС (ЭСтС), приводимых к дифференциальным. Представлены
нелинейные стохастические интегродифференциальные уравнения Ито с винеровскими и пуассоновски-
ми шумами. Для затухающих физически возможных эредитарных ядер рассматривается два способа их
аппроксимации (на основе линейных операторных уравнений и вырожденных ядер). Рассмотрены три
теоремы, определяющие точные и приближенные алгоритмы приведения ЭСтС к ДСтС для гладких и
разрывных регулярных правых частей. В приложении даны тестовые примеры для разрабатываемого
в ИПИ РАН инструментального программного обеспечения «ID StS» в среде MATLAB. Заключение
содержит основные выводы и возможные обобщения. Рассмотрено применение результатов разд. 2–4 к
задачам эквивалентности гауссовских и негауссовских ДСтС и ЭСтС.

Ключевые слова: аналитическое моделирование; гауссовская (нормальная) стохастическая система; диф-
ференциальная стохастическая система; инструментальное программное обеспечение «ID StS»; метод
нормальной аппроксимации; метод статистической линеаризации; негауссовская (с винеровскими и
пуассоновскими шумами) стохастическая система; распределение с инвариантной мерой; сингуляр-
ное (вырожденное) ядро; стохастическое дифференциальное уравнение Ито; система, приводимая к
дифференциальной; эредитарное ядро

DOI: 10.14375/19922264140201

1 Введение
Вопросам разработки методов, алгоритмов и ин-

струментальных программных средств для анализа
и моделирования распределений процессов в гаус-
совских (нормальных) ДСтС с инвариантной ме-
рой посвящена обширная литература (см., напри-
мер, [1–18]). Методы анализа и моделирования
распределений процессов с инвариантной мерой в
интегродифференциальных ЭСтС подробно изло-
жены в [1, 11, 19–22].

Для ДСтС и ЭСтС, приводимых к ДСтС, с
винеровскими и пуассоновскими шумами соответ-
ствующие точные и приближенные методы анали-
тического моделирования распределений с инва-
риантной мерой не разработаны. Особое внимание
уделяется приближенным методам аналитического
моделирования распределений с инвариантной ме-
рой, основанным на нормальной аппроксимации
одно- и двумерных распределений. Приводятся
тестовые примеры.

∗Работа выполнена при финансовой поддержке программы «Интеллектуальные информационные технологии, системный анализ
и автоматизация» (проект 1.7).

1Институт проблем информатики Российской академии наук, sinitsin@dol.ru
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Аналитическое моделирование распределений с инвариантной мерой в негауссовских дифференциальных системах

2 Уравнения для распределений
процессов с инвариантной
мерой в дифференциальных
стохастических системах

Как известно [1, 11], для ДСтС в конечно-
мерных пространствах используется дифференци-
альное стохастическое уравнение Ито следующего
вида:

dY = a(Y, t) dt+ b(Y, t) dW0 +

+

∫

Rq
0

c(Y, t, v) dP 0(t, dv) . (1)

Здесь Y — p-мерный вектор состояния, Y ∈ –y

(–y — многообразие состояний); a = a(y, t) и b =
= b(y, t)— известные (p× 1)-мерная и (p× r)-мер-
ная функции вектора Y и времени t; W0 =W0(t)—
r-мерный винеровский случайный процесс интен-
сивности ν0 = ν0(t); c(y, t, v) — (p × 1)-мерная
функция y, t и вспомогательного (q × 1)-мерного
параметра v;

∫

–t

dP 0(t, A) — центрированная пуас-

соновская мера, удовлетворяющая условию:
∫

–t

dP 0(t, A) =

∫

–t

dP (t, A) −
∫

–t

νP (t, A) dt , (2)

где
∫

–t

dP (t, A) — число скачков пуассоновского

процесса P (t, A) в интервале времени–; νP (t, A)—
интенсивность пуассоновского процесса P (t, A);
A — некоторое борелевское множество простран-
ства Rq

0 с выколотым началом координат.
Интеграл (1) в общем случае распространяется

на все пространствоRq
0 с выколотым началом коор-

динат. Начальное значение Y0 вектора Y представ-
ляет собой случайную величину, не зависящую от
приращений винеровского процесса W0(t) и пуас-
соновского процессаP (t, A)на интервалах времени
–t = (t1, t2], следующих за t0, t0 ≤ t1 ≤ t2, для лю-
бого множества A.

В случае, когда подынтегральная функция
c(y, t, v) в уравнении (1) допускает представление
c(y, t, v) = b(y, t)c′(v), уравнение (1) приводится к
виду:

‘Y = a(Y, t) + b(Y, t)V ,

если принять

V = ‘W ; W (t) =W0(t) +

∫

Rq
0

c′(v)P 0(t, dv) .

Пусть существуют одно- и n-мерные плотно-
сти f1 = f1(z; t) и fn = fn(z1, . . . , zn; t1, . . . , tn) и

характеристические функции g1 = g1(λ; t) и gn =
= gn(λ1, . . . , λn; t1, . . . , tn) (n ≥ 2), удовлетворя-
ющие интегродифференциальным уравнениям Пу-
гачева [1, 11]:

∂f1(z; t)

∂t
+
∂T

∂z
[a(z, t)f1(z; t)] =

=
1

(2π)p

∞
∫

−∞

∞
∫

−∞

χf (λ, ζ, t)eiλT(ζ−z)f1(z; t) dζdλ ; (3)

f1(z; t0) = f0(z) ; (4)

∂fn(z1, . . . , zn; t1, . . . , tn)

∂tn
+

+
∂T

∂zn
[a(zn, tn)fn(z1, . . . , zn; t1, . . . , tn)] =

=
1

(2π)pn

∞
∫

−∞

∞
∫

−∞

χf
n(λn, ζn, tn)×

×exp
{

i

n
∑

l=1

λTl (ζl − zl)

}

fn(ζ1, . . . , ζn; t1, . . . , tn)×

× dζ1 · · · dζndλ1 · · · dλn ;

fn(z1, . . . , zn−1, zn; t1, . . . , tn−1, tn−1) =

= fn−1(z1, . . . , zn−1; t1, . . . , tn−1)δ(zn − zn−1) ,

t1 ≤ t2 ≤ · · · ≤ tn , n = 2, 3, . . . ;

∂g1(λ; t)

∂t
−

− 1

(2π)p

∞
∫

−∞

∞
∫

−∞

iλTa(z, t)ei(λT−µT)zg1(µ; t) dµdz =

=
1

(2π)k

∞
∫

−∞

∞
∫

−∞

χg(λ, z, t)ei(λT−µT)z ×

× g1(µ; t) dµdz ; (5)

g1(λ; t0) = g0(λ) ; (6)

∂gn(λ1, . . . , λn; t1, . . . , tn)

∂tn
− 1

(2π)pn ×

×
∞
∫

−∞

· · ·
∞
∫

−∞

iλTa(zn, tn) exp

[

i

n
∑

k=1

(λTk − µTk )zk

]

×

×gn(µ1, . . . , µn; t1, . . . , tn)dµ1 . . . dµndz1 . . . dzn =

=
1

(2π)pn

∞
∫

−∞

. . .

∞
∫

−∞

χn(λn, zn, tn)×

× exp
[

i

n
∑

k=1

(λTk − µTk )zk

]

×

×gn(µ1, . . . , µn; t1, . . . , tn) dµ1 · · · dµndz1 · · · dzn ;
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gn(λ1, . . . , λn; t1, . . . , tn−1, tn−1) =

= gn−1(λ1, . . . , λn−2, λn−1 + λn; t1, . . . , tn−1)

t1 ≤ t2 ≤ · · · ≤ tn , n = 2, 3, . . .

Здесь приняты следующие обозначения:

χf (λ, ζ, t) = −1
2
λTb(ζ, t)ν0(t)b(ζ, t)

Tλ+

+

∫

Rq
0

{

exp
[

iλTc(ζ, t, v)
]

− 1−

− iλTc(ζ, t, v)
}

νP (t, dv) ;

χf
n(λn, ζn, tn) = −1

2
λTn b(ζn, t)ν0(t)b(ζn, t)

Tλ+

+

∫

Rq
0

{

exp
[

iλTn c(ζn, tn, v)
]

− 1−

− iλTn c(ζn, tn, v)
}

νP (tn, dv) ;

χg(λ, z, t) = −1
2
λTb(z, t)ν0(t)b(z, t)

Tλ+

+

∫

Rq
0

{

exp
[

iλTc(z, t, v)
]

− 1−

− iλTc(z, t, v)
}

νP (t, dv) ; (7)

χg
n(λn, zn, tn) = −1

2
λTn b(zn, t)ν0(t)b(zn, t)

Tλ+

+

∫

Rq
0

{

exp
[

iλTn c(zn, tn, v)
]

− 1−

− iλTnc(zn, tn, v)
}

νP (tn, dv) .

При этом одно- и n-мерные плотности и характе-
ристические функции связаны между собой извест-
ными соотношениями:

f1(z; t) =
1

(2π)p

∞
∫

−∞

e−iµTzg1(µ; t) dµ ;

g1(λ; t) =

∞
∫

−∞

eiλTzf1(z; t) dz ;

fn(z1, . . . , zn; t1, . . . , tn) =

=
1

(2π)pn

∞
∫

−∞

· · ·
∞
∫

−∞

exp

{

−i
n
∑

l=1

λTl zl

}

×

× gn(λ1, . . . , λn; t1, . . . , tn) dλ1 · · ·λn ;

gn(λ1, . . . , λn; t1, . . . , tn) =

=

∞
∫

−∞

· · ·
∞
∫

−∞

exp

{

i

n
∑

l=1

λTl zl

}

×

× fn(z1, . . . , zn; t1, . . . , tn) dz1 · · · dzn .

Для нахождения одномерных плотностей
f1(z, t) = f∗

1 (z) и характеристических функций
g1(λ; t) = g∗1(λ) стохастических процессов в ста-
ционарных ДСтС (1), когда

a(z, t) = a∗(z) ; b(z, t) = b∗(z) ;

χ(µ; t) = χf (µ, ζ, t) = χ∗f (µ, ζ) ,

}

(8)

в (3) и (5) следует положить ∂f1/∂t = 0и ∂g1/∂t = 0.
В результате получим соответственно следующие
интегродифференциальные уравнения:

∂T

∂z
[a∗(z)f∗

1 (z)] =

=
1

(2π)p

∞
∫

−∞

∞
∫

−∞

χ∗f (λ, ζ)eiλT(ζ−z)f∗
1 (ζ) dζdλ ;

− 1

(2π)p

∞
∫

−∞

∞
∫

−∞

iλTa∗(z)ei(λT−µT)zg∗1(µ) dµdz =

=
1

(2π)p

∞
∫

−∞

∞
∫

−∞

χ∗g(λ, z)ei(λT−µT)zg∗1(µ) dµdz .

Пусть функция a в ДСтС (1) допускает представ-
ление

a = a(z, t) = a1(z, t) + a2(z, t) (9)

такое, что функция f1 = f1(z; t) является плот-
ностью инвариантной меры не возмущенной шу-
мами системы, описываемой векторным обыкно-
венным дифференциальным уравнением вида

‘z = a1(z, t) , (10)

т. е. удовлетворяет следующему условию сохране-
ния инвариантной меры:

∂f1(z; t)

∂t
+
∂T

∂z
[a1(z, t)f1(z; t)] = 0 . (11)

Для гладких функций a1 = a1(z, t) вопросы
существования и основные свойства интеграль-
ных инвариантов и инвариантных мер изучены
в [23, 24]. При этом функция a2 = a2(z, t) в (9)
определяется путем решения следующего интегро-
дифференциального уравнения:

∂T

∂z
[a2(z, t)f1(z; t)] =

=
1

(2π)k

∞
∫

−∞

∞
∫

−∞

χf (λ, ζ, t)eiλT(ζ−z)f1(ζ; t) dζdλ . (12)
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Для стационарных ДСтС, когда выполнены
условия (8), уравнения (9)–(11) имеют вид:

a(z) = a1(z) + a2(z) ; (13)

‘z = a1(z) ; (14)

∂T

∂z
[a∗2(z)f

∗
1 (z)] = 0 , (15)

∂T

∂z
[a∗2(z)f

∗
1 (z)] =

=
1

(2π)p

∞
∫

−∞

∞
∫

−∞

χ∗f (λ, ζ)eiλT(ζ−z)f∗
1 (ζ) dζdλ . (16)

Условия сохранения инвариантной меры можно
представить в следующем развернутом виде:

∂f1(z; t)

∂t
+Aaf1(z; t) = 0 ;

Aaf1(z; t) =
∂T

∂z
[a1(z, t)f1(z; t)] = div π(z; t) ;

A∗
af

∗
1 (z) = 0 ;

A∗
af1(z) =

∂T

∂z
[a∗1(z)f

∗
1 (z)] = div π

∗(z) ;

∂g1(λ; t)

∂t
−Bag1(λ; t) = 0 ;

Bag1(λ; t) =

=
1

(2π)p

∞
∫

−∞

∞
∫

−∞

iλTa1(z, t)e
i(λT−µT)z ×

× g1(µ; t) dµdz =

=

∞
∫

−∞

iλTa(z, t)eiλTzf1(z; t) dz =

=

∞
∫

−∞

eiλTziλTπ(z; t) dz ;



































































































(17)

B∗
ag

∗
1(λ) = 0 ; B∗

ag
∗
1(λ) =

=
1

(2π)p

∞
∫

−∞

iλTa∗1(z)e
i(λT−µT)zg∗1(µ) dµdz =

=

∞
∫

−∞

iλTa∗1(z)e
iλTzf∗

1 (z) dz =

=

∞
∫

−∞

eiλTziλTπ∗(z) dz . (18)

Для разрывных функций a1(z, t) в терминах ха-
рактеристических функций соотношения (11) и (15)

могут быть записаны в виде (17) и (18). При этом
для составляющих a2(z, t)и a∗2(z)имеют место урав-
нения:

Ba2g1(λ; t) =

=
1

(2π)p

∞
∫

−∞

∞
∫

−∞

χg(λ, z, t)ei(λT−µT)zg1(µ; t) dµdz; (19)

B∗
a2g

∗
1(λ) =

=
1

(2π)p

∞
∫

−∞

∞
∫

−∞

χ∗g(λ, z)ei(λT−µT)zg∗1(µ) dµdz. (20)

Отсюда вытекают точные алгоритмы аналити-
ческого моделирования распределений с инвари-
антной мерой. В их основе лежат следующие тео-
ремы.

Теорема 1. Функция f1 = f1(z; t) будет решени-

ем (3) и (4) тогда и только тогда, когда a =
= a(z, t) допускает представление (9) такое, что

f1 = f1(z; t) является плотностью инвариантной ме-

ры обыкновенного дифференциального уравнения (10),
т. е. удовлетворяет условию (11). При этом состав-

ляющая a2 определяется из решения интегродиффе-

ренциального уравнения (12).

Теорема 2. Функция f∗
1 = f∗

1 (z) будет решением (3)
тогда и только тогда, когда a∗ = a∗(z) допускает

представление (13) такое, что f∗
1 = f∗

1 (z) являет-

ся плотностью инвариантной меры (14). При этом

составляющая a∗2 определяется из решения уравне-

ния (16).

Теорема 3. Функция g1 = g1(λ; t) будет решением (5),
(6)тогда и только тогда, когда недифференцируемая

функция a = a(z, t) допускает представление (9)та-

кое, что g1 = g1(λ; t) является характеристической

функцией инвариантной меры уравнения (10), т. е.

удовлетворяет условию (16). При этом составля-

ющая a2 определяется из уравнения (19).

Теорема 4. Функция g∗1 = g∗1(λ) будет решением (15)
тогда и только тогда, когда недифференцируемая

функция a∗ = a∗(z) допускает представление (13)
такое, что g∗1 является характеристической функ-

цией инвариантной меры уравнения (10). При этом a∗2
определяется из решения (20).

Теоремы 1–4 легко обобщаются на случай мно-
гомерных распределений с инвариантной мерой.
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3 Приближенные методы
и алгоритмы аналитического
моделирования распределений
процессов с инвариантной
мерой в дифференциальных
стохастических системах

Пусть нелинейная ДСтС (1) допускает примене-
ние метода нормальной аппроксимации (МНА) [1,
11]. Тогда одно- и двумерные нормальные плот-
ности fíîá1 , fíîá2 и характеристические функ-
ции gíîá1 , gíîá2 , а также вектор математического
ожидания mt = M

íîáZ(t), ковариационная мат-
рица Kt = MíîáZ0TZ0(t) (Z0(t) = Z(t) − mt)
и матрица ковариационных функций K(t1, t2) =
= MíîáZ0T (t1)Z0(t2) (t1 < t2) определяются сле-
дующими уравнениями:

fíîá1 = fíîá1 (z; t,mt,Kt) = [(2π)
p|Kt|]−1/2 ×

× exp
{

−1
2
(zT −mTt )K

−1
t (z −mt)

}

; (21)

fíîá2 =

= fíîá2 (z1, z2; t1, t2,mt1 ,mt2 ,Kt1 ,Kt2 ,K(t1, t2)) =

=
[

(2π)
p | �K2|

]−1/2
exp

(

−
([

zT1 z
T
2

]

− �mT2
)

×
× �K−1

2

(

[

zT1 z
T
2

]T − �m2
))

;

gíîá1 (λ; t) = exp

{

iλTm− 1
2
λTKtλ

}

; (22)

gíîá2 (λ1, λ2; t1, t2) =

= exp

{

i�λT �m2 −
1

2
�λT �K2�λ

}

, �λ =
[

λT1 λ
T
2

]T
; (23)

‘mt = �1(t,mt,Kt) =

=

∞
∫

−∞

a(z, t)fíîá1 (z; t,mt,Kt) dz ; (24)

‘Kt = �2(t,mt,Kt) = �21 +�12 +�22 =

=





∞
∫

−∞

a(z, t)(zT −mTt ) + (z −mt)a
T(z, t) +

+ �σ(z, t)



 fíîá1 (z; t,mt,Kt) dz , (25)

∂K(t1, t2)

∂t2
=

= �3(t1, t2,mt1 ,mt2 ,Kt1 ,Kt2 ,K(t1, t2)) =

=
[

(2π)2p| �K2|
]−1/2

∞
∫

−∞

∞
∫

−∞

(z1 −mt1) a (z2, t2)×

× exp
{

−
([

zT1 z
T
2

]

− �mT2
)

�K−1
2 ×

×
([

zT1 z
T
2

]

− �m2
)}

dz1dz2 =

= K(t1, t2)K(t2)
−1�21(m(t2),K(t2), t2)

T. (26)

Здесь введены следующие обозначения:

z1 = zt1 ; z2 = zt2 ; �m2 =
[

mTt1m
T
t2

]T
;

�K2 =

[

K(t1, t1) K(t1, t2)

K(t2, t1) K(t2, t2)

]

;



















(27)

�σ(z, t) =

= σ(z, t) +

∫

Rq
0

c(z, t, v)c(z, t, v)TνP (t, dv) ;

σ(z, t) = b(z, t)ν0(t)b(z, t)
T .



















(28)

Для стационарных ДСтС при ‘m∗ = 0, ‘K∗ = 0,
K(t1, t2) = k(τ) (τ = t1− t2) соотношения (24)–(28)
принимают вид:

�∗
1(m

∗,K∗) = 0 ; (29)

�∗
2(m

∗,K∗) = 0 ; (30)

dk(τ)

dτ
= ˜k(τ) ; ˜ = �21(m

∗,K∗)K∗−1k(τ) ; (31)

k(τ) = k(−τ)T, k(0) = K .

Из (31) следует, что алгоритм МНА будет
устойчивым, если матрица ˜∗ = ˜(m∗,K∗) =
= �21(m

∗,K∗)K∗−1 будет асимптотически устой-
чива.

Уравнения метода статистической линеариза-
ции (МСЛ) в нелинейных ДСтС при аддитивных
шумах, когда b(z, t) = b0(t), b∗(z) = b∗0 получаются
из (24)–(26) и (29)–(31) как частный случай.

Условия наличия нормального распределения с
инвариантной мерой, если заменить a(z, t) стати-
стически линеаризованным выражением вида:

a(Z, t) ≈ aíîá10 (t,mt,Kt)+a
íîá
11 (t,mt,Kt)(Z−mt) ,

где
aíîá10 = aíîá10 (t,mt,Kt) ;

aíîá11 = aíîá11 (t,mt,Kt) =

=





∞
∫

−∞

a(z, t)(zT −mTt )f
íîá
1 (z; t,mt,Kt) dz



K−1
t =

=

[

∂

∂mt

(

aíîá10

)T
]T

,
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приводят к следующим соотношениям:

∂fíîá1 (z; t,mt,Kt)

∂t
+

+
∂T

∂z

{[

aíîá10 (t,mt,Kt) + a
íîá
11 (t,mt,Kt)×

× (z −mt)
]

fíîá1 (z; t,mt,Kt)
}

= 0 ; (32)

∂T

∂z

{[

a∗íîá10 (m∗,K∗) + a∗íîá11 (m∗,K∗)×

× (z −m∗)
]

f∗íîá
1 (z;m∗,K∗)

}

= 0 , (33)

где

f∗íîá
1 (z;m∗,K∗) = [(2π)p|K∗|]−1/2 ×

× exp
{

−1
2

(

zT −m∗T
)

(K∗)−1(z −m∗)

}

.

Аналогично в развернутом виде выписываются
условия (17) и (18):

∂gíîá1 (λ; t)

∂t
−

∞
∫

−∞

iλT
[

aíîá10 (mt,Kt, t) +

+ aíîá11 (mt,Kt, t)(z −mt)
]

×
× eiλTzfíîá1 (z;mt,Kt, t)dz = 0 , (34)

∞
∫

−∞

iλT
[

a∗íîá10 (m∗,K∗) + a∗íîá11 (m∗,K∗)(z −m∗)
]

×

× eiλTzf∗íîá
1 (z;m∗,K∗)dz = 0 . (35)

Отсюда вытекают следующие теоремы, лежащие
в основе приближенных нелинейных методов.

Теорема 5. Если существуют одно- и двумерные

плотности стохастического процесса, а матрица

aíîá11 коэффициентов статистической линеариза-

ции асимптотически устойчива, то приближенный

алгоритм аналитического моделирования МНА не-

стационарных стохастических процессов в ДСтС (1)
с инвариантной мерой определяется выражения-

ми (21)–(26) и (32).

Теорема 6. Если существуют стационарные одно-

и двумерные плотности стохастического процесса,

а матрица a∗íîá11 коэффициентов статистической

линеаризации асимптотически устойчива, то при-

ближенный алгоритм аналитического моделирования

стационарных стохастических процессов с инвари-

антной мерой в стационарной ДСтС (1) определяется

выражениями (29)–(31) и (33).

Как известно [1, 11], одно- и двумерные нор-
мальные распределения определяют и все n-мер-
ные распределения (n > 3). Поэтому МНА и МСЛ
при b(Y, t) = b0(t), c(Y, t, z) = c0(t, v) дают прибли-
женные алгоритмы для любых многомерных плот-

ностей стохастических процессов, если они суще-
ствуют. Аналогично формулируются теоремы 3.3
и 3.4 в терминах характеристических функций на
основе условий (34) и (35).

Обобщением МНА являются различные при-
ближенные методы, основанные на параметриза-
ции распределений [1, 11]. Аппроксимируя од-
номерную характеристическую функцию g1(λ; t)
и соответствующую плотность f1(z, t) известны-
ми функциями g∗1(λ; θ) и f∗

1 (z; θ), зависящими от
конечномерного векторного параметра θ, можно
свести задачу приближенного определения одно-
мерного распределения к выводу из уравнения для
характеристических функций обыкновенных диф-
ференциальных уравнений, определяющих θ как
функцию времени. Это относится и к остальным
многомерным распределениям.

При аппроксимации многомерных распределе-
ний целесообразно выбирать последовательности
функций {f∗

n(z1, . . . , zn; θn)}и {g∗n(λ1, . . . , λn; θn)},
каждая пара которых находилась бы в такой зави-
симости от векторного параметра θn, чтобы при
любом n множество параметров, образующих век-
тор θn, включало в качестве подмножества множе-
ство параметров, образующих вектор θn−1. То-
гда при аппроксимации n-мерного распределе-
ния придется определять только те координаты
вектора θn, которые не были определены ра-
нее при аппроксимации функций f1, g1, . . . , fn−1,
gn−1. В зависимости от того, что представ-
ляют собой параметры, от которых зависят
функции f∗

n(z1, . . . , zn; θn) и g∗n(λ1, . . . , λn; θn),
аппроксимирующие неизвестные многомерные
плотности fn(z1, . . . , zn; t1, . . . , tn) и характеристи-
ческие функции gn(λ1, . . . , λn; t1, . . . , tn), исполь-
зуются различные приближенные методы решения
уравнений, определяющих многомерные распреде-
ления вектора состояния системы Xt, в частности
методы моментов, семиинвариантов, ортогональ-
ных разложений, квазимоментов и др. [1, 11] и в
условиях сохранения инвариантной меры.

4 Анализ и моделирование
распределений с инвариантной
мерой в эредитарных
стохастических системах,
приводимых
к дифференциальным

Рассмотрим ЭСтС, описываемую интегродиф-
ференциальным уравнением Ито следующего ви-
да [22]:
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dX =



a(X, t) +

t
∫

t0

a1(X(τ), τ, t) dτ



 dt+

+



b(X, t) +

t
∫

t0

b1(X(τ), τ, t) dτ



 dW0 +

+

∫

Rq
0



c(X, t, v) +

t
∫

t0

c1(X(τ), τ, t, v)



 dP 0(t, dv) (36)

с начальным условием X(t0) = X0.
В (36) приняты следующие обозначения и допу-

щения: X = X(t) — p-мерный вектор состояния;
W0 — r-мерный винеровский процесс интенсив-
ности ν0 = ν0(t);

∫

–t

dP 0(t, A) — центрированная

пуассоновская мера, удовлетворяющая условию (2).
Функции a = a(X, t), a1 = a1(X(τ), τ, t), b =

= b(X, t), b1 = b1(X(τ), τ, t), c = c(X, t, v) и c1 =
= c1(X(τ), τ, t, v) имеют соответственно размерно-
сти p× 1, p× 1, p× r, p× r, p× 1 и p× 1 и допускают
представления следующего вида:

a1 = A(t, τ)ϕ(X(τ), τ) ;

b1 = B(t, τ)ψ(X(τ), τ) ;

c1 = C(t, τ)χ(X(τ), τ, v) .



















(37)

Здесь эредитарные ядра A = A(t, τ) = [Aij(t, τ)]
(i, j = 1, p), B = B(t, τ) = [Bil(t, τ)] (i = 1, p, l =
= 1, r) и C = C(t, τ) = [Cij(t, τ)] (i, j = 1, p) имеют
соответственно размерности p×p, p× r и p×p. Они
удовлетворяют следующим условиям физической
реализуемости и асимптотического затухания:

Aij(t, τ) = 0 ; Bil(t, τ) = 0 ;

Cij(t, τ) = 0 ∀τ > t ;

}

(38)

∞
∫

−∞

|Aij(t, τ)| dτ <∞ ;

∞
∫

−∞

|Bil(t, τ)| dτ <∞ ;

∞
∫

−∞

|Cij(t, τ)| dτ <∞ .























































(39)

При этом нелинейные в общем случае функции
ϕ = ϕ(X(τ), τ), ψ = ψ(X(τ), τ) и χ = χ(X(τ), τ, v)
имеют размерности p × 1, p × p и p × 1 соответст-
венно.

В случае если эредитарные ядраA, B, C удовле-
творяют условиям

Aij(t, τ) = “Aij(u) ;

Bil(t, τ) = “Bil(u) ;

Cij(t, τ) = “Cij(u) (u = t− τ) ,

то говорят об ЭСтС со стационарным затуханием.
Важный класс ядер представляют собой сингу-

лярные (вырожденные) ядра, когда имеют место
представления:

Aij(t, τ) = A
+
ij(t)A

−
ij(τ) ;

Bil(t, τ) = B
+
il (t)B

−
il (τ) ;

Cij(t, τ) = C
+
ij (t)C

−
ij (τ)



















(40)

(i, l = 1, p; j = 1, r).
В случае, когда подынтегральные функции

c(X, t, v) и c1(X(τ), τ, v) в (36) допускают представ-
ления

c(X, t, v) = b(X, t)c′(v) ;

c1(X(τ), τ, v) = b(X(τ), τ)c
′(v) ,

ЭСтС (36) приводится к виду:

‘X = a(X, t) +

t
∫

t0

a1(X(τ), τ, t) dτ +

+



b(X, t) +

t
∫

t0

b1(X(τ), τ, t) dτ



 V , (41)

если принять

V = ‘W ; W (t) =W0(t) +

∫

Rq
0

c′(v)P 0(t, dv) .

В [22] решена задача приведения ЭСтС (36) при
условиях (37)–(39) и (37)–(39), (40) к ДСтС (1), а
также установлены следующие утверждения.

Рассмотрим сначала ЭСтС (36) при услови-
ях (37)–(39). Будем считать, что эредитарные ядра
A(t, τ), B(t, τ), C(t, τ) удовлетворяют следующим
нестационарным линейным операторным уравне-
ниям:

FAtA(t, τ) = HAtδ(t− τ) ;

FBtB(t, τ) = HBtδ(t− τ) ;

FCtC(t, τ) = HCtδ(t− τ) ;

A(t, τ) = A′(t, τ)T(HA∗τ )T ;

A′(t, τ)T(FA∗τ )T = IA
h δ(t− τ) ;

B(t, τ) = B′(t, τ)T(HB∗τ )T ;

B′(t, τ)T(FB∗τ )T = IB
h δ(t− τ) ;

C(t, τ) = C′(t, τ)T(HC∗τ )T ;

C′(t, τ)T(FC∗τ )T = IC
h δ(t− τ) .
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Здесь FA, HA, FB, HB, FC и HC — известные
матричные дифференциальные операторы размер-
ности hA × hA, hB × hB, hC × hC порядка nA,mA,
nB,mB, nC ,mC, (nA > mA, nB > mB, nC > mC)
соответственно:

FA = FA(t,D) =

nA
∑

l=0

αA
l (t)D

l ;

HA = HA(t,D) =

mA
∑

l=0

βA
l (t)D

l ;

FB = FB(t,D) =

nB
∑

l=0

αB
l (t)D

l ;

HB = HB(t,D) =

mB
∑

l=0

βB
l (t)D

l ;

FC = FC(t,D) =

nC
∑

l=0

αC
l (t)D

l ;

HC = HC(t,D) =

mCA
∑

l=0

βC
l (t)D

l ;







































































































(42)

индекс t у операторов означает, что оператор дей-
ствует на функцию от t при фиксированном τ ; звез-
дочкой обозначен символ сопряжения оператора;
IA
h , IB

h , IC
h — единичные (h × h)-матрицы. Введем

hA-, hB-, hC-мерные векторы посредством соотно-
шений:

Z ′
1 = U

′ =

t
∫

t0

A(t, τ)ϕ(X(τ), τ) dτ ;

Z ′′
1 = U

′′ =

t
∫

t0

B(t, τ)ψ(X(τ), τ) dτ ;

Z ′′′
1 = U

′′′ =

t
∫

t0

C(t, τ)χ(X(τ), τ, v) dτ .

Эти переменные Z ′, Z ′′, Z ′′′ будут удовлетворять
следующим линейным дифференциальным урав-
нениям:

FA(t,D)Z ′
1 = H

A(t,D)ϕ(X, t) ;

FB(t,D)Z ′′
1 = H

B(t,D)ψ(X, t) ;

FC(t,D)Z ′′′
1 = H

C(t,D)χ(X, t, v) .

Тогда ЭСтС (36) приводится к искомой ДСтС
для расширенного вектора состояния Z =

=
[

XTZ ′
1
T
Z ′′
1
T
Z ′′′
1
T
]T

:

dZ = az
1(Z, t) dt+ b

z
1(Z, t) dW0 +

+

∫

Rq
0

cz1(Z, t, v) dP
0(t, dv) . (43)

Для случая hA = hB = hC = h, nA = nB = nC = n,
mA = mB = mC = m в подробной записи функции
az
1(Z, t), b

z
1(Z, t), c

z
1(Z, t, v) имеют следующий вид:

az
1(Z, t) =









a(X, t) + Z ′
1

a′(t)Z ′
1

a′′(t)Z ′′
1

a′′′(t)Z ′′′
1









;

bz1(Z, t) =









b(X, t) + Z ′′
1

b′′(t)Z ′′
1

0
0









;

cz1(Z, t, v) =









c(X, t, v) + Z ′′′
1

c′′′(t)Z ′′′
1

0
0









.















































































(44)

При условии существования обратных матриц
(αA

n )
−1, (αB

n )
−1, (αC

n )
−1 входящие в (44) перемен-

ные и коэффициенты допускают следующую за-
пись:

Z ′
j+1 =

‘Z ′
j − q′jϕ(X, t) ;

Z ′′
j+1 =

‘Z ′′
j − q′′j ψ(X, t) ;

Z ′′′
j+1 =

‘Z ′′′
j − q′′′j χ(X, t, v) (j = 1, (n− 1)) ;



















(45)

a′(t) =

=

















Ih 0 · · · 0

0 Ih
. . . 0

...
. . .

. . . · · ·
0 0 · · · Ih

−(αA
n )

−1αA
0 −(αA

n )
−1αA

1 · · · −(αA
n )

−1αA
n−1

















; (46)

a′′(t) =

=

















Ih 0 · · · 0

0 Ih
. . . 0

...
. . .

. . . · · ·
0 0 · · · Ih

−(αB
n )

−1αB
0 −(αB

n )
−1αB

1 · · · −(αB
n )

−1αB
n−1

















; (47)

a′′′(t) =

=

















Ih 0 · · · 0

0 Ih
. . . 0

...
. . .

. . . · · ·
0 0 · · · Ih

−(αC
n )

−1αC
0 −(αC

n )
−1αC

1 · · · −(αC
n )

−1αC
n−1

















; (48)

q′j = (α
A
n )

−1

[

βA
n−j −

−
j−1
∑

i=0

j−i
∑

l=0

Cn−j
n−j−lα

A
n−j+i+lq

′
i
(l)

]

; (49)
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q′n = (α
A
n )

−1

[

βA
0 −

n−1
∑

i=0

n−i
∑

l=0

αA
i+lq

′
i
(l)

]

; (50)

q′′j = (α
B
n )

−1

[

βB
n−j −

−
j−1
∑

i=0

j−i
∑

l=0

Cn−j
n−j−lα

A
n−j+i+lq

′′
i
(l)

]

; (51)

q′′n = (α
B
n )

−1

[

βB
0 −

n−1
∑

i=0

n−i
∑

l=0

αA
i+lq

′′
i
(l)

]

; (52)

q′′′j = (α
C
n )

−1

[

βC
n−j −

−
j−1
∑

i=0

j−i
∑

l=0

Cn−j
n−j−lα

C
n−j+i+lq

′′′
i
(l)

]

; (53)

q′′′j = (α
C
n )

−1

[

βC
0 −

n−1
∑

i=0

n−i
∑

l=0

αC
i+lq

′′′
i
(l)

]

. (54)

Здесь Cn
m = n!/(m!(n − m)!); индекс l означает,

что суммирование проводится по всем индексам,
исключая l.

Таким образом, справедливо следующее утвер-
ждение.

Теорема 7. Пусть ядра A(t, τ), B(t, τ), C(t, τ)
в ЭСтС (1) удовлетворяют условиям (37)–(39)
или (44), причем матрицы αA

n , αB
n , αC

n в (42) обрати-

мы, а функции ϕ, ψ, χ дифференцируемы по перемен-

ным расширенного вектора состояния достаточное

число раз. Тогда ЭСтС (36) приводится к ДСтС (43)
на основе (44)–(54).

Замечание 1. Векторное уравнение (43) всегда ли-
нейно относительно Z ′

1, Z
′′
1 , Z ′′′

1 , но в общем случае
нелинейно относительно X .

В том случае, когда выполнены условия (37)–
(39), а функции ϕ, ψ, χ не дифференцируемы по
переменным расширенного вектора состояния, це-
лесообразна аппроксимация вырожденными ядра-
ми (40). В этом случае имеют место следующие
соотношения:

dZ = az
2(Z, t) dt+ b

z
2(Z, t) dW0 +

+

∫

Rq
0

cz2(Z, t, v) dP
0(t, dv) ; (55)

Z =
[

XTY ′TY ′′TY ′′′T
]T

; (56)

t
∫

t0

A(t, τ)ϕ(X(τ), τ)dτ = A+Y ′;

t
∫

t0

B(t, τ)ψ(X(τ), τ)dτ = B+Y ′′;

t
∫

t0

C(t, τ)χ(X(τ), τ, v)dτ = C+Y ′′′;























































(57)

‘Y ′ = A−ϕ ; Y ′(t0) = 0 ; ‘Y
′′ = B−ψ ;

Y ′′(t0) = 0 ; ‘Y
′′′ = C−χ ; Y ′′′(t0) = 0 ;

az
2(Z, t) =









a(X, t) +A+ϕ
A−ϕ
B−ψ
C−χ









;

bz2(Z, t) =









b(X, t) + B+ψ
0
0
0









;

cz2(Z, t, v) =









c(X, t, v) + C+χ
0
0
0









.



















































































(58)

Таким образом, имеем следующий результат.

Теорема 8. Пусть эредитарные ядра A(t, τ), B(t, τ),
C(t, τ) в ЭСтС (36) удовлетворяют условиям (38),
(39) и (40), а функции ϕ, ψ, χ не дифференцируемы по

переменным расширенного вектора состояния. Тогда

ЭСтС (36) приводится к ДСтС (55) на основе (56)–
(58).

Замечание 2. Векторное уравнение (55) для Y ′, Y ′′,
Y ′′′ относится к числу так называемых приводимых
к линейным уравнениям [11].

Аналогичные теоремы устанавливаются для
ЭСтС (41).

Следовательно, если выполнены условия тео-
рем 7 и 8, то ЭСтС (36) приводится к ДСтС (43)
или (55) и могут быть использованы точные и при-
ближенные методы анализа и моделирования рас-
пределений с инвариантной мерой (см. разд. 2 и 3).

Таким образом, получены следующие утвержде-
ния, лежащие в основе точных и приближенных
методов для ЭСтС, приводимых к ДСтС.

Теорема 9. В условиях теоремы 7 для гладких функ-

ций a, a1, b, b1, c, c1 одномерные нестационарные и

стационарные распределения с инвариантной мерой

определяются уравнениями теорем 1 и 2.

Теорема 10. В условиях теоремы 8 для разрывных

функций a, a1, b, b1, c, c1 одномерные нестационарные

10 ИНФОРМАТИКА И ЕЁ ПРИМЕНЕНИЯ том 8 выпуск 2 2014
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и стационарные распределения с инвариантной мерой

определяются уравнениями теорем 3 и 4.

Теорема 11. В условиях теорем 7 и 8 приближен-

ный алгоритм аналитического моделирования неста-

ционарных процессов с инвариантной мерой по МНА

определяется теоремой 5, а стационарных процес-

сов — теоремой 6.

5 Заключение

Получено обобщение точных и приближенных
(основанных на параметризации распределений)
методов и алгоритмов моделирования стационар-
ных и нестационарных процессов с инвариантной
мерой в негауссовских ДСтС и ЭСтС с винеров-
скими и пуассоновскими шумами, приводимых к
ДСтС, для случаев гладких и разрывных регулярных
правых частей уравнений.

Особое внимание уделено приближенным МНА
и МСЛ для нахождения распределений процессов с
инвариантной мерой в ДСтС и ЭСтС, приводимых
к ДСтС.

Аналогично [11, 15, 25], результаты допускают
обобщение на случай ЭСтС, приводимых к ДСтС,
с автокоррелированными шумами.

Разработан комплекс тестовых примеров для
инструментального программного обеспечения в
«ID StS» в среде MATLAB (см. приложение).

Аналогично [2–8] может быть рассмотрено при-
менение представленных методов в задачах экви-
валентности гауссовских и негауссовских ДСтС и
ЭСтС. В частности, соотношения (7) и (28) по-
зволяют заменять в ДСтС и ЭСтС стационарные и
нестационарные негауссовские шумы гауссовски-
ми. Часто оказывается полезным заменить p-мер-
ную негауссовскую ДСтС или ЭСтС эквивалентной
системой из p1 независимых ДСтС меньшей раз-
мерности (p1 < p). В этом случае следует учесть
дополнительные связи на Kij(t), вытекающие из
аналитической природы рассматриваемой задачи.

Приложение

Тестовые примеры

Пример 1. В условиях примера 6 [21], когда

�X + ω2X − µX3 = −δ ‘X + γ + V ïò −

−
t
∫

t0

[

ω1X(τ )− δ1 ‘X(τ ) + µ1X
3(τ )

]

e−λ|t−τ | dτ ,

X(t0) = X0 , ‘X(t0) = ‘X0 ,

для обобщенного пуассоновского белого шума интенсив-
ности ν = νOP уравнения для математических ожиданий,

дисперсий и ковариаций в силу теоремы 11 имеют следу-
ющий вид:

‘m1 = m2;

‘m2 = −ω20Üm1 − δm2 − λ−1m3 + γ ;

‘m3 = λ(ω1Üm1 + δ1m2 − m3) ;



















(П1)

‘K11 = 2K12 ;

‘K12 = K22 − (ω20ÜK11 + δK12 + λ−1K13) ;

‘K13 = K23 + λω′
1ÜK11 + λδ1K12 − λK13 ;

‘K22 = −2(ω20ÜK12 + δK22 + λ−1K23) + νïò ;

‘K23 = −(ω20ÜK13 + λ−1K33) + λω′
1ÜK12 +

+ λδ1K22 − (δ + λ)K23 ;

‘K33 = 2(λω′
1ÜK13 + λδ1K23 − λK33) .















































































(П2)

Здесь приняты следующие обозначения:

Z1 = X ; Z2 = ‘X3 ;

Z3 =

t
∫

t0

[

ω1Z
(τ)
1 + δ1Z2(τ )− µ1Z

3
1 (τ )

]

e−λ|t−τ | dτ ;

mi = MZi (i = 1, 2, 3) ; Kij = MZ0i Z0j (i, j = 1, 2, 3) ;

ω20Ü = ω20Ü(m1, D1) = ω2
[

1− µ
(m21 + 3D1)

ω2

]

;

ω1Ü = ω1Ü(m1, D1) = ω1

[

1− µ1(m
2
1 + 3D1)

ω1

]

;

ω′
1Ü = ω′

1Ü(m1, D1) = ω1

[

1− 3µ(m
2
1 + 3D1)

ω1

]

.

Приравнивая в (П1) и (П2) правые части нулю, по-
лучим уравнения для стационарных значений m∗

i и K∗
ij .

Для устойчивости (в среднем квадратическом) стацио-
нарных колебаний необходима асимптотическая устой-
чивость матрицы

˜ =





0 1 0
−ω20Ü(m1, D1) −δ −λ−1

λω′
1Ü(m1, D1) λδ1 −λ





в (31).

Пример 2. Для релейного осциллятора

�X + α sgnX = −δ ‘X + γ + V ïò −

−
t
∫

t0

[

α1sgn, X(τ ) + δ1 ‘X(τ )
]

e−λ|t−τ | dτ ;

X(t0) = X0 ; ‘X(t0) = ‘X (α > 0)

в случае обобщенного пуассоновского белого шума V ïò

интенсивности ν = νïò в силу теоремы 11 имеем:
‘m1 = m2 ;

‘m2 = αk0m1 − δm2 − λ−1m3 + γ ;

‘m3 = λ(α1k0m1 + δ1m2 − m3) ;















(П3)
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‘K11 = 2K12 ;

‘K12 = K22 − αk1K11 − δK12 − λ−1K13 ;

‘K13 = K23 + λα1k1K12 + λδ1K22 − λK13 ;

‘K22 = −2αk1K12 − 2δK22 − 2λ−1K23 + νïò ;

‘K23 = −αk1K13 − (δ + λ)K23 − λ−1K33 +

+ λα1k1K12 + λδ1K22 ;

‘K33 = 2λ(α1k1K13 + δ1K23 − K33) .































































(П4)

Здесь введены следующие обозначения:

Z1 = X ; Z2 = ‘X ;

Z3 = λ

t
∫

t0

[

α1sgnX(τ ) + δ1 ‘X(τ )
]

e−λ|t−τ | dτ ;

k0 = k0(m1, D1) = 2�

(

m1√
D1

)

;

k1 = k1(m1, D1) =
2√
2πD1

exp

[

−1
2

(

m1√
D1

)2
]

.

Приравнивая правые части (П3) и (П4) нулю, полу-
чим уравнения для стационарных значений m∗

i и K∗
ij .

Устойчивость стационарных колебаний определяется
асимптотической устойчивостью матрицы

˜ =





0 1 0
−αk1(m1, D1) −δ −λ−1

λα1k1(m1, D1) λδ1 −λ





в (31).
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ANALYTICAL MODELING OF DISTRIBUTIONS WITH INVARIANT

MEASURE IN NON-GAUSSIAN DIFFERENTIAL AND REDUCABLE

TO DIFFERENTIAL HEREDITARY STOCHASTIC SYSTEMS
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Institute of Informatics Problems, Russian Academy of Sciences, 44-2 Vavilov Str., Moscow 119333, Russian
Federation

Abstract: Exact and approximate methods and algorithms of one- and multidimensional distributions with invariant
measure for analytical modeling in differential non-Gaussian (with Wiener and Poisson noises) stochastic systems
(StS) and hereditary StS (HStS) reducible to differential are presented. Four theorems giving exact methods of
analysis modeling in differential StS (DStS) of general type are proved. Approximate methods based on distributions
parametrization in DStS are disscused. Special attention is paid to the methods of normal approximation (MNA)
and statistical linearization (MSL) for one- and dimensional distributions in DStS. Stability conditions are
presented. three theorems giving exact and approximate analytical modeling in HStS resucible to DStS with
asymptotically dying kernels are given. Some equavalency applications of DStS and HStS are considered. Test
examples for software tools “ID StS” are given.
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СИСТЕМА Geo/Geo/1/R С ГИСТЕРЕЗИСНОЙ ПОЛИТИКОЙ∗

А. В. Печинкин1, Р. В. Разумчик2

Аннотация: Пороговое управление нагрузкой является одним из основных средств предотвращения
перегрузок в сетях связи. Его разновидности применяются при обнаружении перегрузок как в сетях
общеканальной сигнализации № 7, так и в сетях связи следующего поколения, где основой сигнализа-
ции служит протокол установления сессий (SIP — session initiation protocol). В работе рассматривается
функционирующая в дискретном времени система массового обслуживания (СМО) Geo/Geo/1/R с
двухпороговой гистерезисной политикой, представляющая собой одну из возможных математических
моделей SIP-сервера с управлением нагрузкой. Предложены методы нахождения совместного стаци-
онарного распределения числа заявок в системе и состояния системы, распределения времен выхода
системы из множества состояний нормальной работы и множества состояний перегрузки и блокировки и
их моментов, стационарного распределения времени ожидания начала обслуживания заявки. Приведены
примеры численных расчетов, проведенных с помощью полученных аналитических соотношений.

Ключевые слова: система массового обслуживания; дискретное время; гистерезисное управление нагруз-
кой; показатели функционирования системы

DOI: 10.14375/19922264140202

1 Введение и описание системы
Исследованию СМО с гистерезисным управле-

нием посвящено много работ. Достаточно полный
обзор результатов по гистерезисному управлению
можно найти в работах [1–9]. Как видно из этих
работ, большинство исследований относится к изу-
чению СМО, функционирующих в непрерывном
времени.

Однако, как давно было замечено, дискретные
СМО позволяют учитывать дискретность функ-
ционирования телекоммуникационных систем и
дискретный характер передаваемой информации.
В настоящей работе представлен подробный ана-
лиз стационарных вероятностных и временн‚ых ха-
рактеристик системы Geo/Geo/1 конечной емкости
с двухпороговым гистерезисным управлением. Не-
которые результаты исследования этой модели при-
ведены в [10]. Однако предлагаемый здесь подход,
а также используемые методы являются несколько
отличными от представленных в [10] и позволяют
проводить более глубокий анализ рассматриваемой
системы.

Рассмотрим функционирующую в дискретном
времени однолинейную СМО с накопителем огра-
ниченной емкости, входящим геометрическим по-
током заявок (вероятность поступления заявки на
такте a = a1 + a2) и геометрическим распределени-
ем времени обслуживания (вероятность окончания
обслуживания заявки на любом такте b). Прос-

тейший вариант гистерезисной политики, который
здесь рассматривается, заключается в следующем.
Пусть имеется три числа: R (максимальное число
находящихся в системе заявок, или емкость систе-
мы), L (нижняя граница) и H (средняя граница),
причем L < H < R. Каждая поступающая в систе-
му заявка может быть одного из двух типов. С ве-
роятностью a1 поступает заявка первого типа, а с
вероятностью a2 — второго типа, причем поступ-
ление заявки одного типа исключает поступление
заявки другого типа. Пусть в начальный момент
система свободна. Тогда до того такта, после кото-
рого в системе станетH заявок, в нее принимаются
все заявки. Но как только число заявок достиг-
нет H, прекращается прием заявок второго типа.
Далее заявки второго типа не принимаются до того
такта, после которого число заявок в системе ста-
нет равным или L− 1, или R. В первом случае в
систему снова начинают приниматься заявки обо-
их типов. Во втором случае прекращается прием
заявок первого типа, прибор занят только обслу-
живанием заявок, и так происходит до того такта,
после которого число заявок станет H, после чего
возобновляется прием заявок первого типа.

Для определенности будем считать, что если на
некотором такте одновременно оканчивается об-
служивание заявки на приборе и в систему посту-
пает новая заявка, то число заявок в системе не
изменяется. Кроме того, если к этому такту, кроме

∗Работа выполнена при поддержке РФФИ (проекты №№ 12-07-00108, 13-07-00223 и 13-07-00665).
1Институт проблем информатики Российской академии наук; Российский университет дружбы народов, apechinkin@ipiran.ru
2Институт проблем информатики Российской академии наук, rrazumchik@ieee.org
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Рис. 1 Схема двухпорогового гистерезисного управления перегрузками

заявки на приборе, в системе не было других заявок,
то вновь поступившая заявка сразу же начинает об-
служиваться.

Описанная процедура обслуживания, носящая
название гистерезисной политики, графически
изображена на рис. 1, где на оси абсцисс отло-
жено число заявок в системе. Уровень 1,2 соответ-
ствует состояниям, когда в систему принимаются
заявки обоих типов, уровень 1 — принимаются за-
явки только первого типа, уровень 0 — в систему
не принимаются заявки обоих типов. Возможные
переходы отмечены стрелками.

Далее с целью сокращения записи для любой
вероятности дополнительную вероятность будем
снабжать чертой сверху. Например, a = 1 − a,
b = 1− b.

2 Цепь Маркова

Введем цепь Маркова {ν(t), t ≥ 0}, описыва-
ющую функционирование системы. Множество
состояний цепи Маркова ν(t) имеет вид:

X = X1 ∪ X20 ∪ X21 ∪ X31 ∪ X32 .

Здесь подмножество X1 включает состояния (n),
n = 0, L− 1, причем пребывание в состоянии (n)
означает, что в системе находится n заявок и при-
нимаются заявки обоих типов. Подмножество X20
содержит состояния (n, 0), n = L,H − 1, где пре-
бывание в состоянии (n, 0) означает, что в системе
находитсяn заявок и принимаются заявки обоих ти-
пов. ПодмножествоX21 состоит из состояний (n, 1),
n = L,H − 1, и при этом пребывание в состоянии
(n, 1) означает, что в системе находится n заявок и
принимаются заявки только первого типа. Подмно-
жествоX31 включает состояния (n, 1), n = H,R− 1,
причем пребывание в состоянии (n, 1) означает, что

в системе находится n заявок и принимаются заяв-
ки только первого типа. Наконец, подмножество
X32 содержит состояния (n, 2), n = H + 1, R, а пре-
бывание в состоянии (n, 2) означает, что в системе
находится n заявок и не принимаются заявки лю-
бого типа.

Будем считать, что значение цепи Маркова ν(t)
образуют состояния системы непосредственно по-
сле такта t.

3 Вспомогательные функции

Определим вспомогательные функции, которые
понадобятся в дальнейшем.

Пусть в начальный момент цепь Маркова
ν(t) находится в состоянии (n, 1) ∈ X31, n =
= H + 1, R− 1 (т. е. в системе имеется n заявок,
причем в систему принимаются заявки только пер-
вого типа). Обозначим через cn вероятность того,
что ν(t) в состояние (n−1, 1)попадет раньше, чем в
состояние (R, 2) (т. е. до того момента, когда в сис-
теме впервые останется (n− 1) заявок, в системе
никогда не будет R заявок).

В состояние (R − 2, 1) из состояния (R − 1, 1)
с вероятностью a1b можно попасть на первом же
такте. Кроме того, из (R− 1, 1) в (R− 2, 1) раньше,
чем в (R, 2), можно попасть также с вероятностью
a1b+ a1b, оставшись на первом такте в состоянии
(R− 1, 1), а затем уже с вероятностью cR−1 перейти
из (R − 1, 1) в (R − 2, 1). Следовательно,

cR−1 = a1b+ (a1b+ a1b)cR−1 . (1)

Из состояния (n, 1), n = H + 1, R− 2, в состояние
(n−1, 1)можно попасть, как и в предыдущем случае,
или после первого же шага, или оставшись после
первого такта в этом состоянии, а затем уже перейти
в (n− 1, 1). Кроме того, из (n, 1) в (n− 1, 1) раньше,
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чем в (R, 2), можно попасть, перейдя на первом ша-
ге с вероятностью a1b в состояние (n+ 1, 1), затем,
не заходя в (R, 2), с вероятностью cn+1 вернуться
в состояние (n, 1) и, наконец, снова, не заходя в
(R, 2), с вероятностью cn попасть в (n − 1, 1). По-
этому

cn = a1b+ (a1b+ a1b)cn + a1bcn+1cn ,

n = H + 1, R− 2 . (2)

Пусть в начальный момент цепь Марко-
ва ν(t) находится в состоянии (n, 0) ∈ X20,
n = L+ 1, H − 1 (т. е. в системе имеется n заявок,
причем в систему принимаются заявки обоих ти-
пов). Обозначим через cn вероятность того, что
ν(t) попадет в состояние (n− 1, 0) раньше, чем в
состояние (H, 1) (т. е. до того момента, когда в сис-
теме впервые останется (n− 1) заявок, в системе
никогда не будет H заявок). Следующие формулы
получаются аналогично (1) и (2):

cH−1 = ab+ (ab+ ab)cH−1 ; (3)

cn = ab+ (ab+ ab)cn + abcn+1cn ,

n = L+ 1, H − 2 . (4)

Пусть в начальный момент цепь Маркова ν(t)
находится в состоянии (n, 1) ∈ X21, n = L,H − 1
(т. е. в системе имеется n заявок, причем в систему
принимаются заявки только первого типа). Обозна-
чим через c∗n вероятность того, что ν(t) попадет в
состояние (n+1, 1) раньше, чем в состояние (L− 1)
(т. е. до того момента, когда в системе впервые ока-
жется (n+ 1) заявок, в системе никогда не будет
меньше L заявок). Поскольку из состояния (L, 1)
на каждом такте можно попасть только в состояния
(L+ 1, 1), (L, 1) и (L − 1), причем с вероятностями
a1b, a1b + a1b и a1b, то

c∗L = a1b + (a1b+ a1b)c
∗
L . (5)

Из состояния (n, 1), n = L+ 1, H − 1, в состояние
(n + 1, 1), не заходя в (L− 1), можно попасть с ве-
роятностью a1b после первого шага, а также остав-
шись после первого шага с вероятностью a1b+ a1b
в состоянии (n, 1), а затем уже с вероятностью c∗n
перейти из (n, 1) в (n+ 1, 1). Кроме того, не заходя в
(L− 1), в это же состояние можно попасть, перейдя
на первом шаге с вероятностью a1b в состояние
(n− 1, 1), затем, не заходя в (L− 1), с вероятностью
c∗n−1 вернуться в состояние (n, 1) и, наконец, снова,
не заходя в (L − 1), с вероятностью c∗n попасть в
(n+ 1, 1). Значит,

c∗n = a1b+ (a1b+ a1b)c
∗
n + a1bc

∗
n−1c

∗
n ,

n = L+ 1, H − 1 . (6)

Соотношения (1)–(6) позволяют получить ре-
куррентный алгоритм вычисления cn и c∗n. Дей-
ствительно, cn при n = H + 1, R− 1 вычисляются
последовательно от n = R − 1 до H + 1 по форму-
лам (1) и (2):

cR−1 =
a1b

a1b+ a1b
;

cn =
a1b

a1b+ a1b− a1bcn+1
, n = H + 1, R− 2 ,

а при n = L+ 1, H − 1 — последовательно от n =
= H − 1 до L+ 1 по формулам (3) и (4):

cH−1 =
ab

ab+ ab
;

cn =
ab

ab+ ab− abcn+1
, n = L+ 1, H − 2 .

Аналогично c∗n вычисляются последовательно от
n = L до n = H − 1 по формулам (5) и (6):

c∗L =
a1b

a1b+ a1b
;

c∗n =
a1b

a1b+ a1b− a1bc
∗
n−1

, n = L+ 1, H − 1 .

4 Стационарные вероятности
состояний

Рассмотрим стационарный режим функциони-
рования системы.

Введем обозначения (напомним, что состояние
системы определяется после окончания такта):

pn, n = 0, L− 1, — стационарная вероятность
того, что система находится в состоянии (n)
(в системе имеется n заявок);

pn, n = L,H − 1, — стационарная вероятность
того, что система находится в состоянии (n, 0)
(в системе имеется n заявок и к обслуживанию
принимаются все заявки);

p′n, n = L,R− 1, — стационарная вероятность то-
го, что система находится в состоянии (n, 1)
(в системе имеется n заявок и к обслуживанию
принимаются только заявки первого типа);

p′′n, n = H + 1, R, — стационарная вероятность
того, что система находится в состоянии (n, 2)
(в системе имеется n заявок и новые заявки к
обслуживанию не принимаются).
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Выпишем систему уравнений равновесия
(СУР).

Рассматривая потоки вероятностей переходов
из состояний (n − 1) в (n), n = 1, L− 1, и обратно,
получаем

pnab = pn−1ab , n = 1, L− 1 . (7)

Для нахождения pn, n = L,H − 2, применим
метод исключения состояний. С этой целью ис-
ключим все состояния (i, 0), i = n+ 1, H − 1 (в сис-
теме находится i, i = n+ 1, H − 1, заявок и к обслу-
живанию принимаются все заявки). После такого
исключения из состояния (n, 0) можно перейти в
состояние (n − 1, 0) (с вероятностью ab) и в состо-
яние (H, 1) (с вероятностью abcn+1), а в состояние
(n, 0) можно попасть из состояния (n − 1) (с веро-
ятностью ab) и из самого этого состояния (с вероят-
ностью ab+ab+abcn+1). Из уравнения глобального
баланса для состояния (n, 0) имеем:

pn = pn−1ab+ pn(ab+ ab+ abcn+1) ,

n = L,H − 2 . (8)

Из уравнения глобального баланса для состояния
(H − 1, 0) (в системе находится (H − 1) заявок и к
обслуживанию принимаются все заявки) находим

pH−1 = pH−2ab+ pH−1(ab+ ab) . (9)

Снова обратимся к методу исключения состоя-
ний. Исключим состояния (i, 1), i = H + 1, R− 1
(в системе находится более H заявок и к обслужи-
ванию принимаются только заявки первого типа),
состояния (i, 1), i = L,H − 1 (в системе находится
менее H заявок и к обслуживанию принимаются
только заявки первого типа), и состояния (i, 2), i =
= H + 1, R (в системе находится более H заявок
и заявки к обслуживанию не принимаются). По-
сле этого исключения из состояния (H, 1) можно
будет перейти только в состояние (L − 1) (с ве-
роятностью a1bc

∗
H−1), а в состояние (H, 1) можно

попасть из состояния (H − 1, 0) (с вероятностью
ab) и из самого состояния (H, 1) (с вероятностью
a1b + a1b + a1b + a1bc

∗
H−1). Поэтому из уравнения

глобального баланса для этого состояния получаем

p′H = pH−1ab+p
′
H(a1b+a1b+a1b+a1bc

∗
H−1) . (10)

Исключая состояния (i, 1), i = n+ 1, R− 1
(в системе находится i, i = n+ 1, R− 1, заявок и
к обслуживанию принимаются только заявки пер-
вого типа), из уравнения глобального баланса для
состояния (n, 1), n = H + 1, R− 1, имеем:

p′n = p
′
n−1a1b+ p

′
n(a1b+ a1b+ a1bcn+1) ,

n = H + 1, R− 2 , (11)

p′R−1 = p
′
R−2a1b+ p

′
R−1(a1b+ a1b) . (12)

Из уравнения глобального баланса для состояния
(R, 2) (в системе R заявок) находим:

bp′′R = p
′
R−1a1b . (13)

Аналогично из уравнения глобального баланса
для состояния (n, 2), n = H + 1, R− 1 (в системе
находится n, n = H + 1, R− 1, заявок и новые за-
явки в систему не принимаются), получаем:

p′′n = p
′′
n+1 , n = H + 1, R− 1 . (14)

Наконец, исключая состояния i, i = L, n− 1 (в
системе находится i, i = L, n− 1, заявок и к об-
служиванию принимаются только заявки первого
типа), из уравнения глобального баланса для состо-
яния (n, 1), n = L,H − 1, имеем:

p′n = p
′
n+1a1b+ p

′
n(a1b+ a1b+ a1bc

∗
n−1) ,

n = L+ 1, H − 1 ; (15)

p′L = p
′
L+1a1b+ p

′
L(a1b+ a1b) . (16)

Вероятность p0 определяется из условия норми-
ровки:

H−1
∑

n=0

pn +
R−1
∑

n=L

p′n +
R
∑

n=H+1

p′′n = 1 . (17)

Приведем алгоритм решения СУР.

Сначала по формулам (7)–(9) последовательно
по n от n = 1 до (H − 1) через p0 вычисляются
вероятности pn:

pn =















ab

ab
pn−1 , n = 1, L− 1 ;

ab

ab+ ab− abcn+1
pn−1 , n = L,H − 2 ;

pH−1 =
ab

ab+ ab
pH−2 .

Затем по формуле (10) находится p′H :

p′H =
ab

a1b− a1bc
∗
H−1

pH−1 ,

а по формулам (11), (12) последовательно по n от
(H + 1) до (R − 1) и по формулам (15), (16) после-
довательно по n от (H − 1) до L определяются p′n:
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p′n =
a1b

a1b+ a1b − a1bcn+1
p′n−1 ,

n = H + 1, R− 2 ;

p′R−1 =
a1b

a1b+ a1b
p′R−2 ;

p′n =
a1b

a1b+ a1b − a1bc
∗
n−1

p′n+1 ,

n = L+ 1, H − 1 ;

p′L =
a1b

a1b+ a1b
p′L+1.

Далее по формулам (13) и (14) последовательно поn
от (R − 1) до (H + 1) находятся p′′n:

p′′R =
a1b

b
p′R−1 , p

′′
n = p

′′
n+1 , n = H + 1, R− 1 .

Наконец, вычисляется p0 из условия нормиров-
ки (17).

В заключение этого раздела приведем выраже-
ние для стационарного среднего числа N заявок в
системе:

N =

H−1
∑

n=0

npn +

R−1
∑

n=L

np′n +

R
∑

n=H+1

np′′n .

5 Время выхода из множества
состояний

В этом разделе решим следующую задачу: найти
распределения времен выхода цепи Маркова ν(t) из
некоторых множеств состояний. Задача будет ре-
шена двумя способами. Первый способ заключает-
ся в последовательном вычислении вероятностей.
Удобство этого способа применительно к настоя-
щей системе заключается в том, что переходы цепи
Маркова из каждого состояния происходят не бо-
лее чем в три других состояния, что снижает число
операций при вычислении вероятностей выхода на
каждом шаге с n2 операций до 3n операций. Второй
способ — определение времен выхода в терминах
производящих функций (ПФ). Такой способ обыч-
но применяется при вычислении моментов случай-
ных величин.

В качестве множеств, вероятности выхода
из которых будут найдены, выбраны множе-
ство Y0 = X0 ∪ X20 нормального функционирова-
ния системы и множествоY1 = X21 ∪ X31 ∪ X32, при
пребывании системы в котором либо принимаются
заявки только первого типа, либо вообще не при-
нимаются никакие заявки, хотя используемые здесь
методы применимы и для вычисления распределе-
ния времени до момента первого достижения из

каждого состояния (или множества состояний) лю-
бого другого состояния (или множества состояний).
Выбор множеств Y0 и Y1 связан с техническим при-
ложением задачи к анализу качества управления
SIP-сервером с помощью вариантов гистерезисной
политики.

5.1 Последовательное вычисление
вероятностей

Пусть в начальный момент система находит-
ся в состоянии n, n = 0, L− 1, или в состоянии
(n, 0), n = L,H − 1 (в обоих этих случаях в систему
принимаются заявки любых типов). Обозначим че-
рез tn,i, n = 0, H − 1, i ≥ 1, вероятность того, что
первый переход из множества состояний X0 ∪ X20 в
состояниеH (т. е. в множествоX21 ∪ X31 ∪ X32) про-
изойдет на i-м шаге, через ~ti = (t0,i, . . . , tH−1,i)

T,
i ≥ 1, — вектор размерности H с координатами tn,i

и черезP = (pn,m)n,m=0,H−1— квадратную матрицу
порядка H с ненулевыми элементами:

pn,n =

{

a , n = 0 ,

ab + ab , n = 1, H − 1 ,

pn,n+1 =

{

a , n = 0 ,

ab , n = 1, H − 2 ,
pn,n−1 = ab , n = 1, H − 1 .

Заметим теперь, что вектор ~t1 имеет вид:

~t1 = (0, . . . , 0, ab)
T , (18)

а векторы ~ti при i ≥ 2 определяются рекуррентной
формулой

~ti = P~ti−1 , i ≥ 2 . (19)

Далее, пусть в начальный момент система на-
ходится в состоянии (n, 1), n = L,R− 1 (в систему
принимаются заявки только первого типа). Обо-
значим через t′n,i, n = L,R− 1, i ≥ 1, вероятность
того, что первый переход из множества состояний
X21 ∪ X31 в состояние (L − 1) (т. е. в множество
X0 ∪ X20) произойдет на i-м шаге.

Наконец, пусть в начальный момент система на-
ходится в состоянии (n, 2), n = H + 1, R (в систему
не принимаются заявки любого типа). Обозначим
через t′′n,i, n = H + 1, R, i ≥ 1, вероятность того,
что первый переход из множества состояний X32 в
состояние (L − 1) (т. е. в множество X0 ∪ X20) про-
изойдет на i-м шаге.

Введем теперь вектор

~t∗i = (t
∗
L,i, . . . , t

∗
2R−H−1,i)

T =

= (t′L,i, . . . , t
′
R−1,i, t

′′
H+1,i, . . . , t

′′
R,i)

T , i ≥ 1 ,
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размерности R− L+R−H = 2R− L−H, первые
(R − L) координат которого образуют вероятно-
сти t′n,i, а остальные (R −H) — вероятности t′′n,i, и
квадратную матрицу

P ∗ = (p∗n,m)n,m=L,2R−H−1

порядка 2R− L−H с ненулевыми элементами:

p∗n,n =

{

a1b+ a1b , n = L,R− 1 ;
b , n = R, 2R−H − 1 ;

p∗n,n+1 =

{

a1b , n = L,R− 2 ;
0 , n = R− 1, 2R−H − 2 ;

p∗R−1,2R−H−1 = a1b ;

p∗n,n−1 =

{

a1b , n = L+ 1, R− 1 ;
b , n = R+ 1, 2R−H − 1 ;

p∗R,H = b .

Заметим теперь, что вектор ~t∗1 имеет вид:

~t∗1 = (a1b, 0, . . . , 0)
T , (20)

а векторы ~t∗i при i ≥ 2 определяются рекуррентной
формулой

~t∗i = P
∗~t∗i−1 , i ≥ 2 . (21)

Соотношения (18)–(21) позволяют вычислять
вероятности моментов выхода из рассматриваемо-
го множества состояний.

5.2 Применение производящих функций

Введем ПФ

T (z|n) =
∞
∑

i=1

zitn,i , n = 0, H − 1 ;

T ′(z|n) =
∞
∑

i=1

zit′n,i , n = L,R− 1 ;

T ′′(z|n) =
∞
∑

i=1

zit′′n,i , n = H + 1, R .

Для вычисления ПФ времен выхода из состоя-
ний множества X0 ∪ X20 и из состояний множества
X21 ∪ X31 ∪ X32 удобно воспользоваться одним из
двух следующих способов.

Первый способ заключается в решении одно-
родного разностного уравнения второго порядка с
постоянными коэффициентами.

Второй способ аналогичен методу, применен-
ному в разд. 4 для нахождения стационарных ве-
роятностей состояний, и основан на исключении
определенных состояний.

Чтобы продемонстрировать оба способа, решим
задачу вычисления ПФ времени выхода из состо-
яния множестваX0 ∪ X20 первым способом, а из со-
стояния множества X21 ∪ X31 ∪ X32 — вторым спо-
собом.

Вероятности tn,i, n = 0, H − 1, i ≥ 1, удовлетво-
ряют соотношениям

tn,1 = 0 , n = 0, H − 2 ;
tH−1,1 = ab ;

t0,i = at0,i−1 + at1,i−1 , i ≥ 2 ;
tn,i = abtn−1,i−1 + (ab+ ab)tn,i−1 + abtn+1,i−1 ,

n = 1, H − 2 , i ≥ 2 ;
tH−1,i = abtH−2,i−1 + (ab+ ab)tH−1,i−1 , i ≥ 2 ,

откуда, переходя к ПФ, получаем

T (z|0) = azT (z|0) + azT (z|1) ; (22)

T (z|n) = abzT (z|n− 1) + (ab+ ab)zT (z|n) +
+ abzT (z|n+ 1) , n = 1, H − 2 ; (23)

T (z|H − 1) = abz + abzT (z|H − 2) +
+ (ab+ ab)zT (z|H − 1) . (24)

Решение системы уравнений (22)–(24) имеет
вид:

T (z|n) = C1un
1 + C2u

n
2 , n = 0, H − 1 ,

где u1 = u1(z) и u2 = u2(z)— решения уравнения

u = abz + (ab+ ab)zu+ abzu2 ,

т. е.

u1,2 =

=
1− (ab+ ab)z ±

√

[1− (ab+ ab)z]2 − 4aabbz2

2abz
.

Для вычисления коэффициентов C1 = C1(z) и
C2 = C2(z) воспользуемся равенствами (22) и (24).
Тогда

C1 + C2 = az(C1 + C2) + az(C1u1 + C2u2) ;

C1u
H−1
1 +C2u

H−1
2 = abz+abz(C1u

H−2
1 +C2u

H−2
2 )+

+ (ab+ ab)z(C1u
H−1
1 + C2u

H−1
2 ) .

Из этих равенств получаем, что коэффициенты C1
и C2 имеют вид:

C1 = abz(az + azu2 − 1)
/ (

(az + azu2 − 1)
[

u1 −
− abz − (ab+ ab)zu1

]

uH−2
1 + (az + azu1 − 1)×

×
[

abz + (ab+ ab)zu2 − u2
]

uH−2
2

)

;
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C2 = abz(1− az − azu1)
/ (

(az + azu2 − 1)
[

u1 −
− abz − (ab+ ab)zu1

]

uH−2
1 +

+ (az + azu1 − 1)
[

abz + (ab+ ab)zu2 − u2
]

uH−2
2

)

.

Вычисление ПФ T ′(z|n), n = L,R− 1, и
T ′′(z|n), n = H + 1, R, начнем с введения вспо-
могательных ПФ:

G∗(z|n), n = H + 1, R− 1, — ПФ момента первого
достижения состояния (n − 1, 1) и вероятность
того, что до этого момента система не попадет в
состояние (R, 2), при условии, что в начальный
момент система находилась в состоянии (n, 1);

g∗(z|n), n = H + 1, R− 1, — ПФ момента первого
достижения состояния (n+1, 1) (или состояния
(R, 2), еслиn = R−1) и вероятность того, что до
этого момента система не попадет в состояние
(H, 1), при условии, что в начальный момент
система находилась в состоянии (n, 1);

“G(z|n), n = H + 1, R− 1, — ПФ момента первого
достижения состояния (H, 1) и вероятность то-
го, что до этого момента система не попадет в
состояние (R, 2), при условии, что в начальный
момент система находилась в состоянии (n, 1);

“g(z|n), n = H + 1, R− 1, — ПФ момента первого
достижения состояния (R, 2) и вероятность то-
го, что до этого момента система не попадет в
состояние (H, 1), при условии, что в начальный
момент система находилась в состоянии (n, 1);

G′(z|n), n = H + 1, R− 1, — ПФ момента первого
достижения состояния (H, 1) при условии, что
в начальный момент система находилась в со-
стоянии (n, 1);

G′′(z|n), n = H + 1, R, — ПФ момента первого
достижения состояния (H, 1) при условии, что
в начальный момент система находилась в со-
стоянии (n, 2).

Очевидно,

G′′(z|n) =
(

bz

1− bz

)n−H

, n = H + 1, R .

Далее,

G∗(z|n) = z
[

a1b+ (a1b+ a1b)G
∗(z|n) +

+ a1bG
∗(z|n+ 1)G∗(z|n)

]

, n = H + 1, R− 1; (25)

g∗(z|n) = z [a1bg∗(z|n− 1)g∗(z|n) +
+ (a1b+ a1b)g

∗(z|n) + a1b
]

,

n = H + 1, R− 1, (26)

где положено

G∗(z|R) = 0 ; (27)

g∗(z|H) = 0 . (28)

Решая уравнения (25) и (26), получаем

G∗(z|n) = z a1b

1− (a1b+ a1b)z − a1bzG
∗(z|n+ 1)

,

n = H + 1, R− 1 ; (29)

g∗(z|n) = z a1b

1− a1bzg
∗(z|n− 1)− (a1b+ a1b)z

,

n = H + 1, R− 1 . (30)

Согласно формулам (27) и (29) функцииG∗(z|n),
n = H + 1, R− 1, являются дробно-рациональны-
ми функциями G∗(z|n) = zG∗

n(z)/H
∗
n(z), где поли-

номы G∗
n(z) и H∗

n(z) степеней (R− n− 1) и (R − n)
вычисляются по рекуррентным соотношениям:

G∗
R−1(z) = a1b ;

H∗
R−1(z) = 1− (a1b + a1b)z ;

G∗
n(z) = a1bH

∗
n+1(z) , n = H + 1, R− 2 ; (31)

H∗
n(z) =

[

1− (a1b+ a1b)z
]

H∗
n+1(z)−

− a1bz
2G∗

n+1(z) , n = H + 1, R− 2 .

Аналогично в соответствии с формулами (28)
и (30) функции g∗(z|n), n = H + 1, R− 1, так-
же являются дробно-рациональными функциями
g∗(z|n) = zg∗n(z)/h∗n(z) с полиномами g∗n(z) и h∗n(z)
степеней (n − H − 1) и (n − H), вычисляемыми
рекуррентно следующим образом:

g∗H+1(z) = a1b ;

h∗H+1(z) = 1− (a1b+ a1b)z ;

g∗n(z) = a1bh
∗
n−1(z) , n = H + 2, R− 1 ; (32)

h∗n(z) =
[

1− (a1b+ a1b)z
]

h∗n+1(z)−a1bz2g∗n−1(z) ,
n = H + 2, R− 1 .

Из приведенных соотношений получаем выра-
жения для “G(z|n) и “g(z|n), с учетом (31) и (32)
имеющие вид:

“G(z|H + 1) = G∗(z|H + 1) = zG
∗
H+1(z)

H∗
H+1(z)

;

“G(z|n) = G∗(z|n) “G(z|n− 1) =

= (a1bz)
n−H−1z

G∗
n(z)

H∗
H+1(z)

, n = H + 2, R− 1 ;

“g(z|R− 1) = g∗(z|R− 1) = z g
∗
R−1(z)

h∗R−1(z)
;
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“g(z|n) = g∗(z|n) “G(z|n+ 1) =

= (a1bz)
R−n−1z

g∗n(z)

h∗R−1(z)
, n = H + 1, R− 2 .

Вспомогательная функцияG′(z|n) определяется
формулой:

G′(z|n) = “G(z|n) + “g(z|n)G′′(z|R) = z G′
n(z)

H ′
H+1(z)

,

n = H + 1, R− 1 ,

где полиномыG′
n(z)иH ′

H+1(z) степеней (2R−2H−
− 2) и (2R− 2H − 1) задаются равенствами:

G′
n(z) = (1− bz)R−H(a1bz)

n−H−1G∗
n(z) +

+ (bz)R−H(a1bz)
R−n−1g∗n(z) , n = H + 1, R− 1 ;

H ′
H+1(z) = (1 − bz)R−HH∗

H+1(z) .

Последняя необходимая вспомогательная
функция G′(z|n), n = L,H, представляющая со-
бой ПФ момента первого достижения состояния
(n−1, 1) при условии, что в начальный момент сис-
тема находилась в состоянии (n, 1), удовлетворяет
уравнению

G′(z|n) = z
[

a1b+ (a1b+ a1b)G
′(z|n) +

+ a1bG
′(z|n+ 1)G′(z|n)

]

, n = L,H ,

т. е. определяется равенством:

G′(z|n) = a1bz

1− (a1b+ a1b)z − a1bzG
′(z|n+ 1)

=

= z
G′

n(z)

H ′
n(z)

, n = L,H ,

где полиномы G′
n(z), n = L,H, и H ′

n(z), n = L,H,
вычисляются по формулам:

G′
n(z) = a1bzH

′
n+1(z) , n = L,H ;

H ′
n(z) =

[

1− (a1b+ a1b)z
]

H ′
n+1(z)−

− a1bz
2G′

n+1(z) , n = L,H .

Теперь можно привести выражения для ПФ
T ′(z|n), n = L,R− 1, и T ′′(z|n), n = H + 1, R:

T ′(z|L) = G′(z|L) = zG
′
L(z)

H ′
L(z)

;

T ′(z|n) =



































G′(z|n)T ′(z|n− 1) =
= (a1bz)

n−Lz
G′

n(z)

H ′
L(z)

, n = L+ 1, H;

G′(z|n)T ′(z|H) = (a1bz)H−L+1z
G′

n(z)

H ′
L(z)

,

n = H + 1, R− 1;

T ′′(z|n) = G′′(z|n)T ′(z|H) =

= (a1bz)
H−L+1z

G′
H(z)

H ′
L(z)

(

bz

1− bz

)n−H

,

n = H + 1, R ,

решающие задачу вычисления распределения мо-
ментов выхода из рассматриваемого множества со-
стояний в терминах ПФ.

6 Средние времена

Пусть в начальный момент система находится
в состоянии (n, 1), n = L,R− 1 (в системе име-
ется n заявок, причем к обслуживанию прини-
маются заявки первого типа), или в состоянии
(n, 2), n = H + 1, R (в системе имеется n за-
явок и к обслуживанию новые заявки не прини-
маются). Вычислим Mn, n = L,R− 1, и M∗

n,
n = H + 1, R, — средние времена первого достиже-
ния состояния (L−1) (в системе впервые останется
L− 1 заявок) для первого и второго вариантов. При
этом не будем пользоваться результатами преды-
дущего раздела, дифференцируя соответствующие
ПФ, а выведем для средних простые рекуррентные
соотношения.

Введем сначала следующие величины:

mn, n = L,H, — среднее время до того момен-
та, когда система впервые попадет в состояние
(n − 1, 1) (в системе впервые останется n − 1
заявок), при условии, что в начальный момент
система находилась в состоянии (n, 1) (в систе-
ме было n заявок и принимались заявки только
первого типа);

m∗
n, n = H + 1, R, — среднее время до того мо-
мента, когда система впервые попадет в состо-
яние (n − 1, 2) (в системе впервые останется
n − 1 заявок), при условии, что в начальный
момент система находилась в состоянии (n, 2)
(в системе было n заявок и новые заявки не
принимались);

mn, n = H + 1, R− 1, — среднее время до того
момента, когда система впервые попадет или
в состояние (n − 1, 1) (в системе впервые оста-
нетсяn−1 заявок), причем всегда принимались
заявки первого типа, или в состояние (H, 1) (в
системе впервые останется H заявок), причем
с некоторого момента заявки в систему не при-
нимались, при условии, что в начальный мо-
мент система находилась в состоянии(n, 1) (в
системе было n заявок и принимались заявки
первого типа);
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“mn, n = H + 1, R− 1, — среднее время до то-
го момента, когда система впервые попадет в
состояние (H, 1) (в системе впервые останет-
ся H заявок), при условии, что в начальный
момент система находилась в состоянии (n, 1)
(в системе былоn заявок и принимались заявки
первого типа).

Поскольку из состояния (n, 2), n = H + 1, R,
система может попасть только в состояние (n−1, 2)
(в случае n = H + 1 только в состояние (H, 1)),
причем за геометрически распределенное с пара-
метром b время, то

m∗
n =
1

b
, n = H + 1, R .

Далее, из состояния (R−1, 1) за один шаг можно
попасть с вероятностью a1b в состояние (R − 2, 1),
с вероятностью a1b в состояние (R, 2) и, наконец,
остаться в этом состоянии с вероятностью a1b +
+a1b. При попадании в состояние (R, 2) система не
может попасть в состояние (R − 2, 1) раньше, чем
в состояние (H, 1), причем, как нетрудно видеть,
среднее время перехода из состояния (R, 2) в состо-
яние (H, 1)равно (R−H)/b. Оставшись в состоянии
(R−1, 1), система впервые попадет или в состояние
(n − 1, 1), или в состояние (H, 1) за среднее время
mR−1. Поэтому

mR−1 = 1 + a1b
R−H

b
+ (a1b+ a1b)mR−1 ,

или

mR−1 =
1

a1b+ a1b

(

1 + a1b
R−H

b

)

.

Из состояния (n, 1), n = H + 1, R− 2, так же,
как и прежде, за один шаг можно попасть с веро-
ятностью a1b в состояние (n− 1, 1), с вероятностью
a1b — в состояние (n + 1, 1) и, наконец, остаться в
этом состоянии с вероятностью a1b + a1b. Однако,
в отличие от предыдущего случая, при попадании в
состояние (n+ 1, 1) система за среднее время mn+1

может впервые или вернуться в состояние (n, 1),
или попасть в состояние (H, 1). При этом она с
вероятностью cn+1 возвратится в состояние (n, 1),
и тогда до момента первого попадания или в со-
стояние (n − 1, 1), или в состояние (H, 1) пройдет
дополнительно среднее время mn. Таким образом,

mn = 1 + a1b(mn+1 + cn+1mn) + (a1b+ a1b)mn ,

n = H + 1, R− 2 ,

и

mn =
1

a1b+ a1b− a1bcn+1

(

1 + a1bmn+1

)

,

n = H + 1, R− 2 .
Заметим теперь, что, попав из состояния (n, 1),

n = L,H, в состояние (n+ 1, 1), система за среднее
время mn+1 обязательно возвратится в состояние
(n, 1). Поступая, как и раньше, имеем:

mn = 1+a1b(mn+1+mn)+(a1b+a1b)mn , n = L,H ,

т. е.

mn =
1

a1b+ a1b− a1b

(

1 + a1bmn+1

)

, n = L,H .

Вычислим “mn, n = H + 1, R− 1. Очевидно,

“mH+1 = mH+1 .

В остальных случаях среднее время первого дости-
жения состояния (H, 1) состоит из среднего време-
ни первого попадания или в состояние (n − 1, 1),
или в состояние (H, 1). Кроме того, в случае по-
падания в состояние (n − 1, 1) (с вероятностью cn)
нужно добавить еще среднее время “mn−1 первого
попадания в состояние (H, 1)из состояния (n−1, 1).
Значит,

“mn = mn + cn “mn−1 , n = H + 2, R− 1 .
Формулы для вычисления Mn и M∗

n в силу их
очевидности приводятся здесь без пояснений:

ML = mL ;

Mn = mn +Mn−1 , n = L+ 1, H ;

Mn = “mn +MH , n = H + 1, R− 1 ;

M∗
n =

n−H

b
+MH , n = H + 1, R .

Полученные результаты позволяют получить
простой рекуррентный алгоритм вычисления сред-
них времен Mn и M∗

n, который в силу его элемен-
тарности здесь не приводится.

7 Некоторые стационарные
характеристики

В этом разделе найдем выражения для некото-
рых важных стационарных показателей функцио-
нирования системы. При этом будем предполагать,
что заявки обоих типов образуют общую очередь и
обслуживаются в порядке поступления.

Проще всего вычисляются вероятности π1 и π2
потерь заявок первого и второго типа. Поскольку
заявка первого типа теряется только в том случае,
когда после предыдущего такта система находится в
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одном из состояний (n, 2), n = H + 1, R (в системе
имеется от H + 1 до R заявок и новые заявки не
принимаются), то

π1 =

R
∑

n=H+1

p′′n .

Аналогично

π2 =

R−1
∑

n=L

p′n +

R
∑

n=H+1

p′′n .

Обратимся теперь к стационарным вероятно-
стям состояний по моментам поступления заявок в
систему.

Введем обозначения:

p∗n, n = 0, R− 1, — стационарная вероятность
того, что поступившая (принятая к обслужива-
нию) заявка первого типа застанет перед собой
сразу же после поступления n других заявок
(любого типа);

p∗′n , n = 0, H − 1, — стационарная вероятность
того, что поступившая (принятая к обслужива-
нию) заявка второго типа застанет перед собой
сразу же после поступления n других заявок
(любого типа).

Поскольку перед поступившей заявкой перво-
го типа будут отсутствовать другие заявки, только
если она поступает в свободную систему (с веро-
ятностью p0) или если перед ее поступлением в
системе была заявка (с вероятностью p1), которая
на данном такте обслужилась (с вероятностью b),
то с учетом условия принятия заявки в систему
(вероятность 1− π1) имеем:

p∗0 =
1

1− π1
(p0 + p1b) .

Подобные рассуждения для случая n = 1, L− 2
дают

p∗n =
1

1− π1
(pnb+ pn+1b) , n = 1, L− 2 .

Далее, перед поступившей заявкой первого ти-
па будет L − 1 других заявок, если или перед ее
поступлением в системе было L− 1 заявок (с веро-
ятностью pL−1) и ни одна из них не обслужилась
(с вероятностью b), или если перед ее поступлением
в системе было L заявок (с вероятностью pL + p

∗
L,

поскольку заявки второго типа могут как прини-
маться, так и не приниматься в систему) и одна
обслужилась (с вероятностью b). Поэтому

p∗L−1 =
1

1− π1
(pL−1b+ pLb+ p

′
Lb) .

Незначительные изменения в рассуждениях
приводят к формулам:

p∗n =
1

1− π1
(pnb+ pn+1b+ p

′
nb+ p

′
n+1b) ,

n = L,H − 2 ;

p∗H−1 =
1

1− π1

(

pH−1b+ p
′
Hb + p

′
H−1b

)

;

p∗H =
1

1− π1

(

p′Hb+ p
′
H+1b+ p

′′
H+1b

)

;

p∗n =
1

1− π1

(

p′nb+ p
′
n+1b

)

, n = H + 1, R− 2 ;

p∗R−1 =
1

1− π1
p′R−1b .

Следующие формулы для p∗′n приводятся без по-
яснений:

p∗′0 =
1

1− π2
(p0 + p1b) ;

p∗′n =
1

1− π2

(

pnb+ pn+1b
)

, n = 1, H − 2 ,

n 6= L− 1 ;

p∗′L−1 =
1

1− π2

(

pL−1b+ pLb+ p
′
Lb
)

;

p∗′H−1 =
1

1− π2
pH−1b .

Поскольку распределение времени ожидания
начала обслуживания заявки, перед которой в оче-
реди находится n других заявок, имеет распределе-
ние Паскаля с параметрами b и n, то ПФ ω1(z) и
ω2(z) стационарных распределений времен ожида-
ния начала обслуживания заявок первого и второго
типа определяются выражениями:

ω1(z) =

R−1
∑

n=0

(

bz

1− bz

)n

p∗n ;

ω2(z) =

H−1
∑

n=0

(

bz

1− bz

)n

p∗′n .

В частности, стационарные средние времена w1
и w2 ожидания начала обслуживания заявок перво-
го и второго типа имеют вид:

w1 = ω
′
1(1) =

1

b

R−1
∑

n=0

np∗n =
1

b
N∗
1 ;

ω2(z) = ω
′
2(1) =

1

b

H−1
∑

n=0

np∗′n =
1

b
N∗
2 ,

гдеN∗
1 иN∗

2 — стационарные средние числа заявок,
которых застают в очереди поступающие в систему
заявки первого и второго типа.

24 ИНФОРМАТИКА И ЕЁ ПРИМЕНЕНИЯ том 8 выпуск 2 2014



Система Geo/Geo/1/R с гистерезисной политикой

Наконец, используя формулу Литтла (см., на-
пример, [11]), получаем выражения для стационар-
ных среднихN1 иN2 чисел заявок первого и второго
типа в очереди

N1 = a1(1 − π1)w1 ;

N2 = a2(1 − π2)w2 .

8 Примеры расчетов

На основе полученных результатов была напи-
сана программа, позволяющая вычислять распре-
деления времен выхода из множества состояний,
совместное стационарное распределение числа за-
явок в системе и состояния системы и связанные
с ним характеристики, а также исследовать по-
ведение рассматриваемой СМО в зависимости от
значений определяющих ее исходных параметров.

Приведем лишь некоторые из результатов рас-
четов. Всюду в дальнейшем предполагается, что
R = 100, H = 70, L = 40, а вероятность обслужи-
вания заявки на такте b = 0,2. Загрузка системы
обозначается через ρ = (a1 + a2)/b.

Так как простое выписывание всех совмест-
ных стационарных вероятностей состояний зани-
мает очень много места, представим их графически
(рис. 2). На рис. 2, а, при загрузке ρ = 1,5 и веро-
ятности поступления заявки первого типа, равной
a1 = 0,21, изображено поведение вероятностей pn,
p′n и p′′n как функций от числа заявок в системе n.

На рис. 2, б изображено поведение вероятностей
pn, p′n и p′′n как функций от n при загрузке ρ = 1,5
и вероятности поступления заявки первого типа,
равной a1 = 0,15.

С точки зрения практического применения по-
добных систем к моделированию SIP-серверов от-

Рис. 2 Поведение вероятностей pn (1), p′
n (2) и p′′

n (3) как функций от n (b = 0,2): (а) a1 = 0,21; a2 = 0,09;
(б) a1 = 0,15; a2 = 0,15

Рис. 3 Распределение времени (числа тактов i) до
первого достижения состояния (L − 1) из состояния H
(b = 0,2, ρ = 1,5, a2 = 0,3− a1): 1 — a1 = 0,21; 2 — 0,15;
3 — a1 = 0,09

Рис. 4 Среднее время (число тактов) до первого дости-
жения состояния (L − 1) из состояния H в зависимости
от загрузки системы ρ (b = 0,2): 1 — a1 = 2,3a2; 2 —
a1 = a2; 3 — a1 ≈ 0,4a2
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дельный интерес представляют временн‚ые характе-
ристики работы системы. Они позволяют выявлять
эффективность работы гистерезисного управления
и подлежат оптимизации. Как упоминается в [6],
одной из таких характеристик является время вы-
хода системы из режима перегрузки. Моментом
входа в режим перегрузки можно считать момент,
когда число заявок в системе впервые стало рав-
ным H . Поэтому обратимся к распределению вре-
мени (числа тактов i) до первого достижения со-
стояния (L − 1) из состояния H и его среднему
значению (т. е. t∗i,H , i ≥ 0, и MH в обозначениях
разд. 5 и 6 соответственно). На рис. 3 представлено
распределение времени (числа тактов i) достиже-
ния состояния (L − 1) из H при загрузке ρ = 1,5
для различных вероятностей поступления заявки
первого типа (a1 = 0,21, 0,15 и 0,09).

Наконец, на рис. 4 представлено поведение
среднего времени (числа тактов) до первого до-
стижения состояния (L− 1) из состоянияH в зави-
симости от загрузки системы ρ. Рассмотрено 3 со-
отношения для потоков первого и второго типа, а
именно: рассмотрен случай, когда заявки первого
типа поступают в систему чаще, чем заявки вто-
рого типа (a1 ≈ 2,3 a2), случай, когда в среднем в
систему поступает одинаковое число заявок обоих
типов (a1 = a2), и случай, когда заявки второго по-
ступают в систему чаще, чем заявки первого типа
(a1 ≈ 0,4 a2).

Полученные аналитические результаты были
проверены путем сравнения с результатами рабо-
ты имитационной модели, разработанной на языке
GPSS (General Purpose Simulation System). Сравне-
ния показали высокую точность расчетов, прове-
денных на основе аналитических соотношений.

Литература

1. Gebhart R. F. A queuing process with bilevel hysteretic
service-rate control // Nav. Res. Logist. Q., 1967. Vol. 14.
No. 1. P. 55–67.

2. Golubchik L., Lui J. C. S. Bounding of performance mea-
sures for a threshold-based queueing system with hystere-
sis // Newsl. ACM SIGMETRICS Performance Evalua-
tion Rev., 1997. Vol. 25. No. 1. P. 147–157.

3. Dshalalow J. H. Queueing systems with state dependent
parameters // Frontiers in queueing: Models and appli-
cations in science and engineering. — Boca Raton: CRC
Press, 1997. P. 61–116.

4. Roughan M., Pearce C. A martingale analysis of hysteretic
overload control // Adv. Performance Anal. J. Teletraffic
Theory Performance Anal. Comm. Syst. Networks, 2000.
Vol. 3. No. 1. P. 1–30.

5. Bekker R. Queues with Levy input and hysteretic control //
Queueing Syst., 2009. Vol. 63. No. 1. P. 281–299.

6. Abaev P. O., Gaidamaka Yu. V., Pechinkin A. V., Razum-

chik R. V., Shorgin S. Ya. Simulation of overload control
in SIP Server Networks // 26th European Conference on
Modelling and Simulation (ECMS 2012) Proceedings. —
Koblenz: Digitaldruck Pirrot GmbH, 2012. P. 533–539.

7. Жерновый К. Ю., Жерновый Ю. В. Система Mθ/G/1 c
гистерезисным переключением интенсивности об-
служивания // Информационные процессы, 2012.
Т. 12. № 3. С. 176–190.

8. Abaev P., Pechinkin A., Razumchik R. Analysis of queueing
system with constant service time for SIP server hop-by-
hop overload control // Modern Probab. Meth. Anal.
Telecommunication Networks Comm. Comp. Informa-
tion Sci., 2013. Vol. 356. P. 1–10. doi:10.1007/978-3-642-
35980-4 1.

9. Shorgin S., Samouylov K., Gaidamaka Yu., Etezov Sh.

Polling system with threshold control for modeling of SIP
server under overload // 18th Conference (International)
on Systems Science (ICSS 2013) Proceedings. Advances
in intelligent systems and computing ser., 2014. Vol. 240.
P. 97–107.

10. Разумчик Р. В., Абаев П. О., Корабельников Д. М., Пят-

кина Д. А. Моделирование SIP-сервера с гистерезис-
ным управлением нагрузкой с помощью системы
массового обслуживания в дискретном времени //
Научные труды ФГУП ЦНИИС: Сб. статей. — М.:
ЦНИИС, 2011. C. 119–127.

11. Bocharov P. P., D’Apice C., Pechinkin A. V., Salerno S.

Queueing theory. — Utrecht, Boston: VSP, 2004.

Поступила в редакцию 2.04.14

PERFORMANCE CHARACTERISTICS OF Geo/Geo/1/R QUEUE

WITH HYSTERETIC LOAD CONTROL

A. V. Pechinkin1,2 and R. V. Razumchik1

1Institute of Informatics Problems, Russian Academy of Sciences, 44-2 Vavilov Str., Moscow 119333, Russian
Federation
2Peoples’ Friendship University of Russia, 6 Miklukho-Maklaya Str., Moscow 117198, Russian Federation

Abstract: Threshold load control is one of the key techniques to prevent overloads in telecommunication networks.
Its variants are used for overload detection in signalling system No. 7 as well as in next generation networks where
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session initiation protocol (SIP) is the main signalling protocol. Consideration is given to discrete-time
Geo/Geo/1/R queueing system which is one of the possible mathematical models of the SIP proxy-server.
Bi-level hysteretic load control is implemented in the system. The methods that allow one to obtain a stationary
joint probability distribution of the number of customers in a system and system’s state, stationary waiting and
sojourn time distributions, and distribution of first passage times from different system’s states are presented.
A numerical example based on obtained analytical expressions is given.
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ON THE OVERFLOW PROBABILITY ASYMPTOTICS

IN A GAUSSIAN QUEUE

O. V. Lukashenko1,2, E. V. Morozov1,2, and M. Pagano3

Abstract: Gaussian processes are a powerful tool in network modeling since they permit to capture the long memory
property of actual traffic flows. In more detail, under realistic assumptions, fractional Brownian motion (FBM)
arise as the limit process when a huge number of on-off sources (with heavy-tailed sojourn times) are multiplexed
in backbone networks. This paper studies fluid queuing systems with a constant service rate fed by a sum of
independent FBMs, corresponding to the aggregation of heterogeneous traffic flows. For such queuing systems,
logarithmic asymptotics of the overflow probability, an upper bound for the loss probability in the corresponding
finite-buffer queues, are derived, highlighting that the FBM with the largest Hurst parameter dominates in the
estimation. Finally, asymptotic results for the workload maximum in the more general case of a Gaussian input
with slowly varying at infinity variance are given.
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1 Introduction

Gaussian processes are well-recognized models to de-
scribe the traffic dynamics of a wide class of modern
telecommunication networks. The main motivation to
apply these models is their ability of capturing, in a
simple and parsimonious way, the properties of self-
similarity and long-range dependence, which are inher-
ent in multimedia network traffic [1, 2]. Self-similarity
means that the distribution of the process remains un-
changed under suitable scaling of time and space, while
long-range dependence implies a slow decay of the au-
tocorrelation function. These properties make difficult
the probabilistic analysis and, as a consequence, to ob-
tain key performance characteristics, crucial to evaluate
the Quality of Service (QoS) provided by the considered
networks, in an explicit form.

The FBM is one of the most studied self-similar
long-range dependent Gaussian processes. Its use as a
traffic model is supported by the following theoretical
analysis [3]: the sum of an increasing number of the so-
called on-off inputs, with either on-times or off-times
having a heavy-tailed distribution with infinite variance,
converges weakly to an FBM, after an appropriate time
scaling. If an FBM is the input to a queueing system,
then let call it fractional Brownian (FB) input.

One of the main characteristics of the queueing sys-
tems is the overflow probability, i. e., the probability that
the workload process exceeds a finite threshold.

In Gaussian queueing systems with infinite buffer,
the analysis of the overflow probability (closely related

to the workload maximum) is reduced to the analysis of
the extremes of Gaussian processes [4].

There are no explicit expressions for the overflow
probability in queueing systems with general Gaussian
input (including FB input), while a few asymptotic
results are available. In this regard, let mention the fol-
lowing key works [5–7]. It is important to stress that in
a general setting, the asymptotic analysis of the overflow
probability is based on a number of the assumptions
which sometimes are difficult to verify. The loss prob-
ability in the Gaussian queues with the FB input and
a finite buffer is studied in [8–12]. Also, let mention
closely related works [13–17], where the maximum of
the workload process is studied. Since explicit analysis
is unavailable in general case, the numerical analysis of
the overflow probability presented in [18–22] plays an
important role in the studying of the Gaussian queue-
ing systems. Note that analysis of the systems with the
Brownian input is much easier because this process has
independent increments. This property allows to obtain
the tail probability for the maximum of the Brownian
motion [23] in an explicit form. In turn, this result is
directly connected with the overflow probability in the
queueing system fed by the Brownian input.

In this paper, the authors first present the asymptot-
ic analysis of the overflow probability in the queueing
system where the input is a sum of the independent
FBMs. Thus, they extend the result which has been
proved in a seminal work [5] for only FB input. The
present authors follow mainly the approach developed

1Institute of Applied Mathematical Research, Karelian Research Center, Russian Academy of Sciences, 11 Pushkinskaya Str., Petrozavodsk
185910, Russian Federation

2Petrozavodsk State University, 33 Lenin Str., Petrozavodsk 185910, Russian Federation
3University of Pisa, 43 Lungarno Pacinotti, Pisa 56126, Italy

28



On the overflow probability asymptotics in a Gaussian queue

in [5] and discuss in brief inevitable differences in the
proofs. For this reason, the proof is straightforward and
more transparent than that can be extracted from the
related works [6, 7], where generalizations of the basic
model from [5] are studied. In particular, the proof in [7]
is based on a number of rather complicated assumptions
some of which, as was mentioned, are not easy to verify
for the specific models.

In summary, the present work reviews the main re-
sults on the asymptotics of the overflow probability in
Gaussian queueing systems and also discusses some new
results on the workload maximum.

The paper is organized as follows. Section 2 contains
the description of Gaussian queueing systems, while
section 3 presents the proof of the overflow probability
asymptotics for the superposition of independent iden-
tically distributed (i.i.d.) FB inputs. Finally, in section 4,
the results concerning the workload maximum, when
the input process belongs to a wide class of the Gaussian
processes, are analyzed.

2 Theoretical Background

First of all, the authors motivate their interest to Gaus-
sian queueing systems. To this aim, they consider N
i.i.d. on-off sources, modelling the traffic flows generated
by independent connections. Each source k is described
by the process {Ik(t), t ≥ 0}, k = 1, . . . , N , where

Ik(t) =

{

1 , t ∈ on-period ;

0 , t ∈ off-period.

During an on-period, a source is active, while it keeps
silence (inactive) during the following off-period. The
on-off periods are i.i.d. and form an alternating renewal

process. Furthermore, the processes formed by different
sources are assumed to be independent. As a result, the
aggregated traffic (cumulative workload) generated by
all N sources during time interval [0, t] is given by

AN (t) :=

t
∫

0

(

N
∑

k=1

Ik(u)

)

du .

It is assumed that there are M types of sources , and Ni

is the number of the ith type sources, i = 1, . . . ,M , so
M
∑

i=1

Ni = N . The statistical behavior of the cumulative

workload crucially depends on the distribution of on-off
periods. Let F i

on, F
i
o¨ be the distribution of on- and

off-period, respectively. Let assume that the following
conditions hold:

1− F i
on(x) ∼ ℓionx

−αi
onLi

on(x) ;

1− F i
o¨(x) ∼ ℓio¨x

−αi
offLi

o¨(x), x→ ∞ ,







(1)

where ℓion and ℓio¨ are the positive constants; exponents
αi
on, α

i
o¨ ∈ (1, 2); and functions Li

on and Li
o¨ are slowly

varying at infinity, i. e., for any t > 0,

lim
x→∞

Li(tx)

Li(x)
= 1 , i = 1, . . . ,M .

(Relation a ∼ b means that a/b → 1.) Indeed, condi-
tions (1) mean that the distributions F i

on and F i
o¨ are

heavy-tailed. For each i, denote by µi
on, µi

o¨ the mean
length of on- and off-period, respectively (note that
µi
on and µi

o¨ < ∞ because αi
on and αi

o¨ > 1). It has
been shown in [3] that the scaled cumulative workload
arrived during period [0, T t] converges weakly to a sum
of independent FBMs provided that:

(i) Ni → ∞ such that lim
N→∞

Ni/N > 0 for each i;

and

(ii) the scaling factor T → ∞.

This functional limit theorem leads to the following
approximation:

A(tT ) ≈ T

(

M
∑

i=1

Ni
µi
on

µi
on + µ

i
o¨

)

t

+
M
∑

i=1

THi

√

Li(T )NiciBHi
(t)

where ci are the positive constants; Li are the slowly
varying at infinity functions (expressed in the terms of
given parameters); and BHi

are the independent FBMs
with the Hurst parameters Hi given by

Hi =
3−min(αi

on, α
i
o¨)

2
∈
(

1

2
, 1

)

, i = 1, . . . ,M .

Thus, the aggregated traffic generated by a large number
of i.i.d. heavy-tailed on-off sources is approximated by
a superposition of the independent FBMs with a lin-
ear drift. This result gives a motivation to consider a
queueing system fed by a sum of independent FBMs as
a suitable model for a wide class of modern telecommu-
nication systems.

Now, let describe a fluid queue with a constant service
rate C driven by the input process {A(t), t ≥ 0} which
is defined as follows:

A(t) = mt+X(t)

where m > 0 is the mean input rate and the process
X := {X(t)} is the sum of M independent FB inputs
such that the ith summand has the Hurst parameter
Hi ∈ (1/2, 1). Obviously, A(t) describes the amount
of data (workload) arrived into a communication node
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within time interval [0, t]. Thus, the variance of the input
process in interval [0, t] is

v(t) =
M
∑

i=1

tHi .

Introduce the parameter r := C − m. Denote
W (t) = X(t) − rt and let Q(t) be the current work-
load at instant t. If Q(0) = 0, then the workload Q(t)
satisfies the following equation [4]:

Q(t) =d sup
0≤s≤t

(A(t) −A(s)− C(t− s))

= sup
0≤s≤t

(X(t)−X(s)− r(t − s))

= sup
0≤s≤t

(W (t) −W (s))

where symbol =d stands for the equality in distribution.
If, moreover, r > 0, then the system is stable and a
stationary workload process Q exists such that [24]:

Q =d sup
t∈T

(A(t) − Ct)

= sup
t∈T

W (t) (T = Z+ or T = R+) . (2)

Hence, for an arbitrary threshold b ∈ [0, ∞), the over-

flow probability is defined as

P(Q > b) = P

(

sup
t∈T

W (t) > b

)

.

It is worth mentioning that some nonasymptotic upper
bounds for the overflow probability have been proposed.
For instance, in case of ordinary FB input (H is the Hurst
parameter) and T = Z+, it was shown that [25, 26]

P(Q > b) ≤ • (1/(2β))

2β(− log η)1/(2β)

where • denotes the Gamma-function, β ∈ (0, 1 −H)
is the free parameter and

η = exp

(

−1
2

(

C −m

H + β

)2(H+β)

×
(

b

1− (H + β)

)2−2(H+β)
)

.

This result can be extended to general Gaussian inputs,
but the value of η can be estimated only by numerical
methods (see [27]).

3 Asymptotics of the Overflow
Probability for a Superposition
of Fractional Brownian Inputs

The following result shows that the FB input with the
largest Hurst parameter dominates in the asymptotic

analysis of the overflow probability. Recall that the pre-
sented proof is mainly based on the technique developed
in [5] where a system with single FB input process has
been analyzed.

Theorem 3.1. For the stationary workload (2), the follow-

ing asymptotic holds:

lim
b→∞

b2H−2 logP(Q > b)

= − r2H

2H2H(1−H)2(1−H)
:= −—

where H = max(H1, . . . , HM ).

P r o o f. Consider the following relations:

P(W (t)/t > x) = P

(

N (0, 1) > (x+ r)t√

v(t)

)

= ā

(

(x+ r)t
√

v(t)

)

(3)

where

ā(x) :=
1√
2π

∞
∫

x

e−y2/2dy

is the tail distribution of the standard normal variable
N (0, 1). Function ā satisfies the following inequali-
ties [24] for x > 0:

1− x−2

x
√
2π

e−x2/2 ≤ ā(x) ≤ 1

x
√
2π

e−x2/2,

which, in turn, imply the approximation

logā(x) ∼ −x
2

2
, x→ ∞ . (4)

Denote

ν(t) =
t2

v(t)

and note that ν(t) ∼ t2−2H → ∞ as t → ∞. It now
follows from (4) and (3) that the following limit exists:

lim
t→∞

1

ν(t)
logP (W (t)/t > x)

= −1
2
(x+ r)

2
:= −λ(x) . (5)

It is easy to check that

inf
c>0

c2H−2λ(c) = — .

Let emphasize that, in contrast to this straightforward
analysis, the proof of (5) in [5, 7] (obtained for gen-
eral non-Gaussian case) is based on a large deviation
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principle and some technical conditions placed on the
logarithmic moment generating function.

To prove the statement of theorem 3.1, it suffices to
establish the following lower and upper bounds:

lim inf
b→∞

logP(Q > b)

ν(b)
≥ − inf

c>0
c2H−2λ(c) ; (6)

lim sup
b→∞

logP(Q > b)

ν(b)
≤ − inf

c>0
c2H−2λ(c) . (7)

First, let note that for each c > 0,

lim inf
b→∞

log P(Q > b)

ν(b)
≥ lim inf

b→∞

log P (W (b/c) > b)

ν(b)

= lim
t→∞

logP(W (t)/t > c)

ν(t c)
= −c2H−2λ(c)

and, thus, the lower bound follows.
The proof of the upper bound is more challenging.

First, let consider the discrete time case T = Z+ and
then verify some technical conditions to extend this
result to continuous time case T = R+.

Consider an arbitrary d > 0; then, one obtains

P(Q > b) ≤ P

(

sup
n<b/d

W (n) > b

)

+ P

(

sup
n≥b/d

W (n) > b

)

≤ b

d
sup
c>d

P(W (b/c) > b) +
∑

n≥b/d

P(W (n) > b). (8)

Denote

f1(b) =
b

d
sup
c>d

P(W (b/c) > b) ;

f2(b) =
∑

n≥b/d

P(W (n) > b) .















(9)

It is easy to check that if (b+ rk)/
√

v(k) > 1, then

P(W (k) > b) = ā

(

b + rk
√

v(k)

)

≤ exp
(

− (b+ rk)
2

2v(k)

)

≤ exp
(

−r
2

2
ν(k)

)

. (10)

Also, note that for t ≥ 1,

ν(t) =
t2

M
∑

i=1

tHi

≥ 1

M
t2−2H . (11)

Denote

a = 2− 2H > 0 , γ =
r2

2M
.

It then follows from (10) and (11) that

lim sup
b→∞

log f2(b)

ν(b)

≤M lim sup
b→∞

1

ba
log





∞
∑

k=⌊b/d⌋

e−γka



 . (12)

Note that if k ≥ ⌊b/d⌋ and k − 1 ≤ x ≤ k, then the
inequality e−γka ≤ e−γxa

holds. Hence,

∞
∑

k=⌊b/d⌋

e−γka ≤
∞
∫

⌊b/d⌋−1

e−γxa

dx

≤
∞
∫

b/d−2

e−γxa

dx . (13)

It follows from (12) and (13) that

lim sup
b→∞

log f2(b)

ν(b)

≤M lim sup
b→∞

1

ba
log







∞
∫

b/d−2

e−γxa

dx






(14)

and by applying the L’H�opital’s rule twice, one obtains
the following limit:

lim
b→∞

1

ba
log

∞
∫

b/d−2

e−γxa

dx

= − 1
da
lim

b→∞



















e−γ(b/d−2)ab1−a 1
∞
∫

b/d−2

e−γxa

dx



















= −γ
d
lim

b→∞

(

b/d− 2
b

)a−1

= −γd−a .

Now, let choose d ∈ (0, ((1 −H)r)/H) such that

−γd−a ≤ − inf
c>0

c−aλ(c) .

It then follows from (14) that

lim sup
b→∞

log





∑

n≥b/d

P(W (n) > b)





ν(b)
≤ − inf

c>0

λ(c)

ca
. (15)

Consider the term f1 from (9) and note that

lim sup
b→∞

1

ν(b)
log f1(b)

= lim sup
b→∞

1

ν(b)
log

[

b

d
sup
c>d

P (W (b/c) > b)

]
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= lim sup
b→∞

1

ν(b)
log

[

sup
c>d

P (W (b/c) > b)

]

= lim sup
b→∞

sup
c>d

1

ν(b)
log P (W (b/c) > b)

= lim sup
n→∞

sup
c>d

1

ν(nc)
logP(W (n)/n > c) .

By (5), for any given δ > 0, let choose sufficiently largen
such that

logP(W (n)/n > x) ≤ ν(n)(δ − λ(x)) .

Using the last inequality,

lim sup
b→∞

log f1(b)

ν(b)
≤ lim sup

n→∞
sup
c>d

ν(n)

ν(cn)
[δ − λ(c)]

= lim sup
n→∞

sup
c>d

[

ν(n)δ

h(cn)
− λ(c)ν(n)

ν(cn)

]

≤ lim sup
n→∞

[

sup
c>d

ν(n)δ

h(cn)
− inf

c>d

λ(c)ν(n)

ν(cn)

]

= − lim sup
n→∞

inf
c>d

λ(c)ν(n)

ν(cn)
+ lim sup

n→∞

ν(n)δ

ν(dn)

= − lim sup
n→∞

inf
c>d

λ(c)ν(n)

ν(cn)
+

δ

da . (16)

Consider the following function:

f(x) :=
1

2
(x+ r)

2
x2H−2 , x ≥ 0 .

It is easy to check that min f(x) is attained at
the point x = (1 − H)r/H > 0. Thus, for any
d ∈ (0, ((1 −H)r)/H),

inf
c>0

f(c) = inf
c>d

f(c) .

Moreover,

inf
c>d

λ(c)ν(t)

ν(ct)
= inf

c>d

(c+ r)2
M
∑

i=1

c2Hi−2t2Hi

2

M
∑

i=1

t2Hi

≥

M
∑

i=1

inf
c>d

t2Hi(c+ r)2c2Hi−2

2
M
∑

i=1

t2Hi

=

M
∑

i=1

t2Hif (((1−Hi)r)/Hi)

M
∑

i=1

t2Hi

.

It now easily follows as t→ ∞ that

M
∑

i=1

t2Hif (((1 −Hi)r)/Hi)

M
∑

i=1

t2Hi

→ 1

2
f

(

(1−H)r

H

)

= inf
c>d

c2H−2λ(c) . (17)

Thus, let obtain from (16) that

lim sup
b→∞

log f1(b)

ν(b)
≤ − inf

c>0
c2H−2λ(c) +

δ

da ,

and because δ is arbitrary,

lim sup
b→∞

log f1(b)

ν(b)
≤ − inf

c>0
c2H−2λ(c) . (18)

Now, let take into account the following inequality

lim sup
b→∞

log (f1(b) + f2(b))

h(b)

≤ lim sup
b→∞

log (max(f1(b), f2(b))) + log 2

h(b)
. (19)

Then, let combine (19) with (8), (15), and (18) to
obtain (7). In turn, inequalities (6) and (7) imply

lim
b→∞

logP(Q > b)

ν(b)
= − inf

c>0
c2H−2λ(c) ,

and the proof for T = Z+ is completed.

To consider the case T = R+, let define the process
{W ∗(n), n ∈ Z+} as

W ∗(n) = sup
0≤s≤1

W (n+ s) .

Note that

P

(

sup
t∈R+

W (t) > b

)

= P

(

sup
n∈Z+

W ∗(n) > b

)

.

Thus, the asymptotics for the process {W ∗(n), n ∈ Z+}
implies the asymptotics for the continuous-time process
{W (t), t ∈ R+}. The lower bound follows from the
obvious inequality:

P

(

sup
n∈Z+

W ∗(n) > b

)

≥ P

(

sup
n∈Z+

W (n) > b

)

.

Denote

Y (s) =W (n+ s)−W (n) , s ≥ 0 , n ∈ Z+ ,
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and note that EY (s) = −rs. Applying Borell–
Sudakov–Tsirelson inequality [28, 29], one obtains

P

(

sup
0≤s≤1

Y (s) ≥ u

)

≤ P

(

sup
0≤s≤1

(Y (s) + rs) ≥ u

)

≤ 2P
(

N (a, σ2) > u
)

(20)

where

a := med

(

sup
0≤s≤1

(Y (s) + rs)

)

;

σ2 := sup
0≤s≤1

DY (s) .

Denote ϕ(n) = θν(n)/n. It now follows from (20) that

E exp [ϕ(n) (W ∗(n)−W (n))]

= E exp

[

ϕ(n) sup
0≤s≤1

Y (s)

]

≤ 2E exp
[

ϕ(n)N (a, σ2)
]

= exp

[

σ2ϕ2(n) + 2ϕ(n)a

2

]

.

Thus, one obtains

lim sup
n→∞

1

ν(n)
logEeθν(n)(W∗(n)−W (n))/n

≤ lim sup
n→∞

σ2ϕ2(n) + 2ϕ(n)a

2ν(n)

= lim sup
n→∞

σ2θ2ν(n) + 2θan

2n2
= 0 . (21)

Note that the statement

lim sup
n→∞

1

ν(n)
logEeθν(n)(W∗(n)−W (n))/n = 0 (22)

is used as an assumption in the paper [5], while above,
a detailed proof of (22) is given for the system with
Gaussian input. By the H�older’s inequality, one obtains
for 1 < p, g <∞, 1/p+ 1/q = 1 that

λ1(θ) := lim sup
n→∞

1

ν(n)
logEeθν(n)W∗(n)/n

= lim sup
n→∞

1

ν(n)

× logEeθν(n)(W∗(n)−W (n))/neθν(n)W (n)/n

≤ lim sup
n→∞

1

ν(n)
log

{

[

Eeθqν(n)(W∗(n)−W (n))/n
]1/q

×
[

Eeθpν(n)W (n)/n
]1/p

}

=
1

q
lim sup

n→∞

1

ν(n)
logEe(θqν(n)(W∗(n)−W (n)))/n

+
1

p
lim sup

n→∞

1

ν(n)
logEe(θpν(n)W (n))/n (23)

≤ lim sup
n→∞

1

ν(n)
logEeθpν(n)W (n)/n =

1

2
(θp)2 − θpr

where the first term in (23) equals zero by (21). Taking
p→ 1, one gets

λ1(θ) ≤
1

2
θ2 − θr .

On the other hand,

lim inf
n→∞

1

ν(n)
logEeθν(n)W∗(n)/n

≥ lim inf
n→∞

1

ν(n)
logEeθν(n)W (n)/n =

1

2
θ2 − θr .

Thus, the following limit exists:

lim
n→∞

[ν(n)]−1 logEeθν(n)W∗(n)/n =
1

2
θ2 − θr = λ1(θ) .

It now follows by the G�artner–Ellis theorem [30] that
the sequence {W ∗(n)/n, ν(n)} satisfies a large devia-
tion principle with the following rate function λ which
is the Fenchel–Legendre transform of function λ1:

sup
θ∈R

{θx− λ1(θ)} = sup
θ∈R

{

−θ
2

2
+ (x+ r)θ

}

=
1

2
(x+ r)

2
:= λ(x) .

(For more details, see [30].) As a consequence, one
obtains

lim
n→∞

P(W ∗(n)/n > x)

ν(n)
= −λ(x) .

Thus, equation (5) for the process {W ∗(n)} is proved.

To establish the upper bound, let repeat steps (8)–
(19) with W (n) replaced by W ∗(n). The proof remains
unchanged with exception of the point, where another
arguments are used to come to the upper bound (10).
More exactly, at this point, Chernoff’s inequality is
applied which gives, for any ε > 0,

P (W ∗(k) > b) ≤ e
− sup

θ

(

θb−logEeθW ∗(k)
)

≤ e−θν(k)b/ke(λ1(θ)+ε)ν(k) ≤ e(λ1(θ)+ε)ν(k)

where θ is chosen in such a way that λ1(θ) + ε < 0. �

4 Closely Related Results

In this section, a number of results for Gaussian queue-
ing systems are discussed in brief which are closely
connected with the asymptotics of the overflow proba-
bility analyzed above. More exactly, the asymptotics for
the workload maximum are obtained in the more general
case when the variance v of the input process X is regu-
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larly varying at infinity function with index 0 < V < 2,
i. e., for any y > 0,

lim
t→∞

v(yt)

v(t)
= yV .

The asymptotic has the following form [6, 7]

lim
b→∞

v(b)

b2
logP(Q > b) = −—

where

— =
2

(2 − V )2−V

(

r

V

)V

. (24)

It is well-known that every regularly varying at infinity
function can be represented as

v(t) = tV L(t) (25)

where function L(t) is slowly varying (as t → ∞) and
index V ∈ (0, 2) [31]. Denote β = (2 − V )−1 and take
(arbitrary) ε ∈ (0, 2 − V ). Moreover, it is assumed that
the following conditions hold as t→ ∞:

L(tLβ(t)) ∼ L(t) ; (26)

function L(t) is twice differentiable on R+ and

L′′(t) = o

(

1

tV+ε

)

. (27)

It follows from (27) that

v′′(t) log t→ 0 , t→ ∞ . (28)

Also, recall that a stationary version Q∗(t) of the work-
load process Q(t) exists [32]. Let

γ(t) = L[(log t)
β
] log t ;

M(t) := max
0≤s≤t

Q(s) ; M∗(t) := max
0≤s≤t

Q∗(s) .

The following asymptotic result for the workload maxi-
mum has been established in [15] (see also [16, 17]).

Theorem 4.1. If the variance v(t) of the Gaussian compo-

nent X satisfies conditions (25)–(27) and r > 0, then

M∗(t)

γβ(t)
⇒
(

1

—

)β

;
M(t)

γβ(t)
⇒
(

1

—

)β

, t→ ∞ , (29)

where the constant — is given by expression (24), and ⇒
stands for convergence in probability.

P r o o f. Let give a sketch of the proof which mainly
follows the technique developed in [13]. It is sufficient
to prove that for any δ > 0,

P

(

M∗(t)

γβ(t)
≥
(

1− δ

θ

)β
)

→ 1 , t→ ∞ ; (30)

P

(

M∗(t)

γβ(t)
≥
(

1 + δ

θ

)β
)

→ 0 , t→ ∞ . (31)

To prove (30), let fix– ∈ (0, t) and note that

Q∗(t) ≥W (t)−W (t−–) .

Denote

Y
(–)
k =W (k–)−W ((k − 1)–) ,

then for each t, one has

M∗(t) ≥ max
1≤k≤⌊t/–⌋

Y
(–)
k .

Thus, the original problem reduces to the analysis of the
extremes of a stationary normal sequence {Zk} (with
Zk =d N (0, 1)) since

P

(

M∗(t)

γβ(t)
≥
(

1− δ

θ

)β
)

≥ P

(

max
i=1,...,⌊t/–⌋

Zi ≥ u(t)

)

:= P1(t) ,

where

u(t) :=
α(t) + r–(t)
√

v(–(t))
, α(t) :=

(

1− δ

θ
γ(t)

)β

.

If– := –(t) = Aγβ(t), where A > 0 is the constant, is
chosen, then it is possible to show that

P1(t)→ 1 , t→ ∞ ,

as required. To establish (31), let consider another
stationary sequence:

Yi := sup
s∈[i−1,i)

Q∗(s) , i = 1, . . . , ⌈t⌉ ,

and, thus,

M∗(t) ≤ max{Yi : i = 1, . . . , ⌈t⌉} .

This immediately implies

P

(

M∗(t) ≥
(

1 + δ

θ

)β

γβ(t)

)

≤ P

(

max
i=1,...,⌈t⌉

Yi ≥
(

1 + δ

θ

)β

γβ(t)

)

≤ ⌈t⌉P
(

Y ≥
(

1 + δ

θ

)β

γβ(t)

)

:= P2(t) .

A careful analysis allows to conclude that

P2(t)→ 0 , t→ ∞ ,

that completes the proof. (More detailed analysis can be
found in [15].) �

Under slightly less general assumptions, the previ-
ous result can be generalized to the convergence in the
space Lp for any p ≥ 1.
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Theorem 4.2. Let conditions of theorem 4.1 hold. If,

moreover,

lim inf
t→∞

L(t) > 0 ; lim sup
t→∞

L(t) <∞ , (32)

then convergence in (29) holds in the space Lp for any

p ∈ [1,∞).
To prove this statement, it is sufficient to estab-

lish the uniform integrability of the following sequence:
{(

M∗(t)/γβ(t)
)p
, t ≥ T

}

where T is the finite positive
constant. Indeed, it is shown in [17] that

sup
t≥T

E

[

M∗(t)

γβ(t)

]p+1

<∞ .

Remark. If the limit
lim

t→∞
L(t) = A ∈ (0, ∞)

exists, then conditions (32) are automatically fulfilled.

Theorems 4.1 and 4.2 can be applied to some specific
processes. First, let consider the following input:

X(t) =

n
∑

i=1

BHi
(t) , t ≥ 0 ,

where BHi
are the independent FBMs with the Hurst

parameters Hi ∈ (0, 1) and H1 > max
i>1

Hi. Then, the

variance v(t) of the processX(t) satisfies condition (25),
and the statements of theorems 4.1 and 4.2 hold with
V = 2H1. This is an extension of the results derived
in [13].

The second example is the integrated Gaussian pro-
cess X, that is,

X(t) =

t
∫

0

Z(s) ds

where Z is the centered stationary Gaussian process
with the covariance function R(u) := Cov(Z(0), Z(u)).
Such models have been considered in [33, 34]. It is easy
to check that the variance v(t) of X(t) can be written as

v(t) = 2

t
∫

0

s
∫

0

R(u) duds . (33)

Then v′′(t) = 2R(t) and condition (28) is equivalent to

R(t) log t→ 0 , t→ ∞ .

If, in addition, A ∈ (0, ∞) and exists V ∈ (0, 2) such
that

t
∫

0

s
∫

0

R(u) duds

tV
→ A , t→ ∞ , (34)

then conditions of theorem 4.2 are satisfied as well. For
example, letZ be the Ornstein–Uhlenbeck process with
R(t) = λe−αt and parameters λ, α > 0. It then follows
from (33) that

v(t) =
2λ

α
t+
2λ

α2
(

e−αt − 1
)

and, hence, condition (34) is satisfied with V = 1 and
A = λ/α.

Note that the integrated Ornstein–Uhlenbeck pro-
cess is the Gaussian counterpart of the well-known
Anick–Mitra–Sondi fluid model [35] (see also [36]),
and its relevance for the modeling of the traffic in com-
munications systems is motivated in [33].

Theorem 4.1 yields the asymptotics for another im-
portant characteristic, called hitting time, the time re-
quired to reach a threshold b,

T (b) = inf {t ≥ 0 : Q∗(t) ≥ b} .

The analysis of T (b) is based on the following relation
between M∗(t) and T (b):

{T (b) ≤ t} = {M∗(t) ≥ b} .

Finally, the following result proved in [17] has been got
as well.

Theorem 4.3. If conditions of theorem 4.1 hold and

function γ(t) monotonically increases in [t0,∞), for some

t0 <∞, then

γ(T (b))

b1/β
⇒ — , b→ ∞ .
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Аннотация: Гауссовские процессы являются мощным инструментом в моделировании сетей, так как
они позволяют описать эффект долгой памяти реальных сетевых потоков. Более точно, при реали-
стичных предположениях, дробное броуновское движение (ДБД) возникает как предельный процесс,
когда огромное число on-off источников (с тяжелыми хвостами) мультиплексируются в магистральных
сетях. В данной работе изучается жидкостная система массового обслуживания с постоянной скоростью
обслуживания, с суммой независимых ДБД на входе, что соответствует агрегации гетерогенных сетевых
потоков. Для таких систем массового обслуживания получена логарифмическая асимптотика вероятности
переполнения, которая является верхней границей вероятности потери в соответствующих очередях с
конечным буфером и которая показывает, что в оценке доминирует ДБД с наибольшим параметром
Херста. Наконец, приведены асимптотические результаты для максимума нагрузки в более общем случае
гауссовского входного процесса с дисперсией, которая правильно меняется на бесконечности
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ОБОБЩЕННАЯ ЗАДАЧА РАСПРЕДЕЛЕНИЯ РЕСУРСОВ

ПРОГРАММНОЙ СИСТЕМЫ

А. В. Босов1

Аннотация: Представлены постановка и решение задачи оптимизации динамической системы с линейным
выходом по квадратичному критерию качества. Неопределенность системы описывается наблюдаемым
случайным процессом второго порядка. В качестве практического обоснования рассматриваются потреб-
ности оптимизации распределения ресурсов некоторой программной системы. В такой интерпретации
неопределенность системы описывает пользовательскую активность, а выход — число выполняемых
запросов или объем запрашиваемой памяти. Цель оптимизации формализуется квадратичным критерием
качества общего вида. Критерий, в частности, обобщает две задачи распределения ресурсов программной
системы, рассмотренные ранее. Целевой функционал позволяет, в частности, ставить задачи выделения
достаточного объема программных ресурсов (нитей, памяти и т. п.), штрафуя за их неограниченное рас-
ходование. Для решения задачи используется метод динамического программирования. Оптимальная
стратегия находится в виде линейной комбинации выхода и прогнозов состояния вплоть до горизонта
управления. В связи с вычислительной трудоемкостью оптимальной стратегии обсуждается возможность
ее упрощения и применения локально-оптимальной стратегии.

Ключевые слова: программная система; стохастическая система наблюдения; квадратичный критерий;
динамическое программирование
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1 Введение

Задачи оптимального распределения ресурсов
могут возникать в самых разных приложениях — от
индустриальных до финансовых. Наиболее попу-
лярны постановки, имеющие экономический кон-
текст, например, связанные с инвестированием [1].
Однако в связи с повсеместным распространением
информационных технологий (ИТ) традиционные
постановки оптимального распределения ресурсов
нашли новую область применения.

Надо отметить, что понятие ресурса благодаря
ИТ приобрело множество специфических оттен-
ков. Так, ИТ-специалист под ресурсом скорее бу-
дет понимать веб-сайт или базу данных, чем сырье,
средства производства или финансовые инстру-
менты. Для таких ресурсов применяется термин
«информационный ресурс» [2]. Близким, но не си-
нонимичным ему является термин «вычислитель-
ный ресурс» [3]. Развитие телекоммуникационных
сетей, распределенных систем, центров обработ-
ки данных и технологий виртуализации обогатило
терминологию множеством вариаций на эту тему.
Часть из них носит вполне материальный харак-
тер (например, сервер, процессорное время, объем
памяти, пропускная способность сети). Часть —
виртуальны по своей сути (например, программа,
сайт, банк данных, запрос). Задачи оптимально-

го распределения ИТ-ресурсов применительно к
ресурсам первого типа выглядят вполне традици-
онными. Но представляется перспективным рас-
сматривать такие же задачи применительно и к
ресурсам второго типа. Объединяет виртуальные
ресурсы то, что все они имеют отношение к про-
граммным системам (сами являются программами
или ими обслуживаются).

Примеры программных продуктов, в которых
так или иначе алгоритмизируются процедуры упра-
вления ресурсами, хорошо известны. Достаточно
упомянуть менеджеры задач, имеющиеся в любой
операционной системе [4], и оптимизаторы запро-
сов, функционирующие в любой системе управле-
ния базами данных [5]. Можно упомянуть еще
задачи балансировки нагрузки и управления пото-
ками заданий, а также постановки, связанные с
управляемым протоколом TCP (transmission control
protocol) [6–8].

Модель и отчасти критерий оптимальности, рас-
смотренные в данной работе, возникли именно
из задачи оптимизации функционирования про-
граммной системы. Предложенная постановка, по-
видимому, может представлять интерес и в какой-то
экономической интерпретации, и в иных прило-
жениях, но главным приложением рассмотренной
далее задачи является область программирования
(точнее, проектирования программных систем). По
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крайней мере, именно это дает обоснование пред-
ложенному далее виду целевого функционала.

2 Постановка задачи

Далее используются следующие обозначения:

–
–
=— равенство по определению;

– Rp — p-мерное евклидово пространство;

– R
p×q — пространство матриц размерности p×q;

– M[x],M[x|J] — безусловное математическое
ожидание случайного вектора x ∈ Rp и услов-
ное математическое ожидание x относительно
σ-алгебры J;

– xT — операция транспонирования вектора
(матрицы) x;

– α+ — операция псевдообращения матрицы α;

– ‖x‖α
–
=

√
xTαx — вес (норма при α > 0) век-

тора x ∈ Rp, заданный симметричной (α = αT)
неотрицательно определенной (α ≥ 0) матри-

цей α ∈ Rp×p; ‖x‖2 –= ‖x‖2E, где E — единичная
матрица соответствующей размерности;

– col (x1, . . . , xq)
–
= (xT1 , . . . x

T
q )
T — вектор-стол-

бец, составленный из векторов x1, . . . , xq;

– J
y
t
–
= σ{yτ , τ ≤ t} — σ-алгебра, порожденная

случайной последовательностью yτ , τ ≤ t.

Пусть задано распределение случайной после-
довательности yt ∈ Rq, t = 0, 1, . . . , N + 1, второ-
го порядка: M[‖yt‖2] < ∞. Будем предполагать,
что последовательность yt наблюдается, порождает
σ-алгебру J

y
t и выход zt ∈ Rp, описываемый урав-

нением

zt+1 = atyt + btzt + ctut ,

t = 0, 1, . . . , N , z0 = 0 , (1)

где ut ∈ Rr — управляющее воздействие, форми-
руемое по входной последовательности yτ , τ ≤ t,
с целью минимизации следующего целевого функ-
ционала:

J(UN ) =

=

N
∑

t=0

M

[

‖Ptyt+1 +Qtzt+1 +Rtut + St‖2αt
+

+ ‖ut − ut−1‖2βt
+ ‖ut‖2γt

]

;

VN = col (u0, . . . , ut, . . . , uN ) ∈ Rr×(N+1) .







































(2)

Матрицы at ∈ Rp×q, bt ∈ Rp×p, ct ∈ Rp×r, Pt ∈
∈ Rs×q,Qt ∈ Rs×p,Rt ∈ Rs×r,αt ∈ Rs×s, βt ∈ Rr×r,

γt ∈ Rr×r и векторы St ∈ Rs, t = 0, 1, . . .N , предпо-
лагаются известными, β0 = 0. Допустимыми будем
считать управляющие воздействия ut, являющие-
ся J

y
t -измеримыми случайными последовательно-

стями второго порядка: M
[

‖ut‖2
]

< ∞. Задачей
оптимизации является поиск управляющего воз-
действия u∗t , минимизирующего целевой функцио-
нал J(UN ):

U∗
N ∈ argmin

UN

J(UN ) ;

U∗
N = col (u

∗
0, . . . , u

∗
t , . . . , u

∗
N ) .

}

(3)

Отметим, что процесс, описываемый уравнени-
ем (1), в общем случае не предполагается гауссов-
ским и не обладает марковским свойством.

3 Обсуждение целевого
функционала

Функционал (2) сформирован в результате обоб-
щения двух задач оптимизации функционирования
определенной программной системы. Эта про-
граммная система — Информационный веб-пор-
тал — реализация одного из вариантов организации
распределенных информационных систем, взаимо-
действующих на принципах федеративности в сре-
де Интернета [9]. В связи с функционированием
этой системы возникли две задачи: оптимизации
расходования «внутренних» [10] и «внешних» [11]
ресурсов. Основной функцией портала является
обеспечение промежуточного слоя взаимодействия
пользователя, формирующего поисковые запросы
к порталу, и информационных источников порта-
ла: пользовательский запрос преобразуется в набор
команд, исполняемых взаимодействующими с пор-
талом системами-источниками, результаты работы
которых консолидируются и возвращаются пользо-
вателю в качестве ответа на запрос. Соответствен-
но, портал функционирует в условиях неопределен-
ности пользовательской активности, описываемой
процессом yt.

Для взаимодействия с источниками програм-
мными средствами портала поддерживается неко-
торый пул (множество нитей), используемый для
организации параллельного исполнения команд
источниками. Определение размера пула и состав-
ляет задачу оптимизации расходования «внутрен-
них» ресурсов. При отсутствии какой-либо страте-
гии управления пулом число поддерживаемых им
нитей может, вообще говоря, расти неограниченно.
Эта задача по сути сводится к отслеживанию управ-
ляющей переменной ut (числа нитей) выхода zt

(числа выполняемых команд). В [10] цель управле-
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ния пулом формализуется слагаемым ‖zt+1 − ut‖2,
а штраф за его рост — слагаемым ‖ut‖2.

Далее для обеспечения собственного функцио-
нирования портал использует «внешние» (пре-
доставляемые обслуживающими подсистемами)
ресурсы, в частности, активно изменяющееся дис-
ковое пространство. Оптимизация запросов на
выделение/освобождение дискового пространства
сводится к задаче отслеживания выходом zt (об-
щим объемом портального хранилища) определен-
ной траектории, «близкой» к траектории фазовой
переменной yt (размера хранимых пользователь-
ских данных). В [11] цель управления, сформулиро-
ванная как поддержание хранилища достаточного
объема, формализуется слагаемым ‖yt+1 − zt+1 −
− St‖2, где St — объем свободного места, штраф
за применение управляющего воздействия — сла-
гаемым ‖ut‖2.

Обобщение целей оптимизации этих двух за-
дач в функционале (2) представляет первое слага-
емое. Во-первых, пары слагаемых Ptyt+1, Rtut и
Qtzt+1, Rtut позволяют ставить задачи отслежива-
ния управляющим воздействием ut траекторий yt

или zt соответственно, формализуя таким образом
задачу оптимизация распределения «внутренних»
ресурсов. Во-вторых, пара слагаемыхPtyt+1, Qtzt+1

позволяет отслеживать выходом zt фазовую пе-
ременную yt. В-третьих, слагаемое St позволяет
ставить задачи формирования траектории выхода,
«близкой» к заданной опорной. Кроме того, сла-
гаемое Qtzt+1 позволяет ставить традиционную за-
дачу минимизации нормы выходной переменной.
Наконец, очевидно, что перечисленные цели опти-
мизации могут произвольно комбинироваться.

Довольно специфическим является второе сла-
гаемое из (2). Оно вносит в целевой функционал
штраф за изменение управляющего воздействия.
Объяснение этому слагаемому дает заданная пред-
метная область. Его уместно охарактеризовать как
плату за реконфигурацию программной системы.
Очевидно, что такие действия, как постоянное
подключение/отключение хостов, процессоров,
дисков и т. п., служат очевидным поводом к сокра-
щению их времени службы, а выделение/освобож-
дение памяти, создание/удаление нитей, указате-
лей и т. п. в программах — источником порождения
ошибок как самой программой, так и обеспечива-
ющими подсистемами. Кроме того, частое рекон-
фигурирование существенно труднее реализовать,
и оно само по себе расходует значительные ресурсы.
Соответственно, назначение этого слагаемого — со-
кратить число подобных реконфигураций.

Последнее, третье, слагаемое вносит в целевой
функционал традиционный штраф за размер управ-
ляющего воздействия.

Легкость в формализации целей оптимизации
является несомненным преимуществом целевого
функционала. Понятный физический смысл пе-
речисленных выше слагаемых — это достоинство
функционала (2). Однако очевидны и его недо-
статки. Впрочем, это недостатки, свойственные
любому квадратичному критерию. В дискуссии о
«нефизичности» квадратичного функционала ка-
чества участвовал еще Р. Беллман, а в попытках
решить «обратную» задачу, связав параметры квад-
ратичного функционала с динамическими харак-
теристиками процессов, — например, Р. Калман.
В исследованиях на эту тему участвовали многие
ученые, обозревать эту историю в данной работе
неуместно. В рассматриваемой же задаче с уче-
том предметной области проблему выбора весовых
коэффициентовαt, βt иγt, а также горизонта управ-
ления N представляется возможным возложить на
этап реализации программной системы. Тем более,
что в большинстве случаев создаваемые програм-
мы вполне допускают возможность многократно-
го проведения недорогостоящих экспериментов и
эмпирический анализ качества оптимизированной
программной системы по другим критериям (на-
пример, мнению эксперта, пользователя, заказчи-
ка). В пользу же квадратичного критерия говорит
его «технологичность» — развитый аппарат иссле-
дования и возможность получения конечных ана-
литических решений.

4 Решение задачи оптимизации

Теорема. Решение задачи оптимизации (3) выхо-
да (1), формируемого случайной последователь-
ностью yt, существует. Оптимальное решениеU∗

N =
= col (u∗0, . . . , u

∗
N) с минимальной нормой ‖u∗t‖2

определяется следующими выражениями:

u∗t = L
+
t

(

βtu
∗
t−1 −Kz

t zt −Kt

)

, t = 0, 1, . . . , N, (4)

где

Kt
–
=

N−t+1
∑

j=0

Kj
t y(t+ j, t) +K

s
t ,

y(t+ j, t)
–
=M [yt+j |Jy

t ] ;











(5)

Kz
t = (Qtct +Rt)

T
αtQtbt + βt+1L

+
t+1K

z
t+1bt +

+ cTt (M
z
t+1 −

(

Kz
t+1

)T
L+t+1K

z
t+1)bt ; (6)

Ks
t = (Qtct +Rt)

T
αtSt + βt+1L

+
t+1K

s
t+1 +

+ cTt (M
s
t+1 −

(

Kz
t+1

)T
L+t+1K

s
t+1) ; (7)

K0t = (Qtct +Rt)
T
αtQtat + βt+1L

+
t+1K

z
t+1at +

+ cTt

(

Mz
t+1 −

(

Kz
t+1

)T
L+t+1K

z
t+1

)

at ; (8)
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K1t = (Qtct +Rt)
T αtPt + βt+1L

+
t+1K

0
t+1 +

+ cTt

(

M0
t+1 −

(

Kz
t+1

)T
L+t+1K

0
t+1

)

, (9)

Kj
t = βt+1L

+
t+1K

j−1
t+1 +

+ cTt

(

M j
t+1 −

(

Kz
t+1

)T
L+t+1K

j−1
t+1

)

,

j = 2, . . . , N − t+ 1 , t = 0, 1, . . . , N − 1 ; (10)

Kz
N = (QNcN +RN )

T
αNQNbN ;

Ks
N = (QNcN +RN )

T
αNSN ;

K0N = (QNcN +RN )
T
αNQNaN ;

K1N = (QNcN +RN )
T αNPN ;



































(11)

Lt = (Qtct +Rt)
T αt(Qtct +Rt) + βt + γt +

+ βt+1 + c
T
t M

z
t+1ct −

(

βt+1 − cTt (K
z
t+1)

T
)T ×

× L+t+1
(

βt+1 − cTt (K
z
t+1)

T
)

;

LN = (QNcN +RN )
T αN (QNcN +RN ) +

+ βN + γN ;



















































(12)

Mz
t = b

T
t Q

T
t αtQtbt +

+ bTt
(

Mz
t+1 − (Kz

t+1)
TL+t+1K

z
t+1

)

bt ;

M s
t = b

T
t Q

T
t αtSt +

+ bTt
(

M s
t+1 − (Kz

t+1)
TL+t+1K

s
t+1

)

;

M0
t = b

T
t Q

T
t αtQtat +

+ bTt
(

Mz
t+1 − (Kz

t+1)
TL+t+1K

z
t+1

)

at ;

M1
t = b

T
t Q

T
t αtPt +

+ bTt
(

M0
t+1 − (Kz

t+1)
TL+t+1K

0
t+1

)

;

M j
t = b

T
t

(

M j−1
t+1 − (Kz

t+1)
TL+t+1K

j−1
t+1

)

,

j = 2, . . . , N − t+ 1 , t = 0, 1, . . . , N − 1 ;



















































































































(13)

Mz
N = b

T
NQ

T
NαNQNbN ; M

s
N = b

T
NQ

T
NαNSN ;

M0
N = b

T
NQ

T
NαNQNaN ; M

1
N = b

T
NQ

T
NαNPN .

}

(14)

Д о к а з а т е л ь с т в о . Дополнительно к (5) обозна-
чим

Mt
–
=

N−t+1
∑

j=0

M j
t y(t+ j, t) +M

s
t .

Для доказательства утверждения воспользуемся
методом динамического программирования [12].

Обозначим функцию Беллмана:

Wt
–
= min

ut,...,uN

N
∑

τ=t

M [‖Pτyτ+1 +Qτzτ+1 +Rτuτ +

+ Sτ‖2ατ
+ ‖uτ − uτ−1‖2βτ

+ ‖uτ‖2γτ
|Jy

t

]

.

При t = N с учетом (1) имеем:

WN = min
uN

M

[

‖PNyN+1 +QNaNyN +

+QNbNzN + (QNcN +RN )uN + SN‖2αN
+

+ ‖uN − uN−1‖2βN
+ ‖uN‖2γN

∣

∣

∣J
y
N

]

=

= min
uN

M

[

uTN

(

(QNcN +RN )
T
αN (QNcN +RN ) +

+ βN + γN

)

uN − 2uTN
(

βNuN−1 −

− (QNcN +RN )
T αN (PNyN+1 +QNaNyN +

+QNbNzN + SN )
)

+ ‖PNyN+1 +QNaNyN +

+QNbNzN + SN‖2αN
+ ‖uN−1‖2βN

∣

∣

∣
J

y
N

]

=

= min
uN

(

uTNLNuN − 2uTN (βNuN−1 −Kz
NzN −

−K0Ny(N,N)−K1Ny(N + 1, N)−Ks
N

))

+

+ ‖uN−1‖2βN
+M

[

‖PNyN+1 +QNaNyN +

+QNbNzN + SN‖2αN

∣

∣

∣J
y
N

]

.

Отсюда с учетом обозначения

KN
–
= K0Ny(N,N) +K

1
Ny (N + 1, N) +K

s
N

и в предположении LN ≥ 0 вытекает, что (см. (4))

u∗N = L
+
N (βNuN−1 −Kz

NzN −KN)

и u∗N имеет минимальную евклидову норму [13].
Здесь были использованы обозначения, введенные
в (11) и (12). Кроме того, здесь и далее учитывается

очевидное равенство y(t, t)
–
= yt.

Подставляя u∗N в полученное выражение для
WN , получаем:

WN = − (βNuN−1 −Kz
NzN −KN )

T
L+N (βNuN−1 −

−Kz
NzN −KN) + ‖uN−1‖2βN

+M

[

‖PNyN+1 +

+QNaNyN +QNbNzN + SN‖2αN

∣

∣

∣
J

y
N

]

=

= −(βNuN−1 −Kz
NzN −KN )

TL+N (βNuN−1 −
−Kz

NzN −KN ) + ‖uN−1‖2βN
+

+ zTNb
T
NQ

T
NαNQNbNzN +

+ 2zTNb
T
NQ

T
NαN (PNy(N + 1, N) +QNaNy(N,N) +

+SN)+M

[

‖PNyN+1 +QNaNyN + SN‖2αN

∣

∣

∣J
y
N

]

=
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= −(βNuN−1 −Kz
NzN −KN)

TL+N (βNuN−1 −
−Kz

NzN −KN) + ‖uN−1‖2βN
+ zTNM

z
NzN +

+ 2zTN(M
0
Ny(N,N) +M

1
Ny(N + 1, N) +M

s
N) +

+M

[

‖PNyN+1 +QNaNyN + SN‖2αN

∣

∣

∣J
y
N

]

.

Здесь были использованы обозначения, введенные
в (14). Группируя далее слагаемые при uN−1 и zN ,
окончательно получаем:

WN = u
T
N−1(βN − βNL

+
NβN )uN−1 +

+ 2uTN−1βNL
+
NK

z
NzN + 2u

T
N−1βNL

+
NKN +

+ 2zTN(MN − (Kz
N )
TL+NKN ) +

+ zTN (M
z
N − (Kz

N )
TL+NK

z
N )zN +M

[

‖PNyN+1 +

+QNaNyN + SN‖2αN
− ‖KN‖2

L+
N

∣

∣

∣J
y
N

]

.

Здесь учтена J
y
N -измеримость KN из (5).

Предположим теперь, что полученное выраже-
ние для WN имеет место и для Wt, т. е.

Wt = u
T
t−1(βt − βtL

+
t βt)ut−1 + 2u

T
t−1βtL

+
t K

z
t zt +

+ 2uTt−1βtL
+
TKt + 2z

T
t

(

Mt − (Kz
t )
TL+t Kt

)

+

+ zTt

(

Mz
t − (Kz

t )
T
L+t K

z
t

)

zt +M

[

At

∣

∣

∣J
y
t

]

, (15)

где обозначено:

At = ‖Ptyt+1 +Qtatyt + St‖2αt
− ‖Kt‖2L+t +

+ 2yTt a
T
t

(

Mt − (Kz
t )
TL+t Kt

)

+ yTt a
T
t

(

Mz
t+1 −

−
(

Kz
t+1

)T
L+t+1K

z
t+1

)

atyt +At+1 ;

AN = ‖PNyN+1 +QNaNyN + SN‖2αN
− ‖KN‖2

L+
N

.

Для доказательства (15) и (4) для t − 1 запишем
уравнение Беллмана для Wt−1:

Wt−1 = min
ut−1

M

[

‖Pt−1yt +Qt−1zt +Rt−1ut−1 +

+ St−1‖2αt−1
+ ‖ut−1 − ut−2‖2βt−1

+

+ ‖ut−1‖2γt−1
+Wt

∣

∣

∣
J

y
t−1

]

.

С учетом (1) и (15) имеем:

Wt−1 = min
ut−1

M

[

‖Pt−1yt +Qt−1at−1yt−1 +

+Qt−1bt−1zt−1 + + (Qt−1ct−1 +Rt−1)ut−1 +

+ St−1‖2αt−1
+ ‖ut−1 − ut−2‖2βt−1

+

+ ‖ut−1‖2γt−1
+ uTt−1

(

βt − βtL
+
t βt

)

ut−1 +

+ 2uTt−1βtL
+
t K

z
t (at−1yt−1 + bt−1zt−1 +

+ ct−1ut−1) + 2u
T
t−1βtL

+
t Kt + 2 (at−1yt−1 +

+ bt−1zt−1 + ct−1ut−1)
T
(

Mt − (Kz
t )
T
L+t Kt

)

+

+ (at−1yt−1 + bt−1zt−1 + ct−1ut−1)
T
(

Mz
t −

− (Kz
t )
T
L+t K

z
t

)

(at−1yt−1 + bt−1zt−1 + ct−1ut−1) +

+At

∣

∣

∣J
y
t−1

]

=

= min
ut−1

M

[

uTt−1

(

(Qt−1ct−1 +Rt−1)
T αt−1×

× (Qt−1ct−1 +Rt−1) + βt−1 + γt−1 + βt − βtL
+
t βt +

+2βtL
+
t K

z
t ct−1+c

T
t−1

(

Mz
t − (Kz

t )
T
L+t K

z
t

)

ct−1

)

×

× ut−1 − 2uTt−1
(

βt−1ut−2 − (Qt−1ct−1 +Rt−1)
T ×

× αt−1 (Pt−1yt +Qt−1at−1yt−1 +Qt−1bt−1zt−1 +

+ St−1)− βtL
+
t K

z
t (at−1yt−1 + bt−1zt−1)−

− βtL
+
t Kt − cTt−1

(

Mt − (Kz
t )
T
L+t Kt

)

−

− cTt−1

(

Mz
t − (Kz

t )
TL+t K

z
t

)

(at−1yt−1 + bt−1zt−1)
)

+

+ ‖Pt−1yt +Qt−1at−1yt−1 +Qt−1bt−1zt−1+

+ St−1‖2αt−1
+ ‖ut−2‖2βt−1

+

+ 2 (at−1yt−1 + bt−1zt−1)
T
(

Mt − (Kz
t )
T
L+t Kt

)

+

+ (at−1yt−1 + bt−1zt−1)
T
(

Mz
t − (Kz

t )
T
L+t K

z
t

)

×

× (at−1yt−1 + bt−1zt−1) +At

∣

∣

∣J
y
t−1

]

=

= min
ut−1

(

uTt−1Lt−1ut−1 − 2uTt−1 (βt−1ut−2 −

−Kz
t−1zt−1 −Kt−1

))

+ ‖ut−2‖2βt−1
+

+M

[

‖Pt−1yt +Qt−1at−1yt−1 +

+Qt−1bt−1zt−1 + St−1‖2αt−1
+

+ 2 (at−1yt−1 + bt−1zt−1)
T
(

Mt − (Kz
t )
T L+t Kt

)

+

+ (at−1yt−1 + bt−1zt−1)
T
(

Mz
t − (Kz

t )
T
L+t K

z
t

)

×

× (at−1yt−1 + bt−1zt−1) +At

∣

∣

∣J
y
t−1

]

,

откуда в предположенииLt−1 ≥ 0 вытекает (см. (4))

u∗t−1 = L
+
t−1

(

βt−1ut−2 −Kz
t−1zt−1 −Kt−1

)

(16)

и u∗t−1 имеет минимальную евклидову норму [13].
Выше были использованы обозначения, введен-

ные в (6)–(10) и (12), и формулы полного матема-
тического ожидания

M
[

At| J
y
t | Jy

t−1

]

=M
[

At

∣

∣J
y
t−1

]

;

M
[

y (t+ j, t)
∣

∣J
y
t−1

]

= y (t+ j, t− 1) .

Подставляя u∗t−1 в полученное выражение для
Wt−1, получаем:
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Wt−1 = −
(

βt−1ut−2 −Kz
t−1zt−1 −Kt−1

)T
L+t−1×

×
(

βt−1ut−2 −Kz
t−1zt−1 −Kt−1

)

+ ‖ut−2‖2βt−1
+

+M

[

‖Pt−1yt +

+Qt−1at−1yt−1 +Qt−1bt−1zt−1 + St−1‖2αt−1
+

+ 2 (at−1yt−1 + bt−1zt−1)
T
(

Mt − (Kz
t )
T
L+t Kt

)

+

+ (at−1yt−1 + bt−1zt−1)
T
(

Mz
t − (Kz

t )
T
L+t K

z
t

)

×

× (at−1yt−1 + bt−1zt−1) +At

∣

∣

∣
J

y
t−1

]

=

= −
(

βt−1ut−2 −Kz
t−1zt−1 −Kt−1

)T
L+t−1 ×

×
(

βt−1ut−2 −Kz
t−1zt−1 −Kt−1

)

+ ‖ut−2‖2βt−1
+

+ zTt−1
(

bTt−1Q
T
t−1αt−1Qt−1bt−1 +

+ bTt−1

(

Mz
t − (Kz

t )
T
L+t K

z
t

)

bt−1

)

zt−1 +

+ 2zTt−1

(

bTt−1Q
T
t−1αt−1

(

Pt−1y(t, t− 1) +
+Qt−1at−1y(t− 1, t− 1) + St−1

)

+

+ bTt−1

(

M
[

Mt

∣

∣J
y
t−1

]

− (Kz
t )
T
L+t M

[

Kt

∣

∣J
y
t−1

]

)

+

+ bTt−1

(

Mz
t − (Kz

t )
T L+t K

z
t

)

at−1y(t− 1, t− 1)
)

+

+M

[

‖Pt−1yt +Qt−1at−1yt−1 + St−1‖2αt−1
+

+ 2yTt−1a
T
t−1

(

Mt − (Kz
t )
T
L+t Kt

)

+

+ yTt−1a
T
t−1

(

Mz
t − (Kz

t )
T
L+t K

z
t

)

at−1yt−1 +

+At

∣

∣

∣J
y
t−1

]

=

= −
(

βt−1ut−2 −Kz
t−1zt−1 −Kt−1

)T
L+t−1 ×

×
(

βt−1ut−2 −Kz
t−1zt−1 −Kt−1

)

+

+ ‖ut−2‖2βt−1
+ zTt−1M

z
t−1zt−1 + 2z

T
t−1Mt−1 +

+M

[

‖Pt−1yt +Qt−1at−1yt−1 + St−1‖2αt−1
+

+ 2yTt−1a
T
t−1

(

Mt − (Kz
t )
T
L+t Kt

)

+

+ yTt−1a
T
t−1

(

Mz
t − (Kz

t )
T L+t K

z
t

)

at−1yt−1 +

+At

∣

∣

∣J
y
t−1

]

.

Здесь были использованы обозначения, введенные
в (13). Группируя далее слагаемые при ut−2 и zt−1

и учитывая J
y
t−1-измеримость Kt−1 из (5), оконча-

тельно получаем (15) для Wt−1.
Подставляя далее в (16) ut−2 = u

∗
t−2 (в том числе

учитывая в (16) для u∗0 условие β0 = 0), окончатель-
но получаем (4).

Для завершения доказательства осталось заме-
тить, что выполнение неравенства Lt ≥ 0 для всех t

очевидно. Действительно, в выкладках, проделан-
ных для функции Беллмана Wt−1, показано, что ее
можно представить в виде минимума квадратичной
формы с матрицей Lt−1 при квадратичных чле-
нах ut−1. Неотрицательная определенность Lt−1

вытекает, таким образом, из неотрицательности
Wt−1, имеющей место по условию задачи.

Теорема доказана.

Согласно полученному результату решение u∗t
является линейной комбинацией предыдущего
управления u∗t−1, последнего выхода zt и оптималь-
ных в среднем квадратическом прогнозов состоя-
ния Kt из (5) вплоть до горизонта времени N + 1.
Соответственно, с каждым шагом по времени число
слагаемых в (5) уменьшается на единицу. Коэффи-
циенты для вычисления Kt заданы рекуррентны-
ми (в обратном времени) соотношениями (6)–(10)
и (13): коэффициентKj

t , соответствующий прогно-
зу на jшагов (K0t — множитель приyt), вычисляется
через коэффициенты Kj−1

t+1 , M j−1
t+1 , определенные

на предыдущем шаге рекурсии. На каждом шаге,
кроме того, вычисляются коэффициенты Kz

t , Mz
t ,

Ks
t , M s

t и Lt — соответственно множитель при zt,
свободный член и общий нормировочный коэффи-
циент. Рекуррентное вычисление коэффициентов
стартует при t = N по формулам (11) и (14).

Полученный результат объясняет, почему задача
изначально не формулировалась как классическая
задача линейно-квадратичного управления путем
расширения вектора состояния yt. Действительно,
расширив вектор состояния векторомut, можно из-
бавиться от слагаемого ut в уравнении входа zt, со-
хранив квадратичность критерия (ct = 0). Но тогда
придется рассматривать зависимость прогнозов yt

от управлений ut, что приведет либо к необходи-
мости учета влияния управлений на точность про-
гнозирования (дуальное управление), либо ограни-
чиваться линейностью yt.

Кроме того, надо отметить, что невозможны и
другие упрощения в предложенной модели и кри-
терии. Так, не удается за счет расширения вектора
выхода zt избавиться от слагаемого zt−1 в уравне-
нии входа zt (bt = 0). Также нельзя избавиться от
слагаемого ‖ut−ut−1‖2βt

в критерии, расширив век-
тор ut (такое расширение вообще искажает смысл
задачи).

Таким образом, предложенную в данной рабо-
те постановку можно рассматривать как вариант
обобщения линейно-квадратичной задачи на слу-
чай нелинейного состояния yt: нелинейность мо-
жет иметь место, но не должна влиять на выбор
управления.

Сделанные замечания показывают также и воз-
можность дальнейшего обобщения критерия. На-
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пример, целью оптимизации можно объявить от-
слеживание ut линейной комбинации выходов zτ ,
t ≤ τ ≤ N + 1, или вместо точечного штрафа за
смену управляющего воздействия (слагаемое ‖ut −
− ut−1‖2βt

) задавать интегральный. Представляется,
что подобные обобщения будут иметь смысл только
в том случае, если найдут обоснование какими-ли-
бо прикладными постановками.

5 Вопросы практической
реализуемости

Обращаясь к вопросу практического примене-
ния полученного результата, в частности реализу-
емости оптимального алгоритма, еще раз отметим,
что целевой функционал сформировался в связи
с оптимизацией функционирования программной
системы. Логично предположить, что для раз-
ных программ вполне могут возникать аналогич-
ные описанным выше цели оптимизации функци-
онирования — распределения ресурсов. При этом
более-менее общим, по-видимому, можно считать
и физический смысл неопределенности, описы-
ваемой в предложенной модели процессом yt, а
именно: yt характеризует активность пользовате-
лей, обращающихся к программной системе. Про-
цесс может описывать как число пользователей,
применяющих программную систему, так и число
формируемых ими запросов или команд. Конкрет-
ные математические модели yt могут быть доволь-
но разнообразными. Практически от модели yt

требуется только возможность прогнозирования.
В любом случае для рассматриваемой задачи
оптимизации задачи собственно оптимизации и
оценивания фазового процесса разделены, как
в традиционной задаче линейно-квадратичного
управления, что является еще одним важным до-
стоинством квадратичного функционала качества.

Реализуемость алгоритма оптимизации даже
применительно к обозначенной области прило-
жения зависит прежде всего от выбора горизонта
управления N + 1. Понятно, что, выбрав слишком
большой горизонт, придется проводить значитель-
ный объем вычислений в связи с расчетом прогно-
зов. Использование малого горизонта не вполне
понятно в связи с реальной целью оптимизации —
распределять ресурсы эффективно все время, по-
ка программа работает. Рассуждения здесь зависят
единственно от характера априорной информации
об yt. Если yt свойственны какие-то прогнози-
руемые особенности (например, резкое увеличение
пользовательской активности во вполне определен-
ные часы, дни), то их нельзя не учитывать. На прак-
тике такую ситуацию действительно можно видеть,

и характеризуется она временн‚ой периодичностью,
например суточными или недельными циклами.
Это позволяет вполне обоснованно делить весь по-
тенциально бесконечный период функционирова-
ния программы на небольшие повторяющиеся час-
ти, равные периодам.

Если же процесс yt не имеет таких особых мо-
ментов, например является эргодическим, то мож-
но ограничиться и очень малым горизонтом. Про-
веденные в работах [10, 11] расчеты показывают,
что в действительности можно ограничиться зна-
чениями N = 1 и даже N = 0. Это означает, что
вместо интегрального квадратичного критерия (2)
можно использовать локально-оптимальный под-
ход [14]. Так, одношаговое локально-оптимальное
управление uL

t минимизирует целевой функционал

JL(ut) =M
[

‖Ptyt+1 +Qtzt+1 +Rtut + St‖2αt
+

+ ‖ut − uL
t−1‖2βt

+ ‖ut‖2γt

]

,

т. е. одно слагаемое исходного функционала (2).
Соответственно, в двухшаговое локально-опти-
мальное управление надо включить два слага-
емых. В расчетах надо сравнивать значения (2),
доставляемые субоптимальными (локально-опти-
мальными) и оптимальным алгоритмами. Приме-
ры вычислений, выполненные в работах [10, 11],
показывают, что потери при этом составляют 2%–
5%, что с учетом ограниченной адекватности любой
модели можно отнести к статистической погреш-
ности.

Собственно, вывод о целесообразности практи-
ческого применения именно локально-оптималь-
ного подхода и является основным результатом об-
суждения практической реализуемости. Значение
же оптимального алгоритма, как чаще всего и быва-
ет, заключается в определении некоторого эталона,
близость к которому и является основанием для
применения субоптимального алгоритма.

6 Заключение
Задача, сформулированная в данной работе как

задача оптимизации выхода стохастической систе-
мы, очевидно, может быть обобщена на случай
косвенных наблюдений. Неопределенность, опи-
сываемая процессом yt, при этом будет считаться
состоянием стохастической динамической системы
наблюдения, а выход zt — косвенными наблюдени-
ями. При этом в уравнение (1) логичным будет
добавить шум, описывающий ошибку наблюдения.
Вторым направлением для дальнейших исследова-
ний является постановка аналогичной задачи для
системы с непрерывным временем. В общем случае
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здесь выход zt будет описываться стохастическим
дифференциальным уравнением.
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Abstract: The paper presents the statement and the solution of the optimization problem for a dynamic system
with a linear output and the quadratic performance criterion. System uncertainty is described by the observed
second-order stochastic process. The need to optimize resource distribution of software systems gives practical
justification to the problem. In such interpretation, the uncertainty of a system describes user activity and the output
describes running queries or the volume of the requested memory. The goals of optimization are formalized by
the quadratic performance criterion of the general form. The criterion, in particular, summarizes two problems of
resource distribution of software systems discussed earlier. The objective functional makes it possible, in particular,
to state the problem of adequate program resources allocation (of threads, memory, etc.), penalizing for unlimited
spending. To solve the problem, the method of dynamic programming is used. The optimal strategy is a linear
combination of the output and state predictions up to the control horizon. In the context of computational
complexity of the optimal strategy, the possibility of its simplicity and of using the locally-optimal strategy is
discussed.
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БАЙЕСОВСКАЯ РЕКУРРЕНТНАЯ МОДЕЛЬ РОСТА НАДЕЖНОСТИ:

БЕТА-РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ПАРАМЕТРОВ∗

Ю. В. Жаворонкова1, А. А. Кудрявцев2, С. Я. Шоргин3

Аннотация: Одной из актуальных задач современной прикладной математики является задача прогно-
зирования надежности сложных модифицируемых информационных систем. Любая впервые созданная
сложная система, предназначенная для переработки или передачи информационных потоков, как прави-
ло, не обладает требуемой надежностью. Такие системы подвергаются модификациям в ходе разработки,
опытной эксплуатации и штатного функционирования. Целью таких модификаций является увели-
чение надежности информационных систем. В связи с этим возникает необходимость формализации
понятия надежности модифицируемых информационных систем и разработки методов и алгоритмов
оценивания и прогнозирования различных надежностных характеристик. Одним из подходов к опре-
делению надежности системы является вычисление вероятности того, что на сигнал, поданный на вход
системы в определенный момент времени, система отреагирует корректно. В статье рассматривается
экспоненциальная рекуррентная модель роста надежности, в которой вероятность надежности системы
представляется как линейная комбинация параметров «дефективности» и «эффективности» средства,
исправляющего недостатки системы. Предполагается, что исследователь не имеет точных сведений об
исследуемой системе, а лишь знаком с характеристиками класса, из которого берется данная система.
В рамках байесовского подхода предполагается, что показатели «дефективности» и «эффективности» име-
ют бета-распределение. Вычисляется средняя предельная надежность системы. Приводятся численные
результаты для модельных примеров.

Ключевые слова: модифицируемые информационные системы; теория надежности; байесовский подход;
бета-распределение
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1 Введение

Задача прогнозирования надежности сложных
модифицируемых информационных систем была
сформулирована в [1], а в дальнейшем более по-
дробно рассмотрена в [2].

В статье [3] подробно описана байесовская ре-
куррентная модель роста надежности. Ниже соот-
ветствующая постановка задачи будет сформулиро-
вана вкратце.

Любой впервые созданный более или менее
сложный агрегат, предназначенный для переработ-
ки или передачи информационных потоков, на-
пример новая программная система для компью-
тера, новая информационно-вычислительная сеть
или новая административно-информационная сис-
тема, как правило, не обладает требуемой надеж-
ностью. Для единства терминологии впредь будет
говориться о сложных информационных системах.
Такие системы подвергаются периодическим изме-
нениям (модификациям), целью которых является

увеличение надежности информационных систем.
В связи с этим возникает необходимость формали-
зации понятия надежности модифицируемых ин-
формационных систем и разработки методов и
алгоритмов оценивания и прогнозирования раз-
личных надежностных характеристик.

В книге [2] приводятся общие соображения,
являющиеся основой для построения математи-
ческих моделей, описывающих изменение надеж-
ности модифицируемых информационных систем,
а затем обсуждаются конкретные аналитические
модели роста (изменения) надежности модифици-
руемых информационных систем.

К числу таких моделей относятся рекуррентные
модели роста надежности. Они могут использо-
ваться в случае, когда удобно иметь дело непо-
средственно с параметром, интерпретируемым как
надежность системы.

Рассмотрим произвольную систему, на вход ко-
торой подаются некоторые сигналы (например, ко-

∗Работа выполнена при поддержке РФФИ (проекты 12-07-00109-а и 12-07-00115-а).
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манды оператора или внешние воздействия). Ре-
акция системы на поданные сигналы может быть
либо правильной (корректной), либо неправиль-
ной (некорректной). В каждый момент времени t
надежность системы можно характеризовать пара-
метром p(t) — вероятностью того, что на сигнал,
поданный на вход системы в момент t, система
отреагирует правильно. По смыслу такая харак-
теристика надежности ближе всего к традиционно
используемому коэффициенту готовности. В слу-
чайные моменты времени 0 = Y0 ≤ Y1 ≤ Y2 ≤ . . .
система подвергается (мгновенной) модификации,
в результате чего изменяется параметр p(t). Следует
обратить внимание на то обстоятельство, что ниже
рассматривается непрерывное время, без привяз-
ки напрямую процесса модифицирования системы
к процессу ее тестирования. Предположим, что
траектории процесса p(t) непрерывны справа и ку-
сочно-постоянны, так что p(t) = p(Yj) при Yj ≤ t <
< Yj+1.

Задача прогнозирования поведения процесса
p(t) чрезвычайно важна. Например, в програм-
мировании параметр p(t) можно рассматривать как
надежность программного обеспечения, в которое
по ходу отладки в моменты 0 = Y0 ≤ Y1 ≤ Y2 ≤ . . .
вносятся изменения для исправления замеченных
ошибок. Оценивание p(t) и прогнозирование по-
ведения этого параметра здесь важно как для оце-
нивания надежности всего комплекса, составной
частью которого является программное обеспече-
ние, так и для прогнозирования продолжитель-
ности отладки.

Обозначим pj = p(Yj). Рассмотрим поведение
pj в зависимости от изменения j. Другими слова-
ми, будем изучать изменение надежности системы
в зависимости от номера модификации. В книге [2]
рассматривается, в частности, следующая рекур-
рентная модель роста надежности. Пусть {(θj, ηj)},
j ≥ 1, — последовательность независимых одина-
ково распределенных двумерных случайных век-
торов таких, что 0 < η1 < 1; 0 < θ1 < 1 почти
наверное.

Задав начальную надежность p0, рассмотрим
модель, определяемую рекуррентным соотноше-
нием

pj+1 = ηj+1pj + θj+1 (1− pj) .

Эта модель названа дискретной экспоненциальной
моделью. В такой модели случайные величины ηj

описывают возможное уменьшение надежности из-
за некачественных модификаций, в ходе которых
вместо исправления существующих дефектов в сис-
тему могут быть внесены новые, в то время как
величины θj описывают повышение надежности за
счет исправления дефектов.

Обозначим λ = 1− Eθ1, µ = Eη1. В [2] доказано,
что при условии λ+ µ 6= 1

p = lim
j→∞

Epj =
µ

λ+ µ
.

2 Постановка задачи

Изучение предельного значения средней ве-
личины Epj представляет значительный интерес,
поскольку эта величина характеризует асимптоти-
ческое значение надежности системы в рамках не-
которой рекуррентной модели, задаваемой набором
{(θj , ηj)}. Из результатов [2] следует, что это асим-
птотическое значение зависит только от средних
значений величин {(θj , ηj)}, j ≥ 1.

В [3] исследовалась ситуация, при которой рас-
сматривается целый набор однотипных сложных
модифицируемых объектов (МО), каждый из кото-
рых обслуживается собственной ремонтной брига-
дой (РБ). Исследователю хотелось бы определить
усредненное значение p по всем МО. Для реше-
ния этой задачи в указанной работе предложена так
называемая байесовская постановка. Предполага-
ется, что рассматривается целая группа однотипных
МО и группа им соответствующих однотипных РБ.
Пусть m = 1, 2, . . . — номера этих объектов. Для
каждого МО (вместе с его РБ) существует собствен-
ный набор {(θm

j , η
m
j )} (j ≥ 1, m ≥ 1) независимых

одинаково распределенных при каждом фиксиро-
ванном j двумерных случайных векторов таких, что
0 < ηm

1 < 1; 0 < θm
1 < 1 почти наверное. Но

средние значения величин θm
j , ηm

j , j ≥ 1, m ≥
≥ 1, не предполагаются известными; более того,
они не предполагаются даже одинаковыми. Вво-
дится предположение, что величины λ = 1 − Eθm

j ,
µ = Eηm

j сами по себе являются случайными, т. е.
на вероятностном пространстве, в которое в каче-
стве элементарных событий входят все рассматри-
ваемые в рамках данной постановки МО вместе с
их РБ, заданы случайные величины λ и µ (которые
полагаем независимыми), имеющие смысл λ = 1−
− Eθm

j , µ = Eηm
j , где m — случайный номер МО.

Принимаемые исследователем за основу рас-
пределения величин λ и µ будем называть апри-
орными. При этом подлежащие вычислению ха-
рактеристики такой «рандомизированной» группы
МО, естественно, являются рандомизацией анало-
гичных характеристик «отдельно взятой» МО с уче-
том априорного распределения параметров λ и µ,
взятого исследователем за основу. Наиболее есте-
ственной и удобной для изучения характеристикой
является усредненное по всем МО значение пре-
дельной вероятности надежности, т. е.
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pÓÒÅÄ = Ep = E
µ

λ+ µ
,

где усреднение ведется по совместному распреде-
нию случайных величин (λ, µ).

В рассматриваемой ситуации величины ηm
1 и θm

1

удовлетворяют ограничениям 0 < ηm
1 < 1, 0 < θm

1 <
< 1. Значит, и средние значения λ и µ величин 1 −
−Eθj и Eηj также находятся на отрезке [0, 1]. Поэто-
му в качестве априорных распределений парамет-
ров λ и µ следует выбирать только распределения,
сосредоточенные на [0, 1].

В работе [3] были рассмотрены независимые
случайные параметры λ и µ, распределенные рав-
номерно на некоторых (вообще говоря, разных) от-
резках, являющихся подмножествами отрезка [0, 1].
В настоящей статье исследования байесовской ре-
куррентной модели роста надежности продолжены
для ситуации, когда оба параметра имеют бета-рас-
пределение.

3 Основные результаты

Пусть λ и µ имеют соответственно бета-распре-
деления β(m,n) и β(k, l), m,n, k, l > 0. Введем
следующие обозначения.

Через B(m,n), m,n > 0, будем обозначать бета-
функцию. Пусть

(α)i = α (α+ 1) · · · (α+ i− 1) , (α)0 = 1 .

Несмотря на то что (α)i имеет смысл неполно-
го факториала, нигде далее не требуется, чтобы α
было положительным. Рассмотрим классическую
гипергеометрическую функцию Гаусса

G(α, β, γ;x) =

∞
∑

i=0

(α)i(β)i
(γ)i i!

xi .

По аналогии с 9.180.1 и 9.14 п. 1 из [4] введем в
рассмотрение обобщенную гипергеометрическую
функцию двух переменных

Gp,q
s,t (α, β1, . . . , βp, β

′
1, . . . , β

′
q;

γ, δ1, . . . , δs, δ
′
1, . . . , δ

′
t;x, y) =

=

∞
∑

i=0

∞
∑

j=0

(α)i+j(β1)i · · · (βp)i(β
′
1)j · · · (β′

q)j

(γ)i+j(δ1)i · · · (δs)i(δ′1)j · · · (δ′t)j
xiyj

i!j!
.

В дальнейшем изложении будет интересен частный
случай последней функции

G2,11,0(α, β1, β2, β
′
1; γ, δ1;x, y) =

=

∞
∑

i=0

∞
∑

j=0

(α)i+j(β1)i(β2)i(β
′
1)j

(γ)i+j(δ1)i

xiyj

i!j!
. (1)

Теорема. Пусть случайные величины λ и µ независи-

мы и имеют соответственно распределения β(m,n)
и β(k, l), m,n, k, l > 0. Тогда

pÓÒÅÄ =
B(k +m,n)

B(k, l)B(m,n)(k + 1)
×

×G2,11,0(k+1, 1− l, k+m, 1; k+2, k+m+n;−1, 1)+

+
B(k +m, l)

B(k, l)B(m,n)m
G2,11,0 (m, 1− n, k +m, 1;

m+ 1, k +m+ l;−1, 1) . (2)

Д о к а з а т е л ь с т в о . Найдем плотность fp(x) слу-
чайной величины p. Имеем

fp(x) =

1
∫

0

y

(1− x)2
fµ

(

x

1− x
y

)

fλ(y) dy .

Положим fp(1/2) = 0. Согласно формуле 3.197.3
из [4] получаем при 0 < x < 1/2

fp(x) =

1
∫

0

y

(1 − x)2

(

x

1− x

)k−1

×

× yk−1

B(k, l)

(

1− x

1− x
y

)l−1
ym−1(1− y)n−1

B(m,n)
dy =

=
B(k +m,n)

B(k, l)B(m,n)

xk−1

(1− x)k+1
×

×G

(

1− l, k +m, k +m+ n;
x

1− x

)

≡ S1(x) .

Аналогично при 1/2 < x < 1, используя замену
переменной z = xy/(1− x), получаем:

fp(x) =
B(k +m, l)

B(k, l)B(m,n)

(1 − x)m−1

xm+1 ×

×G

(

1− n, k +m, k +m+ l;
1− x

x

)

≡ S2(x) .

Таким образом,

Ep =
∫

xfp(x) dx =

1/2
∫

0

xS1(x)dx +

1
∫

1/2

xS2(x) dx. (3)

Вычислим отдельно первый интеграл из правой
части (3). Имеем:
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1/2
∫

0

xS1(x) dx =
B(k +m,n)

B(k, l)B(m,n)
×

×
∞
∑

i=0

(1 − l)i(k +m)i
(k +m+ n)i i!

1/2
∫

0

xk+idx

(1 − x)k+i+1
=

=
B(k +m,n)

B(k, l)B(m,n)
×

×
∞
∑

i=0

(1 − l)i(k +m)i
(k +m+ n)i i!

1/2
∫

0

(1/2− t)k+idt

(1/2 + t)k+i+1
.

Воспользовавшись формулой 3.196.1 из [4], полу-
чим:

1/2
∫

0

xS1(x) dx =
B(k +m,n)

B(k, l)B(m,n)
×

×
∞
∑

i=0

(1− l)i(k +m)i
(k +m+ n)i i!

×

× G(1, k + i+ 1, k + i+ 2;−1)
k + i+ 1

=

=
B(k +m,n)

B(k, l)B(m,n)
×

×
∞
∑

i=0

(1− l)i(k +m)i
(k +m+ n)i i!

∞
∑

j=0

(−1)j
k + i+ j + 1

. (4)

Аналогично (4) получаем:

1
∫

1/2

xS2(x) dx =
B(k +m, l)

B(k, l)B(m,n)
×

×
∞
∑

i=0

(1− n)i(k +m)i
(k +m+ n)i i!

∞
∑

j=0

(−1)j
m+ i+ j

. (5)

Заметим, что соотношения (4) и (5) можно пре-
образовать, что дает возможность получить из (3)
для pÓÒÅÄ следующее выражение:

pÓÒÅÄ =
B(k +m,n)

B(k, l)B(m,n)
×

×
∞
∑

i=0

∞
∑

j=0

(1 − l)i(k +m)i(k + 1)i+j(1)j(−1)j1i
(k +m+ n)i(k + 2)i+j(k + 1)i!j!

+

+
B(k +m, l)

B(k, l)B(m,n)
×

×
∞
∑

i=0

∞
∑

j=0

(1 − n)i(k +m)i(m)i+j(1)j(−1)j1i
(k +m+ l)i(m+ 1)i+j mi!j!

.

Из последнего соотношения по определению (1)
получаем (2), что завершает доказательство тео-
ремы.

Замечание. Выражение (2) служит для компакт-
ной записи pÓÒÅÄ. Для практического использова-
ния (непосредственного вычисления) имеет смысл
представлять pÓÒÅÄ в виде рядов типа (4) и (5), ко-
торые несложно вычисляются с любой наперед за-
данной точностью.

В качестве иллюстрации приведем несколько
таблиц со значениями pÓÒÅÄ. Для удобства изложе-
ния будем использовать индексы, соответствующие
номерам таблицы, для случайных величин λ и µ.

Таблица 1 была опубликована в [3] для случая,
когда λ1 и µ1 имеют равномерное распределение на
отрезках [aλ, bλ] и [aµ, bµ] соответственно.

В табл. 2 приведены значения pÓÒÅÄ для случая,
когда λ2 и µ2 имеют бета-распределение с парамет-
рами (m;n) и (k; l) соответственно, причем имеют
место соотношенияEλ1 = Eλ2 = m/(m+n)иEµ1 =
= Eµ2 = k/(k + l).

В табл. 3 также выполняются соотношения
Eλ1 = Eλ3 и Eµ1 = Eµ3.

Для табл. 4 и 5 имеет место Eλ4 = Eλ5 и Eµ4 =
= Eµ5.

Таблица 1 Частные значения средней надежности (равномерный случай)

[aµ, bµ][aλ, bλ]
[0, 1/4] [0, 1/2] [0, 3/4] [0, 1] [1/4, 1/2] [1/4, 3/4] [1/4, 1] [1/2, 3/4] [1/2, 1] [3/4, 1]

[0, 1/4] 0,50 0,63 0,70 0,74 0,76 0,80 0,83 0,84 0,86 0,88
[0, 1/2] 0,37 0,50 0,58 0,63 0,63 0,68 0,72 0,73 0,76 0,79
[0, 3/4] 0,30 0,42 0,50 0,56 0,55 0,60 0,64 0,66 0,69 0,72
[0, 1] 0,25 0,37 0,44 0,50 0,48 0,54 0,58 0,60 0,63 0,67

[1/4, 1/2] 0,24 0,37 0,45 0,52 0,50 0,56 0,61 0,63 0,66 0,70
[1/4, 3/4] 0,20 0,32 0,40 0,46 0,44 0,50 0,55 0,56 0,60 0,64
[1/4, 1] 0,17 0,28 0,36 0,42 0,39 0,46 0,50 0,51 0,55 0,60
[1/2, 3/4] 0,16 0,27 0,34 0,40 0,37 0,44 0,49 0,50 0,54 0,58
[1/2, 1] 0,14 0,24 0,31 0,37 0,34 0,40 0,45 0,46 0,50 0,54
[3/4, 1] 0,12 0,21 0,28 0,33 0,30 0,36 0,40 0,42 0,46 0,50
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Таблица 2 Частные значения средней надежности (случай бета-распределения)

k; l
m;n

1; 7 1; 3 3; 5 1; 1 6; 10 2; 2 10; 6 5; 3 3; 1 7; 1

1; 7 0,47 0,64 0,74 0,80 0,75 0,80 0,84 0,84 0,87 0,88
1; 3 0,35 0,50 0,59 0,66 0,60 0,66 0,71 0,72 0,76 0,79
3; 5 0,22 0,35 0,44 0,51 0,44 0,52 0,59 0,59 0,65 0,70
1; 1 0,23 0,35 0,43 0,49 0,43 0,49 0,53 0,53 0,56 0,60
6; 10 0,21 0,33 0,42 0,50 0,42 0,50 0,58 0,58 0,65 0,70
2; 2 0,20 0,31 0,39 0,45 0,40 0,45 0,50 0,50 0,55 0,60
10; 6 0,15 0,26 0,32 0,35 0,33 0,35 0,37 0,37 0,43 0,52
5; 3 0,15 0,26 0,32 0,36 0,33 0,37 0,40 0,39 0,44 0,51
3; 1 0,14 0,24 0,31 0,35 0,30 0,36 0,38 0,38 0,38 0,40
7; 1 0,12 0,21 0,28 0,33 0,26 0,34 0,35 0,35 0,33 0,29

Таблица 3 Частные значения средней надежности (случай бета-распределения)

k; l
m;n

1; 7 1,1; 3,3 1,2; 2,0 1,3; 1,3 1,4; 2,33 1,5; 1,5 1,6; 0,96 1,7; 1,02 1,8; 0,6 1,9; 0,27

1; 7 0,47 0,61 0,70 0,76 0,71 0,77 0,81 0,82 0,85 0,88
1,1; 3,3 0,34 0,47 0,56 0,63 0,57 0,64 0,69 0,69 0,74 0,78
1,2; 2,0 0,26 0,38 0,46 0,53 0,47 0,53 0,59 0,59 0,64 0,69
1,3; 1,3 0,21 0,32 0,39 0,45 0,40 0,45 0,51 0,51 0,56 0,60
1,4; 2,33 0,25 0,37 0,45 0,52 0,46 0,53 0,59 0,59 0,64 0,69
1,5; 1,5 0,21 0,31 0,38 0,45 0,39 0,45 0,50 0,50 0,55 0,60
1,6; 0,96 0,17 0,26 0,33 0,38 0,34 0,39 0,43 0,43 0,47 0,51
1,7; 1,02 0,17 0,26 0,33 0,38 0,33 0,38 0,43 0,43 0,47 0,51
1,8; 0,6 0,14 0,23 0,29 0,33 0,30 0,34 0,37 0,37 0,38 0,39
1,9; 0,27 0,12 0,20 0,26 0,30 0,27 0,31 0,32 0,32 0,30 0,26

Таблица 4 Частные значения средней надежности (случай бета-распределения)

k; l
m;n

1; 10 2; 9 3; 8 4; 7 5; 6 6; 5 7; 4 8; 3 9; 2 10; 1

1; 10 0,47 0,64 0,74 0,79 0,83 0,86 0,88 0,89 0,91 0,91
2; 9 0,30 0,46 0,56 0,64 0,70 0,74 0,78 0,80 0,82 0,84
3; 8 0,23 0,36 0,45 0,52 0,58 0,64 0,69 0,73 0,75 0,78
4; 7 0,18 0,30 0,37 0,43 0,49 0,55 0,60 0,65 0,69 0,72
5; 6 0,16 0,26 0,33 0,38 0,42 0,46 0,52 0,57 0,62 0,66
6; 5 0,13 0,23 0,30 0,34 0,37 0,40 0,44 0,49 0,55 0,60
7; 4 0,12 0,21 0,28 0,32 0,35 0,36 0,38 0,42 0,47 0,53
8; 3 0,11 0,19 0,26 0,31 0,33 0,35 0,35 0,36 0,39 0,44
9; 2 0,09 0,17 0,24 0,29 0,33 0,34 0,34 0,33 0,32 0,34
10; 1 0,09 0,16 0,22 0,28 0,32 0,35 0,35 0,34 0,29 0,25

Таблица 5 Частные значения средней надежности (случай бета-распределения)

k; l
m;n

0,1; 1,0 0,2; 0,9 0,3; 0,8 0,4; 0,7 0,5; 0,6 0,6; 0,5 0,7; 0,4 0,8; 0,3 0,9; 0,2 1,0; 0,1

0,1; 1,0 0,50 0,56 0,63 0,69 0,74 0,79 0,83 0,86 0,88 0,90
0,2; 0,9 0,44 0,49 0,55 0,60 0,65 0,69 0,74 0,77 0,80 0,83
0,3; 0,8 0,39 0,43 0,48 0,53 0,58 0,62 0,66 0,70 0,74 0,77
0,4; 0,7 0,35 0,39 0,43 0,48 0,52 0,56 0,60 0,64 0,67 0,71
0,5; 0,6 0,30 0,34 0,38 0,42 0,46 0,50 0,54 0,57 0,61 0,65
0,6; 0,5 0,26 0,30 0,34 0,38 0,41 0,44 0,47 0,51 0,54 0,57
0,7; 0,4 0,22 0,26 0,30 0,33 0,37 0,39 0,41 0,44 0,46 0,48
0,8; 0,3 0,18 0,22 0,26 0,29 0,32 0,34 0,36 0,37 0,38 0,38
0,9; 0,2 0,14 0,18 0,22 0,25 0,28 0,29 0,30 0,30 0,29 0,28
1,0; 0,1 0,10 0,14 0,18 0,22 0,24 0,25 0,25 0,24 0,21 0,18
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4 Заключение

Полученные результаты могут применяться, на-
пример, для вычисления других моментов и по-
строения доверительных интервалов для характе-
ристики p.

В дальнейшем предполагается рассмотреть дру-
гие модели, в частности ситуации, когда один из па-
раметров (λ, µ) распределен равномерно, а другой
имеет бета-распределение. Предполагается разра-
ботать расчетные алгоритмы для вычисления вели-
чины pÓÒÅÄ, соответствующие программные модели
и провести тестовые расчеты.
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Abstract: One of the topical problems of modern applied mathematics is the task of forecasting reliability
of modifiable complex information systems. Any first established complex system designed for processing or
transmission information flows, as a rule, does not possess the required reliability. Such systems are subject to
modifications during development, testing, and regular functioning. The purpose of such modifications is to
increase reliability of information systems. In this connection, it is necessary to formalize the concept of reliability
of modifiable information systems and to develop methods and algorithms of estimating and forecasting various
reliability characteristics. One approach to determine system reliability is to compute the probability that a signal
fed to the input of a system at a given point of time will be processed correctly by the system. The article considers
the exponential recurrent growth model of reliability, in which the probability of system reliability is represented as
a linear combination of the “defectiveness” and “efficiency” parameters of tools correcting deficiencies in a system.
It is assumed that the researcher does not have exact information about the system under study and is only familiar
with the characteristics of the class from which this system is taken. In the framework of the Bayesian approach, it
is assumed that the indicators of “defectiveness” and “efficiency” have beta-distribution. Average marginal system
reliability is calculated. Numerical results for model examples are obtained.
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МЕТОД ДОКАЗАТЕЛЬСТВА НАБЛЮДАЕМОЙ

ЭКВИВАЛЕНТНОСТИ ПРОЦЕССОВ С ПЕРЕДАЧЕЙ СООБЩЕНИЙ

А. М. Миронов1

Аннотация: Рассматривается проблема доказательства наблюдаемой эквивалентности для класса вычи-
слительных процессов, называемых процессами с передачей сообщений. Действия, выполняемые такими
процессами, заключаются в посылке или приеме сообщений, проверке логических условий и обновлении
значений внутренних переменных процессов. Основным результатом статьи является теорема, сводящая
задачу доказательства наблюдаемой эквивалентности пары процессов с передачей сообщений к задаче
нахождения формул, ассоциированных с парами состояний этих процессов, удовлетворяющих некото-
рым условиям, которые связаны с переходами этих процессов. Данное сведение является обобщением
известного метода Флойда верификации блок-схем, в котором задача верификации блок-схемы сводится
к задаче нахождения формул (называемых промежуточными утверждениями), связанных с некоторы-
ми точками в блок-схемах и удовлетворяющих некоторым условиям, соответствующим переходам в
блок-схемах. Изложенный метод доказательства наблюдаемой эквивалентности процессов с передачей
сообщений иллюстрируется примером верификации протокола скользящего окна.
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DOI: 10.14375/19922264140206

1 Введение

1.1 Понятие наблюдаемой
эквивалентности процессов

Понятие наблюдаемой эквивалентности про-
цессов было сформулировано Р. Милнером и по-
дробно изучено им в основополагающей работе [1].
Данное понятие зарекомендовало себя как одно из
наиболее эффективных средств для решения задач
спецификации и верификации различных свойств
вычислительных процессов.

В своей исходной формулировке понятие на-
блюдаемой эквивалентности относится к процес-
сам, определяемым в терминах исчисления взаи-
модействующих систем Милнера [1]. Одним из
наиболее важных достоинств понятия наблюда-
емой эквивалентности является возможность сфор-
мулировать аналог данного понятия (и разработать
основанные на нем методы спецификации и вери-
фикации) в самых различных классах вычислитель-
ных процессов, в том числе в классах вероятност-
ных процессов [2], процессов реального времени [3]
и др.

В настоящей работе рассматривается один из
классов вычислительных процессов, называемых
процессами с передачей сообщений. Определя-
ется понятие наблюдаемой эквивалентности таких
процессов, формулируется достаточное условие на-
блюдаемой эквивалентности процессов с передачей

сообщений. Применение данного понятия иллю-
стрируется примером спецификации и верифика-
ции протокола скользящего окна.

1.2 Мотивация предлагаемого метода

Предлагаемый в настоящей работе метод до-
казательства наблюдаемой эквивалентности про-
цессов с передачей сообщений предназначен для
решения различных проблем, связанных со спе-
цификацией и верификацией вычислительных сис-
тем. Проблемы спецификации и верификации
систем образуют одно из наиболее актуальных на-
правлений в теоретической информатике. Суще-
ствует несколько подходов, относящихся к этому
направлению, наиболее важными из них являются:
исчисление взаимодействующих систем Р. Милнера
(CCS — calculus of communicating systems) и π-ис-
числение [1, 4], теория взаимодействующих про-
цессов А. Хоара (CSP — communicating sequential
processes) и ее обобщения [5], темпоральная логика
и model checking [6], сети Петри [7], процессные
алгебры [8], теория взаимодействующих машин с
конечным числом состояний [9]. Основным недо-
статком современных методов верификации дис-
кретных процессов является их высокая сложность.
В частности,

– основным недостатком методов верификации,
основанных на подходе model checking, явля-

1Институт проблем информатики Российской академии наук, amironov66@gmail.com
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ется высокая вычислительная сложность, свя-
занная с проблемой «взрыва числа состояний»
(state explosion problem);

– недостатки методов, основанных на доказа-
тельстве теорем, связаны с высокой слож-
ностью построения соответствующих теорем и
их доказательств, а также со сложностью пони-
мания этих доказательств.

Мотивация предлагаемого подхода к модели-
рованию и верификации дискретных систем за-
ключается в желании упростить и сделать более
явными следующие аспекты моделирования и ана-
лиза дискретных систем: представление математи-
ческих моделей анализируемых систем, построение
доказательств корректности этих систем и понима-
ние этих доказательств любым, кто не является
экспертом в математической теории верификации
дискретных систем.

Рассматриваемая в настоящей работе модель
дискретных процессов представляет собой синтез
Милнеровской модели процессов [1] и модели вза-
имодействующих машин с конечным числом со-
стояний [9]. Дискретные процессы представляются
в данной модели в виде графов, ребра которых
помечены операторами. Эти операторы состоят
из внутренних действий и действий ввода-вывода.
Доказательства корректности процессов представ-
ляются множествами формул, связанных с парами
состояний анализируемых процессов. Этот метод
верификации процессов является синтезом метода
Милнера, основанного на понятии наблюдаемой
эквивалентности [1], и метода индуктивных утвер-
ждений Флойда [10]. Для упрощения анализа про-
цессов вводятся операции упрощения на процессах.

1.3 Преимущества предлагаемого подхода

Предлагаемая математическая модель процес-
сов с передачей сообщений позволяет строить та-
кие математические модели анализируемых систем,
которые во многом похожи на исходные описания
этих систем на каком-либо императивном языке
программирования. В разд. 7 будет приведен при-
мер такой модели, которая соответствует програм-
ме на языке C, описывающей функционирование
протокола скользящего окна с возвратом на n (эта
программа была взята из [11, п. 3.4.2].

Основные преимущества предложенного под-
хода заключаются в возможности использования
операций упрощения моделей анализируемых сис-
тем, которые позволяют облегчить решение проб-
лемы верификации этих моделей. Следует отме-
тить, что эти упрощенные модели позволяют более

ясно понимать основные особенности анализиру-
емых систем и облегчают построение доказательств
корректности анализируемых систем. В разд. 7
будет приведен пример такого упрощения модели
для протокола скользящего окна: эта модель может
быть упрощена до модели с одним состоянием.

Если анализируемое свойство какой-либо сис-
темы имеет вид поведения, которое описывается в
виде некоторого процесса, например в том случае,
когда анализируемая система представляет собой
телекоммуникационный протокол и свойство этой
системы представляет собой описание внешнего
поведения этого протокола (связанного с его взаи-
модействием с протоколом вышестоящего уровня),
то доказательством корректности такой системы в
этой модели является множеством формул, ассо-
циированных с парами состояний, первое из кото-
рых является состоянием анализируемой системы,
а второе – состоянием процесса, который описы-
вает свойство этой системы. В разд. 7 будет при-
веден пример доказательства такого типа, которое
представляет собой небольшое множество простых
формул. Эти формулы могут быть естественным
образом извлечены из упрощенной модели анали-
зируемого протокола.

Другое преимущество предлагаемого подхода
заключается в возможности верифицировать на его
основе системы с неограниченными множествами
состояний.

1.4 Сравнение с другими работами

В этом пункте излагается обзор работ, относя-
щихся к проблеме верификации систем с передачей
сообщений, которые наиболее тесно связаны с на-
стоящей статьей.

В статье [12] рассматривается моделирование и
верификация процессов, описание которых про-
изводится на алгебраическом языке µCRL. Для
анализа таких процессов используется система
доказательства теорем PVS (Prototype Verification
System). В частности, рассматривается пример ав-
томатической верификации протокола передачи
сообщений с выборочным повтором. Отметим, что
этот протокол может быть верифицирован суще-
ственно проще (по сравнению с тем рассуждением,
обосновывающим корректность данного протоко-
ла, которое приведено в работе [12]) при помощи
подхода, излагаемого в настоящей работе.

Существует большое количество работ, отно-
сящихся к верификации систем с передачей со-
общений, основанных на темпоральной логике и
методе верификации model checking. Наиболее
близкое отношение к материалу, излагаемому в на-
стоящей статье, имеют работы [13–19]. Главным
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недостатком всех этих методов является их ограни-
ченная возможность: они позволяют верифициро-
вать только системы с конечным числом состояний.

Среди других подходов следует отметить те, ко-
торые основаны на использовании логики первого
порядка и верификации путем построения вспо-
могательных утверждений [20, 21], а также подхо-
ды, связанные с использованием процессной ал-
гебры [22–24].

Наиболее существенным недостатком всех этих
подходов является высокая сложность построения
доказательств корректности анализируемых сис-
тем.

2 Вспомогательные понятия

2.1 Термы

Будем считать, что заданы множество X пере-

менных, множество D значений, множество C кон-

стант и множество F функциональных символов.
Каждая константа из C интерпретирована некото-
рым значением из D и каждый функциональный
символ — некоторой операцией на D. Будем счи-
тать, что C содержит константы 0 и 1, а F содержит
булевы функциональные символы ∧,∨,→, кото-
рым соответствуют стандартные булевы операции
на {0, 1}.

Множество E термов определяется стандартным
образом. Переменные и константы являются тер-
мами. Другие термы имеют вид f(e1, . . . , en), где
f ∈ F и e1, . . . , en — термы. Для каждого e ∈ E
запись Xe обозначает множество всех переменных,
входящих в e.

Если X ⊆ X , то означиванием переменных из X
называется соответствие ξ, сопоставляющее каж-
дой переменной x ∈ X некоторое значение из D,
которое будем обозначать записью xξ. Множество
всех означиваний переменных из X будем обозна-
чать записью X•. Для каждого e ∈ E, каждого
X ⊇ Xe и каждого ξ ∈ X• запись eξ обозначает объ-
ект, называемый значением e на ξ и определяемый
стандартным образом. Будем считать термы e1 и e2
равными, если ∀ ξ ∈ (Xe1 ∪Xe2)

• eξ
1 = e

ξ
2.

Терм e называется формулой, если ∀ ξ ∈ X•
e зна-

чение eξ равно 0 или 1. Символ B обозначает
множество всех формул. Символы ⊤ и ⊥ обозна-
чают истинную и ложную формулу соответственно.
Формулы вида ∧(b1, b2), ∨(b1, b2) и т. д. будем запи-
сывать в более привычном виде b1 ∧ b2, b1 ∨ b2 и т. д.
Формулы вида b1∧. . .∧bn могут записываться также

в виде















b1
...

bn















.

2.2 Атомарные операторы

Будем считать, что задано множество N , эле-
менты которого рассматриваются как имена объ-
ектов, которые могут посылать или получать про-
цессы.

Атомарный оператор (АО) — это конструкция o
одного из трех перечисляемых ниже видов. Каждой
паре (o, ξ), где o — АО и ξ — означивание пе-
ременных, входящих в o, соответствует некоторое
действие oξ, неформально определяемое ниже.

1. Ввод — это АО вида α?x, где α ∈ N и x ∈ X .
Действие (α?x)ξ заключается в получении от
другого процесса объекта с именем α вместе с
присоединенным к этому объекту сообщением,
которое записывается в переменную x.

2. Вывод — это АО вида α!e, где α ∈ N и e ∈ E .
Действие (α!e)ξ заключается в посылке друго-
му процессу объекта с именем α, к которому
присоединено сообщение eξ.

3. Присваивание — это АО вида x := e, где x ∈
∈ X , e ∈ E . Действие (x := e)ξ заключается в
присваивании переменной x значения eξ.

Ниже будем использовать следующие обозначе-
ния:

– для каждого АО o записьXo обозначает множе-
ство всех переменных, содержащихся в o;

– если e ∈ E и o — присваивание, то запись o(e)
обозначает терм, определяемый следующим
образом: пусть o имеет вид (x := e′), тогда
o(e) получается из e заменой всех вхождений в
него переменной x на терм e′;

– если o — присваивание и ξ ∈ X•, где Xo ⊆
⊆ X ⊆ X , то запись ξ · o обозначает означива-
ние из X•, определяемое следующим образом:
пусть o = (x := e), тогда xξ·o = eξ и ∀ y ∈
∈ X \ {x} yξ·o = yξ.

Нетрудно доказать, что если o— присваивание и
e ∈ E, то для каждого ξ ∈ X•, гдеXo ∪Xe ⊆ X ⊆ X ,
будет верно равенство o(e)ξ = eξ·o. Данное равен-
ство доказывается индукцией по структуре терма e.

2.3 Операторы

Оператор — это запись O вида b[o1, . . . , on], где
b— формула, называемая предусловием оператораO
(данная формула будет обозначаться записью 〈O〉),
и o1, . . . , on — последовательность АО (данная по-
следовательность будет обозначаться записью [O]),
среди которых присутствует не более одного ввода
или вывода. Последовательность [O] может быть
пустой ([ ]).

ИНФОРМАТИКА И ЕЁ ПРИМЕНЕНИЯ том 8 выпуск 2 2014 57



А. М. Миронов

Если в [O] есть ввод (или вывод), то будем назы-
вать O оператором ввода (или вывода) и обозначать
записью NO имя, входящее в O. Если же в [O] нет
вводов и выводов, то будем называть O внутренним

оператором.
Если 〈O〉 = ⊤, то такое предусловие в записи

оператора O можно опускать.
Ниже будем использовать следующие обозначе-

ния.

1. Для каждого оператора O запись XO обознача-
ет множество всех переменных, содержащихся
в O.

2. Если O — оператор и b ∈ B, то запись O · b обо-
значает объект, который либо является форму-
лой, либо не определен. Данный объект опре-
деляется рекурсивно следующим образом. Если

[O]пуста, тоO ·bdef= 〈O〉∧b. Если [O] = o1, . . . , on,
где n ≥ 1, то обозначим записью O \ on опера-
тор, получаемый из O удалением последнего
АО, и

– если on = α?x, то

O · b
{

не определен для x ∈ Xb ;
def
=(O \ on) · b иначе;

– если on = α!e, то O · b def= (O \ on) · b;
– если on = (x := e), тоO · b def= (O \ on) · on(b).

3. Если O — внутренний оператор и ξ ∈ X•, где
XO ⊆ X ⊆ X , то запись ξ · O обозначает озна-
чивание изX•, определяемое следующим обра-

зом: если [O] пуста, то ξ · O def
= ξ, и если [O] =

= o1, . . . , on, где n ≥ 1, то ξ ·Odef= (ξ ·(O\on)) ·on.

Нетрудно доказать, что если операторO— внут-
ренний и b ∈ B, то для каждого ξ ∈ X•, где
XO ∪ Xb ⊆ X ⊆ X , такого что 〈O〉ξ = 1, будет
верно равенство (O · b)ξ = bξ·O. Данное равенство
доказывается индукцией по длине [O].

2.4 Конкатенация операторов

Пусть заданы операторы O1 и O2, причем хотя
бы один из них внутренний.

Конкатенацией O1 и O2 называется объект, обо-
значаемый записьюO1 ·O2, который либо является
оператором, либо не определен. Данный объект
определен в том и только в том случае, когда опре-
делена формула O1 · 〈O2〉, и в этом случае

O1 ·O2 def= (O1 · 〈O2〉) [[O1], [O2]] .

Нетрудно доказать, что конкатенация операто-
ров обладает следующими свойствами.

1. Если операторыO1,O2 и формула b таковы, что
определены все объекты в обеих частях равен-
ства

(O1 ·O2) · b = O1 · (O2 · b) ,
то данное равенство верно.

2. Если операторы O1, O2,O3 таковы, что опреде-
лены все объекты в обеих частях равенства

(O1 ·O2) ·O3 = O1 · (O2 ·O3) ,
то данное равенство верно.

3 Процессы с передачей
сообщений

3.1 Понятие процесса с передачей
сообщений

Процесс с передачей сообщений (называемый
также просто процессом) — это четверка P вида

P = (SP , s
0
P , TP , IP ) , (1)

компоненты которой имеют следующий смысл:

– SP — множество состояний процесса P ;

– s0P ∈ SP — начальное состояние процесса P ;

– TP — множество переходов процесса P , каждый

из которых имеет вид s1
O→ s2, где s1, s2 ∈ SP и

O — оператор;

– IP ∈ B \ {⊥} — предусловие процесса P .

Будем называть переход s1
O→ s2 вводом, выво-

дом или внутренним, если O является оператором
ввода, вывода или внутренним соответственно.

Для каждого процесса P

– записьXP обозначает множество, состоящее из

• всех переменных, входящих в какой-либо из
переходов из TP или в IP , и

• переменной atP , не входящей в переходы и
в IP , значениями которой являются состо-
яния из SP

– запись 〈P 〉 обозначает формулу (atP = s0P )∧IP .

Для каждого перехода t ∈ TP записи Ot, 〈t〉,
start (t) и end (t) обозначают оператор, форму-
лу и состояния, определяемые следующим обра-

зом: если t имеет вид s1
O→ s2, то Ot

def
= O,

〈t〉 def= (atP = s1) ∧ 〈O〉, start (t) def= s1, end (t)
def
= s2.

Если t — ввод или вывод, то запись Nt обозначает
имя NOt

.
Множество Xs

P существенных переменных про-
цесса P определяется как наименьшее (по включе-
нию) множество, удовлетворяющее следующим
условиям.
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– Xs
P содержит все переменные, содержащиеся в

предусловиях и выводах в операторах процес-
са P ;

– если P содержит АО x := e и x ∈ Xs
P , то Xs

P

содержит все переменные, входящие в e.

Процессу P соответствует помеченный граф
(обозначаемый тем же символом P ), вершинами
которого являются состояния из SP , а ребрами —

переходы из TP : каждому переходу s1
O→ s2 соот-

ветствует ребро из s1 в s2 с меткой O.

3.2 Действия процессов

Будем называть действием процесса (или просто
действием) запись одного из следующих трех видов:

(i) α?d, где α ∈ N и d ∈ D. Действие такого вида
называется получением объекта с именем α
вместе с присоединенным к этому объекту
сообщением d;

(ii) α!d, где α ∈ N и d ∈ D. Действие такого ви-
да называется посылкой объекта с именем α
вместе с присоединенным к этому объекту
сообщением d;

(iii) τ . Действие такого вида называется невиди-

мым действием.

Множество всех действий будем обозначать
символом A.

3.3 Выполнение процесса

Выполнение процесса (1) представляет собой об-
ход графа P , начиная с s0P , с выполнением АО, вхо-
дящих в метки проходимых ребер. На каждом шаге
i ≥ 0 этого обхода определены текущее состояние
si ∈ SP и текущее означивание ξi ∈ X•

P . Предпола-
гается, что s0 = s0P , 〈P 〉ξ0 = 1 и для каждого шага i
этого обхода atξi

P = si.
Выполнение процесса P на шаге i неформально

описывается следующим образом. Если в TP нет
переходов с началом в si, то P заканчивает свою
работу, иначе

– P недетерминированно выбирает переход t,
удовлетворяющий условиям: 〈t〉ξi = 1, и ес-
ли t — ввод или вывод, то в текущий момент
времени P имеет возможность принять или по-
слать соответственно объект с именемNt (т. е. в
этот же момент времени выполняется еще один
процесс, который в этот момент может послать
процессу P или принять от P соответственно
объект с именемNt). Если таких переходов нет,
то P временно приостанавливает свою работу
до того момента, когда появится хотя бы один

такой переход, и после возобновления своей
работы P недетерминированно выбирает один
из таких переходов;

– после последовательного выполнения всех АО,
входящих в операторOt выбранного перехода t,
P переходит в состояние end (t).

Выполнение каждого из АО o, входящих в [Ot],
заключается в выполнении некоторого действия
a ∈ A и замене текущего означивания ξ на озна-
чивание ξ′, которое будет считаться текущим после
выполнения этого АО. Выполнение АО o произво-
дится следующим образом:

– если o = α?x, тоP выполняет действие видаα?d

и xξ′ def
= d, ∀ y ∈ XP \ {x} yξ′ def

= yξ;

– если o = α!e, то P выполняет действие α!(eξ) и

ξ′
def
= ξ;

– если o = (x := e), то P выполняет действие τ и

xξ′ def
= eξ, ∀ y ∈ XP \ {x} yξ′ def

= yξ.

4 Реализации процессов

4.1 Реализации атомарных операторов
и последовательностей атомарных
операторов

Реализацией АО o называется тройка вида
(ξ, a, ξ′), удовлетворяющая следующим условиям:

– ξ, ξ′ ∈ X•, где Xo ⊆ X ⊆ X , и a ∈ A;

– если o = α?x, то a = α?(xξ′

) и ∀ y ∈ X \ {x}
yξ′

= yξ;

– если o = α!e, то a = α!(eξ) и ξ′ = ξ;

– если o = (x := e), то a = τ и ξ′ = ξ · o.

Пусть o1, . . . , on — последовательность АО, ко-
торая, возможно, пуста и содержит не более одно-
го ввода или вывода. Реализацией последователь-

ности o1, . . . , on называется произвольная тройка
вида (ξ, a, ξ′), удовлетворяющая следующим усло-
виям:

– ξ, ξ′ ∈ X•, где X ⊆ X , и a ∈ A;

– если n = 0, то ξ′ = ξ и a = τ , иначе существует
последовательность

(ξ0, a1, ξ1), (ξ1, a2, ξ2), . . . , (ξn−1, an, ξn), (2)

где ξ0 = ξ, ξn = ξ′, ∀ i = 1, . . . , n (ξi−1, ai, ξi) —
реализация oi и a = τ , если все ai в (2) равны τ ,
иначе a совпадает с тем из этих ai, который
отличен от τ .
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4.2 Реализации переходов

Пусть задан процесс P вида (1) и переход t ∈ TP .

Реализацией перехода t называется тройка
(ξ1, a, ξ2), где ξ1, ξ2 ∈ X•

P и a ∈ A, такая что 〈t〉ξ1 = 1
и (ξ1 · (atP := end (t)) , a, ξ2) является реализацией
[Ot].

Верны следующие свойства.

1. Если переход t — внутренний или вывод, то
для каждого ξ ∈ X•

P такого, что 〈t〉ξ = 1, суще-
ствуют единственные ξ′ ∈ X•

P и a ∈ A такие,
что (ξ, a, ξ′) — реализация t. Будем обозначать
такое ξ′ записью ξ · t.

2. Если переход t — ввод, то для каждого ξ ∈ X•
P

такого, что 〈t〉ξ = 1, и каждого d ∈ D существует
единственное ξ′ ∈ X•

P такое, что (ξ,Nt?d, ξ
′) —

реализация t. Будем обозначать такое ξ′ за-
писью ξ · td.

4.3 Реализации процессов

Реализацией процесса P называется граф P r,
имеющий следующие компоненты:

– вершинами графа P r являются означивания
из X•

P , а также еще одна вершина, обознача-
емая записью P 0;

– для каждой реализации (ξ1, a, ξ2) какого-либо
перехода из TP граф P r имеет ребро из ξ1 в ξ2 с
меткой a;

– для каждого ξ ∈ X•
P такого, что 〈P 〉ξ = 1, и каж-

дого ребра графа P r из ξ в ξ′ с меткой a данный
граф содержит ребро из P 0 в ξ′ с меткой a.

Будем обозначать множества вершин и ребер
графа P r записями Sr

P и T r
P соответственно. Также

будем использовать следующие обозначения: для
любой пары v, v′ вершин графа P r

– запись v1
a→ v2 обозначает ребро из v1 в v2 с

меткой a;

– запись v
τ∗

→ v′ означает, что v = v′ или
∃ v0, v1, . . . , vn : ∀ i = 1, . . . , n граф P r содержит
ребро vi−1

τ→ vi и v0 = v, vn = v
′;

– запись v
τ∗aτ∗

−→ v′ (где a ∈ A) означает, что
∃ v1, v2 : граф P r содержит ребро v1

a→ v2 и

v
τ∗

−→ v1, v2
τ∗

−→ v′.

5 Наблюдаемая эквивалентность
процессов

5.1 Понятие наблюдаемой
эквивалентности процессов

Будем называть процессы P1 и P2 наблюдаемо

эквивалентными, если P r
1 и P r

2 наблюдаемо экви-
валентны в смысле Милнера [1], т. е. существует
µ ⊆ Sr

P1
× Sr

P2
, удовлетворяющее следующим усло-

виям:

(i) (P 01 , P
0
2 ) ∈ µ;

(ii) если (v1, v2) ∈ µ и v1
τ→ v′1, то

∃ v′2 : v2
τ∗

→ v′2, (v
′
1, v

′
2) ∈ µ ;

если (v1, v2) ∈ µ и v2
τ→ v′2, то

∃ v′1 : v1
τ∗

→ v′1, (v
′
1, v

′
2) ∈ µ ;

(iii) если (v1, v2) ∈ µ и v1
a→ v′1, где a 6= τ , то

∃ v′2 : v2
τ∗aτ∗

−→ v′2, (v
′
1, v

′
2) ∈ µ ;

если (v1, v2) ∈ µ и v2
a→ v′2, где a 6= τ , то

∃ v′1 : v1
τ∗aτ∗

−→ v′1, (v
′
1, v

′
2) ∈ µ .

Большинство проблем, связанных с верифика-
цией дискретных систем, может быть сведено к
проблеме доказательства наблюдаемой эквивалент-
ности двух процессов. Как правило, первый из этих
процессов является моделью анализируемой систе-
мы, а второй — моделью какого-либо свойства этой
системы. В разд. 7 будет рассмотрен пример до-
казательства наблюдаемой эквивалентности двух
процессов, первый из которых является моделью
протокола скользящего окна, а второй — моделью
процесса, изображающего внешнее поведение это-
го протокола.

5.2 Метод доказательства наблюдаемой
эквивалентности процессов

Один из возможных методов доказательства
наблюдаемой эквивалентности двух процессов
основан на нижеследующей теореме. Для фор-
мулировки и доказательства этой теоремы введем
вспомогательные понятия и обозначения.

1. Пусть задан процесс P и пара состояний s, s′ ∈
∈ SP .

Составной переход (СП) из s в s′ — это последо-
вательность T переходов процесса P вида

s = s0
O1→ s1 ; s1

O2→ s2 ; . . . ; sn−1
On→ sn = s

′ (3)
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такая что средиO1, . . . , On не более одного опе-
ратора ввода или вывода и определены все кон-
катенации в выражении

(· · · (O1 ·O2) · · · ) ·On . (4)

Последовательность (3) может быть пустой,
в этом случае s = s′.

Если СП T не пуст и имеет вид (3), то запись
OT обозначает значение выражения (4), а если

T пуст, то OT
def
= [ ].

Будем использовать для СП те же понятия и
обозначения, что и для обычных переходов
(start (T ), end (T ), NT и т. п.). Будем называть
СП T вводом, выводом или внутренним, если
OT — оператор ввода, вывода или внутренний
соответственно.

Как и для обычных переходов, для СП мож-
но ввести понятие реализации, которое бу-
дет обладать свойствами, аналогичными свой-
ствам, изложенным в п. 4.2, в частности:

(a) если СП T — внутренний или вывод, то для
каждого ξ ∈ X•

P такого, что 〈T 〉ξ = 1, су-
ществуют единственные ξ′ ∈ X•

P и a ∈ A
такие, что (ξ, a, ξ′) — реализация T . Будем
обозначать такое ξ′ записью ξ · T ;

(б) если СП T — ввод, то для каждого ξ ∈ X•
P

такого, что 〈T 〉ξ = 1, и каждого d ∈ D су-
ществует единственное ξ′ ∈ X•

P такое, что
(ξ,NT ?d, ξ

′)— реализация T . Будем обозна-
чать такое ξ′ записью ξ · T d.

2. Если bи b′ — формулы, то запись b ≤ b′ является
сокращенной записью утверждения о том, что
формула b→ b′ истинна.

3. Если O1 и O2 — операторы и b ∈ B, то запись
(O1, O2) · b обозначает формулу, определяемую
излагаемым ниже рекурсивным определением,
в котором записи вида O \ o и o(b) обозначают
оператор и формулу соответственно, определя-
емые так же, как в п. 2.3.

Пусть [O1] = o1, . . . , on и [O2] = o′1, . . . , o
′
m, тогда

формула
(O1, O2) · b (5)

определяется следующим образом:

(a) 〈O1〉 ∧ 〈O2〉 ∧ b, если n = m = 0;

(б) (O1 \on, O2) ·on(b), если on — присваивание;

(в) (O1, O2 \ o′m) · o′m(b), если o′m — присваива-
ние;

(г) ((O1 \ on), (O2 \ o′m)) · b(z/x, z/y), если on =
= α?x, o′m = α?y и b(z/x, z/y) — формула,
получаемая из b заменой всех вхождений x

и y на новую переменную z (не входящую
в O1, O2 и b);

(д) ((O1 \ on), (O2 \ o′m)) · ((e1 = e2) ∧ b), если
on = α!e1 и o′m = α!e2;

(е) ⊥ в остальных случаях.

Теорема 1. Пусть Pi = (SPi
, s0Pi

, TPi
, 〈Pi〉) (i =

= 1, 2) — процессы, причем SP1 ∩ SP2 = ∅ и XP1∩
∩XP2 = ∅. Процессы P1 и P2 наблюдаемо эквива-

лентны, если существует совокупность {bs1s2 | si ∈
∈ SPi

(i = 1, 2)} формул с переменными из (XP1 ∪
∪XP2) \ {atP1 , atP2}, обладающих следующими свой-

ствами:

(i) 〈P1〉 ∧ 〈P2〉 ≤ bs0
P1

s0
P2

;

(ii) для каждого перехода s1
O→ s′1 процесса P1

и каждого состояния s2 ∈ SP2 существует со-
вокупность СП процесса P2, имеющая вид

{s2 Ti→ si
2 | i ∈ ℑ} и такая, что

bs1s2 ∧ 〈O〉 ≤ ∨
i∈ℑ
(O,OTi

) · bs′

1s
i
2
;

(iii) свойство, симметричное предыдущему свой-

ству: для каждого перехода s2
O→ s′2 процесса

P2 и каждого состояния s1 ∈ SP1 существует
совокупность СП процесса P1, имеющая вид

{s1 Ti→ si
1 | i ∈ ℑ} и такая, что

bs1s2 ∧ 〈O〉 ≤ ∨
i∈ℑ
(OTi

, O) · bsi
1s

′

2
.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Поскольку XP1 ∩XP2 = ∅, то
существует естественная биекция между X•

P1
×X•

P2
и (XP1 ∪XP2)

•. Ниже будем отождествлять эти два
множества.

Определим отношение µ ⊆ Sr
P1

× Sr
P2

:

µ
def
=

{

(ξ1, ξ2) ∈ X•
P1 ×X•

P2 | b
(ξ1,ξ2)

at
ξ1
P1

at
ξ2
P2

= 1

}

∪

∪
{

(P 01 , P
0
2 )
}

.

Докажем, чтоµ удовлетворяет условиям из п. 5.1.
Первое из этих условий непосредственно следу-

ет из определения µ.
Докажем второе и третье условия.
Пусть (v1, v2) ∈ µи v1

a→ v′1. Требуется доказать,
что

∃ v′2 : v2
aτ→ v′2, (v

′
1, v

′
2) ∈ µ , (6)

где

aτ =

{

τ∗, если a = τ ,

τ∗aτ∗, если a 6= τ .
Изложим доказательство лишь для случая v1 =

= P 01 (в случае v1 6= P 01 доказательство выглядит
аналогично).
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Если v1 = P 01 , то v2 = P 02 и согласно опреде-
лению P r

1 (см. п. 4.3) ∃ ξ1 ∈ X•
P1
: 〈P1〉ξ1 = 1 и

P r
1 содержит ребро ξ1

a→ ξ′1 = v′1, т. е. (ξ1, a, ξ′1) —

реализация перехода t вида s0P1
O1→ s′1 из TP1 .

Согласно п. (ii) в формулировке теоремы, су-

ществует совокупность {s0P2
Ti→ si

2 | i ∈ ℑ} СП
процесса P2 такая, что

bs0
P1

s0
P2

∧ 〈O1〉 ≤ ∨
i∈ℑ
(O1, OTi

) · bs′

1s
i
2
. (7)

Поскольку 〈P2〉 6= ⊥, то ∃ ξ2 ∈ X•
P2

: 〈P2〉ξ2 = 1,
поэтому

1 = 〈P1〉ξ1 ∧ 〈P2〉ξ2 =
= (〈P1〉 ∧ 〈P2〉)(ξ1,ξ2) ≤ b

(ξ1,ξ2)

s0P1
s0P2

(8)

(последнее неравенство верно на основании свой-
ства (i) в формулировке теоремы).

Согласно определению реализации перехода
верно равенство 〈O1〉ξ1 = 1, из которого, а так-
же из (7) и (8) следует, что для некоторого i ∈ ℑ
верно равенство

(

(O1, OTi
) · bs′

1s
i
2

)(ξ1,ξ2)

= 1 , (9)

которое в случае a = α?d следует понимать в
следующем смысле: для каждого означивания
ξ ∈ (XP1 ⊔ XP2 ⊔ {z})• (где z — переменная, упо-
мянутая в п. 3г определения из п. 5.2, можно счи-
тать, что z 6∈ (XP1 ⊔ XP2)), совпадающего с ξi на
XPi

(i = 1, 2), верно равенство:

(

(O1, OTi
) · bs′

1s
i
2

)ξ

= 1 .

Рассмотрим возможные виды a.

1. a = τ . В этом случае O1 — внутренний опера-
тор и

(

(O1, OTi
) · bs′

1s
i
2

)(ξ1,ξ2)

= bs′

1s
i
2

(ξ1·O1,ξ2·OTi
) . (10)

Равенство (10) является аналогом равенства,
приведенного в последнем абзаце п. 2.3, и дока-
зывается индукцией по общему числу АО в [O1] и
[O2].

Из (9) и (10) следует, что

bs′

1s
i
2

(ξ1·O1,ξ2·OTi
) = 1 . (11)

По определению µи ξ2 доказываемое соотноше-
ние (6) в рассматриваемом случае (v1 = P 01 ) следует
из соотношения:

∃ ξ′2 : ξ2
τ∗

→ ξ′2, b
(ξ′

1,ξ
′

2)

at
ξ′1
P1
at

ξ′2
P2

= 1 . (12)

Определим ξ′2
def
= (ξ2 ·(atP2 := si

2)) ·OTi
. Посколь-

ку at
ξ′

1

P1
= s′1 и ξ′1 = (ξ1 · (atP1 := s′1)) · O1, то (12)

следует из соотношений

ξ2
τ∗

→ (ξ2 · (atP2 := si
2)) ·OTi

; (13)

b
((ξ1·(atP1 :=s′

1))·O1,(ξ2·(atP2 :=si
2))·OTi

)

s′

1s
i
2

= 1 . (14)

Соотношение (13) следует из определений по-
нятия СП и конкатенации операторов, а также из
соотношений atξ2P2 = s0P2 и 〈OTi

〉ξ2 = 1. Первое из
этих соотношений является следствием равенства
〈P2〉ξ2 = 1, а второе обосновывается следующим
образом. Из определения формул вида (O1, O2) · b
следует, что соотношение (9) можно переписать в
виде:

(〈O1〉 ∧ 〈OTi
〉 ∧ b)(ξ1,ξ2) = 1 , (15)

где b— некоторая формула. ПосколькуXP1 ∩XP2 =
= ∅, то из (15) следует искомое соотношение
〈OTi

〉ξ2 = 1.
Соотношение (14) следует из (11) и из предпо-

ложения о том, что atP1 и atP2 не входят в bs′

1s
i
2
, O1

и OTi
.

2. a = α?d. В этом случае O1 — оператор ввода
и из (9) следует, что OTi

— тоже оператор ввода и
NOTi

= NO1 = α.
Используя обозначение, введенное в конце

п. 4.2, можно написать, что ξ′1 = ξ1 · td.

Определим ξ′2
def
= ξ2 · T d

i . Нетрудно доказать, что

ξ2
τ∗aτ∗

→ ξ′2, и доказываемое соотношение (6) следует
из равенства

b
(ξ1·t

d,ξ2·T
d
i )

s′

1s
i
2

= 1 , (16)

которое обосновывается следующим образом.
В рассматриваемом случаеO1 иOTi

можно пред-
ставить как конкатенации вида

O1 = (O
′
1 · [α?x]) ·O′′

1 ; OTi
= (O′

Ti
· [α?y]) ·O′′

Ti
.

Из определения формул вида (5) следует, что

(O1, OTi
) · bs′

1s
i
2
=

=
(

(O′
1 · [α?x]) ·O′′

1 , (O
′
Ti

· [α?y]) ·O′′
Ti

)

· bs′

1s
i
2
=

=
(

O′
1 · [α?x], O′

Ti
· [α?y]

)

·
(

(O′′
1 , O

′′
Ti
) · bs′

1s
i
2

)

=

= (O′
1, O

′
Ti
) ·
(

(

(

O′′
1 , O

′′
Ti

)

· bs′

1s
i
2

)

(

z

x
,
z

y

))

. (17)

Из (9) и (17) следует, что верно равенство

(

(

(

O′′
1 , O

′′
Ti

)

· bs′

1s
i
2

)

(

z

x
,
z

y

))(ξ1·O
′

1,ξ2·O
′

Ti
)

= 1 ,
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частным случаем которого является равенство

(

(

(

O′′
1 , O

′′
Ti

)

· bs′

1s
i
2

)

(

d

x
,
d

y

))(ξ1·O
′

1,ξ2·O
′

Ti
)

= 1 .

Последнее равенство можно переписать в виде:

(

(

O′′
1 , O

′′
Ti

)

· bs′

1s
i
2

)(ξ1·O
′

1·(x:=d),ξ2·O
′

Ti
·(y:=d))

= 1 ,

откуда следует равенство

(

bs′

1s
i
2

)(ξ1·O
′

1·(x:=d)·O′′

1 ,ξ2·O
′

Ti
·(y:=d)·O′′

Ti
)

= 1 . (18)

Нетрудно видеть, что левая часть в (18) совпада-
ет с левой частью доказываемого равенства (16).

3. a = α!d. В этом случае O1 — оператор вывода
и из (9) следует, что OTi

— тоже оператор вывода и
NOTi

= NO1 = α.

Определим ξ′2
def
= ξ2 · Ti. Для доказательства (6)

достаточно доказать соотношения

ξ2
τ∗aτ∗

−→ ξ′2 ; (19)

b
(ξ1·t,ξ2·Ti)

s′

1s
i
2

= 1. (20)

В рассматриваемом случаеO1 иOTi
можно пред-

ставить как конкатенации вида:

O1 = (O
′
1 · [α!e1]) ·O′′

1 ; (21)

OTi
= (O′

Ti
· [α!e2]) ·O′′

Ti
. (22)

Из определения формул вида (5) следует, что

(O1, OTi
) · bs′

1s
i
2
=

=
(

(O′
1 · [α!e1]) ·O′′

1 ,
(

O′
Ti

· [α!e2]
)

·O′′
Ti

)

· bs′

1s
i
2
=

=
(

O′
1 · [α!e1], O′

Ti
· [α!e2]

)

·
(

(

O′′
1 , O

′′
Ti

)

· bs′

1s
i
2

)

=

= (O′
1, O

′
Ti
) ·
{

e1 = e2
(

O′′
1 , O

′′
Ti

)

· bs′

1s
i
2

}

. (23)

Из (9) и (23) следует, что верно равенство

{

e1 = e2
(

O′′
1 , O

′′
Ti

)

· bs′

1s
i
2

}(ξ1·O
′

1,ξ2·O
′

Ti
)

= 1 ,

из которого следуют равенства

e
ξ1·O

′

1
1 = e

ξ2·O
′

Ti

2 ; (24)
(

(

O′′
1 , O

′′
Ti

)

· bs′

1s
i
2

)(ξ1·O
′

1,ξ2·O
′

Ti
)

= 1 . (25)

По предположению, (ξ1, α!d, ξ′1) является реали-

зацией перехода s0P1
O1→ s′1. Из представления O1 в

виде конкатенации (21) следует, что d = e
ξ1·O

′

1
1 , от-

куда согласно (24) получаем равенство d = e
ξ2·O

′

Ti

2 .
Из этого равенства и из представления OTi

в ви-
де конкатенации (22) следует, что (ξ2, α!d, ξ2 · Ti)
является реализацией СП Ti. Поскольку ξ2 · Ti =
= ξ′2 иα!d = a, то, следовательно, соотношение (19)
обосновано.

Соотношение (20) следует из (25).

Условия на µ, симметричные рассмотренным
условиям (т. е. вторые части условий на µ, изло-
женные в пп. (ii) и (iii) разд. 5.1, рассматриваются
аналогично.

6 Упрощение процессов
Понятие упрощения процессов предназначено

для решения проблемы понижения сложности ве-
рификации процессов.

Упрощение процесса P представляет собой по-
следовательность преобразований этого процесса,
каждое из которых производится согласно какому-
либо из излагаемых ниже правил. Каждое из этих
преобразований (кроме первого) производится над
результатом предыдущего преобразования. Резуль-

татом упрощения является результат последнего из
этих преобразований.

Правила упрощения определяются следующим
образом. Пусть задан процесс P .

Правило 1 (удаление состояний). Если s ∈ SP \{s0P}и

– совокупность переходов из TP с концом s имеет

вид s1
O1→ s, . . ., sn

On→ s;

– совокупность переходов из TP с началом s име-

ет вид s
O′

1→ s′1, . . ., s
O′

m→ s′m, и если все эти
переходы внутренние, то 〈O′

i〉 ∧ 〈O′
j〉 = ⊥ при

i 6= j;

– s 6∈ {s1, . . . , sn, s
′
1, . . . , s

′
m};

– ∀ i = 1, . . . , n, ∀ j = 1, . . . ,m ∃Oi ·O′
j ,

то изP удаляются состояние sи все переходы, нача-
лом или концом которых является s, и добавляются
переходы

si

Oi·O
′

j−−−−→ s′j (∀ i = 1, . . . , n, ∀ j = 1, . . . ,m) .
Правило 2 (склейка). Если P содержит пару перехо-

дов вида s1
O→ s2, s1

O→ s2 и [O] = [O′], то эта пара
заменяется на один переход из s1 в s2 с оператором
(〈O〉 ∨ 〈O′〉)[O].
Правило 3 (удаление несущественных присваиваний).

Если P содержит присваивание (x := e), где x 6∈
6∈ Xs

P , то данный АО удаляется из P .

Теорема 2. Если P ′ является упрощением P , то

P ′ ≈ P .
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7 Пример: верификация
протокола скользящего окна

В этом разделе излагается пример использова-
ния теоремы 1 для верификации протокола сколь-
зящего окна.

Протокол скользящего окна обеспечивает пе-
редачу сообщений от одного агента другому через
среду, в которой сообщения могут искажаться или
пропадать. В этом разделе рассматривается дву-
направленный протокол скользящего окна, в кото-
ром агенты могут посылать и принимать сообщения
друг от друга. Здесь не приводится детальное описа-
ние этого протокола, его можно найти в [11, п. 3.4.2]
(протокол с возвратом на n).

7.1 Структура протокола

Протокол скользящего окна является системой,
состоящей из нескольких взаимодействующих ком-
понентов, в том числе

– компонентов, которые осуществляют форми-
рование, посылку, получение, обработку со-
общений (эти компоненты называются агента-

ми, а сообщения, посылаемые одними агентами
другим агентам, называются кадрами);

– среды, через которую пересылаются кадры (эта
среда называется каналом).

Связь между этими компонентами представляется
в виде потокового графа (рис. 1).

Рис. 1 Потоковый граф

7.2 Кадры

Каждый кадр f , пересылаемый каким-либо из
агентов, содержит пакет x и два числа:

(1) s ∈ Zn
def
= {0, 1, . . . , n − 1} (где n — фиксиро-

ванное натуральное число), s ассоциировано с
пакетом x и с кадром f ;

(2) r ∈ Zn, r ассоциировано с последним полу-
ченным неискаженным кадром.

Для построения кадров используется функция ϕ:
каждый кадр имеет вид ϕ(x, s, r).

Для извлечения компонентов x, s, r из кадра
ϕ(x, s, r) используются функции info, seq и ack, эти
функции имеют следующие свойства:

info (ϕ(x, s, r)) = x ; seq (ϕ(x, s, r)) = s ;

ack (ϕ(x, s, r)) = r .

7.3 Окно

Агент содержит среди своих переменных массив
x[n], в компонентах которого могут содержаться
отправленные, но еще не подтвержденные пакеты.
Совокупность компонентов массива x, в которых
содержатся такие пакеты в текущий момент време-
ни, называется окном.

С окном связаны три переменных этого аген-
та: b (нижняя граница окна); s (верхняя граница
окна); w (количество пакетов в окне). Значения
переменных b, s и w принадлежат множеству Zn.
В начальный момент времени значения перемен-
ных b, s и w равны 0.

В любой момент времени окно может быть пус-
тым (если b = s) или не пустым (если b 6= s). В по-
следнем случае окно состоит из элементов мас-
сива x с индексами из [b, s[, где [b, s[ обозначает
множество

– {b, b+ 1, . . . , s− 1}, если b < s ;

– {b, b+ 1, . . . , n} ∪ {0, 1, . . . , s− 1}, если s < b.

Добавление нового пакета к окну происходит
путем выполнения следующих действий: данный
пакет записывается в компоненту x[s], s увеличи-
вается на 1 по модулю n (т. е. новое значение s
полагается равным s + 1, если s < n − 1, и 0, ес-
ли s = n − 1) и w увеличивается на 1. Удаление
пакета из окна происходит путем выполнения сле-
дующих действий: b уменьшается на 1 по модулю n,
w уменьшается на 1 (т. е. удаляется тот пакет, номер
которого равен нижней границе окна).

Если агент получает кадр, третья компонента r
которого (т. е. номер подтверждения) такова, что
r ∈ [b, s[, то все пакеты в окне с номерами из [b, r[
рассматриваются как подтвержденные и удаляются
из окна (даже если их подтверждения не получены).

7.4 Таймеры

Каждая компонента x[i] массива x связана с
соответствующим таймером, который определяет
продолжительность ожидания подтверждения от
другого агента получения им пакета, содержащего-
ся в компоненте x[i]. Совокупность этих таймеров
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рассматривается как процесс Timer, который име-
ет массив t[n] булевых переменных. Процесс Timer
имеет одно состояние и переходы, помеченные сле-
дующими операторами:

– [start?i, t [i] := 1];

– [stop?i, t [i] := 0];

– (t [j] = 1)[timeout ! j, t [j] := 0], где j = 0, . . .
. . . , n− 1.

Предусловие имеет вид t = (0, . . . , 0).
Если агент получает объект с именем timeout от

таймера, то этот агент посылает еще раз все пакеты
из своего окна.

7.5 Агенты

Поведение обоих агентов описывается одним и
тем же процессом, сочетающим функции отправи-
теля и получателя. Это поведение представляется
блок-схемой (рис. 2), где

– ∀ i ∈ {0, n− 2} i+
n
1
def
= i+1 и (n− 1)+

n
1
def
= 0,

– send обозначает список АО






C !ϕ(x[s], s, r−
n
1)

start ! s

s := s+
n
1






;

– ∀ i, j ∈ {0, n − 1} i−
n
j
def
= i−j, если i−j ∈

∈ {0, n− 1}, и n+ i−j иначе;

– символ ∗ обозначает искаженное сообщение,

– значение переменной enable равно 1, если агент
имеет возможность получать новые пакеты от
сетевого уровня (т. е. w < n− 1), и 0 иначе.

Процессы Agent1 и Agent2 получаются путем
несложного преобразования этой блок-схемы с до-
бавлением соответствующего индекса (1 или 2) к их
переменным и именам.

7.6 Спецификация

Внешние действия описанного выше протокола
(т. е. действия, которые связаны со взаимодействи-
ем с сетевым уровнем) имеют вид In1?d, In2?d,
Out1!d и Out2!d. Предположим, что учитываются
только внешние действия In1?d и Out2!d и игнори-
руются другие внешние действия (т. е. рассматрива-
ется передача только в одном направлении — слева
направо). Докажем, что такое поведение эквива-
лентно поведению процесса Bn−1, который назы-
вается «буфер, вмещающий не более n− 1 кадров»
и определяется следующим образом:

– переменными Bn−1 являются

• массив (x[0], . . . , x[n−1]), тип элементов ко-
торого совпадает с типом кадров протокола;

• переменные r, s и u, значения которых при-
надлежат Zn и имеют следующий смысл:
в каждый момент времени

∗ значение u равно числу кадров, содержа-
щихся в буфере;

∗ значения r и s могут быть интерпретиро-
ваны как нижняя и верхняя границы той
части массива x, где содержатся получен-
ные кадры, которые пока еще не были
выведены из буфера;

– Bn−1 имеет одно состояние и два перехода с
метками

Рис. 2 Блок-схема
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(u < n− 1) [In?x[s], s := s+
n
1, u := u+ 1] ;

(u > 0) [Out !x[r], r := r+
n
1, u := u− 1] ;

– предусловие имеет вид r = s = u = 0.

7.7 Процесс, соответствующий протоколу

Процесс, описывающий поведение этого про-
токола с учетом указанного выше ограничения
(при котором игнорируются действия вида In2?d
и Out1!d), определяется как параллельная компо-
зиция процессов, соответствующих компонентам
этого протокола, с удалением АО, относящихся к
игнорируемым взаимодействиям.

Определение параллельной композиции про-
цессов будет изложено лишь для пары процессов
(параллельная композиция произвольного числа
процессов определяется аналогично).

Пусть P1 и P2 — процессы, такие что S1 ∩S2 = ∅
иXP1∩XP2 = ∅. Параллельной композицией процес-
совP1 иP2 называется процессP = (SP , s

0
P , TP , IP ),

определяемый следующим образом:

SP
def
= S1 × S2 ; s

0
P
def
= (s01, s

0
2) , IP

def
= I1 ∧ I2 ,

и TP состоит из следующих переходов:

– для каждого перехода s1
O→ s′1 процесса P1 и

каждого состояния s процесса P2 процесс P

содержит переход (s1, s)
O→ (s′1, s);

– для каждого перехода s2
O→ s′2 процесса P2 и

каждого состояния s процесса P1 процесс P

содержит переход (s, s2)
O→ (s, s′2);

– для каждой пары переходов вида






s1
O1→ s′1 ∈ TP1 ;

s2
O2→ s′2 ∈ TP2 ,

где один из операторов O1, O2 имеет вид
O′
1 · [α?x] ·O′′

1 , а другой —O′
2 · [α!e] ·O′′

2 , P имеет

переход (s1, s2)
O→ (s′1, s′2), где 〈O〉 = 〈O1〉∧〈O2〉

и
[O] = O′

1 ·O′
2 · [x := e] ·O′′

1 ·O′′
2 .

7.8 Верификация

С использованием упрощающих преобразова-
ний, описанных в разд. 6, можно преобразовать
процесс, соответствующий протоколу, в процесс P
с одним состоянием и переходами, помеченными
следующими операторами:

– (w < n − 1) [In?x[s], M1 := M1 · ϕ(x[s], s, . . .),
s := s+

n
1, w := w + 1];

– (M1 6= ε) ∧
(

seq
(

�M1

)

= r
)

[

Out ! info
(

�M1

)

,

r := r+
n
1, M1 :=M

′
1

]

;

– (M2 6= ε) ∧
(

ack
(

�M2

)

∈ [b, s[
)

[

b :=

:= ack
(

�M2

)

+
n
1, w := s−

n
b, M2 :=M

′
2

]

;

– [M1 := M1 · ϕ(x[b], b, . . .), . . . ,M1 := M1·
· ϕ(x[s−

n
1], s−

n
1, . . .)];

– (M1 6= ε) [M1 :=M ′
1];

– (M2 6= ε) [M2 :=M ′
2];

– [M2 :=M2 · ϕ(. . . , . . . , r−
n
1)],

где многоточия обозначают те компоненты тер-
мов, которые являются несущественными, и сим-
волы Mi, �Mi, M ′

i , · и ε имеют следующий смысл:

– M1 и M2 — переменные процесса Channel,
значения этих переменных являются списка-
ми кадров, полученных процессом Channel (Mi

содержит кадры, полученные от агента Agenti),
каждый полученный кадр добавляется в конец
соответствующего списка;

– �Mi (i = 1, 2) — терм, значение которого равно
первому компоненту списка Mi;

– M ′
i (i = 1, 2) — терм, значение которого равно

спискуMi, из которого удален первый элемент;

– · — функция добавления кадра в конец списка;

– ε — константа, значением которой является
пустой список.

Для доказательства того, что процесс P на-
блюдаемо эквивалентен процессу Bn−1, определим
формулу bs1s2 , где s1 — единственное состояние
процесса P и s2 — единственное состояние процес-
са Bn−1, как конъюнкцию следующих формул:

– (M1 6= ε) ∧
(

seq
(

�M
)

= r
)

⇒ u > 0;

– ∀ f ∈M1 info (f) = x[seq (f)];

– ∀ f ∈M2 ack (f) ∈ [b−
n
1, r[;

– [r, s[ ⊆ [b, s[;
– w = s−

n
b ≤ n− 1;

– u = s−
n
r ≤ w;

– если значение M2 равно f1 · · · fk, то последо-
вательность ack (f1) , . . . , ack (fk) является мо-
нотонно возрастающей (mod n) подпоследова-
тельностью последовательности [b−

n
1, r[

(последняя запись не является формулой, но может
быть представлена в виде формулы). Нетрудно про-
верить, что bs1s2 удовлетворяет условиям теоремы 1,
что доказывает наблюдаемую эквивалентность про-
цессов P и Bn−1.
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Метод доказательства наблюдаемой эквивалентности процессов с передачей сообщений

8 Заключение

Понятие процесса с передачей сообщений, из-
ложенное в настоящей работе, может рассматри-
ваться как формальная модель взаимодействующих
нерекурсивных программ. В статье было изложе-
но достаточное условие наблюдаемой эквивалент-
ности процессов с передачей сообщений. Следу-
ющими шагами исследований в этом направлении
могут быть, например, следующие.

– нахождение необходимых и достаточных усло-
вий наблюдаемой эквивалентности процессов
с передачей сообщений;

– обобщение введенного понятия до такого поня-
тия процесса с передачей сообщений, которое
может служить формальной моделью взаимо-
действующих рекурсивных программ, и нахож-
дение необходимых и достаточных условий на-
блюдаемой эквивалентности таких процессов.
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Abstract: The article deals with the problem of proving observational equivalence for the class of computational
processes called the processes with message passing. These processes can execute actions of the following forms:
sending or receiving the messages, checking the logical conditions, and updating the values of internal variables of
the processes. The main result is the theorem that reduces the problem of proving observational equivalence of a
pair of processes with message passing to the problem of finding formulas associated with pairs of states of these
processes, satisfying certain conditions that are associated with transitions of these processes. This reduction is a
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О ПОЛИНОМИАЛЬНОЙ РАЗРЕШИМОСТИ

УЛЬТРАМЕТРИЧЕСКИХ ВЕРСИЙ

НЕКОТОРЫХ NP-ТРУДНЫХ ЗАДАЧ

М. Г. Адигеев1

Аннотация: Статья посвящена анализу важных частных случаев задачи коммивояжера и задачи Штейнера.
Обе эти задачи являются NP-трудными даже в метрическом случае, т. е. для графов, у которых функция
стоимости ребер удовлетворяет неравенству треугольника. Более строгим ограничением является уси-

ленное неравенство треугольника: ∀x, y, z ∈ X c(x, z) ≤ max{c(x, y), c(y, z)}. Метрические функции,
удовлетворяющие такому условию, называются ультраметрическими. В статье на основе анализа графов
с ультраметрической функцией стоимости ребер разработан алгоритм, позволяющий построить для та-
кого графа гамильтонов цикл минимальной стоимости за время O(n2), где n — число вершин графа.
Для задачи Штейнера показано, что при ультраметрической функции стоимости ребер минимальное
дерево Штейнера содержит только терминальные вершины и поэтому также может быть построено за
полиномиальное время как минимальное остовное дерево на подграфе исходного графа.

Ключевые слова: ультраметрическая функция; усиленное неравенство треугольника; задача коммивоя-
жера; дерево Штейнера; полиномиальные алгоритмы
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1 Введение

В статье рассматривается вопрос о полиноми-
альной разрешимости частных случаев известных
вычислительно сложных задач — задачи коммивоя-
жера и задачи Штейнера. Известно [1], что в общем
случае обе эти задачи являются NP-трудными, т. е.
в настоящее время не известны алгоритмы, нахо-
дящие точное решение этих задач за полиномиаль-
ное время (и, более того, есть основания полагать,
что таких алгоритмов не существует в принципе).
Эти задачи остаются NP-трудными даже при на-
ложении значительных ограничений на исходные
данные — в том числе при условии, что функция
стоимости ребер удовлетворяет неравенству тре-
угольника. Более строгим ограничением являет-
ся усиленное неравенство треугольника: ∀x, y, z ∈
∈ X c(x, z) ≤ max{c(x, y), c(y, z)}. Метрические
функции, удовлетворяющие такому условию, назы-
ваются ультраметрическими. Например, подобные
функции возникают при решении одной из ключе-
вых задач вычислительной биологии — вычислении
филогенетического дерева, отражающего эволюци-
онные связи между современными видами [2–5], а
также в задачах управления кэшированием дан-
ных [6], разработки и анализа нейроподобных се-
тей [7].

В работе Д. Гасфилда [3] приведен алгоритм,
имеющий временн‚ую сложность O(n2) (n — число

вершин графа) и строящий цепь на графе с ультра-
метрической функцией стоимости. Эта цепь ока-
зывается минимальной гамильтоновой цепью, хотя
данный факт не используется в дальнейших по-
строениях Гасфилда. Таким образом, из получен-
ных в [3] результатов следует полиномиальная раз-
решимость незамкнутой ультраметрической задачи
коммивояжера, однако приведенный алгоритм не
обобщается на ультраметрические версии других
NP-трудных задач.

В данной работе, отталкиваясь от результата [3],
предлагается метод, позволяющий строить поли-
номиальные по времени алгоритмы для замкнутого
варианта задачи коммивояжера и для задачи Штей-
нера.

2 Определения

Дадим необходимые определения. Пусть
G(V,E) — неориентированный связный граф и
c : E → R+ — функция стоимости, заданная на
ребрах графа G. Стоимость цепи, цикла или дерева
на графе определяется как сумма стоимостей ребер,
входящих в эту цепь, цикл или дерево.

Цепь (цикл) на графе называется гамильтоно-

вой, если она ровно по одному разу проходит через
каждую вершину графа.

1Южный федеральный университет, madi@math.sfedu.ru
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Незамкнутая задача коммивояжера: для заданно-
го графаG и функции стоимости c найти гамильто-
нову цепь минимальной стоимости.

Замкнутая задача коммивояжера: для заданного
графаG и функции стоимости c найти гамильтонов
цикл минимальной стоимости.

Известно [1, 8], что как замкнутая, так и неза-
мкнутая задачи коммивояжера являются NP-труд-
ными, т. е. для этих задач в общем виде в настоящее
время не существует полиномиальных по времени
точных алгоритмов решения.

Задача коммивояжера остается NP-трудной да-
же при рассмотрении важного частного случая —
метрической задачи коммивояжера, т. е. варианта,
в котором функция стоимости ребер удовлетворяет
требованиям к метрическим функциям:

– неотрицательность:

∀x, y ∈ X c(x, y) ≥ 0 ;
c(x, y) = 0⇔ x = y ;

– симметричность:

∀x, y ∈ X c(x, y) = c(y, x) ;

– неравенство треугольника:

∀x, y, z ∈ X c(x, z) ≤ c(x, y) + c(y, z) .

Иногда рассматривают более общий вариант за-
дачи, допуская прохождение через каждую верши-
ну более одного раза. В [9] показано, что в случае
метрической задачи это обобщение не является су-
щественным: оптимальный цикл (или цепь) прохо-
дит через каждую вершину ровно один раз даже в
том случае, если разрешено проходить более одного
раза.

Другим частным случаем задачи коммивояжера
является задача с ультраметрической функцией сто-
имости. Метрическая функция называется ульт-
раметрической, если помимо приведенных выше
условий неотрицательности и симметричности она
удовлетворяет также усиленному неравенству тре-

угольника:

∀x, y, z ∈ X c(x, z) ≤ max {c(x, y), c(y, z)} .

В работе [3] приведен алгоритм, который за по-
линомиальное (O(n2), гдеn— число вершин графа)
время строит на графе гамильтонову цепь (алго-
ритм îÁÊÔÉçÁÍÉÌØÔÏÎÏ×ÕãÅÐØ в данной статье). Та-
ким образом, незамкнутая задача коммивояжера на
графах с ультраметрической функцией стоимости
является полиномиально разрешимой. В данной
работе на основе результатов [3] показано, что по-
линомиально разрешимым является также и замк-
нутый вариант задачи коммивояжера с ультрамет-
рической функцией стоимости ребер.

Обобщением задачи коммивояжера является за-
дача нахождения минимального остова ограничен-
ной степени [1, 10]: для заданного графа G, функ-
ции стоимости c и натурального числа k найти
остовное дерево, у которого степени всех вершин
не превосходят k и которое имеет минимальную
стоимость среди деревьев такого вида. При k = 2
эта задача преобразуется в незамкнутую задачу ком-
мивояжера и, таким образом, является NP-трудной
в случае произвольной функции c. Из [3] немед-
ленно следует, что эта задача также полиномиально
разрешима для ультраметрических графов.

Еще одной известной NP-трудной (в общем слу-
чае) задачей является построение минимального
дерева Штейнера [1]. Деревом Штейнера для за-
данного графа G(V,E) и множества терминальных

вершин X ⊆ V называется подграф графа G, явля-
ющийся деревом и содержащий все терминальные
вершины. Требуется построить дерево Штейнера,
имеющее минимальную стоимость (т. е. минималь-
ное дерево Штейнера). В данной работе показа-
но, что в случае ультраметрической функции сто-
имости минимальное дерево Штейнера содержит
только терминальные вершины и поэтому является
минимальным остовным деревом на подграфе, по-
рожденном множеством терминальных вершин. Из
этого следует, что такое дерево может быть постро-
ено за полиномиальное время (например, алгорит-
мом Краскала или Прима).

3 Алгоритмы
для ультраметрических графов

Пусть G(V,E) — неориентированный связный
граф и c : E → R+ — функция стоимости, заданная
на ребрах графа G и удовлетворяющая требовани-
ям к ультраметрическим функциям. В этом случае
граф G без потери общности можно считать пол-
ным. Положим также c(v, v) = 0 для любой вер-
шины v. Для упрощения формулировок всюду в
данной статье треугольником (u, v, w) будем назы-
вать подграф графа G, порожденный множеством
вершин {u, v, w}, т. е. состоящий из этих вершин и
из ребер, соединяющих эти вершины между собой.

3.1 Построение минимальной
гамильтоновой цепи

Полученные в данной работе результаты осно-
ваны на алгоритме Гасфилда [3]. Этот алгоритм
приведен (с изменением обозначений на использу-
емые в данной статье) ниже в виде процедуры îÁÊ-
ÔÉçÁÍÉÌØÔÏÎÏ×ÕãÅÐØ. Процедура получает на входе

ИНФОРМАТИКА И ЕЁ ПРИМЕНЕНИЯ том 8 выпуск 2 2014 71



М. Г. Адигеев

графG(V,E) сn вершинами и за времяO(n2) строит
гамильтонову цепь P минимальной стоимости.

Процедура îÁÊÔÉçÁÍÉÌØÔÏÎÏ×ÕãÅÐØ(G)

1. U := V .

2. Положить P равным пустому пути.

3. Произвольно выбрать вершину v ∈ V .

4. Повторить n− 1 раз:

(а) Удалить v из U .

(б) Найти вершину w ∈ U такую, что
c(v, w) ≤ c(v, u) для всех u ∈ U .

(в) Добавить дугу (v, w) в P .

(г) v := w.

Поскольку гамильтонова цепь является частным
случаем остовного дерева и удовлетворяет ограни-
чениям на степень вершины при любом k > 1, из
результата [3] немедленно следует

Утверждение. Для неориентированного графа
G(V,E) с ультраметрической функцией стоимости
и произвольного натурального числа k > 1 ми-
нимальное остовное дерево со степенями вершин,
меньшими или равными k, может быть найдено за
время O(|V |2).

3.2 Преобразование треугольника

Алгоритм îÁÊÔÉçÁÍÉÌØÔÏÎÏ×ÕãÅÐØ за полино-
миальное время решает незамкнутую задачу комми-
вояжера. Однако он не адаптируется напрямую для
решения других задач, рассматриваемых в данной
статье. Их решение начнем с операции, которую
будем называть «преобразование треугольника».

Пусть H — подграф графа G и для тройки вер-
шин r, v и w ребра (r, v) и (r, w) принадлежат H,
а ребро (v, w) не принадлежит. Преобразование
треугольника (r, v, w) заключается в следующем:

Процедура ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔØôÒÅÕÇÏÌØÎÉË(H, r, v, w)

1. Из ребер (r, v) и (r, w) выбрать такое, сто-
имость которого больше или равна c(v, w).
Если этому требованию удовлетворяют оба
ребра, то выбрать любое из них.

2. Удалить из H выбранное в п. 1 ребро.

3. Добавить к H ребро (v, w).

Рисунок 1 иллюстрирует преобразование тре-
угольника для случая c(r, v) ≥ c(v, w). Пунктиром
показаны ребра, не принадлежащие H .

Заметим, что на шаге 1 алгоритма ðÒÅÏÂÒÁÚÏ-
×ÁÔØôÒÅÕÇÏÌØÎÉË требуется выбрать ребро, удов-

Рис. 1 Преобразование треугольника

летворяющее определенному условию. Поэтому
необходимо обосновать допустимость этого пре-
образования, т. е. показать, что такое ребро всегда
найдется.

Теорема 1. Если функция стоимости является

ультраметрической, то для любых (r, v, w) преобра-

зование треугольника является допустимым и в ре-

зультате его выполнения стоимость подграфа H не

увеличивается.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Для обоснования допусти-
мости преобразования треугольника необходимо и
достаточно показать, что на шаге 1 всегда найдется
ребро, принадлежащееH (т. е. (r, v) или (r, w)), сто-
имость которого больше или равна стоимости ребра
(v, w). Но это следует из усиленного неравенства
треугольника

c(v, w) ≤ max{c(r, v), c(r, w)}.

В силу правила выбора ребра на шаге 1 при за-
мене этого ребра на ребро (v, w) общая стоимость
подграфа H не увеличится. Теорема 1 доказана.

3.3 Задача коммивояжера

Алгоритм решения замкнутой задачи коммиво-
яжера основан на применении полиномиального по
времени алгоритма для построения гамильтоновой
цепи — алгоритма îÁÊÔÉçÁÍÉÌØÔÏÎÏ×ÕãÅÐØ.

Для построения и обоснования алгоритма ре-
шения замкнутой задачи коммивояжера введем до-
полнительные обозначения и докажем два вспомо-
гательных утверждения.

Пусть G(V,E) — неориентированный граф, на
ребрах которого задана ультраметрическая функция
стоимости c. Обозначим:

cmax = max
e∈E

c(e) ; Emax = {e ∈ E : c(e) = cmax} .

Лемма 1. Любая вершина v ∈ V инцидентна ребру из

Emax.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Выберем произвольную вер-
шину v ∈ V и произвольное ребро e = (u,w) ∈
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∈ Emax. Рассмотрим треугольник (u, v, w). В этом
треугольнике реброe = (u,w)имеет стоимостьcmax.
Поэтому, по усиленному неравенству треугольника,
как минимум одно из ребер (v, u) или (v, w) также
имеет стоимость cmax. Лемма 1 доказана.

Лемма 2. Множество V можно разбить на непе-

ресекающиеся подмножества (кластеры) V1, . . . , Vk

таким образом, что

1. ∀i 6= j, ∀u ∈ Vi, ∀v ∈ Vj выполняется c(u, v) =
= cmax.

2. ∀i и ∀u, v ∈ Vi выполняется c(u, v) < cmax.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Для любой вершины v через
R(v) обозначим множество вершин, соединенных
с v ребрами со стоимостью, меньшей cmax: R(v) =
= {u ∈ V : c(u, v) < cmax}. Заметим, что каждое
множество R(v) не пусто, поскольку v ∈ R(v). Для
доказательства леммы достаточно показать, что для
различных вершин u, v ∈ V множества R(u) и R(v)
либо не пересекаются, либо совпадают. Покажем
это методом от противного.

Предположим, что существуют две вершины u
и v (u 6= v), для которых R(u) и R(v) пересекают-
ся, но не совпадают. Тогда существуют вершины x
и y, не совпадающие ни с u, ни с v, такие что:
x ∈ R(u)∩R(v) и y ∈ R(u) \R(v). Рассмотрим под-
граф, образованный вершинами v, x и y. Так как
y 6∈ R(v), то c(v, y) = cmax. В соответствии с уси-
ленным неравенством треугольника как минимум
одно из ребер (v, x) или (x, y) также должно иметь
стоимость cmax. Но x ∈ R(v), поэтому c(v, x) <
< cmax. Следовательно, c(x, y) = cmax. Но, с другой
стороны, в подграфе, образованном вершинами u,
x и y, стоимость каждого из ребер (u, x) и (u, y)
меньше cmax, поскольку x, y ∈ R(u). Это в соче-
тании с c(x, y) = cmax противоречит усиленному
неравенству треугольника.

Таким образом,R(u)иR(v) либо не пересекают-
ся, либо совпадают. Поэтому в качестве кластеров
можно взять различные множества вида R(v), v ∈
∈ V . Лемма 2 доказана.

Лемма 3. Пусть V =
k
⋃

i=1

Vi — разбиение множества

вершин на кластеры и Gi (i = 1, . . . , k) — подграфы,

порожденные этими кластерами. Тогда любой ми-

нимальный гамильтонов цикл Z∗ на графе G может

быть представлен в виде

P1, e1, P2, e2, . . . , ek−1, Pk, ek , (1)

где Pi (i = 1, . . . , k)— минимальные гамильтоновы
цепи на Gi и ребра ei принадлежат Emax (рис. 2).
И наоборот, любой гамильтонов цикл, имеющий
такой вид, является минимальным.

Рис. 2 Структура минимального гамильтонова цикла на
ультраметрическом графе

Д о к а з а т е л ь с т в о_ Для того чтобы доказать лем-
му, достаточно показать, что любой минимальный
гамильтонов цикл Z∗ имеет следующую структуру:

(i) заходя в какой-либо кластер Gi, выходит из
него только после полного обхода всех вер-
шин кластера. Иными словами, Z∗ заходит и
выходит из каждого кластера ровно по одно-
му разу;

(ii) внутри кластера Z∗ проходит по минималь-
ной гамильтоновой цепи.

Рассмотрим гамильтонов цикл Z, не удовлетво-
ряющий условию (i). Тогда Z имеет вид, изобра-
женный на рис. 3, а, где ребра e1, . . . , e4 имеют сто-
имость cmax, так как соединяют вершины разных
кластеров (кластер изображен овалом).

Преобразуем данный цикл так, как изображено
на рис. 3, б. Здесь ребра e1, e5 и e6 также имеют сто-
имость cmax, а стоимость ребра e7 меньше cmax, так
как оно находится внутри кластера. Допустимость
преобразования следует из полноты графа G (т. е.
ребро e7 обязательно существует) и леммы 1 (су-
ществуют требуемые для преобразования ребра e5
и e6). В результате получим гамильтонов цикл мень-
шей стоимости. Это означает, что исходный цикл
не был минимальным.

Если для гамильтонова циклаZ выполняется (i),
но нарушается условие (ii), то Z не минимален,
поскольку можно заменить его фрагмент внутри
кластера на минимальную гамильтонову цепь и по-
лучить гамильтонов цикл меньшей стоимости.

Верно и обратное утверждение. Действитель-
но, если гамильтонов цикл Z имеет вид (1), то он
совпадает по стоимости с одним из минимальных
гамильтоновых циклов и, следовательно, сам явля-
ется минимальным. Лемма 3 доказана.
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Рис. 3 Преобразование цикла, не удовлетворяющего условию (i)

Теорема 2. Для неориентированного графа G(V,E) с

ультраметрической функцией стоимости минималь-

ный гамильтонов цикл может быть найден за время

O(|V |2).
Д о к а з а т е л ь с т в о . Для нахождения минималь-
ного гамильтонова цикла применим алгоритм îÁÊ-
ÔÉçÁÍÉÌØÔÏÎÏ×ãÉËÌ, приведенный ниже.

Процедура îÁÊÔÉçÁÍÉÌØÔÏÎÏ×ãÉËÌ(G)

1. Построить кластеры {V1, . . . , Vk}.

Пусть Gi(i = 1, . . . , k) — подграфы, поро-
жденные кластерами Vi.

2. Для каждого i от 1 до k на графеGi построить
минимальную гамильтонову цепь Pi с по-
мощью процедуры îÁÊÔÉçÁÍÉÌØÔÏÎÏ×ÕãÅÐØ.

3. Построить гамильтонов цикл Z, последова-
тельно соединив для каждого i конец цепиPi

с началом цепи Pi+1 ребром из Emax (конец
Pk соединяется с началом P1), т. е. цикл Z
должен выглядеть как на рис. 2.

В силу леммы 2 всегда существует требуемое на
шаге 1 разбиение множества вершин на кластеры.
В силу леммы 1 на шаге 3 существует возможность
соединить концы и начала построенных цепей тре-
буемым образом. Из леммы 3 следует, что цикл Z
совпадает по виду с минимальным гамильтоновым
циклом и, следовательно, сам является минималь-
ным.

Оценим временн‚ую сложность алгоритма.
Шаг 1 (разбиение на кластеры) можно выпол-
нить, обходя граф поиском в глубину по ребрам
из E \ Emax. Каждая компонента связности, вы-
деляемая при таком обходе, соответствует кластеру.
Поэтому временн‚ая сложность шага 1 совпадает
со сложностью поиска в глубину и не превышает
O(|V |2).

На шаге 2 процедура îÁÊÔÉçÁÍÉÌØÔÏÎÏ×ÕãÅÐØ
вызывается k раз. Пусть ni = |Vi| (i = 1, . . . , k).
Тогда временн‚ая сложность шага 2 оценивается как

O

(

k
∑

i=1

ni
2

)

, что не превышает O

(

(

k
∑

i=1

ni

)2
)

, т. е.

O
(

|V |2
)

. Очевидно, что шаг 3 также может быть
выполнен за время O(|V |2). Теорема 2 доказана.

3.4 Задача Штейнера

Покажем, что в случае ультраметрической функ-
ции стоимости минимальное дерево Штейнера со-
впадает с минимальным остовным деревом под-
графа, порожденного множеством терминальных
вершин (т. е. графа, состоящего из множества тер-
минальных вершин и множества всех ребер, соеди-
няющих терминальные вершины друг с другом).
Таким образом, минимальное дерево Штейнера
для графа с ультраметрической функцией стои-
мости можно строить за полиномиальное время
уже известными алгоритмами (например, алгорит-
мом Прима).

Теорема 3. Пусть G(V,E) — связный неориенти-

рованный граф, X ⊆ V — множество терминальных

вершин, c : E → R+ — ультраметрическая функция

стоимости. Тогда на G существует минимальное де-

рево Штейнера, состоящее только из терминальных

вершин. Если стоимости всех ребер графа строго

положительны, то любое минимальное дерево Штей-

нера на G содержит только терминальные вершины.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть T (VT , ET ) — мини-
мальное дерево Штейнера для G, c и X .

Предположим, чтоT содержит нетерминальную
вершину s. Если degT (s) = 1, то эту вершину вместе
с инцидентным ей ребром (s, v) ∈ ET можно уда-
лить из T , получив штейнеровское дерево меньшей
или равной (при c(s, v) = 0) стоимости.
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Рассмотрим случай degT (s) ≥ 2. Пусть v и w —
две вершины, инцидентные s на T . Применим про-
цедуру ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔØôÒÅÕÇÏÌØÎÉË(T, s, v, w). В ре-
зультате получится новое дерево Штейнера T ′,
также являющееся минимальным (в силу теоре-
мы 1). В T ′ степень вершины s на 1 меньше,
чем в T .

Последовательным применением подобных
преобразований получим дерево Штейнера T ′′, в
котором степень s равна 1 и c(T ′′) ≤ c(T ). Но,
удалив из T ′′ вершину s вместе с инцидентным ей
ребром (s, v), получим дерево ШтейнераT ∗, для ко-
торого c(T ∗) ≤ c(T ′′) ≤ c(T ). Таким образом, T ∗ —
минимальное дерево Штейнера для того же множе-
ства терминальных вершин и T ∗ содержит на одну
нетерминальную вершину (вершина s) меньше, чем
исходное дерево T . Очевидно, что, применив по-
добное преобразование несколько раз, можно полу-
чить минимальное дерево Штейнера, содержащее
только терминальные вершины.

Рассмотрим случай, когда стоимости всех ребер
на графе G строго положительны. Тогда после уда-
ления вершины sи ребра (s, v) в соответствии с опи-
санной выше процедурой получим дерево Штейне-
ра T ∗ такое, что c(T ∗) < c(T ). А это противоречит
тому, что исходное деревоT является минимальным
по стоимости деревом Штейнера. Таким образом,
методом от противного доказано, что T не может
содержать нетерминальные вершины. Теорема 3
доказана.

Если все вершины графа являются терминаль-
ными, то минимальное дерево Штейнера совпадает
с минимальным остовным деревом. Поэтому спра-
ведливо следующее утверждение.

Следствие. Для графа с ультраметрической функци-
ей стоимости минимальное дерево Штейнера явля-
ется минимальным остовным деревом подграфа,
порожденного множеством терминальных вершин.

4 Заключение
В данной работе проведен анализ ультрамет-

рических версий нескольких задач, являющихся
NP-трудными в общем случае. Для замкнутой за-
дачи коммивояжера приведен полиномиальный
алгоритм решения. Для задачи построения ми-
нимального дерева Штейнера показано, что в
ультраметрическом случае решение совпадает с ми-
нимальным остовным деревом для подграфа и,
следовательно, может быть построено за полино-
миальное время одним из ранее известных алгорит-
мов.

Автор благодарит Б. Я. Штейнберга за ценные
замечания и предложения.
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РЕШЕНИЕ ОБРАТНОЙ ЗАДАЧИ В МНОГОДИПОЛЬНОЙ МОДЕЛИ

ИСТОЧНИКОВ МАГНИТОЭНЦЕФАЛОГРАММ МЕТОДОМ

НЕЗАВИСИМЫХ КОМПОНЕНТ∗

В. Е. Бенинг1, М. А. Драницына2, Т. В. Захарова3, П. И. Карпов4

Аннотация: Настоящая работа посвящена изучению функциональных зон головного мозга человека.
Функциональное картирование коры головного мозга является чрезвычайно сложной задачей, возник-
новение которой обусловлено современным уровнем развития методов неинвазивного исследования
головного мозга. Магнитоэнцефалография (МЭГ), один из таких современных неинвазивных мето-
дов, — очень мощный инструмент, обладающий научным и прикладным медицинским потенциалом.
Результатом проведения МЭГ являются большие массивы данных, несущие информацию о процессах,
происходящих в головном мозге. В ходе обработки этих данных перед исследователем ставится некор-
ректная обратная задача, заключающаяся в пространственной реконструкции источников МЭГ-сигналов
в коре головного мозга человека с заданной точностью. На настоящий момент не существует универ-
сальных инструментов для точного в достаточной степени решения такой обратной задачи при анализе
МЭГ-сигналов. Одному и тому же распределению потенциалов на поверхности головы могут соответ-
ствовать различные зоны активности коры головного мозга. Однако при некоторых предположениях:
источники потенциала дискретные, относятся к различным функциональным областям мозга, распола-
гаются относительно неглубоко, — задача имеет однозначное решение. В данной работе предполагается,
что МЭГ-сигнал представляет собой суперпозицию сигналов мультидиполей. Решение обратной задачи в
таком случае называется многодипольным приближением. Нахождение источников активности проходит
в два этапа: на первом методом независимых компонент производится декомпозиция исходных МЭГ-сиг-
налов на конечное число независимых компонент; на втором по аналитической формуле рассчитываются
координаты однодипольного источника активности для каждой отдельной независимой компоненты.

Ключевые слова: метод независимых компонент; нормальное распределение; токовый диполь; многоди-
польная модель; магнитоэнцефалограмма
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1 Введение

Головной мозг человека — это орган централь-
ной нервной системы. Он состоит из большого
числа (до 200 млрд) нейронов, связанных между со-
бой особыми связями, превращающими наш мозг
во взаимосвязанную сеть. Взаимодействуя посред-
ством этих связей, нейроны формируют электриче-
ские импульсы, которые управляют деятельностью
всего организма. Ввиду высокой сложности ор-
ганизации мозга его работа до сих пор является
недостаточно изученной областью.

Магнитоэнцефалография — это новый неинва-
зивный метод исследования активности головного
мозга [1, 2]. Интерес к МЭГ в мире очень высок.

Начиная с 1992 г. финская компания Elekta Neu-
romag Oy занимается разработкой программного
обеспечения в области МЭГ. В 2000 г. в США был
образован Martinos Center for Biomedical Imaging
при Массачусетском технологическом институте.
В июле 2005 г. был запущен проект по компьютерно-
му моделированию коры головного мозга человека
BlueBrainProject. Над ним совместно работают ком-
пания IBM и Швейцарский федеральный техниче-
ский институт Лозанны. С 2007 г. в Кембридже в
одном из крупнейших центров по изучению психо-
логии Medical Research Council Cognitionand Brain
Sciences Unit (MRC) начинает действовать МЭГ-
лаборатория. Исследовательская работа по изуче-
нию головного мозга ведется на медицинских фа-

∗Работа выполнена при поддержке РНФ (проект 14-11-00364).
1Московский государственный университет им. М. В. Ломоносова, факультет вычислительной математики и кибернетики;

Институт проблем информатики Российской академии наук, bening@yandex.ru
2Московский государственный университет им. М. В. Ломоносова, факультет вычислительной математики и кибернетики,

margarita13april@mail.ru
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культетах: в старейшем университете Швейцарии в
Базеле, в Швеции в Гетеборгском университете, в
Хельсинкском технологическом университете.

В России впервые МЭГ-центр «Научно-обра-
зовательный центр нейрокогнитивных исследова-
ний» был создан в 2008 г. в Москве. И с 2011 г.
на базе этого центра на факультете ВМК МГУ им.
М. В. Ломоносова стали проводиться исследования
по обработке МЭГ-сигналов. При этом одной из
важнейших ставилась задача точной локализации
областей активности нейронов [3].

Наиболее сложной является проблема повыше-
ния точности локализации первичной моторной
коры (М1) и конкретно области представительства
руки в зоне М1. Эта задача решалась при помощи
метода вызванных потенциалов и построения ассо-
циативного фильтра [4, 5]. Был рассмотрен и иной
статистический подход, основанный на различных
способах кластеризации мозга [6, 7].

В данной работе решается обратная задача
по локализации источников следующим образом.
В случае однодипольного источника имеется ана-
литическое решение обратной задачи нахождения
координат диполя. Авторами рассматривается мно-
годипольная модель с конечным числом областей
активности нейронов. Предлагается метод сведе-
ния многодипольной модели к решению обратной
задачи для некоторого числа разных функциональ-
ных однодипольных источников. Это стало воз-
можным в связи с применением метода незави-
симых компонент (ICA — Independent Component
Analysis) [8], который разделил смешанный МЭГ-
сигнал на разные функциональные компоненты.
Далее для каждой такой компоненты рассчитыва-
ются координаты источника мозговой активности.

2 Электромагнитное поле,
создаваемое нейронной
активностью

С физической точки зрения мозговая актив-
ность описывается с помощью классической элек-
тродинамики сплошных сред. Динамика элек-
тромагнитного поля определяется уравнениями
Максвелла в среде [9], которые в системе СИ запи-
сываются следующим образом:

∇×H = j+ ∂D

∂t
;

∇×E = −∂B
∂t
;

∇ ·B = 0 ;
∇ ·D = ρ ,



































(1)

гдеH— напряженность магнитного поля; E— на-
пряженность электрического поля; B— магнитная
индукция; D — электрическая индукция; а также
материальными уравнениями, в которых заложены
свойства среды:

D = ǫE ;

B = µH ;

j = σE ,















(2)

где ǫ и µ — диэлектрическая и магнитная прони-
цаемость среды соответственно; σ — проводимость
среды; j— плотность электрического тока.

Для исследования мозговой активности исполь-
зуется два стандартных приближения [10]. Во-пер-
вых, считается, что магнитная проницаемость всех
тканей головы совпадает с магнитной проница-
емостью вакуума: µ = µ0. Во-вторых, используется
приближение квазистатического магнитного поля,
при котором в уравнениях Максвелла (1) можно
пренебречь всеми производными по времени, т. е. в
любой момент времени электрическое и магнитное
поля определяются мгновенным распределением
всех зарядов и токов в системе, как если бы они
были стационарными.

В квазистатическом приближении поле E ока-
зывается безвихревым, поэтому можно ввести ска-
лярный электрический потенциал

E = −∇ϕ (3)

и для расчета магнитного поля использовать закон
Био–Савара–Лапласа:

B(r) =
µ0
4π

∫

j(r′)×R
R3

d3r′ , (4)

где r— радиус-вектор точки, в которой вычисляет-
ся магнитное поле, интегрирование ведется по r′ —
всем точкам источника;R = r− r′.

Плотность тока j, создаваемого нейронной ак-
тивностью, можно разделить на две компоненты:
первичный ток и объемный (пассивный) ток:

j = jp + jv . (5)

Первичный ток — это ток, создаваемый непо-
средственно нейронной активностью (т. е. гради-
ентами химического потенциала), и его распреде-
ление сильно локализовано в небольшой области
головного мозга. Такое локализованное распреде-
ление плотности тока удобно моделировать с по-
мощью понятия токового диполя, для которого
плотность тока задается δ-функцией Дирака:

jp = Qδ(r− rQ) , (6)
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где Q — дипольный момент токового диполя, рас-
положенного в точке rQ. В данной статье рас-
сматриваются только токовые диполи (в отличие,
например, от магнитных диполей), поэтому да-
лее токовые диполи будут называться просто ди-
полями. Заметим, что на клеточном уровне один
диполь может порождаться большим количеством
микроскопических первичных токов (называемых
в этом случае возбужденными), которые вызыва-
ются десятками тысяч синхронно активируемых
больших пирамидальных нейронов коры головного
мозга [2]; несмотря на это, такие возбуждения хо-
рошо аппроксимируются однодипольной моделью.
Если одновременно проявляется активность в не-
скольких хорошо локализованных зонах головно-
го мозга, то можно пользоваться многодипольным
приближением [11]:

jp =

N
∑

i=1

Qiδ(r− rQi) ,

где N — число диполей, каждый из которых имеет
дипольный моментQi и расположен в точке rQi.

Объемный ток создается макроскопическим
электрическим полем и обеспечивает локальную
электронейтральность, которую стремится нару-
шить первичный ток. Таким образом, объемный
ток определяется материальным уравнением (2):

jv(r) = σ(r)E(r) . (7)

В отличие от первичного, объемный ток (порожден-
ный некоторыми первичными токами) распределен
по всему объему головы.

Применив разделение тока на первичный и вто-
ричный (5) к закону Био–Савара–Лапласа (4), а
также воспользовавшись уравнениями (3) и (7), по-
лучим

B(r) =
µ0
4π

∫

(jp(r′)− σ(r′)∇ϕ(r′))× R
R3

d3r′ ,

что после преобразований можно записать следу-
ющим образом:

B(r) =
µ0
4π

∫

(jp(r′) + ϕ(r′)∇′σ(r′))× R
R3

d3r′ , (8)

где оператор ∇′ относится к переменной r′.

В следующем разделе применяется общая тео-
рия электромагнитного поля, создаваемого ней-
ронной активностью, для случая однодипольной
сферической модели.

3 Обратная задача
для однодипольной
сферической модели головы

В данной работе рассматривается сферическая
модель головы. Эта модель является самой простой
и позволяет получить аналитические решения, но
в то же время она улавливает большинство прин-
ципиальных эффектов. Эта модель дает не только
качественные, но и даже неплохие количественные
предсказания, если источник сигнала не распо-
ложен в непосредственной близости от центра
аппроксимирующей сферы [12]. С небольшими
уточнениями эту модель можно использовать для
построения более реалистичных моделей голо-
вы [13].

В данной работе голова моделируется сферой ра-
диуса R с центрально-симметричным распределе-
нием проводимости σ(r). В такой системе магнит-
ное поле вне головы можно вычислить, используя
только первичные токи и не рассматривая вторич-
ные [10].

Рассмотрим радиальную компоненту магнитно-
го поля Br = B · er (er = r/r — единичный вектор,
сонаправленный с радиус-вектором). Из форму-
лы (8) следует, что вклад объемных токов вBr равен
нулю, так как векторы ∇′σ ∼ r′, R = r − r′ и er
компланарны, поэтому их смешанное произведе-
ние равно нулю. Следовательно, в проекции на
радиус-вектор в формулу (8) дает вклад только пер-
вичный ток:

B(r) =
µ0
4π

∫

jp(r′)× R
R3

d3r′ . (9)

Теперь рассмотрим однодипольную модель. Ес-
ли источником является один диполь (6), то фор-
мула (9) превращается в

Br = −µ0
4π

Q× rQ
|r− rQ|3

er . (10)

Так как радиальная компонента диполя не дает
вклада вBr вне головы, то, не теряя общности, мож-
но считать, что диполь имеет ориентациюQ = Qex
и расположен в точке rQ = rQez (рис. 1). Тогда
формула (10) запишется следующим образом [13]:

Br = −µ0
4π

QrQr sin θ cosφ

(r2 + r2Q − 2rrQ cos θ)3/2
.

Отсюда видно, что Br = 0 во всей плоскости φ =
= ±π/2. Найдем точки, в которых Br достигает
локальных экстремумов. В этих точках cosφ = ±1.
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Рис. 1 Геометрия задачи

Рис. 2 Обратная задача в однодипольной сферической
модели. Красным цветом показаны области максимума
|Br|. Диполь, создающий данное магнитное поле, должен
лежать в плоскости симметрии системы

Находя локальный экстремум по углу θ, получим
экстремальные значения угла:

cos θ =
−(R2 + r2Q) +

√

(R2 + r2Q)
2 + 12R2r2Q

2RrQ
. (11)

Этот результат для прямой задачи дает возможность
решить обратную задачу в предположении, что ис-
точником сигнала является один диполь. Если
разрешить (11) относительно rQ, получим

rQ = R
(3− cos2 θ)−

√

(3 − cos2 θ)2 − 4 cos2 θ
2 cos θ

. (12)

Таким образом, в однодипольной модели обрат-
ная задача решается следующим способом. Нужно
найти на поверхности сферы две точки с макси-
мальным значением радиальной компоненты маг-
нитного поля Br = ±Bmax (рис. 2). Тогда источник
будет лежать в плоскости симметрии этих точек на
расстоянии rQ от центра сферы, которое задается
формулой (12).

В следующих разделах полученный результат бу-
дет применен к многодипольной модели, которую
методом ICA можно разделить на независимые од-
нодипольные источники.

4 Метод независимых компонент
Метод независимых компонент является мето-

дом декомпозиции смеси случайных функций [8].
В рассматриваемой задаче метод ICA раскладывает
регистрируемые МЭГ-сигналы в линейную комби-
нацию независимых случайных компонент.

4.1 Математическая модель метода
независимых компонент

Пусть существует n случайных величин
x1, . . . , xn, каждая из которых представляет со-
бой линейную комбинацию n случайных величин
s1, . . . , sn:

xi = ai1s1 + ai2s2 + · · ·+ ainsn, i = 1, . . . , n ,

гдеaij — некоторые действительные числа при i, j =
= 1, . . . , n.

По определению si взаимно независимы (неза-
висимые компоненты). Модель ICA описывает, как
данные наблюдений могут генерироваться в про-
цессе смешивания независимых компонент si, и
в этом смысле данная модель является порождаю-
щей. При этом, независимые компоненты si не
могут наблюдаться непосредственно в ходе экспе-
римента, также неизвестными являются и смеши-
вающие коэффициенты aij . Следовательно, для ре-
шения задачи есть только случайный вектор наблю-
дений, при этом, применяя ICA, требуется опре-
делить как независимые компоненты, так и сме-
шивающие коэффициенты исходя из максимально
общих предположений.

Зачастую удобнее использовать матричное пред-
ставление модели. Пусть x — случайный вектор
(вектор-столбец), x = (x1, . . . , xn)

T и s — слу-
чайный вектор (вектор-столбец), s = (s1, . . . , sn)

T.
Определим матрицу A с элементами {aij}. Тогда,
используя векторные обозначения, можно записать
модель ICA в виде

x = As .
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4.2 Ограничения метода

Введем некоторые ограничения для обеспече-
ния возможности оценки независимых компонент:

– статистическая независимость компонент;

– распределение независимых компонент обяза-
но быть отличным от гауссовского.

Заметим, что в исходной модели не предпола-
гается какое-либо известное распределение неза-
висимых компонент. Но в том случае, если это
распределение известно, задача может быть значи-
тельно упрощена.

Для простоты изложения метода будем считать
квадратной и обратимой смешивающую матрицуA.

Оценив матрицуA, можно вычислить обратную
к ней разделяющую матрицу B и искомые незави-
симые компоненты s:

s = Bx .

Без потери общности также будем полагать, что
наблюдения x и независимые компоненты s имеют
нулевое среднее.

4.3 Неопределенность метода

Отметим следующие особенности метода ICA:

– в представленной модели невозможно оценить
дисперсии независимых компонент, причи-
ной является одновременная неопределенность
смешивающей матрицы и независимых компо-
нент s (модель не изменится, если поделить и
умножить на скалярную величину столбец ai

матрицы и si соответственно);

– в представленной модели невозможно оценить
порядок независимых компонент, т. е. любую
из найденных независимых компонент можно
обозначить как первой, так и n-й.

4.4 Основная идея метода независимых
компонент

Пусть имеется вектор наблюдений и согласно
общей модели ICA он представляет собой линей-
ную комбинацию независимых компонент:

x = As .

Будем считать, что независимые компоненты
одинаково распределены. Для вычисления неза-
висимых компонент необходимо, с учетом обрати-
мости смешивающей матрицы, разрешить уравне-
ние:

s = A−1x .

Определим векторы y = bTx =
∑

i

bixi = bTAs

(вектор b рассчитывается специальным образом и

будет определен ниже) и q = ATb. Тогда можно
записать

y = bTx = qTs =
∑

i

qisi .

Если вектор bT будет совпадать с одной из строк
обратной матрицы A−1 (допустим, k-й), тогда ска-
лярное произведение bTx совпадет с k-й независи-
мой компонентой sk. Понятно, что вектор q тогда
будет иметь только одну ненулевую компоненту,
k-ю и qk = 1.

Но матрицаA неизвестна, и поэтому точно рас-
считать вектор b невозможно. Попробуем оценить
вектор b, руководствуясь следующими рассуждени-
ями.

Примем во внимание тот факт, что сумма не-
зависимых одинаково распределенных случайных
величин имеет распределение, более близкое к гаус-
совскому, чем каждая из этих случайных величин
сама по себе. Тогда случайная величина y = bTx =
= qTs имеет распределение, максимально далекое
от гауссовского в том случае, если случайная ве-
личина равна одной из независимых компонент si.
Можно выбрать в качестве b вектор, который мак-
симизирует негауссовость y = bTx. Этот вектор
определяет вектор q = ATb с единственной нену-
левой компонентой, а вектор y = bTx = qTs соот-
ветствует одной из независимых компонент. Таким
образом, максимизация меры негауссовости bTx
позволяет получить одну из независимых компо-
нент.

Решая задачу максимизации негауссовости по
n-мерному вектору b, получают 2n локальных мак-
симумов, по 2 максимума на каждую независимую
компоненту: со знаком плюс и минус (si и −si).

4.5 Меры негауссовости

В качестве меры негауссовости наиболее часто
при расчетах используют коэффициент эксцесса и
негэнтропию [8]. Рассмотрим каждую из них в
отдельности.

4.5.1 Эксцесс

Эксцесс случайной величины y с учетом нуле-
вого среднего можно рассчитать по формуле:

kurt(y) = E{y4} − 3(E{y2})2.
Основные преимущества использования экс-

цесса как меры негауссовости — это простота вы-
числений и теоретических выкладок, однако коэф-
фициент эксцесса не устойчив к выбросам.

Одним из методов нахождения локального мак-
симума является градиентный метод. Это метод
нахождения локального экстремума функции с по-
мощью движения вдоль градиента. В данном случае
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градиентный алгоритм с использованием эксцесса
может быть записан в виде:

△ w ∼ sign(kurt(wTz))E{z(wTz)3} . (13)

Для максимизации эксцесса kurt(y) с заданным
вектором наблюдений z выбирается некоторый на-
чальный вектор w, рассчитывается направление,
по которому абсолютное значение эксцесса слу-
чайной величины y = wTz растет наиболее быстро
(по формуле (13)), и далее вектор w сдвигается в
этом направлении. Решение состоит в построении
последовательности векторов w, увеличивающих
эксцесс kurt(y), т. е. меру негауссовости.

4.5.2 Негэнтропия

Рассмотрим еще одну меру негауссовости. Для
этого введем следующее определение.

Отбеливание — это процесс получения случай-
ного вектора с нулевым математическим ожида-
нием, компоненты которого не коррелированы и
имеют единичные дисперсии.

Отбеливание часто используется в качестве
предварительной обработки данных и состоит в
линейном преобразовании случайного вектора x
следующим образом: z = V x = V As, при этом
E{zzT} = I. В данном случае также предполага-
ем, что наблюдаемый сигнал x прошел процедуру
отбеливания.

Понятие негэнтропии (от англ. negative entropy)
основывается на информационно-теоретических
свойствах дифференциальной энтропии (далее —
энтропии).

Одним из основных результатов теории инфор-
мации является экстремальность гауссовской слу-
чайной величины в том смысле, что она имеет наи-
большую энтропию среди всех случайных величин
с одинаковыми дисперсиями. Отметим, что малой
энтропией обладают случайные величины с остро-
вершинной плотностью распределения. Следова-
тельно, энтропия может служить мерой негауссо-
вости.

Наиболее подробно понятие и свойства энтро-
пии изложены в [14].

Чтобы получить меру негауссовости, неотрица-
тельную и равную нулю для гауссовских случайных
величин, вводят понятие негэнтропии. Обозначим
негэнтропию как J и определим ее по формуле

J(y) = H(ygauss)−H(y) ,

где ygauss — нормальный случайный вектор с такой
же матрицей корреляции, как и у вектора y, а эн-
тропия H случайного вектора y с плотностью py(x)
определяется как

H = −
∫

py(x) log py(x) dx .

Использование негэнтропии как показателя не-
гауссовости оправдано теоретическими соображе-
ниями, но, в отличие от эксцесса, негэнтропия
обладает высокой сложностью вычислений.

Обычно в вычислениях используют некую ап-
проксимацию негэнтропии. Используя моменты
высоких порядков, можно получить аппроксима-
цию вида

J(y) ≈ 1

12

(

E{y3}
)2
+
1

48
(kurt(y))

2
.

Но такая оценка не устойчива к выбросам и ха-
рактеризует в основном хвосты распределения, не
отражая особенности распределения около его цен-
тра.

В случаях, когда известна некоторая информа-
ция о характере плотности распределения, аппрок-
симацию негэнтропии получают при помощи ме-
тода максимума энтропии.

Например, при помощи только одной неквадра-
тичной функции G можно построить следующее
приближение:

J(y) ≈ [E{G(y)} − E{G(z)}]2 , (14)

где z — нормальная случайная величина с нулевым
математическим ожиданием и единичной диспер-
сией. При этом, выбирая не слишком быстро воз-
растающую функциюG, можно получить надежную
оценку негэнтропии.

На практике при выборе функции G руковод-
ствуются следующими требованиями.

1. Оценивание EG(X) не должно быть сложным
статистически и оценка должна быть устойчи-
вой к выборосам.

2. Функция G(x) не должна расти быстрее, чем
|x|2.

3. Функция G(x) должна отражать особенности
распределения X .

Далее максимизируют негэнтропию, воспользо-
вавшись ее аппроксимацией (14). Для этого приме-
няется градиентный метод. В этом случае алгоритм
может быть записан в виде:

△ w ∼
(

E{G(wTz)} − E{G(v)}
)

E{zg(wTz)} ;

w :=
w

||w|| ,

где v — случайная величина со стандартным нор-
мальным распределением; функция g — производ-
ная функции G.
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5 Заключение

Магнитоэнцефалография — это неинвазивный
метод исследования функционирования головного
мозга. Этот метод, при условии внедрения высо-
коточных математических методов обработки и ин-
терпретации полученных сигналов, в перспективе
может стать ключевым инструментом исследования
в нейронауках. С помощью магнитоэнцефалографа
на поверхности головы фиксируется магнитная ак-
тивность нейронов, а затем на основе этих данных
решается обратная задача по локализации самих
источников активности.

Очевидна ценность метода как в научных иссле-
дованиях, так и в реальной клинической практи-
ке. Так, в ходе нейрохирургических вмешательств
могут быть повреждены невосполнимые зоны го-
ловного мозга, что ведет к развитию необратимого
нарушения различных функций (например, рече-
вых, двигательных). Так как расположение функ-
циональных зон в мозге человека индивидуально,
для врача крайне важно иметь инструмент по лока-
лизации с высокой точностью этих областей.

Метод локализации, представленный в данной
работе, разработан для простой модели: количест-
во источников конечно, источники фиксированы,
источники относятся к разным функциональным
областям. В дальнейшем предполагается, усложняя
модель исследования и привлекая суперкомпью-
терную технику, приблизиться в смысле модели к
реальному самому сложному органу центральной
нервной системы – головному мозгу и решить за-
дачу в максимально реальных условиях.
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ПОСТРОЕНИЕ АГРЕГИРОВАННЫХ ПРОГНОЗОВ ОБЪЕМОВ

ЖЕЛЕЗНОДОРОЖНЫХ ГРУЗОПЕРЕВОЗОК C ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ

РАССТОЯНИЯ КУЛЬБАКА–ЛЕЙБЛЕРА∗

А. П. Мотренко1, В. В. Стрижов2

Аннотация: Данное исследование посвящено проблеме построения агрегированных прогнозов объемов
железнодорожных грузоперевозок. Для получения агрегированных прогнозов требуется кластеризовать
временн‚ые ряды таким образом, чтобы распределения временн‚ых рядов внутри кластера совпадали.
При решении задачи кластеризации требуется оценить близость между временн‚ыми рядами, исходя
из их эмпирических распределений. Вводится критерий принадлежности временн‚ых рядов одному
распределению, основанный на расстоянии Кульбака–Лейблера между гистограммами временн‚ых рядов.
Приводится теоретическое и практическое исследование предложенного критерия. Решается задача
кластеризации временн‚ых рядов на основе матрицы парных расстояний между ними.

Ключевые слова: эмпирическая функция распределения; расстояние между гистограммами; расстояние
Кульбака–Лейблера; задача двух выборок
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1 Введение

Особенностью задачи прогнозирования объема
погрузок по историческим данным о загруженности
железнодорожной сети различными группами гру-
зов является необходимость определить оптималь-
ный уровень детализации [1, 2]: по видам пере-
возимых грузов, по наборам станций, по кодам
вагонов. Требуется получить прогноз как для объ-
ема погрузок в целом, так и для отдельных групп
грузов. При этом спрогнозированный объем погру-
зок в целом может не совпадать с суммой прогнозов
по отдельным группам. Для повышения согласо-
ванности полученных прогнозов предлагается [3]
вместо прогноза «в целом» объединять ряды толь-
ко в том случае, если их распределения совпадают,
чтобы агрегированные данные имели тот же ста-
тистический смысл, что и исходные ряды. Для
решения задачи агрегации временн‚ых рядов необ-
ходимо определить расстояние между временн‚ыми
рядами таким образом, чтобы оно отражало бли-
зость эмпирических распределений между рядами.

В литературе по математической статистике вво-
дится множество коэффициентов, показывающих,
что некоторые два распределенияP иQ близки друг
к другу. Такие коэффициенты в различных источ-
никах называются расстоянием между распределе-
ниями [4], мерами разделяющей информации [5],
мерами статистического расстояния [6]. В работе [7]

описан метод порождения коэффициентов d(P,Q)
«непохожести» двух распределений, обладающих
некоторыми стандартными свойствами, например:

– коэффициент d(P,Q) должен быть определен
на всех парах распределений с одним носите-
лем;

– значение d(P,Q) должно быть минимально при
P = Q;

– при любом измеримом преобразовании носи-
теля распределений P и Q расстояние между
ними не увеличивается.

Идея метода [7] заключается в том, чтобы рассмот-
реть различные выпуклые функции случайной ве-
личины Q/P . С точки зрения распределения P
математическое ожидание Q/P независимо от Q,
а дисперсия стремится к нулю при Q → P . Так-
же в [7] показано, что многие известные функции
расстояния могут быть получены этим методом.
В частности, им могут быть порождены все f-ди-
вергенции [8] и в том числе расстояние Кульбака–
Лейблера [4]. В работе [9] приведено сравнение
многих известных расстояний с точки зрения ско-
рости сходимости эмпирического распределения к
истинному, а также качественного поведения функ-
ции расстояния при сходимости. При решении за-
дачи кластеризации в обработке изображений были
введены меры [10, 11], основанные на метрике Вас-
серштейна.

∗Работа выполнена при поддержке РФФИ (грант 13-07-13139).
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В работе [1] для оценки близости распределений
используется расстояние Кульбака–Лейблера меж-
ду гистограммами, построенными по временн‚ым
рядам. В данной работе показано, что распределе-
ние расстояние Кульбака–Лейблера между гисто-
граммами из одного распределения в пределе огра-
ничено сверху распределением χ2.

Предложен критерий для решения задачи двух
выборок, основанный на расстоянии Кульбака–
Лейблера между гистограммами временн‚ых рядов.
Продемонстрировано применение критерия к ре-
шению задачи двух выборок для различных пар
распределений и показана его состоятельность.
Для набора временн‚ых рядов о железнодорож-
ных грузоперевозках решается задача кластери-
зации с помощью алгоритма кратчайшего неза-
мкнутого пути [12] на основе матрицы парных
расстояний [13, 14] между рядами. При решении
задачи кластеризации ряды группируются по типу
груза.

2 Постановка задачи

Задан набор временн‚ых рядовX = {x1, . . . ,xS},
где каждый ряд xj = {xj(i) ∈ R}mj

i=1 — это последо-
вательность реализаций некоторого стационарного
случайного процесса. Требуется кластеризовать на-
бор

X =
K
⊔

k=1

Xk , Xk = {xj , j ∈ Ak} ,

{1, . . . , S} ==
K
⊔

k=1

Ak , (1)

разбив наборX на K наборовXk временн‚ых рядов
таких, что все ряды в Xk принадлежат одному и
тому же распределению. Здесь Ak — множество
индексов временн‚ых рядов k-го кластера.

В силу стационарности случайного процесса x
пренебрежем последовательностью значений ря-
да x. Представим временной ряд x как выбор-
ку X реализаций некоторой случайной величины с
распределением P :

X = {x ∈ R| для некоторого i ∈ {1, . . . ,m} :
x(i) = x} . (2)

Для решения задачи об агрегировании временн‚ых
рядов x и x′ будем сравнивать гистограммы, по-
строенные по выборкам X и X ′, сопоставленным
каждому из рядов в соответствии с (2). Опишем
подробнее процедуру построения гистограммы.

Пусть объемы выборок X и X ′ равны m и m′

соответственно. Разобьем область значений слу-
чайной величины из P на N промежутков [ai, ai+1]
и обозначим pi = P (ai < x ≤ ai+1) вероятность
случайной величине с распределением P принять
значение из i-го промежутка; ni и n′

i — количе-
ство объектов выборок X и X ′, попавших в i-й
промежуток. Обозначим �Pm гистограмму, постро-
енную по выборкеX объемаm из распределения P .
Гистограмма �Pm задается набором оценок

�Pm(ai < x ≤ ai+1) =
ni

m
= �pi ,

i = 1, . . . , N − 1 , (3)

вероятности pi.
Для решения задачи кластеризации (1) вос-

пользуемся алгоритмом нахождения кратчайшего
незамкнутого пути между временными рядами. Ре-
зультатом применения алгоритма является мини-
мальное остовное дерево: граф с n − 1 ребрами,
покрывающий все n вершин, ребра которого обла-
дают минимальной суммарной длиной. Удалив из
минимального остовного дереваK − 1 самых длин-
ных ребер, получим кластеризацию вершин графа
на K кластеров Xk. Вершинами графа являются
исследуемые временн‚ые ряды xj ; длина ребра, со-
единяющего две вершины, равна расстоянию меж-
ду соответствующими временн‚ыми рядами. Найдя
расстояние между всеми парами рядов, получим
матрицу парных расстояний D. В качестве рас-
стояний между рядами xr и xs будем использовать
симметризованное расстояние Кульбака–Лейблера
между гистограммами �Pmr

и �Pms
, построенными по

временн‚ым рядам:

D(r, s) =

=
2mrms

mr +ms

(

DKL( �Pmr
|| �Pms

) +DKL( �Pms
|| �Pmr

)
)

. (4)

Первый сомножитель в правой части снимает за-
висимость от объема выборки. Необходимость его
введения будет объяснена в следующем разделе.

Конечной целью кластеризации временн‚ых ря-
дов с учетом расстояний между ними является
повышение согласованности агрегированных про-
гнозов. Для оценки качества кластеризации будем
рассматривать несогласованность

δ(i) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

K
∑

k

�Xk(i)−
n
∑

j

�xj(i)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

(5)

при прогнозировании по наборам Xk временн‚ых
рядов и отдельным временн‚ым рядам xj . Здесь
�Xk(i) — прогноз агрегированного ряда в момент i;
�xj(i)— прогноз j-го ряда в момент времени i. Чем
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меньше несогласованность, тем качественнее вы-
полнена кластеризация. Очевидно, что наимень-
шее значение δmin = 0 выражения (5) достигается
при K = S, поэтому предлагается ограничить чис-
лоK или ввести в (5) штрафh(K) за его повышение:

K = argmin
K

(

m
∑

i=1

δ(i) + h(K)

)

.

В данной работе ограничимся рассмотрением пред-
ложенного критерия принадлежности временн‚ых
рядов к одному распределению и кластеризации
временн‚ых рядов на основе расстояния между
ними.

3 Статистическая значимость
расстояния Кульбака–Лейблера

Чтобы показать, что результаты кластеризации
временн‚ых рядов на основе расстояния Кульбака–
Лейблера между ними статистически значимы, не-
обходимо исследовать распределение расстояния
Кульбака–Лейблера между гистограммами, по-
строенными по выборкам X и X ′ из одного рас-
пределения P . В данном разделе будет показано,
что, хотя расстояние Кульбака–Лейблера не имеет
предельного распределения, для него можно полу-
чить предельные оценки сверху.

Пусть пока выборки X и X ′ имеют одинаковый
объем m. Рассмотрим расстояние DKL( �Pm|| �P ′

m)
между гистограммами �Pm и �P ′

m. По определению
расстояние Кульбака–Лейблера DKL(Q||P ) между
распределениями Q и P равно

DKL(Q||P ) =
∫

Pf

(

Q

P

)

, (6)

где f(t) = t ln t. Функция f строго выпукла и дваж-
ды дифференцируема в единице, и, повторяя рас-
суждения из [8], разложим подынтегральное вы-
ражение из правой части (6) по f в окрестности
единицы:

P (x)f

(

Q(x)

P (x)

)

= f(1) + f ′(1)(Q(x)− P (x)) +

+
f ′′(1)

2

(Q(x)− P (x))2

P (x)
+P (x)o

(

(

Q(x)

P (x)
− 1
)3
)

,

где f(1) = 0; f ′′(1) = 1. Подставив вместо Q рас-
пределение �Pm, определяемое (3), и просуммировав
по i, получим соотношение:

DKL( �Pm||P ) =
N
∑

i=1

pif

(

�pi

pi

)

=

=
1

2

N
∑

i

(�pi − pi)
2

pi
+

N
∑

i=1

pi · ε
(

(

�pi

pi
− 1
)3
)

∼

∼ 1

2m

N
∑

i

(ni −mpi)
2

mpi

и следующий предельный переход:

2mDKL( �Pm||Q) ∼ m

N
∑

i=1

(�pi − pi)
2

pi
=

=
N
∑

i=1

(ni −mpi)
2

mpi
→ χ2N при m→ ∞ . (7)

Докажем следующую теорему:

Теорема 1. Случайная величина 2mDKL(Q|| �Pm) →
→ χ2N по распределению при m→ ∞.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Аналогично доказательству
предельного перехода (7) разложим DKL(Q|| �Pm) по
степеням f(t) вблизи единицы и получим:

DKL(Q|| �Pm) ∼
1

2

N
∑

i=1

( �Pm(ξi)−Q(ξi))
2

�Pm(ξ)
=

=
1

2m

N
∑

i=1

(ni −mpi)
2

ni
.

Пусть Gm(x)— функция распределения случайной

величины
N
∑

i=1

(ni −mpi)
2/(mpi); Fm(x) — случай-

ной величины
N
∑

i=1

(ni −mpi)
2/ni. Так как Gm(x)

сходится поточечно к Fχ2
N−1

при m→ ∞, имеем:

∣

∣

∣Gm(x)− Fχ2N−1

∣

∣

∣ <
ǫ

2
∀m > m′.

Докажем, что |Gm(x)−Fm(x)| → 0 приm→ ∞.
Для этого покажем, что ∀ε > 0 найдется объем вы-
борки m0 такой, что для всех m > m0 выполняется

P

(∣

∣

∣

∣

(ni −mpi)
2

ni
− (ni −mpi)

2

mpi

∣

∣

∣

∣

≤ ε

N

)

> 1− ε. (8)

Согласно центральной предельной теореме,

ni −mpi

pi(1− pi)
√
m

→ N (0, 1)

по распределению при m → ∞, причем для ско-
рости сходимости имеет место неравенство Берри–
Эссеена:

|Qm(x) − �(x)| ≤
A√
m
,
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где Qm(x) — функция распределения величины
(ni − mpi)/(pi(1 − pi)

√
m); �(x) — функция стан-

дартного нормального распределения; A— некото-
рая константа. Тогда вероятность

P

(∣

∣

∣

∣

ni −mpi

pi(1− pi)
√
m

∣

∣

∣

∣

< C

)

= Qm(C)−Qm(−C) ≥

≥ 2�(C)− 1− 2A√
m
. (9)

Пусть, кроме того, выполняется 0 < 1 − p ≤ pi ≤
≤ p < 1. Тогда с вероятностью PC ≥ 2�(C) − 1
выполняется

∣

∣

∣

∣

(ni −mpi)
2

ni
− (ni −mpi)

2

mpi

∣

∣

∣

∣

=
|ni −mpi|3
mnipi

≤

≤ C3(1− pi)
3p2i

ni

√
m ≤ C3(1− p)3p√

m− C(1 − p)
.

Обозначим m1 = [4C
2(1 − p)2], тогда при m > m1

имеет место
√
m− C(1− pi) > (1/2)

√
m и

∣

∣

∣

∣

(ni −mpi)
2

ni
− (ni −mpi)

2

mpi

∣

∣

∣

∣

≤ 2C
3(1− pi)

3pi√
m

.

Тогда для фиксированного ε определим

Cε =
ǫ1/3m1/6

(1 − pi)(2piN)
1/3
;

Pm(ε) = 2�(Cε)− 1−
2A√
m
.

При заданном ε вероятность Pm(ε) → 1 при m →
→ ∞, поэтому найдется m2 такое, что для любого
m > m2 выполнено Pm(ε) > 1 − ε. Выбрав m0 =
= max(m1,m2), получим утверждение (8). Тогда

∣

∣

∣

∣

∣

N
∑

i=1

(ni −mp)2

ni
− (ni −mp)2

mp

∣

∣

∣

∣

∣

≤

≤
N
∑

i=1

∣

∣

∣

∣

(ni −mp)2

ni
− (ni −mp)2

mp

∣

∣

∣

∣

< ε при m > m0.

Из только что доказанного следует, что |Fm(x)−
− Gm(x)| → 0 при m → 0. Тогда ∀ǫ > 0 ∃m′′ : при
m > m′′ выполняется

∣

∣

∣Fm(x)− Fχ2
N−1

∣

∣

∣ < |Fm(x)−Gm(x)| +

+
∣

∣

∣Gm(x) − Fχ2
N−1

∣

∣

∣ <
ǫ

2
+
ǫ

2
.

Доказанная теорема и утверждение (7) позво-
ляют получить оценки распределения случайных

величин 2mDKL( �Pm||Q)и 2mDKL(Q|| �Pm)при боль-
ших m. Для решения задачи кластеризации (1) по-
требуется также исследовать поведение расстояния
Кульбака–ЛейблераDKL( �Pm|| �Pl)между гистограм-
мами, построенными по выборкам X и X ′ различ-
ных длин m и l. Воспользовавшись неравенством
треугольника

DKL( �Pm|| �Pl) ≤ DKL( �Pm||Q) +DKL(Q|| �Pl) ,

получим следствия из теоремы 1.

Следствие 1. 2mDKL( �Pm|| �P ′
m) ≤ χ22N в пределе при

m→ ∞.

Следствие 2. Пусть выборки X, X ′ растут таким
образом, что m/l → ρ, 0 < ρ <∞. Тогда

2
ml

m+ l
DKL( �Pm|| �Pl) ≤ χ22N

в пределе при m, l → ∞.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Действительно, при выпол-
нении условия m/l → ρ, 0 < ρ <∞, имеем

l

m+ l
→ 1

1 + ρ
;

m

m+ l
→ ρ

1 + ρ
;

2
ml

m+ l
DKL( �Pm|| �Pl) ≤

l

m+ l
2mDKL( �Pm||Q) +

+
m

m+ l
2lDKL(Q|| �Pl)→ χ22N .

Обозначим величину (2ml/(m+l))DKL( �Pm|| �P ′
m)

через ξm,l. Следствие 2 дает верхнюю оценку по-
ведения случайной величины ξm,l при больших m
и l, а именно: пусть η ∼ χ22N , тогда при достаточно
больших m и l для любого элементарного исхо-
да w из вероятностного пространства Ÿ выполнено
ξm,l(w) < η(w). Следовательно, для любого x ∈ R

верно
P(ξm,l < x) ≥ P(η < x) . (10)

В следующем разделе покажем, как этот факт бу-
дет использоваться для проверки принадлежности
временн‚ых рядов к одному распределению.

4 Проверка принадлежности
временн‚ых рядов к одному
распределению

Для решения задачи агрегирования временн‚ых
рядов x и x′ необходимо уметь принимать решение
о принадлежности временн‚ых рядов к одному рас-
пределению. Опишем процедуру проверки гипоте-
зы о принадлежности выборок X и X ′, составлен-
ных (2) из временн‚ых рядов x и x′. Пусть нулевая
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гипотеза H0 состоит в принадлежности выборок X
и X ′ к одному распределению:

H0 : P (x) = P
′(x) .

Сформулируем критерий проверки гипотезы H0
при альтернативе H1 : P (x) 6= P ′(x). Для этого
определим критическую область U(α) для стати-
стики tm,l с уровнем значимости α:

U(α) = {t : �t1−α > t или t > �tα} ,

где критическое значение �tα определяется соотно-
шением

P(t > �tα|H0) = α . (11)

Так как предельное распределение величины ξm,l

неизвестно, будем использовать критическую
область, задаваемую распределением χ22N . Будем
говорить, что данные отвергают гипотезу H0 в слу-
чае, если статистика tm,l принадлежит критической
области

Uχ2(α) =
{

t : �tχ
2

1−α > t или t > �tχ
2

α

}

, (12)

где �tχ
2

— критическое значение величины χ22N :

P(t > �tχ
2

α |t ∼ χ22N ) = α .

Из неравенства (10) и определения (11) критиче-
ских значений следует, что критические области U
и Uχ2 не сравнимы, т. е.

�t1−α < �t
χ2

1−α ; �tα < �t
χ2

α .

Это означает, что возможны следующие ситуации.

1. Случай �tχ
2

1−α < tm,l < �tα, когда статистика tm,l

одновременно принадлежит истинной, но не-
известной критической области U и вычисли-
мой критической области Uχ2 .

2. Случай �t1−α < tm,l < �t
χ2

1−α, когда статисти-
ка tm,l принадлежит истинной, но неизвестной

критической области U и не принадлежит Uχ2 .
Так как tm,l ∈ U , то с высокой вероятностью
гипотеза H0 неверна и есть риск принять не-
верное решение об истинности гипотезы H0.

Таким образом, зазор между �t1−α и �tχ
2

1−α повы-
шает вероятность ошибки второго рода.

3. Случай �tα < tm,l < �t
χ2

α , когда статистика tm,l

попадает в Uχ2 , хотя на самом деле tm,l не
принадлежит U . В этом случае велика вероят-
ность, что H0 верна, но решение будет принято
в пользу H1. Таким образом, зазор между �tα
и �tχ

2

α повышает вероятность ошибки первого
рода.

Второй случай разрешается следующим обра-
зом: использование симметризованного рассто-
яния позволяет перейти от двусторонних критери-
ев U и Uχ2 вида (12) к односторонним критериям:

U1(α) = {t : t > �tα} ; Uχ2

1 (α) =
{

t : t > �tχ
2

α

}

.

В этом случае Uχ2

1 ⊆ U1 и справедливо следствие:

tm,l ∈ Uχ2

1 ⇒ tm,l ∈ U1 .

Кроме того, далее будет показано (теорема 2),
что при увеличении объема выборкиm вероятность
отклонить гипотезу H0 с помощью критерия (12)
в случае, если гипотеза H0 неверна, стремится к
единице. Влияние третьего случая на возможность
применения критерия (12) для принятия нулевой
гипотезы исследуется экспериментально. Экспе-
рименты, приведенные ниже и в разд. 5, показыва-
ют, что при истинности нулевой гипотезы области
U и Uχ2 достаточно близки для принятия верного
решения.

Пример применения критерия (12) при истин-

ности H0. На рис. 1 изображены гистограммы для
двух выборок из стандартного нормального рас-
пределения (рис. 1, а и 1, б) и стандартного нор-
мального распределения с шумом ε ∼ 0,1R[0, 1]
(рис. 1, в и 1, г), а также зависимость расстояния
Кульбака–Лейблера DKL( �Pm|| �P ′

m) между дискрет-
ными распределениями, задаваемыми гистограм-
мами �Pm и �P ′

m, между выборками одинакового объ-
ема m от объема выборки m и область допустимых
значений с точки зрения критерия (12) (рис. 1, д

и 1, е). Здесь вместо критических значений �tχ
2

1−α,

�tχ
2

α и tm = 2mDKL отложены величины �tχ
2

1−α/(2m),
�tχ
2

α /(2m) и tm/(2m), чтобы продемонстрировать
масштаб расстояния Кульбака–Лейблера и нали-
чие сходимости. Рисунки показывают, что в дан-
ном случае использование распределения χ22N в
качестве оценки предельного распределения ста-
тистики tm позволяет принять верное решение о
принадлежности рядов к одному распределению.
Кривые 1 и 3 показывают границу области, в кото-
рую вошло 1 − α = 90% выборки, и задают оценку
критической области для DKL( �Pm|| �P ′

m). Более по-
дробно результаты описаны в разд. 5.

Покажем теперь, что критерий (12) также можно
использовать для отвержения гипотезы H0.

Теорема 2. Критерий (12) состоятелен:

lim
m→∞

P(tm ∈ U |H1) = 1 ,

т. е. вероятность отвергнуть гипотезу H0, если рас-

пределения временн‚ых рядов X и X ′ не совпадают, с

увеличением выборки стремится к единице.
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Рис. 1 Гистограммы, построенные по двум выборкам из нормального распределения (а, б) и зашумленного (в, г)
и зависимость статистики tm от объема выборки (д, е) (cплошными кривыми отмечены границы доверительного

интервала для tm при α = 0,1): 1 — t
χ2

1−α/(2m); 2 — t
χ2

α /(2m); 3 — tm/(2m)
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть функции распределе-
ния P и P ′ временн‚ых рядов не совпадают. То-
гда найдется x∗ ∈ R, при котором значения этих
функций различны: P (x∗) 6= P ′(x∗). Следователь-
но, найдется такой способ разбиения простран-
ства R, что для некоторого i вероятность попадания
в i-й промежуток не одинакова для рассматрива-
емых случайных величин:

P (ai < x ≤ ai+1) = pi 6= p′i = P ′(ai < x ≤ ai+1) .

Пусть pi > p′i. Согласно (9) при больших m с веро-
ятностью P > (2�(C1)− 1)(2�(C2)− 1) выполнено

|ni −mpi| < C1
√
m ; |n′

i −mp′i| < C2
√
m.

Для любого ε > 0 найдется константа Cε : P >
> (2�(Cε) − 1)2 > 1 − ε. Выберем C1 = C2 = Cε.

Тогда (ni − n′
i) > m(pi − p′i) +O(

√
m) и

(ni − n′
i)
2

ni
> m

(pi − p′i)
2

pi
+O(

√
m) > Cm . (13)

Следовательно, для любого α ∈ (0, 1) при достаточ-
но больших m

tm = 2mDKL( �P 1m|| �P 2m) ∼
∑

i=1

(ni − n′
i)
2

ni
> Cm > �tα

с вероятностью P > 1 − ǫ, т. е. вероятность P(tm >
> �tα)→ 1 при m→ ∞.

5 Вычислительный эксперимент

Работа критерия была рассмотрена на различ-
ных парах распределений. Для выбранной пары
распределений повторялась следующая процедура:

Рис. 2 Зависимость статистики tm от объема выборки для различных пар распределений; сплошными кривы-
ми отмечены границы доверительного интервала для tm при α = 0,1: (а) Exp (1)||Exp (1); (б) Exp (1)||N (0, 1);
(в) Exp (1)||R(0, 1); (г) N (0, 1)||Exp (1); (д) N (0, 1)||N (0, 1); (е) N (0, 1)||R(0, 1); (ж) R(0, 1)||Exp (1);
(з) R(0, 1)||N (0, 1); (и) R(0, 1)||R(0, 1)
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(1) генерировались выборки X и X ′ одинакового
объема m;

(2) по выборкам строились гистограммы �Pm и �P ′
m

с фиксированным числом разбиенийN = 20 и
вычислялись расстояния Кульбака–Лейблера
DKL( �Pm|| �P ′

m);

(3) расстояния усреднялись по 1000 генерациям
выборок;

(4) объем m выборки увеличивался.

На каждом из графиков на рис. 2 отложены рас-
стояния DKL( �Pm| �P ′

m) в зависимости от объема вы-
борки и критические значения �tχ

2

/(2m) при задан-
ном уровне значимости α. Заметим, что в случае
различных распределений расстояниеDKL( �Pm| �P ′

m)
быстро попадает в критическую область и характер
его зависимости от m согласуется с оценкой (13).
Отрицательные значения, не характерные для рас-
стояния Кульбака–Лейблера, возникают при чис-
ленном приближении интеграла (6), когда рас-
пределение в знаменателе под знаком логарифма
имеет большую область определения. Именно из-за
отрицательных значений был использован двусто-
ронний критерий. В дальнейших экспериментах
было использовано симметризованное расстояние
Кульбака–Лейблера (4), что позволило использо-
вать односторонний критерий. На графиках, иллю-
стрирующих применение критерия к выборкам из
одного распределения (рис. 2, а, д, и), также пока-
заны штриховыми кривыми 1 и 2 значения �t/(2m),
где �t — оценки критических значений, полученные
экспериментально:

�tα = min

{

�t :
1

M

∑

t∈T

[t > �t] < α

}

.

Здесь суммирование индикаторной функции [t > �t]
ведется по всей выборке T статистик t, полученных
по M генерациям пар выборок X и X ′ (в дан-
ном эксперименте M = 1000). Видно, что, хотя
критические области Uχ2 и U не совпадают, при

истинности гипотезыH0 статистика tm не попадает
ни в Uχ2 , ни в U .

Оценка фактического значения α. Так как распре-
деление статистики tm не совпадает с распреде-
лением χ2, уровень значимости α, при котором
определяется критическая область Uχ2 , не соот-
ветствует реальному уровню значимости критерия.
Чтобы оценить реальный уровень значимости ре-
шения о принятии или отвержении гипотезы H0,
необходимо подсчитать долю объектов выборки T ,
попавших в Uχ2 при заданном α:

�α =
1

M

∑

t∈T

[

t > �tχ
2

α

]

.

Результаты отражены на рис. 3. Из рисунков следу-
ет, что для достижения уровня значимости α = 0,1
нужно использовать в качестве оценки U критиче-
скую область Uχ2 c уровнем значимости α = 0,001.

Кластеризация временн‚ых рядов, отражающих же-

лезнодорожные грузоперевозки. Продемонстриро-
вав таким образом статистическую значимость
расстояния Кульбака–Лейблера, построим класте-
ризацию набора временн‚ых рядов Российских же-
лезных дорог. Данные о перевозках включают даты
отправления и прибытия, станции внутри железно-
дорожной ветки и группы грузов. Для исследования
были выбраны временн‚ые ряды с весами вагонов,
нагруженных различными группами грузов, агре-
гированные по станциям. Вначале из рассмотрения
были исключены ряды, содержащие менее 50 от-
счетов времени. Матрицы D симметризованных
расстояний Кульбака–Лейблера (4) для набора ис-
следуемых временн‚ых рядов изображены на рис. 4.
Решая задачу кластеризации (1), необходимо стре-
миться привести матрицу D к блочному виду. В ле-
вом столбце таблицы показано, как именно пере-
возимые группы грузов были разбиты на кластеры
для случая K = 5.

Рис. 3 Зависимость фактического уровня значимости от объема выборки при различных уровнях значимости
критерия χ22N (1 — α = 10−1; 2 — 10−2; 3 — α = 10−3): (a) Exp (1)||Exp (1); (б) N (0, 1)||N (0, 1); (в) R(0, 1)||R(0, 1)
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Рис. 4 Симметризованные матрицы попарных расстояний Кульбака–Лейблера между временн‚ыми рядами для
различных групп грузов: до кластеризации (a) и после нее для K = 5 (б) и 10 кластеров (в)

Группы грузов

1 — Каменный уголь; 2 — Кокс; 3 — Нефть и неф-
тепродукты; 7 — Руда железная и марганцевая; 8 —
Руда цветная и серное сырье; 9 — Черные металлы;
10 — Метизы и оборудование; 11 — Металлические
конструкции; 14 — Сельскохозяйственные машины;
15 — Автомобили; 16 — Цветные металлы; изделия
из них и лом цветных металлов; 17 — Химические
и минеральные удобрения; 18 — Химикаты и сода;
20 — Промышленное сырье и формовочные материа-
лы; 22 — Огнеупоры; 23 — Цемент; 25 — Сахар; 26 —
Мясо и масло животное; 27 — Рыба; 28 — Картофель,
овощи и фрукты; 36 — Комбикорма; 38 — Жмыхи; 39 —
Бумага; 42 — Грузы в контейнерах

1 — Каменный уголь; 2 — Кокс; 3 — Нефть и нефте-
продукты; 6 — Флюсы; 21 — Шлаки гранулированные;
7 — Руда железная и марганцевая; 8 — Руда цветная и
серное сырье; 10 — Метизы и оборудование; 11 — Ме-
таллические конструкции; 12 — Метизы; 14 — Сель-
скохозяйственные машины; 15 — Автомобили; 16 —
Цветные металлы, изделия из них и лом цветных ме-
таллов; 17 — Химические и минеральные удобрения;
18 — Химикаты и сода; 20 — Промышленное сырье
и формовочные материалы; 22 — Огнеупоры; 23 —
Цемент; 25 — Сахар; 26 — Мясо и масло животное;
27 — Рыба; 28 — Картофель, овощи и фрукты; 36 —
Комбикорма; 38 — Жмыхи; 39 — Бумага; 42 — Грузы в
контейнерах

43 — Остальные и сборные грузы; 19 — Строительные
грузы

9 — Черные металлы; 12 — Метизы

31 — Промышленные товары народного потребления;
34 — Зерно

43 — Остальные и сборные грузы; 19 — Строительные
грузы; 35 — Продукты перемола

13 — Лом черных металлов 31 — Промышленные товары народного потребления;
29 — Поваренная соль; 34 — Зерно

35 — Продукты перемола 13 — Лом черных металлов

Ряды, содержащие менее 50 отсчетов, после-
довательно присоединялись к каждому из рядов,
содержавших более 50 отсчетов. Затем для объ-
единенного ряда и исходного ряда длиной более
50 отсчетов проверялась гипотеза о принадлеж-
ности рядов к одному распределению. Результа-
ты проверки гипотезы и значения статистики tm,l

изображены на рис. 5, а, б. Строки соответствуют
временн‚ым рядам длиной менее 50 отсчетов, столб-
цы — длиной более 50 отсчетов. Результат проверки
гипотезы H0 отмечен синим цветом, если гипотеза
отвергается, красным — если гипотеза принимает-
ся. Было выполнено слияние рядов «Поваренная

соль» и «Продукты промышленного потребления»,
а также «Флюсы» и «Шлаки гранулированные» с
временн‚ым рядом «Нефть и нефтепродукты». За-
тем снова была выполнена кластеризация, резуль-
таты которой занесены в правый столбец таблицы.
Вид матрицы парных расстояний после слияния
временн‚ых рядов и их кластеризации представлен
на рис. 5, в.

6 Заключение
Расстояние Кульбака–Лейблера широко приме-

няется для сравнения распределений, однако счи-
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Рис. 5 Результат проверки гипотезы о принадлежности исходного временн‚ого ряда и временн‚ого ряда, получаемого
присоединением к нему некоторого более короткого ряда, к одному распределению (а); значения статистики tm,l при
проверке гипотезы H0 (б); матрица парных расстояний после объединения временн‚ых рядов и их кластеризации (в)

тается непригодным для использования в статисти-
ческих целях из-за того, что не имеет предельного
распределения. В данной работе показано, что рас-
пределение расстояния Кульбака–Лейблера в пре-
деле ограничено сверху хи-квадратом. Это дает,
пусть и ограниченную, возможность использования
расстояния Кульбака–Лейблера между распределе-
ниями в качестве статистики для проверки гипо-
тезы о принадлежности двух выборок одному рас-
пределению и позволяет говорить о статистической
значимости расстояния Кульбака–Лейблера. Код,
позволяющий выполнить процедуру проверки ну-
левой гипотезы о принадлежности выборок к одно-
му распределению на основе расстояния Кульбака–
Лейблера между их гистограммами, находится в
свободном доступе [15]. В работе продемонстри-
ровано использование предлагаемого критерия, а
также приведен пример кластеризации временн‚ых
рядов на основе расстояния Кульбака–Лейблера.
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OBTAINING AN AGGREGATED FORECAST OF RAILWAY FREIGHT

TRANSPORTATION USING KULLBACK–LEIBLER DISTANCE
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ИНФОРМАЦИОННЫЕ ТЕХНОЛОГИИ КОРПУСНЫХ

ИССЛЕДОВАНИЙ: ПРИНЦИПЫ ПОСТРОЕНИЯ

КРОССЛИНГВИСТИЧЕСКИХ БАЗ ДАННЫХ∗

Н. В. Бунтман1, Анна A. Зализняк2, И. M. Зацман3, М. Г. Кружков4, Е. Ю. Лощилова5,
Д. В. Сичинава6

Аннотация: Рассматривается информационная технология создания кросслингвистических баз данных
текстов на русском языке и их переводов на французский язык, называемых параллельными текстами. Раз-
работанные принципы построения этой базы данных обеспечивают реализацию уникального сочетания
трех видов двуязычного поиска: лексического, грамматического и лексико-грамматического. Отличитель-
ной чертой рассматриваемой технологии является одновременное формирование русско-французского
параллельного подкорпуса Национального корпуса русского языка (НКРЯ) и кросслингвистической базы
данных глагольных лексико-грамматических форм русского языка и их функциональных эквивалентов
во французских переводах. Подкорпус и база данных обладают разной глубиной выравнивания: в первом
случае оно выполняется на уровне предложений, а во втором — на уровне конструкций. Теоретическое
значение создания этой базы данных заключается в обеспечении исследований как в области двуязычной
контрастивной грамматики, так и в направлении создания грамматики русского языка, опирающейся на
современную эмпирическую базу и информационные технологии корпусной лингвистики. Ее основное
прикладное назначение заключается в повышении качества машинного перевода.

Ключевые слова: параллельный корпус; информационная технология; кросслингвистические базы дан-
ных; двуязычный лексико-грамматический поиск; корпусная лингвистика; контрастивная грамматика
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1 Введение

Возникновение параллельных электронных
корпусов ознаменовало начало новой эры контра-
стивных лингвистических исследований; пионер-
скими в этой области стали работы 1990-х гг. Стига
Йоханссона с англо-норвежским корпусом. Со-
четание методов современной компьютерной лин-
гвистики с возможностями сопоставления текстов
на двух и более языках, предоставляемыми па-
раллельными корпусами, обеспечило возможность
осуществления контрастивного лингвистического
анализа на принципиально новом уровне точности
(ср. [1]). Благодаря таким корпусам за прошедшие
два десятилетия в этой области были достигнуты
значительные успехи как в плане разработки мето-
дик анализа, так и в плане создания оригинальных
лексикографических описаний. О перспективах
контрастивных грамматических исследований на
базе параллельных корпусов см. работы [1–7].

В работе [8] была описана технология фор-
мирования русско-французского параллельного
подкорпуса НКРЯ, содержащего литературные
произведения на русском языке и их переводы на
французский язык.

В настоящее время русско-французский под-
корпус НКРЯ содержит тексты произведений сово-
купным объемом в 2 млн словоупотреблений. При
этом часть параллельных текстов представлена в
поливариантном формате, т. е. одно произведение
на русском языке выровнено в корпусе по предло-
жениям с несколькими вариантами его перевода на
французский язык. Совокупный объем поливари-
антных текстов — 700 тыс. словоупотреблений, т. е.
больше трети всего параллельного русско-француз-
ско-русского подкорпуса НКРЯ.

Параллельные корпуса стали включаться в со-
став НКРЯ с 2005 г. [2, 4, 9, 10]. Сейчас он включа-
ет восемь двуязычных параллельных подкорпусов

∗Работа выполнена в ИПИ РАН при поддержке фонда «Династия» (грант NG13-036) и РФФИ (грант № 13-06-00403).
1Московский государственный университет им. М. В. Ломоносова, факультет иностранных языков и регионоведения,
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3Институт проблем информатики Российской академии наук, izatsman@yandex.ru
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6Институт русского языка Российской академии наук, mitrius@gmail.com

98



Информационные технологии корпусных исследований: принципы построения кросслингвистических баз данных

с русским языком оригинала или перевода (ан-
глийский, немецкий, французский, испанский,
итальянский, польский, украинский и белорус-
ский) и один многоязычный параллельный подкор-
пус. Подкорпус параллельных текстов на русском
и французском языках появился в составе НКРЯ в
декабре 2012 г. Технологию, используемую для фор-
мирования этого подкорпуса и описанную ранее в
работе [8], обозначим как Parallel Corpus technology
или ParCor-технология.

В 2013 г. ParCor-технология была дополнена
новыми операциями: была создана база данных
глагольных форм русского языка и вариантов их
перевода на французский язык (далее — БД) и
сформирован поливариантный подкорпус парал-
лельных текстов на русском и французском язы-
ках (далее — подкорпус). Новая технология да-
ла возможность формировать БД одновременно с
пополнением подкорпуса и реализовать три вида
двуязычного поиска глагольных форм и их пере-
водов: лексического, грамматического и лексико-
грамматического. Например, в этой БД можно
задать и выполнить запрос на поиск параллель-
ных выровненных текстовых фрагментов, в кото-
рых в русском оригинале употреблена глагольная
форма прошедшего времени несовершенного ви-
да, а в параллельных французских фрагментах —
pass‚e compos‚e. Технологию, ориентированную на
одновременное формирование подкорпуса и БД
с двуязычным поиском параллельных глагольных
форм в оригинальном и переведенных текстах обо-
значим как Database Parallel Corpus technology или
DBParCor-технология.

Цель статьи состоит в том, чтобы описать на-
значение, задачи и принципы построения БД, фор-
мируемой на основе параллельных текстов НКРЯ,
а также функции двуязычного поиска, реализован-
ные в этой БД.

2 Назначение базы данных
и принципы ее построения

Принципы построения БД во многом диктова-
лись ее назначением. Она создавалась как инст-
румент описания русской грамматической семан-
тики «в зеркале французского языка», а также с
целью уточнения положений русско-французской
контрастивной грамматики. При выработке прин-
ципов построения БД использовались работы Га-
ка [11, 12], Кузнецовой [13], Гиро-Вебер [14] и др.

Эти работы, однако, появились в докорпусную эпо-
ху; теперь, когда созданы и регулярно пополняют-
ся русско-французские корпуса, стали доступны
параллельные тексты в цифровой форме, их сопо-
ставление и анализ дает возможность уточнить опи-
сание русско-французской контрастивной грамма-
тики.

В ходе разработки БД учитывалось то, что объ-
ектом анализа являются соответствия глагольных
категорий русского и французского языка в парал-
лельных текстах. Было определено несколько но-
вых терминов, которые отражают существо прин-
ципов построения БД.

Ключевыми являются понятия «лексико-грам-
матическая форма», или ЛГФ, и «базовый вид
ЛГФ», определения которых даны ниже.

Определение 1. Под лексико-грамматической фор-

мой (ЛГФ) понимается совокупность элементов
конкретного предложения, обладающая набором
признаков, задаваемых базовым видом ЛГФ.

Определение 2. Под базовым видом ЛГФ понимает-
ся определенная комбинация значений следующих
параметров:

– категориальная принадлежность языковой еди-
ницы (в данной статье рассматриваются только
глагольные ЛГФ, т. е. значение этого параметра
фиксировано);

– набор значений грамматических категорий, ре-
левантных для выбранного класса единиц;

– (факультативно) определенные элементы
структуры предложения, задающие «конструк-
цию»; например: «PastPF + если бы».

Другими словами, базовый вид ЛГФ представ-
ляет собой некоторую комбинацию значений гла-
гольных категорий, в совокупности с определенны-
ми элементами структуры предложения задающую
некоторую «конструкцию»1.

В процессе формирования БД было выделено 15
базовых видов ЛГФ русского языка; это так назы-
ваемое множество-источник (табл. 1)2. Количество
базовых видов ЛГФ французского языка (множест-
во-цель) не фиксировано, поскольку оно возрастает
по мере пополнения БД; в текущем варианте БД оно
составляет 25 единиц (табл. 2).

Помимо базовых видов ЛГФ для каждого из двух
языков сформировано множество дополнительных
признаков, которые позволяют специфицировать
тип конструкции. А именно: дополнительные при-
знаки характеризуют либо состав глагольной груп-

1В значении, которое придается этому понятию в Грамматике конструкций [15–17].
2В текущую версию БД включены только те ЛГФ русского языка, которые содержат глагол в финитной форме (т. е. исключались

безличные глаголы, слова категории состояния, причастия, деепричастия, а также перифразы с глаголом быть). В дальнейшем
состав рассматриваемых видов глагольных форм будет расширяться.
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Таблица 1 Множество-источник базовых видов глаголь-
ных ЛГФ русского языка

Полное название
базового вида ЛГФ

Сокращенное
обозначение

базового вида ЛГФ
1. Настоящее Pres
2. Прошедшее НСВ Past-IPF
3. Прошедшее СВ Past-PF
4. Простое будущее Fut-PF
5. Сложное будущее Fut-IPF
6. Императив СВ Imperat-PF
7. Императив НСВ Imperat-IPF
8. Форма с бы СВ Past-PF+бы

9. Форма с бы НСВ Past-IPF+бы

10. Форма с если бы СВ Past-PF+если бы

11. Форма с если бы НСВ Past-IPF+если бы

12. Форма с чтобы СВ Past-PF+чтобы

13. Форма с чтобы НСВ Past-IPF+чтобы

14. Форма с было СВ Past-PF+было

15. Форма с было НСВ Past-IPF+было

пы (например, наличие при глаголе подчиненного
инфинитива, модального детерминанта или отри-
цания), либо тип предложения, в котором употреб-
лена данная ЛГФ (например, придаточное, вопро-
сительное предложение, диалогическая реплика)
(табл. 3 и 4). Каждый признак приложим или ко
всем, или к некоторым из базовых видов ЛГФ.
На всех рисунках статьи дополнительные признаки
указаны в квадратных скобках после базового вида
ЛГФ.

Определение 3. Комбинацию базового вида ЛГФ с
одним или несколькими из дополнительных при-
знаков назовем видом ЛГФ.

Принципы установления соответствия в парал-
лельных выровненных текстах между русскими и
французскими ЛГФ состоят в следующем. Сна-
чала из фразы русского оригинала вычленяется
фрагмент, включающий ЛГФ, базовый вид которой
принадлежит множеству-источнику (см. табл. 1).
Далее ищется ее «функционально эквивалентный
фрагмент» (ФЭФ)1 во французском переводе, из
которого извлекается ЛГФ, базовый вид которой
принадлежит множеству-цели (см. табл. 2).

Лексико-грамматическая форма русского язы-
ка и соответствующая ей ЛГФ французского языка
образуют моноэквиваленцию (см. определение 4 и
табл. 5). Если в процессе анализа ФЭФ оказыва-
ется, что нужный базовый вид французской ЛГФ в
табл. 2 отсутствует, то множество-цель может быть

Таблица 2 Множество-цель базовых видов ЛГФ фран-
цузского языка

Полное название
базового вида ЛГФ

Сокращенное
обозначение

базового вида ЛГФ
1. Pr‚esent Pr
2. Pass‚e compos‚e PasCom
3. Pass‚e simple PasSim
4. Imparfait Imparf
5. Plus-que-parfait PqParf
6. Pass‚e ant‚erieur PasAnt
7. Pass‚e imm‚ediat PasIm
8. Futur simple Fut
9. Futur ant‚erieur FutAnt

10. Futur imm‚ediat FutIm
11. Imp‚eratif Imperat
12. Subjonctif pr‚esent SubjPres
13. Subjonctif pass‚e SubjPas
14. Subjonctif imparfait SubjImparf
15. Subjonctif plus-que-parfait SubjPqParf
16. Conditionnel pr‚esent CondPr
17. Conditionnel pass‚e CondPas
18. Participe pr‚esent PartPr
19. Participe pass‚e PartPas
20. Participe pass‚e compos‚e PartPasComp
21. G‚erondif en PartPr
22. Infinitif Inf
23. Pr‚eposition+infinitif Prep+Inf
24. Pr‚eposition+infinitif pass‚e Prep+InfPas
25. Substantif Subst

пополнено. Случаи, когда для русской ЛГФ фран-
цузский эквивалент не найден, отмечаются в БД
специальной пометой (Nondetermined), и в процес-
се обработки данных они пока не учитываются2.

Поиск ФЭФ и выявление содержащейся в нем
ЛГФ французского языка являются первой задачей,
решение которой обеспечивается разработанным
вариантом БД. Для описания других задач БД, рас-
смотренных в следующем разделе, определим еще
пять терминов: «моноэквиваленция», «тип моно-
эквиваленции», «полиэквиваленция», «тип поли-
эквиваленции» и «гиперэквиваленция».

Определение 4. Моноэквиваленция (МЭ) — это двух-
местный кортеж вида 〈Rn(i);Fm(j)〉, где первую
позицию занимает i-е вхождение ЛГФ базового ви-
да Rn русского языка (см. табл. 1) в оригинальном
тексте. Вторую позицию занимает j-е вхождение
ЛГФ базового вида Fm французского языка (см.
табл. 2) в одном из вариантов перевода i-го вхожде-
ния русской ЛГФ. Все МЭ, входящие в БД, имеют
идентификационный номер.

1Термин «функционально эквивалентный фрагмент» введен в работе [2], см. также [9].
2Речь идет о таких случаях, когда семантическое содержание, заключенное в выбранной ЛГФ оригинала, передано в переводе

столь существенно иными лексическими средствами, что установление соответствия между ЛГФ при помощи того аппарата,
который имеется на сегодня, оказывается невозможно. Например: ты [. . . ] так теребишь за носы, что еле держатся — tu tirais

tellement sur leur nez [. . . ] que tu as failli le leur arracher.

100 ИНФОРМАТИКА И ЕЁ ПРИМЕНЕНИЯ том 8 выпуск 2 2014



Информационные технологии корпусных исследований: принципы построения кросслингвистических баз данных

Таблица 3 Дополнительные признаки для базовых видов ЛГФ русского языка

Полное название
дополнительного признака

Сокращенное обозначение
дополнительного признака

Подчиненный инфинитив СВ [SubInf-PF]
Подчиненный инфинитив НСВ [SubInf-IPF]
Модальный детерминант [ModDet]
Отрицание [Neg]
Вопросительное предложение [Interrog]
Восклицательное предложение [Exclam]
Глагол, вводящий прямую речь [VerbDirSp]
Глагол в составе диалогической реплики [DialRepl]
Глагол в придаточном предложении [Sub]
Глагол в изъяснительном придаточном [SubCompl]
Глагол в определительном придаточном [SubAttr]

Таблица 4 Дополнительные признаки для базовых видов ЛГФ французского языка

Полное название
дополнительного признака

Сокращенное обозначение
дополнительного признака

Подчиненный инфинитив [SubInf]
Подчиненный инфинитив прошедшего времени [SubInfPas]
Добавление подчиняющего предиката [+SuperPred]
Модальный детерминант [ModDet]
Отрицание [Neg]
Вопросительное предложение [Interrog]
Восклицательное предложение [Exclam]
Глагол, вводящий прямую речь [VerbDirSp]
Глагол в составе диалогической реплики [DialRepl]
Глагол в придаточном предложении [Sub]
Глагол в изъяснительном придаточном [SubCompl]
Глагол в определительном придаточном [SubAttr]
Глагол в условном придаточном [SubCond]
Accusativus cum infinitivo [Acc.c.Inf]
Faire + Infinitif [faire + Inf]
Laisser + Infinitif [laisser + Inf]
Sembler + Infinitif [sembler + Inf]
Para��tre + Infinitif [para��tre + Inf]

Таблица 5 Моноэквиваленция, зарегистрированная в БД под номером 4711

№ МЭ
ЛГФ

русского языка
Вид ЛГФ

русского языка
ЛГФ

перевода
Вид ЛГФ
перевода

4711
потом [. . . ] плотно
запер все двери

Past-PF
[ModDet]

apr �es avoir bien
ferm‚e toutes les
portes

Prep + InfPas
[Sub]

Определение 5. Типом моноэквиваленции назы-
вается кортеж базовых видов ЛГФ русского и
французского языка 〈Rn;Fm〉, например 〈Past-PF;
Prep + InfPas〉 (см. 3-й и 5-й столбцы в табл. 5).

Определение 6. Полиэквиваленция — это двухмест-
ный кортеж вида 〈Rn(i); {Fm(j), Fk(r), . . .}〉, пред-
ставляющий собой объединение нескольких мо-
ноэквиваленций с идентичной первой позицией
(〈Rn(i);Fm(j)〉, 〈Rn(i);Fk(r)〉 и т. д.), отражающих
разные варианты перевода одного и того же i-го

вхождения ЛГФ базового вида Rn в русском ори-
гинальном тексте: Fm(j) — это ЛГФ французско-
го языка, идентифицированная в первом переводе
и соответствующая i-му вхождению русской ЛГФ,
Fk(r)— во втором переводе и т. д. (табл. 6).

Определение 7. Типом полиэквиваленции называется
кортеж базовых видов ЛГФ русского и французско-
го языка 〈Rn; {Fm, Fk, . . .}〉, например 〈Pres-IPF;
{Pr,Pr}〉 (см. 2-й и 5-й столбцы в табл. 6).
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Таблица 6 Две моноэквиваленции (№№ 596, 5927), составляющие полиэквиваленцию∗

ЛГФ
русского

языка

Вид ЛГФ
русского языка

ЛГФ в текстах французских переводов и их виды
Номер

моноэкви-
валенции

ЛГФ в текстах
французских

переводов

Вид ЛГФ
французского

языка

Я иногда в театр
хожу

Pres-IPF
[ModDet]
[DialRepl]

596
Il m’arrive d’aller au

th‚e�atre,

Pr
[SubInf]
[+SuperPred]
[DialRepl]

5927
Non, je vais parfois au
th‚e�atre, et en visite.

Pr
[ModDet]
[DialRepl]

∗Французские ЛГФ, входящие в данную полиэквиваленцию, имеют одинаковый базовый вид,
но различаются на уровне дополнительных признаков, указанных в квадратных скобках.

Определение 8. Гиперэквиваленция — это двухмест-
ный кортеж вида 〈Rn; {F}〉, репрезентирующий со-
ответствие между базовым видом ЛГФ русского
языкаRn и множеством базовых видов эквивалент-
ных ЛГФ французского языка, входящих во вторую
позицию моноэквиваленций БД с ЛГФ базового
вида Rn.

Другими словами, каждая гиперэквиваленция
включает один базовый вид ЛГФ русского языкаRn

и список базовых видов ЛГФ французского языка —
при условии, что хотя бы одна ЛГФ базового вида из
этого списка образовала в БД моноэквиваленцию с
русской ЛГФ базового вида Rn.

Используя определенные выше термины, пере-
числим те задачи, для решения которых предназна-
чена спроектированная БД:

– построение моно-, поли- и гиперэквивален-
ций;

– двуязычный лексический, грамматический и
лексико-грамматический поиск моно- и поли-
эквиваленций;

– вычисление частотности для каждого типа
моно- или полиэквиваленций.

Для решения этих задач был разработан веб-
интерфейс, который позволяет пользователям-
лингвистам взаимодействовать с БД в онлайн-ре-
жиме с помощью распространенных веб-браузеров
(Internet Explorer, Mozilla Firefox, Google Chrome).
Для создания и ведения БД используется СУБД
Microsoft SQL Server.

Функции БД можно разделить на две основные
группы:

(1) первая группа функций служит для постро-
ения и редактирования моноэквиваленций
(см. рис. 1 для функции редактирования);

(2) вторая группа функций — для поиска уже по-
строенных моно- и полиэквиваленций (см.

рис. 2 с интерфейсом поиска и просмотра по-
лиэквиваленций).

Группа функций построения и редактирования мо-
ноэквиваленций в БД позволяет отфильтровывать
выровненные фрагменты оригинального и пере-
водных текстов по названию книги, автору пере-
вода и присутствующих в этих фрагментах видам
ЛГФ. Используя эти функции, пользователь-линг-
вист может просматривать выровненные фрагмен-
ты параллельных текстов с целью формирования
моноэквиваленций.

На начало 2014 г. построено 10 527 моноэквива-
ленций и на их основе автоматически было сгенери-
ровано 4128 полиэквиваленций (т. е. объединений
моноэквиваленций из разных переводов одного
оригинального текста с одной и той же ЛГФ рус-
ского языка в первой позиции кортежа).

3 Двуязычный поиск

На странице поиска и просмотра полиэквива-
ленций пользователи БД могут видеть подборки
полиэквиваленций (см. рис. 2), которые генериру-
ются в соответствии с поисковым запросом. Поль-
зователи БД могут осуществлять поиск моно- и по-
лиэквиваленций, используя следующие поисковые
признаки: название русского произведения, фран-
цузский перевод, базовые виды и признаки ЛГФ
русского и французского языка, лексемы оригинала
и переводов, искомые тексты как последовательно-
сти знаков, включая знаки препинания (ср. опцию
«поиск точных форм» в НКРЯ).

Поисковые признаки можно задавать как по
отдельности, так и в сочетании. В результате вы-
полнения поискового запроса можно узнать число
найденных полиэквиваленций, удовлетворяющих
заданным поисковым признакам, и посмотреть их.

102 ИНФОРМАТИКА И ЕЁ ПРИМЕНЕНИЯ том 8 выпуск 2 2014



Информационные технологии корпусных исследований: принципы построения кросслингвистических баз данных

Рис. 1 Интерфейс для редактирования моноэквиваленций

Рис. 2 Интерфейс для поиска и просмотра полиэквиваленций
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Таблица 7 Две полиэквиваленции, найденные в БД по поливариантному двуязычному грамматическому запросу

Полиэквиваленция Номер МЭ ЛГФ перевода
Базовый вид

ЛГФ перевода

он решил оставить [. . . ]
липовые и дубовые деревья

Past-PF
[SubInf]

2931
alors qu’il garderait les [. . . ]
tilleuls et ch�enes,

CondPr

8011
Il d‚ecida de laisser tels quels les
[. . . ] tilleuls et les ch�enes,

PasSim
[SubInf]

он решил [. . . ] яблони
и груши уничтожить

Past-PF
[SubInf]

2932
il se d‚ebarrasserait des pommiers
et des poiriers

CondPr

8013
Il d‚ecida [. . . ] de supprimer les
pommiers et les poitiers

PasSim
[SubInf]

Принципиально новой является функция дву-
язычного грамматического поиска, который при-
меним как к одному, так и одновременно к не-
скольким переводам (поливариантный двуязычный
запрос). Например, если задать один базовый вид
ЛГФ русского языка «Past-PF» и соответстующие
в двух вариантах перевода два базовых вида ЛГФ
французского языка CondPr и PasSim, то в БД бу-
дут найдены две полиэквиваленции с заданными
поисковыми грамматическими признаками, отра-
женные в табл. 7.

Кроме базового вида ЛГФ в поисковом запросе
могут задаваться также дополнительные признаки
для ЛГФ русского языка (из табл. 3) и для ЛГФ
французского языка (из табл. 4).

Например, если задать поисковый запрос «Pres
[SubInf-PF]» в русской фразе и «CondPr [SubInf]»
хотя бы в одном из двух ее переводов, то в БД будут
найдены три полиэквиваленции с заданными вида-

ми ЛГФ (при этом в найденных полиэквиваленци-
ях могут присутствовать и другие дополнительные
признаки) (табл. 8).

Приведенные примеры двуязычного граммати-
ческого поиска говорят о том, что разработанная
БД является на сегодняшний день уникальным
лингвистическим ресурсом, который может быть
использован для исследования не только глаголь-
ных форм, но и более широкого спектра языковых
единиц (см. разд. 4).

4 Исследование
лингвоспецифичной лексики
с помощью базы данных

В настоящее время DBParCor-технология и БД
адаптируются к исследованию лингвоспецифич-
ных единиц (ЛСЕ) русского языка «в зеркале ино-

Таблица 8 Три полиэквиваленции, найденные в БД по видам ЛГФ

Полиэквиваленция Номер МЭ ЛГФ переводов
Вид ЛГФ
переводов

Не может постараться

для барина!

Pres
[SubInf-PF]
[Neg]

661
Tu pourrais tout de m�eme faire un

effort pour ton ma��tre!

CondPr
[SubInf]
[Exclam]

5897
Il ne peut m�eme pas faire un petit effort
pour son ma��tre!

Pr‚esent
[SubInf]
[Exclam]

теперь можете отдать
Pres
[SubInf-PF]

945
maintenant vous pouvez me
rembourser.

Pr‚esent
[SubInf]

7584
alors vous pourriez peut-�etre me

rembourser?

CondPr
[SubInf]
[ModDet]
[Interrog]

Разве я могу все это [. . . ]
перенести?

Pres
[SubInf-PF]
[Interrog]

8939 Est-ce que je puis [. . . ] le supporter?

Pr‚esent
[SubInf]
[Interrog]

8940 Je pourrais [. . . ] supporter tout c�a?
CondPr
[SubInf]
[Interrog]
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странных языков», включая французский. Для ре-
шения задач проекта «Контрастивное корпусное
исследование специфических черт семантической
системы русского языка», финансируемого по гран-
ту РФФИ, была разработана оригинальная методо-
логия контрастивного корпусного анализа, осуще-
ствляемого с помощью БД, которая опирается на
концептуальный аппарат контрастивного анализа
русских лексико-грамматических форм, описан-
ный выше. Данная методология предусматривает:

– статистическое и/или экспертное обоснова-
ние гипотез лингвоспецифичности лексиче-
ских единиц русского языка на основе анализа
текстов двуязычных корпусов, БД и других тек-
стовых источников;

– статистическое обоснование с помощью БД ги-
потез лингвоспецифичности лексических еди-
ниц русского языка, сформулированных в ходе
предшествующих исследований на основании
семантического анализа;

– статистическую и экспертную верификацию
гипотез с использованием БД.

Если для статистического обоснования гипотез
могут использоваться разные информационные ре-
сурсы (книги, корпуса или БД), то для верификации
гипотез используется только БД, так как ключевым
этапом верификации является построение моно-
и полиэквиваленций и вычисление частотности их
типов. Построение моно- и полиэквиваленций по-
зволяет документировать процесс статистической
верификации гипотез, а также согласовывать и до-
кументировать результаты верификации, выпол-
ненной лингвистами-экспертами (экспертная ве-
рификация гипотез).

Проведенные эксперименты по формирова-
нию, обоснованию, статистической и экспертной
верификации гипотез с помощью БД показали,
что для их верификации потребуется увеличить ее
объем.

Разработанная методика построения статисти-
ческой и экспертной верификации гипотез основа-
на на использовании количественного статистиче-
ского и качественного экспертного методов. Суть
статистического метода заключается в следующем.
Для каждой языковой единицы из списка потен-
циально ЛСЕ русского языка определяется число
ее переводных эквивалентов в тексте переводов,
имеющихся в параллельном корпусе, вычисляются
частотности переводных эквивалентов и их разброс.
Для определения числа переводных эквивалентов
могут использоваться книжные источники, корпу-
са и БД: лингвист-эксперт анализирует причины
разброса частотности переводных эквивалентов и
отбрасывает те случаи, когда разброс не связан

с лингвоспецифичностью (в частности, он может
быть обусловлен различием в способе лексикали-
зации, например русскому плавать в английском
языке соответствует три разных глагола, обозна-
чающих три различных вида плавания: swim, sail,
float). Оставшиеся статистически выявленные лек-
сические единицы считаются гипотетически лин-
гвоспецифичными.

Разработанная методика включает стадию уточ-
нения степени лингвоспецифичности языковой
единицы. На этой стадии, в частности, проводится
анализ условий появления рассматриваемой едини-
цы русского языка в обратных переводах (т. е. мно-
жество «стимулов» перевода на русский язык). Чем
больше таких стимулов, тем больше вероятность
лингвоспецифичности рассматриваемой единицы.

Категория лингвоспецифичных слов находится
в отношении пересечения с категорией безэкви-
валентной лексики, т. е. имеется множество язы-
ковых единиц, относящихся к обеим категориям,
но есть и непересекающиеся области. Статисти-
ческие методы применимы только к тем лингво-
специфичным словам, которые относятся также к
категории безэквивалентной лексики. Если слово
не принадлежит к этой категории, то применяется
качественный экспертный метод построения гипо-
тезы, который включает детальный сопоставитель-
ный семантический анализ рассматриваемой лек-
сической единицы и его переводного эквивалента и
выявление возможных расхождений в составе ком-
понентов, формирующих их семантическую струк-
туру.

Верификация гипотез лингвоспецифичности
языковых единиц выполняется лингвистами-экс-
пертами с использованием БД, сформированной
на основе параллельных текстов двуязычного кор-
пуса. Каждая построенная в БД моноэквиваленция
включает гипотетически лингвоспецифичную лек-
сическую единицу русского языка и один из ее
переводных эквивалентов, найденных в параллель-
ных текстах. (На данном этапе ограничим иссле-
дуемый материал, с одной стороны, переводами
на французский язык и с другой — лингвоспеци-
фичными личными глагольными формами; в даль-
нейшем исследовательская база будет расширена в
обоих направлениях: по числу языков и по спектру
конструкций).

Если сопоставительный статистический и се-
мантический анализ гипотетически лингвоспеци-
фичной лексической единицы и ее эквивалентов
позволяет лингвисту-эксперту выявить специфи-
ческий смысловой компонент, присутствующий в
русском слове и отсутствующий в переводе, то лин-
гвоспецифичность этой единицы признается им
верифицированной. Особую ценность для нужд

ИНФОРМАТИКА И ЕЁ ПРИМЕНЕНИЯ том 8 выпуск 2 2014 105



Н. В. Бунтман, Анна A. Зализняк, И. M. Зацман и др.

семантического анализа представляют полиэкви-
валенции, которые предоставляют в распоряжение
эксперта данные о границах вариативности перево-
да интересующей его единицы в контексте, зафик-
сированном в полиэквиваленции.

Так, в двух переводах фразы Давно собирался

к тебе из БД (рис. 3), оба французских глагола
s’appr�eter и se pr‚eparer (буквально ‘готовиться’) не
содержат специфического смыслового компонента
неконтролируемости, заключенного в русском гла-
голе собираться (см. [18]) и, наоборот, усиливают,
по сравнению с оригиналом, семы приготовления
и прилагаемых усилий.

База данных предоставляет в распоряжение
пользователя практически полный спектр семан-
тических компонентов, составляющих ту сложную
концептуальную конфигурацию, которая заключе-
на, например, в русском глаголе успеть (ср. [18–
20]), что позволяет уточнить проведенный ранее
анализ этого лингвоспецифичного слова (рис. 4).
Сопоставление с двумя французскими переводами,
где использовано выражение со словом ‘время’,
особенно ясно выявляет эти дополнительные се-
мы, определяющие лингвоспецифичный характер
данного русского глагола. В русском оригинале
речь идет не столько о возможной нехватке време-
ни, сколько о наклонности и способности, с одной
стороны, и о случайности и удаче — с другой; кроме
того, в русском глаголе имеется отсутствующая во
французском переводном эквиваленте оценочная
сема (ср. существительное успех).

К каждой единице предварительного списка
ЛСЕ русского языка применяется процедура ана-
лиза, включающая следующие шаги:

– формирование и выполнение поискового за-
проса по данной лексеме, который позволяет
выявить в БД все включающие ее моно- и по-
лиэквиваленции;

– анализ грамматической составляющей полу-
ченных моно- и полиэквиваленций, в том числе
статистическое распределение реально встре-
чающихся в узусе грамматических форм;

– анализ лексической составляющей получен-
ных моно- и полиэквиваленций, в том числе
статистические параметры выбора переводного
эквивалента;

– интерпретация полученных результатов с точ-
ки зрения семантического анализа исходной
единицы русского языка и оценки степени ее
лингвоспецифичности.

Разработанная методология контрастивного
корпусного анализа специфических черт семанти-
ческой системы русского языка предполагает ис-
пользование уже имеющейся БД глагольных форм,

а также построение лексических моноэквивален-
ций, что планируется осуществить в дальнейшем.
При этом базовые виды лексических моноэкви-
валенций будут определяться включенными в них
ЛСЕ.

5 Заключение

Сформированная БД позволила уточнить ряд
положений русско-французской контрастивной
грамматики. В частности, список соответствий,
описанных в работах [11, 12] и частично суммиро-
ванных в работе [13]:

– инвертирован (в работах Гака и Кузнецовой ма-
териал рассматривается в направлении от фран-
цузского к русскому, так как конечной целью
там является интерпретация значения и функ-
ции форм французского языка);

– существенно расширен, т. е. установлены новые
типы переводных соответствий;

– подвергнут статистической оценке.

Особый интерес представляют полученные ре-
зультаты частотного анализа переводных соответ-
ствий. В частности, корреляция между оппози-
циями «совершенный vs. несовершенный вид» в
русском языке и «passe compos‚e/passe simple vs. im-
parfait» во французском может быть уточнена на
основе количественных показателей: базовому ви-
ду русской ЛГФ Past-IPF лишь в 49,4% случаев со-
ответствует базовый вид французской ЛГФ Imparf и
в 21% случаев — PasCom/PasSim; особенно значи-
мой представляется последняя цифра, отражающая
широту семантического диапазона русского несо-
вершенного вида.

Разработанная методология, DBParCor-техно-
логия и созданная БД, сформированная на основе
выровненных текстов поливариантного параллель-
ного корпуса, позволили также уточнить семантику
русских глагольных форм: варианты перевода на
французский язык, обладающий более детализиро-
ванной сеткой грамматических противопоставле-
ний в области темпорально-модальных значений,
выявляют определенные семантические компонен-
ты, заключенные в значении русских глагольных
форм.

В заключение отметим, что разработанная
DBParCor-технология может быть адаптирована
для использования в других кросслингвистических
проектах, целью которых является приведение в
соответствие знаний о русском языке современ-
ному состоянию лингвистической теории и эм-
пирической базе, представленной современными
электронными корпусами, с одной стороны, и, с

106 ИНФОРМАТИКА И ЕЁ ПРИМЕНЕНИЯ том 8 выпуск 2 2014



Информационные технологии корпусных исследований: принципы построения кросслингвистических баз данных

Давно собирался к тебе, —
Depuis longtemps je m’appr�etais �a te rendre visite.
Il y a d‚ej �a longtemps que je me pr‚eparais �a venir te voir,

Рис. 3 Лингвоспецифичная единица собираться

Когда это он успел опять лечь-то
Quand est-ce qu’il a trouv‚e le temps de se recoucher
Mais, comment a-t-il eu le temps de se recoucher?

Рис. 4 Глагол успеть

другой стороны, потребностям современной систе-
мы образования, а также требованиям, предъявля-
емым новыми информационными технологиями
машинного перевода. Необходимость использова-
ния кросслингвистических моделей для разработки
технологий машинного перевода была обоснована
в работах [21–23].

DBParCor-технология может быть использована
в проектах, посвященных изучению на базе парал-
лельных выровненных текстов лексико-граммати-
ческих форм других категорий без изменения струк-
туры БД или с небольшими ее изменениями. Для
адаптации DBParCor-технологии нужно сформи-
ровать перечень используемых языков, определить
списки базовых видов ЛГФ и их дополнительных
признаков для языков оригинала и перевода в со-
ответствии с целями конкретных проектов.
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ПОСТРОЕНИЕ МОДЕЛЕЙ СИСТЕМНОЙ ДИНАМИКИ

В УСЛОВИЯХ ОГРАНИЧЕННОЙ ЭКСПЕРТНОЙ ИНФОРМАЦИИ∗

О. Г. Кантор1, С. И. Спивак2

Аннотация: Системная динамика — методология изучения сложных динамических систем, ориентирован-
ная на проведение компьютерного эксперимента. Построение моделей системной динамики во многом
зависит от имеющейся экспериментальной информации и квалификации экспертов. Имитационный экс-
перимент с «плохими» моделями может привести к существенному или даже полному искажению свойств
изучаемой системы. В настоящей работе приводится описание метода построения моделей системной
динамики, представляющего собой комплекс математических моделей, в основу которых положены идеи
подхода Л. В. Канторовича к математической обработке экспериментальных данных, и вычислительных
процедур. Важным преимуществом при этом является возможность включения в модель значимых с
точки зрения исследователя условий, влияющих на ее адекватность. Апробация разработанного метода
осуществлялась на примере моделирования численности населения Российской Федерации.

Ключевые слова: модели системной динамики; точечные и интервальные оценки параметров моделей;
подход Л. В. Канторовича; предельно допустимые погрешности измерений
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1 Введение

Основу концепции системной динамики со-
ставляет представление функционирования изуча-
емой системы в виде совокупности потоков ресур-
сов, определяющих ее. При этом подразумевается
достаточно высокая степень агрегирования, в ре-
зультате чего рассмотрению подлежат лишь наибо-
лее значимые факторы [1–4].

Основой для построения уравнений системной
динамики служат дифференциальные модели. При
построении математических моделей системной
динамики используются переменные двух типов:
системные уровни и темпы. Системные уровни
полностью описывают состояние системы в про-
извольный момент времени. Изменение систем-
ных уровней вызвано соответствующими темпами,
которые, в свою очередь, зависят от одного или
нескольких системных уровней (но не от других
темпов). В некоторых случаях в целях более деталь-
ного отражения процессов, протекающих в изуча-
емой системе, и/или более удобной формы записи
уравнений модели системной динамики могут ис-
пользоваться вспомогательные переменные.

В моделях системной динамики для всех систем-
ных уровней пишутся уравнения одного и того же
типа [1, 3]:

d�x

dt
= f (�x, �a) = �x+ − �x− , (1)

где (�x, �a)— вектор-функция, зависящая от перемен-
ных �x и параметров �a модели; �x+ и �x− — положи-
тельный и отрицательный темпы скорости систем-
ных уровней �x, каждый из которых включает в себя
все факторы, вызывающие соответственно рост и
убывание �x.

Аналитическое решение систем дифференци-
альных уравнений (1) с учетом размерности реаль-
ных задач представляет собой практически нераз-
решимую задачу. Поэтому традиционным является
переход от дифференциальных уравнений (1) к их
разностным аналогам:

–�x = f (�x, �a) , (2)

для численного интегрирования которых разрабо-
тано большое количество методов. (Далее для опре-
деленности будем говорить только о модели (2),
подразумевая, что если ее параметры известны, то
и модель ( 1) также определена.)

Следует заметить, что темпы в случае исполь-
зования модели ( 1) показывают закон изменения
соответствующих системных уровней, а в случае
их разностных аналогов (2) — каким образом из-
меняются соответствующие системные уровни за
временной интервал, равный шагу моделирования,
выбор которого во многом зависит от имеющей-
ся экспериментальной информации, получаемой
из фактических наблюдений за исследуемой систе-
мой.

∗Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект № 13-01-00749).
1Институт социально-экономических исследований Уфимского научного центра Российской академии наук, o kantor@mail.ru
2Башкирский государственный университет, semen.spivak@mail.ru
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Рис. 1 Потоковая диаграмма модели системной динами-
ки общего вида: 1 — системные уровни; 2 — системные
темпы; 3 — неучтенные факторы

В некоторых случаях уравнения системной ди-
намики составляются на основе очевидных логиче-
ских связей между системными уровнями и темпа-
ми. Ключевая роль при этом отводится экспертам,
опыт и знания которых позволяют полагаться на
их мнения и оценки. В более сложных ситуациях,
например, когда ни исследователю, ни экспертам
до конца не ясно, каким образом выбранные для
анализа системные уровни и темпы взаимодейству-
ют друг с другом, определение точного вида зави-
симостей (2) представляет собой самостоятельную
задачу.

Одним из способов наглядного отображения
процессов, протекающих в изучаемой системе,
являются потоковые диаграммы (рис. 1), которые
обеспечивают целостное представление структуры
уравнений (2), включая отображение причинно-
следственных связей и петель обратных связей. По-
токовые диаграммы, по сути, представляют собой
инструмент системного анализа проблемы, приме-
нение которого способствует ее детальному пони-
манию и в ряде случаев позволяет осуществить де-
композицию задачи на несколько самостоятельных
задач меньшей размерности, тем самым снижая об-
щую трудоемкость процесса получения решения.

Отсутствие априори известных закономерно-
стей является характерной особенностью задач,
связанных с моделированием социально-эконо-
мических систем, при исследовании которых не-
обходимо учитывать ряд особенностей, наиболее
существенные из которых — ограниченность име-

ющейся информации и ее неточность. Ограни-
ченность информации обусловливается изменчи-
востью самих социально-экономических систем, в
процессе развития которых может возникать или
исчезать необходимость сбора той или иной ста-
тистической информации, при этом сам по себе
процесс сбора и обработки информации является
достаточно длительным и трудоемким. Неточность
исходной информации объясняется многостадий-
ностью процесса ее сбора, существенной долей
субъективизма, а в некоторых случаях и умышлен-
ным искажением информации с целью «приукра-
сить» реальное положение дел. При изучении со-
циально-экономических систем не представляется
возможным оценить точность полученных наблю-
дений с помощью применения стандартных подхо-
дов, основанных на сравнении данных с эталон-
ными значениями, известными изначально или
полученными на основе многократного проведе-
ния наблюдений в одних и тех же условиях, по
причине их отсутствия или невозможности орга-
низации соответствующего эксперимента. В таких
условиях едва ли разумно полностью полагаться
на экспертные оценки, если даже таковые и будут
получены.

Аналогичные проблемы могут возникать и не
только при изучении социально-экономических
систем. Полагаясь на мнение эксперта, исследо-
ватель всегда рискует, в силу того что даже самый
квалифицированный эксперт может оказаться не-
правым и все усилия исследователя по построению
математической модели и дальнейшие эксперимен-
ты с ней окажутся напрасными.

2 Постановка задачи
В условиях ограниченности экспертных пред-

ставлений об исследуемой системе исследователь
может обладать информацией лишь самого общего
характера, что не позволяет ему идентифицировать
зависимости (2). Возникающую на этапе постро-
ения уравнений системной динамики неопределен-
ность целесообразно подразделять на два типа:

(1) неопределенность первого типа, характери-
зующуюся отсутствием информации о зна-
чениях параметров зависимостей заданной
функциональной структуры, что соответству-
ет ситуации, когда известны закономерности,
связывающие системные уровни и системные
темпы, но параметры, фигурирующие в них,
подлежат определению;

(2) неопределенность второго типа, при которой
неизвестна сама функциональная структура
связи между системными уровнями и темпами.
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Неопределенность второго типа характерна для
ситуаций, когда исследователь либо не доверяет
мнению экспертов, либо в принципе не прибегает
к их опросу, а его собственных знаний об изуча-
емом объекте недостаточно для того, чтобы само-
стоятельно определить функциональные связи и
соответствующие им параметры.

Очевидно, что «раскрывать» неопределенность
второго типа можно посредством последователь-
ного рассмотрения приемлемых с точки зрения
исследователя структур для уравнений (2). При
этом каждый такой отдельный случай порождает
неопределенность первого типа, что и обусловли-
вает актуальность методов определения значений
параметров моделей системной динамики в соот-
ветствующих условиях.

Любая задача определения значений параметров
моделей заданной функциональной структуры, по
сути, сводится к поиску такого набора парамет-
ров �a, которые обеспечивали бы приемлемые с
точки зрения исследователя качественные харак-
теристики. Выбор конкретного инструментария
для определения совокупности параметров модели
зависит лишь от объема знаний и предпочтений са-
мого исследователя. Большое значение при этом
имеет цель, которую ставит перед собой исследова-
тель. Так, если целью является максимально точное
соответствие имеющимся наблюдениям, то, скорее
всего, определяющим критерием будет выступать
близость расчетных и экспериментальных данных;
если же целью исследования ставится адекватность
модели каким-либо свойствам реального объекта,
то логично в качестве определяющего критерия вы-
брать степень соответствия модели именно таким
свойствам. Следует особо отметить, что критерий,
обеспечивающий достижение лучшего значения по
одной из качественных характеристик, вовсе не
обязательно будет обеспечивать хорошее значение
по другой характеристике.

Определение параметров модели (2) на основа-
нии имеющейся экспериментальной информации
сопряжено с двумя существенными проблемами:

(1) число наблюдений n в практических задачах
превышает (а чаще — существенно превышает)
число параметров, подлежащих определению,
поэтому решаемые задачи априори являются
переопределенными;

(2) такого рода задачи изначально являются не-

корректными, так как приближенный характер
исходной информации влечет невыполнение
требований, предъявляемых к корректно по-
ставленным задачам (существование точного
решения, его единственность и устойчивость
к малым изменениям исходных данных) [5].

Перечисленные проблемы ограничивают, а ино-
гда и вовсе исключают возможность применения
классических методов, таких как, например, ме-
тоды статистического анализа. Если же исследо-
ватель будет обладать информацией о диапазонах
вариации каждого из параметров �a, то определе-
ние непосредственного вида модели (2) может быть
осуществлено посредством реализации специаль-
ного численного эксперимента, в ходе которого из
множества допустимых значений параметров �a бу-
дет выбран единственный набор �a∗, доставляющий
оптимальное значение некоторому критерию, отра-
жающему, по мнению исследователя, соответствие
расчетных и экспериментальных данных.

В некоторых случаях диапазоны значений па-
раметров модели могут быть заданы исходя из их
смысловой нагрузки, однако в общем случае их
определение является самостоятельной задачей.
Решение этой задачи «на глазок» может привести
либо к слишком большим диапазонам вариации
параметров модели, что потребует при органи-
зации численного эксперимента по определению
параметров �a∗ существенных временн‚ых затрат
и повышенных требований к производительности
вычислительной техники, либо к ситуации, когда
в заданном множестве по результатам численного
эксперимента оптимальный набор параметров �a0

попросту не будет существовать.
Исследование в настоящей работе посвящено

разработке метода определения значений парамет-
ров моделей системной динамики в условиях огра-
ниченности информации относительно значений
параметров искомых зависимостей.

3 Описание метода определения
диапазона вариации параметров
моделей системной динамики

Для решения задачи определения диапазона
вариации параметров моделей системной дина-
мики авторы разработали метод, базирующийся
на подходе, основоположником которого являет-
ся Л. В. Канторович, впервые высказавший идеи
получения точных двусторонних границ для пара-
метров моделей и областей расположения искомых
и наблюдаемых величин [6]. (Дальнейшее описание
предлагаемого метода осуществляется на примере
построения зависимости для одного отдельно взя-
того системного уровня, для которого необходимо
определить точный вид функциональной зависи-
мости dx/dt = f (x, �a) = x+−x− и, соответственно,
ее разностного аналога–x = f (x, �a).)

Традиционно проверка соответствия расчетных
и экспериментальных данных осуществляется по-
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средством введения в рассмотрение величин откло-
нений:

ηj = –x
ÒÁÓÞ|j − –xÜËÓÐ|j =

= f
(

xÒÁÓÞ|j , �a
)

− –xÜËÓÐ|j , j = 1, n ,

где –xÜËÓÐ|j — известное из наблюдений измене-
ние переменной модели в j-й момент времени;
xÒÁÓÞ|j — рассчитанное согласно модели значение
переменной x в j-й момент времени; n — общее
число имеющихся наблюдений.

Стандартный путь решения задачи определе-
ния значений параметров модели (2) заключается
в минимизации отклонений

{

ηj , j = 1, n
}

в смысле
некоторого введенного критерия. В рамках ма-
тематической статистики дается обоснование вида
такого критерия в случае известного закона рас-
пределения погрешности измерений. Так, если по-
грешности измерений подчиняются нормальному
закону распределения или распределению Лапласа,
то критерий соответственно принимает вид

n
∑

j=1

1

σ2j
η2j , (3)

или
n
∑

j=1

1

σj
|ηj | ,

где σ2j — дисперсия измерений, j = 1, n.
В реальных системах, как правило, информация

о законе распределения погрешности измерений
отсутствует, в то время как доступной является ин-
формация о предельно допустимой погрешности
измерений (именно этот факт и был взят за основу
Канторовичем в работе [6]). Условие того, что мо-
дель описывает наблюдаемые величины, приводит
к системе неравенств

|ηj | =
∣

∣

∣f
(

xÒÁÓÞ|j , �a
)

− –xÜËÓÐ|j
∣

∣

∣ ≤ εj , j = 1, n , (4)

где εj — погрешность j-го измерения, численное
решение которой предполагает использование в
качестве начального приближения хотя бы одной
точки, обеспечивающей справедливость всех соот-
ношений (4).

Основной принцип интервального оценивания
в свете подхода Канторовича состоит в том, что
величины отклонений ηj должны находиться в пре-
делах погрешностей измерений εj. Описывая пред-
лагаемый им подход к обработке наблюдений [6],
Канторович считал, что исследователь должен рас-
полагать информацией о величине предельно до-
пустимой погрешности εj. Однако далеко не всегда

это является возможным (например, при иссле-
довании социально-экономических систем в силу
упомянутых выше особенностей). Более того, даже
в тех случаях, когда известны величины погреш-
ностей измерений εj, система (4) может оказаться
несовместной.

В этой связи, по мнению авторов, целесообраз-
но величины εj рассматривать как неизвестные,
что позволит осуществлять поиск точки, гаранти-
рующей справедливость всех соотношений (4), ис-
ходя из условия обеспечения оптимума любого кри-
терия, характеризующего соответствие расчетных и
экспериментальных данных. В качестве такого кри-
терия авторы применили функцию

max
1≤j≤n

|ηj | , (5)

используемую в методе выравнивания по Чебы-
шёву. Основная идея метода выравнивания по
Чебышёву заключается в приближении экспери-
ментальных данных таким способом, чтобы обес-
печивалась равномерная точность описания во всей
исследуемой области, а из всей экспериментальной
информации фактически используется k + 1 точка,
где k — число искомых параметров. Очевидно, что
оптимальные параметры модели (2) должны мини-
мизировать норму (5), а это эквивалентно решению
задачи

min
Ÿ
max
1≤j≤n

|ηj | , (6)

где Ÿ — множество допустимых значений иско-
мых параметров �a, в качестве которого в первом
приближении может быть взят многомерный па-
раллелепипед произвольного размера.

Задача (6) сводится [5] к решению оптимизаци-
онной задачи с помощью введения дополнительно-
го параметра λ, такого что

|ηj | ≤ λ , j = 1, n .

В результате задача (6) может быть формализо-
вана следующим образом:

λ→ min
Ÿ,λ
;

−λ ≤ f
(

xÒÁÓÞ|j , �a
)

− –xÜËÓÐ|j ≤ λ , j = 1, n ;

λ ≥ 0 .



















(7)

Данная задача, в отличие от задачи (3), являет-
ся совместной всегда. Ее решением будет набор
точечных оценок параметров модели (2) �a∗ и значе-
ние λ∗.

Определение диапазонов вариации парамет-
ров �a может быть осуществлено посредством ре-
шения оптимизационных задач вида
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ai → min
Ÿ
(max
Ÿ
) ;

∣

∣

∣f
(

xÒÁÓÞ|j , �a
)

− –xÜËÓÐ|j
∣

∣

∣ ≤ λ∗ , j = 1, n ,







(8)

для каждого отдельно взятого компонента ai век-
тора �a. При этом в целях получения большей ин-
формации о диапазонах значений параметров мо-
дели (2) правые части системы ограничений могут
варьироваться, т. е. вместо модели (8) могут рас-
сматриваться модели вида

ai → min
Ÿ
(max
Ÿ
) ;

∣

∣

∣f
(

xÒÁÓÞ|j , �a
)

− –xÜËÓÐ|j
∣

∣

∣ ≤ λ∗(1 + δ) , j = 1, n ,

где δ — числовой параметр, δ ≥ 0.

4 Упрощения и допущения

Основная сложность практической реализации
описанного подхода применительно к моделям
системной динамики вытекает из спецификации
правых частей соотношений (2) и заключается, во-
первых, в большой размерности задач (7) и (8) и, во-
вторых, в нелинейности вектор-функции f (�x, �a),
что существенно усложняет процесс решении. Для
решения перечисленных проблем авторы исполь-
зовали идеи линеаризации уравнений системной
динамики (2) по параметрам �a [7]. Благодаря это-
му задача определения диапазонов вариации пара-
метров модели (2) (т. е. решения задач (7) и (8))
сводится к классическим задачам линейного про-
граммирования, для решения которых разработано
множество эффективных алгоритмов. Такое упро-
щение приводит к определенной потере точности
искомых интервалов, однако названный недоста-
ток можно считать компенсированным за счет эко-
номии временн‚ых и программных ресурсов.

Важным преимуществом разработанного мето-
да является возможность включения в модель на
этапе численного интегрирования системы (2) раз-
личных дополнительных условий, соблюдение ко-
торых продиктовано очевидными соображениями,
что позволяет повысить степень адекватности мо-
дели, но не осуществимо в рамках классических
методов. В качестве примера такого рода усло-
вий могут быть названы ограничения на будущие
значения переменных модели (2) или их предпо-
лагаемые приращения. Совокупность всех таких
условий может быть формализована в виде огра-
ничений G (�x, �a) ⊂ S0, подлежащих включению в
модели (7) и (8).

К определению параметров моделей систем-
ной динамики авторы подошли с позиций уче-
та следующих аспектов: необходимо добиваться,

во-первых, близости расчетных и эксперименталь-
ных данных, во-вторых, — минимально возможной
области предельно допустимых погрешностей ап-
проксимации; в-третьих, — минимального уровня
вариации оцениваемых параметров. (Под мини-
мально возможной областью предельно допусти-
мых погрешностей аппроксимации подразумевает-
ся область значений величин {ηj} с минимальным
диаметром.) Соблюдение третьего принципа по-
зволяет снизить неопределенность, обусловленную
неединственностью решения поставленной задачи.

С этих позиций в рамках предлагаемого подхода
формализация показателей качественных характе-
ристик модели (2), а именно точности, адекват-
ности и пр., может быть обеспечена посредством
задания целевой функции и ограничений, отража-
ющих каждая в отдельности одну из качественных
характеристик. Способ их непосредственного зада-
ния должен определяться исследователем на основе
анализа специфики самой задачи и цели моделиро-
вания. Так, возможным вариантом критерия бли-
зости расчетных и экспериментальных данных на
стадии численного интегрирования системы (2) мо-
жет служить средняя ошибка аппроксимации, что
позволяет реализовать все названные принципы [8].
(Средняя ошибка аппроксимации рассчитывается
по формуле

�A =
1

n

n
∑

i=1

∣

∣

∣

∣

yÒÁÓÞi − yÜËÓÐi

yÜËÓÐi

∣

∣

∣

∣

· 100% ,

где yÒÁÓÞi и yÜËÓÐi — соответственно рассчитанные со-
гласно полученной модели и известные из наблю-
дений значения исследуемого фактора в i-й момент
времени; n — общее число наблюдений.)

Заметим, что формализация критерия, харак-
теризующего точность по совокупности уравнений
модели (2), представляет собой самостоятельную
задачу, решение которой находится в компетенции
исследователя [9].

5 Апробация метода

Апробация разработанного метода осуществля-
лась при моделировании численности населения
Российской Федерации. Общий вид исследованной
авторами модели системной динамики в терминах
разностных уравнений следующий:

–N = a1N
α1Dβ1Iγ1 − a2N

α2Dβ2Iγ2 ;

–D = a3N
α3Dβ3Iγ3 − a4N

α4Dβ4Iγ4 ;

–I = a5N
α5Dβ5Iγ5 − a6N

α6Dβ6Iγ6 ,



















(9)
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Таблица 1 Исходные данные для модели (9)

Год
Численность

населения РФ
N , чел.

Душевые
доходы D,

руб./чел. в год

Индекс потреби-
тельских цен I,

доли ед.
1998 147 802 133 12 122,4 1,844
1999 147 539 426 19 906,8 1,365
2000 146 890 128 27 373,2 1,202
2001 146 303 611 36 744,0 1,186
2002 145 649 334 47 366,4 1,151
2003 144 963 650 62 044,8 1,120
2004 144 168 205 76 923,6 1,117
2005 143 474 219 97 342,8 1,109
2006 142 753 551 122 352,0 1,090
2007 142 220 968 151 232,4 1,119
2008 142 008 800 179 287,2 1,133
2009 141 904 000 202 282,8 1,088

где N — численность населения РФ; D — душе-
вые доходы за год; I — индекс потребительских
цен. Информационную базу исследования соста-
вили данные официальной статистической отчет-
ности за период с 1998 по 2009 гг. (табл. 1).

В целях сокращения проблем вычислительного
характера была использована двухэтапная проце-
дура, основанная на применении разработанного
метода к линеаризованным правым частям моде-
ли (9). Целесообразность двухэтапной процедуры
обусловлена необходимостью задания центра раз-
ложения в процедуре линеаризации и спецификой
уравнений (9). Используя разложение их правых ча-
стей в ряд Маклорена по переменным{ai, αi, βi, γi},
i = 1, 6, получим систему:

–N ≈ a1 − a2 ;

–D ≈ a3 − a4 ;

–I ≈ a5 − a6 ,



















(10)

в которой отсутствуют параметры, характеризу-
ющие показатели степеней всех переменных мо-
дели. Именно по этой причине на первом
этапе с помощью разложения в ряд Маклоре-
на (10) определялись точечные и интервальные

оценки величин {a2i−1 − a2i},
{

(a2i−1 − a2i)
0
}

и
{[

(a2i−1 − a2i)
− ; (a2i−1 − a2i)

+
]}

, i = 1, 3.

Разложение правых частей соотношений мо-
дели (9) в ряд Тейлора с центром в точке
{

a0i , αi = 0, βi = 0, γi = 0
}

, i = 1, 6, имеют следу-
ющий вид (на примере первого уравнения):

–N ≈ a1+ a
0
1 lnN ·α1+ a01 lnD ·β1+ a01 ln I · γ1−

− a2 − a02 lnN · α2 − a02 lnD · β2 − a02 ln I · γ2 . (11)

Таким образом, используя разложение в ряд
Тейлора (11), можно осуществлять идентифика-

цию всех параметров первого уравнения модели (9).
(Строго говоря, вместо точечных и интервальных
оценок параметров a1 и 2 будут найдены точечные
и интервальные оценки для выражения (a1 − a2).
Однако это обстоятельство несущественно услож-
нит процесс численного эксперимента по определе-
нию оптимального набора параметров системы (9).)
Выбор центров разложения в окрестности нулевых
значений искомых параметров был продиктован
стремлением получить для них как можно меньшие
значения, что, в свою очередь, объясняется смыс-
лом каждого из слагаемых исследуемых уравнений
системной динамики: рост и уменьшение каждой
из введенных в рассмотрение переменных должны
обладать умеренной интенсивностью. Следует за-
метить, что использование только разложения в ряд
Тейлора требует обоснованного подхода к выбору
точки, служащей центром разложения.

Разработанный авторами метод (см. разд. 3) при-
менялся для каждого уравнения модели (9) в отдель-
ности в рамках каждого из двух описанных выше
этапов процедуры, основанной на линеаризации
исследуемых зависимостей. Далее для определен-
ности все рассуждения приводятся на примере пер-
вого уравнения системы (9). Для остальных урав-
нений этой системы все рассуждения аналогичны.

Модель (7) для первого уравнения системы (10)
имеет вид:

λ → min
a1,a2,λ

;

−λ ≤ a1 − a2 − –N ÜËÓÐ|j ≤ λ , j = 1, 11 ;

a1 ≥ 0 ;

a2 ≥ 0 ;

λ ≥ 0 ,















































(12)

где –N ÜËÓÐ|j — годовые приращения величины N .
Требования неотрицательности параметров a1 и a2
следуют из смысла слагаемых уравнений систем-
ной динамики. Результатом решения задачи (12)
являются величины (a1 − a2)

0 и λ0.
Для определения диапазона вариации величи-

ны a1 − a2 решалась задача вида (8), которая для
первого уравнения системы (10) имеет вид:

a1 − a2 → min
a1,a2
(max
a1,a2
) ;

∣

∣

∣a1 − a2 − N ÜËÓÐ|j
∣

∣

∣ ≤ λ0 , j = 1, 11 ;

a1 ≥ 0 ;

a2 ≥ 0 .



































(13)

Результаты численной реализации задач (12)
и (13) (табл. 2) позволяют осуществлять обосно-
ванный выбор центра разложения на втором этапе
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Таблица 2 Оптимальные решения задач (12) и (13)

Параметр
Точечные

оценки
(a1 − a2)

0

Минимальное
значение

(

(a1 − a2)
0
)min

Максимальное
значение

(

(a1 − a2)
0
)max

λ0

a1 − a2 −392457,5 −795445,0 10530,0 402987,5
a3 − a4 1514,45 622,20 2406,70 892,25
a5 − a6 0,227 0,088 0,365 0,139

процедуры линеаризации системы (9), при этом
полученные интервальные оценки в случае необ-
ходимости предоставляют исследователю дополни-
тельную степень свободы при определении его ко-
ординат.

Далее на основании полученных результатов
(см. табл. 2) и разложения (11) решались задачи
определения точечных:

λ → min
{ai,αi,βi,γi|j=1,2},λ

;

−λ ≤ a01 + a1 + a
0
1 lnN · α1 + a01 lnD · β1 +

+ a01 ln I · γ1 − a02 − a2 − a02 lnN · α2 −

− a02 lnD · β2 − a02 ln I · γ2 −

− –N ÜËÓÐ|j ≤ λ ; j = 1, 11 ;

a1 ≥ 0 ;

a2 ≥ 0 ;

λ ≥ 0























































































(14)

и интервальных оценок параметров модели (9):

a1 − a2 → min
{ai,αi,βi,γi|j=1,2}

;

a01 + a1 + a
0
1 lnN · α1 + a01 lnD · β1 +

+ a01 ln I · γ1 − a02 − a2 − a02 lnN · α2 −

− a02 lnD · β2 − a02 ln I · γ2 −–N ÜËÓÐ
∣

∣

∣

j
≤ λ∗ ,

j = 1, 11 ;

a1 ≥ 0 ;

a2 ≥ 0 .
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(15)

Результатом решения задачи (14) являются то-
чечные оценки (a1 − a2)

∗, α∗
1,2, β

∗
1,2, γ

∗
1,2, λ

∗.
В (15) приведен вид оптимизационной задачи

для определения интервалов значений величины
(a1 − a2). Для остальных параметров модели сис-
темной динамики составлялись аналогичные зада-
чи, при этом на диапазон их значений наклады-
вались ограничения (столбец 2 табл. 3), которые в

сочетании с условиями на неотрицательность пара-
метров

{

ai, i = 1, 6
}

формировали упомянутое вы-
ше множество Ÿ (15).

Результаты численной реализации моделей (14)
и (15) (см. табл. 3) были использованы для орга-
низации специальной вычислительной процедуры
по определению оптимального набора параметров
модели (9) (рис. 2).

Как отмечалось ранее, существенным преиму-
ществом разработанного метода является возмож-
ность учета априорных ограничений на значения
параметров искомых зависимостей, известных из
очевидных соображений, что позволяет значитель-
но сократить неопределенность решаемых задач.
В качестве таких ограничений были использованы
условия на приращения переменных:

∣

∣

∣
–N |j

∣

∣

∣
≤ 0,006N , j = 1, 12 ; (16)

∣

∣

∣–D|j
∣

∣

∣ ≤ 0,7D , j = 1, 12 ; (17)
∣

∣

∣–I|j
∣

∣

∣ ≤ 0,7I , j = 1, 12 , (18)

и их будущие значения:

|NÒÁÓÞ13 −N ÜËÓÐ12 | ≤ 100 000 ; (19)

|DÒÁÓÞ13 −DÜËÓÐ12 | ≤ 120 000 . (20)

Условие (16) обусловлено максимальным за весь
период 1998–2009 гг. изменением показателя чис-
ленности населения: в 2004 г. численность насе-
ления РФ сократилась на 0,6% (что соответствует
примерно 800 тыс. чел.). Условия (17) и (18) огра-
ничивают рост переменных D (душевых доходов за
год) и I (индекса потребительских цен) величиной
в 70%. Условия (19) и (20) отражают тенденцию
изменения соответствующих переменных, сложив-
шуюся к 2010 г. (NÒÁÓÞ13 и DÒÁÓÞ13 — рассчитанные
согласно модели (9) прогнозные значения пере-
менных N и D в момент времени j = 13, т. е. для
2010 г.).

В качестве числовых критериев, характеризу-
ющих точность каждого уравнения модели (9), рас-
сматривались средние ошибки аппроксимации, для
которых приемлемым считался уровень, не превы-
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Таблица 3 Оценки параметров модели (9)

Параметр
Ограничения
на вариацию

Точечные
оценки

Минимальное
значение

параметра

Максимальное
значение

параметра
a1 − a2 — 22,03 −14 151 439,74 23,4

α1 [0; 5] 5,00 0,00 5,00
β1 [0; 5] 1,02 1,02 5,00
γ1 [−5; 5] 5,00 −5,00 5,00
α2 [0; 5] 1,41 0,11 1,412
β2 [0; 5] 0,00 0,00 1,03
γ2 [−5; 5] 4,06 1,47 4,06

a3 − a4 — −7173,5 −7173,5 −3459,3
α3 [0; 2] 0,13 0,00 0,13
β3 [0; 2] 0,32 0,32 0,33
γ3 [−2; 2] −1,18 −1,21 −1,14
α4 [0; 2] 2,00 0,00 2,00
β4 [0; 2] 0,00 0,00 2,00
γ4 [−2; 2] 1,99 −2,00 2,00

a5 − a6 − −6,59 −9,60 7,59
α5 [0; 3] 0,00 0,00 2,99
β5 [0; 3] 0,32 0,32 0,33
γ5 [−2; 3] 1,70 −1,99 3,00
α6 [0; 3] 3,00 0,00 3,00
β6 [0; 3] 0,01 0,01 3,00
γ6 [−2; 3] 1,70 −2,00 3,00

Рис. 2 Схема разработанного метода определения оптимального набора параметров модели системной динамики
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Построение моделей системной динамики в условиях ограниченной экспертной информации

Рис. 3 Графическая иллюстрация результатов численного интегрирования системы (21) методом Рунге–Кутты
(кривые): (a) �AN = 0,13%; (б) �AD = 3,33%; (в) �AI = 5,86%. Значки — экспериментальные данные

шающий 10% [10] (т. е. �AN ≤ 10%, �AD ≤ 10%,
�AI ≤ 10%).

Критерий оптимальности набора значений па-
раметров модели (9) определялся на основе модуля
вектора средних ошибок аппроксимации, компо-
нентами которого являлись рассчитываемые сред-
ние ошибки аппроксимации по каждому уравне-
нию модели (2):

√

�A2N +
�A2D +

�A2I → min .

В качестве метода численного интегрирования
системы (9) авторы выбрали метод Рунге–Кутты
4-го порядка ввиду его высокой точности и мень-
шей склонности к возникновению неустойчивости
решения. По результатам вычислительной проце-
дуры был определен оптимальный с позиций задан-
ных условий и критерия набор параметров иссле-
дуемой модели численности населения Российской
Федерации:

dN

dt
=

= 8,139 · 10−22 N
2,05D2

I2
− 64,1 N

0,33D0,3

I0,3
;

dD

dt
= 560D0,35 − 9900 I ;

dI

dt
= 0,131I−0,4 − 0,0072 N

0,092D0,092

I0,092
.
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(21)

Модель (21) характеризуется хорошими показа-
телями точности (рис. 3) и адекватности, что позво-
лило, в частности, эффективно решать задачи по-

лучения прогнозных оценок. Так, полученные про-
гнозные оценки согласно модели (21) в дальнейшем
были подтверждены фактическими наблюдениями
(табл. 4).

6 Заключение

Для успешной реализации метода системной ди-
намики необходимо использовать математические
модели, обладающие «хорошими» качественными
характеристиками. Предложенный в работе под-
ход к построению уравнений системной динамики
позволяет определять оптимальный с точки зрения
исследователя вид модели в условиях отсутствия
четких представлений о функциональных связях
между переменными. Полученные в ходе апроба-
ции результаты свидетельствуют о том, что описан-
ный в настоящей работе метод определения точеч-
ных и интервальных оценок параметров моделей
системной динамики, основанный на использова-
нии идей подхода Л. В. Канторовича к обработке
наблюдений, является эффективным инструмен-
том для подготовки и организации численного экс-
перимента по определению оптимального набора
параметров моделей заданной структуры. Суще-
ственным преимуществом разработанного подхода
является возможность соблюдения ряда дополни-
тельных условий, значимых на взгляд исследовате-
ля, учесть которые классическими статистически-
ми методами невозможно.

Таблица 4 Сравнение прогнозных и фактических значений численности населения РФ, тыс. чел.

Источник
На 1 января

2010 г.
На 1 января

2011 г.
На 1 января

2012 г.
По данным Федеральной службы государственной статистики 142 833,0 142 865,0 143 056,0
Согласно модели системной динамики (21) 142 025,2 142 649,1 143 793,4
Погрешность 807,8 (0,57%) 215,9 (0,15%) 737,4 (0,52%)
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ДЕКЛАРАТИВНЫЕ СТРУКТУРЫ ЗНАНИЙ

В ПРОБЛЕМНО-ОРИЕНТИРОВАННЫХ СИСТЕМАХ

ИСКУССТВЕННОГО ИНТЕЛЛЕКТА

А. Г. Мацкевич1

Аннотация: Описаны методы и средства представления знаний в виде декларативных структур на основе
расширенных семантических сетей (РСС) для формирования баз знаний (БЗ) систем искусственного
интеллекта, а также приведены примеры реализованных интеллектуальных систем обработки знаний для
различных предметных областей. Для обработки декларативных структур знаний, представленных в виде
РСС, разработан специализированный язык логического программирования ДЕКЛ. На языке ДЕКЛ были
реализованы лингвистические процессоры (ЛП), осуществляющие перевод предложений естественного
языка (ЕЯ) (русского и английского) в структуры БЗ, а также обратный перевод из внутренних (глубинных)
представлений в поверхностные формы русского или английского языка.

Ключевые слова: интеллектуальные системы; представление знаний; обработка естественного языка;
семантические сети; логическое программирование
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1 Введение

Стремительно развивается тенденция к глоба-
лизации информации: она проявляется практи-
чески во всех сферах жизни общества. В то же
время тексты на ЕЯ, в том числе в оцифрован-
ном виде, являются основным способом хранения
и передачи знаний. Во многих случаях человек не
в силах прочитать и осмыслить даже малую часть
того, что ему предлагается. В настоящее время
решением этой глобальной проблемы занимаются,
в частности, системы искусственного интеллекта.
Основными компонентами таких систем являются
БЗ, предназначенные для хранения информации в
форме, удобной для ее обработки, а также средства,
необходимые для преобразования текстов на ЕЯ в
такую форму. Кроме этого, в состав таких систем
входят компоненты, с помощью которых обеспечи-
вается эффективный поиск и анализ информации
и решаются другие насущные задачи.

В ИПИ РАН накоплен большой опыт разработ-
ки интеллектуальных систем обработки текстовых
знаний. В коллективе, научным руководителем
которого на протяжении многих лет являлся док-
тор технических наук, профессор Игорь Петрович
Кузнецов, создана линия систем искусственного
интеллекта, построенных на аппарате представле-
ния знаний в виде РСС. Еще в 1980-е гг. в своих
монографиях [1, 2] и в докторской диссертации
И. П. Кузнецов предложил использовать РСС для
описания декларативных знаний.

Семантическая сеть в этом варианте состоит
из множества вершин, представляющих объекты.
Из вершин составляются элементарные фрагменты
(ЭФ), каждый из которых представляет k-местное
отношение. Во фрагмент вводятся две дополни-
тельные вершины: одна соответствует отношению,
а другая — всей совокупности упомянутых объектов
с учетом их отношения. Эти вершины, как и любые
другие вершины, могут стоять на местах объектов в
других фрагментах, что обеспечивает высокие изоб-
разительные возможности и гибкость: представле-
ние отношений между отношениями, между сово-
купностями связанных объектов и т. п. Из таких
фрагментов и составляются сети, названные рас-
ширенными семантическими сетями. Как показа-
ли исследования [1–3], подобные сети оказываются
удобными для представления различных языковых
конструкций, в которых отглагольные существи-
тельные, представляющие определенное действие,
сами могут связываться в рамках глагольных форм.
Такие сети могут служить основой для решения
многих логико-аналитических задач.

2 Языки представления
и обработки знаний

Для обработки декларативных структур знаний,
представленных в виде РСС, разработан специали-
зированный язык логического программирования
ДЕКЛ. Он обеспечивает представление декларатив-

1Институт проблем информатики Российской академии наук; Московский технический университет связи и информатики
(МТУСИ), xmag@mail.ru
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Рис. 1 Обычная семантическая сеть из вершин и дуги

Рис. 2 Расширенная семантическая сеть из вершин-объ-
ектов, вершины-отношения и вершины-комплексного
объекта

ных структур знаний в виде РСС и имеет средства
их обработки [4, 5].

Обычные семантические сети состоят из вер-
шин (они соответствуют объектам) и связывающих
их дуг, которые соответствуют отношениям. На-
пример, «Иван отец Петра» представляется в виде
графа, представленного на рис. 1.

В РСС используются не слова ЕЯ, например рус-
ского ОТЕЦ, ИВАН, ПЁТР, а конкретные объекты
базы знаний — ИВАН1, ИВАН2, . . . , ПЕТР1, со-
ответствующие референтам, т. е. людям с именами
Иван, Петр. База знаний может содержать много
подобных объектов.

Такое различие необходимо для более точного
представления информации. Далее, вместо дуги
используется специальная вершина связи и ЭФ.

На рис. 2 представлено, что ИВАН1 отец ПЕТР1.
Цифры 1, 2 возле стрелок указывают, что ИВАН1 —
это первый объект отношений, а ПЕТР1 — 2-й. Ес-
ли поменять их местами, то уже будет ПЕТР1 отец

ИВАН1. При этом вершина-отношение (ОТЕЦ) вы-
делена как самостоятельная. Она тоже может быть
связана отношением. Далее, выделена комплекс-

ная вершина G1, которая соответствует объектам
ИВАН1, ПЕТР1 с их отношением. Все это образует
часть семьи — более сложный объект, которому со-
поставлена вершина G1. На языке ДЕКЛ такой ЭФ
записывается в виде:

ОТЕЦ(ИВАН1,ПЕТР1/G1).

Это предикатная форма записи ЭФ. Если вершина-
отношение (ОТЕЦ) и комплексная вершина (G1)

Рис. 3 Упрощенная РСС из вершин-объектов и верши-
ны-связи

Рис. 4 Упрощенная РСС с вершиной-переменной

не связаны с какими-либо другими вершинами (не
входят в другие ЭФ в качестве вершин-объектов),
то будем использовать более простую запись ЭФ
(рис. 3).

Запись сети рис. 3 в предикатном виде:
ОТЕЦ(ИВАН1,ПЕТР1).

В РСС различают 2 типа вершин.

1. Вершины, соответствующие определенным

объектам, отношениям, классам объектов
(ИВАН1, ОТЕЦ, . . . ).

2. Вершины, соответствующие неопределенным

объектам (X1, X2, . . . , Xn). Они называют-
ся х-вершинами или вершинами-переменными.
Их обозначения выносятся за рамки вершин,
указывая таким образом, что они не означены.

Сеть рис. 4 представляет: ИВАН1 отец неизвест-

но кому — ОТЕЦ(ИВАН1, X1)
С помощью сети рис. 5 представлено, что ИВАН1

и ПЕТР1 как-то связаны между собой, но неизвест-
но, каким отношением — X2(ИВАН1,ПЕТР1).

В дальнейшем вводится понятие «отношение в
широком смысле» и допускается множество объек-
тов отношений (более двух). В этом случае ЭФ в
общем виде будет выглядеть, как на рис. 6. Здесь
представлено N-арное отношение R1 между объек-

тами А1, А2, . . . , АN, которые образуют ком-
плексный объект G2. Такой ЭФ записывается в
предикатном виде как R1(A1,A2, . . . ,AN/G2).

Рис. 5 Расширенная семантическая сеть с вершиной-
переменной
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Рис. 6 Расширенная семантическая сеть с N-арным
отношением R1 между объектами A1, . . . , AN, образу-
ющими комплексный объект G2

Посредством РСС вводятся представления от-
ношений, описываются родовидовые деревья и
другие конструкции для комплексных объек-
тов. В РСС используется принцип наследования
свойств: свойства каждой вершины более высоко-
го уровня справедливы для всех ее вершин более
низкого уровня. Это позволяет значительно сокра-
тить объем знаний, используя свойства (отноше-
ния) классов объектов и автоматически перенося
их на конкретные объекты.

Такое разнообразие «изобразительных средств»
делает РСС очень гибким и практически универ-
сальным средством описания декларативных зна-
ний.

Для обработки структур знаний, представлен-
ных в виде РСС, разработана инструментальная
среда ДЕКЛ, включающая в себя язык ДЕКЛ, а так-
же собственную базу данных — для хранения РСС
и текстов. Последние версии этой среды написаны
на языке Object Pascal в среде программирования
Delphi. Язык ДЕКЛ основан на применении пра-
вил ЕСЛИ. . .ТО. . ., которые содержат правую и ле-
вую часть. Для левой части ищутся сопоставимые
структуры в БЗ. Если в БЗ оказалась сеть (РСС),
сопоставимая с левой частью правила, тогда прави-
ло делается применимым и выполняются действия,
записанные в правой части этого правила. В част-
ности, могут быть вызваны другие правила.

В языке есть специальные конструкции, обеспе-
чивающие интерфейсы пользователя, например ра-
боту с файлами, построение окон, выдачу на экран,
обработчики событий (например, нажатия клавиш,
действия с мышкой) и др.

Далее приведен простой пример представления
декларативных знаний в виде БЗ и программы, на-
писанной на языке логического программирования
ДЕКЛ, выдающей студентов группы ГР 1.

{== База знаний ==}
СТУДЕНТ(ГР 1,STUD 1) ФАМ(IVANOV,STUD 1)

ИМЯ(IVAN,STUD 1)
СТУДЕНТ(ГР 1,STUD 2) ФАМ(PETROV,STUD 2)

ИМЯ(PETER,STUD 2)
СТУДЕНТ(ГР 1,STUD 3) ФАМ(SIDOROV,STUD 3)

ИМЯ(IVAN,STUD 3)
СТУДЕНТ(ГР 1,STUD 4) ФАМ(SMIRNOV,STUD 4)

ИМЯ(PETER,STUD 4)
СТУДЕНТ(ГР 1,STUD 5) ФАМ(IVANOV,STUD 5)

ИМЯ(ANDREY,STUD 5)
СТУДЕНТ(ГР 2,STUD 6) ФАМ(PETROV,STUD 6)

ИМЯ(OLEG,STUD 6)
{== Программа ==}
BEG(/91+) {= начало программы – код 91+ =}
{= с продукции START начинается применение програм-
мы =}
START:IF THEN
{B:PAR(1,9) = Включение трассировки.

B:PAR(1,0) – выключение =}
T!:STUD OUT(ГР 1)
B:IN() {= ДЕКЛ встает и ожидает нажатия клавиши =}
B:HALT(); {= Выход из ДЕКЛ =}
{== Поиск по группе X1 ее студентов X2

с выдачей ФИО ==}
STUD OUT(X1):IF СТУДЕНТ(X1,X2) ФАМ(X10,X2)

ИМЯ(X20,X2) THEN
B:BK() {= Переход на новую строку =}
B:A(« Студент гр. »,X1) {= Выдача на экран =}
B:A(«: »,X10,« »,X20);
END(/92+) {= Конец программы – код 92+ =}
@BL(91-,92-) {= указывает на зону, к которой не должны

применяться продукции =}
Если сохранить БЗ и программу в фай-

ле TEST 1.Z и написать в командной строке
ДЕКЛ WIN.EXE TEST 1.Z, то на экран будет выда-
но следующее:

Студент гр. ГР 1: IVANOV IVAN
Студент гр. ГР 1: PETROV PETER
Студент гр. ГР 1: SIDOROV IVAN
Студент гр. ГР 1: SMIRNOV PETER
Студент гр. ГР 1: IVANOV ANDREY

3 Лингвистические процессоры
на основе расширенных
семантических сетей

На языке ДЕКЛ были реализованы средства,
строящие РСС по текстам ЕЯ [6–10], называемые
лингвистическими процессорами. С использо-
ванием ЛП созданы такие объектно-ориентиро-
ванные системы, как «Криминал», «Аналитик»,
«LINGVO-MASTER», «Антитеррор».

На рис. 7 представлена схема, которую можно
считать общей для этих систем.
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Рис. 7 Схема функционирования объектно-ориентированных систем, использующих ЛП

В данной схеме с помощью ЛП накапливаются
предметные знания (ПЗ), которые определяют от-
веты, вырабатываемые системой на тот или иной
запрос. Сам ЛП настраивается на работу с вход-
ными текстами с помощью лингвистических зна-

ний (ЛЗ). Так как преобразование текстов и их обра-
ботка имеют много общих задач, то перспективным
является использование единого инструментария:
представление предметных и лингвистических зна-
ний с помощью РСС и их обработка программами
на языке ДЕКЛ. Таким образом формируются де-
кларативные знания в виде базы предметных и базы
лингвистических знаний.

Более того, ЛП может быть использован для
поддержания режима ответа на запросы, выражен-
ные на ЕЯ. Запросы представляются в виде РСС,
и поиск ответа идет на уровне обработки структур
знаний. На это и ориентирован язык ДЕКЛ.

4 Реализованные
логико-аналитические системы

Уникальной по своим возможностям системой,
использующей РСС и написанной на языке ДЕКЛ,
является логико-аналитическая система «Крими-
нал» [6, 8]. Эта система нашла свое применение в
аналитических отделах ГУВД г. Москвы и МВД.

Система «Криминал» базируется на докумен-
тах, поступающих из различных источников. Это
сводки, объяснительные, служебные записки служб
органов внутренних дел; записные книжки фигу-
рантов; отчеты, документы общего назначения; га-

зетные публикации; словесные портреты фигуран-
тов и т. д. Эти документы обрабатываются ЛП в
автоматическом режиме, по каждому из них стро-
ится РСС. Далее следует постлингвистическая об-
работка. Она заключается в логическом анализе и
выделении наиболее значимых характеристик до-
кумента с точки зрения сотрудников правоохрани-
тельных органов: орудий преступления, способа его
совершения, способа проникновения и др. Осуще-
ствляется дополнение документа атрибутами в со-
ответствии с принятыми классификаторами. Вся
выделенная информация образует РСС, которая
называется содержательным портретом докумен-
та, где представлены значимые элементы текста и
их связи. Такие портреты (РСС) образуют БЗ, ко-
торая является основой для логико-аналитической
обработки.

На основе содержательных портретов строят-
ся предметные каталоги. Это списки фигурантов,
адресов и других объектов (которые были выявле-
ны из документов), упорядоченные по алфавиту.
Такие списки делают поиск направленным. Поль-
зователь может выбрать из них любой объект для
последующего анализа.

На основе декларативных знаний, полученных
в ходе анализа документов, в системе «Криминал»
реализованы следующие задачи логико-аналитиче-
ской обработки:

– поиск похожих происшествий и фигурантов по
информации, извлеченной автоматически из
имеющихся источников;

– контекстный поиск документов;

– поиск фигурантов по словесному портрету;
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– поиск информации по запросам на естествен-
ном (русском) языке;

– объяснение результатов поиска;

– анализ и отображение связей между фигуран-
тами;

– оценка степени причастности фигуранта к про-
исшествию;

– упорядочение фигурантов по степени их кри-
минальной и преступной активности;

– выявление организованных преступных фор-
мирований (на основе связей фигурантов);

– статистическая обработка информации, выдача
усредненных и оценочных данных, характери-
зующих динамику изменения криминогенных
процессов во времени.

Приведем типовой пример документа и его со-
держательного портрета (РСС).

1.05.2013г. в 7.10 Иванова Ивана Ивановича 1953г.р

прож. ул. Ивановская 25-1-273, работает АОЗТ «ХДУ»,

зам. директора, о том, что 1-05-98г. неизвестные от

д.22 кор.3 по ул.Сенная, похитили а/м ГАЗ 31029,

черная, 1995 г/в, дв.402-0019476, кузов 0285927 . . .

Его содержательный портрет имеет следующий
вид:

ДОК (221,′TEXT 98.TXT′,′S CRI.NL′)
ДАТА (#1.5.2013,2013,МАЙ,∼1,7.1/4+) 4–(221,ДАТА )
FIO(ИВАНОВ,ИВАН,ИВАНОВИЧ,1953/5+)

5–(221,FIO)
АДР (УЛ.,ИВАНОВСКАЯ,25,1,273/6+) 6–(221,АДР )
ПРОЖ.(5–,6–/7+)
ОРГ (АОЗТ,ХДУ/8+) 8–(221,ОРГ )
РАБ (5–,8–,ЗАМ.,ДИРЕКТОР/9+) 10–(221,РАБ )
FIO(¥ ¥,¥ ¥,¥ ¥,НЕСКОЛЬКО/10+) 10–(221,FIO)
НЕИЗВЕСТНЫЙ(10–)
АВТО (АВТОМАШИНА,ГАЗ,31029,ЧЕРНЫЙ,

1995,Г/В,ДВ.,402,19476, КУЗОВ,285927,УЧЕТ/11+)
11–(221,АВТО )
УГНАТЬ(10–,11–/12+)
ДАТА (#1.5.2013,2013,МАЙ,∼1/14+) 4–(221,ДАТА )
КОГДА(12–,14–)
АДР (УЛ.,СЕННАЯ,ДОМ,22,КОРП.,3/15+)

15–(221,АДР ) ГДЕ(12–,15–)
ПРЕДЛ (221,4–,5–,6–,8–,9–,О,ТОМ,12–,14–,15–)

Первый фрагмент ДОК (221,′TEXT 98.TXT′,
′S CRI.NL′) указывает, что содержательный пор-
трет построен на основе документа 221 из файла
′TEXT 98.TXT′. При этом были использованы лин-
гвистические знания ′S CRI.NL′. Второй фрагмент
представляет дату. Здесь используются внутрисис-
темные коды, которые соответствуют определен-
ным вершинам РСС без мнемонических обозна-
чений. Причем 4+ значит, что создается новая

вершина без имени, а 4– значит, что вершина без
имени используется. Эти фрагменты необходимы
для быстрого поиска нужных фрагментов, когда
в оперативной памяти (БЗ) находится множество
содержательных портретов.

Далее следует фрагмент FIO(ИВАНОВ,ИВАН,
ИВАНОВИЧ,1953/5+), представляющий фигу-
ранта, затем следует фрагмент АДР (УЛ.,
ИВАНОВСКАЯ, 25,1,273/6+), соответствующий
выделенному адресу, а за ним фрагмент ПРОЖ.
(5–,6–/7+), в котором с использованием внутрен-
них кодов записана информация о том, что 5–, т. е.
ИВАНОВ ИВАН ИВАНОВИЧ, проживает по адре-
су 6, т. е. УЛ.,ИВАНОВСКАЯ,25,1,273. Этой выде-
ленной информации соответствует вершина 7+.

Фрагменты ПРЕДЛ представляют предложе-
ния с аргументами: кодами фрагментов, которые
представляют объекты и действия, и словами, кото-
рые никуда не вошли. За счет фрагментов ПРЕДЛ
текст может быть восстановлен по содержательно-
му портрету документа.

Содержательные портреты запоминаются в БЗ
системы. На основе этой БЗ и построенных пред-
метных каталогов реализованы различные виды
семантического поиска: поиск по признакам и свя-
зям, поиск связанных объектов на различных уров-
нях, поиск похожих фигурантов и происшествий,
поиск по приметам.

Таким образом, логико-аналитическая система
«Криминал» стала важным этапом в развитии ис-
пользования механизмов РСС для представления
декларативных структур знаний.

Система LINGVO-MASTER обеспечивает авто-
матическую формализацию различного рода спра-
вок и сообщений (автобиографических данных, за-
явок на работу, резюме), представляющих собой
тексты на ЕЯ в достаточно произвольной фор-
ме [10]. Результатами формализации являются вы-
деленные значимые компоненты (информацион-
ные объекты) и их отображение в поля некоторой
базы данных и соответствующей формы (анкеты)
с фиксированными полями. Тогда становится воз-
можным использование типовых средств для ре-
шения пользовательских задач, например поиска
работы по запросу пользователя или поиска спе-
циалиста, удовлетворяющего требованиям работо-
дателя. Общая схема такой системы отличается от
схемы рис. 7, хотя имеет много общих частей. Мето-
дики извлечения семантической информации, раз-
работанные в системе «Криминал», используют-
ся и здесь. Лингвистический процессор системы
LINGVO-MASTER в своей основе имеет тот же ЛП.
Так же строится содержательный портрет докумен-
та. Конечно, в БЗ (см. рис. 7) изменяются ЛЗ,
а знания о предметной области (ПЗ), представлен-
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ные в виде РСС, являются исходными данными для
обратного ЛП. Обратный ЛП служит для преобра-
зования содержательных портретов (РСС) в компо-
ненты ЕЯ и для их отображения в поля формы или
сайта. Этот процессор имеет свои ЛЗ, с помощью
которых задается последовательность выдачи руб-
рик (полей) и то, какими объектами они должны
заполняться. Для выделения таких объектов слу-
жат их имена, а также связи, заданные в РСС. Для
каждого выделенного объекта строится его описа-
ние — из входящих в него нормализованных слов.
Далее ищется сегмент предложения, соответству-
ющий объекту. Этот сегмент и выдается в качестве
результата.

Таким образом, в системе LINGVO-MASTER,
во-первых, обработка идет на уровне структур зна-
ний (РСС) с использованием созданного для этого
инструментария (языка ДЕКЛ). Отсюда возмож-
ность вовлечения в процесс анализа семантических
категорий и различного рода связей. И, во-вто-
рых, основные процессоры в данной системе сде-
ланы как оболочки, которые легко подстраивать
под предметную область и особенности текстов за
счет лингвистических и экспертных знаний. Это
очень важно, когда требуется обработка реальных
текстов. На стадии проектирования удается учесть
лишь малую часть их особенностей. Дальнейшее
совершенствование (и качество системы) опреде-
ляется удобством и возможностями средств под-
стройки.

Система отлаживалась на материалах кадрово-
го портала HeadHunter и обеспечивала следующие
результаты: коэффициент шумов в компонентах
(лишних слов в объектах) — не более 1%–2% и
потерь (отсутствие нужных слов) — не более 3%.

5 Заключение

Тот факт, что основные процессоры в реализо-
ванных системах сделаны как оболочки, которые
легко подстраивать под предметную область и осо-
бенности текстов за счет лингвистических и экс-
пертных знаний, открывает большие возможности
использования РСС и языка ДЕКЛ для создания
проблемно-ориентированных систем искусствен-
ного интеллекта. Благодаря этому достоинству бы-
ла создана англоязычная версия системы обработ-
ки автобиографических данных, а также система
«Антитеррор», ориентированная на выявление ин-
формации о террористической деятельности из ма-
териалов СМИ [11, 12].
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Аннотация: Изложена технология определения степени подобия информационных объектов, которые
представлены текстами или графическими изображениями. Объекты формализуются вероятностными
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мера информационного подобия сопоставляемых объектов. Показана методика формирования оценки
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ратуре. Технология формирования образов информационных объектов и сравнения их семантического
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1 Введение
Оценка близости информационных объектов

является наиболее распространенным компонен-
том информационных технологий. На компоненте
оценки информационного подобия объектов бази-
руются технологии поиска информации, сравне-
ния проектов, оценки оригинальности научных
результатов и т. п. На этом компоненте в дальней-
шем будут разработаны автоматические процедуры
дифференцированной оценки знаний, включа-
ющие оценку уровня близости текстов на естествен-
ных и формальных языках, структурированных и
неструктурированных графических объектов, т. е.
всех компонентов представления знаний, к опре-
делению уровня усвоения которых сводится про-
верка качества обучения. Совокупность проце-
дур оценки близости информационных объектов,
представленных на разных «языках», позволит со-
здавать автоматизированные системы проверки ка-
чества на всех уровнях обучения. Такие системы
позволят исключить тестовый самообман, обеспе-
чить объективность полноценной оценки качества
подготовки, устранить возможность коррупции и
разнообразных подтасовок в сфере образования.

Ниже излагается универсальная технология
формальной оценки уровня подобия информаци-
онных объектов, имеющих однотипное представле-
ние на естественном языке (тексты), на формаль-

ном языке (формулы математические, химические
и др.), графическое представление (схемы, черте-
жи, картины).

Информационные объекты обычно представля-
ют собой композицию количественных данных и
неформализованных сведений, которые могут быть
представлены текстовой и графической инфор-
мацией. В зависимости от содержания и пред-
назначения объекта доля текстовой и графиче-
ской информационных составляющих может иметь
определяющее значение. Поэтому разработка мо-
делей формального описания и оценки подобия
объектов, представленных текстовой и графиче-
ской информацией, является важной задачей, ре-
шению которой посвящена работа.

В информационно-поисковых системах при
классификации текстов, при проверке текстов на
плагиат [1] применяются статистические подхо-
ды на основе векторно-пространственной модели
текста, предложенный Солтоном с соавторами в
1975 г. [2]. В ней текст представляется вектором
частот входящих в него слов, а оценка близости
текстов равна косинусу угла между векторами тек-
стов.

Более эффективные инструменты оценки бли-
зости информационных объектов могут быть син-
тезированы на основе их представления в виде од-
нотипных вероятностных моделей, допускающих

1Российская академия народного хозяйства и государственной службы при Президенте Российской Федерации (Липецкий
филиал), Kuznetsov.Leonid48@gmail.com
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структуризацию и количественное сопоставление
содержащейся в них информации. Исследова-
ния показали, что вероятностная модель позволяет
формально и с произвольной глубиной детализации
описывать объекты, представленные текстами на
естественных и формальных языках [3] или структу-
рированными [4] и неструктурированными графи-
ческими изображениями [5]. Вероятностная модель
позволяет формализовать объекты в виде системы
классов различной информационной значимости.
Система классов может адаптироваться к содер-
жательной специфике сопоставляемых объектов и
алфавитам их представления. Оценка уровня бли-
зости объектов производится на системе классов с
учетом их информационно-семантической значи-
мости. Процедуры формирования системы классов
на заданном алфавите и уровня их значимости мо-
гут быть реализованы в виде самонастраивающихся
по принципу обратной связи систем.

2 Вероятностная модель

Сопоставляемые информационные объекты
формализуются в виде вероятностных моделей. Аб-
страктная вероятностная модель эксперимента с
конечным числом исходов, или просто вероят-
ностная модель, вводится в теории вероятностей
для формального представления результатов про-
извольного эксперимента. Модель представляет
собой совокупность трех составляющих [6]:

M = {Ÿ,ℵ, P (Ai)} , (1)

где Ÿ = {ω1, ω2, . . . , ωn} — множество элементар-
ных событий (исходов или реализаций исследуемой
случайной величины); ℵ = {A1, A2, . . . , Am} —
множество (система) случайных событий (алгебра);
P (Ai), i = 1, 2, . . . ,m, — вероятности случайных
событий.

В контексте оценки близости информационных
объектов под случайными величинами могут по-
ниматься величины или элементы, совокупностью
которых представляется объект. Случайной вели-
чиной или элементом информационного объекта,
представленного текстом на естественном языке,
является слово. Для структурированного графи-
ческого объекта, представленного, например,
электрической схемой, случайной величиной явля-
ется стандартизованное обозначение элементов
электрических схем. Для неструктурированного
графического объекта, представленного, напри-
мер, картиной, случайными величинами являются
цвет и координаты пикселов, отражающих ее на
мониторе.

В соответствии с содержанием информацион-
ных объектов случайные величины, используемые
для их представления, принимают свои значения —
элементарные события — из конечных множеств,
соответствующих содержанию. Под элементарны-
ми событиями понимаются неделимые при сравне-
нии элементыω, из которых формируются объекты.
Случайная величина «слово» (для русского текста)
может принимать значения всех слов, имеющихся в
словарях русского языка. Случайная величина «эле-
мент электрических схем» может принимать зна-
чения элементов из соответствующего ГОСТа [7].
Случайная величина «пиксел» принимает значения
из палитры цветов, представимых на мониторе, и
возможных координат его положения.

Любые объекты представляют собой множества
реализаций, или, по терминологии теории веро-
ятностей, элементарных исходов соответствующих
случайных величин. Текст представляется мно-
жеством различных слов, которые являются ре-
ализациями случайной величины «слово», элек-
трическая схема представляется набором значений
величины «элемент электрических схем», карти-
на — множеством реализаций величины «пиксел».
Современные возможности информационных тех-
нологий позволяют достаточно просто проверить
полную идентичность информационных объектов,
представленных в электронном виде. Но в боль-
шинстве задач обработки информации требуется
не установка идентичности, а оценка степени бли-
зости информационных объектов, отраженная не-
которой количественной мерой.

Такая задача может быть решена с использова-
нием вероятностной модели информационных
объектов, позволяющей структурировать мно-
жество реализаций случайной величины Ÿ =
= {ω1, ω2, . . . , ωn} введением системы классов ℵ =
= {A1, A2, . . . , Am}. Классы Aj, j = 1, 2, . . . ,m,
позволяют отразить разнообразные содержатель-
ные особенности и информационную значимость
отдельных совокупностей реализаций случайной
величины. Классами может быть формально пред-
ставлена семантика информационных объектов,
являющаяся определяющей при оценке их подо-
бия.

Случайные события Ai конструируются на
множестве реализаций случайной величины Ÿ =
= {ω1, ω2, . . . , ωn} с помощью операций ∪ — сложе-
ния случайных событий (объединения множеств),
∩ — произведения случайных событий (пересече-
ния множеств), — отрицания событий (допол-
нения множеств). Случайные события Ai пред-
ставляют подмножества множества Ÿ. Случайные
события, получаемые изAi с помощью перечислен-
ных операций, также принадлежат алгебре ℵ. В ал-
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гебру ℵ входят невозможное событие (пустое мно-
жество ∅) и достоверное событие (множество Ÿ).

Целью практического применения вероятност-
ной модели (1) является структуризация информа-
ции, содержащейся в множествеŸ, и выявление не-
которых неслучайных ее характеристик, скрытых во
множестве случайных реализаций {ω1, ω2, . . . , ωn}.
Именно эти содержательные характеристики ис-
следуемой случайной величины и отражаются в
модели (1) случайными событиями Ai, составля-
ющими алгебру ℵ.

Введение алгебры случайных событий ℵ =
= {A1, A2, . . . , Am} задает систему содержатель-
ных (качественных) характеристик, позволяющих
разделить множество элементарных событий Ÿ =
= {ω1, ω2, . . . , ωn} на классы A1, A2, . . . , Am. Прин-
ципиальным в данном контексте свойством алгеб-
ры является возможность конструирования новых
случайных событий из множества уже имеющихся,
потому что новые случайные события, полученные
объединением, пересечением и отрицанием при-
надлежащих алгебре событий, также принадлежат
алгебре, или точнее:

из Ai, Aj ∈ ℵ следует Ai ∩Aj ∈ ℵ,
Ai ∪ aj ∈ ℵ и Ai ∈ ℵ, i, j ∈ [1,m] . (2)

На основании (2) алгебра на каждом новом эта-
пе формирования (эволюции) модели (1) может
неограниченно расширяться и изменяться приме-
нением операций сложения, перемножения и от-
рицания к системе случайных событий предшест-
вующего этапа.

Количественной мерой, определяющей соотно-
шение случайных событий, образующих алгебру,
является третий элемент модели (1) — вероятности
случайных событий P (Ai), которые находятся по
вероятностям элементарных событий:

P (Ai) =
∑

ωj∈Ai

p(ωj) , (3)

где p(ωj)— вероятность элементарного событияωj .
Можно видеть, что вероятностная модель (1)

позволяет отразить всю возможную информацию
о случайной величине, которая может быть фор-
мально извлечена из множества ее реализаций Ÿ.
Система случайных событий ℵ обеспечивает воз-
можность выявления неоднородности элементов
множества Ÿ, а вероятности случайных событий
Ai ∈ ℵ, i = 1, 2, . . . ,m, позволяют количествен-
но оценить степень неоднородности. Возможность
модификации алгебры (2) позволяет осуществлять
адаптацию структуры вероятностной модели (1),
направление и результаты которой могут опреде-
ляться некоторыми функционалами, заданными на
распределении вероятностей (3).

3 Вероятностная модель
текстовых информационных
объектов

Оценка близости информационных объектов
может осуществляться сопоставлением их вероят-
ностных моделей. Современные информационные
технологии позволяют представить в электронном
виде информацию, полностью характеризующую
объекты самого разного содержания. При этом ин-
формация на электронных носителях обычно пред-
ставляет собой комбинацию текстов на естествен-
ном языке и графических изображений. Поэтому
для формального представления содержательных
информационных объектов в виде вероятностных
моделей (1)–(3) необходимы инструменты транс-
формации текстов и графических изображений в
такие абстрактные модели.

Пусть информационный объект представлен
текстом на естественном языке. Будем иметь в
виду структурированные языки, наделенные мор-
фологией и синтаксисом. Рассмотрим погружение
информационного объекта в вероятностную мо-
дель (1), или, что одно и то же, формирование
по тексту, представленному на естественном языке,
вероятностной модели (1). Вероятностная модель
позволяет осуществить на необходимом уровне де-
тализации разложение моделируемых текстов на
морфологические и синтаксические компоненты,
которые в обобщенном виде отражают однотипные
семантические представления.

Уровень детализации структуры текстов опре-
деляется из условия конечного предназначения
вероятностной модели — оценки степени семан-
тического подобия объектов (текстов). При разра-
ботке технологии можно исходить из общеприня-
той практики неавтоматизированной экспертной
оценки семантической близости информационных
объектов, представленных текстами на естествен-
ном языке. Эксперт в содержании текстов выде-
ляет и сопоставляет определяющие семантические
аспекты: (1) объекты, т. е. о чем или о ком сообща-
ется в текстах; (2) действия объекта или с объектом;
(3) образ и условия действия (как, при каких услови-
ях, где, когда действует объект или осуществляются
действия с ним); (4) результат действий и т. п.

Отражению всех содержательных аспектов в
структурированных языках соответствуют опреде-
ленные синтаксические конструкции, опирающи-
еся на морфологию. В результате разложения сопо-
ставляемых текстов по алгебрам единой структуры
тексты трансформируются в обобщенные предло-
жения, в которых роль отдельных членов играют

132 ИНФОРМАТИКА И ЕЁ ПРИМЕНЕНИЯ том 8 выпуск 2 2014



Универсальная технология оценки близости информационных объектов

введенные компоненты алгебры — случайные со-
бытия Ai, i = 1, 2, . . . ,m, представляющие обоб-
щенные подлежащие, сказуемые, дополнения, об-
стоятельства и т. п. Оценка близости текстов на
множестве компонентов алгебры, с учетом семан-
тической ценности слов и конструкций, позволяет
принципиально изменить качество оценки подо-
бия текстов по сравнению с отмеченным методом
простого подсчета одинаковых слов в текстах (пе-
ресечения списков слов).

Для иллюстрации формирования вероятност-
ной модели текста [8] ниже используется простой
объект, представленный на естественном языке ни-
жеследующим абзацем текста статьи, выделенным
курсивом.

Адаптация абстрактной модели (1) к описанию

информационных объектов, представленных тексто-

вой и графической информацией, достигается кон-

кретизацией случайных величин и алгебры к содержа-

тельной специфике объекта.

Содержание этого предложения может быть вы-
ражено бесконечным множеством семантически
равноценных фраз, в которых могут использовать-
ся наборы других слов. Из этого следует, что
с информационно-семантических позиций слово
может трактоваться случайной величиной, а кон-
кретные слова, использованные в этом (и любом
другом) предложении — реализациями, элементар-
ными исходами случайной величины «слово». По-
этому выделенное предложение может трактовать-
ся как результат эксперимента, в котором случайная
величина «слово» получила следующие элементар-
ные исходы (множество реализаций):

Ÿ1 = {ω1 = адаптация, ω2 = абстрактной,

ω3 = модели, ω4 = 1, ω5 = к, ω6 = описанию,

ω7 = информационных, ω8 = объектов,

ω9 = представленных, ω10 = текстовой,

ω11 = и, ω12 = графической, ω13 = информацией,

ω14 = достигается, ω15 = конкретизацией,

ω16 = случайных, ω17 = величин, ω18 = и,

ω19 = алгебры, ω20 = к, ω21 = содержательной,

ω22 = специфике, ω23 = объекта} . (4)

Называя элементарные исходы, как оговорено
выше, просто элементами, можно сказать, что ис-
следуемый текст состоит из элементов (4). Различ-
ные слова, образующие Ÿ1, несут существенно
отличающуюся семантическую нагрузку, которая
связана с их морфологической и синтаксиче-
ской принадлежностью. Поэтому дифференциа-
ция слов — элементарных исходов Ÿ1 с учетом их
семантической значимости позволяет значительно
повысить уровень адекватности формальной моде-

ли, отражающей информационные объекты. При
дифференциации слов целесообразно использовать
естественную структуру языка, регламентируемую
морфологией и синтаксисом.

В структурированных языках морфология опре-
деляет принадлежность слов к частям речи, их грам-
матические категории и формы. Семантический
вес слов определяется их принадлежностью к опре-
деленным частям речи. Синтаксис регламентирует
строй языка, место и роль в предложении отдельных
слов, которые отражают их семантическую значи-
мость. Роль и место слов в предложении, регули-
руемые синтаксисом, тесно связаны с их мор-
фологией, определяющей принадлежность слов к
частям речи и форму представления. Морфология
и синтаксис дополняют друг друга и позволяют син-
тезировать алгебру, достаточно полно отражающую
семантическую нагрузку слов в тексте.

Алгебра может синтезироваться на морфоло-
гической основе. При этом система случайных
событий, по которым распределяются слова, син-
тезируется на частях речи. Для большинства струк-
турированных языков это существительные, прила-
гательные, числительные, местоимения и глаголы.

Синтаксис также может быть принят за основу
системы случайных событий, по которым распре-
деляются слова, составляющие текст. В этом случае
система событий будет представлена наборами под-
лежащих, сказуемых, определений, дополнений и
других членов предложения. Система случайных
событий, по которым раскладываются тексты, мо-
жет конструироваться на комплексной основе мор-
фологии и синтаксиса.

Используя для иллюстрации простейшую мор-
фологическую алгебру, отражающую знаменатель-
ные части речи: существительные, прилагательные,
числительные, местоимения, наречия и глаголы
(предлоги и союзы игнорируются), получаем сле-
дующую систему случайных событий:

ℵ1 = {A1 — существительное,

A2 — прилагательное, A3 — числительное,

A4 — глагол} , (5)

где

A1 = {ω1 = адаптация, ω3 = модели,

ω6 = описанию, ω8 = объектов,

ω13 = информацией, ω15 = конкретизацией,

ω17 = величин, ω19 = алгебры,

ω22 = специфике, ω23 = объекта} ;
A2 = {ω2 = абстрактной,

ω7 = информационных,

ω9 = представленных, ω10 = текстовой,
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ω12 = графической, ω16 = случайных,

ω21 = содержательной} ;

A3 = {ω4 = 1} ;
A4 = {ω14 = достигается} .

Четыре слова (к, и, и, к), содержащиеся вŸ1 (4),
исключены из дальнейшего рассмотрения, так что
общее число сохраненных элементарных собы-
тий — количество исходов — 19. Вероятность каж-
дого из них p(ωj) = 1/19. Вероятности случайных
событий будут равны:

P (A1) =
10

19
; P (A2) =

7

19
;

P (A3) =
1

19
; P (A4) =

1

19
.

При этом выполняется условие нормированности
вероятности:

P (A1) + P (A2) + P (A3) + P (A4) = 1 .

Формальное представление выделенного текста
в виде вероятностной модели (1) имеет вид:

M1 = {Ÿ1,ℵ1, P (Ai)} , (6)

где Ÿ1 — множество (4) элементарных исходов —
слов, принадлежащих знаменательным частям ре-
чи; ℵ1 — система случайных событий (5), ассоци-
ируемая (в примере) со знаменательными частями
речи; P (Ai), i = 1, 2, 3, 4, — вероятности случайных
событий.

Индекс 1 в модели (6) подчеркивает, что это мо-
дель конкретного информационного объекта, опре-
деленного множеством элементарных исходов Ÿ1.
При сопоставлении информационных объектов,
представленных текстами, они формализуются мо-
делями M1 и M2 вида (6), которые отражают их ве-
роятностную структуру на введенной алгебре. Уро-
вень подобия объектов оценивается по близости
распределений вероятностей по единой для обоих
объектов алгебре. Количественной мерой подобия
является взаимная информация в объектах, опре-
деление которой рассматривается ниже.

4 Вероятностная модель
графических информационных
объектов

Графические информационные объекты, оцен-
ку содержательной близости которых требуется
производить при решении различных практических

задач, формализуются в виде вероятностной моде-
ли (1). Построение формального образа (1) графи-
ческого объекта зависит от наличия или отсутствия
некоторого конечного «алфавита» в его исходном
представлении. Под «алфавитом» в данном случае
понимается конечный набор определенных графи-
ческих структур — элементов, из которых компону-
ются сопоставляемые в процессе оценки близости
графические информационные объекты.

Наличие «алфавитов» характерно для изображе-
ний большинства искусственно создаваемых объ-
ектов: сооружений и схем различного содержания
и предназначения. Такие объекты можно назвать
структурированными. Отличными от них являют-
ся неструктурированные изображения, например
объекты искусства или визуальные изображения
некоторых фаз, картин протекания технологиче-
ских процессов и состояний в них некоторого кон-
тинуума.

Построение формального образа (1) структури-
рованного объекта может осуществляться по из-
ложенной в предыдущем пункте методике. На-
личие конечного алфавита или конечного набора
элементов позволяет все элементы моделируемого
объекта однозначно связать с конечным множе-
ством ℵ классов Aj элементов. Классы Aj могут
конструироваться из элементов ωi, i = 1, 2, . . . , n,
в соответствии с (2) и отражать любые сложные
композиции из элементов и классов, соответству-
ющие содержательным представлениям в предмет-
ной области. По близости однотипных классов
оценивается степень отличия или подобия сопо-
ставляемых объектов. Эти классы, подобно частям
речи в предыдущем примере, объявляются случай-
ными событиямиAk, k = 1, 2, . . . ,K, множество ко-
торых образует алгебру ℵ. В результате сопоставля-
емые графические объекты, отражающие проекты
здания или электрические схемы, формализуются в
виде вероятностных моделей (1), структура которых
детализируется по существенным для оценки степе-
ни их подобия компонентам. Количественная мера
близости объектов определяется по распределению
вероятностей на единой для них алгебре ℵ.

Неструктурированные графические объекты
представляют собой некоторые непрерывные изоб-
ражения, степень близости которых требуется оце-
нить. Близкая задача решается в биометрических
системах, обеспечивающих оценку сходства кон-
тролируемого изображения с заданным его этало-
ном на определенном уровне доверительной веро-
ятности [9]. При этом системы настраиваются на
определенный класс объектов (эталонов). В рас-
сматриваемом подходе предполагается, что объек-
ты могут иметь произвольную палитру и очертания.
В этом случае для представления объектов в виде
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вероятностных моделей (1) их необходимо структу-
рировать.

Любое изображение в электронном виде пред-
ставляется множеством точек — пикселов. Каждый
пиксел содержит в себе закодированную информа-
цию о цвете, формат представления которой зави-
сит от используемой цветовой модели. Цветовая
модель с помощью современных графических ре-
дакторов может быть трансформирована в любую
другую цветовую модель, которая по тем или иным
причинам более удобна для исследователя.

Наиболее распространенной в современных
графических форматах является цветовая модель
RGB (см., например, [10, 11]). Модель RGB явля-
ется аддитивной, в ней новые цвета образуются
путем добавления основных цветов к базовому чер-
ному цвету. Как следует из названия самой модели,
основными цветами являются красный, зеленый и
синий. Каждая точка несет в себе информацию
об интенсивностях этих трех основных цветов, из
которых образуется все множество видимых чело-
веком цветовых оттенков. На представление ин-
тенсивности каждого цвета отводится 8 бит (или
один октет), так что цвет может иметь 256 уровней
интенсивности (от 0 до 255). Сочетание цветовых
интенсивностей (0, 0, 0) соответствует черному цве-
ту, (255, 255, 255)— белому цвету. Суммарное коли-
чество цветов, которое можно представить данной
моделью, равно 256× 256 × 256 = 16 777 216. Цве-
товое пространствоRGB можно представить в виде
трехмерного куба с осями R, G и B. Сторона ку-
ба имеет длину 256 единиц с координатами начала
отрезка 0 и конца отрезка 255.

При переходе к вероятностной модели (1) слу-
чайными величинами считаются интенсивности
цветов в точке. В существующих алгоритмах срав-
нения изображений (например, в методе цветовых
гистограмм [10, 11])RGB-пространство делится на
несколько непересекающихся подпространств, или
областей. При обработке изображений подсчиты-
вается количество пикселов, попадающих в каж-
дую из выделенных областей пространства RGB.
В результате получается гистограмма распределе-
ния частот по подпространствам. Сравнением ги-
стограммы исследуемого объекта с гистограммой
эталона оценивается степень их близости. При этом
вследствие предопределенности эталона исключа-
ется необходимость отражения геометрии объекта.

Оценка близости произвольных графических
объектов требует сопоставления не только цветовой
палитры, но и привязки геометрии объектов к сис-
теме координат для сопоставления конфигурации.
Разработана модификация метода цветовых гисто-
грамм, позволяющая отразить конфигурацию сопо-
ставляемых объектов [12]. Модификация состоит

в добавлении к традиционномуRGB-пространству
координатных осей X и Y . Комбинированное с
координатными осями RGBXY -пространство по-
зволяет хранить информацию о цветовой интен-
сивности и пространственном расположении точек
изображения.

Пятимерное RGBXY -пространство может
быть разбито на систему непересекающихся под-
пространств, которые позволяют определить сис-
тему случайных событий Ai, i = 1, 2, . . . ,m, обра-
зующих алгебру ℵ. Сетка разбиения необязательно
равномерная, что позволяет детализировать образы
изображений. Распределение точек изображения
по подпространствам формирует распределение ве-
роятностей для образов сопоставляемых объектов.
В результате не структурированные исходно графи-
ческие объекты формализуются в виде вероятност-
ных моделей (1).

5 Технология оценки близости
объектов

Технология оценки степени близости сопостав-
ляемых объектов, представленных их образами в
виде вероятностных моделей (1), может базировать-
ся на представлениях теории информации. В тео-
рии информации вводится мера количества ин-
формации, содержащегося в случайной величине,
которая позволяет определить количественные ме-
ры соотношения информации в случайных объек-
тах, характеризующие уровень близости объектов.

Информационные объекты исходно представ-
лены различными наборами элементарных со-
бытий Ÿ1 = (ω11 , ω

1
2 , . . . , ω

1
N1
), Ÿ2 = (ω21 , ω

2
2 , . . .

. . . , ω2N2) — реализаций случайных величин.
В данном контексте под случайными величинами
понимаются минимальные неделимые (атомарные)
элементы, наборами которых представляются ин-
формационные объекты: слова, элементы изобра-
жения формул, схем, пикселы и т. п. Элементарны-
ми событиями — значениями случайных величин
(реализациями) будут конкретные слова исследу-
емого текста, элементы изображения конкретных
формул, схем, RGBXY -значения пикселов и т. п.

Для представления объектов в виде вероятност-
ных моделей (образов) вводится единая алгебра
ℵ = {A1, A2, . . . , Am}, структура которой долж-
на максимально полно отражать принципиальные
компоненты информационной сущности сопостав-
ляемых объектов. Содержание информационных
объектов Ÿ1 = (ω11 , ω

1
2 , . . . , ω

1
N1
), Ÿ2 = (ω21 , ω

2
2 , . . .

. . . , ω2N2} раскладывается по системе событий ℵ =
= {A1, A2, . . . , Am}. В результате информационные
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объекты представляются в виде систем случайных
событий:

Ÿ1 = (ω
1
1 , ω

1
2 , . . . , ω

1
N1
)⇒

⇒ ℵ = {A11, A12, . . . , A1m} ;

Ÿ2 = (ω
2
1 , ω

2
2 , . . . , ω

2
N2
)⇒

⇒ ℵ = {A21, A22, . . . , A2m} .



















(7)

На основании свойства (2) из случайных со-
бытий с помощью операций над множествами
могут быть синтезированы новые случайные со-
бытия, принадлежащие алгебре ℵ = {A1, A2, . . .
. . . , Am}. Количественной характеристикой рас-
пределения реализаций Ÿ1 = (ω11 , ω

1
2, . . . , ω

1
N1
),

Ÿ2 = (ω
2
1 , ω

2
2 , . . . , ω

2
N2
), составляющих объекты, по

системе случайных событий ℵ = {A1, A2, . . . , Am}
служат, в соответствии с (3), эмпирические вероят-
ности

P (A1j) =
∑

w1i ∈A1j

p(ω1i ) ; P (A
2
j) =

∑

ω2i ∈A2j

p(ω2i ) . (8)

В результате информационные объекты M1
и M2, заданные множествами реализаций Ÿ1 =
= (ω11 , ω

1
2 , . . . , ω

1
N1
), Ÿ2 = (ω21 , ω

2
2 , . . . , ω

2
N2
), пред-

ставляются в виде вероятностных моделей

M1 = {Ÿ1,ℵ, P (A1j)} ;

M2 = {Ÿ2,ℵ, P (A2j)} .







(9)

Назовем формализованное представление ин-
формационных объектов (9) в виде вероятностных
моделей (1) образами объектов. Задача состоит в
оценке подобия объектов, имеющих образы (9).

Формальная оценка степени подобия объектов
может базироваться на количественных характери-
стиках их образов. Адекватной основой для синте-
за таких характеристик представляется теория ин-
формации, основоположником которой является
К. Шеннон [13]. В теории информации количество
информации, содержащееся в случайной величи-
не, может оцениваться энтропией, которая опреде-
ляется по распределению вероятностей случайной
величины. Энтропия вероятностной модели, от-
ражающая количество информации в ней, может
определяться в виде

H = −
∑

Aj∈ℵ

P (Aj) lnP (Aj) , (10)

где P (Aj)— вероятности случайных событий (8).
На основании энтропии могут быть синтези-

рованы различные меры близости информацион-
ных объектов. Учитывая аналогию терминов и
представлений теории вероятностей и теории мно-
жеств, воспользуемся графической иллюстрацией,

Рис. 1 Геометрическая интерпретация операций с коли-
чествами информации, содержащимися в одноименных
случайных событиях системы ℵ двух объектов

представленной на рис. 1, для пояснения существа
предлагаемых мер близости информационных объ-
ектов.

Площадь эллипсов A1j и A2j на рис. 1 услов-
но отображает вероятности случайных событий A1j
и A2j (множества реализаций ω, принадлежащих
этим событиям). Для отдельных реализаций и
сформированных из них случайных событий ве-
роятности могут быть определены по (8). Но для
оценки близости объектов необходимо рассматри-
вать объект, представляющий собой объединение
исходных. Множество его реализаций получается
объединением множеств (7) Ÿ = (Ÿ1 + Ÿ2), и ко-
личество элементов в объединенном объекте равно
сумме N = N1 + N2. Поэтому вероятности ком-
бинированных случайных событий, показанных на
рис. 1, определяются следующим образом:

pi(ω
l
i) =

n(ωl
i)

N1 +N2
;

P l
j(A

l
j) =

∑

ωl
i∈Al

j

pi(ω
l
i) ; l = 1, 2 ,

где n(ωl
i)— количество реализаций ωl

i в множестве
реализаций Ÿl.

Для оценки близости могут быть использованы
комбинированные случайные события, определен-
ные для объединенного объектаŸ = (Ÿ1+Ÿ2). Они
получаются (см. рис. 1) композицией случайных
событий первого A1j , j = 1, 2, . . . ,m, и второго A2j ,
j = 1, 2, . . . ,m, объектов с помощью отмеченных
выше операций для всех компонентов системы ℵ.
Это следующие комбинированные случайные со-
бытия:

(1) сумма (объединение) случайных событий A1j
и A2j , которая на рис. 1 представляется пло-
щадью обоих эллипсов и определяется в виде

A1+2j = A1j +A
2
j = {ω ∈ Ÿ|ω ∈ [A1j +A2j ]} ; (11a)

(2) произведение (пересечение) случайных собы-
тий A1j и A2j , включающее реализации, при-
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надлежащие одновременно A1j иA2j , и опреде-
ляемое в виде

A1&2j = A1j&A
2
j = {ω ∈ Ÿ|ω ∈ A1j & ω ∈ A2j} , (11б)

на рис. 1 ему соответствует площадь с верти-
кальной штриховкой;

(3) разность случайных событий A1j и A2j (собы-
тие, включающее элементы ω ∈ Ÿ, принадле-
жащие A1j и не принадлежащие A2j ), которая
определяется в виде

A1−2j = A1j −A2j = {ω ∈ Ÿ|ω ∈ A1j &ω 6∈ A2j} , (11в)

на рис. 1 ей соответствует площадь с горизон-
тальной штриховкой;

(4) разность случайных событий A2j и A1j , отра-
жаемая на рис. 1 областью без штриховки и
определяемая в виде

A2−1j = A2j −A1j = {ω ∈ Ÿ|ω ∈ A2j & ω 6∈ A1j} . (11г)

События (11) позволяют отразить уровень со-
впадения или различия множеств реализаций, вхо-
дящих в однотипные случайные события системы
ℵ = {A1, A2, . . . , Am}, по которой раскладываются
образы сопоставляемых объектов. В зависимости от
сущности объекта его реализации представляют со-
бой слова естественного или искусственного (фор-
мального) языка, компоненты структурированных
или неструктурированных графических объектов.

Нетрудно видеть, что пересечение (11б) отража-
ет множество общих для обоих объектов реализаций
j-го типа, которое и определяет степень близости
объектов: чем больше значение (11б), тем боль-
ше степень их подобия. Наоборот, разности (11в),
(11г), независимо от знака, отражают отличие объ-
ектов, которое возрастает с увеличением разности.

Сумма (11a) представляет объединение реали-
заций (элементарных событий) обоих объектов.
Сопоставляемые объекты известны в виде мно-
жеств Ÿ1 и Ÿ2 элементарных событий, так что их
объединение представляет общее множество эле-
ментарных событий

Ÿ = (Ÿ1 +Ÿ2) =

= (ω11 , ω
1
2 , . . . , ω

1
N1 , ω

2
1, ω

2
2 , . . . , ω

2
N2) . (12)

На множестве Ÿ могут быть определены ве-
роятности всех типов комбинированных случай-
ных событий (11) на всех компонентах алгебры
ℵ = {A1, A2, . . . , Am} в виде суммы вероятностей
p(ωi) реализаций ω1i и ω2i :

P (AV
j ) =

∑

ωi∈AV
j

p(ωi) =
∑

ωi∈AV
j

n(ωi)

N1 +N2
,

j = 1, 2, . . . ,m ,

где n(ωi) — количество исходов ωi в множестве Ÿ,
соответствующих указанной верхним индексом V
операции из набора (11).

Количество информации в случайных событиях
определяется энтропией (10), которая может быть
вычислена по распределению вероятностей собы-
тий любого типа из (11) по системе ℵ. Собствен-
но энтропия является абстрактной величиной и не
может характеризовать степень близости объектов.
Но если использовать отношение энтропий, харак-
теризующих количество информации в комбини-
рованных случайных событиях, определенных на
множестве (12), то можно получить меры близости,
достаточно адекватные задаче оценки подобия объ-
ектов.

Например, система случайных событий (11б)
отражает объем общей для сопоставляемых объек-
тов информации, который количественно может
оцениваться энтропией, вычисляемой по вероят-
ностям системы (11б):

H(1&2) = −
m
∑

j=1

P (A1&2j ) lnP (A1&2j ) . (13)

Информация, отличающая объекты 1 и 2, от-
ражается случайными событиями (11в). Коли-
чественно объем этой информации определяется
энтропией, вычисляемой по вероятностям собы-
тий (11в):

H(1− 2) = −
m
∑

j=1

P (A1−2j ) lnP (A1−2j ) . (14)

Меры степени отличия объектов могут содержа-
тельно соответствовать интуитивным представле-
ниям о близости как о расстоянии между объекта-
ми. Отношение количества различающей объекты
информации (14) к количеству информации, об-
щей для обоих объектов (13), представляет одну из
таких безразмерных величин

ρ1 =
H(1− 2)
H(1&2)

. (15)

Для оценки диапазона изменения величи-
ны (15) можно рассмотреть два предельных ва-
рианта: (1) объекты идентичны и (2) объекты не
имеют общих элементов. Значение (15) в первом
варианте получается из условий идентичности мно-
жеств элементарных событий, образующих объек-
ты: Ÿ1 = Ÿ2 → N2 = N1 и (ω1, ω2, . . . , ωN1) =
= (ω1, ω2, . . . , ωN2). Отсюда следует совпадение
определенных на Ÿ1 и Ÿ2 случайных событий A1j ,
A2j , j = 1, 2, . . . ,m, и равенство распределений ве-
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роятностей P1(A
1
j ) = P2(A

2
j ). Поэтому разность

вероятностей равна нулю: P (A1−2j ) = P (A1j −A2j ) =
= P (0), j = 1, 2, . . . ,m. В теории информации при-
нято соглашение P (0) lnP (0) = 0; следовательно,
H(1–2) = 0.

Сопоставляемые объекты предполагаются неза-
висимыми. Пересечение множеств A1j = A2j рав-
но A1&2j = A1j&A

2
j = 2A

1
j = 2A

2
j и P (A1&2j ) =

= P (A1j ) × P (A2j), j = 1, 2, . . . ,m; следовательно,
H(1&2)j = H(A1j) + H(A

2
j) и общая энтропия (13)

будет отражать количество информации в обоих
объектахH(1&2), отличное от нуля. Поэтому в пер-
вом варианте идентичности объектов значение (15)
ρ1 = 0/H(1&2) = 0.

Второй вариант, когда объекты не имеют об-
щих элементов, дает разность, равную содержа-
нию уменьшаемого, а пересечение — равное нулю.
Поэтому получается ρ1 = ∞. Так что мера (15)
изменяется от нуля для совпадающих объектов до
бесконечности для объектов, не имеющих общих
элементов, что соответствует представлениям о рас-
стоянии, как мере близости.

Могут быть использованы и другие, близкие по
смыслу ρ1, меры. Например, в числителе (15) эн-
тропию, отражающую вероятности событий (11в),
можно заменить энтропией, отражающей общее
количество информации в объектах, вычисляемой
по вероятностям событий (11a). В этом случае мера
получается в виде

ρ2 =
H(1 + 2)

H(1&2)
, (16)

где H(1 + 2) вычисляется по (14) заменой собы-
тий (11в) событиями (11a).

Мера (16) также может интерпретироваться рас-
стоянием между объектами, которое для идентич-
ных объектов будет равно единице, а для абсо-
лютно разных — бесконечности. Для придания
содержательного соответствия технологии оценки
близости объектов существу объектов и решаемым
задачам меры подобия типа (15) или (16) могут гра-
дуироваться в соответствующих единицах. Разра-
ботанная технология позволяет дифференцировать
информационные объекты по системе случайных
событий — алгебре ℵ, отражающей их семантиче-
скую значимость.

При разработке своего подхода к оценке бли-
зости информационных объектов автор сознатель-
но сделал упор на использование табличного их
представления по следующей причине. Инфор-
мационные объекты разного типа являются ком-
позициями некоторых атомарных (неделимых при
исследовании) элементов. На этих атомарных эле-
ментах конструируется алгебра ℵ вероятностной

модели (1). После определения алгебры инфор-
мационный объект раскладывается по системе слу-
чайных событий и представляется таблицей, столб-
цы которой именуются случайными событиями.

В реляционных базах данных таблица именует-
ся отношением, а столбцы — атрибутами. Дело,
конечно, не в названиях, а в том, что табличное
представление информационного объекта превра-
щает его в обычное отношение структуры данных.
Для работы с отношением (в данном контексте —
с представлением вероятностного образа объекта)
могут быть использованы операции реляционной
алгебры, которые позволяют из исходных отно-
шений конструировать и автоматически форми-
ровать новые отношения, наращивая уровень их
сложности композицией предшествующих атрибу-
тов. Поэтому табличное представление образов
информационных объектов открывает возможно-
сти использовать реляционную алгебру для автома-
тизации процедур их исследования и детализации
представления объектов.

Например, синтаксис определяет построение из
слов — атомарных компонентов языка — различ-
ных конструкций, несущих определенную семан-
тическую нагрузку. Поэтому, начиная с алгебры,
представленной атомарными компонентами, могут
вводиться композиционные конструкции атомар-
ных компонентов с постепенным наращиванием
сложности из компонентов предшествующих уров-
ней. Выполняться все эти операции могут стан-
дартными средствами реляционных баз данных.

На основе математического аппарата реляцион-
ных баз данных может быть реализована автомати-
зированная рекурсивная процедура формирования
структуры вероятностных образов (алгебры) срав-
ниваемых объектов. Начальное приближение ℵ(0)
системы случайных событий (7) задается на уровне
атомарных событий, формируются вероятностные
модели M1(0) и M2(0) (9), определяется мера их
близости. Затем на основе ℵ(0) начального прибли-
жения, свойств (2) алгебры, синтезируются новые
случайные события и их атрибуты — композиции
атрибутов из ℵ(0). В результате получается алгебра
ℵ(1), по атрибутам которой формируются новые
отношения (таблицы)M1(1) иM2(1), определяется
мера близости объектов и сравнивается с получен-
ной на M1(0) и M2(0). На основании сравнения
значений меры выбирается продолжение рекурсии
или прекращение процесса уточнения оценки бли-
зости объектов.

Усиление дифференциации семантической зна-
чимости отдельных компонентов алгебры ℵ в кон-
кретных задачах достигается введением весовых
коэффициентов. Для настройки технологии на
конкретные объекты и задачи может применяться
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детализация алгебры, адаптация весов и градуиров-
ки меры подобия объектов на основании эмпири-
ческой информации. Эти возможности позволяют
создавать инструменты эффективной оценки бли-
зости содержательной сущности информационных
объектов.

6 Иллюстрация применения
технологии

Тестирование разработанной технологии оцен-
ки близости информационных объектов было осу-
ществлено на текстовых и графических объектах.
Результаты ее применения изложены в ряде работ.
В [8] приведены результаты экспериментальной
проверки возможности применения разработанной
технологии для автоматизированной оценки зна-
ний студентов. В штатном режиме контроля зна-
ний группа из 22 студентов написала изложение
на английском языке. Изложения были проверены
и оценены по 100-балльной шкале преподавате-
лем по стандартной методике. Затем тексты работ
студентов и исходный текст, прочитанный препо-
давателем, были введены в систему, в которой рабо-
ты студентов представлялись в виде образов-копий
M1(S), S = 1, 2, . . . , 22, а исходный текст прини-
мался за эталон M2.

Близость ответов эталону оценивалась по из-
ложенной выше методике. Для представления
объектов в эксперименте использовалась следу-
ющая система событий (7): A1 = существительное;
A2 = глагол; A3 = прилагательное; A4 = наречие;
A5 = числительное; A6 = неопределенное слово.

Количество взаимной информации Hü&ï было
вычислено по (13) для всех ответов. Для прида-
ния абстрактной энтропии содержательного смыс-
ла она с использованием оценок, выставленных
преподавателем, была проградуирована в едини-
цах 100-балльной системы оценок, принятой в ву-
зе. Параметры модели градуировки определялись
методом наименьших квадратов в двух вариантах:
первый в виде y = a+ bHü&ï и второй в виде y1 =
= a0+

∑

i

aiH
ü&ï
i , гдеHü&ïi — энтропии случайных

событий Aü&ïi , i = 1, 2, . . . , 6. Фактически во вто-
ром варианте параметрыai, i = 1, 2, . . . , 6, отражают
различный «вклад» семантических компонентов в
соответствие между эталоном и ответом и иллю-
стрируют возможности адаптации градуировки к
содержательным особенностям проверяемых дис-
циплин, к методикам оценки и т. п. Более подробно
детали структуризации текстов, определения вза-
имной информации и методики ее градуировки из-
ложены в [8].

Рис. 2 Сопоставление оценок преподавателя и оценок
системы: 1 — при градуировке без взвешивания частей
речи; 2 — при взвешивании частей речи

На рис. 2 приводится графическая иллюстра-
ция результата из [8], отражающая уравнения гра-
дуировки и отличие оценки, определяемой авто-
матически по близости ответа эталону, от оценки,
выставленной преподавателем.

Среднеквадратичное отклонение оценок, вы-
ставленных преподавателем, от оценок по коли-
честву информации y при градуировке по перво-
му варианту составляет 11,04 балла, коэффициент
корреляции равен 0,847, при градуировке по вто-
рому варианту уклонение составило 6,324 балла,
а множественный коэффициент корреляции до-
стиг 0,955.

При детальном анализе выяснилось, что две
оценки, выставленные преподавателем и суще-
ственно выпадавшие из общего ряда, были не в
полной мере адекватны содержанию изложений.
Исключение двух этих точек и расчет по оставшим-
ся 20 точкам принципиально изменяет результат:
среднеквадратичная ошибка оценки y становится
равной 1,593 балла, а оценки y1 — 1,248 балла.

Регрессия, полученная для этого эмпирическо-
го материала, следуя векторно-пространственной
модели текста, предложенной Г. Солтоном [2], для
всех 22 изложений дает среднеквадратичное откло-
нение прогноза оценки от оценки преподавателя
13,27 балла. После удаления из массива двух вы-
падавших точек ошибка составила 2,155 балла, т. е.
почти в два раза выше, чем при использовании
информационной модели 1, 248 балла.

Разработанная технология формального сопо-
ставления информационного содержания текстов
и синтеза количественной меры семантической
близости слов языка позволяет автоматизировать
исследования проблем в области языкознания. На-
пример, семантические отношения между слова-
ми (синонимы, антонимы, паронимы, гипонимы

ИНФОРМАТИКА И ЕЁ ПРИМЕНЕНИЯ том 8 выпуск 2 2014 139



Л. А. Кузнецов

Таблица 1 Алгебра событий и характеристики сопоставления схем

Случайные
события

Перечень Количество Вероятность

A1 — элементы R4, L1, . . . n1 n1/N
A2 —ветви L1C1, L2C2,. . . n2 n2/N
A3 — узлы T1BC1R4,. . . N3 N3/N

и т. п.) определяются в настоящее время субъектив-
но представителями разных школ. Субъективные
представления не формализуются, не могут быть
упорядочены или сопоставлены.

Между тем понятно, что в основе определения
семантических отношений лежат различные ком-
позиции множеств оттенков значений сопоставля-
емых слов (11), которые представлены в существу-
ющих словарях. Изложенный подход позволяет
формализовать и, следовательно, автоматизировать
процедуры количественной оценки меры «инфор-
мационного расстояния» между словами. На этой
основе могут быть введены объективные, количе-
ственные меры синонимичности, антонимичности
и т. п. Интересные результаты в этой области могут
быть получены с использованием нечетких отно-
шений вместо четких, показанных на рис. 1.

В работе [14] изложена технология разработки
универсального метрического тезауруса языка на
примере русского языка. Технология базируется на
формировании для каждого слова языка его содер-
жательного образа в виде вероятностной модели.
Существуют специализированные словари, ориен-
тированные на определенные сферы деятельности
и знаний. Обычно эти словари составляются экс-
пертами в области языкознания на основании их
субъективных представлений о семантике слов.

Технология представления текстов вероятност-
ными моделями позволяет автоматизировать со-
здание тезауруса языка в виде обобщенных со-
держательных образов отдельных слов языка.
Обобщенный образ формируется в виде структу-
рированной на выбранной алгебре ℵ суммы от-
ражающих смысл слова словарных статей из всех
доступных словарей. Тезаурус формируется автома-
тически по введенным электронным версиям име-
ющихся словарей и представляет словарь, в котором
с каждым словом связан его максимально полный
содержательный образ.

Разработанный универсальный метрический те-
заурус позволяет формально, опираясь на всю име-
ющуюся информацию о значении слов, и в этом
смысле объективно, решать проблему синонимов
при оценке близости текстов. Метрическая оценка
семантической близости слов производится авто-

матически по изложенной технологии сопоставле-
нием их образов. Мерой близости является рас-
стояние, определяемое в виде (15) или (16) по
обобщенным образам слов. При появлении новых
версий электронных словарей они могут вводить-
ся в систему и автоматически ассимилироваться
ею. Технология создания тезауруса с использовани-
ем образов слов в виде вероятностных моделей (1)
инвариантна по отношению к структурированным
языкам и может быть использована в любом из них.
Универсальный электронный тезаурус [14] является
мощным инструментом для исследований в сфере
филологии и языкознания.

В работе [4] показана возможность примене-
ния информационной технологии и вероятност-
ной модели (1) для оценки близости схем. Схемы
используются в процессе изучения многих дисци-
плин технического направления и поэтому широко
представлены в обучающих системах. Для примера
использовались электрические схемы, множества
элементарных событий при представлении которых
формируются элементами, регламентированными
стандартом [7].

В табл. 1 показана система случайных событий,
составляющих алгебру в этом случае, и количе-
ственные характеристики схем, при этом ni, i =
= 1, 2, 3, — количество компонентов (реализаций)
i-го типа, N = n1 + n2 + n3 — общее количество
компонентов в схеме.

Проверка осуществлялась на схеме, содержа-
щей компоненты n1 = 41, n2 = 34,n3 = 18,N = 93.
Ошибки экзаменуемых моделировались устранени-
ем компонентов из схем-ответов. На рис. 3 по-
казаны результаты увеличения информационного
расстояния между эталоном и ответами по мере
нарастания их ошибочности.

Полученные результаты показали [4] возмож-
ность синтеза автоматизированных процедур для
оценки уровня соответствия схем их эталонному
образу. Такие процедуры позволяют, в частности,
разрабатывать в обучающих системах модули про-
верки ответов обучаемых в этой области.

Применение разработанной технологии для
оценки близости неструктурированных графиче-
ских объектов [5] показало возможность на ее
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Рис. 3 График роста информационного расстояния при
последовательном увеличении отклонений схем-ответов
от эталона

основе существенного повышения уровня досто-
верности оценки. Этот вывод следует непосред-
ственно из данных воспроизводимой табл. 2 из [5], в
которой показаны сопоставляемые объекты и меры
их близости, полученные по разным технологиям.
Объекты выбраны так, чтобы их подобие и отличие
были очевидны: уровень подобия объектов 1 и 3
намного выше, чем объектов 1 и 2, или 2 и 3.

В работе [5] приведены результаты исследова-
ния различных мер для оценки степени близости
объектов. Для исследования были реализованы

стандартные, используемые на практике методы и
оригинальные, опирающиеся на сопоставление ко-
личеств информации в объектах.

Для стандартного метода цветовых гисто-
грамм [9–11], в основу которого положена RGB-
модель, были реализованы алгоритмы, использу-
ющие модификации разбиенияRGB-пространства
на подпространства и RGB-осей — на интерва-
лы. Цветовые модели объектов, как это принято
в биометрических системах, представлялись в виде
цветовых гистограмм. Оценка близости объектов
производилась по корреляции их цветовых гисто-
грамм.

Затем были разработаны алгоритмы, реализу-
ющие оригинальную технологию представле-
ния объектов в виде вероятностных моде-
лей, синтезируемых разбиением пятимерного
RGBXY -пространства на систему непересека-
ющихся подпространств, образующих алгебру ℵ =
= {A1, A2, . . . , Am}.

На алгебре ℵ = {A1, A2, . . . , Am} определялись
комбинированные события (11a) и (11б) и соответ-
ствующие им распределения вероятностей для объ-
ектов 1, 2, 3, показанных в табл. 2. На распределе-
ниях вероятностей на системе введенных классов ℵ
вычислялись соответствующие энтропии. В иссле-
довании [5] близость объектов в информационном
масштабе оценивалась энтропийным расстоянием

Таблица 2 Результаты оценки близости объектов разными методами

Метод
Характеристики для образов

Образ 1 Образ 2 Образ 3 Совместная

Тип
Графическое

представление
—

Класси-
ческие

Разбиение
RGB-осей

— — —
R12 = 0,897
R13 = 0,735

Разбиение
RGB-пространства

— — —
R12 = 0,7
R13 = 0,746

Разрабо-
танные

Модифицированный
метод

— — —
R12 = 0,324
R13 = 0,913

Интегральный
метод

E1 = 461,811 E2 = 463,793 E3 = 462,152
R12 = 0,055
R13 = 0,922

Дифференциальный
метод

E1 = 1134,189 E2 = 1280,136 E3 = 1234,701
R12 = 0,069
R13 = 0,938

Энтропийное
расстояние

H12(∪) = 971,602
H13(∪) = 1227,317 H12(∩) = 110,171 H13(∩) = 740,361 ρ212 = 4,41

ρ213 = 0,829
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между ними, определяемым в виде (16), которое
изменяется от 1 для совпадающих объектов до ∞
для объектов, не имеющих общих элементов.

Оценка близости графических объектов, пока-
занных в табл. 2, была произведена по существу-
ющим и разработанным технологиям. При исполь-
зовании стандартного метода цветовых гистограмм
оценка осуществлялась коэффициентом корреля-
ции цветовых гистограмм объектов, которые обо-
значены Rij, где i, j — номера объектов в первой
строке табл. 2.

В алгоритмах биометрической идентифика-
ции [9] пороговое значение степени соответствия
устанавливается обычно на уровне 0,65. Из табл. 2
следует, что значения коэффициента подобия, по-
лученные по классическим алгоритмам разбиения
RGB-осей на интервалы и RGB-пространств на
прямоугольные параллелепипеды, превышают по-
роговое значение для пар 1, 2 и 1, 3. Это сви-
детельствует об идентичности всех трех объектов.
Оценки близости всех трех объектов практически
совпадают, хотя отличие объекта 2 от 1 и 3 очевидно.

Введение в оценку близости объектов системы
координат (модифицированный метод RGBXY )
существенно изменяет результат. Коэффициент
подобия образов 1 и 2 при использовании модифи-
цированного алгоритма принимает значение R =
= 0,324, которое более чем в 2 раза ниже коэффи-
циентов 0,897 и 0,7, полученных с использованием
классических алгоритмов. Одновременно коэффи-
циент подобия объектов 1 и 3 увеличился. Сопо-
ставление «модифицированных пространственно-
цветовых гистограмм» показывает, что объекты 1
и 3 примерно в 3 раза «ближе», чем объекты 1 и 2.

Информационный метод дает адекватную со-
поставляемым изображениям меру соответствия в
виде расстояния между ними. Расстояние ρ2 про-
порционально различию объектов и тем больше,
чем меньше степень их совпадения. Расстояние
ρ21,2 = 4,41 между объектами 1 и 2 более чем в пять
раз превышает расстояние ρ21,3 = 0,829между объ-
ектами 1 и 3. Можно видеть, что реально следующая
из рисунков, включенных в табл. 2, близость объ-
ектов 1 и 3 отражается близостью значения ρ21,3 =
= 0,829 к минимально возможному, равному 1, для
совпадающих объектов.

Градуировка шкалы меры ρ2 (и иных, получа-
емых информационным методом) может быть осу-
ществлена на основании реального эмпирического
материала. Технология вычисления оценки инва-
риантна по отношению к разбиению объектов на
подмножества. Разбиение объектов может произ-
водиться с переменным шагом по осям координат,
что позволяет акцентировать внимание на областях
с высокой плотностью информации использовани-

ем мелкого шага. Процедура оценки близости объ-
ектов может быть итеративной с использованием на
каждом следующем шаге более детальных образов
объектов, получаемых детализацией алгебры ℵ, ис-
пользованной на предыдущем этапе оценки. И сет-
ка разбиения, и веса областей могут автоматически
адаптироваться в процессе функционирования сис-
темы.

7 Заключение

Формальная оценка семантического подобия
информационных объектов может базироваться
на количественной мере сопоставления их содер-
жания. Случайность элементарных компонентов
описания информационных объектов и произволь-
ность формы представления объектов в информа-
ционных технологиях выдвигает актуальную задачу
разработки формальной технологии и меры оцен-
ки уровня их семантического подобия. Объекты
представляются множествами случайных реализа-
ций набора элементарных изобразительных компо-
нентов.

Элементарные компоненты различны для раз-
ных форм представления, но являются общими для
сопоставляемых объектов. Единый подход к содер-
жанию информационных объектов как множеству
реализаций случайных величин позволяет разра-
ботать единую технологию оценки их близости.
Различия представления объектов разного типа
сводятся лишь к разным наборам элементарных
изобразительных компонентов.

Информационные объекты разного типа фор-
мализуются вероятностными моделями, в которых
реализации группируются в случайные события в
соответствии с их информационной ценностью.
Количественными характеристиками разложения
информационных объектов по системам случай-
ных событий являются распределения вероятно-
стей. Распределения вероятностей определяют эн-
тропии объектов. Энтропии отражают количества
информации в сопоставляемых информационных
объектах и позволяют синтезировать количествен-
ную меру их близости, подобную метрической.

Технология позволяет разработать универсаль-
ные эффективные процедуры оценки подобия
информационных объектов, представленных гра-
фически и текстами на естественном или искус-
ственном языке. Процедуры могут использоваться
в системах поиска информации, оценки близости
текстовых и графических объектов, автоматизиро-
ванной проверки уровня усвоения знаний.
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К 85-летию научного руководителя Федерального государственного
бюджетного учреждения науки Института системного анализа
Российской академии наук, главного редактора журнала «Информатика
и её применения» академика Российской академии наук
С. В. Емельянова

18 мая 2014 года исполнилось 85 лет академику
РАН С. В. Емельянову.

Станислав Васильевич Емельянов родился
18 мая 1929 г. в г. Воронеже. Учился в Москов-
ском авиационном институте на факультете при-
боростроения и систем управления летательных
аппаратов (1947–1952), затем (1953–1957) — в аспи-
рантуре (без отрыва от производства) при Инсти-
туте автоматики и телемеханики АН СССР (ныне
Институт проблем управления РАН).

В 1952 г. С. В. Емельянов поступил на работу
в Институт автоматики и телемеханики, где про-
шел путь от инженера до заместителя директора
по науке. С 1976 г. работает в Институте систем-
ных исследований АН СССР (в настоящее время
Институт системного анализа РАН — ИСА РАН).
С 1993 по 2003 гг. С. В. Емельянов — директор ИСА
РАН; в настоящее время — научный руководитель
ИСА РАН.

Член-корреспондент АН СССР (1970), действи-
тельный член РАН (1984), академик-секретарь От-
деления информатики, вычислительной техники
и автоматизации РАН (1992–2002). В настоящее
время — заместитель академика-секретаря Отделе-
ния нанотехнологий и информационных техноло-
гий (ОНИТ РАН), руководитель секции информа-
ционных технологий и автоматизации.

Основные научные результаты С. В. Емельянова
относятся к теории систем переменной структуры;
теории бинарного управления и новых типов обрат-
ной связи; глобальной управляемости и стабили-
зации нелинейных систем; технологии системно-
го моделирования и системного проектирования
средств автоматизации; геометрическим методам
анализа нелинейных систем; робастной устойчи-
вости и стабилизации неопределенных систем.

С. В. Емельянов — основатель известной науч-
ной школы. Он подготовил более 30 докторов и
70 кандидатов наук; среди его учеников — акаде-
мики и члены-корреспонденты РАН, члены других
академий, руководители институтов, фирм.

Является автором 25 книг и свыше 278 статей.
Получил 72 патента на изобретения.

Заведующий кафедрой нелинейных динамиче-
ских систем и процессов управления факультета
вычислительной математики и кибернетики МГУ
(с 1989 г.). Почетный профессор МГУ (1998), заслу-
женный профессор МГУ (1999).

Лауреат Ленинской премии (1972), Государ-
ственной премии СССР (1980), премии Совета
министров СССР (1981), Государственной премии
Российской Федерации (1994), Премии Президиу-
ма РАН им. акад. А. А. Андронова (2000), лауреат
Ломоносовской премии МГУ по науке I степени
(2002), Премии Правительства РФ в области науки
и технологий (2009), Премии Правительства РФ в
области образования (2012).



С. В. Емельянов награжден орденами Октябрь-
ской Революции (1974), Дружбы народов (1979),
«За заслуги перед Отечеством» III степени (1999,
2004), Почета (2010), а также орденами Кирилла и
Мефодия (Болгария), «За заслуги» (Польша).

С. В. Емельянов является главным редактором
журнала РАН «Информатика и ее применения»,
осуществляя общее руководство выработкой редак-
ционной политики и процессом издания нашего
журнала.

Он является также главным редактором журна-
лов РАН «Информационные технологии и вычис-
лительные системы», «Искусственный интеллект и

принятие решений» и членом редакционных кол-
легий журналов РАН «Автоматика и телемеханика»,
«Дифференциальные уравнения», «Доклады РАН».

С. В. Емельянов — Председатель Совета по ма-
тематике при Министерстве образования РФ; явля-
ется членом ученых и специализированных советов
в МГУ, ИСА РАН и ИПИ РАН.

Редакционный совет и Редакционная коллегия
журнала «Информатика и ее применения» сердечно
поздравляют Станислава Васильевича Емельянова
с юбилеем и желают ему крепкого здоровья и новых
научных достижений.

К 60-летию директора Федерального государственного бюджетного
учреждения науки Института проблем информатики Российской
академии наук, заместителя главного редактора журнала «Информатика
и её применения» академика Российской академии наук И. А. Соколова

27 марта 2014 года исполнилось 60 лет академику
РАН И. А. Соколову.

Игорь Анатольевич Соколов — известный уче-
ный в области теоретической и прикладной ин-
форматики, основатель научной школы в области
информационных технологий для распределенных
автоматизированных информационно-управля-
ющих систем.

И. А. Соколов окончил Московский государ-
ственный университет им. М. В. Ломоносова (фа-
культет вычислительной математики и кибернети-
ки) в 1976 г., аспирантуру там же — в 1979 г., работал в
НИИ систем связи и управления ЦНПО «Каскад», с
1992 г. работает в Институте проблем информатики
Российской академии наук (ИПИ РАН), с 1999 г. —
директор ИПИ РАН.

В 2003 г. избран членом-корреспондентом РАН,
в 2008 г. — академиком РАН.

В июне 2013 г. избран главным ученым секрета-
рем Президиума РАН.

И. А. Соколов опубликовал более 150 научных
трудов, в том числе 7 монографий, он является ав-
тором 23 зарегистрированных изобретений и про-
грамм.

Основные научные результаты И. А. Соколо-
ва связаны с разработкой инструментальных ком-
плексов программных средств анализа и расче-
та вероятностно-временн‚ых характеристик систем
в рамках моделей с дискретным и непрерывным
временем, обоснованием и разработкой принци-
пов построения и системотехнических решений по
архитектуре крупномасштабных информационных
систем двойного применения, базовым информа-
ционным и телекоммуникационным технологиям,
обеспечению информационной безопасности.

Научные результаты И. А. Соколова позволи-
ли разработать, под его руководством и при его
участии, специализированные информационные
технологии, аппаратные и программные средства,
комплексы, на основе которых создан ряд инфор-
мационных систем национального масштаба.

В качестве Генерального конструктора руково-
дит разработкой и развитием системы информа-
ционного обеспечения управления государством,
автоматизированной системы управления и ин-
формационного обеспечения принятия управлен-



ческих решений органов безопасности и системы
распределенных ситуационных центров, работа-
ющих по единому регламенту взаимодействия.
Член Научного совета при Совете Безопасности
РФ, член президиума Научно-технического совета
ВПК, председатель Совета РАН по исследованиям в
области обороны. Председатель диссертационных
советов в ИПИ РАН и в НИИ АА. Научные до-
стижения И. А. Соколова в области создания сис-
тем информационного обеспечения безопасности
мегаполиса отмечены Премией правительства РФ
(2004 г.). Награжден ведомственными наградами
Совета Безопасности РФ и ГУСП Президента РФ.

Является заведующим кафедрой информацион-
ной безопасности факультета Вычислительной ма-
тематики и кибернетики МГУ им. М. В. Ломоносо-
ва и кафедрой проблем информатики МИРЭА.

И. А. Соколов уделяет большое внимание орга-
низационной работе по редактированию и изданию

научных журналов. Он является заместителем глав-
ного редактора журнала РАН «Информатика и её
применения» и на этом посту выполняет основную
текущую работу по отбору статей в журнал, органи-
зации их редактирования и публикации. И. А. Со-
колов является также главным редактором журнала
РАН «Системы и средства информатики», членом
редакционной коллегии журналов «Информацион-
ные технологии и вычислительные системы», «Сис-
темы высокой доступности», «Право и Кибербез-
опасность», членом редакционного совета журнала
«Проблемы информатики».

Редакционный совет и Редакционная коллегия
журнала «Информатика и её применения» сердеч-
но поздравляют Игоря Анатольевича Соколова с
60-летием и желают крепкого здоровья и новых
научных достижений.
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