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АНАЛИЗ И МОДЕЛИРОВАНИЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЙ

В ЭРЕДИТАРНЫХ СТОХАСТИЧЕСКИХ СИСТЕМАХ∗

И. Н. Синицын1

Аннотация: Рассматриваются методы и алгоритмы анализа и моделирования (аналитического, статисти-
ческого) одно- и многомерных распределений в эредитарных стохастических системах (ЭСтС) с винеров-
скими и пуассоновскими шумами. Приводятся нелинейные стохастические интегродифференциальные
уравнения. Для затухающих физически возможных эредитарных ядер рассматриваются два способа их
аппроксимации (на основе линейных операторных уравнений и вырожденных ядер). Устанавливаются
алгоритмы приведения ЭСтС к дифференциальным стохастическим системам (ДСтС). Приводится по-
дробный анализ подходов к аналитическому и статистическому моделированию распределений в ЭСтС,
приводимых к ДСтС. В основу подходов положены как методы прямого численного интегрирования урав-
нений ДСтС, так и численного интегрирования для параметров ортогонального разложения плотностей
(моментов, коэффициентов ортогонального разложения и др.). Подробно рассматриваются алгоритмы
аналитического и статистического моделирования, основанные на методе статистической линеаризации
(МСЛ) и методе нормальной аппроксимации (МНА). Получены условия устойчивости алгоритмов на
основе МСЛ и МНА. Для задач МСЛ рассматриваются прямые одношаговые сильные методы и алгорит-
мы численного интегрирования (различной точности) для гладких и разрывных правых частей уравнений
ЭСтС. Разработан комплекс тестовых примеров для разрабатываемого в ИПИ РАН инструментального
программного обеспечения “IDStS” в среде MATLAB. Подробно рассмотрены задачи анализа и моде-
лирования колебаний осциллятора Дуффинга и релейного осциллятора в эредитарной стохастической
среде.

Ключевые слова: аналитическое моделирование; вырожденное (сингулярное) эредитарное ядро; диф-
ференциальная система; интегродифференциальная система; параметризация распределений; система,
приводимая к дифференциальной; стохастическая система; эредитарная система
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1 Введение

Как известно [1–3], интегродифференциальные
стохастические системы (СтС) являются подходя-
щими математическими моделями так называемых
эредитарных СтС. Процессы в ЭСтС, как правило,
являются немарковскими.

В прикладных задачах для затухающей эреди-
тарной памяти путем аппроксимации ядер, опре-
деляющих память линейными обыкновенными
дифференциальными уравнениями или вырож-
денными ядрами, удается привести интегродиф-
ференциальные уравнения к дифференциаль-
ным. В результате процессы в таких ДСтС
становятся марковскими. Поэтому, как пока-
зано в [2–8], оказывается возможным исполь-
зовать богатый современный арсенал методов и
средств аналитического и статистического моде-

лирования. Вопросам моделирования распре-
делений в ДСтС (см. библиографические за-
мечания в [4–8]) посвящена обширная литера-
тура.

Статья посвящена вопросам анализа и моде-
лирования одно- и многомерных распределений в
негауссовских ЭСтС, описываемых интегродиффе-
ренциальными стохастическими уравнениями Ито
с винеровскими и пуассоновскими шумами в ко-
нечномерных пространствах.

2 Уравнения эредитарных
стохастических систем

Рассмотрим ЭСтС, описываемую интегродиф-
ференциальным уравнением Ито следующего вида:

∗Работа выполнена при финансовой поддержке Программы ОНИТ РАН «Интеллектуальные информационные технологии,
системный анализ и автоматизация» (проект 1.7).

1Институт проблем информатики Российской академии наук, sinitsin@dol.ru
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Анализ и моделирование распределений в эредитарных стохастических системах

dX =



a(X, t) +
t∫

t0

a1(X(τ), τ, t) dτ



 dt+

+



b(X, t) +
t∫

t0

b1(X(τ), τ, t) dτ



 dW0 +

+

∫

Rq
0



c(X, t, v) +
t∫

t0

c1(X(τ), τ, t, v)



 dP 0(t, dv) (1)

с начальным условием X(t0) = X0.
В (1) приняты следующие обозначения и допу-

щения:

– X = X(t)— p-мерный вектор состояния;

– W0 — r-мерный винеровский процесс интен-
сивности ν0 = ν0(t);

–
∫

–t

dP 0(t, A) — центрированная пуассоновская

мера, удовлетворяющая условию

∫

–t

dP 0(t, A) =

∫

–t

dP (t, A)−
∫

–t

νP (t, A) dt ,

где
∫

–t

dP (t, A)— число скачков пуассоновского

процесса в интервале–t;

– νP (t, A)— интенсивность пуассоновского про-
цесса P (t, A);

– v — q-мерный вспомогательный параметр в
пространстве Rq0 с выколотым началом;

– A — некоторое борелевское множество про-
странства Rq0.

Функции a = a(X, t), a1 = a1(X(τ), τ, t), b =
= b(X, t), b1 = b1(X(τ), τ, t), c = c(X, t, v) и c1 =
= c1(X(τ), τ, t, v) имеют размерности p × 1, p × 1,
p× r, p× r, p× 1 и p× 1 и допускают представления
вида:

a1 = A(t, τ)ϕ(X(τ), τ) ;

b1 = B(t, τ)ψ(X(τ), τ) ;

c1 = C(t, τ)χ(X(τ), τ, v) .





(2)

Здесь эредитарные ядра A(t, τ) = [Aij(t, τ)] (i, j =
= 1, p), B(t, τ) = [Bil(t, τ)] (i = 1, p, l = 1, r) и
C(t, τ) = [Cij(t, τ)] (i, j = 1, p) имеют соответствен-
но размерности p× p, p× r и p× p и удовлетворяют
следующим условиям физической реализуемости и
асимптотического затухания:

Aij(t, τ) = 0 , Bil(t, τ) = 0 ;

Cij(t, τ) = 0 ∀τ > t ;

}
(3)

∞∫

−∞

|Aij(t, τ)| dτ <∞ ;

∞∫

−∞

|Bil(t, τ)| dτ <∞ ;

∞∫

−∞

|Cij(t, τ)| dτ <∞ .






(4)

Нелинейные в общем случае функции ϕ =
= ϕ(X(τ), τ), ψ = ψ(X(τ), τ) и χ = χ(X(τ), τ, v)
отражают нелинейные свойства ЭСтС, зависят от
X(τ), τ и имеют размерности p × 1, p × p и p × 1
соответственно.

В случае, если эредитарные ядра удовлетворяют
условиям

Aij(t, τ) = “Aij(u) ; Bil(t, τ) = “Bil(u) ;

Cij(t, τ) = “Cij(u) (u = t− τ) ,




 (5)

то говорят об ЭСтС со стационарным затуханием
памяти.

Важный класс ядер представляют собой вырож-
денные (сингулярные) ядра, когда имеют место
представления

Aij(t, τ) = A
+
ij(t)A

−
ij(τ) ;

Bil(t, τ) = B
+
il (t)B

−
il (τ) ;

Cij(t, τ) = C
+
ij (t)C

−
ij (τ) (i, l = 1, p , j = 1, r)





(6)

Замечание 2.1. В случае, когда подынтегральные
функции c(X, t, v) и c1(X(τ), τ, v) в (1) допускают
представления

c(X, t, v) = b(X, t)c′(v) ;

c1(X(τ), τ, v) = b(X(τ), τ)c
′(v) ,

ЭСтС (1) приводится к виду:

‘X = a(X, t) +

t∫

t0

a1(X(τ), τ, t) dτ +

+



b(X, t) +
t∫

t0

b1(X(τ), τ, t) dτ



 V , (7)

если принять

V = ‘W ; W (t) =W0(t) +

∫

Rq
0

c′(v)P 0(t, dv) .
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Замечание 2.2. Путем введения блочных матриц рас-
сматриваются случаи, обобщающие соответствен-
но представления (2) и (6)

a1 =

N∑

k=1

w′
k(t, τ)ϕ

′
k(X(τ), τ) ;

b1 =

N∑

k=1

w′′
k (t, τ)ψ

′
k(X(τ), τ) ;

c1 =

N∑

k=1

w′′′
k (t, τ)χ

′
k(X(τ), τ, v)

и

a1 =

N∑

k=1

ξ′k(t)ϕ
′
k(X(τ), τ) ;

b1 =
N∑

k=1

ξ′′k (t)ψ
′
k(X(τ), τ) ;

c1 =

N∑

k=1

ξ′′′k (t, τ)χ
′
k(X(τ), τ, v)

Замечание 2.3. Очевидно, что случай ЭСтС, опи-
сываемых по одной части переменных состояния
системы стохастическим интегральным уравнени-
ем, а второй части — стохастическим дифференци-
альным уравнением, является частным случаем (1)
и (7).

Решим сначала вспомогательную задачу приве-
дения ЭСтС (1) к ДСтС, предполагая выполненны-
ми условия (2)–(4) и (2), (3) и (5) соответственно.
Для ЭСтС (7) задача рассматривалась в [2–6].

3 Аппроксимация эредитарных
ядер

Рассмотрим ЭСтС (1) при условиях (2)–(4). Бу-
дем считать, что эредитарные ядра A(t, τ), B(t, τ) и
C(t, τ) удовлетворяют следующим линейным опе-
раторным уравнениям:

FAtA(t, τ) = HAtδ(t− τ) ;

FBtB(t, τ) = HBtδ(t− τ) ;

FCtC(t, τ) = HCtδ(t− τ) ;

A(t, τ) = A′(t, τ)T(HA∗τ )T;

A′(t, τ)T(FA∗τ )T = IAh δ(t− τ) ,

B(t, τ) = B′(t, τ)T(HB∗τ )T ,

B′(t, τ)T(FB∗τ )T = IBh δ(t− τ) ;

C(t, τ) = C′(t, τ)T(HC∗τ )T ;

C′(t, τ)T(FC∗τ )T = ICh δ(t− τ) .

Здесь

FA = FA(t,D) =

nA∑

l=0

αAl (t)D
l ;

HA = HA(t,D) =

mA∑

l=0

βAl (t)D
l ;

FB = FB(t,D) =

nB∑

l=0

αBl (t)D
l ;

HB = HB(t,D) =

mB∑

l=0

βBl (t)D
l ;

FC = FC(t,D) =

nC∑

l=0

αCl (t)D
l ;

HC = HC(t,D) =

mCA∑

l=0

βCl (t)D
l






(8)

являются известными матричными дифференци-
альными операторами размерностиhA×hA,hB×hB
и hC × hC порядков nA,mA, nB,mB, nC ,mC (nA >
> mA, nB > mB, nC > mC) соответственно; ин-
декс t у операторов означает, что оператор действует
на функцию от t при фиксированном τ ; звездочкой
обозначен символ сопряжения оператора; IAh , IBh и
ICh — единичные h× h матрицы.

Введем hA-, hB- и hC-мерные векторы посред-
ством соотношений

U ′ =

t∫

t0

A(t, τ)ϕ(X(τ), τ) dτ ;

U ′′ =

t∫

t0

B(t, τ)ψ(X(τ), τ) dτ ;

U ′′′ =

t∫

t0

C(t, τ)χ(X(τ), τ, v) dτ .

Тогда, как известно из теории линейных дифферен-
циальных систем [4–6], переменные U ′, U ′′ и U ′′′

будут удовлетворять следующим линейным диффе-
ренциальным уравнениям:

FA(t,D)U ′ = HA(t,D)ϕ(X, t) ;

FB(t,D)U ′′ = HB(t,D)ψ(X, t) ;

FC(t,D)U ′′′ = HC(t,D)χ(X, t, v) .





(9)

Применяя стандартную технику приведения урав-
нений (9) к форме Коши [4–6], придем к искомой
ДСтС для расширенного вектора состояния Z =

=
[
XT Z ′

1
T Z ′′

1
T Z ′′′

1
T
]T

(Z ′
1 = U ′, Z ′′

1 = U ′′, Z ′′′
1 =

= U ′′′):
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Анализ и моделирование распределений в эредитарных стохастических системах

dZ = az1(Z, t) dt+ b
z
1(Z, t) dW0 +

+

∫

Rq
0

cz1(Z, t, v) dP
0(t, dv) . (10)

Для случая hA = hB = hC = h, nA = nB = nC = n и
mA = mB = mC = m в подробной записи функции
az1(Z, t), b

z
1(Z, t) и cz1(Z, t, v) имеют следующий вид:

az1(Z, t) =





a(X, t) + Z ′
1

a′(t)Z ′
1

a′′(t)Z ′′
1

a′′′(t)Z ′′′
1



 ; (11)

bz1(Z, t) =





b(X, t) + Z ′′
1

b′′(t)Z ′′
1

0
0



 ; (12)

cz1(Z, t, v) =





c(X, t, v) + Z ′′′
1

c′′′(t)Z ′′′
1

0
0



 . (13)

При условии существования обратных матриц
(αAn )

−1, (αBn )
−1 и (αCn )

−1 входящие в (11)–(13) пе-
ременные и коэффициенты допускают следующую
запись:

Z ′
j+1 =

‘Z ′
j − q′jϕ(X, t) ;

Z ′′
j+1 =

‘Z ′′
j − q′′j ψ(X, t) ;

Z ′′′
j+1 =

‘Z ′′′
j − q′′′j χ(X, t, v) (j = 1, (n− 1)) ;





(14)

a′(t) =

=





Ih 0 · · · 0

0 Ih

... 0

... · · · . . . · · ·
0 0

... Ih

−(αA
n )

−1αA
0 −(αA

n )
−1αA

1 · · · −(αA
n )

−1αA
n−1





; (15)

a′′(t) =

=





Ih 0 · · · 0

0 Ih

... 0

... · · · . . . · · ·
0 0

... Ih

−(αB
n )

−1αB
0 −(αB

n )
−1αB

1 · · · −(αB
n )

−1αB
n−1





; (16)

a′′′(t) =

=





Ih 0 · · · 0

0 Ih

... 0

... · · · . . . · · ·
0 0

... Ih

−(αC
n )

−1αC
0 −(αC

n )
−1αC

1 · · · −(αC
n )

−1αC
n−1





; (17)

q′j = (α
A
n )

−1

[
βAn−j −

−
j−1∑

i=0

j−i∑

l=0

Cn−jn−j−lα
A
n−j+i+lq

′
i
(l)

]
;

q′n = (α
A
n )

−1

[
βA0 −

n−1∑

i=0

n−i∑

l=0

αAi+lq
′
i
(l)

]
;






(18)

q′′j = (α
B
n )

−1

[
βBn−j −

−
j−1∑

i=0

j−i∑

l=0

Cn−jn−j−lα
A
n−j+i+lq

′′
i
(l)

]
;

q′′n = (α
B
n )

−1

[
βB0 −

n−1∑

i=0

n−i∑

l=0

αAi+lq
′′
i
(l)

]
;






(19)

q′′′j = (α
C
n )

−1

[
βCn−j −

−
j−1∑

i=0

j−i∑

l=0

Cn−jn−j−lα
C
n−j+i+lq

′′′
i
(l)

]
;

q′′′j = (α
C
n )

−1

[
βC0 −

n−1∑

i=0

n−i∑

l=0

αCi+lq
′′′
i
(l)

]
.






(20)

Здесь Cnm = n!/(m!(n − m)!); индекс l означает,
что суммирование проводится по всем индексам,
исключая l.

Таким образом, справедливо следующие утвер-
ждение.

Теорема 3.1. Пусть эредитарные ядра A(t, τ), B(t, τ)
иC(t, τ) в ЭСтС (1) удовлетворяют условиям (2)–(4)
или (9), причем матрицыαAn ,αBn иαCn в (8) обратимы,

а функции ϕ, ψ и χ дифференцируемы по переменным

расширенного вектора состояния достаточное число

раз. Тогда ЭСтС (1) приводится к ДСтС (10) на

основе (11)–(20).

Замечание 3.1. Рассмотрим ЭСтС со стационарным
затуханием, когда эредитарные ядра удовлетворяют
условиям (5). Тогда вместо выполнения условия (4)
достаточно потребовать, чтобы преобразования
Лапласа ядер были бы рациональными функция-
ми скалярной переменной s:

∞∫

0

“A(u)e−su du = (FA(s))−1HA(s) ;

∞∫

0

“B(u)e−su du = (FB(s))−1HB(s) ;

∞∫

0

“C(u)e−su du = (FC(s))−1HC(s) .
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Здесь порядок матричных полиномов Hi(s) ра-
венmi, а порядок полиномовF i(s)равенni, причем
ni ≥ mi (i = A,B,C).

Замечание 3.2. В практических задачах элемен-
тами эредитарных ядер A(t, τ), B(t, τ) и C(t, τ)
являются следующие типовые функции: e−α|u| и
e−α|u|(cosωu + γ sinω|u|), удовлетворяющие обык-
новенным дифференциальным уравнениям перво-
го и второго порядка (см. разд. 6).

Наконец, в том случае, когда выполнены
условия (2)–(4), а функции ϕ, ψ и χ не диффе-
ренцируемы по переменным расширенного вектора
состояния, целесообразна аппроксимация вырож-
денными ядрами. Тогда имеют место следующие
соотношения:

t∫

t0

A(t, τ)ϕ(X(τ), τ)dτ = A+Y ′ ;

t∫

t0

B(t, τ)ψ(X(τ), τ)dτ = B+Y ′′ ;

t∫

t0

C(t, τ)χ(X(τ), τ, v)dτ = C+Y ′′′ ;






(21)

‘Y ′ = A−ϕ ; Y ′(t0) = 0 ;

‘Y ′′ = B−ψ ; Y ′′(t0) = 0 ,

‘Y ′′′ = C−χ ; Y ′′′(t0) = 0 ;





(22)

Z =
[
XTY ′TY ′′TY ′′′T

]T
; (23)

dZ = az2(Z, t) dt+ b
z
2(Z, t, t) dW0 +

+

∫

Rq
0

cz2(Z, t, t, v) dP
0(t, dv) ; (24)

az2(Z, t) =





a(X, t) +A+ϕ
A−ϕ
B−ψ
C−χ



 ;

bz2(Z, t) =





b(X, t) +B+ψ
0
0
0



 ;

cz2(Z, t, v) =





c(X, t, v) + C+χ
0
0
0



 .

Таким образом, имеем следующий результат.

Теорема 3.2. Пусть эредитарные ядра A(t, τ), B(t, τ)
и C(t, τ) в ЭСтС (1) удовлетворяют условиям (3),

(4) и (6), а функции ϕ, ψ, χ не дифференцируемы по

переменным расширенного вектора состояния. Тогда

ЭСтС (1) приводится к ДСтС (24) на основе (21)
и (22).
Замечание 3.3. Аналогичная теорема устанавлива-
ется для ЭСтС (7).

4 Обзор подходов
к моделированию
распределений в эредитарных
стохастических системах

В стохастической информатике для вычисления
вероятностей событий, связанных со случайными
функциями, достаточно знания многомерных рас-
пределений. Различают три подхода к анализу и
моделированию таких распределений в ЭСтС.

Первый, общий, основан на прямом численном
решении уравнений (1) или (7), а для ЭСтС, приво-
димых к ДСтС интегрированием, — (10) или (24),
с последующей статистической обработкой резуль-
татов [5–7].

Второй подход справедлив для ЭСтС, приводи-
мых к ДСтС, поскольку он основан на теории мар-
ковских процессов и предполагает аналитическое
моделирование, т. е. решение детерминированных
уравнений в функциональных пространствах (Фок-
кера–Планка–Колмогорова, Пугачева и др.) для
одно- и многомерных распределений [5, 6].

В практических задачах для ЭСтС, приводимых
к ДСтС, часто можно рекомендовать комбиниро-
ванный метод параметрического статистического и
аналитического моделирования. При этом будем
предполагать, что, во-первых, существуют одно-
и многомерные плотности процессов, во-вторых,
плотности одно- и многомерных распределений
можно параметризовать с помощью вероятностных
моментов, квазимоментов, семиинвариантов, ко-
эффициентов ортогональных разложений плотно-
стей, канонических разложений и др. и, в-третьих,
по обобщенной формуле Ито составить для ™n сто-
хастические дифференциальные уравнения. При
использовании такого подхода под расширенным
вектором состояния следует рассматривать вектор
�Z =

[
ZT™Tn

]T
.

Наконец, отметим, что всегда приведенные к
ДСтС нелинейные уравнения ЭСтС линейны отно-
сительно интегральных переменныхZ ′,Z ′′,Z ′′′ или
Y ′, Y ′′, Y ′′′.

Как известно [4–8], в задачах корреляционно-
го аналитического моделирования процессов в СтС
с аддитивными шумами широкое распространение
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получил МСЛ. Для СтС с мультипликативными
шумами развит МНА.

Обобщением МНА-распределений являются
различные приближенные методы, основанные на
параметризации распределений. Аппроксимация
одномерной характеристической функции g1(λ; t)
и соответствующей плотности f1(z, t) известны-
ми функциями g∗1(λ; ™1) и f∗

1 (z; ™1), зависящи-
ми от конечномерного векторного параметра ™1,
сводит задачу приближенного определения одно-
мерного распределения к выводу из уравнения для
характеристических функций обыкновенных диф-
ференциальных уравнений, определяющих ™1 как
функцию времени. Это относится и к осталь-
ным многомерным распределениям. При ап-
проксимации многомерных распределений целе-
сообразно выбирать последовательности функций
{g∗n(λ1, . . . , λn; ™n)} и {f∗

n(z1, . . . , zn; ™n)}, каждая
пара которых находилась бы в такой зависимости
от векторного параметра ™n, чтобы при любом n
множество параметров, образующих вектор ™n,
включало в качестве подмножества множество па-
раметров, образующих вектор ™n−1. Тогда при ап-
проксимации n-мерного распределения придется
определять только те координаты вектора ™n, кото-
рые не были определены ранее при аппроксимации
функций g1, f1, . . . , gn−1, fn−1.

В зависимости от того, что представляют со-
бой параметры, от которых зависят функции
f∗
n(z1, . . . , zn; ™n) и g∗n(λ1, . . . , λn; ™n), аппрок-

симирующие неизвестные многомерные плотно-
сти fn(z1, . . . , zn; t1, . . . , tn) и характеристические
функции gn(λ1, . . . , λn; t1, . . . , tn), используются
различные приближенные методы решения урав-
нений, определяющих многомерные распределе-
ния вектора состояния системы Yt, в частности ме-
тоды моментов, семиинвариантов, ортогональных
разложений и др.

5 Алгоритмы аналитического
моделирования эредитарных
стохастических систем,
основанные на методах
нормальной аппроксимации
и статистической линеаризации

Для ЭСтС (7) при условии (2) с аддитивным
шумом V , когда b = b(t) и b1 = b1(τ, t), можно реко-
мендовать МСЛ для эквивалентной линеаризации
нелинейных функций a(X, t) и a1(X(τ), τ). В ре-
зультате получим нелинейное интегральное урав-

нение для математических ожиданий и линейное
уравнение относительно центрированных перемен-
ных. Применяя к последнему уравнению кор-
реляционную теорию линейных систем [4, 5, 8],
получим уравнения для ковариационной матри-
цы KX(t) и матрицы ковариационных функций
KX(t1, t2).

Для ЭСтС, приводимых к (10) или (24), уравне-
ния МНА имеют следующий вид:

f1(z; t) = [(2π)
nz |K|]−1/2 ×

× exp
[
−1
2
(zT −mT)K−1(z −m)

]
;

fn(z1, . . . , zn; t1, . . . , tn) =
[
(2πnnz )| �K|

]−1/2 ×

× exp
[
1

2

(
�zTn − �mTn

)
�K−1
n (�zn − �mn)

]
; (25)

‘m = �1(m,K, t) ; (26)

‘K = �2(m,K, t) =

= �21(m,K, t) + �21(m,K, t)
T +�22(m,K, t); (27)

∂K(t1, t2)

∂t2
=

= K(t1, t2)K(t2)
−1�21(m(t2),K(t2), t2)

T

при t1 < t2 и начальном условии K(t1, t2) = K(t1).
Здесь введены следующие обозначения:

�1(m,K, t) = MNaz(Z, t) ;

�21(m,K, t) = MNaz(Z, t)(Z −m)T ;

�22(m,K, t) = MNbz(Z, t)ν0bz(Z, t)T +

+MN

∫

Rt
0

cz(Z, t, v)cz(Z, t, v)TνP (t, dv) ,






(28)

где MN — символ вычисления математиче-
ского ожидания для нормального распределе-

ния (25), n = 2, 3, . . ., Zn =
[
ZT1 · · ·ZTn

]T
, �m =

=
[
m(t1)

T · · ·m(tn)T
]T

,

�Kn =




K(t1, t1)

... K(t1, tn)
...

...
...

K(tn, t1) · · · K(tn, tn)



 .

Замечание 5.1. Необходимым условием коррект-
ности алгоритма МНА для определения стацио-
нарного стохастического режима m = m∗, K = K∗

в ЭСтС с мультипликативными шумами являет-
ся асимптотическая устойчивость линеаризован-
ных уравнений (26) и (27).
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Для ЭСтС с аддитивными шумами алгоритм
МНА совпадает с алгоритмом МСЛ и определяется
следующими уравнениями:

‘m = �1(m,K, t) ; (29)

‘Z0 = ˜(m,K, t)Z0 + bV ; (30)

‘K = ˜(m,K, t)K +K˜(m,K, t)T + bνbT ; (31)

∂K(t1, t2)

∂t2
= K(t1, t2)˜ (m(t2),K(t2), t2)

T
(t2 > t1) .

Замечание 5.2. Для нормальных ЭСтС необходима
асимптотическая устойчивость матрицы

˜(m,K) =

[(
∂

∂m

)
(MNaz(Z, t))T

]T
. (32)

Асимптотическая устойчивость матрицы (32)
обеспечивает устойчивость численных методов ин-
тегрирования обыкновенных дифференциальных
уравнений (29) и (30).

6 Тестовые примеры
1. Рассмотрим скалярную нелинейную ЭСтС

первого порядка

‘X = a0+a1X+

t∫

0

e−α|t−τ |ϕ(X(τ)) dτ+b ‘W, X0 = 0 ,

где a0, a1, α, b — константы. Полагая
t∫

0

e−α|t−τ |ϕ(X(τ)) ; dτ = Y ,

приведем ЭСтС к ДСтС:

‘X = a0 + a1X +
1

α
Y + b ‘W ;

‘Y = −αY + ϕ(X) ;
X(0) = Y (0) = 0 .

2. Рассмотрим скалярную линейную ЭСтС вто-
рого порядка

a �X+ b

t∫

0

‘X(τ)e−β|t−τ |dτ + c

t∫

0

X(τ)e−γ|t−τ | dτ =

= Q(t) , X0 = 0 ,

где a, b, c, β и γ — константы. Расширим вектор
состояния системы следующим образом: X1 = X,
X2 = ‘X, ‘X1 = X2. Полагая
t∫

0

e−β|t−τ |X2(τ)dτ = Y1 ;

t∫

0

e−γ|t−τ |X1(τ)dτ = Y2 ,

приведем ЭСтС к ДСтС:

‘X1 = X2 ;

‘X2 = − b

a
Y1 −

c

a
Y2 +

1

a
Q(t) ;

‘Y1 = −βY1 +X2 ;
‘Y2 = −γY2 +X1 ;

X1(0) = X2(0) = Y1(0) = Y2(0) = 0 .

3. Рассмотрим скалярную нелинейную ЭСтС
второго порядка

�X +

t∫

0

ϕ(X(τ), ‘X(τ))e−α|t−τ |dτ = Q(t), X0 = 0 ,

где α — константа. Расширим вектор состояния
системы следующим образом: X1 = X, X2 = ‘X,
‘X1 = X2.

Полагая
t∫

0

ϕ(X1(τ), X2(τ))e
−α|t−τ |dτ = Y , при-

дем к следующей ДСтС:

‘X1 = X2 ,

‘X2 = − 1
α
Y +Q(t) ,

‘Y = −αY + ϕ(X1, X2) ,
X1(0) = X2(0) = Y (0) = 0 .

4. Рассмотрим скалярную нелинейную ЭСтС
второго порядка

�X+

t∫

0

ϕ(X(τ) , ‘X(τ))e−α|t−τ | cos(ω0(t−τ)) dτ =

= Q(t) , X0 = 0 ,

где α и ω0 — константы. Расширим вектор состоя-
ния системы:X1 = X,X2 = ‘X, ‘X1 = X2. Положим

t∫

0

ϕ(X1(τ), X2(τ))e
−α|t−τ | cos (ω0(t− τ)) dτ = Y

и найдем производную ‘Y :

‘Y =

t∫

0

(
−αe−α|t−τ | cos(ω0(t− τ))ϕ(X1(τ), X2(τ))−

− ω0e
−α|t−τ | sin(ω0(t− τ))ϕ(X1(τ), X2(τ))

)
dτ +

+ ϕ(X1, X2) .
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Представляя интеграл суммы суммой интегралов,
получим:

‘Y = −αY −

− ω0

t∫

0

e−α|t−τ | cos(ω0(t− τ))ϕ(X1(τ), X2(τ)) dτ +

+ ϕ(X1, X2) .

Введем новую переменную:

I =

t∫

0

ϕ(X1(τ), X2(τ))e
−α|t−τ | sin (ω0(t− τ)) dτ.

Тогда полученное уравнение запишется в виде:

‘Y = −αY − ω0I + ϕ(X1, X2) .

Выразим из последнего уравнения I:

I =
1

ω0
(− ‘Y − αY + ϕ(X1, X2)).

Найдем производную ‘I:

‘I =

=

t∫

0

(
−αe−α|t−τ | sin(ω0(t− τ))ϕ(X1(τ), X2(τ)) +

+ ω0e
−α|t−τ | cos(ω0(t− τ))ϕ(X1(τ), X2(τ))

)
dτ =

= −αI + ω0Y .

Найдем вторую производную �Y :

�Y = −α ‘Y − ω0 ‘I +
∂ϕ

∂X1
‘X1 +

∂ϕ

∂X2
‘X2 =

= α2Y + 2αω0I − ω20Y − αϕ(X1, X2) +

+
∂ϕ

∂X1
‘X1 +

∂ϕ

∂X2
‘X2 =

= −2α ‘Y − (α2+ω20)Y +αϕ+
∂ϕ

∂X1
‘X1+

∂ϕ

∂X2
‘X2 .

Расширим вектор состояния Y1 = Y , Y2 = ‘Y , ‘Y1 =
= Y2, в итоге придем к ДСтС вида:

‘X1 = X2 ;

‘X2 = −Y1 +Q(t) ;
‘Y1 = Y2 ;

‘Y2 = −2αY2 − (α2 + ω20)Y1 + αϕ +

+
∂ϕ

∂X1
X2 +

∂ϕ

∂X2
[Q(t)− Y ] ;

X1(0) = X2(0) = Y1(0) = Y2(0) = 0 .

5. Скалярная нелинейная стохастическая ЭСтС
второго порядка

�X +

t∫

0

ϕ(X(τ), ‘X(τ))e−α|t−τ | (cos(ω0(t− τ)) +

+ γ sin(ω0(t− τ))) dτ = Q(t), X0 = 0

(α, ω0 и γ — константы) для переменных X1 = X,
X2 = ‘X, ‘X1 = X2, Y1 = Y , Y2 = ‘Y и ‘Y1 = Y2, где

t∫

0

ϕ(X1(τ), X2(τ))e
−α|t−τ | (cos(ω0(t− τ)) +

+ γ sin(ω0(t− τ))) dτ = Y

имеет вид:

‘X1 = X2 ;

‘X2 = −Y1 +Q(t) ;
‘Y1 = Y2 ;

‘Y2 = −2αY2 − (ω20 + α2)Y1 + (α+ ω0γ)ϕ(X1, X2) +

+
∂ϕ

∂X1
X2 +

∂ϕ

∂X2
[Q(t)− Y ] ;

X1(0) = X2(0) = Y1(0) = Y2(0) = 0 .

6. Рассмотрим осциллятор Дуффинга при
X(t0) = X0, X = X0 в эредитарной стохастиче-
ской среде, описываемый уравнением

�X + ω2X − µX3 = −δ ‘X + γ + V +

+

t∫

t0

[
−ω21X(τ) + µ1X3(τ) − δ1 ‘X(τ)

]
e−λ|t−τ | dτ. (33)

Здесьω,ω1,µ,µ1, δ, δ1, γ иλ— постоянные парамет-
ры; V — скалярный белый шум интенсивности ν.
Используя метод аппроксимации экспоненциаль-
ного эредитарного ядра уравнением первого поряд-
ка при нулевом начальном условии, приведем (33)
для Z = [Z1Z2Z3]

T
(Z1 = X, Z2 = ‘X) к ДСтС вида:

‘Z = a(Z, t) + bV ; (34)

Z1(t0) = Z10 ; Z2(t0) = Z20 ; Z3(t0) = 0 ;

a(Z, t) =




Z2

−ω2Z1 + µZ31 − δZ2 + γ − λZ3
λ(−ω21Z1 + µ1Z31 − δ1Z2 − Z3)



 ;

b(Z, t) =




0
1
0



 .
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Применим МСЛ к (34), положив согласно [8]

Z31 ≈ (m21 + 3D1)m1 + 3(m21 +D1)Z01
(m1 = MNZ

0
1 , D1 = MNZ

02
1 ), придем к уравнени-

ям (28)–(31). Входящие в эти уравнения количества
будут определяться следующими формулами:

�1(m,K) =




m2

−ω′2m1 − δm2 + γ − λm3
λ(−ω′′2m1 − δ1m2 −m3)



 ;

˜(m,K) =




0 1 0

ω′2 −δ −λ
−λω′′2 −λδ1 −λ



 , (35)

где

ω′2 = ω′(m,K)2 = ω2 + ω21µ(m
2
1 + 3D1) ;

ω′′2 = ω′′(m,K)2 = −ω21µ1(m21 + 3D1) .

Стационарные значенияm∗ иK∗ определяются
из уравнений (29) и (31):

�1(m
∗,K∗) = 0 ;

˜(m∗,K∗)K∗ +K∗˜(m∗,K∗)T + νbbT = 0

при условии асимпотической устойчивости матри-
цы (35).

Сравнивая результаты моделирования стаци-
онарных стохастических колебаний осциллятора
Дуффинга в эредитарной и неэредитарных стоха-
стических средах, приходим к выводам:

– эредитарные свойства среды проявляются толь-
ко для моментов времени λ−1;

– МСЛ для ЭСтС приводит к более точным ре-
зультатам, чем МСЛ для неэредитарных сред;

– МСЛ может быть успешно применен и для ос-
циллятора Дуффинга в негауссовской среде с
автокоррелированными шумами и разрывны-
ми нелинейностями [9]. При этом точность
МСЛ для эредитарных сред выше, чем для не-
эредитарных.

7 Заключение

Для нелинейных ЭСтС разработаны методы и
алгоритмы аналитического моделирования распре-
делений, основанные на их параметризации.

Особое внимание уделено методам и алгорит-
мам, основанным на приведении стохастических
интегродифференциальных уравнений к стохасти-
ческим дифференциальным уравнениям с винеров-
скими и пуассоновскими шумами. Полученные ре-
зультаты положены в основу разрабатываемого в
ИПИ РАН инструментального программного обес-
печения «IDStS» в среде MATLAB.
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АНАЛИЗ ЗАДЕРЖЕК ПРИ ДИСПЕТЧЕРИЗАЦИИ ОДНОРОДНЫХ

ЗАДАНИЙ В УСЛОВИЯХ НЕОПРЕДЕЛЕННОСТИ

Ю. Е. Малашенко1, И. А. Назарова2

Аннотация: Рассматривается проблема управления ресурсоемкими вычислительными заданиями пере-
борного типа, допускающими распараллеливание по данным. Заявки-задачи поступают в систему в
произвольные моменты времени по одной или группами, время их решения заранее не известно. Для пла-
нирования процесса обработки используется оптимизационная модель, которая базируется на текущей
информации о выполнении задания: длительности пребывания в системе и объеме уже обработанных
данных. С помощью модели для каждого задания определяется доля данных для обработки в плано-
вом периоде. При расчетах используются оценки необходимых вычислительных затрат и не делается
предположений о законах распределения неизвестных характеристик заявок. Предложенное правило
диспетчеризации позволяет в динамике формировать порядок выполнения заданий, приоритет получают
менее трудоемкие задачи.

Ключевые слова: ресурсоемкие задачи; параллельные вычисления; оптимизация управления; принцип
гарантированного результата

DOI: 10.14357/19922264140102

1 Введение

Рассмотрим частный случай проблемы управле-
ния ресурсоемкими вычислениями [1]. Диспетчеру
специализированной системы, состоящей из боль-
шого числа однотипных вычислительных модулей,
корпоративные пользователи в случайные момен-
ты времени предоставляют для решения однород-
ные citu-задачи [2]. Поиск решения для каждой
из citu-задач производится переборными алгорит-
мическими процедурами (далее — ψ-процедуры),
которые сводятся к просмотру набора исходных
данных, разбитых на отдельные одинаковые по
размеру неделимые содержательно значимые фраг-
менты, и поиску среди них уникального фрагмента,
удовлетворяющего некоторому наперед заданному
критерию. Citu-задание завершается, если:

(1) искомый фрагмент найден. Тогда соответству-
ющая citu-задача считается решенной;

(2) просмотрен весь массив, но ничего найти не
удалось. Citu-задача считается нерешенной,
но задание — выполненным.

Массив исходных данных для каждого из зада-
ний становится известен после анализа на входе в
систему. Заявки одинаково важны, многие из них
взаимосвязаны, и по условию они должны быть
завершены все вместе и каждая в отдельности как
можно быстрее. В противном случае найденное

решение может потерять актуальность и не будет
представлять интереса.

Все citu-задания являются ресурсоемкими, вы-
полняются в режиме реального времени и допуска-
ют распараллеливание по данным. В общем случае
можно указать только верхнюю оценку для объема
вычислений, необходимых для выполнения кон-
кретного задания; имеет ли решение соответству-
ющая содержательная задача — неизвестно. Счита-
ется, что большинство citu-задач имеют решение.

Рассмотрим модель [1], в которой citu-задания
выполняются высокопроизводительной специали-
зированной вычислительной системой (СВС), со-
стоящей из центрального управляющего устройства
(ЦУП-устройства) и набора однотипных единич-
ных вычислительных модулей (ЕВ-модулей). Под
специализированной элементарной вычислитель-
ной операцией (СЭВ) операцией будем понимать
просмотр ψ-процедурой отдельного неделимого
содержательно значимого фрагмента данных и про-
верку его уникальности. Производительность каж-
дого ЕВ-модуля определяется числом СЭВ-опера-
ций, выполняемых в единицу времени, а мощность
СВС равна суммарной производительности входя-
щих в нее ЕВ-модулей. В рамках модельного опи-
сания считается, что архитектура СВС позволяет
просматривать наборы фрагментов в произволь-
ном порядке, в том числе параллельно, т. е. любая

∗Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект 11-01-00515а).
1Вычислительный центр им. А. А. Дородницына Российской академии наук, malash09@ccas.ru
2Вычислительный центр им. А. А. Дородницына Российской академии наук, irina-nazar@yandex.ru
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часть данных может обрабатываться независимо от
других.

Для идентификации уникального фрагмента для
каждого citu-задания требуется выполнить вычисли-

тельную работу — произвести определенное, зара-
нее не известное число СЭВ-операций. Искомый
фрагмент может быть найден в любой момент после
начала просмотра, что в лучшем случае потребует
небольших вычислительных затрат, в худшем —
безрезультатном — полного перебора всего массива
данных соответствующей заявки. Назовем необхо-

димой работой [3] число СЭВ-операций, которые
требуются для выделения уникального фрагмента
из набора данных конкретного задания. Длитель-
ность поиска уникального фрагмента зависит как от
априори не известного объема необходимой работы,
так и от стратегии диспетчеризации в СВС.

В рассматриваемой модели предполагается, что
все предоставляемые citu-задачи равнозначны, а
пользователи равноправны в рамках правил рас-
пределения вычислительных ресурсов, не являются
антагонистами и стремятся к достижению некото-
рой общей корпоративной цели, которая состоит
в наискорейшем извлечении всей информации из
имеющихся данных. Стратегии управления СВС не
должны быть дискриминирующими по отношению
к той или иной группе заявок.

Для анализа диспетчерских правил воспользу-
емся концептуальным подходом, общая схема ко-
торого предложена в [1, 3] и состоит в следующем.
При организации вычислений не делается никаких
гипотез о времени поступления citu-задач, объеме
необходимой работы или наличии уникальных фраг-

ментов в поступивших данных. В модели использу-
ются только следующие параметры и величины:

– фактическое время поступления задания в
СВС;

– число обработанных фрагментов данных на те-
кущий момент времени;

– производительность СВС.

Все остальные неизвестные параметры рассмат-
риваются как неопределенность. Таким образом,
в данной статье проблема планирования работ и
распределения ограниченных вычислительных ре-
сурсов для скорейшего выполнения требований
пользователей анализируется в рамках методоло-
гии исследования операций.

В условиях неопределенности управление СВС
при выполнении работ разбивается контрольными
точками на отдельные этапы — плановые перио-
ды, или операционные окна. Предполагается, что
диспетчер СВС выбирает длительность планового
периода исходя из характера данных поступающих

заявок, а планирование работ производится на бли-
жайшее операционное окно.

Основными объектами предложенной моде-
ли [1, 3] являются: база данных заданий (БД за-
даний), буфер данных текущих работ (ТР-буфер),
программный комплекс планирования и анализа
(ПК-план). При моделировании процесса выпол-
нения ресурсоемких вычислений предполагается,
что любая информация о citu-заданиях, вновь по-
ступивших или находящихся в обработке, помеща-
ется и далее хранится в БД заданий. Все записи
из последней в реальном времени доступны для
анализа ПК-планом.

В ПК-плане подготавливается список заданий,
и для каждого из них определяется размер подмас-
сива фрагментов данных для обработки на теку-
щий плановый период. Выделенные подмассивы
исходных данных формируют пакет текущих ра-
бот (ТР-пакет). В контрольный момент времени
корректируется содержимое БД заданий, составля-
ется ТР-пакет, который поступает в ТР-буфер, и в
СВС начинается обработка пакета. По завершении
выполнения ТР-пакета наступает следующая кон-
трольная диспетчерская точка — момент создания
очередного списка заданий, — и вся процедура, т. е.
обращение к БД заданий, формирование ТР-пакета
и его обработка, повторяется с учетом изменения
состояния СВС и состава пакета заявок.

В ПК-плане процесс обработки citu-заданий
в СВС описывается системой квазидинамических
уравнений и неравенств. В рамках модели стро-
ятся гарантированные оценки [4] и формулируется
оптимизационная задача [5], условия которой учи-
тывают всю текущую информацию (длительность
пребывания задания в системе, объем обработан-
ных данных и др.). Решение оптимизационной за-
дачи позволяет определить неулучшаемые относи-
тельные показатели времени пребывания каждого
конкретного задания в СВС и значения параметров
управления системой.

Изучение частного случая проблемы управле-
ния однородными ресурсоемкими вычислениями
является продолжением исследований, начатых
в [6]. В настоящей работе результаты, полученные
в [7, 8] с помощью имитационного моделирова-
ния, анализируются с позиции теории исследова-
ния операций.

2 Относительные задержки
при выполнении заданий

Для формального описания заданий будет ис-
пользован ряд обозначений.
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Пусть zn — задание-задача с собственным иден-
тификационным номером n.

Предполагается, что для каждого задания zn в
момент его поступления t0n в СВС становится из-
вестна нормативная величина Zn — общее число
неделимых фрагментов данных задания zn, кото-
рые необходимо будет обработать, если среди них
нет уникального.

Для любого zn неизвестной величиной являет-
ся ψn — общее число неделимых фрагментов дан-
ных, которые необходимо будет обработать для за-
явки zn, т. е. ψn — необходимая работа, которую
следует произвести для поиска уникального фраг-
мента или полного перебора данных задания zn
объемом Zn.

Монопольным режимом будем называть такой
способ организации работы СВС, при котором на
всех имеющихся ЕВ-модулях одновременно про-
сматриваются фрагменты данных единственного
задания zn.

Далее обозначим:
τn — абсолютное время выполнения задания zn

в монопольном режиме СВС;
P0 — мощность (суммарная производитель-

ность) СВС, которая измеряется числом СЭВ-опе-
раций, которые могут быть выполнены всей СВС в
единицу времени. Тогда в соответствии с определе-
нием ψn для каждого задания zn объем необходимой

работы составит

ψn = τnP0 .

Далее в зависимости от контекста переменная t
будет обозначать либо текущий момент календар-
ного времени, либо контрольную точку — момент
принятия решения о составе нового ТР-пакета.

Для множества Z(t)— заданий zn, находящихся
в СВС в момент t, — обозначим:

N (t)— множество номеров заданий из Z(t);
N(t) = |N (t)| — общее число заданий в Z(t);
–(t) — операционное окно, плановый период,

промежуток (интервал) времени с началом в мо-
мент t, измеряемый в единицах календарного вре-
мени. Длительность–(t) определяется заранее или
выбирается ПК-планом.

Обозначим через wn(–(t)) число неделимых
фрагментов данных для задания zn, которые войдут
в состав ТР-пакета, будут помещены в ТР-буфер
и в момент времени t начнут просматриваться
по команде ЦУП-устройства на выделенных ЕВ-
модулях. Набор подмассивов данных ТР-паке-
та обозначим через w(t) = {w1(–(t)), w2(–(t)), . . .
. . . , wN(t)(–(t))}. В рамках модели предполагается,
что ТР-пакет начинает обрабатываться в контроль-
ный момент t и будет завершен до конца планового
периода, т. е. не позднее t+–(t).

Пусть W–(–(t)) — максимальное суммарное
число СЭВ-операций, которые планируется выпол-
нить на заданном интервале планирования–(t),

W–(–(t)) = P0–(t) .

В рамках модельного описания W–(–(t)) —
предельно допустимое суммарное число фрагмен-
тов заданий из Z(t), которые могут быть помещены
в ТР-буфер в момент времени t и будут гарантиро-
ванно завершены не позднее t+–(t).

Пусть t0n — время поступления задания zn в СВС,
и предположим, что в момент t оно еще не завер-
шено. Обозначим через z−n (t) число фрагментов
данных, которые уже были просмотрены для zn до
момента t.

При формировании ТР-пакета предполагается,
что весь комплект w(t) будет обработан за время
–(t). Если для задания zn выделяется wn(–(t))
фрагментов данных в состав ТР-пакета в момент t,
то к окончанию планового периода –(t) справед-
ливо равенство:

z−n (t+–(t)) = z
−
n (t) + wn(–(t)) , n ∈ N (t+–(t)) .

Предположим, что в поднаборе wn(–(t)) либо
находится уникальный фрагмент данных задачи zn,
либо zn не имеет решения, но обработка wn(–(t))
завершает выполнение задания. Тогда значение
z−n (t + –(t)) = z−n (t) + wn(–(t)) является оценкой
сверху для общего числа фрагментов данных, ко-
торые в действительности необходимо просмотреть
для завершения задания zn или для решения соот-
ветствующей ему задачи. В этом случае справедливо
неравенство:

z−n (t) + wn(–(t)) ≥ ψn ,

а величина

τn(–(t)) =
z−n (t) + wn(–(t))

P0
(1)

в момент времени t+–(t) является оценкой сверху
для τn — абсолютного времени выполнения задания
в монопольном режиме — и

τn(–(t)) ≥ τn .

Если же wn(–(t)) не содержит уникального
фрагмента и в момент t+–(t) выполнение задания
не завершается, то обработка zn будет продолжена.
При этом

z−n (t) + wn(–(t)) ≤ ψn,

а величина (1) в момент t+–(t) окажется оценкой
снизу для τn:

τn(–(t)) ≤ τn.
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Обозначим через Tn(t) длительность пребыва-
ния zn в СВС на момент t,

Tn(t) = t− t0n,

где t0n — время поступления задания zn в СВС.
Предположим, что задание zn будет закончено

к моменту t + –(t). Тогда время пребывания zn в
СВС составит

Tn(t+–(t)) = t+–(t) − t0n.

Введем переменную

χn(t+–(t)) =
τn(–(t))

Tn(t+–(t))
, (2)

которую будем называть показателем относитель-

ной задержки выполнения задания zn к моменту вре-
мени t + –(t). По значению χn(t + –(t)) можно
оценить, какую долю составляет абсолютное время

обработки zn в монопольном режиме от фактиче-
ского времени пребывания в СВС при условии, что
оно будет завершено к моменту t+–(t).

Величину, обратную (2), обозначим ˆn(t +
+ –(t)) = (χn(t + –(t)))

−1 и назовем коэф-
фициентом относительной задержки. Значение
ˆn(t+–(t)) показывает, во сколько раз время фак-
тического пребывания в системе оказалось больше
необходимого времени обработки, т. е. характери-
зует задержку выполнения zn относительно абсо-

лютного времени его просмотра в монопольном ре-
жиме. Свойства функции ˆn(t + –(t)) подробно
изучались в [7, 8], а результаты ее применения при
диспетчеризации изложены ниже в разд. 4.

В ПК-плане величины выполняемых подзада-
ний wn(–(t)) выбираются так, чтобы для всех за-
даний zn минимальная величина χn(t + –(t)) ока-
залась максимальной из возможных. Формально,
ведется поиск

θ∗(t) = max
w

min
1≤n≤N(t)

χn(t+–(t)) . (3)

Пусть в момент времени t заданы плановый пе-
риод–(t) и предельно допустимый объем ТР-паке-
та W–(–(t)). В сделанных предположениях поиск
решения (3) можно свести к следующей задаче ли-
нейного программирования:

найти
θ∗(t) = max

θ,w,W,χ
θ(t) (4)

при ограничениях:

– на θ(t) — минимальную величину показателя
относительной задержки:

θ(t+–(t)) ≤ χn(t+–(t)) ;

χn(t+–(t)) =
z−n (t) + wn(–(t))

P0Tn(t+–(t))
, n ∈ N (t) ;





(5)

– на размеры поднаборов фрагментов данных:

Zn − z−n (t) ≥ wn(–(t)) ≥ 0 , n ∈ N (t);
∑

n∈N (t)

wn(–(t)) =W (–(t)) ;

W–(–(t)) ≥W (–(t)) .





(6)

Задача (4)–(6) может быть решена стандарт-
ными методами линейного программирования [9].
Пусть найдено максимальное значение функциона-
ла θ∗(t). Из множества оптимальных решений (4)–
(6) для полученного θ∗(t) выделим вектор w∗(t) по
следующему правилу:

w∗
n(–(t)) =






0,

если θ∗(t) ≤ z−n (t)

P0 · Tn(t+–(t))
;

θ∗(t)P0Tn(t+–(t)) − z−n (t) ,

если θ∗(t) >
z−n (t)

P0Tn(t+–(t))
.

(7)

Для заданного θ∗(t) и вектора w∗(–(t)) =
= (w∗

1(–(t)), w
∗
2(–(t)), . . . , w

∗
N(t)(–(t)) согласно (7)

введем множества:

N 0(t) = {n | w∗
n(–(t)) = 0, n ∈ N (t)} ,

N ∗(t) = {n | w∗
n(–(t)) > 0, n ∈ N (t)} .

Из определения следует

N (t) = N ∗(t)
⋃

N 0(t) .

Вектор значений 〈θ∗(t), w∗
1(–(t)), . . . , w

∗
N(t)(–(t))〉

является оптимальным решением (4)–(6). Соглас-
но (7) размеры подзаданий, планируемых для вы-
полнения к моменту t+–(t), удовлетворяют равен-
ствам:

θ∗(t) =
z−n (t) + w

∗
n(–(t))

P0Tn(t+–(t))
, n ∈ N ∗(t) ,

и согласно (6), (7)

∑

n∈N (t)

w∗
n(–(t)) =

∑

n∈N∗(t)

w∗
n(–(t)) =W

∗(–(t)) .

После преобразований получим:

θ∗(t) =

W ∗(–(t)) +
∑

n∈N∗(t)

z−n (t)

P0
∑

n∈N∗(t)

Tn(t+–(t))
;
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w∗
n(–(t)) = θ

∗(t)P0Tn(t+–(t))− z−n (t) =

= Tn(t+–(t))

W ∗(–(t)) +
∑

n∈N∗(t)

z−n (t)

∑

n∈N∗(t)

Tn(t+–(t))
− z−n (t) ,

n ∈ N ∗(t) .

Вектор значений w∗(t) = 〈w∗
1(–(t)), w

∗
2 (–(t)), . . .

. . . , w∗
N(t)(–(t))〉 назовем распределением выпол-

няемых подзаданий wn(–(t)) по критерию (3). Для
всех zn, завершенных на интервале –(t), показа-
тель относительной задержки выполнения будет не
меньше θ∗(t).

Указанное распределение предполагает, что для
всех заявок-заданий просматривается доля фраг-
ментов данных с учетом оценок их абсолютного вре-

мени решения и фактического пребывания в СВС.
Правило обработки заданий, основанное на учете
показателя относительной задержки выполнения,
будем обозначать аббревиатурой SWAP (от англ.
short work ahead performance) и называть SWAP-
диспетчеризацией.

3 Анализ результатов выполнения
пакета текущих работ

Предположим, что осуществляется SWAP-дис-
петчеризация поступающих заданий. Исследу-
ем результаты реализации такой стратегии. Бу-
дем считать, что в контрольный момент t на
основании решения задачи (4)–(6) и согласно (7)

был сформирован ТР-пакет w∗(t) =
〈
w∗
1(–(t)),

w∗
2(–(t)), . . . , w

∗
N(t)(–(t))

〉
, обработка которого за-

вершилась в течение планового периода–(t).
Пусть некоторая задача zi+ решена на интер-

вале –(t). Тогда в момент t + –(t) справедливы
следующие неравенства:

z−i+(t) + w
∗
i+(–(t)) ≥ ψi+ ;

z−i+(t) + w
∗
i+(–(t))

P0
≥ τi+ ,

где τi+ — абсолютное время обработки задания zi+ в
монопольном режиме.

Значения θ∗(t), w∗
i+ (–(t))— оптимальное реше-

ние (4)–(6) и согласно (7) удовлетворяют соотно-
шениям:

θ∗(t)(t+–(t)− t0i+) = θ
∗(t)Ti+(t+–(t)) =

=
z−i+(t) + w

∗
i+(–(t))

P0
≥ τi+ ;

P0θ
∗(t)(t+–(t)− t0i+) ≥ ψi+ ,

а также справедливы неравенства

θ∗(t)(t+–(t)) ≥ τi+ + t
0
i+
θ∗(t) ;

P0θ
∗(t)(t+–(t)) ≥ ψi+ + t

0
i+
P0θ

∗(t) .




 (8)

Рассмотрим группу заданий, которые поступи-
ли в СВС раньше или одновременно с zi+ , но не
были завершены к моменту t + –(t). Обозначим
множество номеров таких заданий через

N+(i+, t+–(t)) = {n | t0n ≤ t0i+ , n ∈ N (t+–(t))} .

Для любого задания zj, j ∈ N+(i+, t + –(t)), к
моменту t+–(t) уникальный фрагмент не обнару-
жен, поэтому справедливы оценки:

ψj ≥ z−j (t) + w
∗
j (–(t)) ;

τj ≥
z−j (t) + w

∗
j (–(t))

P0
.

Поскольку w∗
j (–(t)) — оптимальное решение (4)–

(6), то согласно (7)

τ j(–(t)) =
z−j (t) + w

∗
j (–(t))

P0
= θ∗(t)Tj(t+–(t)) =

= θ∗(t)(t+–(t) − t0j) ≤ τj

и справедливы неравенства:

θ∗(t)(t +–(t)) ≤ τj + t
0
jθ

∗(t) ;

P0θ
∗(t)(t +–(t)) ≤ ψj + t

0
jP0θ

∗(t) .




 (9)

Сравнивая (8) и (9), получаем:

τj + θ
∗(t)t0j ≥ τi+ + θ

∗(t)t0i+ ;

τj ≥ τi+ + θ
∗(t)(t0i+ − t0j) .

Так как j ∈ N+(i+, t+–(t)), то t0i+ ≥ t0j и

τj ≥ τi+ ; ψj ≥ ψi+ .

Следовательно, для задачи zi+ , завершенной на
интервале –(t), абсолютное время решения мень-
ше, чем у незаконченных заданий, поступивших в
СВС одновременно или даже раньше zi+ . Другими
словами, для любого задания zi+ , выполненного к
моменту t+–(t), объем необходимой работы мень-
ше, чем у всех других заданий, поступивших в СВС
одновременно или даже раньше zi+ , но не завер-
шенных к моменту t+–(t).
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4 Одновременное поступление
заданий в систему

Для иллюстрации особенностей SWAP-диспет-
черизации рассмотрим процесс выполнения t0-
комплекта — группы однородных заданий, которые
поступили в СВС одновременно в момент t0.

Пусть в момент t = t0 заданы плановый пери-
од – и общее число фрагментов W–(–), которые
могут быть обработаны за этот интервал. Фактиче-
скиW–(–) определяется вычислительными ресур-
сами, выделяемыми для выполнения t0-комплекта.

Пусть для t0-комплекта в момент t0 для всех zn,
n ∈ N (t0), t0n = t0, z−n (t

0) = 0,Zn = Z0, N(t0) =
= N0, P0 = P , –(t) = –. Кроме того, в рамках
примера, не ограничивая общности, предположим,
что N0Z0 ≫ W–(–). Запишем задачу (4)–(6) для
этих исходных данных:

найти
θ∗(t0) = max

θ,w
θ(t0) (10)

при ограничениях

θ(t0) ≤ χn(t
0 +–) ,

χn(t
0 +–) =

wn(–)

P–
, n ∈ N (t0) ;

∑

n∈N (t0)

wn(–) ≤W–(–) ;

Z0 ≥ wn(–) ≥ 0 , n ∈ N (t0) .

Согласно разд. 3, оптимальное решение задачи (10)
для всех n ∈ N (t0):

w∗
n(–) = w

∗ =
W–(–)

N0
.

Таким образом, суммарный вычислительный «ре-
сурс» делится на равные части между всеми задани-
ями. Следовательно, для всех заданий zn, n ∈ N (t0),
на интервале – предполагается обработать одина-
ковое число фрагментов данных — w∗, и ТР-пакет
состоит из равных по размеру поднаборов данных
всех задач.

В некоторый момент времени одна из задач бу-
дет решена. Пусть это произошло в момент �tи реше-
на l-я задача. Будем считать, что �t является началом
нового планового периода. При этом в момент t = �t
N (t) = N (�t) = {1, 2, . . . l − 1, l + 1, . . . , N(t0)} и для
любого n ∈ N (�t) z−n (t) = z−(�t), Tn(t) = �t− t0.

Перепишем (4)–(6) для этих условий в момент
t = �t:

найти
θ∗(�t) = max

θ,w
θ(�t)

при ограничениях

θ(�t) ≤ χn(�t+–) ,

χn(�t+–) =
z−(�t) + wn(–)

P (�t+–− t0)
, n ∈ N (t0) ;

∑

n∈N (�t)

wn(–) ≤W–(–) ;

Z0 − z−(�t) ≥ wn(–) ≥ 0, n ∈ N (�t) .

Согласно разд. 3, оптимальное решение задачи для
всех n ∈ N (�t) состоит из равных по размеру подна-
боров данных:

w∗
n(–) = w

∗ =
W–(–)

N(�t)
=
W–(–)

N0 − 1 .

Цепочку приведенных рассуждений можно продол-
жить дальше, при этом оптимальный ТР-пакет по-
сле окончания очередной задачи будет состоять из
равных по размеру поднаборов данных всех нере-
шенных на данный момент задач.

Описанная стратегия обработки t0-комплекта
однородных citu-заданий в [7, 8] была названа па-

раллельной обработкой ТР-пакета и состояла в сле-
дующем: в момент t каждому заданию zn назначал-
ся некоторый фиксированный набор ЕВ-модулей,
число которых для всех заданий комплекта одина-
ково. Например, программа-диспетчер формиро-
вала соответствующий список, где указывала, какие
ЕВ-модули начиная с момента t будут выполнять
конкретное задание zn. При этом если некоторая
задача zl была решена в момент t, то освободивший-
ся ресурс — работоспособные ЕВ-модули — был
разделен поровну и использован ЦУП-устройством
для обработки тех заданий zj, которые еще не за-
вершены.

В качестве примера рассмотрим выполнение
t0-комплекта из N0 > 1 заданий, в котором все
задачи требуют различных объемов необходимой ра-

боты ψn. Кроме того, известно, что ровно одна из
задач не имеет решения и для ее окончания потре-
буется просмотреть все данные.

При SWAP-диспетчеризации данного t0-ком-
плекта первой будет решена задача с минимальным
объемом необходимой работы. Обозначим ее z1.
Следующей по порядку из системы выйдет задача
с минимальным значением необходимой работы из
оставшихся, обозначим ее через z2 и т. д. В ре-
зультате все задания окажутся перенумерованы по
возрастанию объемов работы, необходимой для вы-
полнения. Единственное задание, которое требует
полного перебора данных, завершится последним,
получит номер N0, и для него ψN0 = Z0. При этом

ψ1 < ψ2 < ψ3 < · · · < ψN0−1 < ψN0 = Z0 .
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Обозначим через ψ∗ объем необходимой работы

для завершения последней задачи, имеющей реше-
ние, т. е. положим ψ∗ = ψN0−1.

Пусть задача zN0−1 решена в момент време-
ни t∗. Тогда для единственного незавершенного
задания zN0 к этому моменту просмотрено

z−N0(t
∗) = ψN0−1 = ψ

∗

фрагментов и найдены все уникальные фрагменты
рассматриваемого t0-комплекта. Таким образом, к
моменту времени t∗ СВС обработала в сумме

ā∗
par =

N0−1∑

n=1

ψn + z
−
N0(t

∗) =

N0−1∑

n=1

ψn + ψ
∗ (11)

фрагментов данных для всех задач, включая един-
ственную незавершенную.

В [7, 8] рассматривалась также альтернативная
схема выполнения, при которой задания zn вы-
полнялись в случайном порядке одно за другим,
каждое сразу на всех работоспособных ЕВ-моду-
лях. Данное правило предполагало, что как только
очередная задача zl завершена, сразу начинается
обработка набора данных следующего задания, вы-
бранного случайным образом изZ(t), и было назва-
но последовательным монопольным режимом. Ис-
следуем, каким окажется объем необходимой работы

для обнаружения всех уникальных фрагментов для
рассмотренного выше примера t0-комплекта при
условии, что он выполняется последовательно. Бу-
дем считать, что задания заранее пронумерованы в
соответствии с объемом необходимой работы, т. е. в
том порядке, в котором они покидают систему при
параллельной дисциплине обслуживания.

Согласно приведенному в [7, 8] правилу в мо-
мент t0 очередность выполнения заданий в моно-
польном режиме при последовательной обработке
определяется по жребию. Тогда только в одном слу-
чае изN0 задание zN0 окажется в очереди строго на
последнем месте, а все уникальные фрагменты бу-
дут идентифицированы до начала выполнения zN0 .
Всего при этом будет обработано

āminseq =

N0−1∑

n=1

ψn (12)

фрагментов.
Для случаев, когда задание zN0 оказывается в

очереди на любом месте, кроме последнего, для
идентификации всех уникальных фрагментов не-
обходимо будет обработать

āmaxseq =

N0−1∑

n=1

ψn + ZN0

фрагментов данных. Сравнивая эту величину с (11)
и (12), получим

N0−1∑

n=1

ψn = ā
min
seq < ā

∗
par =

N0−1∑

n=1

ψn + ψ
∗ <

< āmaxseq =

N0−1∑

n=1

ψn + ZN0 .

При использовании SWAP-диспетчеризации
для выполнения конкретного t0-комплекта объ-
ем выполненной необходимой работы — значе-
ние (10) — является «постоянной» величиной. При
использовании последовательной дисциплины об-
служивания со случайной очередностью выполне-
ния для идентификации всех уникальных фрагмен-
тов, содержащихся в t0-комплекте, почти всегда
(за исключением одного случая из N0) потребуется
больше времени, чем при SWAP-диспетчеризации.

Для сравнения SWAP-диспетчеризации и после-
довательной дисциплины обслуживания при обра-
ботке различных по структуре t0-комплектов бы-
ла проведена серия имитационных экспериментов,
которые описаны в [7, 8]. Остановимся на основ-
ных результатах исследования. Последовательная
стратегия при не известной заранее длительности
выполнения является дискриминирующей по от-
ношению к заявкам, имеющим время решения
меньше среднего для данного t0-комплекта. Кроме
того, случайный выбор заданий привносит допол-
нительную неопределенность — место в очереди на
обработку оказывается произвольным. В результате
задачи с небольшим объемом необходимой работы

задерживаются в СВС на неоправданно большой
промежуток времени, ожидая завершения более ре-
сурсоемких заданий.

Схема выполнения заданий t0-комплекта на
основе показателя относительной задержки (реше-
ния задачи (4)–(6)) обладает следующими свой-
ствами:

– в первую очередь завершаются задания, име-
ющие наименьшее абсолютное время решения;

– в ходе выполнения задания фактически упо-
рядочиваются в порядке неубывания длитель-
ности работ, а задания, требующие полного
перебора всего массива данных, завершаются
последними, при этом число ЕВ-модулей, вы-
деляемое для их обработки, монотонно возрас-
тает;

– и, наконец, самое важное: в подавляющем чис-
ле случаев суммарное время извлечения всей
содержащейся в t0-комплекте информации, т. е.
идентификации всех уникальных фрагментов,
имеющихся во всех наборах данных, оказывает-
ся меньше, чем при последовательном правиле
обслуживания в монопольном режиме.
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5 Заключение

При реализации правила SWAP не делается ни-
каких гипотез о времени поступления, объеме необ-

ходимой работы или наличии уникальных фрагмен-
тов в поступивших данных. В каждой контрольной
точке для каждого задания используются только
следующие параметры и величины:

– фактическое время поступления в СВС;

– объем обработанных и оставшихся непросмот-
ренными фрагментов данных.

Анализ выполнения однородных заданий в СВС
с однотипными ЕВ-модулями наглядно демон-
стрирует преимущества SWAP-диспетчеризации.
В условиях объективной неопределенности испол-
нение правила SWAP позволяет в динамике упо-
рядочивать и завершать задания с учетом объемов
необходимой работы, при этом приоритет получают
«менее трудоемкие» задачи.
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ОЦЕНКА НАДЕЖНОСТИ СЛОЖНЫХ СИСТЕМ

С ВОССТАНОВЛЕНИЕМ ПО РЕЗУЛЬТАТАМ

ИСПЫТАНИЙ ЭЛЕМЕНТОВ

И. В. Павлов1

Аннотация: Рассматривается задача доверительного оценивания показателей надежности для сложных
систем с сетевой структурой с восстанавливаемыми элементами. Оценка надежности системы произ-
водится по результатам испытаний ее отдельных компонентов (элементов, подсистем). Существующие
методы решения данной проблемы разработаны для относительно простых последовательно-параллель-
ных структур и в предположении, что элементы системы имеют экспоненциальные распределения
времени безотказной работы. Предлагается решение этой задачи для более общей модели сложных
«монотонных структур», а также для более общего случая «стареющих» (с монотонно возрастающей
функцией интенсивности отказов) элементов системы. Предполагается, что в случае отказа элементы
системы восстанавливаются независимо от состояния других элементов. Кроме того, решение данной
проблемы получено в естественной с прикладной точки зрения асимптотике, а именно для случая высокой
надежности (быстрого восстановления) элементов системы.

Ключевые слова: сложные системы; сетевые структуры; надежность; время безотказной работы; время
восстановления; функция ресурса; функция интенсивности отказов
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1 Введение

Обеспечение надежности является одним из
ключевых требований при проектировании и экс-
плуатации современных информационно-вычис-
лительных систем. Возникающая в связи с этим
в инженерной практике задача оценки характери-
стик надежности по результатам испытаний сис-
темы или ее отдельных компонентов (элементов,
подсистем) является одной из актуальных и до
настоящего времени в значительной степени не-
решенных проблем. При этом основной практи-
ческий интерес чаще всего представляет постро-
ение гарантированных или доверительных оценок
для тех или иных показателей надежности систе-
мы. Задачи подобного типа возникают при оценке
характеристик надежности систем связи и управле-
ния, банковских компьютерных сетей и ряда других
сложных систем с сетевой структурой (см., напри-
мер, [1–8]). Аналогичные задачи возникают при
развитии и наращивании сети, когда требуется дать
гарантированный прогноз характеристик надежно-
сти для различных возможных вариантов системы
на основе статистической информации по элемен-
там.

Пусть в системе имеется m различных элемен-
тов. С точки зрения работоспособности состо-
яние системы в момент времени t ≥ 0 харак-

теризуется вектором двоичных переменных xt =
= [x1(t), . . . , xm(t)], где xi(t) — индикатор исправ-
ности i-го элемента: xi(t) = 1, если в момент
времени t i-й элемент исправен, xi(t) = 0 в про-
тивном случае, i = 1, . . . ,m. Работоспособность
системы в состоянии x = (x1, . . . , xm) характери-
зуется «структурной функцией»: �(x) = 1, если
в состоянии x система исправна, и �(x) = 0 в
противном случае. Предполагается, что эта функ-
ция удовлетворяет естественному условию моно-
тонности �(x1, . . . , xm) ≥ �(y1, . . . , ym), если xi ≥
≥ yi при всех i = 1, . . . ,m, другими словами, допол-
нительные отказы элементов не улучшают состоя-
ние системы [2, 5]. Индикатор исправности систе-
мы в момент времени t имеет вид: X(t) = �(xt).

Процесс функционирования i-го элемента xi(t)
представляет собой альтернирующий процесс вос-
становления [1]; другими словами, последователь-
ность сменяющих друг друга независимых между
собой (и от состояния других элементов) интерва-
лов исправной работы и восстановления.

Функции распределения интервалов исправной
работы ξi и восстановления ηi для i-го элемен-
та обозначим соответственно через Fi(t) и Gi(t),
предполагая, что они имеют непрерывные плот-
ности fi(t) и gi(t) и конечные вторые моменты.
Обозначим также через Pi(t) = 1 − Fi(t) функцию
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надежности, ui =
∞∫

0

Pi(t) dt — среднее время безот-

казной работы и vi =
∞∫

0

[1−Gi(t)] dt— среднее время

восстановления для i-го элемента, i = 1, . . . ,m.
Далее предполагается, что параметры vi —

средние времена восстановления (замены) элемен-
тов — известны и малы по сравнению со средним
временем безотказной работы; другими словами,
выполняется следующее условие высокой надеж-
ности («быстрого восстановления») элементов сис-
темы:

vi ≪ ui , i = 1, . . . ,m . (1)

Задача заключается в оценке характеристик
надежности системы по результатам испытаний
элементов, полученным или в ходе испытаний от-
дельных элементов системы, или испытаний ее от-
дельных фрагментов, или системы в целом. При
этом основной интерес для приложений чаще все-
го представляет построение гарантированных или
доверительных оценок характеристик надежности
системы. Методы решения данной проблемы в
настоящее время разработаны для относительно
простых последовательных и последовательно-па-
раллельных структур для случая, когда элементы
системы имеют экспоненциальные распределения
времени безотказной работы [1, 4, 6]. Далее да-
ется решение для указанной выше более общей
модели «монотонных структур», а также для бо-
лее общего случая, когда элементы системы имеют
«стареющие» или ВФИ-распределения (с возрас-
тающей функцией интенсивности отказов ri(t) =
= fi(t)/Pi(t), i = 1, . . . ,m) времени безотказной
работы. Класс ВФИ-распределений является до-
вольно общим и включает в себя целый ряд часто
используемых параметрических семейств распре-
делений, таких как экспоненциальное, Вейбулла,
нормальное, распределение Эрланга, гамма-рас-
пределение и др. В то же время предположение
о старении элементов системы является довольно
естественным с физической точки зрения и часто
используется в инженерной практике (см., напри-
мер, [1, 2, 6]). В этом смысле выводы, основанные
на предположении о старении элементов системы,
являются значительно более корректными.

2 Нижняя доверительная граница
для коэффициента готовности
системы

Стандартный показатель надежности для систем
с восстанавливаемыми элементами — коэффици-
ент готовности (вероятность застать систему в ис-

правном состоянии в стационарном режиме при
t→ ∞) — для данной модели имеет вид [2, 5]:

K = K(u) =
∑ m∏

i=1

kxi

i (ui) [1− ki(ui)]
1−xi ,

где u = (u1, . . . , um) — вектор параметров элемен-
тов, а сумма берется по всемx = (x1, . . . , xm) таким,
что �(x) = 1, ki = ki(ui) = ui/(ui + vi) — коэффи-
циент готовности i-го элемента, i = 1, . . . ,m.

Далее будем предполагать, что результаты испы-
таний по различным элементам системы представ-
лены в виде стандартных статистических выборок
с цензурированием типа [Niâ ri] (в обозначениях
книги [1]), т. е. испытывалисьNi элементов i-го ти-
па до наблюдения ri ≤ Ni отказов, в результате чего
наблюдались последовательные моменты отказов
0 < t

(i)
1 < · · · < t

(i)
ri , i = 1, . . . ,m. В частном слу-

чае при ri = Ni данная схема испытаний содержит
классическую схему полной выборки объема Ni,
i = 1, . . . ,m.

Обозначим через

Ri(t) = − lnPi(t) =
t∫

0

ri(z) dz

функцию ресурса для i-го элемента, Vi — множе-
ство всех функций ресурса Ri(t) выпуклых вниз по
t ≥ 0 (при всех t таких, что Pi(t) > 0, i = 1, . . . ,m),
R = {Ri(t), . . . , Rm(t)} — вектор функций ресурса
по всем элементам, V = V1×V2×· · ·×Vm — множе-
ство всехR таких, что функцииRi(t) выпуклы вниз
по t ≥ 0. Далее будем предполагать, что R ∈ V , т. е.
все элементы системы имеют ВФИ-распределения
(с возрастающей функцией интенсивности отказов
ri(t) = Ri(t), i = 1, . . . ,m) времени безотказной
работы.

ПустьSi — суммарное время работы (наработка)
элементов i-го типа на испытаниях:

Si = t
(i)
1 +t

(i)
2 + · · ·+t(i)ri

+(Ni−ri)t(i)ri
, i = 1, . . . ,m ;

S = (S1, . . . , Sm) и PR(S) — вероятностное рас-
пределение на множестве результатов испытаний S
при данном R ∈ V . Требуется построить ниж-
нюю γ-доверительную границу для коэффициента
готовности системы K = K(u), т. е. функцию ре-
зультатов испытанийK(S) такую, что

PR {K(S) ≤ K(u)} ≥ γ , R ∈ V .

В [9, 10] ранее была получена нижняя γ-дове-
рительная граница ui в классе ВФИ-распределений
для параметра ui (среднего времени безотказной
работы) одного отдельно взятого i-го элемента:

PR {ui ≤ ui} ≥ γ , R ∈ V . (2)
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Здесь ui = bi(γ)Si, где

bi(γ) =
1− exp [−–1−γ(ri − 1)/Ni]

–1−γ(ri − 1)
;

–1−γ(d)— решение уравнения

exp (−–)
d∑

j=0

–j

j!
= 1− γ, i = 1, . . . ,m.

Коэффициент готовности системы K(u) =
= K(u1, u2, . . . , um) монотонно возрастает по каж-
дому аргументу ui, что соответствует естественному
свойству — улучшению характеристик системы при
улучшении параметров надежности элементов. По-
этому нижнюю границу K, вообще говоря, можно
найти, просто подставив нижние доверительные
оценки для параметров отдельных элементов ui в
функциюK(u), полагаяK = K(u1, u2, . . . , um). Тем
не менее, если число элементов системы велико, та-
кой подход, использующий только указанное свой-
ство монотонности, оказывается малопригодным.
Действительно, при этом справедливы неравенства
(см. также [11, 12]):

PR {K(u1, u2, . . . , um) ≤ K(u1, u2, . . . , um)} ≥

≥ PR

{
m⋂

i=1

(ui ≤ ui)

}
=

=

m∏

i=1

PR {ui ≤ ui} > γm , R ∈ V ,

откуда видно, что коэффициент доверия для такой
процедуры (метод Ллойда и Липова, или «метод
прямоугольника» в терминологии [11–13]) быстро
убывает с ростом размерности задачи (числа эле-
ментов системы) m.

Обозначим через Q(u) = 1 − K(u) вероятность
отказа системы и qi(u) = 1 − ki(u) — вероят-
ность отказа i-го элемента, i = 1, . . . ,m. В случае
высокой надежности (быстрого восстановления)
элементов (1) справедлива приближенная форму-
ла [2, 5]:

Q(u) ∼=
M∑

j=1

∏

i∈Bj

qi(ui) ∼=
M∑

j=1

∏

i∈Bj

(
vi
ui

)
, (3)

где Bj ⊂ (1, . . . ,m) — набор индексов j-го ми-
нимального сечения системы, j = 1, . . . ,M (M —
число минимальных сечений). Правая часть (3)
при этом дает верхнюю оценку для Q(u). Довери-
тельное оценивание коэффициента готовности
системы K(u) в приближении (1), таким образом,
сводится к построению верхней доверительной

границы для функции вида (3) от вектора u =
= (u1, . . . , um) неизвестных параметров надежно-
сти элементов.

В соответствии с (2) для каждого типа элементов
i = 1, . . . ,m справедливы неравенства:

PR {ui ≥ bi(γ)Si} ≥ γ , R ∈ V ,

при любом 0 < γ < 1. При данных фиксированных
значениях результатов испытаний S = (S1, . . . , Sm)
введем (независимые) случайные величины (с.в.)
“ui, i = 1, . . . ,m, такие, что

P (“ui ≥ bi(γ)Si} = γ (4)

при всех 0 < γ < 1, i = 1, . . . ,m. В соответствии
с (4) функция надежности с.в. “ui имеет вид:

“Pi(t) = P {“ui ≥ t} = hi
(
t

Si

)
,

где hi(z) — функция, обратная bi(γ), 0 < γ < 1.
Случайная величина “ui может быть также задана
при данном фиксированном Si как “ui = Sibi(γ), где
γ — с.в., равномерно распределенная на интервале
(0, 1).

Пусть имеется некоторая функция Q(u) =
= Q(u1, u2, . . . , um), монотонно убывающая по
каждому аргументу ui > 0, i = 1, . . . ,m. При дан-
ных фиксированных значениях результатов наблю-
дений S = (S1, . . . , Sm) и данном фиксированном
значении коэффициента доверия 0 < γ < 1 опре-
делим далее верхнюю границу Q = Q(S1, . . . , Sm)
как квантиль уровня γ для случайной величины
“Q = Q (“u1, . . . , “um), т. е. из условия

P
{
Q (“u1, . . . , .“um) ≤ Q

}
= γ

(численное значение Q далее достаточно просто
может быть найдено на основе стандартного метода
Монте-Карло), что является обобщением фидуци-
ального подхода при построении доверительных
границ для функций от m неизвестных параметров
экспоненциальных распределений [6, 14, 15].

В одномерном случае γ-фидуциальная граница
параметра одновременно является γ-доверитель-
ной, что следует непосредственно из ее определе-
ния.

В многомерном случае при m > 1 это, вообще
говоря, не обязательно так и зависит от того или
иного вида оцениваемой функции многомерного
параметра.

Теорема 1 дает достаточные условия, при кото-
рых определенная таким образом величина Q =
= Q(S1, . . . , Sm) служит верхней доверительной
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границей с коэффициентом доверия не меньше γ
для функции Q(u) = Q(u1, . . . , um) в классе старе-
ющих распределений V .

Теорема 1. Пусть выполняются условия:

(1) функция Q(u) = Q(u1, u2, . . . , um) монотонно

убывает по каждому ui > 0, i = 1, . . . ,m;

(2) функция Q (e−z1 , e−z2, . . . , e−zm) выпукла вниз

по z = (z1, . . . , zm) ∈ Em.

Тогда справедливо неравенство PR
{
Q ≥ Q(u)

}
≥ γ

при всех R ∈ V .

Д о к а з а т е л ь с т в о . В соответствии с (4) справед-
ливо неравенство

PR

{
ui
Si

≥ bi(γ)

}
≥ γ (5)

при всех 0 < γ < 1, R ∈ V , i = 1, . . . ,m. Введем
с.в. ξi = ui/Si, распределение которой зависит от
R ∈ V , i = 1, . . . ,m. Введем также независимые с.в.
η1, . . . , ηm, гдеηi ≥ 0имеет функцию распределения
P {ηi < t} = 1− hi(t), i = 1, . . . ,m.

В соответствии с (5) с.в. ξi стохастически боль-
ше, чем с.в. ηi, в следующем смысле:

PR {ξi ≥ t} ≥ P {ηi ≥ t}

при всех t ≥ 0, R ∈ V , i = 1, . . . ,m. Отсюда следует,
что для любой функции ϕ(z1, . . . , zm) ≥ 0, моно-
тонно убывающей по каждому аргументу zi ≥ 0,
справедливо аналогичное неравенство

PR {ϕ(ξ1, . . . , ξm) ≤ t} ≥ P {ϕ(η1, . . . , ηm) ≤ t}

при всех t ≥ 0, R ∈ V . Полагая

ϕ(z1, . . . , zm) =

m∏

i=1

(
1

zi

)ai

,

где ai ≥ 0, i = 1, . . . ,m, — произвольные положи-
тельные константы, получаем:

PR

{
m∏

i=1

(
Si
ui

)ai

≤ t

}
≥ P

{
m∏

i=1

(
1

ηi

)ai

≤ t

}
(6)

при всех t ≥ 0, R ∈ V . Обозначим через tγ = tγ(a)

квантиль уровня 0 < γ < 1 для с.в.
m∏
i=1

(1/ηi)
ai , где

a = (a1, . . . , am). Из (6) далее получаем

PR

{
m∏

i=1

(
Si
ui

)ai

≤ tγ

}
≥ P

{
m∏

i=1

(
1

ηi

)ai

≤ tγ

}
= γ,

а значит, справедливо неравенство

PR

{
m∏

i=1

(
1

ui

)ai

≤ tγ

m∏

i=1

(
1

Si

)ai

}
≥ γ (7)

при любом R ∈ V и любых положительных коэф-
фициентах ai ≥ 0, i = 1, . . . ,m.

Введем замену переменных ui = e−zi , i =
= 1, . . . ,m. Из (7) следует, что приведенная выше
процедура дает верхнюю доверительную границу с
коэффициентами доверия не меньше γ для любой
функции вида

H(u) = c0

m∏

i=1

(
1

ui

)ai

,

где c0 > 0, ai ≥ 0, i = 1, . . . ,m, или в переменных
z = (z1, . . . , zm) для любой линейной функции вида

L(z, a) = a0 +

m∑

i=1

aizi , (8)

где вектор коэффициентов a = (a0, a1, . . . , am) ∈
∈ A = {a : −∞ < a0 < ∞, ai ≥ 0 , i = 1, . . . ,m}.
Обозначим через L = L(S, a) соответствующую
верхнюю γ-доверительную границу для линейной
функции L(z, a): PR

{
L(S, a) ≥ L(z, a)

}
≥ γ при

всех R ∈ V , a ∈ A. Введем функцию

f(z) = Q
(
e−z1 , . . . , e−zm

)
. (9)

Рассмотренная выше процедура построения
верхней границы Q = Q(S) как γ-квантиля с.в.
Q(“u1, . . . , “um) эквивалентна построению верхней
границы f = f(S) для функции f(z) как γ-квантиля
для с.в. f(“z1, . . . , “zm), где “zi = ln(1/“ui), i = 1, . . . ,m.
При этом, очевидно, f(S) = Q(S) при любом S =
= (S1, . . . , Sm). В условиях теоремы функция (9)
монотонно возрастает по каждому zi и выпукла
вниз по z = (z1, . . . , zm) ∈ Em. Следовательно, она
может быть представлена через базовую систему
линейных функций (8) в виде

f(z) = max
a∈Af

L(z, a) (10)

в каждой точке z ∈ Em, где максимум берется по
a ∈ Af ⊂ A. Отсюда следует f(z) ≥ L(z, a) при всех
z ∈ Em, a ∈ Af и, соответственно,

f(S) ≥ L(S, a) , a ∈ Af ,

при любом S = (S1, . . . , Sm). Значит,

f(S) ≥ L(S) = max
a∈Af

L(S, a) . (11)

Пусть z(a) ∈ Af — точка, в которой достигается
максимум в (10):

f(z) = max
a∈Af

L(z, a) = L[z, a(z)] . (12)
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Зафиксируем R ∈ V и соответственно параметры

ui = ui(Ri) =
∞∫

0

exp [−Ri(t)] dt и zi = zi(Ri) =

= ln [1/ui(Ri)], i = 1, . . . ,m. Из (11), (12) далее
следуют неравенства

PR
{
f(S) ≥ f(z)

}
≥ PR

{
L(S) ≥ f(z)

}
≥

≥ PR
{
L[S, a(z)] ≥ f(z)

}
=

= PR
{
L[S, a(z)] ≥ L[z, a(z)]

}
≥ γ

при любом R ∈ V . Теорема доказана.

Вероятность отказа системы (3) в переменных
z = (z1, . . . , zm) имеет вид:

f(z) = Q
(
e−z1 , . . . , e−zm

)
=

=

M∑

j=1

Cj exp




∑

i∈Bj

zi



 , (13)

где коэффициенты

Cj =
∏

i∈Bj

vi , j = 1, . . . ,M .

Функция (13) выпукла вниз по z = (z1, . . . , zm)
(в том числе и в случае, когда различные мини-
мальные сечения системы Bj могут пересекаться,
что имеет место для систем со сложной структу-
рой). Тем самым функция Q(u) в (3) удовлетворя-
ет обоим условиям приведенной выше теоремы 1
(справедливость первого условия в данном случае
очевидна). Таким образом, определенная выше ве-
личина Q дает верхнюю доверительную границу с
коэффициентом доверия не меньше заданной ве-
личины γ для вероятности отказа системыQ(u) для
общей модели сложных «монотонных структур» и
при довольно общих непараметрических предпо-
ложениях о том, что элементы системы — «старе-
ющие» (с монотонно возрастающей функцией ин-
тенсивности отказов). Соответственно, величина
K = 1−Q дает при этом нижнюю γ-доверительную
границу для коэффициента готовности системы.
(Заметим также, что, как видно из доказательства
теоремы 1, построенная выше доверительная гра-
ница Q = Q(S) может быть улучшена, если взять
в качестве такой границы величину L = L(S), но
вычисление которой при каждом данном значении
вектора результатов испытаний S = (S1, . . . , Sm)
окажется значительно более сложным.)

В качестве примера рассмотрим систему изm =
= 11 элементов с сетевой структурой, изображен-
ной на рисунке. Результаты испытаний Ni, ri, Si
по элементам различных типов i = 1, . . . ,m приво-
дятся в таблице. В этом случае нижняя γ-довери-

Система с сетевой структурой из m = 11 элементов

Результаты испытаний элементов

i Ni ri Si

1 1 1 24,2
2 2 1 27,9
3 3 2 21,1
4 2 1 26,3
5 2 2 25,4
6 1 1 25,2
7 3 2 23,6
8 2 2 24,2
9 1 1 28,8

10 2 1 25,2
11 3 3 22,3

тельная граница (при γ = 0,9) для коэффициента
готовности системы, вычисляемая на основе при-
веденной выше теоремы 1, K = 1 − Q = 0,97. При
этом аналогичная нижняя доверительная граница,
вычисляемая указанным выше упрощенным мето-
дом (Ллойда и Липова), основанным на непосред-
ственном использовании частных доверительных
границ для параметров отдельных элементов, равна
K = 0,89.

3 Заключение

Таким образом, получено решение задачи дове-
рительного оценивания по результатам испытаний
элементов системы одного из основных показате-
лей надежности — коэффициента готовности для
довольно общей модели сложных систем (с произ-
вольной «монотонной структурой») с восстанавли-
ваемыми «стареющими» элементами. Указанное
решение получено в естественном с точки зрения
приложений приближении — для случая высокой
надежности («быстрого восстановления») элемен-
тов системы, а также в предположении независи-
мого восстановления элементов. Существенный
интерес с прикладной точки зрения представляет
также дальнейшее обобщение полученных резуль-
татов как для более общих моделей систем (в том
числе с зависимым восстановлением элементов),
так и по отношению к другим часто используемым
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показателям надежности систем с восстановлени-
ем — коэффициенту оперативной готовности, сред-
нему времени безотказной работы системы и др.
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ИСПОЛЬЗОВАНИЕ ПРИНЦИПА РАВНОВЕСИЯ ДЛЯ УПРАВЛЕНИЯ

МАРШРУТИЗАЦИЕЙ В ТРАНСПОРТНЫХ СЕТЯХ

Н. С. Васильев1

Аннотация: Выбор алгоритмов управления передачей должен основываться на принципах функциональ-
ной эффективности (увеличить быстродействие сети) и устойчивости передачи (принцип равновесия).
В сетях передачи данных имеется огромное число тяготеющих пар пользователей, каждая из которых
заинтересована в быстроте доставки своих сообщений. Таким образом, качество функционирования сети
необходимо оценивать с помощью векторного критерия. (Существуют также и другие характеристики
сетей.) Поэтому проектирование системы управления передачей осуществляется с учетом векторных
целевых функций, а принимаемые (реализуемые) решения должны искаться методами векторной опти-
мизации. Стремление улучшить качество передачи с целью наилучшего (по возможности) удовлетворения
пользователей сети стимулирует поиск новых методов маршрутизации сообщений. В работе предложен
метод маршрутизации, основанный на применении игрового принципа равновесия (по Нэшу). Игровая
постановка задачи маршрутизации и указанное понятие решения (равновесие) формализуют представ-
ление об оптимальности управления передачей в распределенной системе. Использование принципа
равновесия предполагает наличие ответа на следующие главные вопросы: всегда ли равновесие дости-
жимо, устойчиво ли оно и как его найти. При общих предположениях в работе доказано существование
равновесия по Нэшу. Установлено, что равновесие обладает дополнительными свойствами — вычисли-
тельной устойчивостью и эффективностью (оптимальностью) в смысле Парето. Предложен быстрый
параллельный (игровой) алгоритм поиска равновесной маршрутизации и обоснована его сходимость.

Ключевые слова: пакетная сеть; потоки в сетях; метрика сети; маршрутизация; векторный критерий;
многокритериальная оптимизация; игровая задача; равновесие по Нэшу; эффективность по Парето
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1 Введение

Экспоненциальный рост объемов передаваемой
по сетям информации стимулирует исследования,
связанные с совершенствованием не только сете-
вого оборудования, но и алгоритмов управления
передачей в пакетных сетях. В таких сетях каждая
тяготеющая пара пользователей заинтересована в
наискорейшей передаче своих сообщений за счет
выбора оптимальных маршрутов доставки. В гло-
бальных сетях невозможно обеспечить централи-
зованное управление маршрутизацией. Поэтому
применяются распределенные параллельные алго-
ритмы (сетевые протоколы).

В каждый момент времени в сети имеется
огромное число тяготеющих пар. Значит, задача
оптимального управления передачей (задача марш-
рутизации [1]) является многокритериальной. Тре-
буется найти маршрутизацию, наилучшим образом
удовлетворяющую всех пользователей сети. Сете-
вые задачи с векторными критериями ранее иссле-
довались, например, в работах [2–4].

В статье поставлена и решена игровая многокри-

териальная оптимизационная задача маршрутиза-
ции. Одним из подходов к решению задачи опти-
мизации векторного критерия является его свора-
чивание в скалярный критерий. Недостатком этого
подхода является то, что распределенная модель
системы заменяется на централизованную. В ре-
зультате строящиеся алгоритмы поиска решения
не обладают той степенью параллелизма, которая
допускает распределенную реализацию.

Переход к задаче математического программи-
рования (в случае дифференцируемости целевой
функции) позволяет использовать градиентный ме-
тод поиска оптимального решения, принимаемого
в качестве решения исходной задачи. Так вынуж-
дены поступать, когда не удается найти подходя-
щие (быстрые) алгоритмы поиска решения исход-
ной многокритериальной задачи.

Указанный подход применен в работе [1] для
решения задачи маршрутизации.

В статье предложен метод сведения игровой за-
дачи оптимизации к эквивалентной задаче матема-
тического программирования с целью построения
игрового (параллельного) алгоритма поиска реше-

1Московский государственный технический университет им. Н. Э. Баумана, nik8519@yandex.ru
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ния (равновесия) исходной задачи. Этот подход
основан на введении новой метрики сети, модифи-
цирующей имеющуюся. После этого на итерациях
алгоритма поочередно для любой пары абонентов
сети строится набор маршрутов передачи, оптими-
зирующих время доставки каждого сообщения. Эти
вычисления основаны на использовании принципа
уравнивания Ю. Б. Гермейера, применяемого при
решении минимаксных задач.

В отличие от градиентного метода, вычисле-
ния маршрутов передачи проводятся поочередно
для каждой тяготеющей пары в отдельности. Это
позволяет реализовать алгоритм так, чтобы измене-
ние маршрутизации сети проводить одновременно
(независимо) для многих пар абонентов.

Управление потоками в пакетных телекомму-
никационных системах (транспортных сетях — ТС)
основано на моделях сетей с переменной метри-
кой [1–10]. Изменяемая метрика присуща даже
однопродуктовой сети (имеется единственная пара
абонентов) из-за наличия обратной связи между по-
токами и задержкой в передаче пакетов. Напомним,
что задержки в линиях связи определяют метрику,
с помощью которой оценивается быстродействие
сети.

Игнорирование указанной обратной связи при
построении параллельных алгоритмов маршрути-
зации не позволяет обеспечить устойчивое управ-
ление потоками ТС. Это наблюдается даже в сетях,
имеющих кольцевую архитектуру. Так, поочеред-
ный выбор кратчайшего маршрута в текущей мет-
рике сети для передачи сообщений между всеми
тяготеющими парами может приводить к возник-
новению колебательного процесса [1]. В результате
в сети возникают потоки, вызывающие ее перегруз-
ку, хотя имеется маршрутизация, при которой сеть
справляется с заданными входными потоками. Для
поиска соответствующей допустимой маршрутиза-
ции сети достаточно применить адекватный (а не
эвристический, как в [1]) игровой алгоритм марш-
рутизации.

Свойства ТС с переменной метрикой [9] ра-
нее изучались в связи с поиском равновесной марш-
рутизации глобальной пакетной сети передачи
данных [2, 4, 8]. При этом существование рав-
новесной маршрутизации удавалось теоретически
обосновать лишь для сетей с топологией, мало от-
личающейся от кольцевой. При численном моде-
лировании удавалось строить равновесную марш-
рутизацию для весьма широкого класса сетей.
Так, в результате проведения вычислительных
экспериментов равновесие по Нэшу достигалось
в модели сети Интернет [8]. Таким образом, чис-
ленный поиск равновесного решения задачи уже
прошел экспериментальную апробацию, но не по-

лучил должного теоретического обоснования.
Данная статья посвящена доказательству общей

теоремы существования равновесия и установле-
нию его свойств — вычислительной устойчивости
и эффективности по Парето.

Доказана сходимость алгоритма поиска равно-
весной маршрутизации. Простота и параллель-
ные свойства алгоритма позволяют надеяться на
его применение при создании новых сетевых про-
токолов транспортного уровня [1], основанных на
использовании принципа равновесия.

2 Оптимизационная модель
транспортной системы

Топологию ТС будем представлять в виде связ-
ного неориентированного графа • = (U, V ), вдоль
ребер l ∈ V , l = 1, 2, . . . , n, которого расположены
линии (каналы) передачи пакетов, а в узлах u ∈
∈ U размещены источники и стоки передаваемых
потоков. (Требование неориентированности графа
несущественно.)

Доставка сообщений для каждой тяготеющей

k-й пары (источник–сток), k = 1, 2, . . . ,K, осуще-
ствляется по одному или нескольким выбираемым
маршрутам графа сети {Lkj }, соединяющим эти уз-
лы. Входные (случайные) потоки интенсивности
λk = λk0 поступают в узлы-источники, разделяются
в них (алгоритмом маршрутизации) на маршрутные
потоки величины {λkj } и по маршрутам {Lkj } пере-
даются в соответствующие узлы-стоки, из которых
покидают ТС.

Функционирование сети происходит с задерж-
ками на линиях сети l = 1, 2, . . . , n, равными зна-
чениям некоторой функции fl(zl), зависящей от
величин интенсивностей потоков zl на этих линиях.

Например, в пакетных сетях передачи данных
величина задержки всякого пакета на любой линии
складывается из следующих величин [1, 7]:

– времени ожидания пакета в очереди;

– времени определения направления дальнейшей
передачи (в транзитный узел сети) с помощью
маршрутной таблицы;

– времени пересылки пакета по выбранной ли-
нии.

Определение функций задержек составляет са-
мостоятельную задачу [1, 7, 10]. Во всяком слу-
чае, эти функции неотрицательны, монотонно и
неограниченно возрастают при увеличении интен-
сивности потока по линии до величины ее про-
пускной способности. (Согласно теории массово-
го обслуживания при совпадении интенсивностей
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поступления и обслуживания заявок наблюдается
неограниченный рост очередей.)

Время доставки продуктов вдоль маршрута L
(или «длина» маршрута L) равно сумме задержек:

ρf (L, z) =
∑

l∈L

fl(zl) . (1)

Зафиксировав векторную функцию f =
= (f1, f2, . . . , fn), опустим индекс f в обозначении
метрики сети (1). Потоки в сети задаются в едини-
цах измерения интенсивности передачи. По смыслу
использованных обозначений для всех допустимых
значений индексов k и l должны выполняться ба-
лансовые соотношения

Jk∑

j=1

λkj = λ
k
0 ,

∑

j,k∈Lk
j

λkj = zl . (2)

Через zl в (2) обозначен суммарный поток по
l-й линии ТС, который ограничен величиной zl —
пропускной способностью линии:

zl ≤ zl , l = 1, 2, . . . , n . (3)

Под допустимой маршрутизацией (ДМ) сети (для
k-й тяготеющей пары) будем понимать совокуп-
ность маршрутов Mk = {Lkj } и маршрутных пото-
ков {λkj } (интенсивностей передачи) для всех тяго-
теющих парk = 1, 2, . . . ,K такую, что выполняются
соотношения (2), (3) и ρ(Lkj , z) <∞.

Векторный входной поток (λ10, λ
2
0, . . . , λ

K
0 )назы-

вается допустимым, если для него найдется ДМ.
Задавая маршрутизацию, будем перечислять

только применяемые маршруты передачи, для ко-
торых маршрутные потоки положительны. В про-
цессе управления ТС за счет (принудительного)
ограничения входного потока обеспечивается его
допустимость. Выбор ДМ

M =
{{
Lkj
}
,
{
λkj
}
, k = 1, 2, . . . ,K

}

однозначно задает вектор допустимых потоков по
линиям ТС z = (z1, z2, . . . , zn), от которого зависит
время передачи сообщений (вместе с вектором z
изменяется метрика сети (1)).

Любая k-я тяготеющая пара «заинтересована»
в уменьшении времени доставки пакетов, опреде-
ляемого длинами применяемых маршрутов переда-
чи (1). В сети с потоками z минимально возможное
время доставки пакетов k-й пары равно

T k(z) = min
{Lk}

ρ(Lk, z) ,

где {Lk} — множество всех маршрутов, соединя-
ющих эту пару.

Маршрутизацию k-й тяготеющей пары назовем
оптимальной, если все применяемые маршруты пе-
редачи имеют минимальную длину, равную T k(z).

Так как векторz зависит от выбираемой маршру-
тизации (см. (2)), то оптимальным решением этой
задачи для k-й пары является выбор ее кратчайших
маршрутов соединения, длина которых оценивает-
ся с помощью изменяющейся (вместе с сетевыми
потоками) метрикой (1) [5, 6, 9].

Далее исследуется игровая задача об опти-
мальной маршрутизации ТС. Тяготеющие пары
k = 1, 2, . . . ,K рассматриваются как игроки в бес-
коалиционной игре, выбирающие свою страте-
гию — маршрутизацию [2, 4, 8].

Равновесие по Нэшу в этой игре назовем рав-

новесной (оптимальной) маршрутизацией ТС. Со-
ответствующий вектор потоков в сети также будем
называть равновесным.

В равновесии каждой тяготеющей паре невыгод-

но отклоняться от своей маршрутизации из-за того,
что время передачи потоков только увеличится при
условии, что все остальные пары придерживают-
ся своих маршрутов и интенсивностей передачи.
В этом заключается устойчивость (в игровом смыс-
ле) равновесного решения.

На практике выбор маршрутизации может про-
водиться не самими тяготеющими парами, а с
помощью некоторого алгоритма, построенного на
этом принципе. (Таковы сетевые протоколы [1].)

3 Существование равновесия
Введем вспомогательную задачу математиче-

ского программирования с целью замены более
трудной игровой задачи маршрутизации на одно-
критериальную оптимизационную задачу.

Известные стандартные методы сведения обыч-
но приводят к сложным многоэкстремальным за-
дачам, в которых целевые функции не являются
дифференцируемыми, даже если исходная вектор-
ная целевая функция была дифференцируемой.

Особенности строения сетевых критериев ка-
чества позволяют предложить следующий способ
сведения исходной игровой задачи к выпуклой
оптимизационной задаче, решить которую проще,
чем исходную проблему.

Определим новые функции задержек

tl = tl(zl) , l = 1, 2, . . . , n ,

решив набор не связанных между собой одномер-
ных задач Коши для обыкновенного дифференци-
ального уравнения (ОДУ) первого порядка:

zl
dtl
dzl
+ tl = fl(zl) , tl(0) = 0 . (4)
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Пусть Z — многогранник допустимых потоков по
линиям передачи. Ввиду равенств (2) и (3) Z — вы-
пуклый ограниченный многогранник. Рассмотрим
следующую экстремальную задачу:

F (z) =

n∑

l=1

zltl(zl)→ min
z∈Z

. (5)

Теорема 1. Пусть все функции задержек монотонно

возрастают, дифференцируемы и

(∀ l)fl(z)→ ∞ , z → zl .

Тогда если Z 6= ∅, то минимум целевой функции (5)
достигается в единственной точке z∗, которой от-

вечает некоторая равновесная маршрутизация.

Д о к а з а т е л ь с т в о . С помощью критерия Силь-
вестра проверим положительную определенность
матрицы Якоби целевой функции F (z). Условия
теоремы и определение этой функции (см. (4) и (5))
дают:

∂2F

∂z2l
= (zlt

′
l(zl) + tl(zl))

′
= f ′

l (zl) > 0 ;

∂2F

∂zl1∂zl1
= 0 , l1 6= l2 .

(штрихом обозначено дифференцирование). Все
условия этого критерия выполнены, поэтому це-
левая функция F (z) строго выпукла. В условиях
теоремы это позволяет сделать вывод о том, что
решение выпуклой экстремальной задачи (5) суще-
ствует и единственно.

Докажем, что z∗ — точке минимума (5) — отве-
чает равновесная маршрутизация. Для этого приме-
ним теорему Куна–Таккера [11], которая в данном
случае служит критерием оптимальности потока z∗.
В записи условий оптимальности учтем, что огра-
ничения (3) неактивны. (Согласно наложенным
предположениям элемент z∗ удовлетворяет стро-
гим неравенствам в (3).)

Выразим произвольный допустимый вектор z в
виде z = Aλ, где вектор λ = (λkj ) входит в соот-
ношения (2). Через A обозначена (n× J)-матрица
всех маршрутов, соединяющих рассматриваемую
тяготеющую пару. Напомним, что A — это (0, 1)-
матрица инциденций ребра–маршруты. Маршру-
ты передачи представлены столбцами матрицы A.
Указанное представление вектора потоков z = Aλ
всегда возможно: для неприменяемых маршрутов
Lkj полагаем λkj = 0.

Условия оптимальности из теоремы Куна–Так-
кера в задаче (2)–(5) представляют собой систе-
му соотношений, распадающуюся на подсистемы,

описывающие оптимальные решения для отдель-
ных тяготеющих пар. Поэтому рассмотрим про-
извольную пару k, зафиксировав маршрутизацию
остальных пар. Для упрощения записи в обозначе-
ниях опустим верхний индекс k. Итак, выпишем
функцию Лагранжа [11, 12]:

H(µ, λ) = F (Aλ) +

〈
µ, λ0 −

J∑

j=1

λj

〉
, λ ≥ 0 .

Тогда критерий оптимальности маршрутизации,
определяемой вектором

λ = λ∗ ; z∗ = Aλ∗ ,

для k-й тяготеющей пары принимает следующий
вид:

∇λH = fA− µ(1, . . . , 1) ≥ 0 ;

(∀ j)λj((fA)j − µ) = 0 ,

}
(6)

причем f = (f1, f2, . . . , fn) — вектор задержек
в (6) — вычислен в точке z∗.

Если λj 6= 0, то из (6) следует равенство (fA)j =
= µ. Если λj = 0, то справедливо неравенство
(fA)j ≥ µ. По определению матрицы маршрутов и
в соответствии с определением метрики (1) имеем

(fA)j = ρ(Lj , z
∗) .

Полученные соотношения означают то, что все
маршруты, применяемые произвольной k-й па-
рой, являются кратчайшими, причем их длина рав-
на µ. Следовательно, решение задачи маршрутиза-
ции, отвечающее вектору потоков z∗, равновесно.
В соответствии с определением равновесия дока-
зана оптимальность рассматриваемой маршрутиза-
ции для всех тяготеющих пар.

Пример 1. При аппроксимации функций задер-
жекfl степенными функциями задержки tl, найден-
ные согласно уравнениям (4), с точностью до посто-
янного множителя совпадают с fl. Таким образом,
новая метрика сети ρt несущественно отличается
от ρf .

Пример 2. В случае дробно-линейной аппроксима-
ции

f(z) =
az

z − z
, 0 ≤ z < z ,

функции задержек вспомогательная метрика сетиρt
заметно отличается от исходной, так как функция
t = t(z), удовлетворяющая уравнению (4), имеет
вид:

t(z) = −a
(
1 +

z

z
ln(z − z)

)
, 0 ≤ z < z .

ИНФОРМАТИКА И ЕЁ ПРИМЕНЕНИЯ том 8 выпуск 1 2014 31



Н. С. Васильев

4 Эффективность по Парето
равновесной маршрутизации

На множестве допустимых маршрутизаций вве-
дем отношение эквивалентности. Маршрутизации
M1 и M2 (всей сети или какой-нибудь отдельной
тяготеющей пары) эквивалентны, если они приво-
дят к одному и тому же вектору потоков z на линиях
сети. Класс эквивалентности маршрутизации M
будем обозначать Rz(M).

Для упрощения записи будем опускать индекс z,
а множество применяемых k-й парой маршрутов
{Lkj } при маршрутизации M обозначать Mk.

Из проведенного доказательства теоремы 1 вы-
текает

Следствие 1. Равновесной является всякая маршру-
тизация, которая эквивалентна равновесной марш-
рутизации.

Будем считать, что в сети с потоками z может
реализоваться произвольная эквивалентная марш-
рутизация. (Это предположение имеет место в
пакетных сетях, в которых управление переда-
чей осуществляется с помощью маршрутных таб-
лиц [1].)

Тогда времена доставки отдельных пакетов для
k-й тяготеющей пары абонентов вычисляются по
следующей формуле:

T k(z;Mk) = max
M ′∈Rz(Mk)

max
Lk

j∈M
′

ρ(L′ k
j , z) ,

k = 1, 2, . . . ,K . (7)

Подстановка в (7) равновесной маршрутизации да-
ет значения критериев (7), совпадающие с длина-
ми применяемых (кратчайших) маршрутов (след-
ствие 1).

Теорема 2. Пусть все пары узлов графа сети являют-

ся тяготеющими и для любых попарно смежных ребер

графа сети k, l,m выполнены неравенства треуголь-

ника

fk(0) ≤ fl(0) + fm(0) .

Тогда равновесная маршрутизация эффективна по

Парето.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассуждая от противного,
найдем такую допустимую маршрутизацию

M =
{{
Lkj
}
,
{
λkj
}
, k = 1, 2, . . . ,K

}
,

для которой

(∀k)T k(z) ≤ T k(z∗) . (8)

В соотношениях (8) хотя бы одно неравенство явля-
ется строгим [13], поэтому равновесные потоки z∗

таковы, что z 6= z∗.

Из условия теоремы и неравенства треугольника
следует, что в ситуации равновесия

z∗l > 0 , l = 1, 2, . . . , n .

Докажем справедливость неравенства

zl ≤ z∗l , l = 1, 2, . . . , n . (9)

Если в маршрутизацииM линия связи l не при-
меняется для передачи пакетов, то, очевидно, со-
ответствующее неравенство в (9) выполнено. Пусть
теперь zl > 0, l = (a, b). Можно считать, что у тя-
готеющей пары (a, b) с номером k имеется маршрут
соединения

L ≡ {(a, b)} ∈Mk .

В самом деле, если это не так, то, покажем, суще-
ствует маршрутизация M ′ k ∈ R(Mk), обладающая
этим свойством. (Тогда вместо маршрутизации M
достаточно будет рассмотреть M ′.)

Так как zl > 0, то найдется такая пара k′, что
l = (a, b) ∈ Lk

′

j′ ∈Mk′

j′ . Выберем величину

0 < – < min
{
λkj , λ

k′

j

}
,

в которой поток λkj проходит по такому маршру-
ту Lkj , что l /∈ Lkj ∈ Mk. Тогда часть маршрутного
потока λkj величиной – перебросим с маршрута Lkj
на L — новый для k-й пары маршрут соединения.
Такую же величину –, являющуюся частью потока
λk

′

j′ , направим по маршруту

L′ =
(
Lk

′

j′ \{l}
)
∪ Lkj ,

новому для пары k′. Все остальные «элементы»
маршрутизации M оставим без изменения. В ре-
зультате получена искомая маршрутизацияM ′, для
которой M ′ ∈ R(M).

Согласно сделанному допущению (8) относи-
тельно маршрутизаций M и M∗ и определению
критериев (7) имеем:

(∀ l = 1, 2, . . . , n) fl(zl) =
= ρ(L, z) ≤ T k(z) ≤ T k(z∗) = fl(z

∗
l ) .

Так как функции задержек монотонно возрастают,
отсюда получаем неравенства (9), z 6= z∗. Целе-
вая функция задачи (5) монотонно возрастает по
каждой переменной zl. Тогда из (9) следует нера-
венство F (z) < F (z∗), противоречащее тому, что
z∗ — минимум целевой функции (5). Теорема 2
доказана.
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5 Вычислительная устойчивость
равновесного решения задачи
маршрутизации

Исходные данные модели обычно обладают не-
которой неопределенностью. Возникает необходи-
мость исследовать устойчивость искомого решения.
В рассматриваемой модели будем варьировать все
параметры с помощью изменения c = (λ0, z)— век-
тора, составленного из величин входных потоков и
пропускных способностей линий ТС.

Задержки и целевая функция (5) есть функции
переменных z и c, а многогранник потоков — зна-
чение многозначного отображения c→ Z(c). Пред-
полагается, что параметр c изменяется в пределах
множества C такого, что при справедливости
включения c ∈ C выполняются все условия тео-
ремы 1 и, кроме того, все функции задержек непре-
рывны по совокупности переменных. Тогда спра-
ведлива

Теорема 3. Метрика сети непрерывно зависит от

параметров модели.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из теоремы о непрерывной
зависимости ОДУ (4) от параметра следует, что це-
левая функция F (z, c), z ∈ Z(c), c ∈ C, экстре-
мальной задачи (5) непрерывна. Анализ линейных
соотношений (2) и (3) показывает, что отображение
c → Z(c) непрерывно по Хаусдорфу [11]. По тео-
реме 1 отсюда можно заключить, что оптимальное
решение задачи (5) z∗ = z∗(c) непрерывно зависит
от параметра c. Таким образом, метрика сети так-
же непрерывна как сумма непрерывных функций
(см. (1)).

Непосредственным следствием теорем 1 и 2
является вывод о том, что решение задачи марш-
рутизации устойчиво к изменению параметров мо-
дели.

6 Алгоритм поиска равновесной
маршрутизации

Для поиска оптимальных маршрутов передачи
продуктов каждой тяготеющей пары будем приме-
нять следующую схему алгоритма.

Произвольно выберем начальную маршрутиза-
цию (шаг t = 0).

Пусть на шаге t = 0, 1, . . . уже построена марш-
рутизация, обозначаемая M t, M t =

({
Lkj
}
,
{
λkj
})

.
Ей отвечает вектор потоков zt. В сети с фик-

сированной метрикой ρ(L, zt) найдем кратчайший
маршрут L. (Достаточно воспользоваться алгорит-
мом Дейкстры [14].) Пусть также в текущей марш-

рутизации M t существует маршрут Lt, имеющий
б‚ольшую длину по сравнению с L. (Иначе решение
задачи уже найдено.) Тогда часть потока λt, переда-
ваемого по маршруту Lt, перебросим на маршрут L
с целью уменьшения разности длин этих маршру-
тов. (Это возможно ввиду монотонности функций
задержек, см. (1).) При этом либо уравняются
длины маршрутов, либо маршрут L останется по-
прежнему короче, а маршрутLt перестанет исполь-
зоваться (в случае λ|L = λt).

Определим очередную маршрутизацию ТС
M t+1 как результат добавления к маршрутиза-
ции M t пары L, λ|L и, возможно, исключения
маршрута Lt в случае, когда он перестает приме-
няться.

Указанные в алгоритме действия — применение
принципа уравнивания Ю. Б. Гермейера как метода
решения минимаксных задач [15].

Теорема 4. Последовательность маршрутизаций

{M t, t = 0, 1, . . .}, построенная по принципу урав-

нивания, сходится к равновесному решению задачи.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Вычислим производную
функции F (Aλ) в текущей точке zt = Aλt по на-
правлению вектора –, все координаты которого
равны нулю, за исключением тех, которые отве-
чают маршрутным потокам вдоль L и Lt, равных
соответственно 1 и −1:

dF (Aλ)

d–
= 〈fA,–〉 = ρ(L, zt)− ρ(Lt, zt) < 0 .

Шаг градиентного метода в направлении – с
целью выравнивания длин этих маршрутов приво-
дит к уменьшению значения целевой функции в
задаче (5):

F (zt+1) < F (zt) , t = 0, 1, . . .

Монотонная числовая последовательность
{F (zt)} сходится к F (z∗), где z∗ — решение за-
дачи (5). Согласно теореме 1 zt → z∗, t → ∞.
По следствию 1 в пределе получаем равновесную
маршрутизацию.
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АСИМПТОТИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА ОЦЕНКИ РИСКА

ПРИ ПОРОГОВОЙ ОБРАБОТКЕ ВЕЙВЛЕТ-КОЭФФИЦИЕНТОВ

В МОДЕЛИ С КОРРЕЛИРОВАННЫМ ШУМОМ∗

А. А. Ерошенко1, О. В. Шестаков2

Аннотация: Вейвлет-методы подавления шума, основанные на процедуре пороговой обработки, широко
используются при анализе сигналов и изображений. Их привлекательность заключается, во-первых, в
быстроте алгоритмов построения оценок, а во-вторых, в возможности лучшей, чем линейные методы,
адаптации к функциям, имеющим на разных участках различную степень регулярности. Анализ погреш-
ностей этих методов представляет собой важную практическую задачу, поскольку он позволяет оценить
качество как самих методов, так и используемого оборудования. В работе исследуются асимптотические
свойства оценки среднеквадратичного риска при пороговой обработке коэффициентов разложения функ-
ции сигнала по вейвлет-базису в модели с коррелированным шумом. Приводятся условия, при которых
имеют место состоятельность и асимптотическая нормальность несмещенной оценки риска. Получен-
ные результаты дают возможность строить асимптотические доверительные интервалы для погрешности
пороговой обработки, используя только наблюдаемые данные.

Ключевые слова: вейвлеты; пороговая обработка; несмещенная оценка риска; коррелированный шум;
асимптотическая нормальность
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1 Введение

Статистические методы вейвлет-анализа ши-
роко применяются при анализе и обработке за-
шумленных сигналов и изображений. Построение
вейвлет-оценок для данных с коррелированным
шумом обычно осуществляется с помощью при-
менения мягкой пороговой обработки к эмпири-
ческим вейвлет-коэффициентам. Порог обычно
зависит от уровня разложения, и его можно выби-
рать различными способами, исходя из постановки
задачи и целей обработки (см., например, [1–4]).
Наличие шума неизбежно приводит к погрешно-
стям в оцениваемом сигнале/изображении. Свой-
ства оценки таких погрешностей (риска) в модели
с независимым шумом исследовались в работах [1–
12]. Показано, что при определенных условиях
оценка риска является состоятельной и асимпто-
тически нормальной. В данной работе исследуется
асимптотическое поведение оценки риска в моде-
ли со стационарным коррелированным шумом. Для
простоты изложения рассматриваются одномерные
сигналы.

2 Модель данных
и коэффициенты
вейвлет-разложения

Вейвлет-разложение функции f ∈ L2(R), опи-
сывающей сигнал, представляет собой ряд

f =
∑

j,k∈Z

〈f, ψjk〉ψjk , (1)

где ψjk(t) = 2j/2ψ(2jt − k), а ψ(t) — некоторая ма-
теринская вейвлет-функция (семейство {ψjk}jk∈Z
образует ортонормированный базис в L2(R)). Ин-
декс j в (1) называется масштабом, а индекс k —
сдвигом. Функция ψ должна удовлетворять опре-
деленным требованиям, однако ее можно выбрать
таким образом, чтобы она обладала некоторыми по-
лезными свойствами, например была дифференци-
руемой нужное число раз и имела заданное числоM
нулевых моментов [13], т. е.

∞∫

−∞

tkψ(t) dt = 0 , k = 0, . . . ,M − 1 .
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Асимптотические свойства оценки риска при пороговой обработке вейвлет-коэффициентов

В дальнейшем будут рассматриваться функции
сигнала f ∈ L2(R)на конечном отрезке [a, b], равно-
мерно регулярные по Липшицу с некоторым пара-
метром γ > 0. Для таких функций известно [14], что
если вейвлет-функция M раз непрерывно диффе-
ренцируема (M > γ), имеетM нулевых моментов и
достаточно быстро убывает на бесконечности, т. е.
существует такая константа CA > 0, что

∞∫

−∞

(1 + |t|γ) |ψ(t)| dt 6 CA ,

то найдется такая константаA > 0, что

〈f, ψjk〉 6
A

2j(γ+1/2)
. (2)

На практике функции сигнала всегда заданы в
дискретных отсчетах на конечном отрезке. Не огра-
ничивая общности, будем считать, что это отрезок
[0, 1]и функция f задана в точках i/2J (i = 1, . . . , 2J ):
fi = f

(
i/2J

)
. Дискретное вейвлет-преобразование

представляет собой умножение вектора значений
функции f (обозначим его через f) на ортого-
нальную матрицуW , определяемую вейвлет-функ-

цией ψ: f
W
= Wf [14]. При этом дискретные

вейвлет-коэффициенты связаны с непрерывными
следующим образом: fWjk ≈ 2J/2〈f, ψjk〉 (см., на-
пример, [1] или [14]). Это приближение тем точнее,
чем больше J . Здесь не будут обсуждаться мето-
ды борьбы с краевыми эффектами, связанными с
использованием вейвлет-разложения на конечном
отрезке. Познакомиться с этими методами можно,
например, в [15].

В реальных наблюдениях всегда присутствует
шум. Пусть {ei, i ∈ Z} — стационарный гауссов-
ский процесс с ковариационной последователь-
ностью rk = cov(ei, ei+k). Будем полагать, что ei
имеют нулевое среднее и единичную дисперсию.
Рассмотрим следующую модель данных:

Yj = fj + ej j = 1, . . . , 2J .

Для t ∈ [0, 1] определим наблюдаемый процесс

YJ (t) =
1

2J

[2J t]∑

i=1

Yi = FJ (t) +
1

2J

[2J t]∑

i=1

ei ,

где FJ (t) = 1/2
J
[2J t]∑
i=1

f(i/2J) — «суммарный сиг-

нал». Как и в работах [16, 17], рассмотрим два
отдельных случая.

2.1 Модель краткосрочной зависимости

Пусть
+∞∑
−∞

|rk| <∞. Положим τ2 =
+∞∑
−∞

rk. В этом

случае

2J/2(YJ (t)− FJ(t))⇒ τB(t)) , t ∈ [0, 1] , (3)

гдеB(t)— процесс стандартного броуновского дви-
жения. Это следует, например, из [18] (лемма 5.1).
Проведем масштабирование ǫ = τ · 2−J/2. Без огра-
ничения общности далее будем полагать, что τ =
= 1. Из (3) следует, что можно аппроксимировать
наблюдаемый процесс YJ (t) с помощью Y (t) для
t ∈ [0, 1], где

Y (t) = F (t) + ǫB(t) (4)

и F (t) =
t∫

0

f(s) ds. Применяя к (4) вейвлет-разло-

жение и аппроксимируя его дискретным вейвлет-
преобразованием, приходим к следующей модели
дискретных вейвлет-коэффициентов [16]:

Xjk = µjk + zjk , (5)

где µjk = fWjk , а zjk независимы и имеют стандарт-
ное нормальное распределение.

Замечание 1. В силу краевых эффектов нормальные
случайные величины zjk c нулевым средним, от-
носящиеся к фиксированному уровню j, на самом
деле имеют ковариационную матрицу, удовлетво-
ряющую условию

σ2aI 6 •j 6 σ2bI, (6)

где неравенства рассматриваются в смысле неотри-
цательно определенных матриц и константы σa, σb
не зависят от j, а только от выбранного вейвлет-
базиса. Таким образом, модель (5) справедлива с
точностью до ограничений (6) [16].

2.2 Модель долгосрочной зависимости

Теперь предположим, что автоковариационная
функция шума убывает медленно согласно модели
rk ∼ Ak−α, где 0 < α < 1.

Положим τ2 = 2A/((1− α)(2 − α)) (без ограни-
чения общности далее будем полагать, что τ = 1) и
H = 1− α/2 ∈ (1/2, 1).

Определим дробное броуновское движение
BH(t) как гауссовский процесс на R с нулевым
средним и ковариационной функцией

r(s, t) =
VH
2

(
|s|2H + |t|2H − |t− s|2H

)
, s, t ∈ R ,

где

VH = D(BH(1)) =
−•(2− 2H) cos(πH)

πH(2H− 1) .
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Теперь лемма 5.1 из [18] показывает, что

2αJ/2(YJ − FJ )⇒ τBH(t) , t ∈ [0, 1] .
Таким образом, полагая ǫ = τ1/α · 2−J/2, можно
аппроксимировать наблюдаемый процесс YJ(t) с
помощью Y (t) для t ∈ [0, 1]:

Y (t) = F (t) + ǫαBH(t) .

Так же как и в случае краткосрочной зависи-
мости, можно перейти к следующей модели дис-
кретных вейвлет-коэффициентов [16]:

Xjk = µjk + 2
(J−j)(1−α)/2zjk , (7)

где zjk = 2j(1−α)/2
∫
ψjk dBH . Шумовые перемен-

ные zjk имеют стандартное нормальное распреде-
ление, но не являются независимыми. Однако
можно показать, что они обладают ограниченной
зависимостью, т. е. для всех j и k

0 < c0 6 D(zjk|zil, i 6= j, k 6= l) 6 1 .

3 Пороговая обработка и оценка
риска

Смысл пороговой обработки вейвлет-коэффи-
циентов заключается в удалении достаточно ма-
леньких коэффициентов, которые считаются шу-
мом. Будем использовать так называемую мягкую
пороговую обработку с порогом Tj, зависящим от
уровня j. К каждому вейвлет-коэффициенту при-
меняется функция ρTj

(x) = sgn(x) (|x| − Tj)+, т. е.
при такой пороговой обработке коэффициенты, ко-
торые по модулю меньше порога Tj, обнуляются, а
абсолютные величины остальных коэффициентов
уменьшаются на величину порога. Погрешность
(или риск) мягкой пороговой обработки определя-
ется следующим образом:

RJ (f) =

J−1∑

j=0

2j−1∑

k=0

E
(
µjk − ρTj

(Xjk)
)2
. (8)

В работах [1] и [3] было предложено использо-
вать порог Tj = σj

√
2 ln 2J . Было показано, что при

таком пороге риск близок к минимальному [1]. Этот
порог получил название «универсальный». В даль-
нейшем будет использоваться именно такой вид
порога. В выражении (8) присутствуют неизвест-
ные величины µjk, поэтому вычислить значение
RJ (f) нельзя. Однако его можно оценить. В каче-
стве оценки риска используется следующая вели-
чина [2]:

R̂J (f) =

J−1∑

j=0

2j−1∑

k=0

F
[
X2jk, Tj , σj

]
, (9)

где

F [x, T, σ] =
(
x− σ2

)
11(|x| 6 T 2) +

+ (σ2 + T 2)11(|x| > T 2) .

Величина R̂J (f) является несмещенной оцен-
кой дляRN (f) [14]. В работах [6–12] исследовались
асимптотические свойства оценки (9) в модели с не-
зависимым шумом. Было показано, что при опре-
деленных условиях гладкости эта оценка является
состоятельной и асимптотически нормальной.
Поскольку для модели данных с краткосрочной
зависимостью принимается модель эмпирических
вейвлет-коэффициентов (5), с точностью до огра-
ничений (6) все результаты указанных работ пере-
носятся на этот случай. Далее будет исследовано
асимптотическое поведение оценки (9) в модели
данных с долгосрочной зависимостью.

4 Вспомогательные результаты

В этом разделе будут получены некоторые ре-
зультаты, касающиеся характера зависимости эм-
пирических вейвлет-коэффициентов. Всюду да-
лее предполагается, что используются вейвлеты
Мейера [14], обладающие нужным количеством
нулевых моментов и непрерывных производных.
Рассмотрим ковариацию случайных величин в мо-
дели (7) [16]:

cov(Xjk, Xil) = 2
J(1−α)

E

∫
ψjk dBH

∫
ψil dBH =

= 2J(1−α)
1

2π

∫
�ψjk(ξ) �ψil(ξ)|ξ|−(1−α) dξ .

Для преобразования Фурье вейвлет-функции спра-
ведливо

�ψjk(ξ) = 2
−j/2eik·2

−j �ψ(2−jξ) .

Рассмотрим ковариацию в пределах одного уров-
ня j:

cov(Xj0, Xjk) =

= 2(J−j)(1−α)
1

2π

∫
eikξ| �ψ(ξ)|2|ξ|−(1−α) dξ .

Поскольку вейвлет-функция ψ имеет M нулевых
моментов иM непрерывных производных, найдет-
ся такая константа CM > 0, что

|cov(Xj0, Xjk)| 6
CM2

(J−j)(1−α)

kM
. (10)
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Замечание 2. Для вейвлет-функции Мейера ψ(x)
при любом натуральном M0 существует константа
CM0

> 0 такая, что | �ψ(ξ)| 6 CM0
|ξ|M01ξ∈supp( �ψ).

Теперь оценим ковариацию на разных уровнях
cov(Xjk, Xil), предполагая, что j > i:

cov(Xjk, Xil) = 2
J(1−α) 1

2π

∫
2−j/2eikξ·2

−j ×

× �ψ(2−jξ)2−i/2eilξ·2−i �ψ(2−iξ)|ξ|−(1−α)dξ =

= 2J(1−α)
1

2π
2−(–/2)−i(1−α) ×

×
∫
eiξ(k·2

−–−l) �ψ(2−–ξ) �ψ(ξ)|ξ|−(1−α) dξ ,

где– = j − i. Далее, в силу замечания 2

|cov(Xjk, Xil)| 6

6 2J(1−α)
CM0

2π
2−(–/2)−i(1−α) · 2−–M0 ×

×
∣∣∣∣
∫
eiξ(k·2

−–−l) �ψ(ξ)|ξ|M0−(1−α) dξ

∣∣∣∣ .

Рассмотрим два случая:

(1) |k·2−–−l| > 1: тогда в силу свойств преобразо-
вания Фурье и гладкости выбранной вейвлет-
функции найдется такая константа C1 > 0,
что

|cov(Xjk, Xil)| 6

6 2J(1−α)
1

2π
2−(–/2)−i(1−α)·2−–M0

C1

(k · 2−– − l)M
;

(2) |k ·2−–−l| 6 1: тогда найдется такая константа
C2 > 0, что

∣∣∣∣
∫
eiξ(k·2

−–−l) �ψ(ξ)|ξ|M0−(1−α) dξ

∣∣∣∣ 6 C2

и

|cov(Xjk, Xil)| 6

6 C2 · 2J(1−α)
CM0

2π
2−(–/2)−i(1−α) · 2−–M0 .

Следовательно, найдется такая константа CMe > 0,
что

|cov(Xjk, Xil)| 6

6






CMe · 2J(1−α)−(–/2)−i(1−α) · 2−–M0 ×
× 1

(k · 2−– − l)M
,
∣∣k · 2−– − l

∣∣ > 1;

CMe · 2J(1−α)−(–/2)−i(1−α) · 2−–M0 ,∣∣k · 2−– − l
∣∣ 6 1 .

(11)

Рассмотрим теперь структуру дисперсии оценки
риска. Введем обозначение для последовательно-
стей aJ ≃ bj, если lim(aJ/bJ) = 1 при J → ∞.

Лемма 1. Пусть α > 1/2 и γ > (4α − 2)−1, тогда

D2J = DR̂J(f) ≃ Cα · 2J, где константа Cα зависит

от α, но не зависит от функции сигнала f .

Д о к а з а т е л ь с т в о . При выполнении условий
леммы (2γ + 1)−1 < 1 − (2α)−1. Выберем p′′ та-
кое, что (2γ+1)−1 < p′′ < 1− (2α)−1 и p′′J — целое
число. Тогда в силу (2)µjk → 0 для всех j : p′′J 6 j <
< J при J → ∞. Разобьем выражение (9) на две
суммы:

R̂J (f) =

p′′J∑

j=0

2j−1∑

k=0

F
[
X2jk, Tj, σj

]
+

+
J−1∑

j=p′′J+1

2j−1∑

k=0

F
[
X2jk, Tj , σj

]
.

Так как существует такая константа CF > 0, что
F [X2jk, Tj, σj ] 6 CFT

2
j = CFJ · 2(J−j)(1−α), для пер-

вой суммы имеем

p′′J∑

i=0

2i−1∑

l=0

F [X2jk, Tj, σj ] 6 CF

p′′J∑

i=0

2i−1∑

l=0

J ·2(J−i)(1−α) 6

6 C′
FJ · 2J(1−α+αp′′) (12)

с некоторой константой C′
F > 0. Далее

DR̂J(f) =
J−1∑

j=0

2j−1∑

k=0

DF[X2jk,Tj, σj] +
J−1∑

i=0

2i−1∑

l=0

×

×
J−1∑

j=0

2j−1∑

k=0

cov
(
F [X2il, Ti, σi]

2, F [X2jk, Tj , σj ]
2
)
. (13)

Рассмотрим сумму дисперсий:

J−1∑

j=0

2j−1∑

k=0

DF
[
X2jk,Tj, σj

]
=

p′′J∑

j=0

2j−1∑

k=0

DF
[
X2jk,Tj, σj

]
+

+

J−1∑

j=p′′J+1

2j−1∑

k=0

DF
[
X2jk,Tj, σj

]
.

В силу (12) первая сумма не превосходит C′′
F J
2×

× 22J(1−α+αp′′), где C′′
F — некоторая положитель-

ная константа, и, так как p′′ < 1 − (2α)−1, имеем
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2(1 − α+ αp′′) < 1. Учитывая вид порога Tj и при-
нимая во внимание, что α > 1/2, для второй суммы
имеем:

J−1∑

j=p′′J+1

2j−1∑

k=0

DF
[
X2jk,Tj, σj

]
≃

J−1∑

j=p′′J+1

2j−1∑

k=0

DX2jk =

=

J−1∑

j=p′′J+1

2j−1∑

k=0

2σ2j (σ
2
j + µ

2
jk) ≃

J−1∑

j=p′′J+1

2j−1∑

k=0

2σ4j =

=

J−1∑

j=p′′J+1

2j−1∑

k=0

2
22J(1−α)

22j(1−α)
=

= 22J(1−α)+1
J−1∑

j=p′′J+1

2−j+2αj ≃ 2J 2

22α−1(22α−1 − 1) .

Таким образом,

J−1∑

j=0

2j−1∑

k=0

DF
[
X2jk,Tj, σj

]
≃

≃
J∑

j=p′′J+1

2j−1∑

k=0

DX2jk ≃ C′α2J , (14)

где C′
α — положительная константа. Рассмотрим

теперь сумму ковариаций в (13). Аналогично сумме
дисперсий имеем:

J−1∑

i=0

2i−1∑

l=0

J−1∑

j=0

×

×
2j−1∑

k=0

cov
(
F [X2jk, Tj , σj ], F

[
X2jk, Tj, σj

])
≃

≃
J−1∑

i=p′′J+1

2i−1∑

l=0

J−1∑

j=p′′J+1

2j−1∑

k=0

cov(X2il, X
2
jk) .

Известно, что если вектор (X,Y ) имеет двумерное
нормальное распределение, то

cov(X2, Y 2) = 4EXEY cov(X,Y ) + 2cov2(X,Y ). (15)

Используя (10), (11) и (15), получаем

1

2

J−1∑

i=p′′J+1

2i−1∑

l=0

J−1∑

j=p′′J+1

2j−1∑

k=0

cov2(Xil, Xjk) =

=

J−1∑

i=p′′J+1

2i−1∑

l=0

J−i−1∑

–=0

2i+–−1∑

k=

{
l+1, –=0;
0, –>0.

cov2(Xil, Xi+–,k) 6

6

J−1∑

i=p′′J+1

2i−1∑

l=0

(2i−l∑

δ=1

C2Mδ
−2M0 · 22(J−i)(1−α) +

+

J−i−1∑

–=1

2i+–−1∑

k=0

22(J−i)(1−α) · 2−–(1+2M0) ×

× 1{|k·2−–−l|>1}

|k · 2−– − l|2M
C2Me++

J−i−1∑

–=1

2i+–−1∑

k=0

22(J−i)(1−α)×

× 2−–(1+2M0) · 1{|k·2−–−l|61}C
2
Me

)
6

6

J−1∑

i=p′′J+1




2i−1∑

l=0

2i−l−1∑

δ=1

C2Mδ
−2M022(J−i)(1−α) +

+
J−i−1∑

–=1

22(J−i)(1−α) · 2−–(1+2M0) ×

×
2i−1∑

l=0

C2Me




2i+–−1∑

k=0

1{|k·2−–−l|>1}

|k · 2−– − l|2M
+ 2–+1







 6

6

J−1∑

i=p′′J+1

22(J−i)(1−α)

(
C2M · 2iH0 +

+

J−i−1∑

–=1

(
2i−2M0–H1 + 2

i−2M0–+1H2
)
)

6

6

J−1∑

i=p′′J+1

22(J−i)(1−α) · 2iH3 6 C′′
α · 2J , (16)

где H0, H1, H2, H3 и C′′
α — константы, зависящие

от α. Аналогично с учетом (2)

J−1∑

i=p′′J+1

2i−1∑

l=0

J−1∑

j=p′′J+1

2j−1∑

k=0

µilµjkcov(Xil, Xjk) 6

6 Hα · 2J(1−α(1−p′′)) , (17)

где Hα — константа, зависящая от α.

Объединяя (14), (16) и (17), получаем, что
DR̂J(f) ≃ Cα · 2J. Лемма доказана.

Докажем еще одно свойство эмпирических
вейвлет-коэффициентов. Говорят, что последо-
вательность случайных величин {Yi}∞i=1 обладает
свойством ρ-перемешивания, если для функции

ρ(m) = sup
i,j:|i−j|>m

corr(Yi, Yj)

справедливо ρ(m)→ 0 при m→ ∞.
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Лемма 2. Последовательность
{
F [X2jk, Tj, σj ]

}
, j =

= 0, . . . , J − 1, k = 1, . . . , 2j, обладает свойством
ρ-перемешивания. Причем для некоторой положи-
тельной константы Cρ

ρ(m) 6






Cρ

(m+ 1)2M0
для элементов
на одном уровне (i = j);

Cρ

2(m+1)α
для элементов
на разных уровнях.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим функцию пере-
мешивания между элементами с номерами l и k на
одном уровне i, i = 0, . . . , J − 1. Для некоторой
константы Cρ > 0 имеем:

ρ(m) =

= sup
06i6J−1,
k,l:|k−l|>m

cov(F [X2il, Ti, σi], F [X
2
ik, Ti, σi])√

DF[X2il,Ti, σi]DF[X
2
ik,Ti, σi]

6

6 sup
06i6J−1,
k,l:|k−l|>m

Cρ
22(J−i)(1−α)|k − l|−2M0

√
σ8i

6

6 sup
06i6J−1,
k,l:|k−l|>m

Cρ
22(J−i)(1−α)|k − l|−2M0

22(J−i)(1−α)
6

6 sup
06i6J−1,
k,l:|k−l|>m

Cρ
1

|k − l|2M0
=

Cρ

(m+ 1)2M0
.

Далее обратимся к функции перемешивания для

элементов F
[
X2il, Ti, σi

]
и F

[
X2jk, Tj , σj

]
на разных

уровнях i, j : j > i, j − i = – > 0. Рассмотрим
случай |k · 2−– − l| > 1. Имеем:

ρ(m) =

= sup
j−i=–>m,

06l62i−1,

06k62j−1,

|k·2−–−l|>1.

cov(F [X2il, Ti, σi], F [X
2
jk, Tj , σj ])√

DF[X2il,Ti, σi]DF[X
2
jk,Tj, σj]

6

6 sup
j−i=–>m,

06l62i−1,

06k62j−1,

|k·2−–−l|>1.

Cρ
22(J−i)(1−α)−–|k · 2−– − l|−2M0

√
σ4jσ

4
i

6

6 sup
j−i=–>m,

06l62i−1,

06k62j−1,

|k·2−–−l|>1.

Cρ
22(J−i)(1−α)−–|k · 2−– − l|−2M0

22(J−i)(1−α)−–(1−α)
6

6 sup
–>m,

06l62i−1,

06k62j−1,

|k·2−–−l|>1.

Cρ
1

2–α
1

|k · 2−– − l|2M0
6

6 sup
–>m

Cρ
1

2–α
=

Cρ

2(m+1)α
.

Теперь рассмотрим случай |k ·2−–− l| 6 1. Име-
ем для некоторой константы C′

ρ > 0:

ρ(m) =

= sup
j−i=–>m,

06l62i−1,

06k62j−1,

|k·2−–−l|61.

cov(F [X2il, Ti, σi], F [X
2
jk, Tj , σj ])√

DF[X2il,Ti, σi]DF[X
2
jk,Tj, σj]

6

6 sup
j−i=–>m

C′
ρ

22(J−i)(1−α)−–CMe√
σ4jσ

4
i

6

6 sup
j−i=–>m

C′
ρ

22(J−i)(1−α)−–CMe

22(J−i)(1−α)−–(1−α)
6

6 sup
–,k,l:–>m

Cρ
1

2–α
=

Cρ
2(m+1)α

.

Следовательно, получаем

ρ(m) 6






Cρ

(m+ 1)2M0
на одном уровне;

Cρ

2(m+1)α
на разных уровнях.

При m → ∞ ρ(m) → 0 что и доказывает утвержде-
ние леммы.

5 Основные теоремы

Докажем асимптотическую нормальность оцен-
ки риска.

Теорема 1. Пусть α > 1/2 и функция f регулярна с

параметром γ > (4α− 2)−1. Тогда при пороговой об-

работке с «универсальным» порогом Tj имеет место

сходимость по распределению:

R̂J(f)−RJ(f)

DJ
⇒ N(0, 1) , J → ∞ , (18)

где D2J = Cα2
J , а константа Cα зависит только

от α и выбранного вейвлет-базиса.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из леммы 1 следует, что
DR̂J(f) ≃ D2J = Cα2J. Разобьем выражение в (18)
на две суммы, как это было сделано в лемме 1:
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R̂J (f)−RJ (f)

DJ
=

=

p′′J∑

j=0

2j−1∑

k=0

(
F [X2jk, Tj, σj ]− EF [X2jk, Tj, σj ]

)

DJ
+

+

J−1∑

j=p′′J+1

2j−1∑

k=0

(
F [X2jk, Tj, σj ]− EF [X2jk, Tj, σj ]

)

DJ
,

где p′′ > (2γ+1)−1. Поскольку γ > (4α−2)−1, име-
ем (2γ + 1)−1 < 1 − (2α)−1. Следовательно, можно
выбрать такое p′′, что (2γ + 1)−1 < p′′ < 1− (2α)−1.
Отсюда 1 − α + αp′′ < 1/2, и из (12) следует, что
первая сумма стремится к нулю почти всюду (п.в.).

Далее, действуя как в лемме 1, нетрудно пока-
зать, что

sup
J

1

D2J

J−1∑

j=p′′J+1

2j−1∑

k=0

E
(
F
[
X2jk, Tj, σj

]
−

− EF
[
X2jk, Tj, σj

])2
=

= sup
J

1

D2J

J−1∑

j=p′′J+1

2j−1∑

k=0

DF
[
X2jk,Tj, σj

]
<∞ .

Из леммы 2 следует, что последовательность{
F [X2jk, Tj, σj ]

}
, j = 0, . . . , J−1, k = 1, . . . , 2j , обла-

дает свойством ρ-перемешивания и, следовательно,
обладает свойством α-перемешивания [19].

Наконец, выполнено условие Линдеберга: для
любого ǫ > 0

1

D2J

J−1∑

j=p′′J+1

2j−1∑

k=0

E
(
F
[
X2jk, Tj, σj

]
−

− EF
[
X2jk, Tj, σj

])2 ×

× 1
(∣∣F

[
X2jk, Tj , σj

]
− EF

[
X2jk, Tj , σj

]∣∣ > ǫDJ

)
→

→ 0 , J → ∞ . (19)

Действительно, так как F [X2jk, Tj, σj ] 6 CF J×
× 2(J−j)(1−α) (см. лемму 1), а D2J = Cα · 2J , то при
α > 1/2, начиная с некоторого J , все индикаторы
в (19) обращаются в ноль.

Таким образом, выполнены все условия теоре-
мы 2.1 из работы [20] и справедлива сходимость по
распределению (18). Теорема доказана.

Докажем теперь теорему о состоятельности
оценки риска, справедливую при более слабых
ограничениях на α и γ.

Теорема 2. Пусть 0 < α < 1, функция f регуляр-

на с параметром γ > 0 и b > 1 − α + α(2γ + 1)−1.
Тогда при пороговой обработке с «универсальным» по-

рогом Tj выполняется

R̂J (f)−RJ (f)

2bJ
P−→ 0 , J → ∞ . (20)

Д о к а з а т е л ь с т в о . Условия теоремы позволяют
выбратьp′′ таким, что (2γ+1)−1 < p′′ < (b+α−1)/α.
Разобьем выражение в (20) на две суммы:

R̂J(f)−RJ(f) =

=

p′′J∑

j=0

2j−1∑

k=0

(
F [X2jk, Tj , σj ]− EF [X2jk, Tj , σj ]

)
+

+
J−1∑

j=p′′J+1

2j−1∑

k=0

(
F [X2jk, Tj, σj ]− EF [X2jk, Tj, σj ]

)
≡

≡ R1 +R2 .

Повторяя рассуждения леммы 1, получаем, что
|R1| 6 C1J · 2J(1−α+αp′′) с некоторой константой
C1 > 0. При этом 1 − α + αp′′ < b в силу выбо-

ра p′′. Следовательно, R1 · 2−bJ P−→ 0. Далее, так же
как в лемме 1, можно показать, что для некоторой
константы Cα

DR2 ≃






Cα · 2J , если α >
1

2
;

CαJ · 2J , если α =
1

2
;

Cα · 22J(1−α), если α <
1

2
.

Вследствие неравенства Чебышёва имеем при лю-
бом δ > 0

P
( |R2|
2bJ

> δ

)
6
DR̂J(f)

22bJδ2
. (21)

Для 1 > α > 1/2 правая часть (21) стремится к нулю
при b > 1/2. Для 1/2 > α > 0 правая часть (21)
стремится к нулю при b > 1− α.
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Abstract: Wavelet thresholding techniques of denoising are widely used in signal and image processing. These
methods are easily implemented through fast algorithms; so, they are very appealing in practical situations. Besides,
they adapt to function classes with different amounts of smoothness in different locations more effectively than the
usual linear methods. Wavelet thresholding risk analysis is an important practical task because it allows determining
the quality of techniques themselves and equipment which is being used. In the present paper, asymptotical
properties of mean-square risk estimate of wavelet thresholding techniques have been studied in the model of data
with correlated noise. The conditions under which the unbiased risk estimate is consistent and asymptotically
normal are given. These results allow constructing asymptotical confidence intervals for wavelet thresholding risk,
using only the observed data.
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БАЗИС РЕАЛИЗАЦИИ СУПЕР-ЭВМ ЭКСАФЛОПСНОГО КЛАССА∗

И. А. Соколов1, Ю. А. Степченков2, С. Г. Бобков3, В. Н. Захаров4, Ю. Г. Дьяченко5,
Ю. В. Рождественский6, А. В. Сурков7

Аннотация: Статья посвящена выбору схемотехнического базиса реализации микропроцессоров и ком-
муникационных сред супер-ЭВМ эксафлопсного класса. Проведен сравнительный анализ характеристик
цифровых устройств различной сложности, реализованных в синхронном (С) и самосинхронном (СС,
self-timed) базисе. Подтверждены основные преимущества СС-схем по сравнению с синхронными анало-
гами: отсутствие гонок, максимально возможный диапазон работоспособности, высокое быстродействие,
относительно низкая мощность потребления. В результате перехода от синхронной к квазисамосинхрон-
ной и самосинхронной реализации зона работоспособности устройства расширяется независимо от его
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1 Введение

В настоящее время потенциал инженерных тех-
нологий, опирающихся на теории микроскопиче-
ского взаимодействия в рамках моделей сплошной
среды, практически исчерпан. Дальнейшее разви-
тие ядерной и термоядерной энергетики, электро-
ники, авиастроения, биотехнологий и др. становит-
ся невозможным без проведения полномасштабных
инженерных расчетов сложных технических и био-
логических систем с учетом атомно-молекулярного
взаимодействия. А это требует уже в среднесрочной
перспективе (до 2020 г.) использования супер-ЭВМ
эксафлопсного класса (1018 оп/с). Только те стра-
ны, которые будут иметь такие ЭВМ и соответству-
ющее программное обеспечение, способны будут
создавать принципиально новые изделия. Таким
образом, создание супер-ЭВМ является одним из
актуальнейших направлений развития техники.

Основные трудности в достижении эксафлопс-
ной производительности — необходимость эф-

фективного и надежного функционирования 108–
109 процессорных ядер и преодоление физических
ограничений, обусловленных энергопотреблением,
надежностью и конструктивными размерами. По
оценкам авторов, энергопотребление супер-ЭВМ,
созданной по имеющимся технологиям и облада-
ющей производительностью 10 PFLOPS, составит
около 30 МВт. Для создания такой супер-ЭВМ эк-
сафлопсной производительности потребуется уже
строить рядом с ЭВМ небольшую электростанцию.

Решение проблем создания супер-ЭВМ экс-
афлопсной производительности невозможно без
разработки фундаментальных основ повышения
надежности и снижения потребления питания тре-
буемых супер-ЭВМ. Используемые современные
технологии не позволяют создать супер-ЭВМ экса-
флопсной производительности.

Повышение надежности и снижение потребле-
ния питания требуемых супер-ЭВМ можно реали-
зовать только за счет реализации комплекса архи-

∗Исследование выполнено при финансовой поддержке РФФИ (проекты 13-07-12062 офи м и 13-07-12068 офи м), а также при
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тектурных, схемотехнических, технологических и
конструктивных решений.

Проблемы, встающие перед разработчиками со-
временной вычислительной техники (низкое энер-
гопотребление, надежность работы в меняющихся
условиях эксплуатации и т. д.), заставляют по-но-
вому взглянуть на принципы проектирования циф-
ровой аппаратуры и в первую очередь на задачу
синхронизации. Синхронизация — одна из важ-
нейших задач в цифровых системах, решающая
проблему координации событий (сигналов, опе-
раций или процессов) в аппаратуре и связанная в
основном с обеспечением интерфейса между физи-
ческим (естественным) и логическим (искусствен-
ным) временем [1]. Координация событий отражает
причинно-следственные связи между ними и обыч-
но определяется последовательностью множества
событий, происходящих в системе.

В середине 1950-х гг. активно исследовались аль-
тернативные методологии синхронизации элемен-
тов в аппаратуре: синхронная и самосинхронная.
В С-методологии интерфейс между физическим
и логическим (системным) временем определяет-
ся системными часами: все события в синхрон-
ной системе могут инициироваться только син-
хроимпульсами внешних часов. Действительная
длительность инициированных событий никак не
отслеживается. Чтобы синхронизируемая аппара-
тура работала корректно, период синхроимпульсов
выбирается из расчета на наихудший случай — мак-
симально возможное время переключения отдель-
ных элементов при неблагоприятных сочетаниях
условий функционирования (напряжения питания,
температуры, параметров и характера распределе-
ния нагрузки и т. п.). В результате заведомо ухудша-
ется быстродействие синхронной аппаратуры — до
130% [2] по сравнению с номинально возможным
быстродействием.

Механизмы, обеспечивающие системное вре-
мя в СС-подходе, включены в модель системного
поведения и должны быть разработаны вместе с со-
зданием начальной поведенческой спецификации.
Корректные СС-системы базируются на механизме
фиксации действительного окончания всех иници-
ированных процессов. При этом обеспечивается
их правильное функционирование независимо от
задержек распространения сигналов в элементах
схемы, отчего они также называются нечувстви-
тельными к задержкам — НЗ (delay-insensitive, DI).

С момента появления теории Маллера [3, 4]
проектирование НЗ-схем было областью активных
исследований [5–14]. Однако ввиду сравнитель-
ной сложности их проектирования популярными
стали лишь С-схемы. Развитие средств автомати-
зации проектирования (САПР), образовательной и

технологической базы также пошло в направлении
синхронной схемотехники. В конце XX в. абсо-
лютное большинство выпускаемых серийно БИС
проектировалось по синхронному маршруту.

В последние годы неуклонное развитие техно-
логий и растущие требования выявляют все боль-
ше сложностей в проектировании С-схем, сталки-
вая разработчиков со все большим спектром задач,
ранее не изученных. Так, непрерывное увеличе-
ние производительности влечет за собой посто-
янную борьбу за снижение энергопотребления, а
также соблюдение жестких требований к надеж-
ности и помехозащищенности схем [15]. Поиск
методов и решений этих проблем возродил инте-
рес к НЗ-схемотехнике, лишенной части недостат-
ков С-схем, таких как, к примеру, избыточное по-
требление вследствие использования тактирующих
цепей. Однако, несмотря на многочисленные по-
тенциальные преимущества НЗ-схем, коммерчески
выпускаемых НЗ-изделий по-прежнему мало.

В печати приводятся результаты разработки
функционально-законченных нетактируемых из-
делий вплоть до уровня цифровых сигнальных про-
цессоров (DSP — digital signal processor) [15, 16], со-
процессоров [17], самосинхронной машины потока
данных DDM2 (MIT). Разработан широкий спектр
нетактируемых микропроцессоров с архитектура-
ми ARM (AMULET 1-3 [18], ARM996HS [19]),
MIPS (MiniMIPS [20]), Intel (HT80C51 [21]), а
также RISC-архитектур собственной разработки
(ASPRO [22], TengYue-1 [23] и др.). Некоторые
из перечисленных устройств выпускаются серий-
но. Относительно недавно начато производст-
во первой в мире асинхронной ПЛИС фирмы
Achronix [24]. Параллельно ведутся разработки
асинхронных САПР, а в ведущих институтах Аме-
рики, Англии и Китая студентам читают образова-
тельные курсы по асинхронным автоматам.

Однако эти реализации в действительности не
являются НЗ-схемами. Они используют запрос-
ответное взаимодействие (handshake) между функ-
циональными блоками вместо «дерева» тактового
сигнала и за счет этого существенно сокращают
потребление энергии и расширяют область рабо-
тоспособности. Но они не содержат реального
контроля окончания переходных процессов при пе-
реключениях схемы, присущего НЗ-схемам. Кон-
троль заменен элементами задержки [19], эмулиру-
ющими реальные задержки обработки данных на
соответствующих участках вычислительного трак-
та. Такой подход обеспечивает аппаратные затраты
на уровне синхронных аналогов, но не исключает
возможности появления сбоев в работе схемы при
разбросе параметров транзисторов и элементов схе-
мы, обусловленных технологическими и эксплуата-

46 ИНФОРМАТИКА И ЕЁ ПРИМЕНЕНИЯ том 8 выпуск 1 2014



Базис реализации супер-ЭВМ эксафлопсного класса

ционными факторами, а следовательно, не может
быть признан действительно нечувствительным к
задержкам.

В России активным пропагандистом НЗ-под-
хода был коллектив под руководством д.т.н.
В. И. Варшавского. В работах [1, 25–28], разви-
вающих положения теории Маллера, убедитель-
но доказана целесообразность внедрения принци-
па самосинхронизации в практику проектирования
цифровых СБИС. С 1980-х гг. это направление про-
ектирования аппаратуры активно поддерживается
и развивается в ИПИ РАН [29–57].

Реализации НЗ-схем обладают рядом преиму-
ществ по сравнению с синхронными аналога-
ми [29]:

– устойчивая работа — отсутствие сбоев при лю-
бых возможных условиях эксплуатации;

– безопасная работа — прекращение всех пере-
ключений в момент появления отказа любого
элемента (константной неисправности, при ко-
торой выход элемента «залипает» в одном со-
стоянии);

– отсутствие периодов вынужденного простоя в
ожидании очередного синхроимпульса.

Практические следствия этих преимуществ НЗ-
схем:

– естественная устойчивость к параметрическим
отказам, вызываемым изменением параметров
элементов из-за процессов старения и неблаго-
приятных воздействий окружающей среды;

– естественная стопроцентная самопроверя-
емость и самодиагностируемость по отноше-
нию к множественным константным неисправ-
ностям;

– безопасность функционирования на основе
бестестовой локализации неисправностей, т. е.
прекращение работы в момент отказа элемента,
исключающее выдачу недостоверной инфор-
мации, с одновременной локализацией места
события;

– максимально возможная область эксплуатации
(диапазон работоспособности), определяемая
только физическим сохранением переключа-
тельных свойств активных элементов базиса
реализации;

– максимально возможное в текущих условиях
эксплуатации быстродействие;

– отсутствие накладных аппаратных и энерге-
тических расходов, связанных с реализацией
«клокового дерева» — разветвленной системы
синхронизации, обеспечивающей строгую од-
новременность событий в разных местах про-
ектируемой схемы.

Единственный недостаток НЗ-схем — большие
аппаратные затраты. В зависимости от клас-
са рассматриваемого цифрового устройства его
НЗ статическая КМОП (комплементарная струк-
тура металл–оксид–полупроводник) реализация
требует в 1,3–2,5 раза больше транзисторов, чем
аналогичная синхронная реализация. Наихуд-
шее соотношение аппаратных затрат наблюдает-
ся в комбинационных схемах из-за необходимости
использования дуального представления каждой
функции и добавления схемы контроля оконча-
ния всех переходных процессов при переключениях
схемы.

В данной статье рассматривается возможность
существенного улучшения требуемых характери-
стик (до 50%) высокопроизводительных вычисли-
тельных систем за счет перехода от синхронной
схемотехники к самосинхронной. Возможность
снижения потребления питания основывается на
следующем:

– в современных высокопроизводительных мик-
ропроцессорах потребление дерева синхрони-
зации составляет от 30% до 50% потребления
всей схемы, в СС-схемах не используется дере-
во синхронизации;

– имеется значительный разброс параметров
транзисторов на расстояниях свыше 1 мм для
технологических норм 28 нм и ниже, что при-
водит к необходимости дополнительных тех-
нических решений, приводящих к повышению
потребления питания в С-схемах, в НЗ-схемах
разброс параметров учитывается автоматиче-
ски в силу базовых НЗ решений;

– наибольшие производительности достигнуты в
графических процессорах компаний Nvidia и
AMD, где вычисления организуются как пото-
ковые процессы; НЗ-логика наилучшим обра-
зом согласуется с потоковыми машинами, по-
скольку в них обоих используются состояния
готовности; подобное свойство позволяет из-
бежать дополнительных накладных расходов на
организацию вычислений и снизить энергопо-
требление.

Ресурс повышения надежности в НЗ-схемах по
сравнению с С-схемами обеспечивается их базо-
выми решениями, в которые закладывается допол-
нительная информация для их функционирования,
используемая и для повышения надежности.

Схемы, нечувствительные к задержкам, орга-
нично вписываются в концепцию создания со-
временных вычислительных систем, обеспечивая
низкое энергопотребление и сохранение работо-
способности в изменяющихся условиях эксплуата-
ции оборудования. Данная работа посвящена срав-
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нительному анализу вариантов реализации типовых
представителей основных классов вычислительных
устройств и обоснованию выбора схемотехническо-
го базиса реализации микропроцессоров и ком-
муникационных сред супер-ЭВМ эксафлопсного
класса.

2 Сравнительный анализ
синхронных
и нечувствительных
к задержкам схем

С практической точки зрения наиболее инте-
ресным является подкласс схем, нечувствительных
к задержкам в элементах (НЗЭ). В пределах экви-
хронной зоны [27] они обладают всеми свойствами
и преимуществами НЗ-схем. Только при передаче
информации отдаленному приемнику вне преде-
лов эквихронной зоны необходимо предпринимать
дополнительные меры по обеспечению нечувстви-
тельности к задержкам в соединительных проводах.
При микронных нормах проектирования тополо-
гии микросхем эквихронная зона измерялась мил-
лиметрами и практически покрывала всю площадь
кристалла БИС, так как задержки переключения
элементов превалировали над задержками распро-
странения сигналов в соединительных проводах.
Поэтому НЗЭ-схема в рамках одного кристалла
БИС фактически являлась НЗ-схемой.

Однако с переходом к субмикронным нормам
проектирования БИС размер эквихронной зоны
существенно сократился из-за того, что задержки
переключения элементов многократно уменьши-
лись и стали сравнимы и даже меньше задержек
распространения сигналов в проводах. В современ-
ных цифровых СБИС эквихронная зона покрывает
лишь малую часть площади кристалла. Поэтому
НЗЭ-схемы могут считаться НЗ-схемами, если свя-
занные друг с другом функциональные блоки име-
ют соответствующие небольшие размеры и распо-
ложены относительно близко друг к другу.

Практически целесообразными являются также
квази-НЗЭ (КНЗЭ) схемы. Основное отличие НЗЭ-
схем от КНЗЭ-схем состоит в том, что НЗЭ-схемы
контролируют с помощью индикаторной подсхе-
мы окончание переключения каждого элемента в
схеме, в то время как КНЗЭ-схемы имеют спеку-
лятивную индикацию — обеспечивают индикацию
только элементов, стоящих на критических путях
обработки информации. За счет этого многораз-
рядные КНЗЭ-схемы оказываются более быстро-
действующими и менее сложными. Но они не

дают стопроцентной гарантии сохранения рабо-
тоспособности схемы при изменении в широком
диапазоне условий эксплуатации: напряжения пи-
тания, температуры — и при воздействии экстре-
мальных факторов.

В работе [55] представлены результаты сравни-
тельных испытаний С-, КНЗЭ- и НЗЭ-вариантов
реализации цифровых устройств различной слож-
ности:

– 4-разрядного микроядра [33], аналога ядра
микроконтроллера PIC16 фирмы Microchip,
США, включающего типовые арифметико-ло-
гические устройства: регистровую память, ап-
паратный умножитель, сдвигатель, счетчики;

– 8-разрядного отказоустойчивого последова-
тельно-параллельного (ПП) порта, эмулиру-
ющего последовательный интерфейс между
двумя цифровыми устройствами [34];

– 64-разрядного сопроцессора — устройства де-
ления и извлечения квадратного корня [37,
38, 49, 51] в соответствии со стандартом
IEEE754 [58].

Сравнение С-, КНЗЭ- и НЗЭ-вариантов реали-
зации перечисленных цифровых устройств прово-
дилось на основе оценки быстродействия в реаль-
ных условиях эксплуатации. Частота тактирования
С-устройств устанавливалась из расчета на наихуд-
ший случай в пределах допустимой области экс-
плуатации. Быстродействие же НЗЭ-схем опре-
делялось реальными, а не наихудшими условиями
эксплуатации. Именно поэтому НЗЭ-устройства
в нормальных условиях оказываются, как прави-
ло, быстрее С-аналогов, что и было подтверждено
результатами испытаний перечисленных выше ва-
риантов цифровых устройств.

В табл. 1 приведены аппаратные затраты С- и
НЗЭ-вариантов реализации микроядра и ПП-порта
в вентилях базового матричного кристалла (БМК)
серии 5503 (МИЭТ, Технологический центр). Мик-
роядро НЗЭ, содержащее большую комбинацион-
ную схему — умножитель 4 × 4, построенный по
модифицированному алгоритму Бута, оказалось
в 1,43 раза сложнее своего синхронного аналога.
Благодаря заметному сокращению общего числа

Таблица 1 Аппаратные затраты

Цифровое
устройство

С-вариант НЗЭ-вариант

Микроядро 970 1390
ПП-порт 443 370
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Рис. 1 Зона работоспособности НЗЭ- (1) и С-образ-
цов (2) микроядра

устройств в составе отказоустойчивого НЗЭ-ПП-
порта по сравнению с синхронным [55], его сум-
марные затраты оказались на 20% меньше, чем в
С-варианте. Аналогичные характеристики могут
быть получены и при реализации данных устройств
в виде функциональных блоков заказной БИС.

На рис. 1 приведены результаты эксперимента
по проверке работоспособности всех НЗЭ- и С-об-
разцов в диапазоне изменяющихся напряжения пи-
тания и температуры при пороговых напряжениях
транзисторов на уровне 0,8 В. Частота синхрони-
зации С-образцов подбиралась для каждой пары
значений «напряжение питания – температура». Из
рис. 1 видно, что НЗЭ-образцы оказались работо-
способными в более широком диапазоне условий
эксплуатации, причем все без исключения. Син-
хронные же образцы продемонстрировали разброс
параметров зоны работоспособности из-за флукту-
ации технологических параметров при изготовле-
нии микросхем.

Производительность С-реализаций микроядра
при фиксированной частоте тактирования, рассчи-
танной на наихудший случай, и выполнении смеси
операций постоянна для всех возможных условий
эксплуатации в пределах гарантированной области
работоспособности и составила 4 MOPS. Быстро-
действие же НЗЭ-микроядра широко изменяется в
зависимости от условий эксплуатации. Например, в
зоне работоспособности, гарантированной изгото-
вителем БМК, его производительность изменяется
от 10,9 MOPS (5,5 В, −63 ◦C) до 5,2 MOPS (4,5 В,
+125 ◦C). В среднем во всем реальном диапазоне
работоспособности она оказалась выше произво-
дительности С-микроядра почти в 2 раза.

На рис. 2, а приведен график зависимости тока
потребления (Icc) С- и НЗЭ-вариантов реализации
микроядра от величины напряжения питания при
температуре T = +27 ◦C. При одном и том же
напряжении питания НЗЭ-вариант потребляет не-
сколько больше, чем синхронный, что объясняется
его более высокой производительностью.

Для более корректной оценки сравнительного
потребления энергии на рис. 2, б приведен график
энергетической эффективности, который показы-
вает ток потребления микроядра при выполнении
операций с производительностью 1 MOPS. Чем
меньше величина E, тем более эффективна реа-
лизация. Из рис. 2 видно, что НЗЭ-реализация
микроядра более эффективна, чем его С-вариант.
Например, при номинальном напряжении пита-
ния 5 В энергетическая эффективность составляет
1,2 мА/MOPS для НЗЭ-образца и 1,8 мА/MOPS
для С-образца. При напряжении питания 12 В
имеет место двукратное превосходство НЗЭ-реа-
лизаций. Сочетание возможности КМОП-НЗЭ-
схем работать (и потреблять энергию) только «по
требованию» с низким потреблением пассивной

Рис. 2 Энергетические параметры НЗЭ- (1) и С-вариантов (2) микроядра при T = 27 ◦C
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Рис. 3 Результаты испытаний вариантов сопроцессора

логики создает хорошие предпосылки для созда-
ния энергетически эффективных аппаратных ре-
шений.

Ценой повышения производительности и рас-
ширения зоны работоспособности НЗЭ-варианта
микроядра является увеличение его аппаратных
затрат. В качестве интегральной оценки эффек-
тивности (добротности) реализации цифрового
устройства может служить отношение произве-
дения производительности при номинальном
питании на ширину зоны работоспособности к
аппаратным затратам. Суммарное преимущество
НЗЭ-микроядра в сравнении с синхронным анало-
гом по этому параметру с учетом гарантирован-
ной производителем области работоспособности
С-устройств по напряжению питания (номинал ±
± 10%) составляет 17,6 раза.

В качестве способа построения отказоустойчи-
вого НЗЭ-ПП-порта было выбрано дублирование
его основной функциональной части — регистра
сдвига, а в С-варианте — троирование регистра
сдвига. Один из дубликатов изначально является
рабочим, остальные — контрольными и/или ре-
зервными. Во всех случаях применяется посто-
янный контроль одинаковости результата, кото-
рый получается независимо каждым устройством
на основе общих входных данных и позволяет вы-
явить возникшее несовпадение. «Ремонт» схемы
состоит в мультиплексировании на выход заведомо
исправного устройства. Такой способ обеспечивает
оперативный саморемонт одного отказа в сдвиго-
вом регистре ПП-порта и достоверность определе-
ния работоспособности всех частей схемы.

Результаты измерения показали [55], что отказо-
устойчивый НЗЭ-ПП-порт по сравнению с С-вари-
антом имеет существенно лучшие характеристики:
в 2,4 раза по быстродействию; в 1,2 раза по ап-
паратным затратам; в 1,3 раза по энергетической
эффективности; в 18 раз по добротности.

Сравнение вариантов сопроцессора проводи-
лось на С-вариантах, реализующих алгоритмы
Ньютона (С-N) и SRT Radix4 (С-SRT), и КНЗЭ-

варианте, реализующем алгоритм SRT Radix2. Все
варианты сопроцессора были реализованы в со-
ставе тестовой микросхемы по стандартной 0,18-
микронной КМОП-технологии с шестью слоями
металлизации.

Сравнительные результаты испытаний вариан-
тов сопроцессора показаны на рис. 3. Произво-
дительность измерялась при нормальных условиях
работы (напряжение питания = 1,8 В, T = 27 ◦C).
Зона работоспособности определялась как произ-
ведение диапазонов напряжения питания и тем-
пературы, в которых сопроцессор демонстрировал
устойчивую работу.

Таким образом, реализация микроядра, ПП-
порта и сопроцессора в виде НЗЭ- или КНЗЭ-
устройства обеспечивает их устойчивую работу
при любых допустимых условиях эксплуатации.
Устройства НЗЭ и КНЗЭ экспериментально под-
твердили свои неоспоримые преимущества по про-
изводительности и зоне работоспособности по
сравнению с синхронными аналогами, поэтому
такой схемотехнический базис целесообразно ис-
пользовать и для разработки современных вычис-
лительных устройств и комплексов.

3 Варианты методологии
проектирования схем,
нечувствительных к задержкам

В работе [13] рассмотрено 10 различных методо-
логий проектирования асинхронных и, в частности,
СС-схем. Их можно разделить на две группы:

(I) методологии, базирующиеся на модели с
ограниченной задержкой, например схемы
Haffman’а и микроконвейеры. Некоторые
из них предназначены для проектирования
НЗ-схем (например, I-net), однако объ-
единение таких схем требует использова-
ния либо линий задержки в цепях обратной
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связи, либо системы локальной синхрони-
зации. Подобно С-схемам, они вынужде-
ны ориентироваться на наихудший случай
условий работы схемы. Такие схемотехни-
ческие решения фактически являются ква-
зисамосинхронными. Большинство наибо-
лее известных зарубежных СС-микросхем и
реализованных проектов относится именно
к этому классу [15–24, 59–61];

(II) подходы, базирующиеся на модели элемен-
тов и соединительных проводов с неограни-
ченной задержкой до точки разветвления.
При этом предполагается, что разница в за-
держке проводов после разветвления мень-
ше, чем минимальная задержка элемента.
Примеры таких методологий: графы сиг-
нальных переходов (STG — signal transition
graph), диаграммы изменений (CD —
change diagrams) и трансляция процессов
связи Martin’а [7, 9]. При необходимости
эти методологии могут быть расширены для
разработки схем, не удовлетворяющих тре-
бованию изохронности ветвления, путем
введения индикаторов переходных процес-
сов в непосредственной близости к прием-
нику сигнала.

Методология, разрабатываемая в ИПИ РАН, от-
носится ко второй группе. Она имеет следующие
особенностий:

– на концептуальном уровне она базируется на
теории Маллера [3, 4]. Правильная работа по-
строенных по данной методологии схем не за-
висит от задержек составляющих их элементов

(задержка любого элемента схемы, например
инвертора, может быть любой, но конечной
величины);

– на схемотехническом уровне использование до-
полнительных логических и топологических
приемов позволяет обеспечить правильную ра-
боту СС-схем независимо от задержек в соеди-

нительных проводах;

– на уровне взаимодействия с внешней средой и
другими СС-схемами используется асинхрон-
ный (запрос-ответный) принцип с фиксацией
действительного окончания любого иници-
ированного переходного процесса. Генераторы
могут использоваться только для сугубо второ-
степенных целей, например для создания внут-
ренних таймеров.

Перечисленные выше свойства СС-схем пред-
определяют высокую эффективность создания на-
дежных изделий на их основе, в том числе и от-
казоустойчивых. Однако в полной мере данными

свойствами обладают только НЗ-схемы. Данное
свойство (нечувствительность) относится к задерж-
кам распространения сигналов через логические
элементы и по соединительным проводам.

Типичными представителями НЗ-схем среди за-
рубежных СС-устройств являются NCL-схемы [14,
62–68]. Методология NCL была предложена в
1990-х гг. [14]. В настоящее время она развивается
в основном усилиями компании Theseus Research,
Inc. (TR) и университета в Арканзасе (University of
Arkansas).

Ниже представлен сравнительный анализ
основных принципов проектирования НЗ-схем,
разрабатываемых в соответствии с методологиями
ИПИ РАН и NCL. В дальнейшем будем называть
первые просто НЗ-схемами, а последние — NCL-
схемами.

3.1 Дисциплина сигналов

Схемотехника NCL основана на парафазном с
нулевым спейсером кодировании всех информаци-
онных сигналов. Любая функция, выполняемая
устройствами внутри схемы, реализуется путем ее
дуального представления. Состояние каждого ин-
формационного сигнала A представляется комби-
нацией двух компонентов {A,AB}. В спейсерной
фазе (фазе NULL)A = AB = 0, в рабочей фазе (фа-
зе DATA) {A = 0, AB = 1} или {A = 1, AB = 0}.
Состояние A = AB = 1 запрещено и при нормаль-
ной работе схемы никогда не формируется. Пере-
ключение информационного сигнала из текущего
рабочего состояния в следующее всегда происходит
через спейсерное состояние, даже если текущее и
следующее рабочие состояния совпадают.

Дисциплина информационных сигналов в ме-
тодологии проектирования НЗ-схем более гибкая.
Она включает использование как парафазных сиг-
налов со спейсером, аналогичных сигналам NCL-
схем, так и других сигналов: парафазных без спей-
сера, бифазных (выходов бистабильной ячейки),
унарных, управляющих (аналогов тактовых сигна-
лов в С-схемотехнике), мультифазных (например,
сигналов выборки мультиплексоров). Это позволя-
ет строить более компактные схемы.

Парафазные сигналы со спейсером своим зна-
чением отображают собственную фазу и закодиро-
ванный бит данных. Остальные информационные
сигналы своим статическим значением отображают
только заложенный в них бит информации. По-
этому для фазового регулирования парафазные без
спейсера, унарные и бифазные информационные
сигналы в обязательном порядке сопровождают-
ся сигналом управления. Сигнал управления пе-
реходит в рабочую фазу только после того, как
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сопровождаемый им информационный сигнал пе-
реключился в следующее рабочее состояние, тем
самым давая знать приемнику информационного
сигнала, что соответствующий информационный
вход можно использовать. Переключение сигнала
управления в спейсер инициируется приемника-
ми сопровождаемого им информационного сигна-
ла и является подтверждением факта «доставки по
назначению» соответствующего информационного
сигнала. Информационный сигнал может изменять
свое состояние только во время спейсера сопровож-
дающего его сигнала управления.

3.2 Схемотехнический базис

Успех проектирования цифровых схем любого
типа не в последнюю очередь определяется соста-
вом библиотеки элементов, на основе которой ве-
дется проектирование. Качество CC-схем зависит
от этого даже в большей степени, чем качество
С-схем.

Схемотехника NCL-схем основана на исполь-
зовании функциональных схем, показанных на
рис. 4. Разработчики NCL-схем называют элемен-
ты схемотехнического базиса пороговыми элемента-

ми (threshold gates). Термин «пороговые» в данном
случае относится не к потенциальному уровню сиг-
налов на входе и выходе элемента, а к количеству
входов, которые должны переключиться из спей-
сера (NULL) в рабочее состояние (DATA), чтобы
выход элемента тоже переключился в рабочее со-
стояние. Обратное переключение в спейсер воз-
можно только тогда, когда все входы перейдут в
спейсер.

Статическая реализация (рис. 4, а) состоит из
подсхем на КМОП-транзисторахn- иp-типа прово-

димости, обеспечивающих переключение элемента
в обе фазы работы и хранение текущего состояния
до момента появления комбинации входов, вызы-
вающей переключение в противоположное состо-
яние. При этом функции, реализуемые частями
«Переход в NULL» и «Переход в DATA» и обеспе-
чивающие соединение выхода элемента с источни-
ками активных уровней (питание и «земля»), орто-
гональны: при любой комбинации входов на выход
элемента коммутируется только один источник ло-
гического уровня.

Полустатическая (semistatic) реализация
(рис. 4, б) использует слабый инвертор в качестве
обратной связи для организации хранения состо-
яния NULL или DATA. Она обладает меньшей
помехоустойчивостью и характеризуется протека-
нием сквозного тока при переключении NCL-схе-
мы из текущего состояния в противоположное.
В дальнейшем будем считать, что для реализации
NCL-схемы используется статический вариант, по-
казанный на рис. 4, а.

Статическая реализация NCL-схемы факти-
чески является гистерезисным триггером [27] со
сложной функциональной начинкой. В методо-
логии проектирования СС-устройств ИПИ РАН
гистерезисный триггер (Г-триггер) играет роль ин-
дикаторного элемента. Нагрузка его дополнитель-
ными функциями позволяет в ряде случаев умень-
шить сложность реализации схемы, но является
скорее исключением из правил, нежели типовым
приемом проектирования СС-схем.

Схемотехнический базис NCL-схем состоит из
фундаментальных элементов ТНmn. Имя элемента
обозначает «пороговый элемент сn входами и поро-
гом m». Они воплощают в себе один из принципов
проектирования NCL-схем: «реализация любого

Рис. 4 Функциональная схема NCL-элемента: статическая (а) и полустатическая (б)
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NCL-элемента и любой NCL-схемы должна обес-
печивать переключение выходов в спейсер (NULL)
только после того, как все входы перешли в спей-
сер, и переключение выходов в рабочее состояние
(DATA) только тогда, когда не меньше порогово-
го числа входов у элемента или схемы перешли в
рабочее состояние». Некоторые элементы имеют
дополнение к имени в виде окончания «wXXX».
Цифры после буквы «w» показывают вес соответ-
ствующей по порядку входной переменной. Если
порог элемента равен m, а вход A имеет вес k,
то для переключения элемента в фазу достаточно
переключения входа A и еще каких-нибудь (m–k)
входов, если вес остальных входов единичный, или
переключения любыхm входов, кроме входаA. Об-
щее число фундаментальных элементов равно 27.
Они перечислены в табл. 2 [65]. Там же указаны
выполняемые ими функции и количество КМОП-
транзисторов, необходимых для их реализации.

Функции, показанные в табл. 2, описывают
блок «Переход в DATA» функциональной схемы
на рис. 4, а. Условное графическое обозначение
(УГО) фундаментальных NCL-элементов показано
на рис. 5.

Таблица 2 Состав библиотеки NCL-элементов

Имя
элемента

Выполняемая функция
Число

транзи-
сторов

TH12 A + B 6
TH22 AB 12
TH13 A + B + C 8
TH23 AB + AC + BC 18
TH33 ABC 16
TH23w2 A + BC 14
TH33w2 AB + AC 14
TH14 A + B + C + D 10
TH24 AB + AC + AD + BC + BD + CD 26
TH34 ABC + ABD + ACD + BCD 24
TH44 ABCD 20
TH24w2 A + BC + BD + CD 20
TH34w2 AB + AC + AD + BCD 22
TH44w2 ABC + ABD + ACD 23
TH34w3 A + BCD 18
TH44w3 AB + AC + AD 16
TH24w22 A + B + CD 16
TH34w22 AB + AC + AD + BC + BD 22
TH44w22 AB + ACD + BCD 22
TH54w22 ABC + ABD 18
TH34w32 A + BC + BD 17
TH54w32 AB + ACD 20
TH44w322 AB + AC + AD + BC 20
TH54w322 AB + AC + BCD 21
THxor0 AB + CD 20
THand0 AB + BC + AD 19
TH24comp AC + BC + AD + BD 18

Рис. 5 Условное графическое обозначение элемента
THmn

Фундаментальные элементы NCL-базиса слу-
жат основой для синтеза производных от них эле-
ментов, необходимых для проектирования практи-
ческих цифровых устройств, например триггеров с
асинхронным сбросом или установкой.

Схемотехника НЗ-схем основана на использо-
вании классических КМОП принципиальных схем.
Необходимость индицировать окончание пере-
ходных процессов в элементах НЗ-схемы делает
нежелательной сильную функциональную деком-
позицию. Она приводит к появлению в схеме мно-
жества «мелких» логических элементов, каждый из
которых требует дополнительных аппаратных за-
трат для реализации его индикации. Это делает
целесообразной разработку библиотеки с широкой
номенклатурой логических, триггерных и индика-
торных элементов. При этом функциональный со-
став библиотеки определяется, в первую очередь,
целесообразностью использования тех или иных
элементов в НЗ-схемах, а во вторую очередь, тех-
нологическим базисом реализации проектируемой
БИС.

При проектировании НЗ-схем используется
библиотека элементов, содержащая 260 еди-
ниц [69–71] и являющаяся самосинхронным до-
полнением типовых библиотек стандартных эле-
ментов. Библиотека включает логические элементы
для формирования комбинационных схем, мульти-
плексоры, триггеры (D, RS, счетные), сумматоры,
преобразователи сигналов. Условные графические
обозначения элементов схемотехнического базиса
НЗ-схем — традиционные для С-схемотехники, и
лишь отсутствующие в последней элементы имеют
характерные графические обозначения. В качестве
примера на рис. 6 показаны УГО трехвходового
Г-триггера (GI3) и индикаторного элемента
G0B3I2, индицирующего входы и состояние двух
связанных друг с другом бистабильных ячеек.

Элементы, аналогичные ТН22, используются
в качестве индикаторных элементов, обеспечива-
ющих контроль окончания переключений в НЗ-
схеме.

Ряд триггеров разработанной библиотеки имеет
уникальные свойства, обеспечивающие эффектив-
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Рис. 6 Условные графические обозначения Г-триггера
GI3 (а) и индикаторного элемента G0B3I2 (б)

ное решение корректными средствами двух проб-
лем:

(1) большой нагрузочной способности выходов
триггеров;

(2) упрощенной реализации входного интерфейса
с С-формирователями входных данных.

Использование таких триггеров в составе НЗ-схем
гарантирует сохранение их свойств в полном объ-
еме при приемлемых потребительских характери-
стиках: быстродействии и сложности реализации.
К числу таких триггеров относятся, в первую оче-
редь, триггер с мощными инверторами на инфор-

мационных выходах [72] и триггер с единичным
непарафазным информационным входом [48].

Библиотека элементов для проектирования НЗ-
схем включена в состав САПР «Ковчег» (Техноло-
гический центр, МИЭТ) и позволяет разрабатывать
НЗ-схемы различной степени сложности с исполь-
зованием БМК серий 5503, 5507, 5508, 5509.

Разработанная библиотека внедрена также в
САПР фирмы Cadence для КМОП-технологии
0,18 мкм [73] и 65 нм (для проектирования заказных
БИС). Она включает схемотехнические, топологи-
ческие представления, а также Verilog и VHDL-мо-
дели. Топология элементов для проектирования
заказных БИС может быть отмасштабирована до
уровня 45 нм. Для их характеризации использо-
вались стандартные программные средства фирмы
Cadence и разработанный в ИПИ РАН програм-
мный комплекс СТЕРХ [74]. Разработанная библи-
отека успешно прошла апробацию на ряде полуза-
казных и заказных БИС.

3.3 Принципы построения схемы

В NCL-методологии любая схема строится в ви-
де конвейера (рис. 7). Элементы ТН22 на вхо-
дах каждого комбинационного блока формируют
парафазный код на основе парафазного выхода
предыдущей ступени конвейера и сигнала разре-
шения, выдаваемого индикатором следующей ступ-

Рис. 7 Конвейер NCL
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ни. Схема индикации, функционально эквивалент-
ная элементу ТН48, формирует фазовый сигнал,
обеспечивающий взаимодействие соседних ступе-
ней конвейера.

Рисунок 8 демонстрирует реализацию последо-
вательной NCL-схемы. Здесь регистры присутству-
ют и на входе схемы, и на ее выходе. Кроме того,
используется регистр обратной связи, обеспечива-
ющий корректное хранение состояния переменных
памяти в схеме.

Спейсер NULL одинаков для всех элементов
и устройств NCL-схемы: нулевое значение обеих
составляющих каждого парафазного сигнала. Все
элементы схемы, кроме элементов индикаторной
подсхемы, имеют неинверсные выходы. С од-
ной стороны, это упрощает согласование соседних
устройств в тракте обработки данных; с другой сто-
роны, создает дополнительную задержку, которая
не всегда оправдана.

В НЗ-методологии элементы библиотеки
объединяются в более сложные НЗ-схемы в со-
ответствии с дисциплиной формирования и согла-

сования информационных, управляющих и инди-
каторных сигналов НЗ-схем:

– информационные сигналы формируются с ис-
пользованием одного из видов СС-кодирова-
ния (парафазного со спейсером, бифазного с
управляющим сигналом и т. д.). Число вариан-
тов кодирования в пределах одной НЗ-схемы
не ограничено;

– каждый рабочий набор кодированного сигнала
в обязательном порядке чередуется со специ-
альным самосинхронным промежуточным ко-
дом — спейсером. Тип спейсера (нулевой или
единичный) может быть произвольным, управ-
ляющие сигналы схемы и ее окружения подчи-
няются запрос-ответной дисциплине;

– все информационные и управляющие сигна-
лы схемы должны индицироваться на ее вы-
ходах, т. е. любое переключение каждого сиг-
нала должно в конечном итоге приводить к
переключению одного или нескольких выхо-
дов схемы.

Рис. 8 Последовательная NCL-схема

ИНФОРМАТИКА И ЕЁ ПРИМЕНЕНИЯ том 8 выпуск 1 2014 55



И. А. Соколов, Ю. А. Степченков, С. Г. Бобков и др.

56 ИНФОРМАТИКА И ЕЁ ПРИМЕНЕНИЯ том 8 выпуск 1 2014



Базис реализации супер-ЭВМ эксафлопсного класса

На рис. 9 показана реализация умножителя
4×4 [55] в виде НЗ-схемы. Здесь регистр R1R10 ис-
пользуется только на выходе схемы. Основной блок
SSMULT является комбинационной схемой, так же
как и схема МХ22 преобразования бифазного сиг-
нала {B[3..0],NB[3..0]} в парафазный. Остальные
элементы схемы обеспечивают индицирование схе-
мы умножителя и запрос-ответное взаимодействие
блоков умножителя с его окружением.

Использование разных типов кодирования сиг-
налов и произвольного типа спейсера позволяют
в большинстве случаев получить менее сложную
реализацию НЗ-схемы с более высоким быстро-
действием.

3.4 Сложность реализации

Сложность реализации NCL-схемы определяет-
ся характером индицируемости (наблюдаемости —

observability) и ограниченной номенклатурой схе-
мотехнического базиса. На рис. 10 показаны две ре-
ализации схемы, выполняющей функциюZ = X⊕Y
(«неравнозначность»): (а) без индицируемости вхо-
дов на выходе и (б) с индицируемостью [65]. С точки
зрения булевой алгебры обе эти реализации оказы-
ваются избыточными даже с учетом парафазного
кодирования входов и выходов. Сложность их со-
ставляет 68 (см. рис. 10, а) и 76 (см. рис. 10, б)
КМОП-транзисторов в соответствии с табл. 2.

Для сравнения на рис. 11 приведена функцио-
нальная схема НЗ-элемента, идентичного по вы-
полняемым функциям и степени индицируемости
входов и выходов схеме на рис. 10, а, и его реализа-
ция на КМОП-транзисторах.

Как видно из рис. 11, б, сложность адекватного
НЗ-элемента составляет всего лишь 16 транзисто-
ров. Функциональная схема НЗ-элемента, анало-
гичного схеме на рис. 10, б, показана на рис. 12.

Рис. 10 Схема NCL-элемента «неравнозначность»: без индицируемости входов на выходах (а) и с индицируемостью
входов (б)

Рис. 11 Функциональная (а) и принципиальная (б) НЗ-схемы «неравнозначность» без индикации входов и выходов
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Рис. 12 Схема НЗ «неравнозначность» с индикацией входов и выходов

Сложность ее реализации равна 40 КМОП-тран-
зисторам. Но по сравнению со схемой рис. 10, б

она формирует дополнительный выход I, индици-
рующий все ее входы и выходы. Если схему на
рис. 10, б дополнить аналогичной индикацией (эле-
мент ТН12), то ее сложность возрастет до 82 тран-
зисторов.

Схемы на рис. 11 и 12 имеют парафазные входы
и выходы. Спейсеры входов и выходов совпадают.
Спейсер входов и выходов схемы на рис. 11 может
быть любым: единичным или нулевым. Спейсер
сигналов в схеме на рис. 12 может быть только
нулевым. Это определяется элементами NOR4 и
NOR2, индицирующими входы и выходы схемы.
Если эти элементы заменить элементами NAND4
и NAND2 соответственно, то тип спейсера станет
единичным.

Таким образом, НЗ-реализация элемента «не-
равнозначность» оказывается проще NCL-реали-
зации в 2,05–4,25 раза в зависимости от степени
индицируемости входов и выходов.

На рис. 13 представлена оптимизированная
функциональная NCL-схема полного одноразряд-
ного сумматора [65]. Она реализуется схемой из
80 транзисторов, в то время как НЗ-схема однораз-

Рис. 13 Функциональная NCL-схема одноразрядного
сумматора

рядного полного сумматора (рис. 14) реализуется
на 40 транзисторах, что в 2 раза меньше, чем в
NCL-схеме сумматора.

Следует отметить, что НЗ-реализация суммато-
ра на рис. 14 индицирует на своих выходах только
рабочие состояния входных сигналов. Практика
проектирования показала, что этого в ряде случаев
достаточно для обеспечения нечувствительности к
задержкам схемы с сумматором, так как зачастую
входы сумматора в полном объеме или в фазе спей-
сера индицируются в другом месте.

На рис. 15 показаны соответственно NCL- и
НЗ-реализации полного сумматора, имеющие вы-
ход I, индицирующий все входы и выходы схемы
в полном объеме. Их сравнение показывает, что
NCL-реализация содержит 100 транзисторов про-
тив 84 у НЗ-реализации.

Рис. 14 Функциональная НЗ-схема одноразрядного сум-
матора
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Рис. 15 Схемы сумматора с полной индикацией: (а) NCL; (б) НЗ

Таким образом, реализация полного однораз-
рядного сумматора в виде НЗ-схемы оказывается
проще NCL-аналога в 1,19–2 раза в зависимости от
степени индицируемости входов и выходов в самой
схеме.

Комбинационные схемы в NCL-базисе наибо-
лее избыточны в случае, если не требуется инди-
цировать входы на выходах элемента. На практике
в комбинационных схемах все или часть входных
сигналов служат входами сразу нескольких элемен-

тов (разветвляются). Поэтому гораздо эффектив-
нее индицировать их именно как парафазные входы
схемы, а не как входы отдельных элементов. Это
дает неоспоримое преимущество НЗ-схемам, по-
скольку их элементный базис не избыточен в этом
отношении.

Рассмотрим NCL- и НЗ-реализации последова-
тельных схем. Однотактный триггер в NCL-схемах
реализуется на двух 2-входовых С-элементах со
сбросом и элементе 2ИЛИ-НЕ в качестве индикато-
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Рис. 16 Функциональная схема однотактного NCL-триггера (а) и НЗ-триггера с парафазными входами и выходами (б)

Рис. 17 Функциональная схема однотактного НЗ-триг-
гера с бифазными входами и выходами

ра, всего 32 транзистора в статическом исполнении
(рис. 16, а). Однотактный триггер НЗ с аналогичны-
ми свойствами показан на рис. 16,б. Его реализация
содержит 32 транзистора, как и NCL-аналог.

Однако в НЗ-схемах обычно используется дру-
гой принцип хранения и передачи информации
между соседними устройствами: бифазные или
унарные информационные сигналы с сопровожда-
ющим их сигналом управления. Поэтому одно-
тактный триггер имеет другую схемотехническую
реализацию, представленную на рис. 17. У не-
го бифазные информационные входы (R, S), вход
асинхронного сброса (Res) и вход управления (Е),
бифазный информационный выход (Q, QB) и ин-
дикаторный выход (I). Такая реализация однотакт-

ного триггера требует 24 транзистора — в 1,33 раза
меньше, чем NCL-реализация.

Двухтактный NCL-триггер реализуется на двух
однотактных триггерах. И в этом случае НЗ-реа-
лизация оказывается в 1,33 раза проще по числу
транзисторов. Следовательно, регистры хранения
и сдвига, реализуемые на однотактных и двухтакт-
ных триггерах, в НЗ-исполнении будут примерно
на треть проще, чем в NCL-исполнении.

Рисунок 18 демонстрирует NCL-схему двоично-
го счетчика [75, рис. 36]. Она вынужденно включает
в себя комбинационную схему увеличения текуще-
го состояния счетчика на «1» и три регистра на
однотактных триггерах с асинхронным сбросом.

На рис. 19 показана оптимизированная NCL-
реализация комбинационной части счетчика. От-
сутствие счетных триггеров в составе библиотеки
NCL-элементов приводит к существенным аппа-
ратным затратам при реализации счетчика. Анало-
гичный четырехразрядный двоичный НЗ-счетчик
показан на рис. 20. В нем используется счетный
триггер C0R [69], функциональная схема которого
показана на рис. 21. Сравнительный анализ схем
NCL- и НЗ-счетчиков показывает, что по числу
транзисторов, требующихся для реализации счет-
чика, НЗ-вариант проще NCL-варианта в 4,49 раза
(134 транзистора против 602), так как использова-
ние триггера C0R в составе счетчика исключило
необходимость применения регистров для накоп-
ления и хранения результата. Следовательно, и по
энергопотреблению он будет намного эффектив-
нее.

Сравнение реализаций аппаратного однотакт-
ного умножителя 4× 4 без знака в NCL [75, рис. 59]
и НЗ [55] базисах также подтверждает преимуще-
ство НЗ-варианта, сложность которого составляет
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Рис. 18 Функциональная NCL-схема четырехразрядного счетчика

Рис. 19 Комбинационная часть NCL-счетчика (блок Increment circuitry)
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Рис. 20 Функциональная схема НЗ-счетчика

Рис. 21 Функциональная схема НЗ-элемента C0R

1558 транзисторов, в то время как сложность NCL-
варианта равна 1766 транзисторам.

Таким образом, проектирование арифметиче-
ских устройств в НЗ-базисе оказывается намно-
го эффективнее, чем в NCL-базисе. Из-за огра-
ниченности функционального элементного базиса
и типов кодирования информационных сигналов
NCL-схемы получаются более сложными (четырех-
разрядный счетчик — в 4,49 раза, умножитель 4× 4
без знака — в 1,13 раза), а следовательно, и более
энергопотребляющими.

Схемы NCL имеют неоспоримые преимущества
в сравнении с НЗ-схемами:

1. При реализации комбинационных схем они не
требуют индикации каждого элемента схемы.
Достаточно проиндицировать только ее послед-
ние ярусы, если каждый элемент полностью
индицирует все свои входы на своих выходах.

2. Строгое соблюдение парафазной дисциплины с
нулевым спейсером (NULL) существенно упро-
щает построение сложных NCL-схем.

3. Благодаря использованию единственного спо-
соба кодирования информационных сигналов и
единственного спейсера процесс проектирова-
ния NCL-схем легче поддается формализации
и автоматизации. В настоящее время уже су-
ществует как минимум два программных сред-
ства синтеза NCL-схем по формальному опи-
санию на специальном языке — BALSA [76] и
UNCLE [77].

Однако NCL-схемы обладают и существенными
недостатками по сравнению с НЗ-схемами:

1. Индикация входов на выходах в каждом эле-
менте приводит к большой избыточности аппа-
ратных затрат.

2. Ограниченность элементного базиса, исполь-
зование единственного способа кодирования
информационных сигналов и единственного
спейсера не позволяют получать более компакт-
ные реализации последовательных схем.

3. Вследствие аппаратной избыточности и на-
личия инвертора на выходе каждого элемен-
та ухудшается быстродействие и увеличивается
энергопотребление.

4 Заключение

Несмотря на изначально более сложную аппа-
ратную реализацию НЗ-схем по сравнению с син-
хронными аналогами (до 2,1 раза для регистро-
вых структур и до 2,5 раза для комбинационных
структур), НЗ-схемы обеспечивают более высокое
быстродействие аппаратуры в реальных условиях.
В ряде случаев они обладают и существенно мень-
шим энергопотреблением. Поэтому применение
НЗ-схемотехники может быть оправдано даже в
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областях, где высокая надежность функционирова-
ния не является определяющей, но требуется вы-
сокое реальное быстродействие или низкое энерго-
потребление.

Типовые вычислительные устройства, реализо-
ванные в базисе НЗ-схем, оказываются в 1,5–2 раза
лучше своих синхронных аналогов по энергетиче-
ской эффективности (отношению энергии потреб-
ления к производительности) и в 1,7–2,6 раза луч-
ше по производительности в реальных условиях.
По добротности, учитывающей энергию потребле-
ния, производительность и допустимые диапазоны
напряжения питания и температуры окружающей
среды, НЗ-схемы оказываются лучше синхронных
аналогов в 15–18 раз.

Наиболее предпочтительно применение НЗ-
схемотехники в высоконадежных отказоустойчи-
вых системах реального времени. Результаты ис-
пытаний отказоустойчивых вариантов исполнения
ПП-порта показали, что НЗ-исполнение по срав-
нению с синхронной реализацией характеризует-
ся лучшими показателями по всем параметрам:
в 1,2 раза по быстродействию и по аппаратным
затратам, в 1,3 раза по энергетической эффектив-
ности и в 18 раз по добротности.

Независимо от сложности реализации НЗ-схе-
мы зона ее работоспособности определяется фи-
зическими характеристиками транзисторов. Она
гораздо шире зоны работоспособности традици-
онных С-схем с фиксированной частотой синхро-
низации и превышает аналогичную зону С-схем с
адаптивной частотой синхронизации.

Маршрут проектирования НЗ-схем поддержи-
вается разработанными в ИПИ РАН программны-
ми средствами:

– синтеза относительно простых НЗ-схем
(СИНТАБИБ, СИНКОМБ);

– анализа разрабатываемой схемы на возмож-
ное нарушение принципов построения НЗ-
схем (АСИАН [78], АСПЕКТ [50], САМАН,
ФАЗАН).

Эти программные средства обеспечивают без-
ошибочное проектирование НЗ-устройств и гаран-
тируют принадлежность разрабатываемой схемы к
классу НЗ-схем. Программы анализа способны
обработать достаточно сложные цифровые устрой-
ства, например 64-разрядное АЛУ.

Результаты практических исследований пред-
ставителей различных подклассов СС-схем под-
твердили декларированные теоретически преиму-
щества НЗ-схем по зоне работоспособности,
быстродействию и энергетической эффективности
по сравнению с синхронными аналогами.

Схемы НЗ, разрабатываемые в соответствии с
методологией, продвигаемой ИПИ РАН, облада-
ют меньшими аппаратными затратами (в 4,49 раза
при реализации двоичного счетчика, в 1,13 раза
при реализации умножителя 4 × 4, до 2 раз при
реализации более простых логических схем), боль-
шей производительностью и меньшим энергопо-
треблением по сравнению с NCL-схемами. По-
этому именно их целесообразно использовать в
качестве схемотехнического базиса для проекти-
рования и изготовления супер-ЭВМ эксафлопсно-
го класса: они обеспечат пониженное энергопо-
требление и высокую надежность проектируемых
цифровых устройств любой сложности.
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Abstract: The paper deals with choice of a circuitry basis for implementation of microprocessors and communication
environment of exaflops supercomputers. A comparative analysis of the characteristics of the digital circuits with
different complexity which are implemented in the synchronous basis as well as in the self-timed (ST) one was
performed. It has proved the fundamental advantages of ST circuits comparing to synchronous analogues: absence
of hazards, a maximum reachable operability range, high performance, and relatively low power consumption.
Transforming any synchronous circuit into its quasi-ST or ST implementation leads to extension of its operability
range independently of its complexity. The advantages of ST circuits show up to the maximum extent when
they are used for designing reliable equipment. Various methodologies of ST circuits development are discussed.
A comparative analysis of ST circuit implementation in the generic basis of the delay-insensitive circuits that is
suggested by the authors and in the NULL Convention Logic circuit basis is performed. It is demonstrated that the
suggested basis makes it possible to synthesize the circuits with the best parameters of performance, complexity, and
power consumption while developing standard digital circuits serving as the basis for designing high end computing
systems and hardware.
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ИНФОРМАЦИОННАЯ МОДЕЛЬ ТЕХНОЛОГИИ ПРЕДСТАВЛЕНИЯ

НАТУРНОГО ОБЪЕКТА И ИЗМЕНЕНИЯ

ЕГО ПРОСТРАНСТВЕННОГО ПОЛОЖЕНИЯ

О. П. Архипов1, Ю. А. Маньяков2, Д. О. Сиротинин3

Аннотация: Приводится описание информационной модели технологии представления натурного объ-
екта (НО) и изменения его пространственного положения с последующей интеграцией полученных
данных в трехмерные (3D) изображения. Рассматриваются этапы технологии, а также основные струк-
туры и потоки данных. Предлагаемая технология подразумевает простой способ создания сложной
анимации 3D объектов, содержащий как изменение положения различных объектов, так и их формы,
не предъявляющий высоких требований к квалификации пользователя и не подразумевающий наличия
сложного дорогостоящего оборудования. Технология может быть использована для создания обучающих
программ и энциклопедий, рекламных видеороликов, клипов, фильмов, а также для реализации систем
представления и передачи визуальной информации, для решения задач дистанционного управления,
в системах дополненной реальности, пользовательских интерфейсах, системах поддержки принятия
решений, мониторинга, контроля качества.

Ключевые слова: стереоскопия; 3D-модель; обработка изображений; цветовые характеристики; опорные
точки; трехмерная реконструкция; анимация
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1 Введение

В настоящее время при создании видеороликов,
фильмов, рекламы и другого визуального контента
широко используется 3D анимация. Среди мето-
дов создания такой анимации выделяют технологии
захвата движения (Motion capture), которая изменя-
ет виртуальную модель на основе данных, получа-
емых с реального объекта, и «ручное» создание ани-
мации в пакетах 3D графики. Среди недостатков
технологии Motion capture можно выделить необхо-
димость размещения различных датчиков, затруд-
няющих перемещения, а также отсутствие возмож-
ности их размещения на определенных объектах,
например человеческом лице. Кроме того, обе рас-
смотренные технологии требуют наличия довольно
большого количества высококвалифицированного
технического персонала и дорогостоящего обору-
дования.

Вследствие этого актуальна разработка бескон-
тактных способов 3D реконструкции и анимации,
использующих распространенные и недорогие тех-
нические средства (веб-камеры, фотоаппараты).

Целью предлагаемой работы является создание
информационной модели технологии представле-

ния натурного объекта и изменения его простран-
ственного положения с последующей интеграцией
полученных данных в 3D изображения.

Основной идеей предлагаемой технологии явля-
ется поиск особых опорных точек (ОТ) на изобра-
жениях объекта, составляющих стереопары. Поиск
производится на основе сопоставления цветовых
характеристик различных областей изображений.
В отличие от известных, данная технология под-
разумевает простой способ создания сложной ани-
мации 3D объектов, содержащий изменение как
положения различных объектов, так и их формы,
не предъявляющий высоких требований к квали-
фикации пользователя.

Информационная модель, представляющая
данную технологию, подразумевает ряд этапов:

1. Построение сцены и съемка НО.

2. Поиск границ объекта на изображениях.

3. Фрагментация изображений объекта.

4. Построение локальных систем координат
(ЛСК).

5. Генерация ОТ:

(а) аппроксимация цветового пространства
изображения;
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(б) сегментация изображения на основе цвето-
вых характеристик;

(в) структурирование сегментированных обла-
стей.

6. Индексирование.

7. Поиск сопряженных и соответственных ОТ.

8. Фильтрация ОТ.

Схема информационной модели технологии представле-
ния НО и изменения его пространственного положения

9. Вычисление координат ОТ в 3D пространстве.

10. Вычисление векторов смещения ОТ.

11. Построение 3D воксельной модели.

12. Текстурирование воксельной модели.

Обобщенная схема информационной модели
представлена на рисунке.

Рассмотрим все этапы более подробно.

2 Построение сцены и съемка
натурного объекта

Съемка натурного объекта должна обеспечивать
получение полной информации о поверхности объ-
екта. Для этого необходимо получить информацию
cо всех сторон объекта. Эта задача решается путем
круговой съемки одной камерой или несколькими
камерами.

Съемка объекта характеризуется следующими
параметрами:

SP = 〈d, α, f, fov〉 ,

гдеd— расстояние до объекта;α— угол между опти-
ческими осями камер; f — фокусное расстояние;
fov — угловое поле объектива.

В результате получаются серии изображений
НО, полученные через определенные временн‚ые
интервалы, — ILR:

ILR =




〈IL, IR〉1,1 · · · 〈IL, IR〉1,r

...
. . .

...
〈IL, IR〉t,1 · · · 〈IL, IR〉t,r



 .

Здесь r — индекс ракурса; t — индекс временн‚ого
этапа съемки; 〈IL, IR〉 — стереопара, где IL и IR

являются подмножествами I:

I =




px1,1 · · · px1,w

...
. . .

...
pxh,1 · · · pxh,w



 , px = (r, g, b) ,

w и h — соответственно ширина и высота изобра-
жения в пикселах.

3 Поиск границ объекта
на изображениях

Первым этапом обработки полученных изобра-
жений является выделение границ объекта. Главной
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информационной единицей для этого этапа слу-
жит маска, представляющая собой битовую матри-
цу и определяющая принадлежность каждой точки
изображения объекту:

Q =





q1,1 q1,2 · · · q1,w
q2,1 q2,2 · · · q2,w
· · · · · · · · · · · ·
qh,1 qh,2 · · · qh,w



 ,

где qij = [1, 0]— переменная, равная единице в том
случае, когда данный пиксел изображения принад-
лежит объекту.

Результатом выделения границ объекта являет-
ся множество точек, принадлежащих объекту на
изображении:

O = I ∩Q , O ∈ I ,

где Q — маска (растровое бинарное изображение,
обозначающее, является ли каждый его пиксел
частью объекта).

У совокупности пикселов изображения, при-
надлежащих объекту, выделяются пикселы, явля-
ющиеся граничными. Для этого применяется еще
одна битовая маска:

Q′ =




q11 · · · q1w

...
. . .

...
qh1 · · · qhw



 ,

где qij = [1, 0]— переменная, равная единице в том
случае, если данный пиксел изображения является
граничным пикселом объекта.

4 Фрагментация изображений
объекта

Этап фрагментации осуществляется пользо-
вателем в интерактивном режиме по принципу
определения движущихся частей объекта. Цель
фрагментации — создание групп ОТ, к которым
относятся ОТ, принадлежащие неделимой движу-
щейся части (например, руке, ноге и т. п.). Множе-
ство фрагментов на изображении можно предста-
вить в виде

F = {f1, . . . , f10} .
Здесь

fi = 〈(x1, y1), (x2, y2), (x3, y3), (x4, y4)〉 ,
где (x1, y1), (x2, y2), (x3, y3) и (x4, y4)— координаты
четырех вершин прямоугольника, описывающего
фрагмент.

Множество точек объекта, принадлежащих
фрагментам:

F ′ = f(O,F ) , F ′ ⊂ O .

5 Построение локальных систем
координат

Для оптимизации процесса обработки измене-
ний положения точек в каждом из фрагментов
их координаты рассчитываются относительно ЛСК
фрагмента. Для этого используется матрица пре-
образования координат точек изображения к ЛСК:

C =




1 0 0
0 1 0
–x –y 1



 ,

где–x и–y — смещение начала ЛСК относительно
точки начала мировой системы координат.

6 Генерация опорных точек

Основными этапами генерации ОТ являются:

(а) аппроксимация цветового пространства изоб-
ражения:

I → A ,

A =




R1 G1 B1

...
...

...
Rl Gl Bl



 ,

где l — количество цветов палитры изображе-
ния после аппроксимации;R,GиB— цветовые
характеристики красного, зеленого и синего ка-
налов цвета;

(б) сегментация изображения на основе цветовых
характеристик:

SP =





tlx1 tly1 brx1 bry1
tlx2 tly2 brx2 bry2

...
...

...
...

tlxn tlyn brxn bryn




,

где tlx и tly — координаты верхней левой гра-
ничной точки сегмента; brx и bry — координаты
нижней правой граничной точки сегмента;

(в) структурирование сегментированных областей:

S =





tlx1 tly1 brx1 bry1 s
tlx2 tly2 brx2 bry2 s

...
...

...
...

...
tlxn tlyn brxn bryn s




,

где s — состояние структурирующего прямо-
угольника, s ∈ {0, 1}.
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В результате получаются две совокупности ОТ
для левых (Pl) и правых (Pr) изображений стерео-
пар:

P = Pl ∪ Pr .
Здесь

Pl =




p1,1 · · · p1,s

...
. . .

...
pt,1 · · · pt,s



 ; Pr =




p1,1 · · · p1,q

...
. . .

...
pt,1 · · · pt,q



 ,

где
pi,j = 〈x, y, r, g, b〉 ,

(x, y)— координаты ОТ на изображении; (r, g, b)—
цветовые координаты ОТ в пространстве RGB; s
и q — количество ОТ на левых и правых изображе-
ниях соответственно; t — индекс временн‚ого этапа
съемки.

Сразу после генерации ОТ производится пре-
образование их координат к локальным:

Pc = PC .

7 Индексирование

Индексирование ОТ осуществляется по прин-
ципу принадлежности к тому или иному фрагменту.
В результате каждый элемент (pij) матрицы P пре-
образуется к виду:

pci = 〈x, y, r, g, b, Fi〉 ,

где Fi — индекс фрагмента, которому принадле-
жит ОТ.

В результате получается преобразованная мат-
рица Pci, аналогичная Pc, с элементами, содержа-
щими индексированные ОТ (pc).

8 Поиск сопряженных
и соответственных
опорных точек

Исходными данными являются сегменты изоб-
ражения S, полученные на этапе сегментации. Ре-
зультатом поиска будут множества точек, полу-
ченные в результате применения функций сбора
окружения Fn, проверки соответствия Fsp и сопря-
женности Fp:

Plr = Fn(Pc) ∗ Fsp(Pc) ;
Ps = Fn(Pc) ∗ Fp(Pc) ,

где Plr — совокупность сопряженных ОТ; Ps — со-
вокупность соответственных ОТ.

Учитывая, что в результате поиска сопряженных
точек каждой ОТ однозначно соответствует опре-

деленная точка на изображении, можно каждой ОТ
поставить в соответствие определенное значение
цветовых координат точки на изображении. Таким
образом, j-ю сопряженную ОТ можно представить
кортежем

Plr =
{
plr1 , . . . , p

lk
k

}
.

Здесь

plrj = 〈x1, y1, x2, y2, r, g, b, Fi〉 , j = 1, . . . , k ,

где (x1, y1) — координаты ОТ на левом изобра-
жении стереопары; (x2, y2) — координаты ОТ на
правом изображении стереопары; (r, g, b) — усред-
ненные цветовые координаты ОТ в пространстве
RGB; Fi — индекс фрагмента.

Тогда соответственные точки можно предста-
вить как

Ps = {Plr1 , . . . , Plrt
} .

9 Фильтрация опорных точек

Фильтрация ОТ производится с целью уменьше-
ния количества рассматриваемых ОТ. Данная воз-
можность позволяет достаточно гибко варьировать
вычислительную нагрузку, изменяя количество ОТ
в зависимости от требуемой степени детализации.
Результатом фильтрации является множество опор-
ных точек

OT2D ∈ Ps .

10 Вычисление координат
опорных точек
в трехмерном пространстве

Вычисление координат ОТ в 3D пространстве
основано на модели стереоскопической системы
общего назначения [1]. Главной особенностью та-
кой системы является наличие модели камеры, со-
держащей матрицы параметров внешних и внут-
ренних камер.

Матрица внутренних параметров камеры содер-
жит только параметры оптической системы и фо-
топриемника камеры и имеет следующий вид:

A =





f

q
0 u0

0
f

p
v0

0 0 1




,

где (u0, v0) — координаты главной точки относи-
тельно начала координат фотоприемника (в есте-
ственных координатах фотоприемника); q и p —
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расстояния между сенсорами матрицы камеры
вдоль строк и столбцов.

Внешние параметры описывают взаимное рас-
положение камер в стереоскопической системе.
Данные параметры определяются матрицами аф-
финных преобразований, посредством которых
осуществляется переход от системы координат од-
ной камеры к системе координат другой, и выража-
ются соотношением

Ml = RMr + T ,

где R — матрица поворота, описывающая ориента-
цию системы координат левой камеры относитель-
но правой (поворот оптической оси); T — вектор,
определяющий положение оптического центра ле-
вой камеры в системе координат правой.

Основываясь на полученной на предыдущем
этапе модели камеры, можно вычислить коорди-
наты ОТ в 3D пространстве:

OT3D = 〈x, y, z, Fi〉 .

11 Построение и преобразование
трехмерной воксельной
модели

Воксельное представление подразумевает опре-
деленную упорядоченность объемных примити-
вов — вокселов. Построение воксельной модели
основано на методе воксельной аппроксимации [2],
исходной информацией для которой служит сово-
купность ОТ в 3D пространстве, полученная на
предыдущем этапе, а результатом — воксельная мо-
дель вида

V = (v1, v2, . . . , vn) ,

V = 〈xsv, ysv, zsv〉 ,

где sv — размер воксела, определяющий 3D разре-
шение сцены.

Преобразование модели осуществляется на
основе изменений положения ОТ, которые в свою
очередь описываются векторами смещения (–):

– = OT3Dt
−OT3Dt−1

.

Для отображения преобразования на модели
при изменении положения ОТ необходимо вычис-
лить смещение окружающих данную ОТ вокселов
в определенной области. После этого для каждой
ОТ, изменившей свое положение, осуществить вок-
сельную аппроксимацию.

12 Текстурирование воксельной
модели

Процесс текстурирования в рамках рассматри-
ваемой информационной технологии заключается
в присвоении вокселам модели цветов путем ин-
терполяции на основе цветовых характеристик ОТ.

Исходной информацией на данном этапе явля-
ется совокупность ОТ в 3D пространстве.

На основе исходной информации о цветах бли-
жайших ОТ осуществляется линейная интерполя-
ция цветов вокселов в области, ограниченной дан-
ными ОТ. В результате получается совокупность
вокселов, образующих 3D модель и содержащих
информацию о цвете:

VT = 〈x, y, z, r, g, b, Fi〉 .

13 Заключение

Таким образом, выше описана информацион-
ная модель технологии представления НО и из-
менения его пространственного положения с по-
следующей интеграцией полученных данных в 3D
изображения. Приведено описание основных эта-
пов информационной технологии, структур и по-
токов данных.

Предлагаемая технология может быть исполь-
зована для создания обучающих программ и эн-
циклопедий, рекламных видеороликов, клипов,
фильмов. Кроме того, может быть использова-
на для реализации систем представления и пере-
дачи визуальной информации для решения задач
дистанционного управления, систем дополненной
реальности, пользовательских интерфейсов, сис-
тем поддержки принятия решений, мониторинга,
контроля качества.
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ДИНАМИЧЕСКИЕ КОНТЕКСТЫ БАЗЫ ДАННЫХ
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Аннотация: Предложена технология динамического формирования представления данных. Эта техноло-
гия является развитием методов аналитической обработки данных (OLAP — online analytical processing).
Источником данных служит реляционная база данных (БД) с произвольной схемой (не обязательно иерар-
хической). Целевое представление данных — композиционная таблица, которая позволяет представлять
многомерные данные на плоскости. Эта таблица предполагает раздельное формирование размерностей
с последующим сопоставлением мер размерностям в таблице. Основой промежуточных представлений
данных является таблица связанных соединений, удовлетворяющая контекстным и логическим ограниче-
ниям. Предложены алгоритмы формирования таких таблиц и исследованы их свойства. Особое внимание
уделено рассмотрению контекстов, используемых при формировании таблиц связанных соединений.
Для создания контекстов предложен алгоритм направленного перебора и на примере выполнен сравни-
тельный анализ работы алгоритмов формирования контекстов. Исследованные свойства контекстов и
предложенные алгоритмы предназначены для автоматизации работы пользователя при формировании
новых представлений данных.

Ключевые слова: реляционная база данных; контекст; соединение без потерь информации; композици-
онная таблица
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1 Введение

В работах, посвященных OLAP, значительное
внимание уделяется исследованию свойств моде-
лей многомерных представлений данных (гиперку-
бов) [1–3] и операциям их преобразования [2, 4]
с целью получения представления, необходимого
для анализа данных. Особое внимание уделяется
построению иерархий в размерностях [2, 3, 5–7],
что позволяет гарантировать корректность опера-
ций агрегации данных. В работах [3, 5, 7] рассмат-
риваются нормальные формы для многомерных мо-
делей данных, которые позволяют контролировать
значения NULL в иерархиях размерностей. Во
всех перечисленных работах предполагается руч-
ное формирование и анализ корректности размер-
ностей гиперкубов.

В данной работе предлагается исследовать проб-
лему автоматизации формирования размерностей
с использованием свойств исходной реляционной
БД. Это особенно актуально для систем, в которых
не предполагается хранение многомерного пред-
ставления данных целиком (технология MOLAP —
multidimensional OLAP). Кроме того, считается
недопустимым преобразование операционной БД
с целью получения иерархической схемы «звезда»

или «снежинка» (технология ROLAP — relational
OLAP). Отправной точкой служит предположение
о том, что основой аналитической работы пользова-
теля является необходимость формирования новых
гиперкубов из исходного реляционного представ-
ления данных, а не многократное манипулирова-
ние одним и тем же гиперкубом. Новые гиперкубы
нужны при выявлении скрытых закономерностей
в данных и проведения анализа данных, не преду-
смотренного при проектировании складов данных
по технологии MOLAP либо ROLAP.

Рассмотрим содержательную сторону постанов-
ки задачи и обсудим подходы к ее решению. Основ-
ной целью данной работы является повышение
уровня автоматизации работы пользователя при
формировании представления нового гиперкуба с
возможностью его визуализации. Для демонстра-
ции предлагаемых подходов к решению поставлен-
ной задачи рассмотрим пример.

Пример 1. Рассмотрим упрощенный фрагмент схе-
мы БД учебного заведения [8], где подчеркнуты
ключевые атрибуты отношений:

R1 = Студенты (№ студента, № группы,
ФИО студента);

R2 = Список групп (№ группы, Код группы,
№ специальности, № курса);

∗Работа выполнена при поддержке РФФИ (грант № 12-07-00066-а).
1Институт математики им. С. Л. Соболева Сибирского отделения Российской академии наук, szykin@mail.ru
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Таблица 1 Фрагмент расписания занятий

№ курса 2
Код группы M-210 M-220

День недели

Время

начала

занятия

Предмет
ФИО

преподавателя

№

аудитории
Предмет

ФИО

преподавателя

№

аудитории

Понедельник

8-00 Физика Чанышев О. Г. 1-330
9-40 Химия Чигишев О. М. 1-330 История Дергачев А. С. 2-110

11-30 История Дергачев А. С. 1-330 Химия Чигишев О. М. 2-110
13-15 Литература Арутян В. А. 1-330

Вторник
8-00
9-40 Философия Дергачев А. С. 1-330 Философия Дергачев А. С. 1-330

R3 = Предметы (№ предмета, Предмет);
R4 = Преподаватели (№ преподавателя, ФИО

преподавателя);
R5 = Неделя (№ дня недели, День недели);
R6 = Начало занятий (№ занятия, Время начала

занятия);
R7 = Оценки (№ студента, № группы,

№ предмета, Оценка);
R8 = Расписание (№ группы, № дня недели,

№ занятия, № предмета, № преподавателя, № ау-
дитории);

R9 = Специальности (№ специальности, На-
именование специальности);

R10 = Нагрузка (№ специальности, № предме-
та, Количество часов, Контроль успеваемости);

R11 = Аттестация (№ студента, № группы,
№ предмета, Вид аттестации, Балл).

Один из возможных гиперкубов представлен в
табл. 1.

Атрибуты размерностей в табл. 1 представле-
ны жирным шрифтом, атрибуты мер — курсивом,
значения атрибутов — обычным шрифтом.

Другой гиперкуб представлен в табл. 2.
В табл. 1 заданы две размерности: по гори-

зонтали {День недели, Время начала занятий} и
по вертикали {№ курса, Код группы}. К раз-

мерности по вертикали приписаны меры Предмет,
ФИО преподавателя, № аудитории. В табл. 2 име-
ется две вертикальных размерности: {Предмет}, к
которой приписана мера {Оценка}, и размерность
{Предмет, Вид аттестации}, к которой приписа-
на мера {Балл}. В этих размерностях объединены
значения общего атрибута {Предмет}. Горизон-
тальная размерность в табл. 2 {№ студента, ФИО
студента} является общей для обеих вертикальных
размерностей. Кроме того, на значения в табл. 2
навешено логическое ограничение: «Код группы =
= М-220».

Представление данных в табл. 1 и 2 будем назы-
вать композиционной таблицей (композиция верти-
кальных размерностей). Далее общую размерность
будем обозначать символом X . Вертикальные раз-
мерности обозначим Y1, Y2 и т. д.

Предложенная компоновка данных в табл. 1 и 2
является удобной для визуального анализа много-
мерных данных, поскольку все данные распола-
гаются на плоскости, значения мер сопоставлены
размерностям и представление данных не является
разреженным.

Для автоматизации построения композицион-
ной таблицы предлагается следующая последова-
тельность формирования ее представления:

Таблица 2 Фрагмент сводной ведомости

Ограничение: Код группы = М-220.
Предмет Физика Философия Химия

Вид аттестации Реферат Доклад Лаб. раб.
№ студента ФИО студента Балл

Оценка
Балл

Оценка
Балл

Оценка

1 Алексенко С. В. 44 4 46 4
2 Белоусов П. О. 52 5 43 4
3 Бессараб О. П. 40 4 53 5
4 Вяткин М. С. 42 4
5 Драница А. А.
6 Ефимов Е. С. 52 5 52 5
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1. Пользователь из списка атрибутов БД фор-
мирует множества атрибутов: размерности
X,Y1, Y2, . . . , YN и соответствующие им меры
Z1, Z2, . . . , ZN . Мера Z1 соответствует размер-
ностям (X,Y1), мера Z2 соответствует размер-
ностям (X,Y2) и т. д. Естественными являются
ограничения: X ∩ Yi = ∅, (X ∪ Yi) ∩ Zi = ∅,
i = 1, 2, . . . , N . Дополнительным технологи-
ческим ограничением является запрет на ис-
пользование атрибута в качестве меры, если
на него установлено ограничение в логическом
выражении. Основанием для такого ограниче-
ния является возможность наличия значений
размерностей в представлении и отсутствия со-
ответствующих значений мер, хотя они есть в
БД. Это может служить причиной для неверной
интерпретации результатов.

2. Формирование иерархий размерностей для
множеств атрибутов X,Y1, Y2, . . . , YN . Иерар-
хии формируются автоматически по правилам,
рассмотренным в работе [9], и пользователю
предлагается только их модифицировать.

3. По специальному шаблону задаются ло-
гические ограничения на размерности
F0(X), F1(Y1), F2(Y2), . . . , FN (YN ). По умолча-
нию каждая формула есть конъюнкция условий
определенности (IS NOT NULL) для атрибутов
размерности.

4. Формирование контекстов размерностей
C0, C1, . . . , CN (некоторые контексты могут
быть пустыми, а некоторые — псевдоконтек-
стами). Далее будут представлены соответству-
ющие определения и алгоритмы формирования
контекстов.

5. Формирование контекста приложения C и со-
ответствующей реализации таблицы связанных
соединений s. С учетом структуры композици-
онной таблицы очевидно, что логическое огра-
ничение на кортежи из s имеет следующий вид:

F (C) = F0(X)∧(F1(Y1)∨F2(Y2)∨· · ·∨FN (YN )) .

6. Формирование реализаций размерностей
X,Y1, Y2, . . . , YN с сортировкой значений в
соответствии с иерархией. Если контекст раз-
мерности не пуст, то он используется для фор-
мирования, в противном случае реализация
размерности является проекцией s.

7. Формирование реализации (представления)
композиционной таблицы (заполнение значе-
ний мер на соответствующих местах таблицы).

Пользователь вручную выполняет шаги 1 и 3
и осуществляет выбор предложенных вариантов в

шагах 2, 4 и 5. Все остальные операции выполня-
ются автоматически.

Заметим, что в предложенной последователь-
ности шагов формирования композиционной таб-
лицы исключается необходимость каким-либо
образом модифицировать исходную операционную
БД, что делает возможным реализовать все принци-
пы проектирования БД [10, 11], в том числе самый
важный — принцип независимости данных.

В работах, посвященных построению гиперку-
бического представления данных, в качестве про-
межуточных моделей используются SQL-таблицы.
Интерфейс между БД и хранилищем данных про-
граммируется. Предлагаемый в данной работе под-
ход исключает затраты на программирование.

В предлагаемой статье рассмотрена общая по-
становка задачи, включающая шаги от построения
схемы композиционной таблицы до ее реализации.
Особое внимание уделено правилам и алгоритмам
формирования контекстов.

2 Контекст

2.1 Определения

Пусть ℜ = {R1, R2, . . . , Rk} — реляционная
БД, определенная на множестве атрибутов U =
= {A1, A2, . . . , An}, где Ri — отношение, [Ri] —
схема отношения (подмножество атрибутов, на
которых определено отношение Ri). Рассмотрим
базовые зависимости, используемые при проекти-
ровании схемы БД [10–12]. Пусть DEP — мно-
жество зависимостей (функциональных, много-
значных, включения, соединения), определенных
на множестве атрибутов U и множестве отноше-
ний ℜ. Пусть R — отношение, определенное на
множестве атрибутов U (универсальное реляцион-
ное отношение).

Следующие четыре определения являются ком-
понентами традиционной теории БД.

Определение 2.1 (ФЗ). Пусть X и Y — некоторые
подмножества из множества атрибутовU . Будем го-
ворить, чтоX функционально определяет Y : X →
→ Y , если в любой реализации R не могут присут-
ствовать два кортежа t, u ∈ R, такие что t[X ] = u[X ]
и t[Y ] 6= u[Y ].

Пусть заданы множества атрибутов X ⊆ U ,
Y ⊆ U и X ∩ Y = ∅, Z = R\(X ∪ Y ).

Определение 2.2 (МЗ). МножествоX мультиопреде-
ляет множество Y в контексте Z : X → Y (Z) (мно-
гозначная зависимость), когда выполнено условие,
что если для произвольной реализацииR существу-
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ет два кортежа t1, t2 ∈ R таких, что t1[X ] = t2[X ], то
существует кортеж t3, для которого

t3[X ] = t1[X ] ; t3[Y ] = t1[Y ] ; t3[Z] = t2[Z] ,

и в силу симметрии существует кортеж t4:

t4[X ] = t1[X ] ; t4[Y ] = t2[Y ] ; t4[Z] = t1[Z] .

Определение 2.3 (ЗС). Отношение R(V1, V2, . . . , Vp)
удовлетворяет зависимости соединения на множе-
ствах атрибутов V1, V2, . . . , Vp тогда и только тогда,
когдаR удовлетворяет свойству соединения без по-
терь информации (СБПИ):

R = R[V1] ⊲⊳ R[V2] ⊲⊳ · · · ⊲⊳ R[Vp] ,
где ⊲⊳ — операция естественного соединения;
R[Vi]— операция проекции отношения R по атри-
бутам Vi [10].

Заметим, что многозначная зависимость явля-
ется частным случаем зависимости соединения,
а функциональная зависимость является частным
случаем многозначной зависимости [10, 11].

Формальным основанием для установления свя-
зей на схеме БД являются зависимости включе-
ния [12].

Определение 2.4 (ЗВ). Пусть Ri[A1, . . . , Am] и
Rj [B1, . . . , Bp]— схемы отношений (не обязательно
различные), V ⊆ {A1, . . . , Am} иW ⊆ {B1, . . . , Bp},
|V | = |W |. Тогда между отношениями Ri и Rj су-
ществует зависимость включения по атрибутам V
и W соответственно, если Ri[V ] ⊆ Rj [W ], где |V | —
мощность множества V .

Если выполнено условие V = W , то такой вид
ЗВ называется типизированным (typed) [13, 14].
Это дополнительное ограничение вполне согласу-
ется с общепринятым свойством связей на схеме
БД: связи отражают количественное соотнесение
кортежей в отношениях и не обладают какой-либо
семантикой. Необходимость связывания различ-
ных по смыслу атрибутов, скорее всего, является
признаком потери какой-либо ФЗ для связываемых
атрибутов.

В традиционной теории БД рассматривается
свойство сохраненных зависимостей при декомпо-
зиции отношений [1]. Однако добиться реализации
этого свойства на практике не всегда удается. Вве-
дем усиленный вариант этого свойства. Пусть C =
= {R∗

1, R
∗
2, . . . , R

∗
m} — произвольное подмножество

отношений реляционной БД.

Определение 2.5. Зависимость depj ∈ DEP будем
считать реализованной на C, когда операция до-
полнения, удаления или модификации кортежа в
произвольном отношении R∗

i ∈ C будет заблоки-
рована организационно-техническими средствами,
если при этом нарушается зависимость depj .

Под организационными средствами подразуме-
вается способ проектирования схемы БД с ука-
занием ограничений целостности на данные, под
техническими средствами — возможности системы
управления базами данных (СУБД) по поддержке
этих ограничений целостности.

Совокупность отношений, по которым стро-
ится гиперкуб, должна удовлетворять свойству
СБПИ [15], поскольку лишние кортежи в про-
межуточном представлении данных дают лишние
значения в рабочей области гиперкуба. Для реа-
лизации этого свойства будем применять понятие
контекста, которое впервые было использовано в
работе [16].

Определение 2.6. МножествоC будем называть кон-
текстом, если оно удовлетворяет свойству СБПИ на
зависимостях DEP, реализованных в C.

Замечание. В основе контекста лежит операция
естественного соединения, которая собирает из
различных отношений БД связанные друг с другом
по значению данные. Затем эти данные (кортежи)
участвуют в формировании новых структур, есте-
ственным образом дополняя и ограничивая друг
друга, что делает уместным использование терми-
на «контекст» для совокупности таких значений.
Проверка свойства СБПИ осуществляется по алго-
ритму, представленному в [10].

2.2 Формирование контекста

Первоначальный выбор размерностей и мер ги-
перкуба предлагается сделать в расширенном ви-
де: Ri, Aj, где Ri — наименование отношения
из исходной реляционной БД и Aj — наимено-
вание атрибута в этом отношении. Таким обра-
зом, будет задано начальное множество отношений
R0 = {R01, R02, . . . , R0q}, участвующее в обязатель-
ном порядке в формируемом контексте, так как
контекст далее используется в качестве основы для
формирования размерностей и всего многомерного
представления данных. Дальнейшая задача состоит
в дополнении R0 отношениями из ℜ, чтобы ре-
зультирующее множество удовлетворяло свойству
СБПИ на реализованных зависимостях, т. е. явля-
лось контекстом. В общем случае таких вариан-
тов дополнения существует несколько. Каждый
из вариантов (контекстов) имеет свою смысловую
нагрузку, поэтому окончательный выбор контек-
ста может выполнить только пользователь. Задача
алгоритма заключается в последовательной генера-
ции контекстов без зацикливания. Для сокращения
числа перебираемых вариантов при формировании
контекстов, ближайших к множеству R0, предлага-
ется сделать этот перебор направленным.
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Сформулируем критерии, которые позволят
сделать перебор отношений направленным.

1. Замыкание первичного ключа нового отноше-
ния Ri совпадает со всем множеством атри-
бутов в выбранных отношениях. По теоре-
ме 5.8 [10] полученное множество отношений
обладает свойством СБПИ, что исключает не-
обходимость проверки этого свойства по ал-
горитму. В этом случае достаточно построить
замыкание первичного ключа Ri. Такое отно-
шение получает приоритет 3.

2. Для отношения Ri выполнено условие суще-
ствования связи, соответствующей ЗВ Ri[X ] ⊆
⊆ Rj [X ] с уже выбранными отношениями Rj,
где множество атрибутов X является первич-
ным ключом отношения Rj . Отношение Ri
является «связующим» и позволяет объединить
несколько несвязанных отношений в иерар-
хию. Однако это условие не гарантирует вы-
полнения свойства СБПИ, и его надо проверять
отдельно. Отношение Ri получает приоритет 2.

3. Дополняемое отношение Ri должно иметь не-
пустое пересечение с уже выбранными отно-
шениями. В работе [16] показано, что это
условие является необходимым для выполне-
ния свойства СБПИ, если в DEP отсутствует ре-
ализованная декомпозицией (теорема Фейджи-
на) многозначная зависимость с пустой левой
частью. Такое отношение получает приоритет 1.
Остальные отношения получают приоритет 0.

4. Формируемый контекст не должен содержать
лишних отношений, наличие которых обуслов-
лено только порядком присоединения отноше-
ний к контексту в алгоритме.

Перечисленные критерии увеличивают вероят-
ность более быстрого достижения результата.

Введем обозначения. Пусть R1 = {R11, R12, . . .
. . . , R1p} — множество отношений, не входящих в
исходное множество R0: R1 = ℜ\R0.

Рассмотрим схему алгоритма, удовлетворяюще-
го сформулированным критериям (алгоритм на-

правленного перебора).

1. Подсчет весов для отношенийR1 и их упорядо-
чение по убыванию весов.

2. Формируются сочетания без повторений из от-
ношений R1, сначала по одному, затем по два
и т. д. Сочетания начинаются с наименьших
значений и далее последовательно увеличи-
ваются, например сочетания по два элемен-
та: (1, 2), (1, 3), . . . , (2, 3),. . . Текущее сочетание
отношений совместно с R0 проверяется на вы-
полнение свойства СБПИ. Если свойство вы-

полнено, то полученное сочетание дополняет
множество контекстов.

3. В процессе выполнения алгоритма пользовате-
лю предлагается выбрать нужный контекст.

Замечание. Такая схема алгоритма на ближайших
итерациях находит дополнительные отношения, с
наибольшей вероятностью образующие наимень-
ший контекст с исходным множеством отноше-
ний R0.

В табл. 1 размерности Y1 соответствует контекст
C1 = {R2} (C0 = {R5, R6} для размерностиX явля-
ется псевдоконтекстом), контекст приложенияC =
= {R2, R3, R4, R5, R6, R8}. В табл. 2 размерности X
соответствует контекст C0 = {R1, R2} (отноше-
ние R2 дополнено в контекст за счет логического
ограничения). Размерности Y1 соответствует кон-
текст C1 = {R2, R3, R9, R10}. В этом контексте
пользователь определил, что ему требуется только
список предметов из учебной нагрузки по специ-
альности, а не все предметы из отношения R3.
По аналогичным рассуждениям размерности Y2 со-
ответствует контекст C2 = {R2, R3, R9, R10, R11}.
Оба контекста удовлетворяют свойству СБПИ с
учетом многозначной зависимости: «№ специаль-
ности» → «№ группы» («№ предмета»). Поскольку
в обеих размерностях присутствует отношение R2,
то для них используется логическое ограничение,
указанное в заголовке таблицы. Контекст прило-
жения в табл. 2: C = {R1, R2, R3, R7, R9, R10, R11}.

3 Реализация контекста

В качестве реализации контекста будем исполь-
зовать представление данных в виде таблицы свя-
занных соединений, являющейся частным случаем
модели «таблица соединений» [17]. Совокупность
свойств этой таблицы, которые будут рассмотрены
ниже, позволяет получить необходимое представ-
ление для формирования многомерных представ-
лений данных.

Рассмотрим преобразование представления ре-
ляционной БД: ℜ = {R1, R2, . . . , Rk} в таблицу свя-
занных соединений (S, l), гдеS— схема, определен-
ная на множестве атрибутов U = {A1, A2, . . . , An},
l — вектор вхождения кортежей отношений дли-
ныk. Определим принцип формирования кортежей
t ∈ s, где s— реализация (множество кортежей) схе-
мы отношения S. Рассмотрим все возможные со-
четания без повторений отношений R1, R2, . . . , Rk,
удовлетворяющие свойству СБПИ. Пусть множе-
ство отношений C′ = {Rm(1), Rm(2), . . . , Rm(p)} —
контекст, где m(p) — целочисленный массив из p
номеров отношений текущего сочетания, и c′ — его
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реализация, ограниченная операцией селекции σF
с логической формулой F :

c′ = σF (Rm(1) ⊲⊳ Rm(2) ⊲⊳ · · · ⊲⊳ Rm(p)) .

Для каждого кортежа u ∈ c′ формируем кор-
теж t по следующим правилам: t[Aj ] = u[Aj ], ес-
ли атрибут Aj принадлежит хотя бы одному отно-
шению соединения, и t[Aj ] = emp в противном
случае, где emp — пустое значение. Каждому корте-
жу поставим в соответствие битовый вектор l(t) =
= (l1(t), l2(t), . . . , lk(t)), где lj(t) = 1, если отноше-
ние Rj участвует в текущем соединении, и lj(t) = 0
в противном случае.

Рассмотрим отношение частичного порядка над
кортежами t ∈ s.

Определение 3.1. Кортеж t ∈ s является менее
определенным или равным кортежу t′ ∈ s, когда
для любого атрибута Ai выполнено условие: если
t[Ai] 6= t′[Ai], то t[Ai] = emp и lj(t

′) ≥ lj(t), j =
= 1, . . . , k, причем t[Ai] = t

′[Ai], если Ai принимает
значение NULL в обоих кортежах. В этом случае
назовем кортеж t подчиненным кортежу t′ и будем
писать t ≺ t′.

В представлении s достаточно хранить только
кортеж t′, который содержит в себе все менее опре-
деленные либо равные кортежи. Следовательно,
завершающим этапом построения представления s
является удаление в нем всех подчиненных корте-
жей. Равенство неопределенных значений в опре-
делении 3.1 позволяет избавиться от подчиненных
кортежей t, которые получены из тех же кортежей
БД, что и t′. Отличие значений NULL и emp в том,
что первое указывает на неопределенное значение
атрибута, а второе — на отсутствие соответству-
ющего кортежа в текущем соединении. Очевидно,
что отношение ≺ является транзитивным.

Реализации контекстов для рассмотренного
примера 1 являются громоздкими, поэтому рас-
смотрим самую простую из них: C0 = {R1, R2} для
табл. 2 (см. табл. 3).

Пусть X(J) = ([Rj(1)] ∪ [Rj(2)] ∪ · · · ∪ [Rj(m)]),
где J = (j(1), j(2), . . . , j(m)), и [Rj(i)]— множество

атрибутов отношения Rj(i). Определим операцию
проекции на множестве s.

Определение 3.2. Проекция πX(J)(s) есть совокуп-
ность кортежей u[X(J)], определенных на множе-
стве атрибутовX(J), где для каждого u[X(J)] суще-
ствует кортеж t ∈ s такой, что u[X(J)] = t[X(J)] и
lj(i)(t) = 1, i = 1, 2, . . . ,m.

Логическое ограничение F (t) будем представ-
лять в виде дизъюнктивной нормальной формы,
что удобно реализовать в пользовательском интер-
фейсе в виде шаблонов

F = F1 ∨ F2 ∨ · · · ∨ Fm ,
где каждая элементарная формула является конъ-
юнкцией предикатов сравнения языка SQL:

Fi = Fi,1 ∧ Fi,2 ∧ · · · ∧ Fi,p ,
где Fi,j = [NOT]Aq—〈выражение〉, 〈выражение〉 —
константа либо атрибут As, — — операция срав-
нения, [NOT] — необязательный параметр. Если
какой-либо предикат Fi,j не определен на корте-
же t (атрибуты Aq и/или As имеют значение emp
или NULL), то Fi,j заменяется значением TRUE
независимо от операции —. Такая подстановка по-
зволяет оставить в s кортежи, для которых пока
не определены некоторые атрибуты или отсутству-
ют связанные по значениям кортежи в других от-
ношениях, что также является предметом анализа
информации с использованием композиционной
таблицы. Формула F после подстановки будет при-
нимать только два значения: TRUE и FALSE.

Реализация этого свойства требует определен-
ной последовательности формирования s. Если его
формировать сверху вниз (начиная с соединения
всех отношений контекста, затем подмножеств от-
ношений и т. д. до одиночных отношений) и сразу
отфильтровывать кортежи, используя формулу F ,
то в s останутся кортежи, подчиненные удаленным
кортежам на предыдущих итерациях. Корректное
формирование таблицы s достигается в следующем
алгоритме.

А1: Вход:C = {R1, R2, . . . .., Rk}— контекст, DEP —
реализованные зависимости, ℜ — БД.

Таблица 3 Пример реализации контекста

№ студента № группы ФИО студента Код группы № специальности № курса l1 l2

1 2 Алексенко С. В. М-220 5 2 1 1
2 2 Белоусов П. О. М-220 5 2 1 1
3 2 Бессараб О. П. М-220 5 2 1 1
4 2 Вяткин М. С. М-220 5 2 1 1
5 2 Драница А. А. М-220 5 2 1 1
6 2 Ефимов Е. С. М-220 5 2 1 1
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Выход: s — таблица связанных соединений.
s = ∅

for i = k to 1 step −1
m = (0, 0, . . . , 0)
do while Comb (i, k,m)
if Llj (C,m,DEP) then
r = Rm(1) ⊲⊳ Rm(2) ⊲⊳ · · · ⊲⊳ Rm(i)
s′′ = Transfor(r)
s = s ∪ s′′

endif
enddo

endfor
for each ti in s

for each tj in s
if ti 6= tj then
if ti ≺ tj then s = s− ti
if tj ≺ ti then s = s− tj

endif
endfor

endfor
s = σF (s)

где Comb (i, k,m) — сочетания без повторений из
k элементов по i, результат помещается в масси-
ве m, функция принимает значение FALSE, если
текущий набор сочетаний исчерпан, в противном
случае — TRUE; Llj (C,m,DEP) — проверка свой-
ства СБПИ для отношений с ненулевыми номерами
в массиве m, Transfor(r) — преобразование соеди-
нения в таблицу связанных соединений.

Размер s перед фильтрацией может оказаться
огромным, поэтому предлагается последователь-
ность формирования s снизу вверх. Сначала про-
сматриваются одиночные отношения контекста, из
их кортежей формируются кортежи s с фильтраци-
ей по формуле F . Затем просматриваются соедине-
ния пар отношений контекста, удовлетворяющие
свойству СБПИ. Сформированные новые кортежи
в s сначала используются для удаления подчинен-
ных кортежей, а затем подвергаются фильтрации.
Далее по аналогичным правилам просматривают-
ся соединения трех отношений контекста и т. д. до
соединения всех отношений контекста.

Формализуем эти рассуждения в виде алго-
ритма.

А2: Вход:C = {R1, R2, . . . .., Rk}— контекст, DEP —
реализованные зависимости, ℜ — БД.
Выход: s′ — таблица связанных соединений.
s′ = ∅

for i = 1 to k
m = (0, 0, . . . , 0)
do while Comb (i, k,m)
if Llj (C,m,DEP) then
r = Rm(1) ⊲⊳ Rm(2) ⊲⊳ · · · ⊲⊳ Rm(i)
s′′ = Transfor(r)

for each ti in s′

for each tj in s′′

if ti ≺ tj then s′ = s′ − ti
endfor

endfor
s′ = s′ ∪ σF (s′′)

endif
enddo

endfor

Алгоритмы вычисления s и s′ совпадают по
количеству вновь генерируемых кортежей, т. е. до
места, где выполнена операция Transfor(r). Одна-
ко размер s′ в процессе формирования меньше s
и, как следствие, количество сравнений кортежей
также меньше. Это достигается за счет фильтрации
ненужных кортежей в процессе формирования s′ и
за счет выбранной последовательности формирова-
ния промежуточных соединений. Можно получить
оценки для количества кортежей и операций в обо-
их алгоритмах в предположении о распределениях
атрибутов, как это сделано в работе [18] для таб-
лицы соединений. Однако формулы для оценок
будут громоздкими, хотя очевидно, что алгоритм
формирования для s′ является более экономичным
по памяти и по числу операций. Осталось показать
следующее.

Теорема 3.1. s = s′.
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть t ∈ s и t 6= s′. Следова-
тельно, существует кортеж t′ ∈ s′: t ≺ t′, а по пред-
положению t 6= t′. Поскольку sи s′ формируются из
совпадающих наборов соединений, то существует
кортеж t′′ ∈ s: t′ ≺ t′′. Учитывая транзитивность
операции ≺, имеем t ≺ t′′. Следовательно, кортеж t
должен быть удален из s: s′ ⊆ s. В алгоритме A2 не
проверяется подчиненность кортежей внутри од-
ного соединения s′′. В этом случае подчиненными
могут быть только совпадающие кортежи. С одной
стороны, это не нарушает соотношения s′ ⊆ s, с
другой — совпадающие кортежи могут появиться
в s′′, только если в каком-либо отношении Rm(j)
есть совпадающие кортежи, что недопустимо для
реляционной БД.

Пусть t ∈ s′ и t 6∈ s. Следовательно, существует
кортеж t′ ∈ s: t ≺ t′, а t 6= t′. По построению
кортеж t′ на некоторой итерации должен появиться
в s′′ алгоритма А2. Кортежи t и t′ принадлежат
следующим соединениям: t ∈ Rm(1) ⊲⊳ Rm(2) ⊲⊳ · · ·
· · · ⊲⊳ Rm(j), t′ ∈ Rq(1) ⊲⊳ Rq(2) ⊲⊳ · · · ⊲⊳ Rq(i).
По определению операции ≺ для множеств
индексов выполнено: {m(1),m(2), . . . ,m(j)} ⊆
⊆ {m(1),m(2), . . . ,m(j)}. Это означает, что кор-
теж t′ появится в s′′ (алгоритм А2) позднее, чем t
в s′, и t будет удален из s′. Следовательно, s ⊆ s′.
Теорема доказана.
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Основываясь на способе формирования табли-
цы s, сформулируем ее важные свойства.

Теорема 3.2. Для любого множества отношенийR∗ =
= {R∗

1, R
∗
2, . . . , R

∗
q} ⊆ C′, удовлетворяющего свой-

ству СБПИ, где C′ = {Rm(1), Rm(2), . . . , Rm(p)} —

контекст, выполнено:

πR∗(s) = σF (R
∗
1 ⊲⊳ R

∗
2 ⊲⊳ · · · ⊲⊳ R∗

q) .

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть кортеж t ∈ σF (R
∗
1 ⊲⊳

⊲⊳ R∗
2 ⊲⊳ · · · ⊲⊳ R∗

q). Покажем, что этот кортеж
принадлежит πR∗(s). По определению операции
селекции F (t) = TRUE. Поскольку R∗ ⊆ C′, то
сочетание, состоящее из всех отношенийR∗, также
будет участвовать в формировании s с теми же огра-
ничениями, задаваемыми формулой F . Кортеж t
может быть удален из s, если существует кортеж
t′ ∈ s: t ≺ t′. В этом случае возможны два варианта:

(1) F (t′) = FALSE;

(2) F (t′) = TRUE.

В первом варианте кортеж t′ будет удален из s до
реализации σF (R∗

1 ⊲⊳ R
∗
2 ⊲⊳ · · · ⊲⊳ R∗

q) при формиро-
вании s и не сможет воспрепятствовать появлению
кортежа t в s. Во втором варианте кортеж t′ останет-
ся в s, а кортеж t будет удален. Однако по правилу
получения проекции πR∗(t

′) = t, что доказывает
соотношение πR∗(s) ⊇ σF (R

∗
1 ⊲⊳ R

∗
2 ⊲⊳ · · · ⊲⊳ R∗

q).
Докажем включение в обратную сторону. Пусть

t ∈ πR∗(s). По правилу построения проекции су-
ществует кортеж u ∈ s такой, что u определен для
всех отношений множества R∗ и по построению
представления s выполнено F (u) = TRUE. По-
скольку u определен для всех отношений R∗, то
каждое отношение R∗

i ∈ R∗ содержит кортеж ui =
= u[R∗

i ] = t[R
∗
i ]. По правилу выполнения операции

естественного соединения из совокупности корте-
жей ui будет сформирован кортеж t, который при-
надлежит R∗

1 ⊲⊳ R
∗
2 ⊲⊳ · · · ⊲⊳ R∗

q . Поскольку F (u) =
= TRUE, то по правилу вычисления F (t) получим
F (t) = TRUE. Следовательно, кортеж t принадле-
жит σF (R∗

1 ⊲⊳ R
∗
2 ⊲⊳ · · · ⊲⊳ R∗

q). Теорема доказана.

Теорема 3.3. Представление s всегда существует и

единственно для любой схемы реляционной БД.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Существование s следует из
его построения. Для доказательства единствен-
ности предположим, что существует s′ 6= s. Заме-
тим, что таблицы s и s′ сформированы для одного
состояния БД, по одинаковым сочетаниям отноше-
ний и с одинаковым ограничениемF . В этом случае
возможны два варианта:

(1) существует кортеж t ∈ s и t /∈ s′;

(2) существует кортеж t′ ∈ s′ и t′ /∈ s.

Рассмотрим первый вариант. Для того чтобы
кортеж t отсутствовал в s′, необходимо, чтобы су-
ществовал кортеж t1 ∈ s такой, что t ≺ t1. По-
скольку t 6= t1, то t1 сформирован по большему
количеству отношений, чем t. Если кортеж t1 есть
в s, то в s не должно быть кортежа t. Пусть t1 отсут-
ствует в s, тогда должен существовать кортеж t2 ∈ s,
для которого выполнено t1 ≺ t2. С учетом свойства
транзитивности отношения ≺ получим, что t ≺ t2 и
кортеж t должен быть удален из s.

Аналогичные рассуждения могут быть приведе-
ны и для второго варианта. Полученное противо-
речие доказывает единственность представления s.
Теорема доказана.

Рассмотрим дополнительное обоснование вы-
бора контекстов для реализации размерностей в
виде таблицы связанных соединений. Кроме отоб-
ражения частично заполненных данных в раз-
мерности таблицы можно ограничить присутствие
только тех данных, которые связаны с другими объ-
ектами БД. Например, при формировании сводной
ведомости по специальности в учебном заведении
к размерности «Предметы» можно дополнить отно-
шение «Учебный план». Тогда в размерности будут
отображены только те предметы, которые есть в
учебном плане, а не весь список предметов учебно-
го заведения, причем, если по какому-либо предме-
ту из учебного плана оценки пока отсутствуют, он
все равно будет отображен в размерности таблицы.
Такие свойства размерностей не предусмотрены во
всех известных моделях многомерных данных.

Определение 3.3. Псевдоконтекстом Ci назы-
вается множество отношений, для которых не
гарантируется выполнение свойства СБПИ. Реа-
лизацией размерности, соответствующей псевдо-
контексту, является соединение отношений Ci.
Ограничения на такую размерность задаются толь-
ко на атрибутах уже выбранных отношений.

Псевдоконтексты соответствуют размерностям,
в которых требуются все допустимые комбинации
значений атрибутов. Например, значения атри-
бутов «День недели» и «Время начала занятия» в
табл. 1 должны быть сопоставлены каждый каж-
дому.

Определение 3.4. Контекст Ci называется пустым,
если его реализация формируется в виде проекции
от существующего контекста.

Такие контексты соответствуют размерностям,
в которых присутствуют только те значения атри-
бутов, которым сопоставлено непустое множество
значений меры. Заметим, что аналогичный ре-
зультат дают все известные продукты технологии
ROLAP.
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После того как сформированы контексты и
псевдоконтексты размерностей и общий контекст
приложения, задача построения композиционной
таблицы может быть решена с использованием ал-
горитма, рассмотренного в работе [19]. Основная
идея алгоритма заключается в раздельном форми-
ровании размерностей с установлением иерархий и
общей таблицы приложения. Затем значениям раз-
мерностей сопоставляются значения меры, и те и
другие первоначально должны находиться в одном
кортеже общей таблицы приложения.

4 Сравнительный анализ
алгоритмов формирования
контекстов

В работе [20] рассмотрен метод форми-
рования контекстов по множествам атрибутов
X,Y1, Y2, . . . , YN , Z1, Z2, . . . , ZN , задающих размер-
ности и меры композиционной таблицы, причем
множества атрибутов задаются без указания от-
ношений, которым они принадлежат (без рас-
ширения). Автором этого метода П. Г. Редреевым
разработаны два алгоритма. Кроме формирова-
ния собственно контекстов в алгоритмах для каж-
дого контекста требуется еще определить началь-
ное множество отношений исходной БД, в которых
присутствуют атрибуты размерностей и мер.

Первый алгоритм автором назван алгоритмом

полного перебора, второй — эвристическим алгорит-

мом. Схема функционирования первого алгорит-
ма понятна из его названия, во втором алгоритме
к исходному множеству отношений дополняются
только те отношения, которые имеют связи с ис-
ходным множеством. Сравнительный анализ этих
двух алгоритмов выполнен Редреевым для схемы БД
примера 1, ограниченной отношениями R1–R8.

Для каждого алгоритма подсчитано число итера-
ций, выполненных для нахождения минимального
контекста при заданном множестве атрибутов.

Пример 2. Пусть для пользовательского прило-
жения «Предметы» заданы следующие множества
атрибутов композиционной таблицы:

X = {№ дня недели, День недели};
Y = {Код группы};
Z = {Предмет}.
Минимальным контекстом для данного набора

атрибутов является следующее множество отноше-
ний: {R2, R3, R5, R8}. В алгоритме полного пере-
бора по заданному набору атрибутов будет сфор-
мировано 2 начальных множества. В результате
работы алгоритма полного перебора минимальный
контекст найден за 2 итерации.

Для тех же начальных данных в работе эвристи-
ческого алгоритма минимальный контекст будет
найден за 1 итерацию.

Пример 3. Пусть для пользовательского прило-
жения «Предметы» заданы следующие множества
атрибутов композиционной таблицы:

X = {№ дня недели};
Y = {№ группы};
Z = {№ предмета}.
Минимальным контекстом для данного набора

атрибутов является аналогичное множество отно-
шений {R2, R3, R5, R8}.

В результате работы алгоритма полного перебо-
ра будет сформировано 24 начальных множества.
Минимальный контекст при этом будет найден за
71 итерацию.

Для тех же начальных данных в работе эвристи-
ческого алгоритма минимальный контекст будет
найден за 2 итерации.

Рассмотрим работу алгоритма направленного
перебора для рассмотренных примеров. Начальное
множество отношений будет сформировано поль-
зователем: {R2, R3, R5}. Далее для обоих примеров
будут присвоены веса отношениям, которые не во-
шли в начальное множество: R8 — 3, R1 — 2, R7 —
2, R4 — 0, R6 — 0. Необходимый минимальный
контекст будет найден на первой итерации для обо-
их примеров без проверки свойства СБПИ, так как
замыкание первичного ключа отношенияR8 содер-
жит все атрибуты отношений контекста.

5 Заключение
Рассмотренный в данной работе подход к фор-

мированию представлений данных является разви-
тием технологии OLAP. Он ориентирован на работу
аналитика, где не требуется быстрая (за доли се-
кунд) реакция системы на запросы, поскольку в
большинстве случаев аналитик должен вдумчиво
выполнять различные виды анализа над различны-
ми представлениями данных с участием ИТ-специ-
алиста. Основным методологическим принципом
в данной работе является то, что операционная ба-
за данных должна удовлетворять принципам неза-
висимости, неизбыточности, непротиворечивости
и т. д. Эта БД является ядром приложений для
множества пользователей, а не только для отдельно
взятого аналитика.

Сравнительный анализ алгоритмов формирова-
ния контекстов показал, что направленный перебор
имеет преимущество перед алгоритмом полного пе-
ребора, хотя и содержит незначительные дополни-
тельные расходы, связанные с определением весов
отношений и упорядочением этих отношений. Это
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преимущество обусловлено тем, что выбор отноше-
ний вместе с атрибутами на начальном этапе суще-
ственно уточняет семантику приложения и сокра-
щает число допустимых вариантов. Эвристический
алгоритм может не найти существующий контекст,
так как отсутствие непосредственных связей между
отношениями не гарантирует отсутствие свойства
СБПИ. Направленный перебор рассмотрит все ва-
рианты сочетания отношений и последовательно
вычислит все существующие контексты аналогич-
но алгоритму полного перебора. Следовательно,
направленный перебор предпочтителен при дина-
мическом формировании контекстов.
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Abstract: The technology of dynamic formation of data presentation is sugessted. This technology is the
development of online analytical processing. Data source is a relational database with any scheme (not necessarily
hierarchical). Target data presentation is a composite table which allows to present multivariate data on a plane.
This table assumes separate formation of dimensions with the following juxtaposition of measures to dimensions
in the table. The foundation of data presentation is a table of connected joins, which satisfies contextual and logic
restrictions. The algorithms used to form such tables are suggested and their properties are investigated. Special
attention is given to contexts which are used to form tables of connected joins. The algorithm of directed search for
creation of contexts is proposed and comparative analysis of algorithms of contexts formation is performed on an
example. The investigated properties of contexts and the offered algorithms are intended to automate user work to
form new data presentations.
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ИНТЕГРАЛЬНОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ЯЗЫКОВЫХ СТРУКТУР

В ЛИНГВИСТИЧЕСКИХ ПРОЦЕССОРАХ СИСТЕМ ОБРАБОТКИ

ЗНАНИЙ И МАШИННОГО ПЕРЕВОДА∗

Е. Б. Козеренко1

Аннотация: Данная статья посвящена проблемам исследования и интегрального моделирования ког-
нитивно-лингвистических представлений языковых структур и механизмов разрешения синтаксической
неоднозначности в процессе создания лингвистических процессоров интеллектуальных систем обработки
знаний и машинного перевода. Методика представления языковых структур и разрешения их неоднознач-
ности построена на основе логико-лингвистических правил и векторных пространств. Проведено срав-
нительное исследование методов классификации применительно к лингвистическим задачам; выработан
эффективный метод отображения вектора естественно-языковых структур в расширенное пространство
признаков для классификации новых языковых объектов и структур; сформирована фокусная выборка
параллельных текстов деловых и научных документов на русском, английском и французском языках по
различным отраслям науки и техники; сформирована расширенная система новых категорий, повыша-
ющая изобразительные возможности исходного варианта унификационно-порождающей грамматики;
выработаны пути развития базовых представлений на основе аппарата расширенных семантических сетей
и метод применения векторных пространств, обеспечивающих разрешение неоднозначности ключевых
языковых структур в процессе синтаксического анализа текста для извлечения знаний и машинного
перевода. Разработан грамматический формализм и алгоритмические представления парсера, в котором
учитываются реальные трудности перевода, такие как языковые трансформации.

Ключевые слова: параллельные тексты; векторные пространства; синтаксис; семантика; фразовые
структуры; гибридные модели; машинный перевод
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1 Введение

В данной работе рассматривается проблема
создания целостной математико-лингвистической
модели языковых структур для лингвистических
процессоров информационных систем на основе
синергетического подхода, в котором применяют-
ся лингвистические знания, логико-семантические
представления, статистические методы и механиз-
мы машинного обучения для извлечения новых
грамматических правил из текстовых корпусов и
разрешения неоднозначности. Для формализации
лингвистических знаний используется когнитив-
ная трансферная грамматика (КГТ) [1, 2], учитыва-
ющая многовариантность и неоднозначность язы-
ковых структур, языковую синонимию, включая
семантические соответствия на различных языко-
вых уровнях и их вероятностные характеристики.
Проведены эксперименты с грамматикой катего-
риального типа [3].

Методика построения интегрированной ког-
нитивно-лингвистической модели представления
языковых структур и разрешения их неоднознач-

ности основана на сочетании логико-лингвистиче-
ских правил и векторных пространств семантичесих
характеристик фразовых структур, отражающих ка-
тегориально-функциональные значения. Для этого
было сделано следующее:

– проведено сравнительное исследование мето-
дов классификации применительно к лингви-
стическим задачам;

– выработан эффективный метод отображения
вектора естественно-языковых структур в рас-
ширенное пространство признаков для класси-
фикации новых языковых объектов и структур;

– сформирована фокусная выборка параллель-
ных текстов деловых и научных документов на
русском, английском и французском языках по
различным отраслям науки и техники;

– сформирована расширенная система новых
категорий для повышения изобразительных
возможностей исходного варианта унификаци-
онно-порождающей грамматики;

– выработаны пути расширения базовых пред-
ставлений на основе аппарата расширенных
семантических сетей [4] и результатов приме-
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нения метода векторных пространств, направ-
ленного на разрешение неоднозначности язы-
ковых структур для синтаксического разбора
при распознавании текста в процессе извлече-
ния знаний и машинного перевода.

Особое внимание в представленных исследо-
ваниях уделяется явлениям синтаксической неод-
нозначности, вызывающим основные затруднения
при создании систем обработки естественного язы-
ка, созданию оптимальных методик разрешения
неоднозначности на основе статистического подхо-
да и семантического выравнивания параллельных
текстовых корпусов. Целью исследований являет-
ся построение эффективных методов структурно-
го анализа и компьютерного моделирования пол-
нотекстовых научных и патентных документов, а
также документов деловой сферы коммуникации,
таких как финансы и управление. Разработана
теоретическая концепция и алгоритмы автоматиче-
ского выравнивания параллельных текстов для по-
полнения многоязычных фразеологических слова-
рей и развития грамматических компонент систем
машинного перевода и обработки знаний. Основ-
ной результат исследований — модель лингвисти-
ческой составляющей интеллектуальных инфор-
мационных систем, работающих в многоязычном
пространстве для поиска информации, обеспече-
ния оптимальных аналитических и управленческих
решений.

Сформирована инструментальная среда ис-
следования параллельных текстов и подготов-
ки синтактико-семантических представлений для
проектирования лингвистических процессоров
интеллектуальных систем. Результаты исследова-
ний применяются в логико-семантических и стати-
стических процедурах обработки слабоструктури-
рованной текстовой информации, при разработке
технологии и инструментальных средств постро-
ения лингвистических компонент интеллектуаль-
ных систем и систем машинного перевода.

2 Моделирование динамического
аспекта языковых
преобразований

Процедуры анализа и синтеза естественно-язы-
ковых высказываний отражают динамический ха-
рактер языка как деятельности; соответственно, в
модели, которая кладется в основу проекта систе-
мы обработки естественно-языковых высказыва-
ний, должен быть заложен механизм, позволяющий
строить представления движения.

Семантическое моделирование на основе пра-
вил служит основой для автоматического извлече-

ния лингвистических данных с помощью машин-
ного обучения. Исследования, представленные в
данной статье, основаны на традициях сильного
семантического подхода отечественной лингвисти-
ки: построение модели от значения — к форме.
Представленный в данной работе подход на основе
КТГ дает возможность компактного представления
структуры составляющих предложения (граммати-
ка фразовых структур), с одной стороны, а с дру-
гой стороны, учитывает механизмы зависимости
между узлами дерева предложения. Ядро КТГ со-
ставляют прототипические структуры исследуемых
языков (русского, английского и французского),
их наиболее вероятные позиции в предложении,
а также статистические данные о дистрибутивных
характеристиках структур (т. е. информация о кон-
текстных условиях употребления исследуемых объ-
ектов — о структурных контекстах), схемы полного
разбора предложений. Методы машинного обуче-
ния на основе векторных моделей развиваются и
используются в различных областях знаний, при-
менительно к лингвистическим задачам эти методы
вполне эффективны для разрешения лексической
многозначности [5–10].

Более сложной задачей и новым направлени-
ем исследований возможности применения век-
торных моделей для представления и обработки
лингвистических данных является моделирование
грамматических преобразований на основе вектор-
ных пространств и тензоров. Тензор (от лат. ten-
sus — напряженный) — объект линейной алгебры,
преобразующий элементы одного линейного про-
странства в элементы другого. Часто тензор пред-
ставляют как многомерную таблицу, заполненную
числами — компонентами тензора d × d × · · · × d,
где d — размерность, над которым задан тензор, а
число сомножителей совпадает с так называемой
валентностью, или рангом тензора. Важно, что та-
кое представление (кроме скаляров, т. е. тензоров
валентности ноль) возможно только после выбора
базиса (или системы координат): при смене ба-
зиса компоненты тензора меняются определенным
образом. Сам тензор как «геометрическая сущ-
ность» от выбора базиса не зависит, компоненты
вектора меняются при смене координатных осей,
но сам вектор, образом которого может быть прос-
то нарисованная стрелка, от этого не изменяется.
Тензор обычно обозначают некоторой буквой с со-
вокупностью верхних (контрвариантных) и нижних
(ковариантных) индексов: X i1i2...ir

j1j2...js
. При смене ба-

зиса ковариантные компоненты меняются так же,
как и базис (с помощью того же преобразования),
а контрвариантные — обратно изменению бази-
са (обратным преобразованием). Тензор является
сущностью любой системы реального мира и со-
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храняется, несмотря на происходящие изменения
в этой системе [11]. Эта особенность тензора чрез-
вычайно актуальна для моделирования языковых
преобразований в лингвистических процессорах,
когда необходимо выявлять сходные значения, вы-
раженные многочисленными способами, системой
разнородных языковых средств

В работе, представленной в данной статье, рас-
смотрены два основных подхода к представлению
смысла в вычислительной лингвистике: символь-
ный подход [12, 13] и подход на основе дистрибу-
тивной семантики [5–7, 10], поставлен основопо-
лагающий вопрос о том, как эти подходы могут быть
объединены для достижения оптимального резуль-
тата. Решение заключается в сочетании методов
компьютерной лингвистики и когнитивной нау-
ки, в котором символьное и «коннекционистское»
(т. е. основанное на модели машинного обучения,
например нейронных сетях) представления объеди-
няются с помощью тензорных произведений. Ис-
следованы возможные применения данного метода
для обработки синтаксических структур и контек-
стов в русском, английском и французском языках
и проведены межъязыковые сопоставления.

Изучены потенциально плодотворные связи
между вычислительной лингвистикой и другими
смежными областями, например поиском инфор-
мации и машинным переводом. Для систем об-
работки естественного языка наиболее сложной
проблемой является установление семантической
эквивалентности языковых структур [14–17], име-
ющих сходное значение, но по-разному оформ-
ленных. В частности, для машинного перевода
наиболее сложной проблемой является реализа-
ция языковых трансформаций, которые необхо-
димо производить при переводе с одного языка на
другой. Текущий этап развития систем машинно-
го перевода характеризуется междисциплинарными
исследованиями в области когнитивной семантики
и вероятностных языковых моделей и разработкой
семантико-синтаксических представлений, учиты-
вающих многозначность и неоднозначность син-
таксических структур [1, 2, 4, 6, 8–10, 15–18].

3 Математические модели
структуры предложения
на основе категориальных
грамматик

Модели векторных пространств находят все
более широкое применение в исследованиях, свя-
занных с семантическими представлениями есте-
ственного языка, и имеют разнообразный спектр
потенциальных и действующих приложений [6, 10,

19]. Основными сферами применения дистрибу-
тивных моделей являются: разрешение лексиче-
ской неоднозначности, информационный поиск,
кластеризация документов, автоматическое фор-
мирование словарей (словарей семантических
отношений, двуязычных словарей), создание
семантических карт, моделирование перифраз,
определение тематики документа, определение
тональности высказывания, выявление именован-
ных сущностей. В качестве вычислительного
инструмента и способа представления моделей ис-
пользуется линейная алгебра.

Информация о дистрибуции лингвистических
единиц представляется в виде многоразрядных век-
торов, а семантическая близость между лингви-
стическими единицами вычисляется как расстоя-
ние между векторами. Многоразрядные векторы
образуют матрицу, где каждый вектор соответствует
лингвистической единице (слову или словосоче-
танию), а каждое измерение вектора соответству-
ет контексту (документ, параграф, предложение,
словосочетание, слово). Для вычисления меры
близости между векторами могут использоваться
различные формулы: расстояние Минковского,
расстояние Манхеттена, евклидово расстояние,
расстояние Чебышёва, скалярное произведение,
косинусная мера. Наиболее популярной являет-
ся косинусная мера [6, 10].

Формально-грамматической основой [20–25]
исчисления семантики предложения с учетом его
структурных составляющих в векторных моде-
лях [26–30] служат различные варианты катего-
риальных грамматик, которые позволяют отразить
комбинаторные свойства фразовых структур в их
линейной реализации во фразе. В категориаль-
ных грамматиках в качестве базовых понятий ис-
пользуются синтаксические типы, или категории

(приблизительно соответствуют тому, что в тради-
ционных грамматиках называется частями речи), а
механизм наложения (juxtaposition, superposition) по-
зволяет выразить функциональные значения струк-
турных компонентов, которые реализуются в кон-
кретном высказывании.

Методы исчисления структуры предложения на
основе категориальных гамматик восходят к рабо-
там Айдукевича [20] и Бар-Хиллела [21]. Дери-
вация предложения в категориальных граммати-
ках [22, 23] выглядит следующим образом:

Microsoft develops Windows

NP NP\S/NP NP
———————————>

NP\S
———<

S

ИНФОРМАТИКА И ЕЁ ПРИМЕНЕНИЯ том 8 выпуск 1 2014 91



Е. Б. Козеренко

В работах [22, 24] был представлен аппарат грам-
матики на основе предгрупп. Предгруппа — это
такой частично упорядоченный моноид, в кото-
ром каждый элемент al имеет левый адъюнкт al и
правый адъюнкт ar такие, что

al · a→ 1 ; a · ar → 1 .

Такой моноид — это множество грамматических
типов (NP, NPl, NPr, NPll, NPrr, S, PP, . . . ) с опе-
ратором наложения (·), которые используются для
деривации сложных типов и пустой цепочки как
единицы (1): NP · (NPr · S · NPl) ·NP.

Частичное упорядочение кодирует отношение
деривации для более ранних дериваций или редук-
ций:

NP · (NPr · S ·NPl) · NP→ 1 ;
(S · NPl) · NP→ 1 ; S · 1→ S .

На абстрактном математическом уровне тео-

рии категорий алгебра предгрупп и векторные про-
странства могут рассматриваться как эквивалент-
ные.

В целом категориальные грамматики ориенти-
рованы на алгебраический подход к моделирова-
нию естественного языка, что делает их вполне
органичной основой для интегрального представ-
ления семантики предложений естественного язы-
ка в виде семантических векторных пространств
(СВП). Важным понятием в категориальных грам-
матиках является композициональность: правила
деривации предложения в целом по его состав-
ляющим с учетом их линейного расположения во
фразе. В современных векторных моделях семанти-
ки предложения с учетом его синтаксиса наиболее
популярны комбинаторная категориальная грам-
матика Стидмана (CCG) [23], грамматика Ламбе-
ка [22, 24], применяются также формализмы Мурт-
гата [25], аппликативная грамматика Шаумяна [3].

Тензоры используются для выражения преобра-
зований синтаксической структуры.

4 Семантический подход
к выявлению статистических
характеристик языковых
структур в параллельных
корпусах

Категориальные грамматики активно применя-
ются для сопоставления текстовых корпусов и из-
влечения перифраз. Параметры моделей статисти-
ческого выравнивания оптимизируются с учетом

критерия максимального сходства, который далеко
не всегда отражает качество выравнивания. В этой
связи чрезвычайную важность имеет проблема пе-
рефразирования, и ей уделяется все больше внима-
ния в работах ведущих исследовательских групп в
области компьютерной лингвистики.

Извлечение перифраз из двуязычных параллель-
ных корпусов было описано в работах [14–17],
которые выводили перифразы с использованием
методов статистического машинного перевода на
основе фраз. Затем путем введения комплексных
синтаксических меток вместо использования толь-
ко нетерминальных символов из деревьев разбора
авторы смогли добиться существенного улучшения
по сравнению с основным методом. Синтаксиче-
ские ограничения значительно улучшают качество
этого метода перифразы.

В работе [16] представлен новый подход к пери-
фразе на основе двуязычного корпуса. Автор демон-
стрирует, что более высокое качество может быть
достигнуто, если ввести ограничение, что перифра-
за должна иметь такой же синтаксический тип, что и
исходная фраза. В работе предложены ограничения
на перифразы на двух этапах: когда они выводятся
на основе разобранных параллельных корпусов и
когда они подставляются в разобранные тестовые
предложения. Автор ввел синтаксические огра-
ничения, пометив все фразы и перифразы (даже не
входящие в число составляющих) с помощью слэш-
категорий, используемых в CCG. Однако автор не
дает ни формального определения некоторой син-
хронной грамматики, ни предлагает систему деко-
дирования, поскольку его система представлений
не содержит иерархических правил (деревьев разбо-
ра). Правила синхронной грамматики для перевода
извлекаются из пар предложений, автоматически
разобранных и выравненных по словам. Методы
извлечения варьируют в зависимости от того, из-
влекают ли они только минимальные правила для
фраз, у которых есть доминирующие узлы в дереве
разбора, или более сложные правила, включающие
фразы, не входящие в число составляющих [17].

Главной мотивацией для использования синтак-
сических перифраз наряду с их исходными фразо-
выми соответствиями является их потенциальная
возможность в более общем виде отразить лингви-
стические трансформации, сохраняющие значение.

Необходимость моделирования языковых
трансформаций для систем машинного перевода
и извлечения знаний из текстов обусловлена тем,
что до сих пор эти явления мало исследованы
с точки зрения возможностей их компьютерной
реализации и, соответственно, недостаточно учте-
ны в действующих системах машинного перевода
и обработки знаний. В КТГ [1] функциональ-
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ные значения языковых структур определяются
категориальными значениями головных вершин, а
именно представляются как наложение категорий
(juxtaposition), что имеет сходство с механизмами
категориальных грамматик. Вероятностные харак-
теристики вводятся в правила унификационной
грамматики в виде весов, присваиваемых деревьям
разбора. Когнитивная трансферная грамматика,
разработанная автором данной статьи, содержит
механизмы категориальных грамматик, такие как
категоризация и наложение категориальных зна-
чений для выражения функциональных значений
фразовых структур, а также механизмы унифика-
ционно-порождающих грамматик для анализа и
порождения не только отдельных типов фразовых
структур, но и предложения в целом.

По определению, КТГ исходно является дву-
язычной грамматикой. В КТГ элементарными
структурами являются трансфемы. Трансфема —
это единица когнитивного переноса, устанавлива-
ющая функционально-семантическое соответствие
между структурами исходного языка и структурами
целевого языка. Для процедур анализа и перевода в
лингвистических процессорах трансфемы задают-
ся как правила переписывания, в которых в левой
части стоит нетерминальный символ, а в правой —
выравненные пары цепочек терминальных и нетер-
минальных символов, принадлежащих исходному
и целевому языкам.

Процессы синтаксических трансформаций
очень сходны в ряде европейских языков. Включе-
ние статистических данных в системы, основанные
на правилах, позволяет отразить динамику и разно-
образие языковых форм и значений, порождаемых
в процессе речевой деятельности. Функциональная
и когнитивная мотивация правил исходной грам-
матики позволяет увеличить точность соответствий
в среднем на 34% в зависимости от типа сопостав-
ляемых текстов.

Применяется интегральный подход на осно-
ве правил формальной грамматики (грамматика
когнитивного трансфера — унификационно-по-
рождающая грамматика на основе фразовых струк-
тур) и дистрибутивной семантики. Дистрибутивная
семантика — область научных исследований, за-
нимающаяся вычислением степени семантической
близости между лингвистическими единицами на
основании их дистрибутивных (контекстных) при-
знаков в больших массивах лингвистических дан-
ных. Информация о дистрибуции лингвистиче-
ских единиц представляется в виде многоразрядных
векторов, а семантическая близость между лингви-
стическими единицами вычисляется как расстоя-
ние между векторами. Многоразрядные векторы
образуют СВП, где каждый вектор соответствует

лингвистической единице (слово, словосочетание,
языковая структура), а каждое измерение вектора
соответствует контексту (документ, параграф, пред-
ложение, словосочетание, слово, языковая структу-
ра). Одной из главных целей исследования является
применение модели СВП для извлечения перевод-
ных соответствий языковых структур из параллель-
ных текстов.

Для разрешения неоднозначности языковых
объектов и структур используются векторные про-
странства [18, 19].

Концепция СВП впервые была реализована в
информационно-поисковой системе SMART. Идея
СВП состоит в представлении каждого докумен-
та из коллекции в виде точки в пространстве, т. е.
вектора в векторном пространстве. Точки, распо-
ложенные ближе друг к другу в этом пространстве,
считаются более близкими по смыслу. Пользова-
тельский запрос рассматривается как псевдодоку-
мент и тоже представляется как точка в этом же
пространстве. Документы сортируются в порядке
возрастания расстояния, т. е. в порядке уменьшения
семантической близости от запроса, и в таком ви-
де предоставляются пользователю. Впоследствии
концепция СВП была успешно применена для дру-
гих семантических задач.

Для выделения значимых словосочетаний в
компьютерной лингвистике используются различ-
ные статистические меры (меры ассоциации, меры
ассоциативной связанности — англ. association mea-
sures), вычисляющие силу связи между элементами
в составе коллокации. Мера MI (mutual informa-
tion), введенная в работе [31], сравнивает зависи-
мые контекстно-связанные частоты с независимы-
ми частотами слов в тексте. Если значение MI
превосходит определенное пороговое значение, то
словосочетание считают статистически значимым.

5 Создание интегральной
кросслингвистической модели
предложения на основе
расширяемой грамматики

Основная цель исследований, проводимых ав-
тором данной работы, — извлечение из параллель-
ных текстов на разных языках таких фразовых
структур, которые выражают одинаковые значе-
ния, и включение их в систему правил расширя-
емой грамматики для решения задач машинного
перевода и извлечения знаний из многоязычных
предметно-ориентированных текстов. Расширя-
емая грамматика, которая при этом используется,
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содержит когнитивные и функциональные харак-
теристики фразовых структур и базируется на фор-
мализме КТГ [1].

В статистической исследовательской парадиг-
ме термин «фраза» означает произвольный сег-
мент предложения, выделенный статистическим
инструментом и вовсе не являющийся нетерми-
нальным символом (синтаксической единицей) ка-
кой-либо формальной грамматики. В отличие от
такого подхода в представленных исследованиях
фраза — это синтаксически значимая единица в
составе предложения, которая рассматривается в
парадигматическом и синтагматическом аспектах.
Основные проблемы выравнивания параллельных
текстов и, соответственно, обучения статисти-
ческих процессоров естественного языка обуслов-
лены наличием значительных трансформаций
предложений исходного и целевого текстов, по-
скольку каждый язык использует свои специфиче-
ские механизмы описания референтной ситуации.
Создание и исследование параллельных корпусов
в рамках представленной здесь работы направле-
но на выявление наиболее типичных (частотных) и
значимых трансформаций в изучаемых параллель-
ных текстах и развитие типологии трансформаций,
представленных в исходном формализме КТГ.
Таким образом, необходимо разработать и приме-
нить такие стратегии и инструменты, которые обес-
печивают наиболее адекватные средства для описа-
ния и выявления сопоставимых языковых структур.
При этом сочетаются подходы КТГ и категори-
альной грамматики SUG (semiotic universal gram-
mar) [2, 3]. Динамика выравнивания реализуется
в соответствиях M , которые фиксируются посред-
ством механизма категориальной грамматики SUG.

Семантически-ориентированный этап вырав-
нивания параллельных текстов проводится в двух
режимах:

(1) сопоставления на уровне трансфем, при этом
выявляются языковые структуры, выража-
ющие сходные функциональные значения в
параллельных текстах;

(2) сопоставления на уровне концептов и отно-
шений.

Режим выравнивания первого типа базируется
на понятиях трансфемы T (transfeme) и соответ-
ствия M (match).

Определение. Трансфема T — это единица пара-
дигматического плана, относящаяся к языку как
системе, соответствиеM — единица синтагматиче-
ского плана, относящаяся к речи (дискурсу); таким
образом, трансфемы T реализуются в соответстви-
ях M .

Соответствие M может быть шире, чем транс-
фема T , и часто включает контекст.

Выравнивание на основе концептов (сущ-
ностей) и отношений (связей) параллельных и
концептуально-сопоставимых текстов на различ-
ных языках направлено на выявление языковых
реализаций структур знаний и формирования мно-
гоязычных баз знаний, которые затем будут приме-
няться в интеллектуальных аналитических систе-
мах. Такой режим выравнивания будем называть
концептуально-ориентированным, инструментом
для него служит лингвистический процессор
Semantix. Механизмы концептуально-ориентиро-
ванного выравнивания основаны на аппарате рас-
ширенных семантических сетей (РСС) [4], обла-
дающих достаточной выразительной мощностью
для представления естественно-языковых структур
с высокой степенью вложенности и выполняющих
роль языка-посредника. Все множество языко-
вых объектов задается в виде предикатно-аргумент-
ных структур. Анализ предложения производится
на основе унификационной грамматики. Модели
управления и трансформационные свойства зада-
ются в словаре в рамках словарных статей глаголов.
В результате трансформаций происходит сдвиг мо-
делей управления.

Особое внимание в исследованиях уделяется но-
минализации и изменению предложного управле-
ния на беспредложное, например: стрелять по ут-

кам — стрелять уток.
Таким образом, концептуально-ориентирован-

ное выравнивание — это процесс извлечения зна-
ний в многоязычном режиме и наполнения ба-
зы лингвистических знаний для последующего
использования в системах машинного перевода и
аналитической обработки текстовых знаний.

6 Заключение

Успешность вероятностной модели в значитель-
ной степени зависит от адекватного определения
события. Обычный тип события в вероятност-
ной обработке естественного языка — совместное
появление одного или нескольких слов в опреде-
ленном контексте. Для построения интегральной
модели предложения соответствия, или события,
составляют множество хорошо оформленных не-

терминалов (т. е. грамматических категорий и типов
синтаксических структур), а динамически выявля-
емые контекстные структуры представляются в но-
тации категориальной грамматики (SUG) [2, 3]. Для
разрешения неоднозначности языковых объектов
и структур используются векторные пространства.
Основной прием выравнивания параллельных тек-
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стов по трансфемам — установление соответствий
между головными вершинами фразовых структур,
в настоящее время осуществляется в полуавтома-
тическом режиме, автоматическое сопоставление
находится в стадии разработки: выравнивание по
головным элементам фраз и сравнение фразовых
структур. Методы машинного обучения обеспе-
чивают системе возможность извлекать значения,
которые ожидаются в рамках определенных кон-
текстов. Для вычисления вероятности реализации
определенного значения в соответствующем кон-
тексте используются статистические данные, полу-
ченные из больших массивов текстовой информа-
ции (параллельных текстовых корпусов).

В результате использования логико-лингви-
стических правил анализа и перевода фразовых
структур, представленных на основе аппарата рас-
ширенных семантических сетей, и метода вектор-
ных пространств построено системное межъязы-
ковое представление лингвистических объектов,
отражающее взаимосвязи типа структура–свойст-
во; сформирована представительная обучающая
выборка семантически выровненных параллель-
ных текстов; собраны и систематизированы ста-
тистические данные о типах смысловых соответ-
ствий языковых структур в русском, английском и
французском деловом и научном тексте; построены
базовые векторные пространства признаков неод-
нозначных языковых структур; выявлены и форма-
лизованы различные типы линеаризации структур
при разборе и переводе; проведено сравнительное
исследование статистических методов анализа язы-
ковых структур с целью формирования оптималь-
ного аппарата вероятностных расширений логи-
ко-лингвистических правил и выработки методов
создания логико-статистических алгоритмов раз-
бора и трансфера языковых структур.
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Abstract: The paper is dedicated to research and integrated modeling of cognitive linguistic representations of
language structures and the mechanisms for resolution of syntactic ambiguity in the process of creating linguistic
processors for intelligent knowledge processing and machine translation systems. The technique of constructing
the hybrid cognitive linguistic model for representation of language structures and resolution of their ambiguity
on the basis of logical linguistic rules and vector spaces has been developed and specified. The method presented
is new and rests on the modern level of development in science and technology. The following tasks have been
carried out: comparative research of classification methods has been made with respect to linguistic problems;
the effective method of mapping the vector of natural language structures into the expanded space of attributes
for classification of new language objects and structures has been worked out; the focal sample of parallel texts
of business and scientific documents in Russian, English, and French has been developed; the expanded system
of new categories enhancing the representational power of the initial grammar variant has been formed; the
extended semantic networks were employed for unified representation of the matched language structures and the
experiments of vector spaces method application for resolution of syntactic ambiguity of the key language structures
were performed; the grammatical formalism and the algorithmic representation have been designed of the parser in
which the difficulties of translation including the language transformations are taken into account.
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РАЗРАБОТКА МОДЕЛИ УПРАВЛЕНИЯ ПРОЦЕССОМ ОБУЧЕНИЯ

С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ КОГНИТИВНЫХ ТЕХНОЛОГИЙ

В. А. Маренко1, О. Н. Лучко2, О. С. Лупенцов3

Аннотация: Приведена когнитивная карта «Процесс обучения» в виде ориентированного графа. На дуги
ориентированного графа нанесены согласованные экспертные оценки. Объекты на когнитивной карте
делятся на целевой фактор и управляющие факторы. Целевым фактором является качество обучения.
Управляющие факторы используются для корректировки образовательного процесса. Приведена инфор-
мация, которая используется при построении модели управляющего фактора «когнитивная готовность
студента». Формализация экспериментальных данных осуществлена с применением метода семантиче-
ского дифференциала и аппарата нечетких множеств. Приведена когнитивная модель образовательного
процесса в виде функционального ориентированного графа. Показаны результаты имитационного экс-
перимента «управление образовательным процессом». Показано, что при увеличении управляющего
фактора «уровень стабильности внешней среды» увеличивается и целевой фактор «качество обучения».

Ключевые слова: когнитивная карта; когнитивная модель; процесс обучения; имитационный экспери-
мент; нечеткое множество; семантический дифференциал
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1 Введение

Современное общество нуждается в компетент-
ных и конкурентоспособных специалистах, кото-
рые должны сочетать в себе как профессиональные
знания, так и личностные качества, позволяющие
в короткие сроки решать профессиональные зада-
чи. Реализация таких потребностей требует при-
менения современных подходов в управлении об-
разованием, например таких, как когнитивные
технологии. Их используют в управленческой дея-
тельности для проведения оперативного анализа
устойчивости социально-экономических процес-
сов. Методологию когнитивного подхода успешно
применяют сотрудники ИПУ РАН А. А. Кулинич,
Е. К. Корноушенко, С. В. Качаев и др. [1].

Управлению в сфере образования посвящены
работы многих ученых. Среди них Д. А. Новиков,
М. М. Поташник, В. М. Филиппов, которые рас-
сматривали развитие образовательных систем раз-
личных уровней в целом с точки зрения общеки-
бернетического подхода [2].

В данной работе решается частная задача: по-
вышение эффективности процесса обучения в
Омском государственном институте сервиса с ис-
пользованием когнитивной методологии. Приме-
нение когнитивной методологии дает возможность
с помощью активизации интеллекта объективизи-
ровать знания экспертов о процессах, формализо-

вать изучаемую социально-экономическую проб-
лему и провести ее исследование с помощью ими-
тационного эксперимента.

2 Разработка когнитивной
модели управления

Процесс разработки когнитивной модели со-
стоит из последовательности взаимосвязанных ша-
гов: проведения PEST (Political, Economic, Social,
and Technological) анализа, построения когнитив-
ной карты, формирования когнитивной модели в
виде функционального графа для проведения ими-
тационного эксперимента.

PEST-анализ помогает исследователю увидеть
картину внешней среды, выделить наиболее важ-
ные влияющие факторы. Внешняя среда включает
экономическую, политическую, правовую, соци-
альную и технологическую составляющие, которые
оказывают различное по степени, характеру и пе-
риодичности влияние на исследуемый процесс.

В работах ученых Б. П. Мартиросяна, О. А. Ут-
кина, С. В. Ивановой и др. учитывается воздействие
внешней среды как источника ресурсов для образо-
вательного учреждения [3]. В предлагаемой статье
воздействие внешней среды в рамках PEST-анализа
оценивается экспертами степенью стабильности.

1Институт математики им. С. Л. Соболева Сибирского отделения Российской академии наук, marenko@ofim.oscsbras.ru
2Омский государственный институт сервиса, o luchko@rambler.ru
3Омский государственный институт сервиса, lupentsov@mail.ru
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Базисные факторы

№ Фактор Значения Интервал измерений
Целевой фактор

1 Качество образовательного процесса
Высокое, низкое,
не очень высокое. . .

[0, 1]

Управляющие факторы

2 Содержание обучения
Сложное, несложное,
очень сложное, не очень сложное. . .

[0, 1]

3 Квалификация преподавателей Высокая, не очень высокая. . . [0, 1]
4 Когнитивная готовность студента Высокая, низкая. . . [0, 1]
5 Мотивация Сильная, умеренная, слабая. . . [0, 1]
6 Потребность общества в специалистах Высокая, низкая. . . [0, 1]
7 Уровень стабильности внешней среды Высокий, невысокий. . . [0, 1]

2.1 Построение когнитивной карты

Авторы [4] считают, что когнитивная карта —
это ориентированный взвешенный граф, в котором
вершины взаимно однозначно соответствуют ба-
зисным факторам. Взаимосвязи между базисными
факторами определяются путем рассмотрения при-
чинно-следственных цепочек, описывающих рас-
пространение влияний одного из них на другие.
Влияние вершин может быть положительным, от-
рицательным или нулевым [4].

По мере накопления знаний в виде текстов, таб-
лиц, математических структур становится возмож-
ным более детально раскрыть как характер связей
между базисными факторами, так и содержание
самих базисных факторов.

В данном исследовании когнитивная карта в
виде ориентированного графа G = 〈V,E〉, где V —
множество вершин, Vi ∈ V , i = 1, 2, . . . , k; E —
множество дуг, eij ∈ E, i, j = 1, 2, . . . , n, состоит из

Рис. 1 Фрагмент когнитивной карты

базисных факторов, наиболее значимых для управ-
ления образовательным процессом (см. таблицу).

Между базисными факторами устанавливаются
причинно-следственные связи. На рис. 1 приведен
фрагмент когнитивной карты с оценками специа-
листов в исследуемой предметной области.

Совокупность базисных факторов, влияющих
на состояние исследуемой системы, можно разде-
лить на группу управляющих факторов и группу
целевых факторов. Для их количественного описа-
ния использовались лингвистические переменные
и данные, полученные в результате экспериментов.

Для установления причинно-следственных свя-
зей между управляющими факторами и целевым
фактором привлечено несколько экспертов. Их
оценки согласовывались с использованием средств
математической статистики.

2.2 Имитационный эксперимент

Следующий шаг исследования — построение
когнитивной модели для проведения имитацион-
ного эксперимента. Когнитивная модель � =
= (G,X,F ), где G = 〈V,E〉 — ориентированный
граф; X — множество параметров вершин V , X =

=
{
x(vi)

}
, i = 1, 2, . . . , k; x(vi) =

{
x
(i)
g

}
, g =

= 1, 2, . . . , n; x
(i)
g — параметр вершины Vi, если

g = 1, то x
(i)
g = xi; X : V → R, R —

множество вещественных чисел; F = F (X,E) =
= F (xi, xj , eij) — функционал преобразования
дуг, ставящий в соответствие каждой дуге
знак, весовой коэффициент ωij или функцию
f(xi, xj , eij) = fij [5]. На рис. 2 представлена
упрощенная когнитивная модель, которая задается
матрицей смежности. Элементы матрицы — экс-
пертные оценки.

На следующем этапе исследовался процесс рас-
пространения возмущений на графе.
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Рис. 2 Упрощенная когнитивная модель

Параметры когнитивной модели xi(t), t =
= 1, . . . , n, зависят от времени. Если в момент
времени t − 1 в вершину поступал импульс pj ∈
∈ P , то переход системы из состояния t − 1 в t
осуществлялся по правилу

xi(t) = xi(t− 1) +
k−1∑

j=1

f(xi, xj , eij)pj(t− 1)

при известных начальных значениях [5].
Возмущение поступало в одну из вершин гра-

фа и актуализировало всю систему показателей в
большей или меньшей степени. Если между двумя

управляющими факторами связь имела величину,
например, 0,5 и значение одного управляющего
фактора увеличивалось на 10%, то величина друго-
го управляющего фактора возрастала на 5%.

Кривые на рис. 3 визуализируют изменения,
происходящие на графе. Уменьшение значе-
ний управляющего фактора «степень стабильности
внешней среды» (2) приводит к уменьшению значе-
ний целевого фактора «качество образовательного
процесса» (1). На рис. 3 показано изменение значе-
ний целевого фактора до (а) и после (б) уменьшения
значений управляющего фактора «степень стабиль-
ности внешней среды».

Рис. 3 Визуализация расчетов
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В настоящее время реализован простейший
вариант имитационного эксперимента, позволя-
ющий наблюдать различные состояния образова-
тельного процесса по значениям целевого фактора.

2.3 Модель «Когнитивная готовность
студента» как управляющий фактор

Авторами разработана модель «Когнитивная го-
товность студента», которая служит управляющим
фактором. Модель имеет три составляющие: ин-
теллектуальную, рефлексивную и информацион-
ную. Эти составляющие являются личностными
характеристиками студентов.

Интеллектуальная характеристика (Az) оцени-
вается баллами по результату интернет-теста. Дан-
ные интернет-теста для группы студентов исполь-

Рис. 4 Нечеткое множество «интеллектуальная
характеристика»

зовались для формирования нечеткого множества
«интеллектуальная характеристика», которое ха-
рактеризует степень выраженности исследуемой ха-
рактеристики у субъекта образовательного процес-
са (рис. 4).

Рефлексивная характеристика (Ax) помогает
студенту осознать содержание обучения за счет раз-
мышления над собственным познавательным про-
цессом. Для выявления численных значений этой
характеристики в рамках компетентностного под-
хода применялось анкетирование. Вопросы анке-
ты составлены в соответствии с названиями ком-
петенций по направлению подготовки 230700.68
«Прикладная информатика» (всего 22 компетен-
ции). Задача опрашиваемого состоит в том, чтобы
зафиксировать свою оценку степени владения ком-
петенцией на шкале семантического дифференци-
ала какой-либо меткой [6]. В результате возникает
субъективный семантический профиль — ломаная
линия, соединяющая все метки, поставленные ис-
пытуемым. Ось абсцисс — номера компетенций,
отражающих общепрофессиональные умения и на-
выки. Ось ординат — степень владения компетен-
цией (рис. 5).

Для уточнения рефлексивного аспекта, состо-
ящего в том, что субъект размышляет над сво-
ей образовательной деятельностью, анкетирование
для каждой личности проводилось в трех вариантах
в соответствии с моделью В. А. Лефевра [7]. Сна-
чала каждый испытуемый осуществлял самооценку
знаний по соответствующей компетенции в бал-
лах. Затем выставлялась балльная оценка знаний
испытуемому другим субъектом. А потом также
в баллах оценивал себя сам испытуемый, став на
позицию стороннего наблюдателя. Из полученных

Рис. 5 Индивидуальные семантические профили
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Рис. 6 Нечеткое множество «рефлексивная характери-
стика»

Рис. 7 Нечеткая модель «Когнитивная готовность сту-
дента»

трех чисел выбиралась медиана. Интегральный по-
казатель — сумма баллов по всем компетенциям.
По результатам анкетирования группы студентов
построено нечеткое множество «рефлексивная ха-
рактеристика» (рис. 6).

Информационная характеристика (Ay) выявля-
ет совокупность способностей студента рациональ-
но добывать информацию, превращая ее в знания
и компетенции, умение овладевать новыми тех-
нологиями переработки информации. Численное
значение информационной характеристики уста-
навливается по каждому субъекту образовательного
процесса в баллах экспертами – членами методиче-
ского совета кафедры. Интегральный показатель —
сумма баллов по всем компетенциям. По резуль-
татам анкетирования группы студентов строится
также нечеткое множество «информационная ха-
рактеристика», по которому можно определять сте-
пень выраженности исследуемой характеристики у
каждого студента.

Три характеристики субъекта процесса обуче-
ния составляют сформированную авторами статьи
нечеткую модель «Когнитивная готовность студен-
та» (рис. 7). На координатных осях модели от-
кладываются степени выраженности исследуемых
характеристик (интеллектуальной, рефлексивной и
информационной) в интервале от 0 до 1.

Таким образом, каждый студент представлен
точкойA в трехмерном пространстве. Длина векто-
ра OA — численное значение управляющего фак-
тора «когнитивная готовность студента». В пер-
спективе планируется расширение разработанной
нечеткой модели «Когнитивная готовность студен-
та» до n-мерного уровня для более полного учета
индивидуальных характеристик личности.

Модель «Когнитивная готовность студента»
можно применять не только в качестве управля-

ющего фактора при когнитивном моделировании,
но и для классификации студентов в соответствии
с их характеристиками. Например, классифика-
ция по интеллектуальной характеристике мо-
жет использоваться для рекомендации технологий
обучения с различной степенью интерактивности,
а также для диагностики пригодности личности к
определенной профессиональной деятельности.

3 Заключение

Проведенное моделирование позволяет прогно-
зировать качество процесса обучения с учетом
индивидуальных характеристик студентов, квали-
фикации преподавательского состава, содержания
учебного материала, мотивации и других управля-
ющих факторов.

Заключительный этап исследований состоит в
том, чтобы сформировать систему научно обосно-
ванных рекомендаций руководящему звену обра-
зовательного учреждения для улучшения процесса
обучения.
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ОБЩИЕ ОЦЕНКИ УСТОЙЧИВОСТИ ДЛЯ НЕСТАЦИОНАРНЫХ

МАРКОВСКИХ ЦЕПЕЙ С НЕПРЕРЫВНЫМ ВРЕМЕНЕМ∗

А. И. Зейфман1, В. Ю. Королев2, А. В. Коротышева3, С. Я. Шоргин4

Аннотация: Рассмотрен общий метод получения оценок устойчивости нестационарных марковских цепей
с непрерывным временем с использованием специальных весовых норм, связанных с полной вариацией.
Метод основан на оценках, получаемых при помощи логарифмической нормы оператора линейного диф-
ференциального уравнения, и специальных преобразованиях редуцированной матрицы интенсивностей
процесса. Доказаны утверждения, дающие точные оценки возмущений вероятностных характеристик
моделей в случае отсутствия эргодичности в равномерной операторной топологии. В качестве возмож-
ных приложений рассмотрены системы массового обслуживания, описываемые процессами рождения и
гибели с катастрофами, а также системы массового обслуживания с групповым поступлением и обслу-
живанием требований. Исследованы также конкретные классы таких систем, для которых применим
предлагаемый метод получения оценок их устойчивости, в частности система обслуживания Mt/Mt/S с
катастрофами, а также простейшая система обслуживания с групповым поступлением и обслуживанием
заявок. Рассмотрен численный пример построения предельных характеристик возмущенной системы
обслуживания.

Ключевые слова: марковские цепи и модели с непрерывным временем; нестационарные марковские
цепи; оценки устойчивости; специальные нормы; модели массового обслуживания
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1 Введение

Исследования устойчивости различных харак-
теристик стохастических моделей активно прово-
дятся начиная с 1970-х гг. [1–3]. В это же время
В. М. Золотарев предложил подход, согласно ко-
торому предельные теоремы теории вероятностей
рассматривались как теоремы устойчивости. Этот
подход был затем развит в работах В. М. Золотарева,
В. В. Калашникова, В. Ю. Королева и их коллег в
рамках традиционных международных семинаров
по проблемам устойчивости стохастических моде-
лей, основанного В. М. Золотаревым (см., напри-
мер, [4–8]). Этот подход оказался очень продук-
тивным для изучения случайных сумм в теории
массового обслуживания, теории восстановления,
ветвящихся процессов [9].

Проблемы, связанные с оценками устойчиво-
сти марковских цепей по отношению к возмуще-
ниям их характеристик, в разных ситуациях и для
разных классов процессов детально исследовались
начиная с работ Н. В. Карташова и (параллельно)
А. И. Зейфмана в 1980-х гг. [10–12].

В настоящей работе рассматриваются только це-
пи с непрерывным временем, поэтому дальнейшие
замечания относятся в основном к таким цепям.
Следует отметить прежде всего два следующих важ-
ных момента.

Во-первых, равномерная эргодичность цепи
(т. е. ее эргодичность в равномерной операторной
топологии) позволяет сравнительно легко получать
точные оценки возмущений предельных характе-
ристик процесса.

Во-вторых, для получения явных и точных оце-
нок устойчивости цепи необходимо наличие оце-
нок скорости сходимости цепи к предельным ха-
рактеристикам в виде явных неравенств. Более
того, чем точнее удается получить оценки скорости
сходимости, тем точнее будут и оценки устойчи-
вости.

Такого рода оценки проще всего удается полу-
чить для конечных стационарных (однородных по
времени) марковских цепей, так что наибольшее
число результатов относится именно к этой ситуа-
ции (см., например, [13–18]).
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Общие оценки устойчивости для нестационарных марковских цепей с непрерывным временем

В случае же счетного пространства состояний
(и тем более для нестационарных цепей) возника-
ют очень серьезные трудности, связанные в первую
очередь с отсутствием равномерной эргодичности
для наиболее интересных, с точки зрения приложе-
ний, процессов. Так, процессы рождения и гибе-
ли, используемые при описании систем массового
обслуживания, биологии, химии, статистической
физики, как правило, не являются равномерно эр-
годичными.

Следуя идеям Н. В. Карташова (см. детальное
описание в [19]), большинство исследователей при-
меняет вероятностные методы для изучения стаци-
онарных цепей (с конечным, счетным или общим
фазовым пространством), их эргодичности и устой-
чивости в различных нормах [20–22]. Близкий под-
ход для широкого класса стационарных цепей с
дискретным временем рассмотрен в [23]. Обзор
основных результатов и подходов, а также новей-
шие достижения были представлены в [24].

В работах авторов настоящей статьи проблемы
устойчивости исследовались для нестационарных
конечных и счетных цепей с непрерывным време-
нем другими методами.

Первые исследования, в которых рассматри-
вались нестационарные модели теории массового
обслуживания, появились в 1970-х гг. ([25, 26],
а также более поздняя работа [27]). Более то-
го, тогда же в [28] была отмечена принципиаль-
ная возможность использования логарифмической
нормы матрицы для изучения скорости сходи-
мости марковских цепей с непрерывным време-
нем. Соответствующий общий подход, использу-
ющий теорию линейных дифференциальных
уравнений в банаховом пространстве, был раз-
вит в серии работ [12, 29–32] (см. также подроб-
ное описание в [33–35]). А метод исследования
устойчивости вектора вероятностей состояний мар-
ковской цепи с непрерывным временем по норме
полной вариации (l1-норме) относительно возму-
щений инфинитезимальных характеристик цепи
был впервые предложен в [12] (см. также [29, 36]).
В [37] оценки устойчивости по отношению к
условно малым возмущениям были подробно
исследованы для существенно нестационарных
процессов рождения и гибели. Проблемы устой-
чивости и соответствующие оценки для одного но-
вого класса процессов были недавно рассмотрены
в [38, 39].

Как правило, изучаемые цепи не являются рав-
номерно эргодичными, и поэтому для получения
содержательных оценок устойчивости приходится
накладывать дополнительные условия на структуру
инфинитезимальной матрицы возмущенного про-
цесса.

В настоящей же работе предложен подход, поз-
воляющий получать общие оценки устойчивости в
терминах специальных «взвешенных» норм, свя-
занных с естественной (полной вариацией, l1-нор-
мой) без наложения отмеченных дополнительных
условий.

2 Предварительные сведения

Пусть X = X(t), t ≥ 0, — нестационар-
ная, вообще говоря, марковская цепь с не-
прерывным временем и счетным пространством
состояний 0, 1, . . . Обозначим через pij(s, t) =
= Pr {X(t) = j |X(s) = i}, i, j ≥ 0, 0 ≤ s ≤ t, пере-
ходные вероятности для X = X(t). Пусть pi(t) =
= Pr {X(t) = i} — вероятности состояний цепи, а
p(t) = (p0(t), p1(t), . . . )

T — соответствующий век-
тор вероятностей состояний. Далее предполагается,
что

Pr {X (t+ h) = j/X (t) = i} = r

=





qij (t)h+ αij (t, h) при j 6= i ;
1− ∑

k 6=i

qik (t)h+ αi (t, h) при j = i ,

где все αi(t, h) есть o(h) равномерно по i, т. е.
sup
i

|αi(t, h)| = o(h).
Кроме того, как обычно, считаем, что в неста-

ционарном случае все интенсивности (т. е. функ-
ции qij (t)) являются линейными комбинациями
конечного числа локально интегрируемых на [0,∞)
неотрицательных функций.

Положим aij(t) = qji(t) при j 6= i и aii(t) =
= −∑

j 6=i

aji(t) = −∑
j 6=i

qij(t).

Далее, для обеспечения возможности получения
более обозримых оценок (см. детали в [32–34, 40])
предположим, что матрица интенсивностей суще-
ственно ограничена, т. е.

|aii(t)| ≤ L <∞ (1)

почти при всех t ≥ 0.
Тогда для вероятностей состояний справедлива

прямая система Колмогорова

dp

dt
= A(t)p(t) , (2)

где A(t) — транспонированная матрица интенсив-
ностей процесса.

Через ‖ · ‖ будем обозначать l1-норму, т. е. ‖x‖ =
=
∑ |xi|, и приB = (bij)∞i,j=0 соответственно ‖B‖ =

= sup
j

∑
i

|bij |. Пусть Ÿ — множество всех стохасти-

ческих векторов, т. е. l1-векторов с неотрицатель-
ными координатами и единичной нормой.
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Тогда имеем

‖A(t)‖ = 2 sup
k

|akk(t)| ≤ 2L

почти при всех t ≥ 0. Следовательно, оператор-
функцияA(t) из l1 в себя ограничена почти при всех
t ≥ 0 и локально интегрируема на [0,∞). А значит,
систему (2) можно отождествить с дифференциаль-
ным уравнением в пространстве l1 с ограниченным
оператором. Как известно [41], тогда задача Ко-
ши для уравнения (2) имеет единственное решение
при любом начальном условии и, кроме того, если
p(s) ∈ Ÿ, то и p(t) ∈ Ÿ при t ≥ s ≥ 0.

Значит, можно положить p0(t) = 1 −
∑
i≥1

pi(t).

Тогда из (2) получаем следующее уравнение (см.
подробное обсуждение в [32–34, 40]):

dz

dt
= B(t)z(t) + f(t) , (3)

где f(t) = (a10, a20, . . . )
T;

B =





a11 − a10 a12 − a10 · · · a1r − a10 · · ·
a21 − a20 a22 − a20 · · · a2r − a20 · · ·
a31 − a30 a32 − a30 · · · a3r − a30 · · ·

...
...

...
...

...
ar1 − ar0 ar2 − ar0 · · · arr − ar0 · · ·

...
...

...
...

...





(4)

Через �X = �X(t) обозначим «возмущенную»
марковскую цепь с вероятностями состояний
�pi(t), транспонированной матрицей интенсивно-
стей �A(t) = (�aij(t))

∞
i,j=0 и т. д.

Через E(t, k) = E {X(t) |X(0) = k } будем обо-
значать далее среднее (математическое ожидание)
процесса в момент t при начальном условииX(0) =
= k.

3 Основные результаты

Пусть {di}, i = 1, 2, . . . , — возрастающая после-
довательность положительных чисел, причем d1 =
= 1.

Рассмотрим треугольную матрицуD следующе-
го вида:

D =





d1 d1 d1 · · ·
0 d2 d2 · · ·
0 0 d3 · · ·

. . .
. . .

. . .




,

а также соответствующее пространство после-
довательностей l1D =

{
z = (p1, p2, · · · )T/‖z‖1D ≡

≡ ‖Dz‖ <∞}. Отметим, что ‖B‖1D = ‖DBD−1‖.
Положим вдобавок ‖p‖1D = ‖z‖1D.

Отметим, что введенная матрица не имеет пря-
мой вероятностной интерпретации. С другой сто-
роны, она оказывается очень полезной в проводи-
мых исследованиях.

Будем далее предполагать выполненными сле-
дующие условия:

‖B(t)‖1D ≤ B <∞ ; ‖f(t)‖1D ≤ f <∞

почти при всех t ≥ 0.
Определение 1. Марковская цепь X(t) называется

1D-экспоненциально слабо эргодичной, если суще-

ствуют положительныеM и aтакие, что при любых

s, tтаких, что t ≥ s ≥ 0, и любых начальных условиях

p∗(s) ∈ l1D, p∗∗(s) ∈ l1D выполнено неравенство:

‖p∗(t)− p∗∗(t)‖1D ≤Me−a(t−s)‖p∗(s)− p∗∗(s)‖1D.

Замечание 1. Если у цепи, кроме того, существует
стационарное распределение вероятностей π ∈ Ÿ,
то X(t) является 1D-экспоненциально сильно эрго-
дичной, т. е.

‖p∗(t)− π‖1D ≤Me−at‖p∗(0)− π‖1D (5)

при любом t ≥ 0 и любом начальном условии p∗(0).

Определение 2. Марковская цепьX(t) имеет предель-

ное математическое ожидание (предельное среднее)

φ(t), если |E(t, k)−φ(t)| → 0 при t→ ∞ для любого k.

Пусть почти при всех t ≥ 0 выполнены условия:

‖B(t)− �B(t)‖1D ≤ B − �B ;

‖f(t)− �f(t)‖1D ≤ f −�f .

}
(6)

Теорема 1. Пусть марковская цепь X(t) 1D-экспо-

ненциально слабо эргодична. Тогда при достаточно

малых возмущениях (6) возмущенная цепь �X(t)также

1D-экспоненциально слабо эргодична и справедлива

следующая оценка устойчивости в 1D-норме:

lim sup
t→∞

‖p(t)−�p(t)‖ ≤ M
(
M
(
B − �B

)
f+ a

(
f −�f

))

a
(
a−M

(
B − �B

)) .

Если, кроме того, W = inf
i≥1

di/i > 0, то обе цепи

X(t) и �X(t) имеют предельные средние и справедлива

оценка:

lim sup
t→∞

|φ(t)− �φ(t)| ≤

≤ M
(
M
(
B − �B

)
f+ a

(
f −�f

))

Wa
(
a−M

(
B − �B

)) . (7)

Д о к а з а т е л ь с т в о . Обозначим через V (t, s) опе-
ратор Коши для уравнения (3), а через �V (t, s) —
оператор Коши соответствующего уравнения для
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возмущенного процесса. Тогда из 1D-экспоненци-
альной эргодичности, в соответствии с (5), вытекает
при всех t ≥ s ≥ 0 оценка

‖V (t, s)‖1D ≤Me−a(t−s) .

Теперь, применяя лемму 3.2.3 из [41], получаем
при всех t ≥ s ≥ 0 оценку нормы «возмущенного»
оператора Коши

‖ �V (t, s)‖1D ≤Me−(a−M(B− �B))(t−s) ,

откуда вытекает 1D-экспоненциальная эргодич-
ность �X(t) при достаточно малых B − �B. Пере-
пишем уравнение (3) в виде:

dz

dt
= �B(t)z(t) + f(t) +

(
B(t) − �B(t)

)
z(t) .

Отсюда

z(t) = �V (t, 0)z(0) +

t∫

0

�V (t, τ)f(τ) dτ +

+

t∫

0

�V (t, τ)
(
B(τ) − �B(τ)

)
z(τ) dτ ;

�z(t) = �V (t, 0)�z(0) +

t∫

0

�V (t, τ)�f (τ) dτ .

Значит, при одинаковых начальных условиях ис-
ходного и возмущенного процессов получаем сле-
дующее неравенство в 1D-норме:

‖z(t)− �z(t)‖ ≤

≤
t∫

0

‖ �V (t, τ)‖
(
‖B(τ) − �B(τ)‖‖z(τ)‖ +

+ ‖f(τ)− �f (τ)‖
)
dτ ≤

≤
t∫

0

Me−(a−M(B− �B))(t−τ) ((B − �B
)
‖z(τ)‖ +

+
(
f −�f

))
dτ.

Используя условия теоремы, можно оценить
при всех t ≥ 0

‖z(t)‖1D ≤ ‖V (t)‖1D‖z(0)‖1D +

+

t∫

0

‖V (t, τ)‖1D‖f(τ)‖1D dτ ≤Me−at‖z(0)‖1D+
M

a
f.

А тогда получаем в 1D-норме при любом начальном
условии z(0) ∈ l1D оценку

‖z(t)− �z(t)‖ ≤M

((
B − �B

)M
a

f+
(
f −�f

))
×

×
t∫

0

e−(a−M(B− �B))(t−τ) dτ +

+M

t∫

0

e−(a−M(B− �B))(t−τ) (B − �B
)
×

×Me−aτ‖z(0)‖ dτ ≤

≤ M
(
M
(
B − �B

)
f+ a

(
f −�f

))

a
(
a−M

(
B − �B

)) + o (1) (8)

и первое утверждение теоремы доказано.

Введем теперь пространство последовательно-
стей l1E таких, что

l1E =
{
z = (p1, p2, · · · )T/‖z‖1E ≡

∑
n|pn| <∞

}
.

Тогда второе утверждение и оценка (7) вытекают
из известного неравенства ‖z‖1E ≤W−1‖z‖1D (см.,
например, [40]) и оценки (8).

Следствие 1. ПустьX(t)— стационарная 1D-экспо-
ненциально сильно эргодичная марковская цепь.
Тогда при достаточно малых возмущениях цепь
�X(t) также 1D-экспоненциально сильно эргодична

и справедлива следующая оценка в норме 1D:

‖π − �π‖ ≤ M
(
M‖B − �B‖‖f‖+ a‖f − �f‖

)

a
(
a−M‖B − �B‖

) .

Если вдобавок W = inf
i≥1
(di/i) > 0, то обе марков-

ских цепиX(t) и �X(t) имеют предельные средние и
в норме 1D выполнено неравенство:

|φ− �φ| ≤ M
(
M‖B − �B‖‖f‖+ a‖f − �f‖

)

Wa
(
a−M‖B − �B‖

) .

Можно получить и оценки устойчивости в есте-
ственной l1-норме. Для этого достаточно вос-
пользоваться известным соотношением (см., на-
пример, [33] или [40]):

‖p∗ − p∗∗‖ ≤ 2‖z∗ − z∗∗‖ ≤ 4‖z∗ − z∗∗‖1D .

Следствие 2. ПустьX(t)— стационарная 1D-экспо-
ненциально сильно эргодичная марковская цепь.
Тогда справедлива следующая оценка устойчи-
вости:

‖π − �π‖ ≤ 4M
(
M‖B − �B‖1D‖f‖1D + a‖f − �f‖1D

)

a
(
a−M‖B − �B‖1D

) .
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Следствие 3. ПустьX(t)— нестационарная 1D-экс-
поненциально слабо эргодичная марковская цепь.
Тогда справедлива следующая оценка устойчи-
вости:

lim sup
t→∞

‖p(t)− �p(t)‖ ≤

≤ 4M
(
M
(
B − �B

)
f+ a

(
f −�f

))

a
(
a−M

(
B − �B

)) .

4 Процессы рождения и гибели
с катастрофами

Пусть X(t) — процесс рождения и гибели с ка-
тастрофами (ПРГК). Тогда ненулевыми являются
интенсивности переходов: qi,i+1 (t) = λi(t) — ин-
тенсивности рождения, qi,i−1 (t) = µi(t) — интен-
сивности гибели, qi,0 (t) = ξi(t) — интенсивности
катастроф, а все остальные qij(t) ≡ 0 при i 6= j.

Условия ограниченности (1) будут выглядеть
следующим образом:

sup
k≥0
(λk(t) + µk(t) + ξk(t)) ≤ L <∞

почти при всех t ≥ 0.
Для элементов матрицы (4) получаем теперь сле-

дующие выражения:

bij =






−(λ0 + λ1 + µ1 + ξ1) при i = j = 1 ;

µ2 − λ0 при i = 1, j = 2 ;

−λ0 при i = 1, j > 2 ;

−(λj + µj + ξj) при i = j > 1 ;

µj при i = j − 1 > 1 ;
λj при i = j + 1 > 1 ;

0 в остальных случаях.

Следовательно,

DBD−1 =





−(λ0 + µ1 + ξ1)
d1
d2
µ2 0 · · · · · · · · ·

d2
d1
λ1 −(λ1 + µ2 + ξ2)

d2
d3
µ3 0

. . .
. . .

0
d3
d2
λ2 −(λ2 + µ3 + ξ3)

d3
d4
µ4 0

. . .

...
. . .

. . .
. . .

. . .
. . .

...
. . .

...
. . .

. . .
. . .





;

‖B(t)‖1D = sup
k≥0
(λk(t) + µk+1(t) + ξk+1(t) + +

dk+1
dk

λk+1(t) +
dk−1
dk

µk(t)

)
.

Отметим, что простое дополнительное условие

sup
k≥0

dk+1
dk
= m <∞

гарантирует справедливость оценки

‖B(t)‖1D ≤ (1 +m)L <∞

почти при всех t ≥ 0. Так как в этом разделе X(t)—
ПРГК, то f(t) = (λ0, 0, 0, · · · )T и

‖f(t)‖1D = d1λ0(t) ≤ L <∞

почти при всех t ≥ 0.
В предыдущих работах изучалась 1D-эргодич-

ность для ПРГ и ПРГК, соответствующие точные
оценки получены в [31, 32, 38, 42]. Здесь толь-
ко сформулированы основные результаты, кото-
рые позволяют получить соответствующие оценки
устойчивости.

Рассмотрим выражения:

αk (t) = λk (t) + µk+1 (t) + ξk+1 (t)−

− dk+1
dk

λk+1 (t)−
dk−1
dk

µk (t) , k ≥ 0 ;

α (t) = inf
k≥0

αk (t) .

Теорема 2. Пусть

∞∫

0

α (t) dt = +∞. (9)

Тогда X(t) слабо эргодичен. Если же, кроме того,

существуют положительные M и a такие, что при

всех 0 ≤ s ≤ t

e
−

t∫

s

α(τ)dτ
≤Me−a(t−s) ,

то X(t) 1D-экспоненциально слабо эргодичен.
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Следствие 4. Пусть X(t) — стационарный ПРГК и
пусть теперь вместо (9) соответствующее α > 0. То-
гда X(t) 1D-экспоненциально (сильно) эргодичен.
При этом можно выбратьM = 1 и a = α.

Следствие 5. Пусть теперь все интенсивности рож-
дения, гибели и катастроф 1-периодичны по t.
Пусть

1∫

0

α (t) dt = α∗ > 0

вместо (9). Тогда X(t) 1D-экспоненциально слабо
эргодичен,

a = α∗, M = sup
|t−s|≤1

e

t∫

s

α(τ) dτ
.

4.1 Система обслуживания Mt/Mt/S
с катастрофами

Это очень часто используемая модель системы
массового обслуживания. Число требований в сис-
теме X(t) — ПРГК с интенсивностями: λn(t) =
= λ(t) — интенсивность поступления требования
(заявки) в систему; µn(t) = min(n, S)µ(t) — интен-
сивность обслуживания требования, если в системе
находится n требований; наконец, ξn(t) = ξ(t) —
интенсивность катастрофы (т. е. обнуления числа
заявок).

Здесь рассмотрим только случай существенной
интенсивности обслуживания. Соответствующие
оценки получены в [38]. Используя доказанные
теоремы, получаем для этой системы следующий
результат.

Утверждение 1. Пусть существует δ ∈
∈ (1, S/(S − 1)], функция θ(t) и положительные чис-

ла R и ν такие, что при любых s, t, 0 ≤ s ≤ t,

Sµ(t)− δλ(t) ≥ θ(t) ; e
−

t∫

s
(1−δ−1)θ(u) du ≤ Re−ν(t−s) .

Тогда при dk = δk−1, M = R, a = ν процесс X(t)
1D-экспоненциально слабо эргодичен и, следователь-

но, справедливы следующие оценки устойчивости:

lim sup
t→∞

‖p(t)− �p(t)‖1D ≤

≤ R
(
R
(
B − �B

)
f+ ν

(
f −�f

))

ν
(
ν −R

(
B − �B

)) ; (10)

lim sup
t→∞

|φ(t) − �φ(t)| ≤

≤ R
(
R
(
B − �B

)
f+ ν

(
f −�f

))

Wν
(
ν −R

(
B − �B

)) , (11)

где W = inf
i≥1

δi−1/i > 0. Если, кроме того, процесс

X(t) стационарен (т. е. интенсивности λ, µ и ξ не за-

висят от t), тоR = 1, ν =
(
1− δ−1

)
(Sµ− δλ),X(t)

1D-экспоненциально сильно эргодичен и выполняются

соответствующие оценки устойчивости.

Рассмотрим теперь более конкретный пример.
Пусть �X(t) — число требований в системе обслу-
живания Mt/Mt/2 без катастроф, а интенсивности
поступления требований �λn(t) = �λ(t) = 2+sin 2πt+
+ ε1 cos t

2, обслуживания — �µn(t) = min(n, 2)�µ(t) =
= min(n, 2)

(
3 + cos 2πt+ ε2 sin

√
t
)
, где |εi| ≤ ǫ∗.

Выберем невозмущенный процесс X(t) с интен-
сивностями λn(t) = λ(t) = 2 + sin 2πt и µn(t) =
= min(n, 2)µ(t) = min(n, 2) (3 + cos 2πt). Положим
dk = 2

k−1, тогда

α (t) = 1 + cos 2πt− sin 2πt .

При этом f = 3, W = 1, a = α∗ =
1∫

0

α (t) dt = 1,

M = sup
|t−s|≤1

e

t∫

s

α(τ) dτ
≤ 2 и справедливы следующие

оценки устойчивости:

Рис. 1 Предельное среднее �φ(t) Рис. 2 Вероятность Pr
{
�X(t) = 0

}
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lim sup
t→∞

‖p(t)− �p(t)‖1D ≤ 74ǫ∗

1− 12ǫ∗ ;

lim sup
t→∞

|φ(t) − �φ(t)| ≤ 74ǫ∗

1− 12ǫ∗ ;

lim sup
t→∞

‖p(t)− �p(t)‖ ≤ 296ǫ∗

1− 12ǫ∗ .

С учетом оценок скорости сходимости получа-
ем, что для построения с точностью 10−6 при ǫ∗ =
= 10−3 предельных характеристик исходного про-
цесса достаточно брать t ≥ 18. А используя прием,
подробно изученный в [40], находим, что для до-
стижения нужной точности достаточно рассмотреть
«усеченный» процесс с пространством состояний
от 0 до 40.

Рисунки 1 и 2 дают «полосы», показывающие
границы для приближенных предельных характе-
ристики �p0(t) и �φ(t).

4.2 Простой процесс рождения, гибели
и иммиграции с конечным числом
состояний

Эта модель рассмотрена в недавней статье [42],
где получены и оценки скорости сходимости в раз-
ных ситуациях (см. также описание в [43] и [44]).
Здесь λn(t) = (n + 1)λ(t) — интенсивности рожде-
ния,µn(t) = nµ(t)— интенсивности гибели, ξn(t) =
= ξ(t) — интенсивности катастрофы (мгновенного
исчезновения популяции), а пространство возмож-
ных состояний — {0, 1, . . . , S}.

Утверждение 2. Пусть существуют положитель-

ные R и ν такие, что при любых s, t, 0 ≤ s ≤ t,

e
−

t∫

s

(µ(u)−λ(u)+ξ(u)) du
≤ Re−ν(t−s) .

ТогдаX(t) 1D-экспоненциально слабо эргодичен, при-

чем dk = 1, M = R, a = ν, W = 1/S. Следовательно,

выполняются оценки устойчивости (10) и (11). Если

же, кроме того, X(t) стационарен (т. е. интенсив-

ностиλ, µ и ξ не зависят от t), тоR = 1, ν = µ−λ+ξ
иX(t) будет 1D-экспоненциально сильно эргодичным.

Оценки скорости сходимости при конкрет-
ных интенсивностях для этой модели рассмотрены
в [42].

5 Система массового
обслуживания
с групповым поступлением
и обслуживанием заявок

Пусть теперь X(t)— число требований в неста-
ционарной марковской модели массового обслу-

живания с групповым поступлением и обслужива-
нием требований. Будем предполагать, что интен-
сивности поступления χk(t) и обслуживания νk(t)
требований не зависят от числа заявок в системе.
Дополнительно считаем, что при всехk и почти всех
t ≥ 0 выполняются неравенства χk+1(t) ≤ χk(t) и
νk+1(t) ≤ νk(t) . Тогда процессу X(t) соответствует
следующая транспонированная матрица интенсив-
ностей:

A(t) =





a00(t) ν1(t) ν2(t) · · · νr(t) · · ·

χ1(t) a11(t) ν1(t) · · · νr−1(t)
. . .

χ2(t) χ1(t) a22(t) · · · νr−2(t)
. . .

...
...

...
. . .

. . .
. . .

χr(t) χr−1(t) · · · χ1(t) arr(t)
. . .

...
...

...
...

...
...





где aii(t) = −
i∑

k=1

νk(t)−
∞∑
k=1

χk(t).

Условие ограниченности (1) приводит к нера-
венству

∞∑

k=1

νk(t) +

∞∑

k=1

χk(t) ≤ L

почти при всех t ≥ 0.
Основные свойства таких систем изучены в ра-

ботах [39, 45–48].
Элементы матрицы (4) здесь выглядят следу-

ющим образом:

bij =






ajj − χj при i = j ≥ 1 ;
χi−j − χi при 1 ≤ j < i ;

νj−i − χi при 1 ≤ i < j .

Следовательно,

DBD−1 =





a11
d1
d2
(ν1 − ν2)

d1
d3
(ν2 − ν3) · · ·

d2
d1
χ1 a22

d2
d3
(ν1 − ν3)

. . .

d3
d1
χ2

d3
d2
χ1 a33

. . .

...
...

. . .
. . .





;

‖B(t)‖1D ≤

≤ sup
k≥0

(
|akk(t)|+

∞∑

i=1

dk+i
dk

χi(t)

)
+

∞∑

i=1

νi(t) .

А значит, если потребовать, чтобы

∞∑

i=1

dk+i
dk

χi(t) ≤ K1 <∞ ,
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то получим

‖B(t)‖1D ≤ 2L+K1

почти при всех t ≥ 0.
Предположим еще, что почти при всех t ≥ 0

‖f(t)‖1D = d1χ1(t)+(d1 + d2)χ2(t)+ · · · ≤ K2 <∞ .

Рассмотрим выражения

βi (t) = −aii(t)−
i−1∑

k=1

(νi−k(t)− νi(t))
dk
di

−

−
∑

k≥1

χk(t)
dk+i
di

, k ≥ 0 ;

β (t) = inf
k≥0

βk (t) .

Тогда справедливо следующее утверждение.

Теорема 3. Пусть

∞∫

0

β (t) dt = +∞ . (12)

ТогдаX(t) слабо эргодичен. Если же, кроме того, при

некоторых положительных M и a и почти всех s, t
(0 ≤ s ≤ t)

e
−

t∫

s

β(τ) dτ
≤Me−a(t−s),

то X(t) 1D-экспоненциально слабо эргодичен и спра-

ведливы соответствующие оценки устойчивости.

Следствие 6. Если вдобавок процесс X(t) стацио-
нарен и вместо (12) выполняется соответствующее
неравенство β > 0, то X(t) 1D-экспоненциально
сильно эргодичен. При этом M = 1 и a = β.

Следствие 7. Пусть все интенсивности 1-периодич-
ны по t, а вместо (12) выполнено условие:

1∫

0

β (t) dt = β∗ > 0 .

ТогдаX(t) 1D-экспоненциально слабо эргодичен и

a = β∗, M = sup
|t−s|≤1

e

t∫

s

β(τ)dτ
.

6 Простая система обслуживания
с групповым поступлением
и обслуживанием требований

Рассмотрим здесь, следуя [49], модель, в которой
возможно поступление групп требований размером
не более m и обслуживание групп требований раз-
мером не более n. Интенсивность поступления
группы k заявок (k ≤ m) равна λ(t), а интенсив-
ность обслуживания группы k заявок (k ≤ n) равна
µ(t).

Утверждения об эргодичности и скорости схо-
димости для этой модели были получены в [49].
Сформулируем здесь основной результат.

Утверждение 3. Пусть найдется δ > 1 такое, что

∞∫

0

β∗(t) dt = +∞ , (13)

где

β∗(t) = (δ − 1)
({
1

δ
+
1 + δ

δ2
+ . . .

· · ·+ 1 + δ + · · ·+ δn−1
δn

}
µ(t)−

−
{
1 + (1 + δ) + · · ·+

(
1 + δ + · · ·+ δm−1

)}
λ(t)

)
.

Тогда процесс X (t) слабо эргодичен.

Если найдутся положительные R∗ и ν∗ такие,

что при всех s, t, 0 ≤ s ≤ t,

e
−

t∫

s

β∗(u) du
≤ R∗e−ν

∗(t−s) ,

то при dk = δk−1 процесс X(t) 1D-экспоненциально

слабо эргодичен, M = R∗, a = ν∗ и справедливы со-

ответствующие оценки устойчивости.

Замечаниие 2. Если интенсивности поступления
и обслуживания требований постоянны, то усло-
вие (13) эквивалентно неравенству

m (m+ 1)λ− n (n+ 1)µ < 0 .

В этом случае X(t) 1D-экспоненциально сильно
эргодичен, M = R∗ = 1, a = ν∗ = β∗.

Если интенсивности 1-периодичны по t, то
условие (13) эквивалентно неравенству

m (m+ 1)

1∫

0

λ(t) dt− n (n+ 1)

1∫

0

µ(t) dt < 0 ,

которое гарантирует 1D-экспоненциально слабую
эргодичность X(t).
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ОБ АППРОКСИМАЦИИ И СХОДИМОСТИ ОДНОМЕРНЫХ

ПАРАБОЛИЧЕСКИХ ИНТЕГРОДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ

МНОГОЧЛЕНОВ И СПЛАЙНОВ

В. И. Киреев1, М. М. Гершкович2, Т. К. Бирюкова3

Аннотация: Работа посвящена исследованию методов аппроксимации функций одномерными интегро-
дифференциальными многочленами (ИД-многочленами) второй степени и построенными на их базе
консервативными параболическими интегродифференциальными сплайнами (ИД-сплайнами). В боль-
шинстве практических вычислительных задач точность исходных данных не превышает точности ап-
проксимации параболическими многочленами и сплайнами. Традиционные параболические сплайны,
основанные на дифференциальных условиях согласования с аппроксимируемой функцией (дифференци-
альные сплайны), строятся со сдвигом узлов сплайна относительно узлов интерполяции для обеспечения
устойчивости процесса аппроксимации, что существенно усложняет расчетные алгоритмы. Кроме того,
традиционные дифференциальные сплайны не обладают свойством консервативности, т. е. не сохраняют
интегральные свойства аппроксимируемых функций. Авторами разработаны новые параболические ИД-
сплайны, основанные на использовании интегральной невязки в качестве условия согласования сплайна
и исходной функции. Такие сплайны являются устойчивыми без сдвига их узлов относительно узлов при-
ближаемой функции и консервативными в смысле сохранения площадей под кривыми. В статье доказаны
теоремы об аппроксимации функций одномерными параболическими ИД-многочленами и о сходимости
построенных на их базе параболических ИД-сплайнов. Предложенные ИД-сплайны рекомендуются
для применения при построении математических моделей обработки данных в больших территориально
распределенных информационных системах.

Ключевые слова: сплайн; многочлен; параболический; интегродифференциальный; аппроксимация; ин-
терполяция; сглаживание; оценка погрешностей; теорема сходимости; математическая модель обработки
данных

DOI: 10.14357/19922264140112

1 Введение

Одной из актуальных задач информатики явля-
ется задача управления большими базами данных,
постоянно пополняемыми в реальном времени.
Под большой базой данных здесь понимается про-
странственно распределенная, неоднородная (с от-
личиями по структуре в узлах сети), иерархически
организованная база данных, реализующая следу-
ющие функции:

– динамическое пополнение с первичной обра-
боткой и идентификацией данных;

– мониторинг и анализ данных;

– поддержка параллельного осуществления про-
цессов внутренней обработки данных и поиска
ответов на внешние запросы, а также подготов-
ки результатов для принятия решений.

Очевидно, что для успешной работы в реальном
времени с базами данных, обладающими такими

свойствами, необходимы специальные математи-
ческие методы, сокращающие трудоемкость вы-
числительных процессов без заметного ущерба для
точности результатов. В ряде случаев для такой це-
ли весьма полезными оказываются сплайны. Это
обусловлено тем, что сплайны могут с требуемой
точностью восстанавливать кривые и поверхности,
сохраняя их специфические особенности, что осо-
бенно важно, когда отсутствует строгая матема-
тическая модель описания поведения кривой или
поверхности.

Применение сплайнов целесообразно при опти-
мизации функционирования больших баз данных,
например, в задачах [1]:

– идентификации информационных объектов,
составляющих базы данных, кластеризации
данных при выработке суждений о степени их
близости между собой;

– поиска зависимостей между информационны-
ми объектами;

1Московский государственный горный университет, Vladimir-Kireyev@mail.ru
2Институт проблем информатики Российской академии наук, makmg@mail.ru
3Институт проблем информатики Российской академии наук, yukonta@mail.ru
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– оптимизации процессов передачи данных по
каналам связи;

– построения интерполяционных и сглажива-
ющих кривых экспертных оценок, участву-
ющих в подготовке результатов для принятия
решений.

С этой целью авторами был разработан и реа-
лизован особый вид ИД-сплайнов. В статье приво-
дятся теоретические результаты исследования по-
ведения таких сплайнов, оценивается погрешность
аппроксимации, доказывается сходимость и устой-
чивость сплайнов.

В настоящее время наиболее развиты и ма-
тематически обоснованы методы аппроксимации
кубическими сплайнами, которые являются устой-
чивыми, а по способу построения — дифферен-
циальными [2–4]. Однако в большинстве практи-
ческих вычислительных задач точность исходных
данных не превышает точности аппроксимации па-
раболическими многочленами и сплайнами.

Для обеспечения устойчивости традиционных
дифференциальных параболических сплайнов при-
ходится осуществлять сдвиг узлов сплайна относи-
тельно узлов аппроксимируемой функции [5], что
усложняет расчетные алгоритмы. Кроме того, все
традиционные дифференциальные сплайны, осно-
ванные на дифференциальных условиях согласо-
вания с аппроксимируемой функцией, не обладают
свойством консервативности, т. е. не сохраняют ин-
тегральные свойства аппроксимируемых функций.

В работах [6, 7] и др. авторами предложены
ИД-многочлены и ИД-сплайны четных степеней,
обладающие свойством консервативности, кото-
рое обеспечивается использованием интегрального
условия согласования при их построении. Интегро-
дифференциальный способ приближения широко
используется при конструировании численных ме-
тодов [8].

В данной статье, являющейся развитием ра-
бот [6, 7], доказана теорема об оценке погрешно-
стей аппроксимации функций различных классов
гладкости параболическими ИД-многочленами и
теорема сходимости параболических слабосглажи-
вающих ИД-сплайнов S2ID(x) дефекта 1.

Под алгебраическим ИД-многочленом (в общем
случае эрмитова типа) Sr,i(x) степени r, аппрокси-
мирующим на отрезке [xi, xi+1] некоторую сеточ-
ную функцию fi = f(xi), заданную на [a, b] на сетке
несовпадающих узлов

–1 : a = x0 < x1 < · · · < xi < xi+1 < · · ·
· · · < xn−1 < xn = b , (1)

понимается функция вида

Sr,i(x) =

r∑

k=0

ak,i(x− xi)
k . (2)

Здесь ak,i — коэффициенты, определяемые из сово-
купности интегральных и дифференциальных усло-
вий согласования:

δS
(−1)
r,i (xi, xi+1) =

xi+1∫

xi

[Sr,i(x)− f(x)] dx = 0 ; (3)

δS
(p1)
r,i (xk) = S

(p1)
r,i (xk)− f (p1)(xk) = 0

(k = i, i+ 1) , (4)

где p1 — порядки производных, принимающие це-
лые значения.

Количество условий (4) (с различными p1) опре-
деляются степенью многочлена.

Тогда функция S[q]r (x) =
n−1∪
i=0

Sr,i(x), определен-

ная на отрезке [a, b] и принадлежащая классу глад-
кости Cm[a,b], составленная из звеньев Sr,i(x), на-
зывается одномерным алгебраическим ИД-сплайном

степени r дефекта q (0 ≤ m ≤ r, q = r −m) с уз-
лами на сетке –1 (1), если каждое звено сплайна
при x ∈ [xi, xi+1] (i = 0, . . . , n− 1) представляется в
виде многочлена (2) с коэффициентами ak,i, опре-
деляемыми из совокупности интегральных и диф-
ференциальных условий согласования (3), (4) (где
p1 — целое, 0 ≤ p1 ≤ m) и условий непрерывности
сплайна S[q]r (x) и его производных во внутренних
узлах сетки–1:

S
(p2)
r,i−1(x)

∣∣
x=xi

= S
(p2)
r,i (x)

∣∣
x=xi

(i = 1, . . . , n− 1) ,

где 0 ≤ p2 ≤ m — порядки производных, такие что
{p1} ∩ {p2} = ∅ и {p1} ∪ {p2} = {0, 1, 2, . . . ,m}.

Ранее показано [6], что условия согласования

xi+1∫

xi

S2,i(x) dx = I
i+1
i ,

где

Ii+1i =

xi+1∫

xi

f(x) dx ;

S2,i(xk) = fk ;

fk = f(xk) (k = i, i+ 1) ,

определяют параболический интерполяционный
ИД-многочлен на [xi, xi+1]:

ИНФОРМАТИКА И ЕЁ ПРИМЕНЕНИЯ том 8 выпуск 1 2014 119



В. И. Киреев, М. М. Гершкович, Т. К. Бирюкова

S2ID,i(x) = fi +

(
6∇Ii+1i

h2i+1
− 2–fi
hi+1

)
(x− xi) +

+

(
−6∇I

i+1
i

h3i+1
+
3–fi

h2i+1

)
(x− xi)

2
, (5)

где hi+1 = xi+1 − xi; ∇Ii+1i = Ii+1i − fihi+1; –fi =
= fi+1 − fi.

Далее в разд. 2 проведены исследования по-
грешностей аппроксимации функций различных
классов гладкости с помощью ИД-многочленов
S2ID,i(x). В разд. 3 доказана теорема сходимости па-
раболического ИД-сплайна минимального дефекта
(q = 1). В разд. 4 перечислены основные выводы по
данной работе.

2 Оценки погрешностей
аппроксимации
сеточных функций
интегродифференциальными
многочленами

Проведем оценку погрешностей аппроксима-
ции функций f(x) различных классов гладкости m
с помощью ИД-многочленов S2ID,i(x) (5) в пред-
положении, что параметры Ii+1i , fi, fi+1 много-
члена S2ID,i(x) известны точно или вычислены с
точностью не ниже O(hm+2) для Ii+1i и O(hm+1)
для fi, fi+1 (в этом случае порядок аппроксимации
максимален).

В пространстве непрерывных на отрезке [a, b]
функций используется норма

‖g(x)‖[a,b] = max
x∈[a,b]

|g(x)| .

Обозначим через

R(p)(x) = S(p)r (x) − f (p)(x)

(p = 0, 1 — порядок производной) остаточное сла-
гаемое аппроксимации. Тогда на частичном отрез-
ке [xi, xi+1] в качестве погрешности принимается
норма:

‖R(p)(x)‖[xi,xi+1]= max
x∈[xi,xi+1]

|R(p)(x)| .

МногочленS2ID,i(x) (5) в форме Лагранжа имеет
вид:

S2ID,i(x) =
6u(1− u)

hi+1
Ii+1i +

+ (1− u)(1− 3u)fi + u(3u− 2)fi+1 ,

где

u =
x− xi
hi+1

(0 ≤ u ≤ 1) .

Остаточное слагаемое интерполяции f(x) мно-
гочленом S2ID,i(x) на отрезке [xi, xi+1] выражается
разностью

R2ID(x) = S2ID,i(x) − f(x) =
ϕ1(u)

hi+1
Ii+1i +

+ ϕ2(u)fi + ϕ3(u)fi+1 − f(x) , (6)

где
ϕ1(u) = 6u(1− u) ;

ϕ2(u) = (1 − u)(1− 3u) ;

ϕ3(u) = u(3u− 2) .





(7)

Здесь Ii+1i , fi и fi+1 являются параметрами много-
члена.

Рассмотрим случай f(x) ∈ C3[xi,xi+1]
. Заменяя

в (6) параметры Ii+1i = Fi+1 − Fi и fi, fi+1 (здесь
Fi = F (xi), Fi+1 = F (xi+1), где F (x)— первообраз-
ная) их разложениями по формуле Тейлора в точке
x ∈ (xi, xi+1), получим:

R2ID(x) =
h3i+1
12

u3(1− u)(−3u2 + 6u− 2)f ′′′(ξ) +

+
h3i+1
12

u(1−u)3
(
3u2 − 1

)
f ′′′(η) (ξ, η ∈ (xi, xi+1)).

Здесь учитывается, что точка ξ (xi < ξ < x) для
разложения Fi та же, что и для разложения fi, и
точка η (x < η < xi+1) для разложения Fi+1 та же,
что и для разложения fi+1.

Обозначим

ψ1(u) = (1− u)(−3u2 + 6u− 2) ;
ψ2(u) = u(1− u)3(3u2 − 1) .

Тогда

|R2ID(x)| ≤

≤ h3i+1
12
(|ψ1(u)| · |f ′′′(ξ)|+ |ψ2(u)| · |f ′′′(η)|) .

По теореме о среднем [2], если g(x) ∈ C[ξ,η] и α и β
имеют одинаковые знаки, то

∃ ζ ∈ [ξ, η] : αg(ξ) + βg(η) = (α+ β)g(ζ) .

Следовательно, если принять в качестве g(x) функ-
цию |f ′′′(x)| и в качестве коэффициентов α и β зна-
чения |ψ1(u)| и |ψ2(u)| в данной конкретной точке u
(u ∈ [0, 1]), то существует такая точка ζ ∈ [xi, xi+1]
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Таблица 1 Константы в оценке погрешности интерполяции функции f(x) ∈ Cm
[xi,xi+1]

(m = 1, 2, 3) параболическим ИД-многочленом S2ID,i(x)

Порядок производной
T
(2ID)
3,0(

f(x) ∈ C3[xi,xi+1]

) T
(2ID)
2,0(

f(x) ∈ C2[xi,xi+1]

) T
(2ID)
1,0(

f(x) ∈ C1[xi,xi+1]

)

p = 0
1

72
√
3
≈ 0,0080 1

25
√
2
≈ 0,0283 1

6

p = 1
1

12

1

4
2

(поскольку ξ, η ∈ [xi, xi+1]), что ∀x ∈ [xi, xi+1] (т. е.
∀u ∈ [0, 1]) выполняется неравенство:

|R2ID(x)| ≤
h3i+1
12
(|ψ1(u)|+ |ψ2(u)|) |f ′′′(ζ)| ≤

≤ h3i+1
12
(|ψ1(u)|+ |ψ2(u)|) ‖ f ′′′(ζ) ‖ .

Правая часть неравенства является мажорантой для
модуля остаточного слагаемого, поэтому

‖R2ID(x)‖[xi,xi+1]≤

≤ h3i+1
12

max
u∈[0,1]

γ(u)· ‖ f ′′′(x) ‖[xi,xi+1] ,

где γ(u) = |ψ1(u)|+ |ψ2(u)|.
Максимум функции γ(u) при 0 ≤ u ≤ 1 дости-

гается в двух точках, симметричных относительно
середины отрезка, и равен 1/(6

√
3) ≈ 0,0962.

Таким образом, при f(x) ∈ C3[xi,xi+1]
оценка по-

грешности интерполяции функции f(x) ИД-мно-
гочленом S2ID,i(x) на отрезке [xi, xi+1] будет иметь
вид

‖R2ID(x)‖[xi,xi+1]=‖S2ID,i(x) − f(x)‖[xi,xi+1]≤

≤ h3i+1

72
√
3

‖f ′′′(x)‖[xi,xi+1] .

Для производной f ′(x) при f(x) ∈ C3[xi,xi+1]
, а

также для функций классов гладкости C2[xi,xi+1]
и

C1[xi,xi+1]
(и их производных) оценивание погреш-

ностей аппроксимации проводится по тому же ал-
горитму.

Все полученные результаты обобщаются в виде
следующей теоремы.

Теорема 1. Об оценке погрешностей аппроксима-
ции функций ИД-многочленом S2ID,i(x).

Если параболический ИД-многочлен S2ID,i(x) на

отрезке [xi, xi+1] интерполирует функцию f(x) ∈
∈ Cmxi,xi+1

(m = 1, 2, 3), причем его параметры Ii+1i =

=
xi+1∫
xi

f(x) dx, fk = f(xk) (k = i, i + 1) известны

точно или вычислены с точностью не ниже O(hm+2),
O(hm+1) соответственно, то справедливы оценки:

‖R(p)2ID(x)‖[xi,xi+1]=‖ S
(p)
2ID,i(x)− f (p)(x) ‖[xi,xi+1]≤

≤ T (2ID)m,p hm−p
i+1 ‖ f (m)(x) ‖[xi,xi+1] , (8)

где p = 0, 1 — порядок производной; T
(2ID)
m,p — кон-

станты, приведенные в табл. 1.

3 Построение и сходимость
глобальных параболических
интегродифференциальных
сплайнов минимального
дефекта

Пусть на сетке –1 (1) задана функция {fi =
= f(xi)±θi}ni=0, где θi (i = 0, . . . , n) — погрешности
измерения или вычисления значений функции, не
превышающие O(H3) (H = max

i=1,...,n
hi).

Требуется построить глобальный параболиче-
ский ИД-сплайн “S2ID(x) с узлами на сетке –1,
имеющий погрешность аппроксимации

‖ “S2ID(x)− f(x)‖[a,b]= max
x∈[a,b]

| “S2ID(x)− f(x)| ,

не превышающуюO(H3) (для f(x) ∈ Cm[a,b] (m ≥ 3)),
и удовлетворяющий следующим условиям:

(1) интегральному условию согласования

xi+1∫

x1

“S2ID(x) dx = �I
i+1
i , i = 0, . . . , n− 1 ; (9)

(2) условию непрерывности сплайна и его первой
производной в узлах сетки–1:

“S
(p)
2ID(x)

∣∣[xi−1,xi]

x=xi
= “S

(p)
2ID(x)

∣∣[xi,xi+1]

x=xi
,

p = 0, 1 ; i = 1, . . . , n− 1 . (10)
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Здесь �Ii+1i — заданные или предварительно вы-
численные с точностью не ниже O(H4) интегралы
от функции f(x) на частичных отрезках [xi, xi+1],
образуемых сеткой –1. Параболический сплайн,
удовлетворяющий условиям (10), имеет дефект
q = 1.

Данный метод аппроксимации будем называть
методом слабого сглаживания, а соответствующий
сплайн — слабосглаживающим сплайном.

Как будет показано ниже, для этих сплайнов
разность значений сплайна и функции как в узлах
сетки –1, так и на всем рассматриваемом отрезке
при аппроксимации функций класса Cm[a,b] (m ≥ 3)
имеет порядок O(H3) и, таким образом, указанные
сплайны близки к интерполяционным. Во мно-
гих практических задачах порядок точности исход-
ных данных не превышает O(H3). В этих случаях
слабосглаживающие сплайны в сущности являют-
ся интерполяционными, так как обеспечивают вы-
полнение условий интерполяции в узлах сеточной
функции с порядком O(H3).

Однако, в отличие от традиционных интер-
поляционных параболических дифференциальных
сплайнов, устойчивость ИД-сплайнов обеспечива-
ется без сдвига узлов сплайна относительно уз-
лов аппроксимируемой сеточной функции, что
обусловлено применением интегрального условия
согласования. При этом ИД-сплайны обладают
свойством консервативности, а алгоритмы их по-
строения характеризуются простотой реализации и
экономичностью.

Для построения слабосглаживающего ИД-

сплайна “S2ID(x) =
n−1⋃
i=0

“S2ID,i(x), удовлетворяющего

условиям (9) и (10), коэффициенты ak,i (k =
= 0, 1, 2) составляющих его звеньев “S2ID,i(x) =

=
2∑

k=0

ak,i(x − xi)
k вычисляются из системы урав-

нений, вытекающей из совокупности соотноше-
ний (9) и (10) .

Звено “S2ID,i(x) на отрезке [xi, xi+1] с коэффи-
циентами, полученными из (9) и (10) при p = 0
(условие интегрального согласования сплайна и
аппроксимируемой функции и условие непрерыв-
ности сплайна соответственно), имеет вид:

“S2ID,i(x) = “fi +

(
6∇�Ii+1i

h2i+1
− 2–

“fi
hi+1

)
(x− xi) +

+

(
−6∇

�Ii+1i

h3i+1
+
3– “fi

h2i+1

)
(x− xi)

2 ,

где “fi (i = 0, . . . , n) — параметры, равные значениям
сплайна “S2ID(x) в узлах сетки –1, ∇�Ii+1i = �Ii+1i −
− “fihi+1,– “fi = “fi+1 − “fi.

Выполнение условия (10) при p = 1 (условие не-
прерывности первой производной сплайна “S2ID(x))
обеспечивается, если параметры “fi (i = 0, . . . , n)
удовлетворяют следующим соотношениям (полу-
ченным из (10) при p = 1 путем алгебраических
преобразований):

1

hi
“fi−1 + 2

(
1

hi
+
1

hi+1

)
“fi +

1

hi+1
“fi+1 =

= 3

(
�Ii+1i

h2i+1
+
�Iii−1
h2i

)
, i = 1, . . . , n− 1 . (11)

Равенства (11) представляют собой трехдиаго-
нальную систему линейных алгебраических урав-
нений с диагональным преобладанием. Эта система
в совокупности с краевыми условиями (например,
заданными в виде “f0 = f0 = f(x0), “fn = fn = f(xn))
имеет единственное решение, которое можно най-
ти экономичным методом прогонки [9].

Для вычисления интегральных параметров
звеньев сплайнов могут быть использованы ле-
восторонние и правосторонние квадратурные
формулы, обеспечивающие при f(x) ∈ Cm[a,b]
(m ≥ 3) порядок точности вычисления интегралов
O(H4) [8]:

�Iii−1 =
h3i

6H
i+1

i

(
− 1

hi+1
fi+1 +

H
i+1

i H
3(i+1)

i

h2ihi+1
fi +

+
H
3(i+1)

2i

h2i
fi−1

)
; (12)

�Ii+1i =
h3i+1

6H
i+1

i

(
H
2(i+1)

3i

h2i+1
fi+1 +

H
i+1

i H
i+1

3i

hih
2
i+1

fi −

− 1
hi
fi−1

)
, (13)

где H
l(i+1)

ki = khi + lhi+1 (k, l > 0 — натуральные
числа).

Для параболического ИД-сплайна “S2ID(x) верна
следующая теорема сходимости.

Теорема 2. О сходимости одномерного глобального
параболического ИД-сплайна.

Пусть функцию f(x) (x ∈ [a, b]), заданную с

точностью не ниже O(H4) (hi = xi − xi−1, H =
= max

i=1,...,n
hi) на сетке –1 (1) с параметром неравно-

мерности сетки

Q =

max
i=1,...,n

hi

min
i=1,...,n

hi
,

аппроксимирует слабосглаживающий глобальный

параболический ИД-сплайн “S2ID(x). Тогда если
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f(x) ∈ C3[a,b] и параметры �Ii+1i (i = 0, . . . , n−1) опре-

деляются по формулам (12), (13), а “fi (i = 0, . . . , n)—

из трехдиагональной системы линейных алгебраиче-

ских уравнений (СЛАУ) (11) с краевыми условиями
“f0 = f0 = f(x0), “fn = fn = f(xn), то справедливы

оценки

‖ “S(p)2ID(x)− f (p)(x)‖[a,b]≤
≤ H3−p

(
T
(2ID)
3,p +KpQ

1+p
)
‖f ′′′(x)‖[a,b] , (14)

где p = 0, 1 — порядок производной, а константы

имеют значения:

T
(2ID)
3,0 =

1

72
√
3
; T

2(ID)
3,1 =

1

12
; K0 =

11

48
; K1 =

25

24
.

Таким образом, при f(x) ∈ C3[a,b] сплайны “S2ID(x)

равномерно сходятся к функции f(x) на последова-

тельности сеток –
(n)
1 : a = x0 < x1 < · · · < xi <

< xi+1 < · · · < xn = b по крайней мере со скоростью

H3, а их производные “S′
2ID равномерно сходятся к

f ′(x) по крайней мере со скоростью H2 с ростом n.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Формула звена сплайна
“S2ID(x) на отрезке [xi, xi+1] в форме Лагранжа за-
писывается в виде ИД-многочлена:

“S2ID,i(x) =
6u(1− u)

hi+1
�Ii+1i + (1− u)(1− 3u) “fi +

+ u(3u− 2) “fi+1 .

Для нахождения погрешности ‖ “S(p)2ID(x) −
− f (p)(x)‖[a,b] представим ее в виде:

‖ “S(p)2ID(x)− f (p)(x)‖[a,b]≤‖S(p)2ID(x)− f (p)(x)‖[a,b] +
+ ‖ “S(p)2ID(x)− S

(p)
2ID(x)‖[a,b] , (15)

где S2ID(x)— сплайн, составленный из звеньев (5),
параметры которого Ii+1i , fi, fi+1 известны точно
(или вычислены с точностью не ниже O(H5) для
Ii+1i и O(H4) для fi, fi+1).

Оценки первого слагаемого правой части нера-
венства (15) вытекают из формулы (8). Поскольку
оценки, приведенные в теореме 1, справедливы для
любого частичного отрезка [xi, xi+1] ⊂ [a, b], i =
= 0, . . . , n− 1, то верна формула

‖S(p)2ID,i(x)− f (p)(x)‖[a,b] ≤
≤ T (2ID)m,p Hm−p ‖f (m)(x)‖[a,b] . (16)

Оценки второго слагаемого получаются следу-
ющим образом. На отрезке [xi, xi+1] разность

“S
(p)
2ID(x)−S

(p)
2ID(x) при p = 0, 1 (соответственно) име-

ет вид:

“S2ID(x) − S2ID(x) =
6u(1− u)

hi+1

(
�Ii+1i − Ii+1i

)
+

+ (1− u)(1− 3u)( “fi − fi) +

+ u(3u− 2)( “fi+1 − fi+1) , (17)

“S′
2ID(x) − S′

2ID(x) =
6(1− 2u)
h2i+1

(
�Ii+1i − Ii+1i

)
+

+
2(3u− 2)
hi+1

(
“fi − fi

)
+

+
2(3u− 1)
hi+1

(
“fi+1 − fi+1

)
. (18)

Введем функции ϕk(u) (k = 1, 2, 3) по форму-
лам (7). Дифференцируя ϕk(u), получим:

ϕ′
1(u) =

dϕ1(u)

du
= 6(1− 2u) ;

ϕ′
2(u) =

dϕ2(u)

du
= 2(3u− 2) ;

ϕ′
3 =

dϕ3(u)

du
= 2(3u− 1) .

Из (17) и (18) ∀x ∈ [a, b] вытекает соотношение:

‖ “S(p)2ID(x) − S
(p)
2ID(x)‖[a,b] ≤

≤ 1
(
min

i=1,...,n
hi

)1+p max
u∈[0,1]

∣∣∣ϕ(p)1 (u)
∣∣∣×

× max
i=0,...,n−1

∣∣∣�Ii+1i − Ii+1i

∣∣∣+

+
1(

min
i=1,...,n

hi

)p max
u∈[0,1]

[∣∣∣ϕ(p)2 (u)
∣∣∣+

+
∣∣∣ϕ(p)3 (u)

∣∣∣
]
max

i=0,...,n

∣∣∣ “fi − fi

∣∣∣ . (19)

Можно показать, что

max
u∈[0,1]

|ϕ1(u)| =
3

2
при u =

1

2
;

max
u∈[0,1]

|ϕ′(u)| = 1 при u = 0 ;

max
u∈[0,1]

[|ϕ2(u)|+ |ϕ3(u)|] = 1 при u = 0, u = 1 ;

max
u∈[0,1]

[|ϕ′
2(u)|+ |ϕ′

3(u)|] = 6 при u = 0, u = 1 .

Оценки погрешностей вычисления интегралов
max

i=0,...,n−1
|�Ii+1i − Ii+1i | при нахождении �Ii+1i (i =

= 0, . . . , n − 1) по формулам (12), (13) и по-
грешностей вычисления значений функции в уз-
лах сетки –1 max

i=0,...,n
| “fi − fi| при нахождении “fi

(i = 0, . . . , n) из трехдиагональной СЛАУ (11) с
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Таблица 2 Оценки погрешностей аппроксимации функции f(x) = Cm
[xi,xi+1]

(m = 1, 2, 3) и ее первой производной

f ′(x) слабосглаживающим ИД-сплайном “S2ID(x) и его производной “S′

2ID(x)

Погрешность f(x) ∈ C3[a,b] f(x) ∈ C2[a,b] f(x) ∈ C1[a,b]

‖ “S(p)2ID(x)−
− f (p)(x)‖[a,b]≤

H3−p(T3,p +K3,pQ1+p)M3 H2−p(T2,p +K2,pQ2+p)M2 H1−p(T1,p + (K1,p +K∗

1,pQ)Q1+p)M1

p = 0 T3,0 =
1

72
√
3

, K3,0 =
11

48
T2,0 =

1

25
√
2

, K2,0 =
9

24
T1,0 =

1

6
, K1,0 =

1

2
, K∗

1,0 =
3

4

p = 1 T3,1 =
1

12
, K3,1 =

25

24
T2,1 =

1

8
, K2,1 =

19

12
T1,1 = 2 , K1,1 = 3 , K∗

1,1 =
19

6
Примечания: M3 =‖f ′′′(x)‖[a,b], M2 =‖f ′′(x)‖[a,b], M1 =‖f ′(x)‖[a,b].

краевыми условиями “f0 = f0, “fn = fn найдены в [8]
и в случае f(x) ∈ C3[a,b] имеют вид:

max
i=0,...,n−1

∣∣∣�Ii+1i − Ii+1i

∣∣∣ ≤ 1

24
H4 ‖f ′′′(x)‖[a,b] ; (20)

max
i=0,...,n

∣∣∣ “fi − fi

∣∣∣ ≤
(
H3

24
+
H3

8

)
Q ‖f ′′′(x)‖[a,b]=

=
H3

6
Q ‖ f ′′′(x) ‖[a,b] , (21)

где H = max
i=1,...,n

hi.

Итак, из формул (19)–(21) вытекает

‖ “S(p)2ID(x) − S
(p)
2ID(x)‖[a,b]≤

≤ KpH
3−pQ1+p ‖f ′′′(x)‖[a,b]

при f(x) ∈ C3[a,b] , (22)

где p = 0, 1 — порядок производной; K0 = 11/48,
K1 = 25/24.

Таким образом, из формул (15), (16), (22) полу-
чается оценка (14).

Теорема 2 доказана.

Аналогичным способом можно найти оценки
погрешностей аппроксимации функции f(x) (и ее
производной) с помощью сплайна “S2ID(x) (и его
производной) при f(x) ∈ Cm[xi,xi+1]

, m = 1, 2.
Оценки погрешностей аппроксимации функ-

ции f(x) ∈ Cm[xi,xi+1]
(m = 1, 2, 3) (и ее первой про-

изводной f ′(x)) с помощью слабосглаживающего
ИД-сплайна “S2ID(x) (и “S′

2ID(x)) при определении
параметров �Ii+1i (i = 0, . . . , n−1) по формулам (12),
(13) и нахождении затем значений “fi (i = 0, . . . , n)
из трехдиагональной СЛАУ (11) с краевыми услови-
ями “f0 = f0 = f(x0), “fn = fn = f(xn) представлены
в табл. 2.

Из оценок, приведенных в табл. 2, следует, что
при f(x) ∈ Cm[a,b] (m = 1, 2, 3) ИД-сплайны “S2ID(x)
равномерно сходятся к функции f(x) на последо-

вательности сеток –(n)1 : a = x0 < x1 < · · · < xi <

< xi+1 < · · · < xn = b по крайней мере со ско-
ростьюHm с ростом n, а их производные при f(x) ∈
∈ Cm[a,b] (m = 2, 3) равномерно сходятся к f ′(x) по

крайней мере со скоростью Hm−1

Дальнейшее увеличение степени гладкости
функции f(x) не приводит к увеличению поряд-
ка приближения относительно H .

Выводы

1. В работе предложены методы аппроксимации
функций различных классов гладкости с по-
мощью ИД-многочленов и ИД-сплайнов вто-
рой степени, обладающих свойством консерва-
тивности.

2. Получены оценки погрешностей аппроксима-
ции функций и их производных параболиче-
скими ИД-многочленами, доказана теорема
сходимости глобального параболического сла-
босглаживающего ИД-сплайна дефекта 1.

3. Применение предложенных авторами алгорит-
мов аппроксимации ИД-сплайнами можно ре-
комендовать разработчикам больших терри-
ториально-распределенных информационных
систем при построении математических моде-
лей обработки данных в условиях ограниченных
временных и вычислительных ресурсов — реа-
лизующих, например, идентификацию инфор-
мационных объектов, определение степени
близости данных, поиск зависимостей [1, 7].
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Abstract: The methods for approximation of functions with one-dimensional (1D) integrodifferential polynomials
of the 2nd degree and derived conservative parabolic integrodifferential splines are considered. In majority of
applied computational tasks, accuracy of source data does not exceed precision of approximation by parabolic
polynomials and splines. The nodes of conventional parabolic splines, based on differential matching conditions
with approximated function (further named as differential splines), are shifted relatively to interpolation nodes in
order to provide stability of approximation process. The shift between spline and approximation nodes complicates
computational algorithms drastically. Additionally, traditional differential splines are not conservative, i. e., they do
not maintain integral characteristics of approximated functions. The novel integrodifferential parabolic splines that
use integral deviation as criteria for matching a spline with a source function are presented. These splines are stable
if spline nodes coincide with nodes of approximated functions and conservative with respect to sustaining area
under curves. The theorems on approximation of mathematical functions with 1D integrodifferential parabolic
polynomials and convergence of parabolic integrodifferential splines are proved. It is suggested to apply the
proposed integrodifferential splines for development of mathematical data processing models for large area spread
information systems.
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STABILITY ANALYSIS OF AN OPTICAL SYSTEM WITH RANDOM

DELAY LINES LENGTHS
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Abstract: A new model of an optical buffer system is considered, in which the differences {–n} between the lengths
of two adjacent fiber delay lines (FDLs) are random. This is an extension of the model considered in [1] where these
differences (also referred to as granularity) are constant, i. e., –n ≡ const. The system is modeled by utilizing the
random-walk theory and closely-related asymptotic results of the renewal theory, such as the inspection paradox
and the Lorden’s inequality. A stability analysis is performed based on the regenerative approach. Some numerical
results are included as well, showing that the obtained conditions delimit the stability region with high accuracy.
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1 Introduction

In networks featuring optical burst switching, data units
referred to as bursts travel from source to destination
in the form of light (i. e., without conversion to the
electrical domain in intermediate switches). As optical
random access memory does not as yet exist, a set A of
FDLs is used as a substitute form of buffering. Thus,
the set of possible waiting times is denumerable, with
each value corresponding to the length of a fixed delay
line belonging to A. As a result, in general even having
an infinite set of (different) lines, arriving bursts have
to wait for service longer than in the classical case with
infinite buffer for awaiting customers. The stability of
such a general optical system with a denumerable set A
with deterministic lengths has been analyzed in recent
papers [2, 3]. The main idea of the present paper is
to consider a denumerable set of FDLs with random

lengths.
Motivations for this extension are manifold. For

heavily-loaded modern large networks, a large number
of lines is required. These lines constitute a huge number
of possible paths between hosts and users. Moreover, it
seems appropriate to describe the differences between
their lengths as random variables to reflect variability of
the paths. On the other hand, to meet the high quality of
service (QoS) requirement and avoid huge difference in
transmission times, it seems reasonable to assume that
the difference – > 0 between the adjacent increasing

FDL lengths has the same distribution regardless of the
lines, reflecting homogeneity of the network. In partic-
ular, homogeneity may be important for reduction of

reordering in the multipath transmission of a big file by
means of a huge number of small packets.

One more argument to support a common distribu-
tion of – is that the modern networks are very well-
connected and contain a huge number of links, such
that each path is collected from a number of elementary

(primary) optical cables with comparable lengths. Thus,
randomness of – reflects variability of FDL lengths,
while the common distribution of – (homogeneity) re-
flects the mentioned comparability. Such a setting seems
to be natural for a large fiber lines set (infinite in theory)
in a local network, where knowledge of the exact FDL
lengths is unavailable (or costly) for the some reason. In
this case, it is assumed that the most important prede-
termined information is contained in the distribution of
–, while other details/info related to the set A are hardly
available or less important.

The final argument for the considered model is that
sometimes, it might be easier to assume some random-
ness in the differences – rather than to calculate the
exact differences. Moreover, to meet the stability condi-
tion, in fact, only knowledge of the first two moments is
required (not of the entire distribution); hence, simple
sample estimators can be used.

As it will be shown below, randomness of – implies
considerable changes in the technique of analysis in
comparison with the model with the deterministic FDL
set A. As the difference – = const considered in [1]
is called granularity, it is natural to refer to the model
considered in this paper as the model with stochastic

granularity.
Further, the term stochastic inhomogeneity can be

1Institute of Applied Mathematical Research, Karelian Research Center, Russian Academy of Sciences, 11 Pushkinskaya Str., Petrozavodsk
185910, Russian Federation
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used to name a system in which the distribution of the
difference – depends on the lines. This case will not be
further discussed; let only note that inhomogeneity may
lead to extra loss of capacity caused by an increase of
variance of the void (the idle time following completion
of a transmission).

Note that the assumption – > 0 reflecting the cor-
responding ordering of the set of FDL lengths A seems
less motivated for large distributed networks, where the
structure of currently available different routes is not
as well defined. Nevertheless, the authors believe that
such assumption and, hence, the approach developed is
suitable for some distributed optical networks. Besides,
it may be useful not only for optical systems but for some
other bufferless communication networks as well.

In the authors’ opinion, this model has intrinsic
interest from the mathematical point of view as well.

The structure of the paper is as follows. In section 2,
a description of the optical system with random delay
lines is given. Then, in Section 3, stability of this system
is analyzed. In particular, sufficient stability conditions
of such a system are presented using regenerative argu-
ments. The key ingredient of the analysis is application
of the so-called inspection paradox from the renewal
theory. In section 4, simulation results are presented
which verify that the stability conditions found are tight
and close to being also necessary.

2 Description of the Model

Based on the assumptions detailed above, define the
length of the nth line as Sn := –1 + · · ·+–n, S0 := 0,
with independent and identically distributed (i.i.d.) ran-
dom variables {–n, n ≥ 1} distributed as a generic
variable –. Assume in the following that – is nonlat-
tice. (In a more general case, it could be assumed that
Sn = a0+–1+ · · ·+–n where a constant (or, possibly,
even a random variable (r.v.)) a0 > 0 is a minimal given
delay. However, further stability analysis is independent
of this assumption.)

Thus, for the nth arriving burst whose waiting time
is Wn = x, generate a path until the random walk {Si}
exceeds the level x, n ≥ 0. As in previous works [2, 3],
this rule is motivated by the requirement to keep the
FIFO (first in, first out) discipline. Thus, the following
set A = {S0, S1, S2, . . .}, in which the origin 0 covers
the case of a nonwaiting burst is obtained. Define the
number of lines required to guarantee a delay exceeding
the threshold x ≥ 0 as

N(x) = inf{n ≥ 0 : Sn ≥ x} .

(Obviously, {N(x)} is the renewal process generated by
the random walk {Sn}.) Then, the actual (random) de-
lay of the burst, which meets the workload x, is defined

as
SN(x) = inf{Sn : Sn − x ≥ 0} .

Note that SN(0) = N(0) = S0 = 0. For each x ≥ 0, the
overshoot of the renewal process is defined as

SN(x) − x = –(x) . (1)

By definition,–(x) ≥ 0 for all x ≥ 0 and–(Sk) = 0 for
any k ≥ 0. In what follows, it is assumed that

0 < E–2+ε0 <∞ (2)

for some ε0 > 0. This assumption is necessary to apply
the asymptotic results from the renewal theory detailed
below. In particular, (2) implies that for any δ0, there are
(fixed) constants D <∞, δ∗ > 0, such that

P(δ∗ < – ≤ D) ≥ 1− δ0 . (3)

(Obviously, having E– < ∞ is enough to ensure (3).)
Let introduce the following quantities, which are crucial
for the further analysis:

–∗ :=
E–2

E–
; –0 :=

E–2

2E–
. (4)

Note that by the Lorden’s inequality [4] the first term
in (4) is the upper bound of the expected overshoot–(x)
over all x ≥ 0, while the second term is the mean sta-
tionary overshoot in the random walk {Sn} expressing
the so-called inspection paradox. Further, assume that
the input process is renewal with independent and iden-
tically distributed (i.i.d.) interarrival times {Tk} with a
generic time T . Also assume that service (transmis-
sion) times {Bn} are i.i.d. with the generic element B.
Denote U := B − T and introduce the distribution
FU (x) = P(U ≤ x), x ∈ (−∞, +∞). Obviously, by
the independence between B and T , one can express
this distribution in the terms of given distributions of B
and T as follows:

FU (x) =

∞∫

0−

FB(x + y)FT (dy) .

Let Wk be the remaining workload which the burst k
meets upon arrival. In other words, it is the time which is
required to transmit the work accumulated in the systems
(in the optical buffer and server) prior to arrival of the
burst. Define the workload process W = {Wk, k ≥ 0}
and construct regeneration instants {βn} for the pro-
cess W in the following (conventional) way: let β0 = 0
and

βn+1 = inf(k > βn :Wk = 0) , n ≥ 0 (inf ∅ :=∞) .
In what follows, the focus will be on the zero-delayed
regenerative process in which case 0 is the regeneration
point, and β := β1 is the generic regeneration period.
Note that the sequence {βn} is well-defined since 0 ∈ A.
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3 Main Stability Result
The main purpose is to establish conditions ensuring the
positive recurrence of the workload regenerative process
meaning that

Eβ <∞. (5)

The importance of positive recurrence for the stability
analysis is well-known (see, for instance, [4, 5]). Let use
the following characterization of the recurrence proper-
ty of the renewal process β via the limiting behavior of
the forward regeneration time at the instant n, which is
defined as

β(n) = inf
k
(βk − n : βk − n > 0) , n ≥ 1 .

It is known [6] that

Eβ =∞ if and only if β(n)→ ∞ in probability

as n→ ∞ . (6)

Thus, to establish (5), it suffices to show that β(n) 6→ ∞
(in probability), which is exactly the approach used
below. Now, the main stability result can be formulated.

Theorem 1. Assume that – is nonlattice, EB < ∞,

ET < ∞ and that condition (2) holds. Furthermore,

assume that the following negative drift assumption

EU +–0 < 0 (7)

and the regeneration assumption

P(T > –+B) = δ1 > 0 (8)

hold. Then Eβ <∞.

P r o o f . Put N(x) := 0 for x ≤ 0 and define the
increments of the workload process as

–W (k) = SN((Wk+Uk)) −Wk , k ≥ 0 .
Note that SN((Wk+Uk)) is the fiber line length which is
selected for the (k + 1)th burst meeting the workload
(Wk+Bk−Tk)+ := (Wk+Uk)

+, the time when the kth
burst brings the transmission (service) equalsBk and the
interarrival time between the bursts k and k + 1 (where
the workload decreases) equals Tk. Thus, –W (k) is
the overshoot of the random walk (forming line lengths)
across the threshold Wk + Uk. Then as in [2], using
independence between Uk and Wk, one can write:

E–W (k) =
∫

y∈R+

E(SN(y+U) − y)P(Wk ∈ dy) , k ≥ 1 .

If U ≤ −y, then E(SN(y+U) − y) = −y. Thus, as in [2],
one has for each fixed y:

E(SN(y+U) − y) = −yP(U ≤ −y) +

+

∫

z≥−y

E–(y + z)FU (dz) +
∫

z≥−y

zFU (dz) . (9)

Let consider the three terms in the right-hand side of
Eq. (9) one by one. Since EU > −∞ , one has

0 > −yP(U ≤ −y) ≥
−y∫

−∞

xFU (dx) ↑ 0 as y → ∞. (10)

For the third term, it holds that (since y ≥ 0 and
EU <∞)

∫

z≥−y

zFU (dz) ↓ EU as y → ∞ . (11)

Finally, for the second term, one has

∞∫

−y

E–(y + z)FU (dz)

=

−y/2∫

−y

E–(y + z)FU (dz) +

∞∫

−y/2

E–(y + z)FU (dz)

≤ sup
0≤x≤y/2

E–(x)P
(
−y < U ≤ −y

2

)

+ sup
x≥y/2

E–(x)P
(
U > −y

2

)
≤ –∗P

(
U ≤ −y

2

)

+ sup
x≥y/2

E–(x)P
(
U > −y

2

)
.

Fix now an arbitrary ε > 0 and choose such y0 that for
y ≥ y0,

P
(
U ≤ −y

2

)
≤ ε

4–∗ ; (12)

∫

z≥−y

zFU (dz) ≤ EU +
ε

4
. (13)

Such a choice of y0 is possible: indeed, for (12), due
to (10); for (13), due to (11). As – is nonlattice
and (2) holds, then –(x) ⇒ –(∞) in distribution,
where E–(∞) = –0. Similarly, the renewal interval
L(x) covering the point x converges in distribution, as
x→ ∞, to a variable L with the mean EL = –∗ [6]. By
the modified form of the Lorden’s inequality (see, for
instance, [7]),

sup
x
E [–(x)]1+ε0 ≤ (3 + ε0)EL1+ε0 .

It is well-known [6] that the density of L is

P(L ∈ dx) =
1

E–
xF–(dx)
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where F– is the distribution of – and, hence,
EL1+ε0 < ∞ if and only if condition (2) holds.
Thus, supx E[–(x)]

1+ε0 < ∞, that is, the family
{–(x), x ≥ 0} is uniformly integrable [8]. It then
follows from the convergence –(x) ⇒ –(∞) that
E–(x)→ E–(∞) = –0, see (4). Thus, one can take y0
in (12) and (13) in such a way that simultaneously,

sup
x≥y/2

E–(x) ≤ –0 +
ε

4
, y ≥ y0 .

As ε above is arbitrary, define it now as–0 + EU = −2ε
(see (7)). Then, picking together the bounds obtained
above, one has

E(–W (k)|Wk = y) = E(SN(y+U) − y)

≤ ε

4
+ –0 +

ε

4
+ EU +

ε

4
< −ε , y ≥ y0 . (14)

By the standard Lorden’s inequality, sup
x
E–(x)

≤ –∗ [4] and it then follows that

E(SN(y+B) − y)

= E(SN(y+B) − y −B) + EB = E[–(y +B)] + EB

≤ –∗ + EB ≤ max(ε, –∗ + EB) := C <∞ .

(It is necessary to ensure ε/C ≤ 1 in (18) below.) In
particular,

E(–W (k) |Wk ≤ y0)

=

y0∫

0

E(SN(y+U) − y)P(Wk ∈ dy) ≤ C . (15)

Now, for any k, use (14) and (15) to obtain

E–W (k) ≤ CP(Wk ≤ y0)− εP(Wk > y0) . (16)

Now it will be proved, by contradiction, that Wk 6→ ∞
in probability as k → ∞. Thus, it is assumed that

Wk → ∞ in probability as k → ∞ . (17)

Therefore, one can find a value k0 such that

P(Wk ≤ y0) ≤
ε

4C
, k ≥ k0 ,

which allows to rewrite (16) as

E–W (k) ≤
ε

4
− ε

(
1− ε

4C

)
≤ −ε
2
, k ≥ k0 . (18)

Using the Lorden’s inequality, one obtains (see (1))

EW1 = ESN(U0) ≤ ESN(B0) =
∞∫

0

ESN(z)FB(dz)

=

∞∫

0

E–(z)FB(dz) +

∞∫

0

zB(dz) ≤ –∗ + EB := C∗

where FB(x) := P(B ≤ x). Continuing this analysis
iteratively, one easily obtains EWk0 < k0C

∗ < ∞ that
contradicts (17). Hence, assumption (17) is false, and
there exist a nonrandom (sub-)sequence zk → ∞ and
constants δ⋆ > 0 and R <∞ such that

inf
k
P(Wzk

≤ R) ≥ δ⋆. (19)

Let now proceed by showing that the probability of
reaching an empty system is strictly positive. Let discern
two cases pertaining to the r.v. T . In the first case,
let assume that T is unbounded, while the second case
considers bounded T .

1. If it is assumed that the r.v. T is unbounded, then
P(T > x) > 0 for any x ≥ 0. It is easy to see that in the
event {Wzk

≤ R, Tzk
> R + Bzk

+ –(Wzk
+ B)} the

burst zk + 1meets an empty system, and, hence, regen-
eration occurs. In other words, the event {β(zk) = 1}
occurs. Now, it will be shown that for a given zk be-
longing to the sequence {zk} which satisfies (19), the
probability of this event is positive. Indeed,

P(β(zk) = 1)

≥ P({Wzk
≤ R, Tzk

> R +Bzk
+–(Wzk

+B)})

=

R∫

x=0

∞∫

y=0

P (Wzk
∈ dx, Bzk

∈ dy,

Tzk
> R+ y +–(x+ y))

=

R∫

x=0

∞∫

y=0

P(Tzk
> R+ y +–(x + y))P(Wzk

∈ dx)

× P(Bzk
∈ dy)

≥
R∫

x=0

b∫

y=0

P(Tzk
> R+ y +–(x+ y))

× P(Wzk
∈ dx)P(Bzk

∈ dy)

≥ inf
x+y≤R+b

P(Tzk
> R+ b+–(x+ y))δ⋆P(B ≤ b)

where inequality (19) and independence between vari-
ables Wzk

, Bzk
, and Tzk

are used, and a constant b > 0
is such that P(B ≤ b) > 0. Now, note that

–(x+ y) ≤ R+ b+–(R+ b) , x+ y ≤ R+ b . (20)

Moreover, because E–(R + b) < ∞, then constants
ε0 > 0 and D <∞ exist such that

P(–(R + b) ≤ D) ≥ 1− ε0 . (21)
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Then, using (20) and (21), one has

inf
x+y≤R+b

P(Tzk
> R+ b+–(x+ y))

≥ P(T > 2(R+ b) +D, –(R + b) ≤ D)

≥ P(T > 2(R+ b) +D)(1 − ε0) := �δ > 0 .

Now, one obtains the following lower bound

P(β(zk) = 1) ≥ �δ δ⋆P(B ≤ b) > 0

which is uniform in zk.
2. Assume now that T is bounded; then, it is possible
that

P(T > 2(R+ b) + –(R+ b)) = 0 .

In the analysis below, the first moment will be found
when the random walk Sn reaches the zero state, start-
ing into the compact set [0, R + D]. More exactly,
each next burst finds a shorter FDL upon arrival until
a nonwaiting burst arrives. Consider the independent
events

D(zk+i) := {Tzk+i > –zk+i+Bzk+i, δ
∗ ≤ –zk

≤ D}
={Bzk+i − Tzk+i < −–, δ∗ ≤ –zk

≤ D} , i ≥ 0 ,
where, by (3) and (8), constants D <∞ and δ∗ > 0 are
chosen in such a way that (regardless of zk and i)

P (Tzk+i > Bzk+i +D, –zk+i ∈ (δ∗, D]) ≥
δ1
2
. (22)

It is clear that on each event D(zk + i), the random
walk Sn decreases by at least – and thus, each new
burst occupies a shorter FDL. Note that Wzk

≤ SN(R)
in the event E(zk) = {Wzk

≤ R} and that in the event
E(zk) ∩ D(zk),

Wzk+1 = SN((Wzk
+Bzk

−Tzk
)) ≤ SN(R) −–

= S(N(R)−1)+

where P(E(zk) ∩ D(zk)) ≥ δ⋆δ1/2 in view of (19)
and (22). Continuing in such a way, one finds that
in the event

B(zk) := E(zk) ∩
N(R)⋂

i=0

D(zk + i) ,

a burst arrives, among the bursts with the numbers
{zk, . . . , zk+N(R)}, which finds the transmission chan-
nel free, and thus regeneration occurs. Moreover, it is
easy to see that in the event B(zk),

N(R) ≤
⌈
R+D

δ∗

⌉
:= C0 <∞ .

Now, it follows that

P(β(zk) ≤ C0) ≥ P(B(zk)) ≥ δ⋆
[
δ

2

]C0
> 0 .

As the lower bound holds for all zk satisfying (19) and the
sequence {zk} is deterministic, then β(n) 6→ ∞, and it
follows from (6) that Eβ <∞. �

4 Verification of the Stability Region
by Simulation

In this section, the simulation results, which illustrate
the stability/instability domain of the described optical
system and the accuracy of the stability conditions found
above, are presented. The simulation has been carried
out by means of the “R” toolbox: the language and the
environment for statistical computing [9]. The condi-
tions of Theorem 1 imply the positive recurrence of the
workload process W .

First, let check the main negative drift condition (7)
which includes the stationary overshoot –0 of the FDL
length. As simulations below suggest, condition (7) is,
in fact, a stability criterion, meaning that it appears to
sharply delineate the regions of stability and instability.
On the other hand, a less tight condition has been sug-
gested in previous related works [2, 3]. This condition,
in adaptation to the model described, can be written as

EU +–∗ < 0 (23)

where –∗ from (4) is used. Indeed, condition (23) is
suggested in [2, 3] for the model with the different deter-

ministic distances {–n}, and in this case, the appearance
of the bound –∗ ≥ sup

x
E–(x) is motivated by the Lor-

den’s inequality. However, simulations of the model
with deterministic granularity – = const have shown
that condition (23) is indeed overly restrictive. The in-
spection paradox presented above has revealed the source
of this redundancy and has allowed to replace–∗ by the
smaller quantity –0 in (7). It explains why below, the
accuracy of both conditions (7) and (23) is verified. In
particular, simulations confirm that in the intermediate
case when condition (23) is violated but condition (7)
holds, the system remains stable. Visually, absence of a
clear tendency in the workload process indicates that the
system is stable, while instability is characterized by an
increase of Wn as n → ∞. These evident observations
are used below to determine stability/instability of the
system.

In the numerical experiments, 5000 bursts have been
simulated following a Poisson input with rate λ and with
the i.i.d. exponential service times with rateµ. Moreover,
the following distributions of the difference– have been
considered: (i) exponential; (ii) uniform; and (iii) Pare-
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Figure 1 The system with exponential – ∼ exp(3),
–0 = 0.333, –∗ = 0.667, and ρ = 0.94: 1 — EU + –0
= −0.268 < 0, λ = 0.1, and µ = 0.1064; and 2 —
EU +–0 = 0.273 > 0, λ = 1, and µ = 1.0638

Figure 2 The system with uniform – ∈ [0, 0.8], –0
= 0.267, –∗ = 0.533, and ρ = 0.94: 1 — EU + –0
= −0.230 < 0, λ = 0.12, and µ = 0.1276; and 2 — EU
+ –0 = 0.217 > 0, λ = 1.2, and µ = 1.2766

Figure 3 The system with– that has Pareto distribution with
parameter α = 4, –0 = 0.75, –∗ = 1.5, and ρ = 0.94: 1 —
EU +–0 = −0.527 < 0, λ = 0.047, and µ = 0.05; and 2 —
EU +–0 = 0.622 > 0, λ = 0.47, and µ = 0.5

to, F–(x) = 1 − x−α, x ≥ 1 (F–(x) = 0, x < 1). The
simulations have shown similar results for a range of
traffic intensity ρ := λ/µ, but below, the present results
for the most illustrative value ρ = 0.94 are presented, in
which case, an increase of the workload process is more
easy to observe if condition (7) is violated. (For smaller
values of ρ, this tendency requires much more time to
be detected.)

Figure 1 describes the system with exponential –
with parameter 3. As one can see, satisfying condi-
tion (7) implies stability. At the same time, in this case,
EU+–∗ = 0.065, and a definite decision about stability
could not be made using condition (23). Otherwise,
if condition (7) is violated, the system is unstable. In
this case, the value EU + –∗ = 0.607 also indicates
instability.

Figure 2 describes the system with – uniformly dis-
tributed in the interval [0, 0.8]. Satisfying condition (7)
implies stability; however, in this case, EU+–∗ = 0.037.
Otherwise, if condition (7) is violated, visual observation
confirms instability and it agrees with the positivity of
the sum EU +–∗ = 0.483.

Finally, Fig. 3 corresponds to the system where –
has Pareto distribution with parameter α = 4. One
can see that satisfying condition (7) implies stabil-
ity, while in this case, EU + –∗ = 0.223. Oth-
erwise, if condition (7) is violated, the system is
unstable, and again, it is consistent with the value
EU +–∗ = 1.372.

Thus, in all considered cases the simulations con-
firm that condition (7) allows to delimit the stabili-
ty/instability region with high accuracy and that condi-
tion (7) is indeed overly strict.

5 Concluding Remarks

In this work, a new model of an optical buffer system
is suggested. The main assumption is that the distances
{–n} between the lengths of the adjacent increasing
FDLs are random and have the same distribution for all
lines. This is a natural extension of the model with the
deterministic granularity –n ≡ const considered in [1].
For this reason, the new model considered above can
be referred to as an optical system with stochastic gran-

ularity. The key new ingredient of the stability analysis
is the renewal theory, including such asymptotic results
as the inspection paradox and the Lorden’s inequality.
The regenerative approach is applied to obtain sufficient
stability conditions of the system.

As simulations show, the stability condition found
allows to delimit the stability domain with high accuracy
suggesting that it is in fact the stability criterion of the
model.
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As an extension of the model, one may consider the
case when distributions Fn of {–n} are different for
n = 1, . . . , n0, being the same, Fn ≡ F , for n > n0 with
a deterministic n0. Another modification may assume
that Fn → F (weakly) as n → ∞. The authors believe
that the analysis developed above can be applied in both
cases. Finally, if we were to weaken the requirement
– > 0, which may be problematic for distributed optical
networks, allowing – to have arbitrary sign, when the
fundamental rule FIFO is violated. An analysis of such
an extension is probably possible within the framework
of the extended renewal theory (where the renewal “in-
terval” can be negative); however, this analysis is beyond
the scope this paper.
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