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Предисловие

Вниманию читателей журнала «Информатика и её применения» предлагается очередной тематический
выпуск «Вероятностно-статистические методы и задачи информатики и информационных технологий».
Первый тематический выпуск журнала по данному направлению вышел в 2008 году (т. 2, вып. 2).

Статьи, собранные в данном журнале, посвящены разработке новых вероятностно-статистических
методов, ориентированных на применение к решению конкретных задач информатики и информацион-
ных технологий, а также — в ряде случаев — и других прикладных задач. Проблематика, охватываемая
публикуемыми работами, развивается в рамках научного сотрудничества между Институтом проблем
информатики Российской академии наук (ИПИ РАН) и Факультетом вычислительной математики и
кибернетики Московского государственного университета им. М. В. Ломоносова, в частности в ходе
работ над совместными научными проектами. Многие из авторов статей, включенных в данный номер
журнала, являются активными участниками традиционного международного семинара по проблемам
устойчивости стохастических моделей, руководимого В. М. Золотарёвым и В. Ю. Королёвым; ежегодные
сессии этого семинара проводятся под эгидой МГУ и ИПИ РАН.

Наряду с представителями ИПИ РАН и МГУ, в число авторов данного выпуска журнала входят
ученые из Карельского научного центра РАН, Национального исследовательского ядерного университета
«МИФИ», Вологодского государственного педагогического университета, Казанского государственного
университета, University College (Корк, Ирландия) и Centre for Process Systems Engineering (Лондон,
Великобритания).

Ряд статей журнала посвящен тематике, весьма активно разрабатываемой в течение многих лет
специалистами ИПИ РАН и МГУ, — математическим методам моделирования информационно-телеком-
муникационных систем, основанных на теории массового обслуживания и теории телетрафика.

В статье А. В. Печинкина, И. А. Соколова и В. В. Чаплыгина рассматривается важная для приложений
задача анализа многолинейной системы массового обслуживания с ненадежными приборами. Предло-
жены методы расчета стационарного распределения числа заявок в системе при различных вариантах
функционирования системы.

Статья А. И. Зейфмана, Я. А. Сатина, А. В. Коротышевой и Н. А. Терешиной посвящена изучению
предельных характеристик системы обслуживания с катастрофами в предположении, что интенсивности
катастроф зависят от числа требований в системе. Получены достаточные условия слабой эргодичности
процесса, описывающего число требований в системе, и соответствующие оценки.

В работе Е. В. Морозова исследуются асимптотики вероятностей больших уклонений стационарной
очереди в системах обслуживания для различных классов распределений времен обслуживания.

В статье В. Ю. Бородакия на основе теории телетрафика построена модель сетецентрической системы;
проведен анализ модели отдельного звена такой системы, получены формулы для вычисления вероят-
ности блокировки запроса из-за отсутствия достаточной для передачи блока данных ширины полосы
пропускания.

Следующая группа статей выпуска посвящена разработке и применению стохастических методов для
решения ряда прикладных задач.

Статья Г. Темнова (Ирландия) и С. Кучеренко (Великобритания), публикуемая на английском языке,
посвящена моделированию случайных сумм применительно к одной задаче актуарной математики.

В работе О. В. Шестакова развиваются вероятностные методы анализа устойчивости реконструкции
изображений в задачах эмиссионной томографии.

Статья А. Н. Чупрунова и Б. И. Хамдеева посвящена асимптотическому анализу вероятности исправ-
ления ошибок при помехоустойчивом кодировании.

Заключительная группа статей посвящена развитию перспективных теоретических вероятностно-
статистических методов, которые могут найти широкое применение в различных задачах информатики и
информационных технологий.

В статье В. Ю. Королёва рассматриваются и развиваются математические модели, описывающие
распределение физических размеров частиц при дроблении. Подобные модели могут довольно успешно
использоваться (и используются) при описании самых разных объектов, в том числе объемов сообщений
в вычислительных или телекоммуникационных системах, капиталов фирм, размеров доходов и др.



Работа И. Г. Шевцовой посвящена уточнению оценок для характеристических функций — основного
аппарата, используемого при построении конкретных числовых оценок точности нормальной аппрок-
симации (такая аппроксимация весьма важна при математическом моделировании и анализе многих
реальных систем, в том числе информационных и телекоммуникационных).

В статье В. Е. Бенинга и О. О. Лямина рассмотрены вопросы проверки гипотез о параметрах обобщен-
ного распределения Лапласа, которое находит широкое применение при математическом моделировании
многих процессов в телекоммуникационных системах, экономике, финансовом деле, технике и других
областях. Получена формула для предела отклонения мощности асимптотически оптимального критерия
от мощности наилучшего критерия в случае обобщенного распределения Лапласа.

Редакционная коллегия журнала выражает надежду, что данный тематический выпуск будет интересен
специалистам в области теории вероятностей и математической статистики и их применения к решению
задач информатики и информационных технологий.

Заместитель главного редактора журнала «Информатика и её применения»,
директор ИПИ РАН, академик И. А. Соколов

Редактор-составитель тематического выпуска,
профессор кафедры математической статистики
факультета вычислительной математики и кибернетики МГУ им. М. В. Ломоносова,
ведущий научный сотрудник ИПИ РАН,
доктор физико-математических наук В. Ю. Королёв
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МНОГОЛИНЕЙНАЯ СИСТЕМА МАССОВОГО ОБСЛУЖИВАНИЯ

С ГРУППОВЫМ ОТКАЗОМ ПРИБОРОВ∗

А. В. Печинкин1, И. А. Соколов2, В. В. Чаплыгин3

Аннотация: Рассматривается многолинейная система массового обслуживания (СМО) SM/PH/n/r
(r ≤ ∞) с ненадежными приборами, отказывающими группами. Отказы и восстановления групп
приборов происходят с постоянной интенсивностью, число отказывающих одновременно приборов
является случайной величиной, а заявки с прерванным обслуживанием после восстановления прибора
начинают обслуживаться заново. Предложены методы расчета стационарного распределения числа
заявок в системе при различных вариантах функционирования системы.

Ключевые слова: многолинейные системы массового обслуживания; ненадежные приборы; отказ и
восстановление случайного числа приборов

1 Введение

Cистемам массового обслуживания с ненадеж-
ными приборами уже более полувека уделяется зна-
чительное внимание. Среди публикаций по этой
тематике подавляющее число работ посвящено од-
нолинейным СМО [1–48] и, в частности, системе
типа M/G/1 и различным ее обобщениям, когда в
системе находится один обслуживающий прибор,
поступающий поток заявок является пуассонов-
ским (в некоторых случаях марковским или даже
групповым марковским), время обслуживания рас-
пределено по произвольному закону, причем вре-
мена работы прибора в исправном и неисправном
состояниях могут иметь различные распределения,
а сами отказы могут оказывать самое разнообраз-
ное воздействие на нормальное функционирование
системы. Так, например, в [33, 35, 37] рассмотрена
однолинейная СМО в стационарном и нестацио-
нарном режимах с пуассоновским входящим пото-
ком, гиперэрланговским потоком отказов прибо-
ра и временами обслуживания и восстановления,
распределенными по произвольному закону. Ра-
бота [15] посвящена исследованию однолинейной
СМО M/G/1 с пуассоновским входящим потоком,
интенсивность которого зависит от того, в каком
(исправном или неисправном) состоянии находит-
ся обслуживающий прибор, время между отказами
прибора распределено по экспоненциальному за-
кону, а время обслуживания и время восстановле-
ния прибора независимы и имеют произвольные
функции распределения.

Весьма популярны модели, в которых вслед-
ствие ремонта сервера образуется очередь повтор-

ных заявок. В частности, экспоненциальные
системы типа M/M/1 с ненадежным прибором и
повторными заявками рассмотрены в [38, 39, 46].
Cистемы типа M/G/1 с ненадежным прибором и
повторными заявками рассмотрены в [11, 25, 27, 28,
40, 42, 47].

Однолинейная система с групповым пуассонов-
ским потоком, рекуррентным обслуживанием, от-
казами обслуживающего прибора и повторными
заявками рассмотрена в [48]. В [44] рассматрива-
ется однолинейная СМО BMAP/G/1 с групповым
марковским потоком, в которой время жизни (life-
time) сервера распределено по экспоненциальному
закону, а время восстановления — уже по произ-
вольному закону. Ненадежные однолинейные СМО
с групповым марковским потоком, рекуррентным
и полумарковским обслуживанием исследовались
соответственно в [36] и [29].

В работах [6, 9, 12, 17, 23, 30] рассмотрены систе-
мы с ненадежными приборами и упорядоченным
опросом нескольких очередей (поллингом), кото-
рые получили широкое распространение в рамках
развития теоретических основ проектирования ши-
рокополосных беспроводных сетей. Подробную
библиографию по системам поллинга и, в част-
ности, по системам поллинга с ненадежными при-
борами, можно найти в обзорной статье [49] и в
монографии [50].

Cистемы массового обслуживания с ненадеж-
ными приборами в дискретном времени рассмот-
рены в [2, 20, 41, 43].

В гораздо меньшей степени исследовались СМО
с несколькими ненадежными приборами и сети

∗Работа выполнена при поддержке РФФИ (гранты 08-07-00152 и 09-07-12032-офи-м).
1Институт проблем информатики Российской академии наук, apechinkin@ipiran.ru
2Институт проблем информатики Российской академии наук, isokolov@ipiran.ru
3Институт проблем информатики Российской академии наук, VasilyChaplygin@mail.ru
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массового обслуживания с ненадежными сервера-
ми. В [51–54] рассмотрены различные варианты
экспоненциальных систем с ненадежными серве-
рами. В [55] рассмотрена многолинейная СМО
M/G/n/c с ненадежными приборами в стацио-
нарном и нестационарном режимах, заявки в кото-
рой имеют ограниченное распределенное по экспо-
ненциальному закону время ожидания в системе.
В [56] исследована модель с двумя ненадежными
экспоненциально отказывающими и восстанавли-
вающимися серверами, разделенными конечным
буфером. В [57, 58] рассмотрена сеть массового
обслуживания с одним экспоненциальным источ-
ником, образованная параллельными однолиней-
ными экспоненциальными СМО.

Заметим, что кроме перечисленных работ ис-
следования по СМО с ненадежными приборами
можно также найти в работах [59–72].

В указанных выше публикациях многолиней-
ные системы с полумарковским потоком заявок,
обслуживанием фазового типа на каждом приборе
и отказами приборов не рассматривались. На-
стоящая работа посвящена исследованию много-
линейной системы SM/PH/n/r с ненадежными
приборами, отказы которых могут происходить
группами. В [73–75] рассмотрены различные вари-
анты функционирования СМОSM/PH/n/rс неза-
висимыми и одновременными отказами приборов.

Поскольку дальнейшие наши исследования
будут опираться на базовые модели СМО
SM/MSP/n/r с конечным и бесконечным нако-
пителем, рассмотренные в [74, 76], приведем их
краткое описание. Модели отличаются только ем-
костью накопителя (конечная или бесконечная),
поэтому будем рассматривать одну модель, отмечая
при необходимости различия.

Всюду в дальнейшем будем обозначать через ~1
вектор-столбец из единиц, размерность которого
определяется либо из контекста, либо нижним ин-
дексом.

Полумарковский входящий поток заявок опре-
деляется полумарковским процессом с конечным
множеством состояний {1, 2, . . . , I}, 1 ≤ I <∞, по-
ведение которого описывается квадратной матри-
цей A(x). Элемент Aij(x), i, j = 1, I, этой матрицы
представляет собой вероятность того, что первый
переход из состояния iполумарковский процесс со-
вершит в состояние j и произойдет этот переход за
время меньше x. Предполагается, что среднее вре-
мя a между поступлениями заявок в стационарном
режиме функционирования системы удовлетворяет
условию

a = ~πa

∞∫

0

xdA(x)~1 <∞ ,

где~πa — вектор-строка стационарных вероятностей
цепи Маркова с матрицей A = A(∞) переходных
вероятностей (вложенной цепи Маркова). Более
подробное описание полумарковского входящего
потока, а также некоторые естественные дополни-
тельные предположения относительно параметров,
которые также будут предполагаться выполненны-
ми, приведены в [76].

Перейдем теперь к марковскому процессу об-
служивания. Если в системе имеется k, 0 ≤ k ≤
≤ n + r, заявок (в этом случае также будем го-
ворить, что процесс обслуживания находится на
слое k), то процесс обслуживания может находить-
ся на одной из lk, lk < ∞, фаз обслуживания,
причем интенсивность изменения фазы марков-
ского процесса равна соответствующему элементу
матрицы ˜k, k = 0, n+ r, если ни одна заявка не
обслужилась, и матрицы Nk, k = 1, n+ r, если од-
на из заявок обслужилась. Предполагается, что
lk = l при k = n, n+ r, матрицы ˜k = ˜ совпадают
при k = n, n+ r, матрицы Nk = N совпадают при
k = n+ 1, n+ r, матрица ˜ + N является неразло-
жимой, а матрицаN — ненулевой. Кроме того, если
в момент поступления очередной заявки в системе
находится k, k = 0, n− 1, заявок, то вероятность
изменения фазы обслуживания определяется эле-
ментом матрицы Ÿk, а если не меньше n заявок,
то процесс обслуживания просто переходит на сле-
дующий слой с сохранением фазы обслуживания.
Обозначим через µ = ~πsN~1, где ~πs — вектор-строка
стационарных вероятностей марковского процесса
с инфинитезимальной матрицей ˜ + N , стацио-
нарную интенсивность обслуживания при беско-
нечной очереди. В случае накопителя бесконечной
емкости предполагается, чтоρ < 1, гдеρ = (aµ)−1—
нагрузка на систему. Если же накопитель имеет ко-
нечную емкость r, то поступающая заявка теряется
тогда, когда застает в системе n+ r заявок (т. е. про-
цесс обслуживания на слое n+ r), не изменяя при
этом фазы обслуживания. Более подробное опи-
сание марковского процесса обслуживания, а так-
же способ формирования его инфинитезимальной
матрицы по заданному PH-распределению обслу-
живания заявки на каждом приборе можно найти,
например, в [76, 77].

2 Описание системы

Рассмотрим многолинейную СМОSM/PH/n/r
(r ≤ ∞) с полумарковским входящим потоком за-
явок, распределением фазового типа времени об-
служивания каждой заявки, накопителем конечной
или бесконечной емкости и ненадежными прибо-
рами.
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Распределение фазового типа (PH-распределе-
ние) времени обслуживания заявки с числом фаз
обслуживания J , 1 ≤ J < ∞, описывается квад-
ратной матрицей H порядка J с элементами hij ,

i, j = 1, J, и вектор-строкой ~h размерности J с
элементами hi, i = 1, J . Функцию распределения
фазового типа времени обслуживания заявки мож-
но записать в виде

H(x) = 1− ~h eHx~1 .

Далее понадобится также вектор ~h∗ = −H~1, коор-
динатой h∗i которого является интенсивность окон-
чания обслуживания заявки при фазе обслужива-
ния i. Более подробное описание распределения
фазового типа и его свойств можно найти в [78],
а применительно к распределению времени обслу-
живания в системах с ненадежными приборами —
в [73–75].

Каждый из n имеющихся в системе однотипных
приборов может находиться либо в исправном, ли-
бо в неисправном состоянии. Состояние прибора
будем считать исправным, если на приборе нахо-
дится заявка и прибор занят ее обслуживанием или
если прибор свободен, готов принять заявку и не-
медленно начать ее обслуживание. Состояние при-
бора будем считать неисправным, если на приборе
находится заявка, но прибор ее не обслуживает, или
если на приборе нет заявки, но он не может немед-
ленно начать обслуживание заявки, если таковая на
него поступает. Если при отказе прибора (переходе
прибора из исправного состояния в неисправное)
на нем находится заявка, то она остается на прибо-
ре до момента восстановления (перехода прибора
из неисправного состояния в исправное) и затем
обслуживается заново.

Будем называть прибор занятым, если на нем
находится заявка, и свободным — в противном слу-
чае. Если в некоторый момент времени в систему
поступает очередная заявка, но ни один прибор не
может принять ее на обслуживание, то эта заяв-
ка попадает в накопитель, становясь в очередь на
обслуживание (в случае конечной емкости нако-
пителя заявка становится в очередь при наличии
в накопителе свободных мест или теряется при их
отсутствии). Заявки из очереди на обслуживание
выбираются в порядке их поступления в накопи-
тель.

В следующих разделах будут рассмотрены три
модели СМО с ненадежными приборами, которые
отказывают и восстанавливаются группами случай-
ного размера. Будет показано, как эти модели мож-
но привести к базовым, что позволит вычислять
стационарные вероятности состояний с помощью
ранее разработанных алгоритмов. Поскольку вся

сложность такого подхода заключается в замене
процесса обслуживания СМО с ненадежными при-
борами марковским процессом обслуживания ба-
зовых моделей, то ограничимся только построени-
ем матриц ˜k, k = 1, n− 1, ˜, Nk, k = 1, n, и N
(матрица ˜0 имеет порядок 1 и состоит из одного
элемента — 0).

В настоящей работе, так же как и в [73–75], вмес-
то линейной нумерации состояний процесса об-
служивания будем использовать мультииндексную
нумерацию, при которой номер состояния опре-
деляется мультииндексом (i1, . . . , ir) или объедине-
нием таких мультииндексов, где каждому числу k
заявок в системе соответствует одно или несколько
значений r, а i1, . . . , ir = 1, J (напомним, что J —
число фаз PH-распределения времени обслужива-
ния заявки), причем в случае k ≥ n подмножества
мультииндексов совпадают. Перейти от мультиин-
дексной нумерации состояний процесса обслужи-
вания к линейной можно различными способами.
В частности, рациональный способ такого перехо-
да (на примере СМО SM/PH/n/∞ с надежными
приборами) использован в [76, 77].

3 Отказы только занятых
приборов

Первая рассматриваемая здесь СМО с нена-
дежными приборами характеризуется следующими
особенностями:

(1) eсли в некоторый момент времени среди n
приборов ровно k, k = 1, n, приборов исправ-
ны и заняты обслуживанием заявок, то за «ма-
лое» время – с вероятностью αi(k)– + o(–),
i = 1, k, произойдет отказ ровно i приборов с
заявками;

(2) eсли в некоторый момент времени среди n
приборов ровно k, k = 1, n, приборов с за-
явками неисправны, то за «малое» время –
с вероятностью βi(k)– + o(–), i = 1, k, про-
изойдет восстановление ровно i приборов с
заявками;

(3) при отказе или восстановлении i приборов из
k возможных (1 ≤ i ≤ k) все варианты вы-
бора i конкретных приборов из k равноверо-
ятны (вероятность выбора каждого варианта
qi
k = 1/C

i
k, где Ci

k — число сочетаний из k
элементов по i);

(4) свободные приборы находятся только в ис-
правном состоянии;

(5) после восстановления прибора заявка, на нем
находящаяся, обслуживается заново.
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Эту СМО можно привести к базовым моде-
лям, определив марковский процесс обслуживания
следующим образом (напомним, что слой k, где
k = 0, n+ r при r < ∞ и k ≥ 0 при r = ∞, состоит
из всех состояний с k заявками в системе).

МножествоXk состояний слоя k при k = 0, n− 1
марковского процесса обслуживания имеет вид

Xk = {(i1, . . . , ik) ∪ (i1, . . . , ik−1) ∪ . . . ∪ (0)} ,

где состояние (i1, . . . , im), i1, . . . , im = 1, J,
m = 1, k, означает, что m приборов обслужива-
ют заявки на фазах i1, . . . , im, а (k − m) приборов
с заявками неисправны и восстанавливаются, со-
стояние (0) — все k занятых приборов находятся в
неисправном состоянии.

Множество Xk состояний слоя k при k ≥ n мар-
ковского процесса обслуживания имеет вид

Xk = {(i1, . . . , in) ∪ (i1, . . . , in−1) ∪ . . . ∪ (0)} ,

где состояние (i1, . . . , im), i1, . . . , im = 1, J , m =
= 1, n, означает, что m приборов обслуживают
заявки на фазах i1, . . . , im, остальные (n −m) при-
боров с заявками неисправны и восстанавливаются
и еще (k − n) заявок находятся в накопителе. Со-
стояние (0) означает, что все приборы заняты и
неисправны, а (k − n) заявок находятся в накопи-
теле.

Далее для единообразия записи состояние (0)
(т. е. состояние (i1, . . . , im) при m = 0) при всех k
будем отождествлять с состоянием ( ).

Найдем интенсивности возможных переходов
внутри каждого слоя (элементы матриц ˜k, k =
= 1, n− 1, и ˜) и между слоями (элементы мат-
риц Nk, k = 1, n, и N ) марковского процесса
обслуживания базовой модели, соответствующей
рассматриваемой СМО. Но прежде договоримся,
рассматривая состояние марковского процесса, за-
писывать сначала фазы обслуживания выделяемых
приборов, указывая в виде верхнего индекса номер
прибора в круглых скобках. Например, состоя-

ние
(
j
(l1)
1 , j

(l2)
2 , i1, . . . , im−2

)
с двумя выделенными

приборами, стоящими на местах l1 и l2, l1 6= l2 (для
определенности пусть l1 < l2, причем l1 и l2 могут
принимать любые значения от 1 доm), означает, что
первый прибор находится на фазе i1, . . . , (l1−1)-й
прибор находится на фазе il1−1, l1-й прибор нахо-
дится на фазе j1, (l1+1)-й прибор находится на фазе
il1 , . . . , (l2 − 1)-й прибор находится на фазе il2−2,
l2-й прибор находится на фазе j2, (l2 + 1)-й прибор
находится на фазе il2−1, . . . , m-й прибор находится
на фазе im−2.

Рассмотрим вначале переходы внутри слоя, воз-
никающие при изменении фазы обслуживания:

– из состояния
(
i(l), i1, . . . , im−1

)
, m = 1, k, l =

= 1,m, слоя k, k = 1, n− 1, возможен пере-
ход в состояние

(
j(l), i1, . . . , im−1

)
того же слоя

с интенсивностью hij при изменении с i-й на
j-ю, j 6= i, фазы обслуживания на l-м приборе;

– аналогично возможен переход из состояния(
i(l), i1, . . . , im−1

)
, m = 1, n, l = 1,m, слоя k,

k ≥ n, в состояние
(
j(l), i1, . . . , im−1

)
, j 6= i,

того же слоя с интенсивностью hij .

Следующие переходы внутри слоя происходят
при отказе занятых приборов:

– из состояния
(
j
(l1)
1 , . . . , j

(li)
i , i1, . . . , im−i

)
, i =

= 1,m, m = 1, k, 1 ≤ l1 < . . . < li ≤ m, слоя k,
k = 1, n− 1, возможен переход в состояние
(i1, . . . , im−i) того же слоя с интенсивностью
qi
mαi(m) при отказе i приборов из m;

– из состояния
(
j
(l1)
1 , . . . , j

(li)
i , i1, . . . , im−i

)
, i =

= 1,m, m = 1, n, 1 ≤ l1 < . . . < li ≤ m,
слоя k, k ≥ n, возможен переход в состояние
(i1, . . . , im−i) того же слоя с интенсивностью
qi
mαi(m).

Последний возможный тип переходов внутри
слоя образуют переходы при восстановлении заня-
тых приборов, причем предполагается, что восста-
новившимся приборам присваиваются порядковые
номера, следующие за номерами исправных до мо-
мента восстановления приборов:

– из состояния (i1, . . . , im), m = 0, k − 1, слоя k,
k = 1, n− 1, возможен с интенсивностью
him+1 · · ·him+jβj(k − m) переход в состояние
(i1, . . . , im, im+1, . . . , im+j), j = 1, k −m, того
же слоя при восстановлении j приборов из
(k −m) и возобновлении обслуживания нахо-
дящихся на них заявок с новых фаз im+1, . . . ,
im+j;

– из состояния (i1, . . . , im), m = 0, n− 1, слоя k,
k ≥ n, возможен переход в состояние
(i1, . . . , im, im+1, . . . , im+j), j = 1, n−m, того
же слоя с интенсивностьюhim+1 · · ·him+jβj(n −
− m).

Найденные интенсивности позволяют сформи-
ровать матрицы ˜k, k = 1, n− 1, и ˜ базовых моде-
лей.

Теперь рассмотрим переходы из слоя k в слой
(k − 1), которые могут происходить только при
окончании обслуживания заявок на приборах, и
их интенсивности задают матрицы Nk, k = 1, n,
и N :

– из состояния
(
i(l), i1, . . . , im−1

)
, m = 1, k, l =

= 1,m, слоя k, k = 1, n, возможен переход в
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состояние (i1, . . . , im−1) слоя (k−1) с интенсив-
ностьюh∗i при окончании обслуживания заявки
на l-м приборе;

– из состояния
(
i(l), i1, . . . , im−1

)
, m = 1, n, l =

= 1,m, слоя k, k ≥ n + 1, возможен пере-
ход в состояние (i1, . . . , im−1, j) слоя (k − 1) с
интенсивностью hjh

∗
i при окончании обслужи-

вания заявки на l-м приборе и поступлении на
него заявки из накопителя, которая начинает
обслуживаться на фазе j.

Наконец, определим ненулевые элементы мат-
риц Ÿk, k = 0, n− 1, связанных с поступлением
заявок в систему:

– из состояния (i1, . . . , im), m = 0, k, слоя k,
k = 0, n− 1, при поступлении новой заявки
на свободный прибор и начале ее обслужива-
ния на фазе j с вероятностью hj происходит
переход в состояние (i1, . . . , im, j) слоя k + 1.

Перечислив все возможные переходы между
слоями марковского процесса обслуживания с ука-
занием их интенсивностей и вероятностей и опре-
делив тем самым ненулевые элементы матриц ˜k,
k = 1, n− 1, ˜, Nk, k = 1, n, N и Ÿk, k = 0, n− 1,
можно воспользоваться полученными для базовых
моделей в [74, 76] формулами расчета стационар-
ных характеристик, связанных с числом заявок в
системе.

4 Отказы всех приборов: заявки
могут поступать на свободные
неисправные приборы

Вторая рассматриваемая здесь СМО с нена-
дежными приборами отличается от разобранной
в предыдущем разделе тем, что наряду с заняты-
ми могут отказывать также и свободные приборы.
А именно выполнены следующие предположения:

(1) eсли в некоторый момент времени среди n
приборов ровно k, k = 1, n, приборов исправ-
ны и заняты обслуживанием заявок, то за «ма-
лое» время – с вероятностью αi(k)– + o(–),
i = 1, k, произойдет отказ ровно i приборов с
заявками;

(2) eсли в некоторый момент времени среди n
приборов ровно k, k = 1, n, приборов с за-
явками неисправны, то за «малое» время –
с вероятностью βi(k)– + o(–), i = 1, k, про-
изойдет восстановление ровно i приборов с
заявками;

(3) если в некоторый момент времени среди n
приборов ровно k, k = 1, n, свободных прибо-
ров исправны, то за «малое» время – с веро-
ятностью α∗

i (k)– + o(–), i = 1, k, произойдет
отказ ровно i свободных приборов;

(4) если в некоторый момент времени среди n
приборов ровно k, k = 1, n, свободных прибо-
ров неисправны, то за «малое» время– с веро-
ятностью β∗

i (k)– + o(–), i = 1, k, произойдет
восстановление ровно i свободных неисправ-
ных приборов;

(5) при отказе или восстановлении i приборов из
k возможных (1 ≤ i ≤ k) все варианты вы-
бора i конкретных приборов из k равноверо-
ятны (вероятность выбора каждого варианта
qi
k = 1/C

i
k);

(6) заявка, заставшая в момент поступления все
исправные приборы занятыми, поступает на
один из свободных неисправных приборов, а
если таких нет, то попадает в накопитель;

(7) после восстановления прибора заявка, на нем
находящаяся, обслуживается заново.

Марковский процесс обслуживания, приводя-
щий эту СМО к базовой модели, мало отличается
от аналогичного процесса из предыдущего пункта.

В частности, множество Xk состояний слоя k
при k ≥ n имеет такой же вид

Xk = {(i1, . . . , ik) ∪ (i1, . . . , ik−1) ∪ . . . ∪ (0)} ,

как и раньше, с теми же самыми комментариями
относительно самих состояний.

МножествоXk состояний слоя k при k = 0, n− 1
имеет вид

Xk = {(i1, . . . , ik; s) ∪ (i1, . . . , ik−1; s) ∪ . . . ∪ (0; s)} ,

где состояние (i1, . . . , im; s), i1, . . . , im = 1, J, m =
= 1, k, s = 0, n− k, означает, что m приборов
обслуживают заявки на фазах i1, . . . , im, а (k − m)
приборов с заявками и s свободных приборов не-
исправны и восстанавливаются. Состояние (0; s),
s = 0, n− k, соответствует тому случаю, когда все
занятые приборы и s свободных приборов находят-
ся в неисправном состоянии.

Используя далее, как и в предыдущем разделе,
обозначения ( ) и ( ; s) наряду с обозначениями (0) и
(0; s) и приняв прежнее соглашение о том, что фазы
выделенных приборов помечаются верхним индек-
сом с номером прибора в круглых скобках, видим,
что при k ≥ n возможные переходы внутри каждого
слоя, возникающие при изменении фазы обслужи-
вания, а также при отказе и восстановлении занятых
приборов, полностью совпадают с переходами для
модели предыдущего раздела.
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Те же переходы при k = 1, n− 1 определяются
следующим образом:

– из состояния
(
i(l), i1, . . . , im−1; s

)
, m = 1, k,

l = 1,m, s = 0, n− k, слоя k, k = 1, n− 1, воз-
можен переход в состояние

(
j(l), i1, . . . , im−1; s

)

того же слоя с интенсивностью hij при измене-
нии с i-й на j-ю, j 6= i, фазы обслуживания на
l-м приборе;

– из состояния
(
j
(l1)
1 , . . . , j

(li)
i , i1, . . . , im−i; s

)
, i =

= 1,m, m = 1, k, 1 ≤ l1 < . . . < li ≤ m,
s = 0, n− k, слоя k, k = 1, n− 1, возможен пе-
реход в состояние (i1, . . . , im−i; s) того же слоя с
интенсивностью qi

mαi(m) при отказе i занятых
приборов из m;

– из состояния (i1, . . . , im; s), m = 0, k − 1, s =
= 0, n− k, слоя k, k = 1, n− 1, возможен пе-
реход в состояние (i1, . . . , im, im+1, . . . , im+j; s),
j = 1, k −m, того же слоя с интенсивностью
him+1 · · ·him+jβj(k −m) при восстановлении j
занятых приборов из (k −m).

Однако теперь могут происходить дополнитель-
ные переходы внутри слоя при отказе и восстанов-
лении свободных приборов:

– из состояния (i1, . . . , im; s), m = 0, k, s =
= 0, n− k − 1, слоя k, k = 1, n− 1, возмо-
жен переход в состояние (i1, . . . , im; s+ j), j =
= 1, n− k − s, того же слоя с интенсивностью
α∗

j (n−k−s)при отказе j из (n−k−s)исправных
свободных приборов;

– из состояния (i1, . . . , im; s), m = 0, k, s =
= 1, n− k, слоя k, k = 1, n− 1, возможен пере-
ход в состояние (i1, . . . , im; s− j), j = 1, s, того
же слоя с интенсивностью β∗

s (j) при восстанов-
лении j из s неисправных свободных приборов.

Так же как и в предыдущем разделе, переходы
из слоя k в слой (k − 1) могут происходить только
при окончании обслуживания заявки на приборе.
Если при k ≥ n + 1 переходы те же самые, что и
раньше, то при k = 1, nони отличаются лишь в силу
изменения самого определения состояния:

– из состояния (i(l), i1, . . . , im−1; s), m = 1, k,
l = 1,m, s = 1, n− k, слоя k, k = 1, n, возможен
переход в состояние (i1, . . . , im−1; s) слоя k − 1
с интенсивностью h∗i при окончании обслужи-
вания заявки на l-м приборе.

Наконец, определим ненулевые элементы мат-
риц Ÿk, k = 0, n− 1, определяющих вероятности
изменения состояний при поступлении заявок в
систему:

– из состояния (i1, . . . , im; s), m = 0, k, s =
= 0, n− k − 1, слоя k, k = 0, n− 1, возможен

переход на слой k+1 в состояние (i1, . . . , im, i; s)
с вероятностью hi при поступлении новой за-
явки на исправный свободный прибор и начале
ее обслуживания на фазе i;

– из состояния (i1, . . . , im;n−k),m = 0, k, слоя k,
k = 0, n− 1, возможен переход на слой k + 1 в
состояние (i1, . . . , im;n−k−1) с вероятностью 1
при поступлении новой заявки на неисправный
свободный прибор.

Теперь осталось воспользоваться формулами
расчета стационарного распределения вероятно-
стей состояний, полученными для базовой модели.

5 Отказы всех приборов: заявки
могут поступать только на
свободные исправные приборы

Последняя СМО, которая будет здесь рассмот-
рена, отличается от СМО предыдущего раздела
лишь тем, что заявка может поступать только на
свободный исправный прибор; в противном случае
она ожидает появления таких приборов в общей
очереди в накопителе. Однако, как будет видно да-
лее, множество состояний теперь будет несколько
другим.

Отметим, что в случае накопителя конечной ем-
кости эту СМО нельзя привести к предложенной
ранее базовой модели. Поэтому ограничимся здесь
только случаем накопителя бесконечной емкости.

Для приведения этой СМО к базовой модели
определим марковский процесс обслуживания сле-
дующим образом.

Множество состоянийXk слоя k при k = 0, n− 1
имеет вид

Xk = {(0; i1, . . . , im;m1) ∪ (1; i1, . . . , im;m2)} ,

где:

– состояние (0; i1, . . . , im;m1), m = 0, k,
i1, . . . , im = 1, J, m1 = 0, n− k, означает, что
все k заявок находятся на приборах, причем
m из них обслуживаются на фазах i1, . . . , im, а
остальные (k − m) находятся на неисправных
приборах, иm1 свободных приборов неисправ-
ны;

– состояние (1; i1, . . . , im;m2), m = 0, k − 1,
i1, . . . , im = 1, J, m2 = 0, k − 1−m, озна-
чает, что все свободные приборы неисправ-
ны, m приборов обслуживают заявки на фазах
i1, . . . , im, m2 приборов с заявками восстанав-
ливаются, и k−m−m2 (k−m−m2 > 0) заявок
находятся в накопителе.
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Подчеркнем, что смысл индексов m1 и m2 для
этих двух типов состояний различен.

Множество состояний Xk слоя k при k ≥ n мар-
ковского процесса обслуживания имеет вид

Xk = {(i1, . . . , im;m2)} ,

где состояние (i1, . . . , im;m2),m = 0, n, i1, . . . , im =
= 1, J , m2 = 0, n−m, означает, что m приборов
обслуживают заявки на фазах i1, . . . , im, m2 прибо-
ров с заявками неисправны и восстанавливаются,
все (если таковые имеются) (n−m−m2) свободных
приборов неисправны и еще (k − m − m2) заявок
находятся в накопителе.

Как и прежде, для единообразия записи при-
мем соглашение, что состояния (0; ;m1), (1; ;m2) и
( ;m1) соответствуют тому случаю, когда все заня-
тые заявками приборы неисправны.

Рассмотрим возможные переходы марковско-
го процесса обслуживания, договорившись, как и
ранее, верхним индексом в круглых скобках обо-
значать фазы выделенных приборов.

Первый тип переходов — из слоя k на тот же
самый слой k.

Обратимся сначала к переходам на слое k при
смене фазы обслуживания:

– из состояния
(
0; i(l), i1, . . . , im−1;m1

)
, l = 1,m,

m = 1, k, m1 = 0, n− k, слоя k, k =
= 1, n− 1, возможен переход в состояние(
0; j(l), i1, . . . , im−1;m1

)
того же слоя с интен-

сивностью hij при изменении с i-й на j-ю,
j 6= i, фазы обслуживания на l-м приборе;

– из состояния
(
1; i(l), i1, . . . , im−1;m2

)
, l = 1,m,

m = 1, k − 1, m2 = 0, k − 1−m, слоя k,
k = 1, n− 1, возможен переход в состояние(
1; j(l), i1, . . . , im−1;m2

)
того же слоя с интен-

сивностью hij при изменении с i-й на j-ю,
j 6= i, фазы обслуживания на l-м приборе;

– из состояния
(
i(l), i1, . . . , im−1;m2

)
, l = 1,m,

m = 1, n, m2 = 0, n−m, слоя k, k ≥ n, возмо-
жен переход в состояние

(
j(l), i1, . . . , im−1;m2

)

того же слоя с интенсивностью hij при измене-
нии с i-й на j-ю, j 6= i, фазы обслуживания на
l-м приборе.

Теперь рассмотрим переходы при отказе заня-
тых приборов:

– из состояния
(
0; j

(l1)
1 , . . . , j

(li)
i , i1, . . . , im−i;m1

)
,

i = 1,m, 1 ≤ l1 < . . . < li ≤ m, m = 1, k,
m1 = 0, n− k, слоя k, k = 1, n− 1, возможен
переход в состояние (0; i1, . . . , im−i;m1) того же
слоя с интенсивностью qi

mαi(m) при отказе i
занятых приборов из m;

– из состояния
(
1; j

(l1)
1 , . . . , j

(li)
i , i1, . . . , im−i;m2

)
,

i = 1,m, 1 ≤ l1 < . . . < li ≤ m, m = 1, k − 1,
m2 = 0, k − 1−m, слоя k, k = 1, n− 1, возмо-
жен переход в состояние (1; i1, . . . , im−i;m2+ i)
того же слоя с интенсивностью qi

mαi(m) при
отказе i занятых приборов из m;

– из состояния
(
j
(l1)
1 , . . . , j

(li)
i , i1, . . . , im−i;m2

)
,

i = 1,m, 1 ≤ l1 < . . . < li ≤ m, m = 1, n,
m2 = 0, n−m, слоя k, k ≥ n, возможен переход
в состояние (i1, . . . , im−i;m2 + i) того же слоя с
интенсивностью qi

mαi(m) при отказе i занятых
приборов из m.

Перейдем к переходам при восстановлении за-
нятых приборов (предполагается, что восстановив-
шимся приборам присваиваются порядковые номе-
ра, следующие за номерами исправных до момента
восстановления приборов):

– из состояния (0; i1, . . . , im;m1), m =
= 0, k − 1, m1 = 0, n− k, слоя k, k =
= 1, n− 1, возможен переход в состоя-
ние (0; i1, . . . , im, im+1, . . . , im+j;m1), j =
= 1, k −m, того же слоя с интенсивностью
him+1 · · ·him+jβj(k − m) при восстановлении j
занятых приборов из (k−m) и начале обслужи-
вания заново на фазах im+1, . . . , im+j находя-
щихся на них заявок;

– из состояния (1; i1, . . . , im;m2), m =
= 0, k − 2, m2 = 1, k − 1−m, слоя k,
k = 1, n− 1, возможен переход в состо-
яние (1; i1, . . . , im, im+1, . . . , im+j;m2), j =
= 1, k − 1−m, того же слоя с интенсивностью
him+1 · · ·him+jβj(k − 1 − m) при восстановле-
нии j занятых приборов из (k− 1−m) и начале
обслуживания заново на фазах im+1, . . . , im+j

находящихся на них заявок;

– из состояния (i1, . . . , im;m2), m =
= 0, k − 2, m2 = 1, k − 1−m, слоя k,
k ≥ n, возможен переход в состоя-
ние (i1, . . . , im, im+1, . . . , im+j ;m2), j =
= 1, k − 1−m, того же слоя с интенсивностью
him+1 · · ·him+jβj(k − 1 − m) при восстановле-
нии j занятых приборов из (k− 1−m) и начале
обслуживания заново на фазах im+1, . . . , im+j

находящихся на них заявок.

Далее, обратимся к переходам при отказе сво-
бодных приборов:

– на слое k, k = 0, n− 1, переходы возмож-
ны только из состояний (0; i1, . . . , im;m1),
m = 0, k, m1 = 0, n− k − 1, в состояния
(0; i1, . . . , im;m1 + j) того же слоя с интенсив-
ностью qj

n−k−m1
α∗

j (n − k − m1) при отказе j
свободных приборов из n− k −m1;
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– на слое k, k ≥ n, переходы из-за отказа свобод-
ных приборов не происходят.

Наконец, рассмотрим переходы при восстанов-
лении свободных приборов:

– из состояния (0; i1, . . . , im;m1), m = 0, k, m1 =
= 1, n− k, слоя k, k = 0, n− 1, возможен пере-
ход в состояние (0; i1, . . . , im;m1−j), j = 1,m1,
того же слоя с интенсивностью β∗

j (m1) при вос-
становлении j свободных приборов из m1;

– из состояния (1; i1, . . . , im;m2), m =
= 0, k − 1, m2 = 1, k − 1−m, слоя k,
k = 1, n− 1, возможен переход в состо-
яние (1; i1, . . . , im, im+1, . . . , im+j;m2), j =
= 1, k − 1−m−m2, того же слоя с интенсив-
ностьюhim+1 · · ·him+jβ

∗
j (n−m−m2)при восста-

новлении j свободных приборов из (n−m−m2)
и начале обслуживания части (а именно j) за-
явок из очереди на фазах im+1, . . . , im+j;

– из состояния (1; i1, . . . , im;m2), m = 0, k − 1,
m2 = 1, k − 1−m, слоя k, k = 1, n− 1,
возможен также переход в состояние
(0; i1, . . . , im, im+1, . . . , ik−m2 ;n − m − m2 − j),
j = k −m−m2, n−m−m2, того же слоя с
интенсивностью him+1 · · ·hik−m2

βj(n−m−m2)
при восстановлении j свободных приборов из
(n − m − m2) и начале обслуживания всех
(k − m − m2) заявок из очереди на фазах
im+1, . . . , ik−m2 ;

– из состояния (i1, . . . , im;m2), m =
= 0, n− 1, m2 = 1, n− 1−m, слоя k,
k ≥ n, возможен переход в состоя-
ние (i1, . . . , im, im+1, . . . , im+j ;m2), j =
= 1, n−m−m2, того же слоя с интенсив-
ностьюhim+1 · · ·him+jβ

∗
j (n−m−m2)при восста-

новлении j свободных приборов из (n−m−m2)
и начале обслуживания j заявок из очереди на
фазах im+1, . . . , im+j .

Второй тип переходов — из слоя k на слой
(k − 1) — образуют переходы при окончании об-
служивания заявки на приборе:

– из состояния
(
0; i(l), i1, . . . , im−1;m1

)
, l = 1,m,

m = 1, k,m1 = 0, n− k, слояk, k = 1, n− 1, воз-
можен переход в состояние (0; i1, . . . , im−1;m1)
слоя (k−1)с интенсивностьюh∗i при окончании
обслуживания заявки на l-м приборе;

– из состояния
(
1; i(l), i1, . . . , im−1;m2

)
, l = 1,m,

m = 1, k − 2, m2 = 0, k − 2−m, слоя k,
k = 1, n− 1, (в накопителе находится две или
более заявок) возможен переход в состояние
(1; i1, . . . , im−1, im;m2) слоя (k − 1) с интенсив-
ностью h∗i him при окончании обслуживания за-
явки на l-м приборе и поступлении на него

заявки из накопителя, которая немедленно на-
чинает обслуживаться на фазе im;

– из состояния
(
1; i(l), i1, . . . , im−1; k − 1−m

)
,

l = 1,m, m = 1, k − 1, слоя k, k =
= 1, n− 1, (в накопителе находится ровно
одна заявка) возможен переход в состояние
(0; i1, . . . , im−1, im;n− k + 1) слоя (k − 1) (все
заявки находятся на приборах, а все свобод-
ные приборы неисправны) с интенсивностью
h∗i him при окончании обслуживания заявки на
l-м приборе и поступлении на него единствен-
ной заявки из накопителя, которая немедленно
начинает обслуживаться на фазе im;

– из состояния
(
i(l), i1, . . . , im−1;n− 1−m

)
,

l = 1,m, m = 1, n− 1, слоя n (в накопи-
теле находится ровно одна заявка) возможен
переход в состояние (0, i1, . . . , im−1, im; 1) слоя
(n − 1) (все заявки находятся на приборах, а
единственный свободный прибор неисправен)
с интенсивностью h∗i him при окончании обслу-
живания заявки на l-м приборе и поступлении
на него единственной заявки из накопителя,
которая немедленно начинает обслуживаться
на фазе im;

– из состояния
(
i(l), i1, . . . , im−1;m2

)
, l = 1,m,

m = 1, n− 2, m2 = 0, n− 2−m, слоя n (в нако-
пителе находится две или более заявок) возмо-
жен переход в состояние (1, i1, . . . , im−1, im;m2)
слоя (n− 1) с интенсивностью h∗i him при окон-
чании обслуживания заявки на l-м приборе и
поступлении на него заявки из накопителя, ко-
торая немедленно начинает обслуживаться на
фазе im;

– из состояния
(
i(l), i1, . . . , im−1;m2

)
, l = 1,m,

m = 1, n, m2 = 0, n−m, слоя k, k > n, возмо-
жен переход в состояние (i1, . . . , im−1, im;m2)
слоя (k− 1) с интенсивностью h∗i him при окон-
чании обслуживания заявки на l-м приборе и
поступлении на него заявки из накопителя, ко-
торая немедленно начинает обслуживаться на
фазе im.

Осталось определить возможные переходы по-
следнего типа, связанные с поступлением заявки, и
ненулевые элементы матриц Ÿk, k = 0, n− 1:

– из состояния (0; i1, . . . , im;m1), m = 1, k,
m1 = 0, n− k − 1, слоя k, k = 0, n− 2, воз-
можен переход на слой (k + 1) в состояние
(0; i1, . . . , im, im+1;m1) с вероятностью him+1

при поступлении новой заявки на свободный
прибор и начале ее обслуживания на фазе im+1;

– из состояния (0; i1, . . . , im; 0),m = 1, n− 1, слоя
(n − 1) возможен переход на слой n в состоя-
ние (i1, . . . , im, im+1;n−m− 1) с вероятностью
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him+1 при поступлении новой заявки на един-
ственный свободный (исправный) прибор и на-
чале ее обслуживания на фазе im+1;

– из состояния (0; i1, . . . , im;n− k),m = 1, k, слоя
k, k = 0, n− 2, возможен переход на слой k + 1
в состояние (1; i1, . . . , im;n− k −m) с вероят-
ностью him+1 при поступлении новой заявки в
накопитель;

– из состояния (0; i1, . . . , im; 1),m = 1, n− 1, слоя
(n − 1) (единственный свободный прибор на-
ходится в неисправном состоянии) с вероят-
ностью 1 происходит переход на слой n в состо-
яние (i1, . . . , im;n−m− 1) при поступлении
новой заявки в накопитель;

– из состояния (1; i1, . . . , im;m2), m = 0, k − 1,
m2 = 0, k − 1−m, слоя k, k = 0, n− 2, (в нако-
пителе есть заявки, и все свободные приборы
неисправны) возможен переход на слой (k + 1)
в состояние (1; i1, . . . , im;m2) при поступлении
новой заявки в накопитель;

– из состояния (1; i1, . . . , im;m2), m = 1, n− 2,
m2 = 0, n− 2−m, слоя (n− 1) возможен пере-
ход на слой n в состояние (i1, . . . , im;m2) при
поступлении новой заявки в накопитель.

Перечислив все возможные переходы между
слоями марковского процесса обслуживания с ука-
занием их интенсивностей или вероятностей и
определив тем самым матрицы ˜k, k = 1, n− 1, ˜,
Nk, k = 1, n, N и Ÿk, k = 0, n− 1, можно теперь для
расчета стационарного распределения числа заявок
в системе воспользоваться соотношениями, полу-
ченными для базовой модели.

6 Заключение

Таким образом, в настоящей статье полу-
чены соотношения, позволяющие с помощью
разработанной ранее базовой модели вычис-
лять стационарные характеристики очереди для
многолинейных СМО с ненадежными приборами,
полумарковским входящим потоком, PH-распре-
делением времени обслуживания заявок, накопи-
телем конечной или бесконечной емкости, обслу-
живанием заново заявок после восстановления
приборов и тремя типами групповых отказов и вос-
становлений приборов:

(1) отказывают только приборы, на которых на-
ходятся заявки;

(2) отказывают все приборы, а заявки могут посту-
пать как на исправные, так и на неисправные
свободные приборы;

(3) отказывают все приборы, но заявки могут по-
ступать только на исправные свободные при-
боры.

К сожалению, задача нахождения математиче-
ских соотношений для расчета стационарных рас-
пределений, связанных с временем пребывания за-
явки в рассматриваемых системах, не может быть
решена с помощью базовой модели и требует от-
дельного изучения за рамками данной статьи.
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Аннотация: Рассмотрена модель системы обслуживания M(t)/M(t)/S с катастрофами в общем случае,
когда интенсивности катастроф зависят от числа требований в системе. Получены достаточные условия
слабой эргодичности процесса, описывающего число требований в системе, и соответствующие оценки.
Рассмотрено несколько примеров построения предельных характеристик системы.

Ключевые слова: нестационарные марковские системы обслуживания; процесс рождения и гибели с
катастрофами; слабая эргодичность; оценки; предельные характеристики; аппроксимация

1 Введение

Простейшие (стационарные) модели систем об-
служивания с катастрофами начали рассматривать-
ся не очень давно (см., например, [1–4]). В таких
моделях предполагается, что если в системе обслу-
живания имеется ненулевое число требований, то с
ненулевой интенсивностью возможна катастрофа,
т. е. потеря всех требований, с дальнейшим продол-
жением функционирования системы обслужива-
ния. Нестационарные марковские модели (процес-
сы рождения и гибели) с катастрофами изучались
в работах [5, 6] для случая, когда интенсивности
катастроф не зависят от числа требований в систе-
ме. В настоящей работе изучается модель системы
обслуживания M(t)/M(t)/S с катастрофами в бо-
лее общем случае, когда интенсивности катастроф
зависят от числа требований в системе обслужива-
ния. При этом удается получить достаточно общие
условия, гарантирующие наличие слабой эргодич-
ности для процесса, описывающего число требо-
ваний в такой системе обслуживания, и получить
оценки скорости сходимости, гарантирующие воз-
можность приближенного построения предельных
характеристик системы.

Обозначим через X = X(t), t ≥ 0, число требо-
ваний в момент t для описываемой модели. Тогда
X = X(t) является процессом рождения и гибели
с катастрофами. Интенсивности рождения, ги-
бели и катастрофы для процесса в случае, если
X(t) = n, есть λn(t) = λ(t), µn(t) = min(n, S)µ(t) и
ξn(t) = ζnξ(t) соответственно.

Обозначим через pij(s, t) вероятности перехода,
а через pi(t)— вероятности состояний для процесса
X = X(t):

pij(s, t) = Pr {X(t) = j |X(s) = i} ;
pi(t) = Pr {X(t) = i}

Тогда для описания процесса получаем прямую
систему Колмогорова

dp0
dt
= −λ0(t)p0 + µ1(t)p1 +

∑

k≥1
ξk(t)pk ;

dpk

dt
= λk−1(t)pk−1 − (λk(t) + µk(t) +

+ ξk(t)) pk + µk+1(t)pk+1 , k ≥ 1 .





(1)

Пусть p(t) = (p0(t), p1(t), . . . )
T , t > 0, — вектор-

столбец вероятностей состояний процесса, а
A(t) = {aij(t), t ≥ 0} — матрица системы (1).

В работе будет предполагаться, что интенсив-
ности поступления и обслуживания требова-
ний λ(t) и µ(t) локально интегрируемы на [0;∞).
Будем считать «базисную» интенсивность ката-
строфы ξ(t) локально интегрируемой на [0;∞), а
коэффициенты состояний — ограниченными, т. е.
0 ≤ ζn ≤ M при некотором M < ∞. Тогда систе-
му (1) можно рассматривать как дифференциальное
уравнение

dp

dt
= A (t)p , t ≥ 0 ,
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в пространстве последовательностей l1 с ограничен-
ной почти при всех t ≥ 0 локально интегрируемой
оператор-функцией A(t). Следовательно, можно
применять общий подход, предложенный впервые
в заметке [7] и развитый затем в [8, 9]. Метод
опирается на две основные составляющие: понятие
и оценки, связанные с логарифмической нормой
операторной функции, и специальные преобразо-
вания редуцированной матрицы интенсивностей
рассматриваемой марковской цепи, и позволяет
получать явные и точные оценки.

2 Слабая эргодичность

Напомним основные определения.

Марковскую цепь X(t) назовем слабо эргодич-

ной, если ‖p∗(t)−p∗∗(t)‖ → 0 при t→ ∞ для любых
начальных распределений вероятностей состояний
p∗(0),p∗∗(0) (здесь и далее через ‖x‖ обозначена
l1-норма).

Положим Ek(t) = E {X(t) |X(0) = k } — мате-
матическое ожидание процесса в момент tпри усло-
вии, что в нулевой момент времени он находится
в состоянии k, иногда будет встречаться также не-
сколько более общее выражение

Ep(t) =
∑

k≥0
E {X(t) |X(0) = k} pk(0) .

Будем говорить, что марковская цепьX(t)имеет
предельное среднее ϕ(t), если

lim
t→∞

(ϕ(t)− Ek(t)) = 0

при любом k.

В настоящей работе будет изучаться слабая эр-
годичность и сопутствующие свойства числа тре-
бований в рассматриваемой системе обслуживания
для следующих важных ситуаций:

(1) интенсивности катастроф существенны при
любой длине очереди;

(2) интенсивность обслуживания требований до-
статочно велика;

(3) достаточно велика интенсивность поступле-
ния требований, а интенсивности катастроф
существенны для ситуаций, когда длина очере-
ди (количество требований в системе) пропор-
ционально некоторому натуральному числу.

Теорема 1. Пусть

inf
n
ζn = ζ > 0 (2)

и, кроме того, найдется ε > 0 такое, что

∞∫

0

(ζξ(t)− ελ(t)) dt = +∞ . (3)

Тогда процесс X(t) слабо эргодичен и имеет предель-

ное среднее. Если при этом в качестве предельного

режима и предельного среднего выбрать режим π(t)
и среднее φ(t), соответствующие начальному усло-

вию X(0) = 0, то при любом начальном условии вида

X(0) = k справедливы следующие оценки:

‖p(t)− π(t)‖ ≤ 4 (1 + ε)k ε−1e
−

t∫
0

(ζξ(τ)−ελ(τ))dτ
(4)

и

|Ek(t)− E0(t)| ≤
4 (1 + ε)

k

εω
e
−

t∫
0

(ζξ(τ)−ελ(τ)) dτ
.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Полагая

p0(t) = 1−
∑

i≥1
pi(t) ,

получаем аналогично тому, как это проделано в [6],
следующую систему:

dz(t)

dt
= B(t)z(t) + f(t) , (5)

в которой

B(t) =




−(λ0 + λ1 + µ1 + ξ1) µ2 − λ0 −λ0 −λ0 · · · · · ·
λ1 −(λ2 + µ2 + ξ2) µ3 0 0 · · ·
0 λ2 −(λ3 + µ3 + ξ3) µ4 0 · · ·
...

...
...

...
...

. . .


 ;

z(t) = (p1(t), p2(t), . . . )
T
, f(t) = (λ0(t), 0, 0, . . . )

T
.
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Обозначим оператор Коши линейной неоднород-
ной системы (5) через V (t, z), введем в рассмотре-
ние матрицу

D =




d0 d0 d0 · · ·
0 d1 d1 · · ·
0 0 d2 · · ·
...

...
. . .

. . .




и пространство последовательностей ℓ1D =
= {z = (p1, p2, . . .)} таких, что‖z‖1D = ‖Dz‖1 <∞,
где di — пока не выбранные положительные числа.

Теперь рассматриваемый процесс можно иссле-
довать таким же образом, как и в [6].

Положим

αk (t) = λk (t) + µk+1 (t) + ξk+1 (t)−

− dk+1

dk
λk+1 (t)−

dk−1
dk

µk (t) , k ≥ 0,

и
α (t) = inf

k≥0
αk (t) .

Тогда получаем

γ (B(t))1D = sup
i≥0

(
di+1

di
λi+1(t)− (λi(t) +

+ µi+1(t) + ξi+1(t)) +
di−1
di

µi(t)

)
= −α(t) . (6)

Полагая теперь d−1 = d0 = 1, dk+1 = (1 + ε)dk,
k ≥ 0, получаем с учетом (6) следующую оценку:

γ (B(t))1D ≤

≤ −
(
ζξ(t) +

ε

1 + ε
(Sµ(t)− (1 + ε)λ(t))

)
≤

≤ − (ζξ(t) − ελ(t)) = −α∗(t) , (7)

причем из (2) вытекает, что

∞∫

0

α∗(t) dt = +∞ .

Теперь с учетом проведенного ранее (см., напри-
мер, [8]) сравнения норм получаем слабую эрго-
дичность процесса и оценку

‖p∗(t)− p∗∗(t)‖ ≤

≤ 4e
−

t∫
0

(ζξ(τ)−ελ(τ)) dτ
‖p∗(0)− p∗∗(0)‖1D .

Выбирая теперь p∗(0) = π(0) = e0, p∗∗(0) = p(0) =
= ek, получаем неравенство (4).

Рассматривая величину ω = inf
k≥1

dk/k и убежда-

ясь, что ω = inf
k≥1
(1 + ε)

k
/k > 0, получаем снова из

сравнения норм существование предельного сред-
него и оценку

|Ep∗(t)− Ep∗∗(t)| ≤

≤ 4
ω
e
−

t∫
0

(ζξ(τ)−ελ(τ))dτ
‖p∗(0)− p∗∗(0)‖1D .

Для завершения доказательства достаточно выбрать
снова p∗(0) = π(0) = e0, p∗∗(0) = p(0) = ek.

Замечание 1. Пусть все интенсивности (поступ-
ления, обслуживания требований, катастроф) 1-пе-
риодичны. Тогда:

(1) вместо условия (3) достаточно потребовать,

чтобы
1∫
0

ξ(t) dt > 0;

(2) можно выбрать «особые» предельные харак-
теристики, а именно существует 1-периоди-
ческий предельный режим π(t) и соответ-
ствующее ему 1-периодическое предельное
среднее φ(t);

(3) эти предельные характеристики можно при-
ближенно построить, пользуясь методикой,
разработанной в [6, 8], с использованием усе-
ченного процесса и оценок скорости сходи-
мости.

Теорема 2. Пусть при некотором ε > 0 выполняется

условие

∞∫

0

(Sµ(t)− (1 + ε)λ(t)) dt = +∞ . (8)

Тогда процесс X(t) слабо эргодичен и имеет предель-

ное среднее. Если при этом в качестве предельного

режима и предельного среднего выбрать режим π(t)
и среднее φ(t), соответствующие начальному усло-

вию X(0) = 0, то при любом начальном условии вида

X(0) = k справедливы следующие оценки:

‖p(t)− π(t)‖ ≤

≤ 4 (1 + ε)k ε−1e
−

t∫
0

ε(1+ε)−1(Sµ(τ)−(1+ε)λ(τ)) dτ

и

|Ek(t)− E0(t)| ≤

≤ 4 (1 + ε)
k

εω
e
−

t∫
0

ε(1+ε)−1(Sµ(τ)−(1+ε)λ(τ)) dτ
.
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Д о к а з а т е л ь с т в о проводится так же, как в
предыдущей теореме. При этом, строя то же вспо-
могательное пространство ℓ1D, вместо (7) получаем
неравенство

γ (B(t))1D ≤

≤ −
(
ζξ(t) +

ε

1 + ε
(Sµ(t)− (1 + ε)λ(t))

)
≤

≤ − ε

1 + ε
(Sµ(t)− (1 + ε)λ(t)) = −α∗(t) ,

и далее оценки получаются тем же образом.

Замечание 2. Если все интенсивности (поступления,
обслуживания требований, катастроф) 1-периодич-
ны, то:

(1) вместо условия (8) достаточно потребовать,

чтобы
1∫
0

(Sµ(t)− λ(t)) dt > 0;

(2) можно выбрать «особые» предельные харак-
теристики, а именно существует 1-периоди-
ческий предельный режим π(t) и соответ-
ствующее ему 1-периодическое предельное
среднее φ(t);

(3) эти предельные характеристики можно при-
ближенно построить, пользуясь методикой,
разработанной в [6, 8], с использованием усе-
ченного процесса и оценок скорости сходи-
мости.

Рассмотрим, наконец, ситуацию, когда условия
предыдущих теорем не выполняются.

Теорема 3. Пусть при некотором натуральном N
выполняется условие

inf
n
ζnN = ζ > 0

вместо (2). Пусть, кроме того, найдется δ > 0
такое, что

∞∫

0

g(t) dt = +∞ ,

где

g(t) = min (ζξ(t)− δλ(t) − δSµ(t),

λ(t) − (1 + δ)Sµ(t)) .

Тогда процесс X(t) слабо эргодичен и имеет предель-

ное среднее.

Д о к а з а т е л ь с т в о проводится по той же схеме,
что и в теореме 1. При этом вспомогательная

последовательность {dk} выбирается следующим
образом: d−1 = d0 = 1, dk+1 = (1 + ε)

−1dk, если
k 6= iN−1, dk+1 = (1+ε)

Ndk при k = iN−1, где по-
ложительное число ε < δ таково, что (1+ε)N−1 < δ.
Тогда получаем

αk (t) ≥ λ (t) + Sµ (t) + ζk+1ξ(t)−

− Sµ(t)(1 + ε)− (1 + ε)−1λ (t) ≥

≥ ε

1 + ε
(λ(t)− (1 + ε)Sµ(t))

при k 6= iN − 1 и

αk (t) ≥ ζξ(t) − εSµ(t)−
(
(1 + ε)N − 1

)
λ (t)

при k = iN − 1.
Отсюда вытекает, что

γ (B(t))1D ≤ −g(t) ,

причем последовательность {dk}построена так, что
выполняется и условие ω = inf

k≥1
dk/k > 0. Отсюда и

следует утверждение теоремы.

Следствие 1. Если при выполнении условий теоре-
мы 3 в качестве предельного режима и предельного
среднего выбрать режим π(t) и среднее φ(t), соот-
ветствующие начальному условиюX(0) = 0, то при
любом начальном условии вида X(0) = k справед-
ливы следующие оценки:

‖p(t)− π(t)‖ ≤ 4rk
d
e
−

t∫
0

G(τ)dτ

и

|Ek(t)− E0(t)| ≤
4rk
dω

e
−

t∫
0

G(τ)dτ
,

где d = min dk, rk =
∑

i≤k−1 di, а

G(t) = min

(
ζξ(t) − εSµ(t)−

(
(1 + ε)

N − 1
)
λ (t) ,

ε

1 + ε
(λ(t) − (1 + ε)Sµ(t))

)
≥ g(t) .

Замечание 3. В случае 1-периодических интенсив-
ностей за счет более сложного выбора вспомога-
тельной последовательности {dk} условия теоремы
можно существенно ослабить.
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3 Пример

Рассмотрим систему обслуживания M(t)/M(t)/
100 с катастрофами в случае периодических ин-
тенсивностей в разных ситуациях, гарантирующих
слабую эргодичность модели, и вычислим предель-
ное среднее φ(t), а также асимптотику величины
J0(t) — вероятности того, что в момент t очередь
пуста, т. е. в системе обслуживания нет ни одного
требования, и величины J10(t) = Pr (X(t) ≤ 10).

При вычислениях используется следствие 4 из
работы [6], которое с учетом конкретной модели и
зависимости интенсивностей катастроф от состоя-
ния выглядит следующим образом.

Следствие 2. Пусть выполнены условия теоремы 1,
Xn(t) — соответствующий усеченный процесс, а
X(0) = Xn(0) = 0. Тогда при всех t ≥ 0 и любом n
справедливы оценки

‖π(t)− pn(t)‖1 ≤

≤ lim sup
t→∞

‖π(t)‖1D


4(1 + ε)

k

ε
e
−

t∫
0

(ζξ(τ)−ελ(τ)) dτ
+

+ 6Lw1nt




и

|φ(t)− E0,n(t)| ≤

≤ lim sup
t→∞

‖π(t)‖1D


4 (1 + ε)

k

ωε
e
−

t∫
0

(ζξ(τ)−ελ(τ)) dτ
+

+ 6Lw2nt


 ,

где

L = sup
[0,1]

(λ(t) + Sµ(t) +Mξ(t)) ;

w1n = sup
k≥n

1

dk
;

w2n = sup
k≥n

k

dk
;

E0,n = Ek(t) = E {Xn(t) |Xn(0) = 0} ,

а π(t)— существующий 1-периодический предель-
ный режим.

Замечание 4. Аналогичные оценки (с изменени-
ем первого слагаемого в скобках) получаются при
выполнении условий теорем 2 и 3.

1. Выбираем вначале интенсивности следующим
образом: λ(t) = 240+ cos 2πt, µ(t) = 1 + sin 4πt,
ξn(t) = 100 + sin 4πt, n ≥ 1. Тогда при ε = 0,4

выполнены условия теоремы 1 и для построения
предельных 1-периодических характеристик (с
точностью до 10−5) достаточно выбрать размер-
ность усеченного процесса n = 100 и построить
нужные характеристики для усеченного про-
цесса с нулевым начальным условием на отрез-
ке [8, 9]. Соответствующие графики приведены
на рис. 1.

Рис. 1 Случай 1: (а) приближенное значение предель-
ного среднего; (б) приближенное значение предельной
величины J0(t) = Pr (X(t) = 0); (в) приближенное зна-
чение предельной величины J10(t) = Pr (X(t) ≤ 10)
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Рис. 2 Случай 2: (а) приближенное значение предель-
ного среднего; (б) приближенное значение предельной
величины J0(t) = Pr (X(t) = 0); (в) приближенное зна-
чение предельной величины J10(t) = Pr (X(t) ≤ 0)

Рис. 3 Случай 3: (а) приближенное значение предель-
ного среднего; (б) приближенное значение предельной
величины J0(t) = Pr (X(t) = 0); (в) приближенное зна-
чение предельной величины J10(t) = Pr (X(t) ≤ 0)

2. Выбирая теперь

λ(t) = 240 + cos 2πt ;

µ(t) = 10 + sin 4πt ;

ξn(t) =
2 + sin 4πt

n
,

получаем выполнение условий теоремы 2 при
ε = 3,0, при этом n = 65, а в качестве необхо-
димого отрезка будет [1.5, 2.5] (рис. 2).

3. Если, наконец, взять

λ(t) = 240 + cos 2πt ;

µ(t) = 1 + sin 4πt ;

ξn(t) =

{
0, если n 6= 3k ,
153 + sin 4πt , если n = 3k ,

то выполнены условия теоремы 3, при этом
ε = 0,15, n = 250, t ∈ [19, 20] (рис. 3).
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АСИМПТОТИКИ ВЕРОЯТНОСТЕЙ БОЛЬШИХ УКЛОНЕНИЙ

СТАЦИОНАРНОЙ ОЧЕРЕДИ∗

Е. В. Морозов1

Аннотация: Точные аналитические результаты доступны только для сравнительно узкого класса сис-
тем обслуживания, и поэтому асимптотические методы анализа оказываются полезным инструментом
исследования и оптимизации современных коммуникационных сетей со сложной структурой потоков
данных. Статья представляет собой обзор основных асимптотических результатов, играющих важную роль
в оценке качества обслуживания (QoS) стационарных систем. Рассматриваются асимптотики вероятности
превышения процессом нагрузки/очереди растущего уровня в случае, когда время обслуживания имеет
тяжелый хвост. Аналогичные результаты даны для систем с входным процессом Леви, где время
обслуживания имеет легкий хвост. Доказательства базируются на методах теории больших уклонений
(ТБУ), которые подробно иллюстрируются на примере системы M/M/1. Рассмотрена асимптотика
вероятности переполнения на цикле регенерации, в том числе и для многоканальной системы. Приведен
асимптотический анализ систем, где входной процесс обладает долговременной зависимостью (долгой
памятью), причем основное внимание уделено фрактальному броуновскому процессу. Обсуждаются
связи между долговременной зависимостью процесса очереди и моментными свойствами вложенного
процесса регенераций.

Ключевые слова: стационарная очередь; вероятности больших уклонений; асимптотический анализ;
распределения с легким хвостом; фрактальный броуновский процесс; процесс с долговременной зависи-
мостью; регенерация

1 Введение

Статья содержит обзор основных результатов
по асимптотике вероятностей превышения расту-
щего уровня стационарным процессом нагрузки W
(времени ожидания в очереди) и стационарной оче-
редью ν в системах видаGI/G/1, где либо (1) время
обслуживания S имеет так называемый тяжелый
хвост, либо (2) S имеет легкий хвост, а также (3) где
входной процесс обладает долговременной зависи-
мостью.

Случаи 1 и 3 относительно недавно привлекли
особый интерес исследователей ввиду обнаружения
тесных связей со свойствами трафиков современ-
ных телекоммуникационных сетей [1]. В обоих
этих случаях асимптотики имеют, как правило, до-
статочно простой вид, а в случае 2 требуется привле-
чение методов ТБУ и параметры асимптотического
представления не выражаются непосредственно в
терминах заданных распределений (в отличие от
случаев 1 и 3). Асимптотические результаты для
случая 1 были использованы для оценки качества
статистического оценивания вероятностей редких
событий, получаемых в рамках регенеративной мо-
дификации метода расщепления [2]. Численное
моделирование дало хорошее согласие с этими (и

известными аналитическими) результатами и по-
зволяет утверждать, что данный метод дает надеж-
ные оценки (в том числе интервальные) для ве-
роятностей больших уклонений в регенеративных
системах обслуживания. В случае 2 асимптотиче-
ский анализ связан с вычислением так называемой
функции интенсивности методами ТБУ и являет-
ся в типичных ситуациях весьма трудным. Воз-
можность расширения предложенного метода для
прямого оценивания параметров асимптотик в ре-
генеративных системах является важным мотивом
данной работы и одной из целей дальнейшего ис-
следования.

Основное внимание в статье уделено математи-
ческим аспектам асимптотического анализа, одна-
ко с трактовкой результатов в терминах конкрет-
ных сетевых характеристик. Главная цель работы
состоит в том, чтобы представить наиболее важ-
ные асимптотические результаты в форме, удобной
для специалистов, работающих в области анализа
сетей и телекоммуникационных технологий. Это
является актуальным, поскольку многочисленные
результаты, накопленные к настоящему времени в
разных источниках, зачастую представлены в несо-
гласованном виде и в трудной для практического
использования форме.

∗Работа поддерживается РФФИ, грант 07-07-00088.
1Институт прикладных математических исследований КарНЦ РАН, emorozov@karelia.ru

23



Е. В. Морозов

В разд. 2 рассмотрены асимптотики вероятности
большого значения процесса нагрузки/очереди в
системе GI/G/1, когда время обслуживания имеет
тяжелый хвост. Раздел 3 посвящен системам, где
обслуживание имеет легкий хвост, а входной про-
цесс — либо процесс Леви, либо процесс восстанов-
ления. Подход на основе ТБУ подробно иллюст-
рируется на примере системы M/M/1. Здесь же
приведена асимптотика вероятности превышения
очередью растущего уровня на цикле регенерации,
в том числе и для многоканальной стационарной
системы GI/G/m. В разд. 4 рассматриваются сис-
темы, где входной поток обладает долговременной
зависимостью, в частности является фрактальным
броуновским процессом. В разд. 5 обсуждается
связь между долговременной зависимостью про-
цесса очереди/нагрузки и моментными свойствами
вложенного процесса регенераций в связи с воз-
можностью применения регенеративного метода
для оценивания параметров таких процессов.

2 Время обслуживания
с тяжелым хвостом

Рассмотрим случайную величину (с.в.) X с
функцией распределения (ф.р.) F и обозначим
через �F = 1 − F ее хвост. Через F (n) обозначим
n-кратную свертку ф.р. F с собой. Будем писать
F (x) ∼ G(x), если F (x)/G(x) → 1 при x → ∞.
Функция распределения F (и сама с.в. X) име-
ет тяжелый хвост (записывается F ∈ H), если
�F (x) > 0, x ≥ 0, и для любого фиксированного
y > 0

lim
x→∞

P(X > x+ y|X > x) = lim
x→∞

�F (x + y)
�F (x)

= 1 .

Заметим, что если F ∈ H, то производящая функ-
ция моментовEeεX =∞для любогоε > 0. Функция
распределения F называется субэкспоненциальной

(F ∈ S ⊆ H), если �F (x) > 0, x ≥ 0, и для любого
n ≥ 2

�F (n)(x) ∼ n �F (x), x→ ∞ . (1)

(На самом деле достаточно установить (1) для
n = 2.) В действительности eεx �F (x) → ∞, x → ∞,
для любого ε > 0, что поясняет название клас-
са S [3].

Рассмотрим систему GI/G/1 с входным пото-
ком восстановления с независимыми, одинако-
во распределенными (н.о.р) интервалами {τn} с
интенсивностью λ = 1/Eτ и с н.о.р. временами
обслуживания {Sn} в предположении стационар-
ности, ρ := λES < 1. (Здесь и далее опущены

индексы, обозначающие типичный элемент по-
следовательности н.о.р.с.в.) Последовательность
{Wn} времен ожидания заявок в очереди является
апериодической марковской цепью, удовлетворя-
ющей рекурсии Линдли Wn+1 = (Wn + Xn)

+, где
Xn = Sn − τn, n ≥ 1. Поэтому существует предел
Wn ⇒ W (по распределению), причем стационар-

ная нагрузка W распределена как максимум слу-
чайного блуждания, W =st maxn≥1(X1 + · · ·+Xn)
(=st означает равенство по распределению). Пусть
с.в. Se имеет ф.р. Fe

Fe(x) =
1

ES

x∫

0

�F (y) dy . (2)

(Это ф.р. стационарного незавершенного времени
восстановления в процессе, порожденном с.в. Sn.)
Обозначим G(x) = P(W ≤ x). Основной резуль-
тат формулируется следующим образом [5, 4]: если
функция F ∈ S, то

�G(x) := P(W > x) ∼ ρ

1− ρ
�Fe(x) , x→ ∞ . (3)

Этот важный результат имеет простое качественное
объяснение на примере системыM/G/1, где (в оче-
видных обозначениях) плотность G′ удовлетворяет
уравнению Такача

G
′

(x) = λ

x∫

0−

�F (x − y) dG(y) ,

x > 0 (G(0) = 1− ρ > 0) . (4)

Применяя преобразование Лапласа–Cтилтьеса к
обеим частям уравнения (4) и обозначая g(θ) =
= Ee−θW , fe(θ) = Ee−θSe (θ > 0), получим g(θ) =
= 1− ρ+ ρfe(θ)g(θ), или

g(θ) =
1− ρ

1− ρfe(θ)
= (1− ρ)

∞∑

n=0

(ρfe(θ))
n .

Используя обратное преобразование и свойство
свертки, получаем (3):

�G(x) = (1 − ρ)

∞∑

n=1

ρn �F (n)e (x) ∼

∼ (1− ρ)ρ �Fe(x)

∞∑

n=1

ρn−1n =

=
ρ

1− ρ
�Fe(x) , x→ ∞ . (5)

В (5) первое равенство является (обобщенной) фор-

мулой Поллачека–Хинчина, а эквивалентность (при
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x → ∞) опирается на (1). Таким образом, хвост
ф.р. W можно выразить через частичные суммы
слагаемых ρ �Fe, а затем через единственное слага-
емое �Fe. В действительности �Fe является условным
распределением возрастающей строгой лестничной

высоты в случайном блуждании c шагом S − τ при
условии выполнения события A = {достижение

очередной лестничной высоты}, причемP(A) = ρ [6].
В целом (5) отражает тот ключевой факт, что очень
большое значение суммы с.в., имеющих распреде-
ление с тяжелым хвостом, вызвано очень большим

значением одного слагаемого [3, 5, 7, 8].
Опираясь на [9], рассмотрим стационарную оче-

редь ν (общее число заявок) в системе M/G/1, где
по свойству PASTA ν может рассматриваться как в
моменты прихода, так и в произвольный момент
времени. (То же самое верно и для W .) В данном
случае используется обобщенный закон Литтла, со-
гласно которому стационарная очередь ν распреде-
лена как число приходов за времяW [5]. (Это далеко
идущий аналог известного закона Литтла для сред-
них, λEW = Eν.) Если ф.р. времени обслуживания
F ∈ S и, кроме того,

lim
x→∞

�F (xey/
√

x)
�F (x)

= 1,

локально равномерно по y ≥ 0 , (6)

то вероятность превышения уровня k стационар-
ной очередью ν удовлетворяет асимптотическому
соотношению [9]

P (ν ≥ k) ∼ ρ

1− ρ
�Fe

(
k

λ

)
, k → ∞ . (7)

Отметим, что (3) имеет место и для стационарного
времени пребывания заявки в системеD =st W+S,
т. е. P(D > x) ∼ P(W > x). (Это следствие того, что
хвост �Fe тяжелее, чем �F [3].) Соотношение (6)
справедливо для распределения Парето, имеющего
(стандартный) вид �F (x) = x−α, α > 0, x ≥ 1, а так-
же для распределения Вейбулла �F (x) = exp{−xβ},
x ≥ 0, с тяжелым хвостом β ∈ (0, 1/2). Одна-
ко (6) не верно, если F ∈ H\S, например для рас-
пределения Вейбулла с умеренно тяжелым хвостом

1/2 ≤ β < 1, [9]. Тем не менее, в этом случае

P(ν > k) ∼ 1
β

(
k

λ

)1−β

exp

{
−β
(
k

λ

)
− (1 − β)tβ

}
,

k → ∞ ,

где t = t(k) есть решение уравнения βtβ + λt = k.
(При β = 1/2 явное решение этого квадратного
уравнения приведено в [9].)

В [10] доказано, что в системе GI/G/1, где
ф.р. времени обслуживания F ∈ S, максимум
W ∗ := max

0≤k<–
(Wk) стационарной нагрузки на цикле

регенерации удовлетворяет асимптотическому со-
отношению

P(W ∗ > x) ∼ �F (x)E– , x→ ∞ , (8)

где–— длина цикла регенерации. (Регенеративные
аргументы показывают также, что (8) влечет (3).)
В [11] этот результат перенесен на более сложный
процесс обслуживания. Заметим, что в [12] пред-
ложены несколько иные условия для справедли-
вости (7).

В заключение этого раздела сделаем несколько
замечаний. Результаты об асимптотике стационар-
ного времени ожидания в системе GI/G/2 c суб-
экспоненциальным временем обслуживания, при-
веденные в работе [13], достаточно громоздки и
(за единственным исключением) имеют вид нера-
венств.

В ациклической сети для каждого узла i можно
естественным образом определить множество Ÿi

всех ему предшествующих узлов. Тогда (в очевид-
ных обозначениях) если время обслуживания S(i)

субэкспоненциально, то для стационарной нагруз-
ки W (i) имеет место асимптотика вида (3)

P
(
W (i) > x

)
∼ ρi

1− ρi
P
(
S(i)e > x

)
,

если все времена обслуживания S(j) ∈ Ÿi имеют
более легкие хвосты, чем S(i) [14]. (Заметим, что
это интуитивно ожидаемый результат.) Укажем так-
же работу [15], где исследуется асимптотика сетей с
субэкспоненциальными временами обслуживания,
однако асимптотика сетей в данном обзоре не за-
трагивается.

В [16] показано, что если хвост ф.р. времени
обслуживания в системе типаM/G/1 с повторными

вызовами (и экспоненциальным временем ожида-
ния на орбите) имеет вид x−αL(x), где α > 1, a
функция L медленно меняется на бесконечности,
то хвост ф.р. стационарного числа заявок в системе
асимптотически эквивалентен хвосту ф.р. очереди
в системе M/G/1 и имеет вид x−(α−1)L(x), x → ∞,
см. (7).

3 Время обслуживания
с легким хвостом

Опираясь в основном на работу [17], рассмотрим
стационарную систему GI/G/1, в которой время
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обслуживания S имеет легкий хвост, т. е. (в отличие
от S ∈ S) производящая функция моментов

EeθS <∞ (9)

в некоторой положительной окрестности парамет-
ра θ = 0. Приведем условия, при которых стацио-
нарная нагрузка W удовлетворяет соотношению

x−1 logP(W > x)→ −θ∗ , x→ ∞ , (10)

где показатель θ∗ > 0 является искомой величиной.
Напомним, что типичное приращение процесса на-
грузки имеет вид X = S − τ . Учитывая независи-
мость τ и S, введем логарифмическую производящую

функцию моментов

˜(θ) := logEeθX := ˜S(θ) + ˜τ (−θ) =
= logEeθS + logEe−θτ , θ ≥ 0 .

Условие стационарности ρ = ES/Eτ < 1 влечет
P(τ > 0) > 0, и поэтому 0 < Ee−θτ < 1 и −∞ <
< logEe−θτ < 0. Так что условие −∞ < ˜(θ) < ∞
обеспечивается условием (9). Основным результа-
том является следующий. Параметр θ∗ в (10) ока-
зывается единственным положительным решением
уравнения

˜(θ) = 0 .

(Параметр θ∗ часто определяют как решение урав-
нения EeθX = 1 [17].)

Определенная проблема при применении ТБУ
(кроме вычисления собственно параметра θ∗) со-
стоит в том, что этот подход не позволяет выяс-
нить, является ли асимптотика хвоста P(W > x) в
точности экспоненциальной или содержит коррек-
тирующие множители, скажем, вида

P(W > x) = g(x)e−θ∗x+f(x) ,

где функции g, f таковы, что log g(x) = o(x), f(x) =
= o(x), x → ∞. Например, в [17] упоминает-
ся система M/G/1 (из [18]), где P(W > x) ∼
∼ cx−3/2 exp{−θ∗x}. В этом случае (10) имеет место,
а ожидаемая сходимость eθ∗xP(W > x)→ const > 0
не верна. Это обстоятельство демонстрируется ни-
же на примере системы M/M/1, и его надо иметь в
виду при оценивании показателя θ∗.

3.1 Асимптотика в системе M/M/1

В качестве иллюстрации применения методов
ТБУ рассмотрим асимптотику процессов нагруз-
ки W и очереди ν в стационарной системе M/M/1
с интенсивностью входного потока λ и интенсив-
ностью обслуживания µ, полагая ρ := λ/µ < 1.
Хорошо известно, что

P(W ≥ x) = ρe−(µ−λ)x , x ≥ 0 . (11)

Поэтому логарифмическая асимптотика (10) при-
нимает вид

lim
t→∞

1

x
logP(W ≥ x) := −θ∗ = −(µ− λ) , (12)

разумеется, не улавливая постоянный множитель ρ.
Теперь используем ТБУ, не опираясь на аналитиче-
ский вид (11). Предполагая θ < µ, после несложных
вычислений имеем

˜(θ) = logEeθ(S−τ) = log

(
λµ

(λ+ θ)(µ − θ)

)
.

Решение уравнения ˜(θ) = 0, равное θ∗ = µ − λ,
согласуется с (12). Такой результат можно полу-
чить, рассматривая динамику процесса нагрузки в
дискретном времени [19]:

W (t+ 1) = (W (t) + a(t)− 1)+ , t = 0, 1, . . . ,

где a(t) — нагрузка (суммарное время обслужи-
вания заявок), поступившая в систему в интер-
вале [t, t + 1). Поскольку входной поток пуассо-
новский, то a(t) =st a(0), t ≥ 0, и, кроме того,
EeθS = µ(µ− θ)−1. Поэтому

˜(θ) = logEeθ(a(0)−1) = logEeθa(0) − θ =

= log




∑

k≥0

(
EeθS

)k
e−λλ

k

k!



− θ =

= log

{
exp

{
µλ

µ− θ
− λ

}}
− θ =

µλ

µ− θ
− λ− θ .

Уравнение ˜(θ) = 0 имеет единственное решение
θ∗ = µ−λ > 0, которое согласуется как с (12), так и
с результатом для системы с постоянной скоростью
обслуживания C = 1 [19, с. 10–12].

Рассмотрим теперь вложенный (по моментам
прихода) процесс очереди {νn}, удовлетворяющий
рекурсии

νn+1 = (νn + 1−D(n))+ , n ≥ 1 , (13)

где D(n)— (потенциальное) число заявок, которое
прибор мог бы обслужить в течение n-го интерва-
ла входного потока. Очевидно, с.в. {D(n), n ≥ 1}
являются н.о.р. и νn ⇒ ν, n→ ∞. Понятно, что (13)
можно трактовать как вариант рекурсии Линдли,
где n-й шаг случайного блуждания равен 1 −D(n).
Таким образом,

˜(θ) := logEeθ(1−D(1)) =

= θ + log



λ

∑

k≥0

∞∫

0

e−(µ+λ)x

(
µxe−θ

)k

k!
dx



 =

= θ + log
λ

µ+ λ− µe−θ
.
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Уравнение ˜(θ) = 0 имеет единственное положи-
тельное решение θ∗ = − log ρ > 0, согласующееся с
известным результатом P(ν ≥ k) = ρk, k ≥ 0. За-
метим, что здесь асимптотика k−1 logP(ν > k) (при
k → ∞) точна в отмеченном выше смысле. Ис-
пользуя дискретизацию времени, можно аналогич-
но рассмотреть процесс очередиν(t)в непрерывном
времени

ν(t+ 1) = (ν(t) + a(t)− d(t))+ , t = 0, 1, . . . ,

где a(t) — число приходов, а d(t) — потенциаль-
ное число уходов в интервале [t, t + 1). Очевидно,
a(t)− d(t) =st a(0)− d(0), t ≥ 0, и

˜(θ) = logEeθ(a(0)−d(0)) =

= λ
(
eθ − 1

)
− µ

(
1− e−θ

)
, (14)

что снова дает решение θ∗ = − log ρ.

3.2 Входной процесс Леви

В данном разделе рассматривается система типа

M/G/1, где входной процесс имеет стационарные
независимые приращения (процесс Леви), включая
пуассоновский поток.

Рассмотрим систему M/G/1 с постоянной ско-
ростью обслуживания C > λ, в которой стационар-
ная нагрузка задается следующим образом [19]:

W =st sup
t≥0
(A(t) − Ct) , (15)

где A(t) =
t−1∑
i=0

a(i) – суммарная нагрузка, посту-

пившая в интервале [0, t). Соотношение (15) ана-
логично представлению W в системе GI/G/1 как
максимума случайного блуждания, однако теперь
независимые приращения на единичных интерва-
лах [t, t + 1) имеют вид a(t) − C. Решение θ∗ урав-
нения

logEeθa(0) = θC (16)

имеет тот же вид θ∗ = µ − λ > 0, что и в системе
M/M/1.

В случае общего входного процесса Леви A(t)

=
t−1∑
i=0

a(i) предположим, что существует (конечный

в некоторой окрестности θ = 0) предел

lim
t→∞

1

t
logEeθA(t) := ˜A(θ) = logEeθa(0) .

(То есть входной поток удовлетворяет принципу

больших уклонений.) Из (16) следует, что в данной
системе параметр θ∗ определяется из условия

θ∗ = sup(θ > 0 : ˜A(θ) ≤ θC) . (17)

Приведем уточнение хвоста P(W > x) в пред-
положении, что решение θ∗ уравнения ˜A(θ) =
= θC принадлежит внутренности интервала, где
˜A(θ) < ∞ [20]. (Тогда производная ˜′(θ∗) < ∞.)
Обозначая φ(θ) = ˜A(θ)/θ, получим

P(W > x) ∼ C − φ(0)

θ∗˜′
A(θ

∗)
e−θ∗x , x→ ∞ ,

гдеC−φ(0) = C−Ea(0) > 0 ввиду стационарности.
Рассмотрим входной процесс A(t) = λt + G(t)

с детерминированной компонентой λt и гауссов-
ской компонентой G(t) = N(0, σ2t). (Как обычно,
отрицательные значения A(t) игнорируются [20].)
Поскольку EeθG(t) = exp

{
(1/2)θ2σ2t

}
, то для лю-

бого t > 0

1

t
logEeθA(t) := ˜A(θ) = λθ +

θ2σ2

2
.

Поэтому показатель θ∗ в (10) и (17) (напомним, что
C > λ) равен

θ∗ =
2(C − λ)

σ2
.

Другой полезный пример дает входной обобщенный

пуассоновский процесс [6]

A(t) =

N(t)∑

n=0

Yn ,

где н.о.р. положительные с.в. {Yn} (Y0 = 0) име-
ют распределение F , а N(·) — независимый пуас-
соновский процесс с параметром λ. Обозначая
EeθY1 = b(θ) и используя равенство

1− b(θ) =

∫
(1 − eθx) dF (x),

легко получить

EeθA(t) = e−λt(1−b(θ)).

Поэтому

˜A(θ) =
log EeA(t)

t
= λ

∞∫

0

(eθx − 1) dF (x) (t > 0) .

Возможность решения уравнения˜A(θ) = θC опре-
деляется видом ф.р. F . Равенство

˜A(θ
∗)

θ∗
= C

определяет эффективную пропускную способность

прибора (скорость) C, если ее необходимо найти,
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например, чтобы гарантировать заданное качество
обслуживания (QoS) в системе с конечным буфе-

ром. Такая гарантия состоит в том, что (предельная)
доля потерь не должна превышать заранее задан-
ной вероятности потери. С ростом размера буфера
такая система сближается с системой с неограни-
ченным буфером, на чем и основана возможность
применения приведенной выше асимптотики [19–
21]. Актуальной проблемой является построение
достоверной оценки параметра C в случае, когда
аналитическое выражение функции ˜A получить
трудно (или невозможно). Эта проблема рассмат-
ривается в работе [22].

Замечание 1. Асимптотический результат (10) верен
(при дополнительных предположениях) и для более
общего входного потока с эргодическими (зависи-
мыми) приращениями [17].

3.3 Многоканальная система

Опираясь на [23], рассмотрим асимптотику ве-
роятности того, что стационарная очередь в m-ка-
нальной системе GI/G/m превысит высокий уро-
вень на цикле регенерации. Рассмотрим входной
процесс восстановления с интервалами τ , и пусть
S — время обслуживания (в каждом из идентичных
каналов). Предположим, что

ρ :=
ES
Eτ

< m , P(τ > S) > 0

и что логарифмическая функция моментов

˜S(θ) := logEeθS <∞

в некоторой окрестности θ = 0. (То есть вре-
мя обслуживания имеет легкий хвост.) Пусть νn

означает число заявок в (стационарной) очереди
в момент прихода заявки n. Обозначим через –
длину цикла регенерации системы, т. е. интервал
между двумя последовательными заявками, при-
ходящими в полностью пустую систему. Пусть
γc(k) = P( max

1≤l<–
νl ≥ k) — вероятность превы-

шения (стационарной) очередью (целочисленно-
го) уровня k на цикле регенерации. Обозначим
˜(θ) = ˜τ (−θm) + ˜S(θ). В [23] показано, что су-
ществует единственное решение θ∗ > 0 уравнения
˜(θ) = 0 и что

lim
k→∞

1

k
log γc(k) = ˜τ (−θ∗m) .

Например, в системеM/M/1имеем (используя тех-
нику ветвящихся процессов [2])

γc(k) =
ρk−1 − ρk

1− ρk
:= ρk−1φ(k) , k ≥ 1 ,

где функция φ(k) → 1 − ρ > 0 при k → ∞. Поэто-
му log γc(k) = (k − 1) log ρ + o(k). Следовательно,
˜τ (−θ∗) = log ρ, что совпадает с асимптотикой (14)
превышения растущего уровня стационарной оче-
редью в системе M/M/1.

Рассмотрим стационарнуюm-канальную систе-
му M/M/m при ρ := λ/(mµ) < 1. Решая уравнение
˜(θ) = 0, получим θ∗ = (µm− λ)/m, и поэтому

lim
k→∞

1

k
log γc(k) = logEe−θ∗mτ = log ρ .

В данной системе стационарная вероятность

P(ν ≥ k) = Dρk

для k ≥ m (где константа D хорошо известна в
явном виде (см., например, [24])). Поэтому снова
получаем совпадение логарифмических асимпто-
тик вероятностей γc(k) и P(ν ≥ k) при k → ∞.

Замечание 2. В более общей ситуации как на-
хождение аналитического решения θ∗ уравнения
˜(θ) = 0, так и последующее вычисление функции
˜τ (−mθ∗) является чрезвычайно сложной (или не-
возможной) задачей. Это ставит вопрос об эффек-
тивных методах оценивания параметров асимпто-
тического представления, возможно через прямое
оценивание малых вероятностей γc(k). Отметим,
что именно при оценивании вероятности γc уско-
ренный метод регенеративного расщепления пока-
зал свою эффективность [2].

4 Входной процесс
с долговременной
зависимостью

Рассмотрим асимптотику вероятностей боль-
ших уклонений для системы, где входной поток
обладает долговременной зависимостью. В этом
обзоре анализ ограничивается наиболее важным
в современных сетевых исследованиях фракталь-

ным входным процессом, определяемым следующим
образом:

A(t) = λt+BH(t) , t ≥ 0 , (18)

гдеA(t)— суммарная нагрузка, поступившая в сис-
тему в интервале [0, t), константа λ > 0, а BH(t) —
фрактальный броуновский процесс (ФБП) с пара-
метром Херста H ∈ (1/2, 1) [25]. (Заметим, что
процесс BH можно задать на всей вещественной
прямой.) Процесс BH имеет непрерывные траек-
тории, нормально распределенные стационарные
приращения, причем
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BH(0) = 0 , EBH(t) = 0 ,

E{BH(t)}2 = σ2t2H , t ≥ 0 .

Более того, процесс BH обладает свойством само-

подобия: BH(tT ) =st T
HBH(t) для любого T > 0.

Далее положим σ2 = E{BH(1)}2 = 1 и отметим,
что B1/2 является стандартным броуновским дви-
жением. Хорошо известно (и легко подсчитать),
что приращения ФБП на единичных интервалах
B∗

H(n) := BH(n + 1) − BH(n), n ≥ 0, образу-
ющие фрактальный броуновский шум, имеют (ав-
то)ковариационную функцию

r(n) := cov(B∗
H(0), B

∗
H(n)) ∼ H(2H−1)n−2(1−H) ,

n→ ∞ .

Поэтому ∑

n≥1
r(n) =∞

и по определению процесс BH обладает долго-

временной зависимостью. Используя дискретную
шкалу времени, положим далее t = n. Для слу-
чая независимых приращений дисперсия входного
процесса растет линейно со временем: DA(n) =
= nDa(1), в то время как для процесса (18) имеем
DA(n) = n2H , n ≥ 1. Разложим (нормирован-
ную) логарифмическую производящую функцию
моментов входного потока ˜n(θ) в ряд Тейлора

˜n(θ) :=
1

n
logEeθA(n) = λ+ n2H−1 θ

2

2
+ o(θ2) ,

θ → 0 ,

где учтено, что ˜
′′

n(0) = DA(n)/n. Поэтому
˜n(θ) → ∞, n → ∞, и ТБУ более не примени-
ма. Для решения возникшей проблемы используем
другую нормировку, полагая

�̃
n(θ) =

1

a(n)
logEea(n)θA(n)/n ,

где искомая неслучайная последовательность
a(n) ↑ ∞. Для выбора этой последовательности
используем разложение Тейлора

�̃
n(θ) = λ+

a(n)

n2
D {A(n)} θ

2

2
+ o

(
θ2
)
, θ → 0 .

Поскольку DA(n) = n2H , то можно предположить,
что (при малом θ) требование сходимости �̃n(θ) к
конечному пределу �̃ (θ) эквивалентно выбору по-
следовательности a(n) ∼ n2(1−H). Действительно,
такой выбор приводит к следующему обобщению
асимптотики хвоста распределения стационарной
нагрузки:

lim
x→∞

1

x2−2H
logP(W > x) = −θ∗ , (19)

где
θ∗ = sup{θ > 0 : �̃(θ) ≤ 0} ,

а
�̃ (θ) = lim

n→∞
�̃

n(θ) .

Важнейший вывод, следующий из этого анализа,
состоит в том, что, в отличие от классических сис-
тем, асимптотика имеет вид распределения Вейбулла

с умеренно тяжелым хвостом (см. разд. 2)

P(W > x) ≍ e−θ∗x2−2H

, H ∈
(
1

2
, 1

)
. (20)

(Здесь ≍ означает логарифмическую эквивалент-
ность.) Этот результат верен и для более общего
входного процесса, а в системе с ФБП (18) и ско-
ростью обслуживания C > λ параметр θ∗ в (19)
получен в явном виде:

θ∗ =
1

2σ2

(
C − λ

H

)2H
(1−H)−2(1−H) . (21)

Этот результат (как нижняя граница) был найден
в [25] с использованием соотношений

P(W > x) = P
(
max
t≥0
(A(t)− Ct) > x

)
≥

≥ max
t≥0
P(A(t) > x+ Ct) =

= max
t
P
(
N(0, 1) > (x+ t(C − λ))t−H

)
,

где N(0, 1)— стандартная нормальная с.в., и учтен
явный вид (18) процесса A(t). Этот результат был
обобщен и уточнен (в форме (20)) в работах [26, 27]
(см. также [20]).

Важность ФБП связана с тем, что этот процесс
возникает, например, как результат суммирования
(и надлежащего нормирования) трафиков от расту-
щего числа так называемых ON/OFF-источников,
где периоды простоя (OFF) и/или периоды рабо-
ты (ON) имеют распределения с тяжелым хвос-
том, конечным средним и бесконечной диспер-
сией [28–31]. Иными словами, ON/OFF-периоды
порождают альтернирующий процесс восстановления

с бесконечной дисперсией длины (обобщенного)
интервала. Такой процесс хорошо описыва-
ет огромную вариативность современных трафи-
ков, от кратких электронных сообщений до ви-
деоконференций [1]. Для пояснения этого фун-
даментального результата рассмотрим трафик, по-
рождаемый m независимыми (идентичными) ON/
OFF-источниками, считая, что хвост по крайней
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мере одной из ф.р. ON- или OFF-периода имеет
вид

�F (x) ∼ cx−βL(x) , 1 < β < 2 , (22)

где константа c > 0, а функция L медленно меня-
ется на бесконечности [29, 32]. Условие (22) обес-
печивает упомянутые выше моментные свойства.
Для источника i определим индикатор Ii(t) = 1,
если момент t принадлежит ON-периоду (Ii(t) = 0,
иначе), и пусть γ = P(Ii(t) = 1) (стационарная
вероятность ON-периода). Рассмотрим процесс,
равный суммарному ON-времени от всех источни-
ков в интервале [0, T t) (здесь T > 0— масштабный
множитель)

Wm(T t) =

Tt∫

0

m∑

i=1

Ii(u) du , t ≥ 0 . (23)

В работе [29] доказано, что если m → ∞, а затем
T → ∞ (порядок взятия пределов важен), то име-
ет место следующая функциональная центральная
предельная теорема

{
Wm(T t)− T tmγ

TH
√
L1(T )m

, t ≥ 0
}

⇒ c1BH , (24)

где параметр ХерстаH ∈ (1/2, 1) (предельного ФБП
BH), постоянная c1 > 0 и (медленно меняющаяся
на бесконечности) функция L1 полностью опреде-
ляются через заданные параметры ф.р. ON/OFF-
периодов. Таким образом, конечномерные рас-
пределения нормированного и центрированного
процесса (23) сходятся к соответствующим рас-
пределениям ФБП. (Взятие пределов в обратном
порядке приводит к процессу Леви.) В работе [30]
для данной модели найдены условия согласован-
ного роста параметров m и T , при которых преде-
лы можно переставлять, получая ФБП. Проведен-
ный анализ мотивирует значительное внимание,
уделенное выше входному ФБП, а также введе-
ние тесно связанного с пределом (24) фрактального

броуновского трафика, определяемого следующим
образом [25, 33]:

A(t) = mt+ σ
√
mBH(t) , H ∈ (1/2, 1) , t ≥ 0 ,

где m > 0— интенсивность трафика, а постоянная
σ > 0 отражает его вариативность.

Входной процесс с долговременной зависи-
мостью возникает также при суммировании
ON/OFF-потоков от m независимых источников,
где каждый поток имеет интенсивность r > 0 в
течение ON-периода, имеющего распределение с
тяжелым хвостом, а OFF-период, когда r = 0, рас-
пределен экспоненциально с параметромλ [34–37].

В пределе при m→ ∞, λm → ˜ возникает входной
процесс типа M/G/∞, который в каждый момент
времени равен текущему числу ON-периодов (ак-

тивных сессий). Этот входной процесс можно пред-
ставлять как стационарное числоβ занятых каналов
в системе M/G/∞ с интенсивностью пуассонов-
ского потока ˜ и временем обслуживания, равным
длине τ ON-периода. В частности, в [35] показано,
что P(β = 0) = exp{−˜Eτ} (что соответствует сис-
теме M/G/∞ [38, с. 258]) и исследована асимпто-
тика процесса нагрузки в системе, куда поступает
такой поток. (Обычно такой входной процесс рас-
сматривается в рамках жидкостной модели [35].)

Много полезных асимптотических результатов
содержится в диссертациях [39, 40] и недавней кни-
ге [41], где большое внимание уделено анализу сис-
тем с входным процессом с долговременной зави-
симостью. Дополнительные детали можно найти
в [42].

Замечание 3. Параметр θ∗ из (21) возникает также
при исследовании асимптотики максимума стацио-
нарного виртуального времени ожидания в системе
с входным процессом вида (18), см. [43].

5 Долговременная зависимость
и регенерация

Теперь рассмотрим процесс обслуживания, ко-
торый обладает свойством долговременной зави-
симости, однако имеет положительно возвратный
вложенный процесс регенераций. (Последнее озна-
чает конечность средней длины цикла регенера-
ции.) Отметим, что собственно процесс восстанов-

ления обладает долговременной зависимостью тогда

и только тогда, когда длина интервала восстановле-

ния имеет бесконечную дисперсию [44]. (Этот эф-
фект связан с так называемым парадоксом времени
ожидания [6].) Поэтому существование стационар-
ных процессов очереди/нагрузки с долговременной
зависимостью, и имеющих одновременно вложен-
ный процесс регенераций с хорошими моментными

свойствами, на первый взгляд представляется пара-
доксальным. В частности, такой процесс допускает
исследование и оценивание на основе регенератив-
ного метода, что является основной мотивировкой
включения данного раздела.

Рассмотрим стационарную систему GI/G/1 в
предположении, что время обслуживания S обла-
дает следующими моментными свойствами:

ES3 <∞ , ES4 =∞ . (25)

Обозначим длину цикла регенерации через

– =st B + I,
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где B — длина периода занятости, а I — дли-
на интервала простоя системы. В [45] дока-
зано, что при (25) стационарный процесс на-
грузки W = {Wn} обладает долговременной
зависимостью, т. е.

∞∑

n=0

cov (W0,Wn) =∞ . (26)

Известно, что если ES3 < ∞, то также EB3 < ∞,
и что Eτ3 < ∞ влечет EI3 < ∞, где τ — ин-
тервал входного потока [46]. Предположим, что
Eτ3 < ∞, тогда по неравенству Минковского
[E–3]1/3 ≤ [EB3]1/3 + [EI3]1/3, и поэтому E–3 <∞.
ПустьG(x) = P(– ≤ x), и рассмотрим незавершен-
ную в момент t длину цикла регенерацииβ(t).Пусть
c.в. τ нерешетчатая, тогда длина цикла – тоже не-
решетчатая и существует (слабый) предел β(t)⇒ β,
причем [5] (см. также (2))

P(β ≤ x) =
1

E–

x∫

0

(1 −G(y)) dy .

Поэтому стационарное незавершенное время вос-
становления β имеет конечный второй момент

Eβ2 =
1

E–

∞∫

0

x2(1 −G(x) dx =

=
1

3E–

∞∫

0

x3G(dx) =
E–3

3E–
<∞

и, в частности,

P(β > x) = o(x−2) при x→ ∞ .

Таким образом, моментные свойства–иβ допуска-
ют статистическое исследование процесса нагрузки
c долговременной зависимостью регенеративным
методом [47], (см. также [48, 49]. Подчеркнем, что
у самого процесса восстановления с долговремен-
ной зависимостью Eβ = ∞, что исключает при-
менение регенеративного имитационного модели-
рования. (Конечно, в рассматриваемой системе
Eβ < ∞.) Дополнительные детали проведенного
выше анализа можно найти в [48, 50].

Отметим близкий результат, касающийся асим-
птотики хвоста ф.р. периода занятости B стацио-
нарной системы M/G/1, где ρ := λES < 1 и ф.р. F
времени обслуживания S имеет регулярное изме-
нение на бесконечности, т. е. для любого t > 0 и
некоторого α > 0 верно �F (tx) ∼ �F (x)t−α, x → ∞.
Тогда [51]

�G(x) := P(B > x) ∼ 1

1− ρ
�F ((1− ρ)x) ,

x→ ∞ . (27)

Например, пусть S имеет распределение Парето с
показателем α ∈ (3, 4). Поскольку хвост времени
простоя I легче, чем �G, то он не играет роли в асим-
птотике ([3], Предложение 2.7), и соотношение (27)
дает

P(– > x) ∼ �G(x) ∼ (1− ρ)−(α+1)x−α =

= o(x−3) , x→ ∞ .

Обсудим другие недавние результаты, касающие-
ся долговременной зависимости регенеративных
процессов обслуживания. Рассмотрим стацио-
нарный процесс N(t), равный числу восстановле-
ний в интервале [0, t) с интервалами τn, и пусть
Rn = τ1+ · · ·+ τn, R := {Rn, n ≥ 1}. Согласно [52],
процессы N иR обладают долговременной зависи-
мостью, если соответственно

lim sup
t→∞

DN(t)
t
=∞ , lim sup

n→∞

DRn

n
=∞ . (28)

Достаточным условием для второго соотношения
в (28) является (см. (26))

lim
n→∞

n∑

i=1

cov(τ0, τi) =∞ .

Также в [52] дается следующее определение пара-
метра Херста H для данных процессов:

HN := inf

{
h : lim sup

t→∞

DN(t)

t2h
<∞

}
,

(29)

HR := inf

{
h : lim sup

n→∞

DRn

n2h
<∞

}
.

В [52] показано, в частности, что в стационарной
системе GI/G/1 при входном процессе восстанов-
ления R c условиями Eτ2 < ∞, ES2 < ∞ выходной
процесс “R (последовательность интервалов между
уходами) также не обладает долговременной зави-
симостью. Кроме того, процесс “R обладает дол-
говременной зависимостью тогда и только тогда,
когда HR ∈ (1/2, 1) в (29). Более того, если в
стационарной системе GI/M/1

P(τ > x) = x−cL(x) , c ∈ (1, 2) , x > 0 , (30)

где функция L медленно меняется на бесконеч-
ности, то выходной процесс “N(t) (число уходов
в [0, t)) обладает долговременной зависимостью в
смысле (29). Этот же результат верен для процес-
са “N(t) в системеM/G/1, если хвост P(S > x) удов-
летворяет условию (30) (вместо хвоста P(τ > x)).
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Рассмотрим с.в. T > 0 с максимальным конечным

моментом γ := sup(k > 0 : ET k <∞) ∈ (1, 2). Тогда
процесс восстановления

N(t) = max(n : T1 + · · ·+ Tn ≤ t)

(где Tk =st T ) имеет параметр Херста HN =
= (3− γ)/2 ∈ (1/2, 1) [44].

В работе [53] c использованием техники слу-
чайных блужданий и теории восстановления (по
аналогии с основополагающей работой [45]) полу-
чено следующее обобщение последнего результата.
Если в системе GI/G/1 время обслуживания име-
ет максимальный конечный момент γ ∈ (3, 4), а
его ф.р. регулярно изменяется на бесконечности,
то стационарный процесс нагрузки {Wn} облада-
ет долговременной зависимостью и имеет параметр
Херста

HW := inf




h : lim sup

n→∞

D

(
n∑

i=1

Wi

)

n2h
<∞




=

=
5− γ

2
∈
(
1

2
, 1

)
. (31)

В случае же стационарной системы M/G/1, если
(авто)корреляции процесса очереди νn (в моменты
ухода) удовлетворяют условию cor(ν0, νn) ∼ cn−α,
α ∈ (0, 1), то этот процесс с долговременной зави-
симостью также имеет параметр Херста, удовлетво-
ряющий (31) [53].

Приведенные результаты демонстрируют при-
сутствие долговременной зависимости у процес-
сов обслуживания, у которых одновременно длина
цикла регенерации имеет конечные моменты вы-
ше 3-го, и (как отмечалось) открывают возмож-
ность статистического исследования таких систем
на основе регенеративного метода. Подробное об-
суждение данной проблемы предполагается про-
вести в отдельной работе.

6 Заключение

В работе приведен обзор асимптотик веро-
ятностей больших уклонений процессов нагруз-
ки/очереди в стационарной системе обслуживания.
Рассмотрены (1) системы, в которых время обслу-
живания имеет тяжелый хвост; (2) регенеративные
системы с входным процессом Леви и временем
обслуживания, имеющим легкий хвост; и (3) систе-
мы с входным потоком с долговременной зависи-
мостью. В качестве иллюстрации применения ТБУ
подробно рассмотрена система M/M/1.

Кроме того, рассмотрены процессы с долго-
временной зависимостью, допускающие примене-
ние регенеративного имитационного моделирова-
ния. За исключением п. 3.3, рассматриваются
лишь одноканальные системы обслуживания.
Важным аспектом работы является указание воз-
можных областей применения методов оценивания
параметров асимптотик, учитывая известную слож-
ность такого оценивания на основе ТБУ. Напри-
мер, в результате проведенного анализа естествен-
ной областью применения регенеративного метода
оказываются системы вида 2, а также регенера-
тивные процессы с долговременной зависимостью,
рассмотренные в разд. 5. Представляется перспек-
тивным оценивание параметров асимптотик в таких
системах с помощью недавно предложенного вари-
анта метода расщепления [2]. В остальных случаях
в основном параметры асимптотик выражаются че-
рез заданные параметры, и такие модели могут быть
использованы для тестирования методов оценива-
ния. С другой стороны, эти методы могут быть
использованы для проверки качества асимптотик.

Обзор не мог вместить многих важных моделей.
Например, за его пределами остались асимптоти-
ческие результаты для систем с разделением про-
цессора [40], для жидкостных моделей [34, 35], для
стохастических сетей [14, 15, 54]. В частности, рабо-
та [34] содержит великолепный обзор жидкостных
моделей с входным процессом с долговременной
зависимостью, а в книге [54] даны асимптотиче-
ские результаты, касающиеся больших уклонений
некоторых сетевых процессов с легкими хвостами
(в том числе в системах поллинга). Все эти темы
требуют отдельного обсуждения.
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ВЕРОЯТНОСТНАЯ МОДЕЛЬ ОБСЛУЖИВАНИЯ ТРАФИКА

В СИСТЕМЕ СЕТЕЦЕНТРИЧЕСКОГО ТИПА

В. Ю. Бородакий1

Аннотация: В терминах теории телетрафика построена модель сетецентрической системы, в которой из
центров обработки данных по запросам абонентов передается информация в виде блоков данных раз-
личной длины. Передача блоков описывается в терминах «эластичного» трафика, их длина распределена
по экспоненциальному закону, а обслуживание осуществляется по дисциплине разделения процессора.
Предполагается, что поток запросов абонентов является пуассоновским, а блок данных, независимо от
его длины, характеризуется минимальным требованием к ширине полосы пропускания. Проведен анализ
модели отдельного звена сети сетецентрической системы (СС), получено аналитическое выражение для
вычисления вероятности блокировки запроса из-за отсутствия достаточной для передачи блока данных
ширины полосы пропускания.

Ключевые слова: сетецентрическая система; эластичный трафик; вероятность блокировки; звено сети

1 Введение

В настоящее время активно развиваются рас-
пределенные автоматизированные системы управ-
ления специального назначения, построенные на
базе сетецентрической концепции [1]. От выбора
структуры подобных систем и поддержки заданных
показателей качества существенно зависит эффек-
тивность решения возложенных на них задач с точ-
ки зрения соответствия заданным требованиям по
режиму работы и производительности. Известны
системы [2], где невыполнение этих требований не
только снижает производительность, но и приводит
к деградации системы вплоть до ее уничтожения.
В состав СС входят: абонентские узлы, обмени-
вающиеся управляющими сигналами с объектами
управления и обладающие потребностью информа-
ционного обмена с управляющими компонентами
системы; центры обработки данных (ЦОД), при-
нимающие информацию от абонентских узлов и
посылающие ответное воздействие; телекомму-
никационное оборудование, обеспечивающее пе-
редачу информации между абонентскими узлами
и ЦОД.

Проектирование СС, как правило, осуществля-
ется в автономном (off-line) режиме. В этом слу-
чае исходными данными для проектирования явля-
ются: расположение и конфигурация абонентских
узлов, структура и топология сети передачи дан-
ных, пропускные способности звеньев сети, объ-
емы информационных потребностей абонентских
узлов. Одним из важнейших показателей качества

функционирования СС является величина обслу-
женной нагрузки (объем переданной информации),
поскольку в условиях ограниченной пропускной
способности звеньев сети часть запросов с некото-
рой вероятностью может получить отказ в обслу-
живании из-за отсутствия достаточных ресурсов на
маршрутах между абонентскими узлами и ЦОД.

Для дальнейшего изложения понадобятся сле-
дующие обозначения:

Vs — множество абонентских узлов (s-абоненты);

VT — множество ЦОД (t-центры);

N — множество предоставляемых ЦОД типов дан-
ных (N := {1, . . . , N});

θn — длина блока данных n-типа (n-блока);

b — требование к минимальному значению ши-
рины полосы пропускания для передачи блока
данных любого типа;

λn(s, t) — интенсивность потока запросов s-або-
нента в t-центр на передачу n-блоков;

an(s, t) := λn(s, t)θn — нагрузка, создаваемая n-
блоками между s-абонентом и t-центром (пред-
ложенная нагрузка);

L(s, t) — множество маршрутов между s-абонен-
том и t-центром;

li(s, t) — i-маршрут между s-абонентом и t-цент-
ром;

El(s, t)— множество звеньев li(s, t)-маршрута.

1Национальный исследовательский ядерный университет «МИФИ», vladbor@inbox.ru
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Рис. 1 Схема модели сетецентрической системы

Пример схемы модели CC показан на рис. 1, где
проиллюстрированы введенные обозначения.

Величина обслуженной нагрузки в СС опреде-
ляется формулой

“a :=
∑

s∈Vs

∑

t∈VT

∑

i:li(s,t)∈L(s,t)

∑

n∈N
ain(s, t)(1−Bin(s, t)) ,

где ain(s, t) — предложенная n-блоками нагруз-
ка и Bin(s, t) — вероятность блокировки n-блока
на li(s, t)-маршруте. Если считать известными
величины предложенных нагрузок и множества
маршрутов L(s, t), то задача оценки величины
обслуженной нагрузки “a сводится к вычислению
вероятностей Bin(s, t). Эти вероятности в предпо-
ложении, что блокировки на всех звеньях li(s, t)-
маршрута происходят независимо в совокупности,
можно представить в виде

Bin(s, t) ≈ 1−
∏

e∈Ei(s,t)

(1−Be
in(s, t)) ,

n ∈ N , i: li(s, t) ∈ L(s, t), t ∈ VT , s ∈ Vs ,

где Be
in(s, t) — вероятность блокировки запроса на

передачу n-блока на e-звене li(s, t)-маршрута.
Предположение о независимости блокировок

лежит в основе известного метода приближенного
расчета вероятностей блокировок — метода про-
сеянной нагрузки (reduced load approximation), из-
начально разработанного для сетей с коммутацией
каналов [3] и развитого в [4] для сетей с многоадрес-
ными соединениями. Данный подход предполагает
наличие точного метода для расчета вероятностей
блокировок Be

in(s, t) на отдельном звене сети. При-
менение метода просеянной нагрузки к анализу ве-
роятностных характеристик СС исследовано в [5], а
в данной статье построена модель отдельного звена
сети и проведен анализ ее вероятностных характе-
ристик.
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Вероятностная модель обслуживания трафика в системе сетецентрического типа

2 Модель звена сети
сетецентрической системы

Предположим, что в модели сети СС (например,
показанной на рис. 1), все звенья, кроме некото-
рого звена e∗, имеют неограниченные ресурсы для
обслуживания запросов абонентов, т. е.Ce =∞ для
e 6= e∗. Задача анализа блокировок в такой системе
сводится к анализу сети, состоящей из одного зве-
на e∗, с одним ЦОД t∗, который передает данные
из множества N = {1, . . . , N}. Для удобства записи
далее индексы e∗ и t∗ опускаются.

Рис. 2 Модель звена сети СС

Итак, рассмотрим модель звена сети емкостью
C условных единиц, схематично изображенную
на рис. 2. По звену передаются блоки данных
N типов, запросы на передачу n-блока образуют

пуассоновский поток интенсивности λn, размер
блока является случайной величиной, распреде-
ленной экспоненциально со средним θn, а величи-
на предложенной n-блоками нагрузки вычисляется
по формуле an := λnθn. Блоки любого типа харак-
теризуются минимальным требованием b к емкости
звена, а их обслуживание производится по дис-
циплине разделения процессора (PS — Processor
Sharing). С вероятностью Bn n-блок может полу-
чить отказ в обслуживании, если в момент его по-
ступления свободны менее b из C единиц емкости
звена.

ПустьXn(t)— число передаваемых в момент t n-
блоков. Тогда составной случайный процесс (СП)
{X(t) = (X1(t), . . . , XN (t)), t ≥ 0} описывает функ-
ционирование модели над пространством состо-
яний

X :=
{
x := (x1, . . . , xN ) : b

∑

n∈N
xn ≤ C

}
.

Схема обслуживания в рассматриваемой модели
показана на рис. 3, где использовано понятие «элас-
тичный трафик» (elastic traffic) [7, 6]. Такой режим
известен также под названием передачи по прин-
ципу “best effort”, суть которого заключается в том,
что в процессе одновременной передачи по звену
сети с ограниченной пропускной способностью не-
скольких потоков (блоков данных) все потоки по-
лучают одинаковую долю пропускной способности
вне зависимости от своего объема. В сделанных вы-
ше предположениях СПX(t) является марковским
и, как нетрудно убедиться, равновесное распреде-

Рис. 3 Схема обслуживания эластичного трафика
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ление вероятностей его состояний π(x) определя-
ется из системы уравнений локального баланса

π(x)
C

θn
xn


∑

j∈N
xj




−1

= π(x− en)λn ,

x ∈ X , xn > 0 , n ∈ N , (1)

где en — вектор, n-я компонента которого равна 1,
а остальные — 0. Заметим, что в системе уравне-
ний (1) величина (

∑
j∈N

xj)
−1Cxn/θn соответствует

интенсивности обслуживания n-блока в состоянии
x ∈ X , поскольку обслуживание производится по
дисциплине PS.

Используя известное для систем массового об-
служивания с дисциплиной PS решение [8], получа-
ем равновесное распределение состояний СПX(t)в
мультипликативном виде:

π(x) = G−1(X )
(∑

n∈N
xn

)
!
∏

n∈N

1

xn!

(
an

C

)xn

x ∈ X ,

где G(X ) = π−1(0))— нормировочная константа.
Искомой характеристикой является вероят-

ность Bn := P(x ∈ Bn) блокировки запроса на
передачу n-блока, где

Bn :=



x ∈ X : b


∑

j∈N
xj + 1


 > C



 .

В следующем разделе будет получено аналитиче-
ское выражения для вычисления вероятностей Bn,
n ∈ N .

3 Анализ вероятностных
характеристик модели

Представим пространство состояний X в виде

X :=
Cb⋃

c=0

X (c) ,

где

Cb :=

⌊
C

b

⌋
, X (c) :=

{
x ∈ X :

∑

n∈N
xn = c

}
,

и обозначим

q(c) := P(x ∈ X (c)) , c = 0, . . . , Cb .

Используя уравнения локального баланса (1) и
приняв xj > 0 для некоторого j ∈ N , получаем

q(c) =
∑

x∈X (c)
π(x) =

=
∑

x∈X (c)

λjθj

Cxj

(∑

n∈N
xn

)
π (x− ej) ,

c = 1, . . . , Cb .

Пусть также найдется n ∈ N такое, что xn > 0,
и положим j = n. Тогда из (1) следует, что

q(c) =
∑

x∈X (c)

∑

n∈N

an

C
π (x− en) =

=
∑

n∈N

an

C

∑

x∈X (c)
π (x− e) =

= q(c− 1)
∑

n∈N

an

C
, c = 1, . . . , Cb .

Обозначив a :=
∑

n∈N
an, окончательно получаем

q(c) = q(0)

(
a

C

)c

, c = 1, . . . , Cb , (2)

где

q(0) =

(
Cb∑

c=0

(
a

C

)c
)−1

. (3)

Таким образом, если a 6= C, тогда

q(c) =
acCCb−c(C − a)

CCb+1 − aCb+1
, c = 0, . . . , Cb ,

и вероятность блокировки запроса на передачу
n-блока данных имеет вид

Bn = q(Cb) =
aCb(C − a)

CCb+1 − aCb+1
=: B , (4)

а обслуженная нагрузка, создаваемая n-блоками,
вычисляется по формуле

“an = an

(
1− aCb(C − a)

CCb+1 − aCb+1

)
, n ∈ N .

Заметим, что вероятность блокировки блока
данных не зависит от его длины, что объясняется
одинаковым для блоков любого типа требованием b
к емкости звена. В этих условиях формулу (4) мож-
но получить, проведя анализ системы массового
обслуживания типа M |G|1|PS с нагрузочным пара-
метром a, емкостью прибора C и максимальным
числом находящихся на обслуживании заявок Cb.
Распределение вероятностей состояний такой сис-
темы имеет вид (2), (3).
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4 Заключение
В статье проведен анализ модели отдельного зве-

на сети СС в терминах систем, обслуживающих по-
токи «эластичного трафика» с заданным требовани-
ем к минимальному значению выделяемой при его
передаче ширины полосы пропускания. В отличие
от известных работ в этой области [7, 6], формулы
для вычисления вероятностей блокировок получе-
ны в аналитическом виде, что дает преимущество
при вычислениях вероятностей блокировок для се-
ти в целом при использовании метода просеянной
нагрузки или решения задач оптимизации парамет-
ров СС при заданных ограничениях на показатели
качества их функционирования. Эти вопросы, так-
же как и численный анализ, не являются предметом
изложения в данной статье, но частично исследо-
ваны и решены в [5].
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AN APPROACH TO ACTUARIAL MODELING

WITH QUASI-MONTE CARLO: SIMULATION OF RANDOM SUMS

DEPENDING ON STOCHASTIC FACTORS∗

G. Temnov1 and S. Kucherenko2

Abstract: The problem of estimating the characteristics of a random sum, when the number of summands is also
random, is addressed. The considered case includes an additional stochastic factor: although the summed random
variables come from a distribution of a known form, the parameters of this distribution are stochastic and can
themselves be viewed as random variables (with known distributions). The Quasi-Monte-Carlo (QMC) techniques
are used to handle this problem and to analyze its efficiency relative to the regular Monte-Carlo (MC) simulation
methods. The typical area of the application of the investigations is actuarial practice which often deals with
random sums of financial losses. Besides actuarial applications, the proposed method may be useful in application
to certain problems in informatics, related to the aggregation of heavy-tailed data.

Keywords: actuarial modeling; quasi-Monte-Carlo simulation; random sums

1 Introduction

1.1 Setting up the problem

Summation of random number of random variables is a
well known problem that has many applications. One
of them is the so-called loss aggregation problem in in-
surance. Usually, one needs to compute with sufficient
precision the cumulative distribution of the random vari-
ables (r.v.’s), having a sense of, for example, financial
losses aggregated for some fixed period (normally, one
year).

Specifically, we are interested in the distribution of
the r.v.

SN =

N∑

k=1

Xk (1)

where N is the number of events within a selected peri-
od, generated by a process N(t) of occurrences, usually
called counting process. The crucial point is that the
summed r.v.’s Xk are assumed to be mutually indepen-
dent and also independent of the counting processN(t).

Another important point is that usually in practi-
cal applications r.v.’s Xk having in insurance the sense
of single losses can be viewed as identically distributed

r.v.’s having a distribution P(Xk < x) =: FX(x). This
assumption allows to apply some particular determinis-

tic techniques, making the loss aggregation a relatively
simple computational task.

In the current work, the problem of loss aggregation
supposing that the assumption of identical distribution

of single losses Xk may be violated is addressed. As will
be remarked below, deviations from the assumption of
identical distribution of losses is quite a natural situa-
tion in actuarial modeling, making the application of
analytical techniques impossible.

1.2 Aggregation with stochastic parameters

In practical applications, compound distributions
should often be modeled with respect to the uncer-
tainty of the parameters of initial distribution (FX in our
terms). This problem can be handled with the help of
Bayesian inference. The basic idea of Bayesian mod-
eling for taking into account parameters’ uncertainty
(see, e.g., [1]) is to consider the vector of the parameters
(of initial distribution) as a random vector. Using some
a priori knowledge about the distribution of this random
vector, one can form its prior distribution probability
dension function (pdf) π(θ). If an additional informa-
tion comes into play in the form of observations X, the
posterior distribution pdf with respect to this information
can be calculated:

π— |X(θ |x) ∝ fX |—(x | θ)π(θ) . (2)

In the absence of a relevant prior information about the
prior distribution, π(θ) can be chosen to be a uniform
distribution (the case of so called noninformative priors).

Often, the expression (2) cannot be used for the
direct computation of the posterior distribution and the

∗Part of the work was performed within “PRisMa Lab” in Vienna University of Technology.
1Edgeworth Centre for Financial Mathematics, University College Cork, Ireland, g.temnov@ucc.ie
2CPSE, Imperial College, London, UK, s.kucherenko@ic.ac.uk
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stochastic modeling has to be used to produce a pseudo-
random sample from π— |X(θ |x).

The sample from posterior distribution can there-
fore be used to get the sample from the correspond-
ing compound distribution. Specifically, if the g(z | θ)
is the pdf of the compond distribution (r.v. S in our
terms) given a value of the parameter θ, then the
corresponding full predictive distribution is defined as
h(z |X) =

∫
g(z | θ)π(θ |X)dθ (which is the weighted

average with the respect to the distribution of θ as an r.v.).

Obviously, this task is not compatible with deter-

ministic techniques (i.e., the ones based on analytical
representations of distribution functions), as each time
the realization of the predictive distribution is modeled,
different values of the parameters θ and λ should be
used. Thus, one needs to use MC simulation methods.
The common scheme for modeling of the predictive
distribution using MC method could be as follows:

1. Simulate the realization of the severity parameters’
vector θ and frequency λ from their joint distribu-
tion π(γ) where γ = (θ, λ).

2. Given θ and λ generate yearly losses, i.e., (i) gener-
ate the number N of yearly losses N ∼ Pois(λ) and
(ii) generate the sample {Xj} = (X1, . . . , XN).

3. Given N and {Xj} calculate the annual loss

S =
N∑

i=1

Xi.

4. Repeat Steps 1–3 K times to get: {S}K
j=1.

5. Estimate α-quanile, Q̂B, of annual loss (Qα

∼ sort(Sj)[α]).

However, there are at least two aspects in this context
that make the use of regular MC simulation techniques
very time-demanding. These aspects are (i) actuar-
ial losses are often heavy tailed and (ii) one usually
needs to estimate a sufficiently high quantile of the
aggregate loss distribution. In the case of operational
risk measurement, the rules prescript to estimate the
α-quantile of aggregate loss called Value-at-Risk, i.e.,
V aRα := sup

x
(x : F (x) < α), at the level α = 0.999.

Thus, the precision of the modeled predictive distribu-
tion should be high enough to obtain a reliable estimate
of the upper quantile. In practical applications dealing
with operational risk modeling, it is rather usual that
not less than K = 106 repetitions should be made to
ensure necessary precision for 0.999-quantile estimate
(see, e.g., [1, 2]).

That motivated authors’ search for techniques that
would reduce the number of claimed repetitions in the
modeling scheme above and lead to QMC methods.

2 Methods

2.1 Deterministic techniques

A short comment on deterministic approaches should be
made. Some of the deterministic techniques are based
on a passage from probability distributions to character-
istic functions or probability generating functions (pgf).
This approach is applicable to the task (1) in the case of
iid summands which will be summarized below.

For a random variable N taking only nonnega-
tive integer values, consider the pgf PN (z) = E[z

N ]

=
∞∑

n=0
P[N = n]zn which is defined and analytic at

least for |z| ≤ 1. Considering the power series expansion

of this functionPN (z) =
∞∑

n=0
pnz

n, one is able to retrieve

the distributionP[N = n] = pn for n ≥ 0 by calculating
the coefficients ofPN (z). Denote the pgf of a compound
sum of the form (1) by PS(z) (considering integer valued

loss sizes) and using the independence assumption and
find

PS(z) = E[z
S]

∞∑

k=1

P[N = k]PX(z)
k .

One has the well known representation

PS(z) = PN (PX(z)) (3)

where PN (z) is the pgf of the distribution of loss occur-
rences and PX(z) corresponds to loss sizes. For Poisson
distributed occurrences,

PS(z) = exp(λ(PX (z)− 1)) .

Exactly the same representation is valid in terms of
characteristic function (chf).

Concerning the calculation of compound distribu-
tions with fixed parameters, deterministic methods are
well developed and include, besides the techniques based
of pgf and chf, also, e.g., recursive techniques related
to Panjer recursion. For detailed discussion of deter-
ministic techniques in actuarial modeling, see, e.g., [3]
and [4]. Deterministic methods are usually more effec-
tive than the ones based on MC modeling from the point
of precision and speed of calculations. For comparison
of the effectiveness of different techniques, see, e. g., [2].

However, when parameters of the distribution of ran-
dom summands are also random coming from posterior
distribution (2) as in the case we deal with, deterministic
techniques cannot be used. Indeed, in this case, the
pgf PX(z) in right-hand side of (3) will have no closed
form, as it will depend on the distribution of random
parameters, which cannot be included into pgf explicitly.
Therefore, to handle this problem, one has to turn to
MC simulation methods.
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2.2 Monte Carlo modeling
in heavy tailed cases

Handling heavy tailed distributions, which implies sim-
ulation of rare and severe events, has been a challenging
task in applied statistics (see, e. g., [5] or [6] for detailed
overviews).

Methods usually proposed for solving this problem
allow to reduce the computational effort within using the
standard MC modeling. According to [5], algorithms
involving order statistics and methods using importance
sampling are among the most effective techniques for
handling random sums. Moreover, various variance re-

duction techniques can be used to increase the efficiency
of MC simulation (see, e. g., [7, 8]). However, in certain
cases when the resulting distribution depends on random
factors, standard variance reduction methods cannot be
used, as these techniques rely on explicit representations
of distributions used for the modeling. That is indeed the
case of our problem, as we need to calculate the random
sum of varying volume, and, in addition, the distribution
of each variable includes random parameters.

2.3 Quasi-Monte Carlo in risk management

From the previous subsections, motivation for QMC
becomes apparent: Clearly, simulation techniques re-
main a basic tool for modeling compound sums of the
form (1) when the distributions involved have stochastic
parameters, but dealing with heavy-tailed distributions
one needs to handle the variance of simulations in one
or another way, and QMC is one of the effective and
stable methods to reduce the variance of simulations.

However, QMC methods are not widely used in
modeling random sums, as there are certain natural
restrictions for using QMC for that particular task. Ap-
plication of QMC in risk management was studied [9],
including of problem of the summation of random vari-
ables. In [9], the high-dimensional Sobol’ sequences
were apply to the problem of risk aggregation for a
portfolio of individual losses, when the dimension of
the portfolio is fixed. Thus, the problem reduces to
the summation of a specified (fixed) number of random
variables. It relates the methodology described in [9] to
this work, but there are two specific aspects:

(1) in our case, the number of random variables to be
summed up is a (discrete) random variable itself;
and

(2) we are interested particularly in the summation of
heavy tailed r.v.’s.

These aspects motivated the authors to make a separate
study in order to find out the efficiency in the QMC
scheme in the frame of this problem.

3 Using Quasi-Monte Carlo
for the Random Loss Aggregation

In the present section, it will be discussed how Sobol’
sequence can be used for the summation of random
number of random variables.

Constructing Sobol’ sequence. The Sobol’ sequence
is one of the standard quasi-random sequences and is
widely used in QMC applications. The construction of
Sobol’ sequence will not be described here, referring
to [10, 11] and related works for technical details.

3.1 Role of independence

Obviously, the advantage of MC techniques in applica-
tion to a statistical problem is that it allows to model
independent random variables. As already mentioned,
the assumption of independence plays a major role in
the modeling of compound distributions.

Recall that the cumulative probability distribution
(cdf) of the compound sum is

FS(x) = P(S ≤ x)

=
∞∑

k=1

P[N = k]P (X1 + · · ·+Xk ≤ x)

=

∞∑

k=1

pkF
∗k
X (x) (4)

where F ∗k
X (x) is the k-fold convolution of the pdf with

itself, i.e.,

F ∗k
X (x) =

x∫

0

F ∗k
X (x− u) dFX(u) , (5)

and F 0X(x) ≡ 1 (x > 0).
Once the assumption of independence is dropped,

the representation of the compound sum (4) does not
reduce to the sum of convolutions (5) any longer. In
case of the summation of dependent sequences, in order
to calculate the cdf FS(s) = P (X1 + · · ·+Xd ≤ s)
we would have to deal with the integrals of the
form

∫
Ÿs:=[u1+···+ud≤s]

dF (u1, . . . , ud) instead of mul-

tiple convolutions.

Independence and multidimensional Sobol’ sequences.

Clearly, it is already the scheme of the construction of
the low-discrepancy sequences that claims the QMC
sequences to be dependent. However, if one uses the ele-
ments of the sequences from different dimensions, their
relation would “imitate” relation between independent
random variables.
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The issues related to the independence of different
dimensions of Sobol’ sequences were discussed in [9]
where the tests based on rank correlations were used.
For brevity, the results of independence tests are not
indicated here, but refer to [9] and related literature stat-
ing that spatial distribution of multidimensional Sobol’
sequences relates to the distribution of independent ran-
dom variables.

Note that the notions of “randomness” is under-
stood in the studied case certainly not in its usual
way. The observed “distributions” of low-discrepancy
sequences would not be empirical probability distri-
butions in its general sense. Nevertheless, observing
the spatial structure formed by the sequencies, one is
able to judge how good is the resulting “imitation”
of the independence between values in simulated se-
quences, due to independence between different dimen-
sions in QMC.

Summarizing the paragraph, note that the right ap-
proach for modeling the sums of independent random
variables would be to use different (sequential) dimen-
sions for the generation of each of the r.v.’s

3.2 Quasi-Monte Carlo: the modeling set

In operational risk framework, before modeling of the
compound sums, one should use historical data to esti-
mate (single-loss) severity and frequency distributions.
The historical data of operational risk losses is classified
by business lines (BL), and this division is important for
the calculation of regulatory capital for OpRisk. Par-
ticularly, according to the Basel II recommendations,
the Value-at-Risk (VaR) estimators, defining the regu-
latory capital, should be done for each BL, L1, . . . , LK,
separately.

In order to estimate the severity and frequency dis-
tributions using historical data {XLj

i } in an i.i.d.-case,
standard methods such as maximum likelihood esti-
mate (MLE) can be used to estimate the parameters of

the distribution F (x) = P
(
X

Lj

1 < x
)

. In the case of

uncertain parameters, the distribution parameters are
themselves random variables; hence, the “parameters of
the parameters” should be estimated. As soon as the
estimates are found, the scheme outlined here can be
applied to each BL, using either the regular MC, or
QMC techniques.

The following notation for Sobol’ sequences is used:
Sobol(i, n, d)=:Sd

n(i) in a unit hypercube [0, 1]d (here, i
is the initial index, n is the length of the sequence, and
d is the number of dimensions). Then, if the inverse pdf
of an r.v. X, F−1, is known analytically, the realizations
of X can be generated via F−1 (Sd

n(i)
)
.

Then, the whole algorithm can be represented in
the following way. Suppose for simplicity that there

are only one parameter of the severity distribution and
one frequency parameter (which is often the case in
applications).

I. Simulate an N-length sequence of the sever-
ity parameter θ by Iθ = F−1

θ

(
Sdθ

n (i1)
)

with
fixed dj (i. e., using a one-dimensional QMC
sequence), and a chosen initial index i1; an N-
length sequence of the frequency parameter λ by
Iλ = F

−1
λ

(
Sdλ

n (i1)
)

likewise.

II. Simulate N yearly frequencies using λj from
Iλ, the quantile function of the Poisson dis-
tribution and a new QMC-sequence {˜j}
∼ qPois−1λj

(
Sd˜

n (i˜)
)

with fixed d˜ and a cho-
sen index i˜.

The choice of i˜ can be arbitrary in the initial
simulation set, but one repeats the simulation cy-
cle to obtain a different estimate of the quantile,
then the initial index of next simulation should be
chosen such that the QMC sequence used in the
previous cycle is not used again.

III. Simulate N sequences of yearly losses
{X}1, . . . , {X}N by

1. {X(1)j }i≤˜1 = F
−1
X

(
Sdi
1

)

2. {X(2)j }i≤˜2 = F
−1
X

(
Sdi
2

)

. . .

N . {X(N)j }i≤˜N = F
−1
X

(
Sdi

N

)

Here, di changes sequentially in each case (i. e.,
from 1 to ˜i for each i).

IV. Loss aggregation.

Consequently, one gets n sums Sj =
Nj∑
i=1

X
(j)
i

(j = 1, . . . , N) which are the realizations of the
aggregate loss that we are interested in. Find the
quantile:

– put the obtained sample in increasing order
to get the order statistics L1:n ≤ · · · ≤ Ln:n

where L1:n denotes the smallest of the n sim-
ulations and Ln:n the biggest simulated loss;
and

– the element at position [αn+1] of the ordered
sample, where [·] denotes rounding down-
wards, is the estimator of the quantile (i.e., of
VaR) to the level α (e.g., choose α = 0.999).

Note that in the above construction, two fundamen-
tal properties of the multidimensional QMC sequence
have been used: (1) the projection of multidimensional
QMC into lower dimensions is again a low-discrepancy
sequence; and (2) in each multidimensional sequence,
the elements corresponding to different dimensions are
independent. That is, taking the elements of Sobol’
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sequence sequentally from different dimensions, one
keeps the properties of a low-discrepancy sequence,
still advancing in having the properties of the QMC
sequence.

As a result of the above simulation cycle, a sin-
gle estimate of the 0.999-quantile of the aggregate loss
distribution is obtained. To obtain a different realiza-
tion of 0.999-quantile, one may repeat the whole cycle,
correspondingly changing the initial indices i1, iλ, iθ,
etc.

3.3 Results and rates of convergence

Next, overview the obtained results. The SobolSeq

generator (see www.broda.co.uk, 2009, for the full ref-
erence) was used for the QMC simulation, while the
general modeling was made in SPLus. We were interest-
ed in estimating the 0.999-quantile of the aggregate loss
distribution.

To analyze the rate of convergence to the true quan-
tile, the performance of the algorithm was traced for a
range of the number of simulationN from 105 to 2 · 106,
for both QMC and pseudo-random realizations.

Remark 3.1. The benchmark for the true quantile we are
referring to can be estimated using, e. g., MC Markov
Chain (MCMC) modeling, which is often used as an
efficient tool for taking parameter uncertainty into ac-
count (see, e. g., [1] or [12]). Using MCMC, it is
possible to model the so-called full predictive distribu-
tion of aggregate losses with random parameters (though
modeling with MCMC is as time demanding as regular
MC). The true quantile that can be used as a benchmark
to estimate the absolute error of MC and QMC modeling
is the quantile of the full predictive distribution.

Note that 106 simulations required 525 s of the CPU
on a Pentium 2.0 GHz, 1 GB memory, for the whole
scheme described above including generation of Sobol’
sequence and loss aggregation. The same scheme with
the MC requires roughly the same time for the same
number of simulations.

The model used for the modeling set was GPD-
Poisson, i. e., single losses are supposed to have Gener-
alized Pareto distribution (GPD)

G(x) = 1−
(
1 + ξ

x− µ

σ

)−1/ξ

while the number of yearly losses follows a Poisson
process with intensity λ.

Among GPD parameters, the location parameter µ
is usually fixed (it plays a role of the threshold), while
shape and scale parameters (ξ, σ) are the ones to be
estimated. As Maximum likelihood estimation is often

used, it is natural to assume that the parameters’ vec-
tor (ξ, σ) has the bivariate normal distribution and also
assume normal distribution for the intensity λ. Fur-
thermore, the following parameters for the distributions
of the model parameters were used (the choice of the
parameters’ values reflects typical values in operational
risk framework):

– the threshold µ = 7000;

– vector of mean values for the parameters
(ξ, σ) = (1, 12 000), vector of their variance val-
ues (0.18, 1645.0), and the covariance value 0.64;
and

– mean and variance of the Poisson intensity λ distri-
bution was taken as (12, 1.7).

The plots summarizing the results of the 0.999-
quautile modeling illustrating the convergence to the
true quantile are presented in Figs. 1 and 2. Figure 1
gives the picture on the log-log scale for the whole range
of the simulation numbers, while Fig. 2 concentrates
on the segment of the larger values of N on a regular
scale where local smooth trend lines show the rate of
convergence.

Interpretation of the results indicated on the plots
should be made with respect to specific properties of
multidimensional Sobol’ sequences. Analyzing empiri-
cal errors of numerical integration via QMC, [13] shows
that actual rates of convergence may differ sufficiently
for different types of QMC sequences, depending on the
dimension. Main theoretical result on integration errors
with QMC known as the Koksma–Hlawka inequality

states
∣∣∣∣∣∣

∫

Is

f(x)dx− 1
N

N∑

i=1

f(xi)

∣∣∣∣∣∣
≤ V (f)DN

whereDN is the discrepancy and s is the dimension of the
integration domain Is. The bound on the discrepancy
of a random sequence indicates N−1/2, suggesting that
a sequence with smaller discrepancy could give smaller
errors. For low-discrepancy sequences, DN ∼ N−α

with α depending on a particular type of sequence. Em-
pirically studying the power α of the rate N−α, [13]
states quite wide range from 1 to 0.45 depending on the
dimension of the function.

In the studied case, the dimensions are “floating,” as
each of the random sums consists of random number of
variables and is therefore generated via a QMC sequence
of different (random) dimensions. That fact can at least
partially explain the changing rate of convergence to the
true quantile observed in Fig. 1. At the same time, as
seen from Fig. 2, the rate of convergence for QMC se-
quences is more stable than the one via pseudo-random
numbers simulation, for higher values N corresponding
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Figure 1 Comparison of the performance of MC (points) with the one obtained by QMC (solid line) for the aggregate–loss
distribution of the generalized Pareto

Figure 2 Comparison of the MC precision (1) with the precision of QMC (2) in terms of the mean square error for the
aggregate–loss distribution of the generalized Pareto

to higher precision. As estimated by ordinary linear re-
gression, for the range of higher N starting from 8 · 105,
the rate of convergence via QMC sequences is N−0.8.

Note that not only the rate of convergence can play
a role, but also the absolute value of the error. According
to [13], for integration problems with discontinuous in
high dimensions, the following result is valid

| error | = CsN
−s/(2s−1) (6)

where Cs changes depending of the particular type of
the low discrepancy sequence and the number of di-
mensions. Thus, the rate of convergence much better
than that of a random sequence cannot be expected;
however, the precision still can be improved regarding
the constant Cs.

In our case, as illustrated by both Figs. 1 and 2,
the coefficient Cs is significantly lower than the one
associated with the random sequence, allowing to re-
quire much lower number of simulations for obtaining

the same precision of 0.999-quantile, regarding Sobol’
sequence.
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ПОДХОД К АКТУАРНОМУ МОДЕЛИРОВАНИЮ НА ОСНОВЕ ПРИМЕНЕНИЯ

МЕТОДА КВАЗИ-МОНТЕ-КАРЛО ДЛЯ СЛУЧАЙНЫХ СУММ,

ЗАВИСЯЩИХ ОТ СТОХАСТИЧЕСКИХ ФАКТОРОВ

Г. Темнов1, С. Кучеренко2

1Корский университет, Ирландия, g.temnov@ucc.ie
2Империал Колледж, Лондон, Великобритания, s.kucherenko@ic.ac.uk

Аннотация: Рассматривается задача оценивания характеристик случайной суммы, в которой число
слагаемых также случайно. Рассматриваемый случай включает дополнительный случайный фактор: хотя
тип распределения слагаемых известен, параметры этого распределения рассматриваются как случайные
величины с известным распределением. Рассматриваемая задача решается с помощью метода квази-
Монте-Карло. Анализируется эффективность данного подхода по сравнению с обычным методом
Монте-Карло. Рассматриваемые методы имеют применение в актуарной практике, а также при решении
некоторых задач информатики, связанных с агрегированием данных с тяжелыми хвостами.

Ключевые слова: актуарное моделирование, метод квази-Монте-Карло, случайные суммы
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ОБ УСТОЙЧИВОСТИ РЕКОНСТРУКЦИИ ИЗОБРАЖЕНИЙ

В ЗАДАЧАХ ЭМИССИОННОЙ ТОМОГРАФИИ∗

О. В. Шестаков1

Аннотация: В работе рассматривается задача реконструкции изображений по проекционным данным в
условиях математической модели эмиссионной томографии. Приводятся оценки точности реконструк-
ции при использовании конечного числа проекций.

Ключевые слова: эмиссионная томография; преобразование Радона; проекции; оценки близости

1 Введение

В задачах эмиссионной томографии возникает
проблема обращения преобразования Радона с по-
глощением, отличающегося от классического пре-
образования Радона наличием весовой функции,
имеющей специальный вид [1]. Вопрос о возмож-
ности обращения преобразования Радона с погло-
щением долгое время оставался открытым, однако
в последние годы проблема была успешно реше-
на и были получены различные формулы обраще-
ния [1–3], использующие полный набор проекци-
онных данных. Однако на практике известно лишь
конечное число проекций, а в этом случае задача
обращения уже не имеет единственного решения
даже в случае классического преобразования Ра-
дона, что приводит к так называемому парадоксу
компьютерной томографии [4]. Этот парадокс рас-
сматривался в работах [4–6] для классического и
экспоненциального преобразований Радона, и бы-
ли получены оценки близости между функциями,
имеющими одинаковые или близкие проекции по
конечному числу заданных направлений. В данной
работе эти результаты будут обобщены на случай
преобразования Радона с поглощением.

2 Преобразование Радона
с поглощением

Пусть a(x) — достаточно гладкая известная
функция с компактным носителем. Положим

Da(θ, x) =

∞∫

0

a(x+ tθ) dt , x ∈ R2 , θ ∈ S1 ,

где S1 — множество направлений, задаваемых еди-
ничными векторами вR2 с центром в начале коор-
динат. Функция a(x) имеет смысл коэффициента
поглощения в данной точке x. Преобразование
Радона с поглощением определяется выражением

Raf(θ, s) =

∫

xθ=s

f(x)e−Da(x,θ⊥) dx ,

θ ∈ S1 , s ∈ R , (1)

где f(x) — функция изображения, описывающая
распределение и интенсивность источников излу-
чения [7], а интеграл берется вдоль прямой xθ = s.
Здесь θ = (cosϕ, sinϕ), а θ⊥ = (− sinϕ, cosϕ). По
аналогии с классическим преобразованием Радона
будем называть интегральные преобразования ви-
да (1) проекциями. Если в (1) a(x) = 0, то Raf(θ, s)
превращается в классическое преобразование Радо-
на, а если a(x) равна константе µ на носителе f(x),
Raf(θ, s) превращается в экспоненциальное пре-
образование Радона.

Всюду в дальнейшем будем предполагать вы-
полнение следующих условий:

(1) функции f(x) и a(x) неотрицательны, а их но-
сителем является круг U единичного радиуса с
центром в начале координат;

(2) функция f(x) нормирована:

∫∫

U

f(x) dx = 1

(т. е. представляет собой вероятностную плот-
ность распределения);

∗Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ, грант 08-01-00567.
1Московский государственный университет им. М. В. Ломоносова, кафедра математической статистики факультета вычисли-

тельной математики и кибернетики, oshestakov@cs.msu.su
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(3) функция a(x) непрерывно дифференцируема,
sup
U
a(x) ≤ µ для некоторой константы µ,

а sup
R2

|grada(x)| = Ga.

Соответствующие классы всех функций f(x)
и a(x), удовлетворяющих этим условиям, будем
обозначать через FU и AU .

Формула обращения для преобразования Радо-
на с поглощением выглядит следующим образом[2]:

f(x) =
1

4π
×

× Re div
∫

S1

θeDa(x,θ⊥)
(
e−hHehRaf

)
(θ, xθ) dθ . (2)

Здесь

h =
1

2
(Ra+ iHRa) ,

Ra(θ, s)— преобразование Радона от функции a(x),
а H — преобразование Гильберта

Hg(s) =
1

π

∫

R

g(t)

s− t
dt ,

действующее на вторую переменную Ra(θ, s).
В пространстве Фурье для преобразования Гиль-
берта справедливо следующее соотношение [2]:

Ĥg(ω) =
sgn(ω)

i
�g(ω) .

Формулу (2) можно преобразовать к более удоб-
ному виду. Введем функцию Qaf = Re e

−hHehRaf .
Полагая h = h1 + ih2, где h1 = (1/2)Ra, h2 =
= (1/2)HRa, имеем

Qaf = e
−h1 cosh2H(e

h1 cosh2Raf) +

+ e−h1 sinh2H(e
h1 sinh2Raf) .

Тогда формула (2) преобразуется к виду

f(x) =
1

4π
div

∫

S1

θeDa(x,θ⊥)Qaf(θ, xθ) dθ .

Внося оператор div под знак интеграла, получаем

f(x) =
1

4π

∫

S1

eDa(x,θ⊥)Q′
af (θ, xθ) dθ +

+
1

4π

∫

S1

∂

∂θ
Da(x, θ⊥)eDa(x,θ⊥)Qaf(θ, xθ) dθ , (3)

где Q′
af(θ, s) — производная функции Qaf(θ, s) по

второй переменной, а ∂/(∂θ) обозначает произ-
водную функции Da(x, θ⊥) по направлению θ по
первой переменной.

3 Оценки точности
реконструкции по конечному
числу проекций

Задача реконструкции является некорректно
поставленной [7], и кроме того, в практических
приложениях проекции регистрируются только по
конечному числу направлений. Поэтому вместо
точной формулы (2) или (3) нужно использовать ее
регуляризованный вариант, в котором преобразова-
ние ГильбертаH заменяется на преобразованиеHσ,
для которого

Ĥσg(ω) =
sgn (ω)

i
�g (ω)Wσ(w) ,

где множитель Wσ(w) играет роль регуляризатора
(окна). В результате вместо точной функции f(x)
получается приближенная функция fσ(x), но метод
реконструкции становится устойчивым к погреш-
ностям в проекционных данных. В дальнейшем
будем использовать регуляризатор вида

Wσ(w) = e
−ω2σ2/2 .

При выполнении условий (1)–(3), сформулирован-
ных в предыдущем разделе, для регуляризованной
формулы обращения можно получить оценку точ-
ности реконструкции функции по конечному числу
проекций. Справедлива следующая теорема.

Теорема 1. Пусть N = 2n, где n — натуральное

число, и θ1, . . . , θN — направления на плоскости R2,

выбранные следующим образом:

θj =
(νj ,−1)
(ν2j + 1)

1/2
, j = 1, . . . , n ,

θj =
(1, νj−n)

(ν2j−n + 1)
1/2

, j = n+ 1, . . . , 2n ,

где

νk = cos
π(2k − 1)
2n

, k = 1, . . . , n .

Если a ∈ AU , f, g ∈ FU и проекции функций f и g
по прямым в направлениях θj и −θj (j = 1, . . . , N)
совпадают, т. е.

Raf(±θj , s) = Rag(±θj, s) , s ∈ R , j = 1, . . . , N ,

тогда

sup
x∈R2

|fσ(x) − gσ(x)| ≤
e3µ

nσ2

(
4Ga +

µ

σ2
+

√
π

σ
√
2

)
+

48 ИНФОРМАТИКА И ЕЁ ПРИМЕНЕНИЯ том 3 выпуск 3 2009



Об устойчивости реконструкции изображений в задачах эмиссионной томографии

+
e3µ

nσ

(
3
√
π√
2
Ga +

√
πµ

2
√
2σ2

)(
4Ga +

+
µ

σ2
+

√
2

σ
√
π

)
. (4)

Д о к а з а т е л ь с т в о . Используя формулу (3),
имеем

|fσ(x)− gσ(x)| =

∣∣∣∣∣∣
1

4π

∫

S1

eDa(x,θ⊥)Q′
a(θ, xθ) dθ+

+
1

4π

∫

S1

∂

∂θ
Da(x, θ⊥)eDa(x,θ⊥)Qa(θ, xθ)dθ

∣∣∣∣∣∣
, (5)

где Qa = Qaf − Qag, и в определениях Qaf и Qag
вместо преобразования Гильберта используется его
регуляризованный аналог. Обозначим первое сла-
гаемое в (5) через I1, а второе — через I2 и оценим от-
дельно каждое из них. Для всех θ ∈ [θj−–θ, θj+–θ),
j = 1, . . . , N , где θj −–θ и θj +–θ — направления,
отстоящие на угол π/(2n) влево и вправо от направ-
ления θj, имеем

|Q′
a(θ, s)| =
=
∣∣∣
(
e−h1 cosh2Hσ(e

h1 cosh2qa)(θ, s) +

+e−h1 sinh2Hσ(e
h1 sinh2qa)(θ, s)

)′
s

∣∣∣ ≤

≤
∣∣∣
(
e−h1 cosh2Hσ(e

h1 cosh2qa)(θ, s)
)′

s

∣∣∣+

+
∣∣∣
(
e−h1 sinh2Hσ(e

h1 sinh2qa)(θ, s)
)′

s

∣∣∣ ,

где qa = Raf − Rag. Оценим первое слагаемое
(второе оценивается аналогично):

∣∣∣
(
e−h1 cosh2Hσ(e

h1 cosh2qa)(θ, s)
)′

s

∣∣∣ =

=
∣∣∣
(
(e−h1 cosh2)(θ, s)

[
Hσ(e

h1 cosh2qa)(θ, s) −

−Hσ(e
h1 cosh2qa)(θj , s)

])′
s

∣∣∣ =

=
∣∣∣
[
(e−h1 cosh2)(θ, s)

]′
s

[
Hσ(e

h1 cosh2qa)(θ, s)−

−Hσ(e
h1 cosh2qa)(θj , s)

]∣∣∣+

+
∣∣∣(e−h1 cosh2)(θ, s)

[
Hσ(e

h1 cosh2qa)(θ, s)−

−Hσ(e
h1 cosh2qa)(θj , s)

]′
s

∣∣∣ .

Введем обозначение qmod(θ, s) = eh1 cosh2qa(θ, s).
Тогда

|[Hσqmod(θ, s) −Hσqmod(θj , s)]
′
s| =

=

∣∣∣∣∣
1√
2π

∫

R

|ω| e−σ2ω2/2(�qmod(θ, ω)−

− �qmod(θj , ω))e
iωsdω

∣∣∣∣∣ .

Учитывая, что a ∈ AU и f, g ∈ FU , можно по-
казать, что для всех θ ∈ [θj − –θ, θj + –θ) и
θ ∈ [−θj−–θ,−θj+–θ), j = 1, . . . , N , (а значит, для
всех θ ∈ S1) при использовании регуляризованного
преобразования Гильберта

|�qmod(θ, ω)− �qmod(θj , ω)| ≤

≤
√
πeµ

√
2n

(
4Ga +

µ

σ2
+ |ω|

)
. (6)

Следовательно,

|[Hσqmod(θ, s)−Hσqmod(θj , s)]
′
s| ≤

≤ eµ

nσ2

(
4Ga +

µ

σ2
+

√
π

σ
√
2

)
.

Далее

|Hσqmod(θ, s)−Hσqmod(θj , s)| =

=

∣∣∣∣∣
1√
2π

∫

R

sgn(ω)

i
e−σ2ω2/2 (�qmod(θ, ω)−

− �qmod(θj , ω)) e
iωsdω

∣∣∣∣∣ ≤

≤
√
2πeµ

2nσ

(
4Ga +

µ

σ2
+

√
2

σ
√
π

)
. (7)

Также можно показать, что

∣∣∣
[
(e−h1 cosh2)(θ, s)

]′
s

∣∣∣ ≤ Ga +
µ

2σ2
. (8)

Учитывая (6)–(8), получаем

|Q′
a(θ, s)| ≤

2eµ

nσ2

(
4Ga +

µ

σ2
+

√
π

σ
√
2

)
+

+
2eµ

nσ

(√
π√
2
Ga +

√
πµ

2
√
2σ2

)(
4Ga +

µ

σ2
+

√
2

σ
√
π

)
.

Следовательно,

I1 ≤
1

4π

∫

S1

eDa(x,θ⊥)max
θ,s
(Q′

a(θ, s))dθ ≤

≤ e3µ

nσ2

(
4Ga +

µ

σ2
+

√
π

σ
√
2

)
+
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+
e3µ

nσ

(√
π√
2
Ga +

√
πµ

2
√
2σ2

)(
4Ga +

+
µ

σ2
+

√
2

σ
√
π

)
. (9)

Оценим теперь слагаемое I2. Учитывая усло-
вия, которым удовлетворяет функция a(x), можно
показать, что

∂

∂θ
Da(x, θ⊥) ≤ 2Ga .

Следовательно, с учетом (7) имеем

I2 ≤
√
2πe3µGa

nσ

(
4Ga +

µ

σ2
+

√
2

σ
√
π

)
. (10)

Объединяя (9) и (10), получаем (4). Теорема дока-
зана.

В практических ситуациях в силу несовершен-
ства оборудования и наличия шума проекции ре-
гистрируются с некоторой погрешностью. Если
предположить, что погрешность не превосходит за-
данного уровня ε, то можно получить оценку точ-
ности реконструкции с учетом этой погрешности.
Справедлива следующая теорема.

Теорема 2. Пусть проекции от f, g ∈ FU по прямым

в направлениях θj и −θj (j = 1, . . . , N), где θj те

же, что и в предыдущей теореме, отличаются не

более чем на ε, т. е. для некоторого фиксированного

ε ∈ (0, 1)

|Raf(±θj, s)−Rag(±θj , s)| ≤ ε ,

s ∈ R, j = 1, . . . , N ,

и a ∈ AU , тогда

sup
x∈R2

|fσ(x)− gσ(x)| ≤
e3µ

nσ2

(
4Ga +

µ

σ2
+

√
π

σ
√
2

)
+

+
e3µ

nσ

(
3
√
π√
2
Ga +

√
πµ

2
√
2σ2

)(
4Ga +

µ

σ2
+

√
2

σ
√
π

)
+

+
2εe3µ

σ
√
2π

(
5Ga +

3µ

2σ2
+

√
2

σ
√
π
+

+
1

n

(
Ga +

µ

2σ2

)(
πGa +

√
π

σ
√
2

))
. (11)

Д о к а з а т е л ь с т в о . Поступая так же, как в
предыдущей теореме при оценивании I1, имеем

|Q′
a(θ, s)| ≤ |Q′

a(θj , s)|+|Q′
a(θ, s)−Q′

a(θj , s)| . (12)

Можно показать, что

|Q′
a(θj , s)| ≤

4εeµ

σ
√
2π

(
Ga +

µ

2σ2

)
+
4εeµ

σ2π
. (13)

Далее

|Q′
a(θ, s)−Q′

a(θj , s)| ≤
≤
∣∣∣
(
e−h1 cosh2Hσ(e

h1 cosh2qa)(θ, s)−

− e−h1 cosh2Hσ(e
h1 cosh2qa)(θj , s)

)′
s

∣∣∣+

+
∣∣∣
(
e−h1 sinh2Hσ(e

h1 sinh2qa)(θ, s) −

− e−h1 sinh2Hσ(e
h1 sinh2qa)(θj , s)

)′
s

∣∣∣ .

Оценим первое слагаемое (второе оценивается ана-
логично):

∣∣∣
(
e−h1 cosh2Hσ(e

h1 cosh2qa)(θ, s) −

− e−h1 cosh2Hσ(e
h1 cosh2qa)(θj , s)

)′
s

∣∣∣ ≤

≤
∣∣∣
[
e−h1 cosh2(θ, s)

(
Hσ(e

h1 cosh2qa)(θ, s) −

− Hσ(e
h1 cosh2qa)(θj , s)

)]′
s

∣∣∣+

+
∣∣∣
[
Hσ(e

h1 cosh2qa)(θj , s)
(
e−h1 cosh2(θ, s)−

− e−h1 cosh2(θj , s)
)]′

s

∣∣∣ .

Так же, как в предыдущей теореме, убеждаемся, что

∣∣∣
[
e−h1 cosh2(θ, s)

(
Hσ(e

h1 cosh2qa)(θ, s)−

− Hσ(e
h1 cosh2qa)(θj , s)

)]′
s

∣∣∣ ≤

≤ eµ

nσ2

(
4Ga +

µ

σ2
+

√
π

σ
√
2

)
+

+
eµ

nσ

(√
π√
2
Ga +

√
πµ

2
√
2σ2

)(
4Ga +

+
µ

σ2
+

√
2

σ
√
π

)
. (14)

Далее можно показать, что при выполнении
условий теоремы

∣∣Hσ

(
eh1 cosh2qa

)
(θj , s)

∣∣ ≤ 2εeµ

σ
√
2π

,

∣∣∣
[
Hσ

(
eh1 cosh2qa

)
(θj , s)

]′
s

∣∣∣ ≤ 2εe
µ

σ2π
,

∣∣∣
[(
e−h1 cosh2

)
(θ, s)

]′
s

∣∣∣ ≤ Ga +
µ

2σ2
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и
∣∣(e−h1 cosh2(θ, s)− e−h1 cosh2(θj , s)

)∣∣ ≤

≤ π

2n

(
Ga +

µ

2σ2

)
.

Следовательно,
∣∣∣
[
Hσ

(
eh1 cosh2qa

)
(θj , s)

(
e−h1 cosh2(θ, s)−

− e−h1 cosh2(θj , s)
)]′

s

∣∣∣ ≤

≤ 2εeµ

( √
2

σ
√
π
+
1

2nσ2

)(
Ga +

µ

2σ2

)
. (15)

При оценивании I2 имеем

|Qa(θ, s)| ≤ |Qa(θj , s)|+|Qa(θ, s)−Qa(θj , s)| . (16)

Можно показать, что

|Qa(θj , s)| ≤
4εeµ

σ
√
2π

. (17)

Далее

|Qa(θ, s)−Qa(θj , s)| ≤
≤
∣∣(e−h1 cosh2Hσ(e

h1 cosh2qa)(θ, s)−
− e−h1 cosh2Hσ(e

h1 cosh2qa)(θj , s)
)∣∣+

+
(
e−h1 sinh2Hσ(e

h1 sinh2qa)(θ, s) −
− e−h1 sinh2Hσ(e

h1 sinh2qa)(θj , s)
)∣∣ .

Оценим первое слагаемое (второе оценивается ана-
логично):
∣∣(e−h1 cosh2Hσ(e

h1 cosh2qa)(θ, s)−
− e−h1 cosh2Hσ(e

h1 cosh2qa)(θj , s)
)∣∣ ≤

≤
∣∣[e−h1 cosh2(θ, s)

(
Hσ(e

h1 cosh2qa)(θ, s) −
− Hσ(e

h1 cosh2qa)(θj , s)
)]∣∣+

+
∣∣[Hσ(e

h1 cosh2qa)(θj , s)
(
e−h1 cosh2(θ, s)−

− e−h1 cosh2(θj , s)
)]∣∣ .

Так же, как в предыдущей теореме, убеждаемся, что
∣∣[e−h1 cosh2(θ, s)

(
Hσ(e

h1 cosh2qa)(θ, s) −
−Hσ(e

h1 cosh2qa)(θj , s)
)]∣∣ ≤

≤
√
2πeµ

2nσ

(
4Ga +

µ

σ2
+

√
2

σ
√
π

)
.

Следовательно,

|Qa(θ, s)−Qa(θj , s)| ≤

≤
√
2πeµ

nσ

(
4Ga +

µ

σ2
+

√
2

σ
√
π

)
+

+
ε
√
2πeµ

nσ

(
Ga +

µ

2σ2

)
. (18)

Объединяя (12)–(18) и используя (5), получаем (11).
Теорема доказана.

Правая часть в оценке (4) из теоремы 1 с ростомn
убывает со скоростьюO(1/n), а правая часть в оцен-
ке (11) из теоремы 2 с ростом n и уменьшением ε
убывает со скоростью O(ε) + O(1/n). Это означа-
ет, что использование регуляризованной формулы
обращения (5) приводит к устойчивому методу ре-
конструкции.
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О ВЕРОЯТНОСТИ ИСПРАВЛЕНИЯ ОШИБОК

ПРИ ПОМЕХОУСТОЙЧИВОМ КОДИРОВАНИИ,

КОГДА ЧИСЛО ОШИБОК ПРИНАДЛЕЖИТ

НЕКОТОРОМУ КОНЕЧНОМУ МНОЖЕСТВУ

А. Н. Чупрунов1, Б. И. Хамдеев2

Аннотация: Рассматриваются n сообщений, каждое из которых состоит из N блоков. Каждый блок коди-
руется помехоустойчивым кодом, который может исправить не более q ошибок. При этом предполагается,
что число ошибок в каждом сообщении принадлежит некоторому конечному подмножеству множества
натуральных чисел. В работе изучается вероятность P(A) события A, состоящего в том, что все ошибки
будут исправлены. Вероятность P(A) формулируется в терминах условных вероятностей. Показано, что
при n, N → ∞ так, что α = n/N → α0 < ∞, при q = 1 вероятности P(A) сходятся и найдено значение
этого предела,P(A)→ 1, при q > 1.

Ключевые слова: условная вероятность; обобщенная схема размещения; код Хемминга

1 Введение

Будем рассматривать код, который позволяет
исправить не больше q ошибок типа замещения,
т. е. сферически упакованный код. Частным случа-
ем такого кода является код Хемминга (см. о коде
Хемминга, например, в [1]), который позволяет
исправлять единичные ошибки. Работа посвяще-
на изучению вероятности события A, состоящего
в том, что в n сообщениях, каждое из которых
состоит изN блоков и каждый блок кодируется по-
мехоустойчивым кодированием, все ошибки будут
исправлены.

Пусть случайная величина ξij — количество
ошибок в j-м блоке i-го сообщения. Будем пред-
полагать, что ξij — независимые неотрицательные
целочисленные случайные величины, распределен-
ные так же, как случайная величина ξ. Кроме того,
будем предполагать, что число ошибок в сообще-
нии принадлежит некоторому (одному и тому же
для всех сообщений) подмножеству N′ множества

натуральных чиселN. ТогдаA =
n⋂

i=1

Ai, где событие

Ai = {ξi1 ≤ q, ξi2 ≤ q...ξiN ≤ q | ξi1+· · ·+ξiN = m
для некоторого m ∈ N′}

состоит в том, что в i-м сообщении каждый блок
имеет не более q ошибок при условии, что число
ошибок в сообщении принадлежит множеству N′.
Поэтому вероятность событияA равна

P(A) =

= (P{ξ1 ≤ q, ξ2 ≤ q...ξN ≤ q | ξ1 + · · ·+ ξN = m
для некоторого m ∈ N′})n ,

где случайные величины ξ1, ξ2, . . . , ξN независимы
и распределены так же, как случайная величина ξ.

Будем предполагать, что распределение случай-
ной величины ξ имеет следующий вид, зависящий
от параметра θ. Пусть существует последователь-
ность неотрицательных чисел b0, b1, . . . такая, что
радиус сходимости R ряда

B(θ) =

∞∑

k=0

bkθ
k

k!

положителен. Тогда случайная величина ξ = ξ(θ),
0 < θ < R, распределена по следующему закону:

P{ξ = k} = bkθ
k

k!B(θ)
, k = 0, 1, 2, . . .

Везде далее будем предполагать, что b0, b1 > 0.

Пусть α = n/N . В работе изучается асимптоти-
ческое поведение вероятности P(A) при n,N → ∞
так, что α → α0, α0 < ∞ и множество N′ конеч-
но. В первой части предполагается, что случайные
величины ξ = ξ(θ) и последовательность (b1/b0)Nθ
сходится к конечному пределу. Показано, что для

1Научно-исследовательский институт математики и механики им. Н. Г. Чеботарева, achuprunov@mail.ru
2Научно-исследовательский институт математики и механики им. Н. Г. Чеботарева, khamdeyevbi@mail.ru
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q = 1 при этих условиях вероятность P(A) сходит-
ся, и найдено значение ее предела; P(A) → 0 для
q > 1, и найдена скорость этой сходимости.

Частным случаем случайных величин ξi(θ) явля-
ются пуассоновские случайные величины c пара-
метром λ = θ (случай: b0 = b1 = . . . ). Во второй
части работы получены аналоги результатов первой
части для случая, когда ξi — независимые оди-
наково распределенные пуассоновские случайные
величины. При этом предполагается, что пара-
метр λ = θ — константа. При q = 1 показано, что
P(A) сходится, и найдено значение этого предела,
которое, как оказалось, зависит только от макси-
мального элемента множестваN′ и α0 и не зависит
от λ = θ; P(A) → 1 для q > 1, и найдена скорость
этой сходимости.

Если множество N′ состоит из одного элемен-
та ( N′ = {m}), то событие Ai является событием
обобщенной схемы размещения: событие Ai со-
стоит в том, что в обобщенной схеме размещения
m частиц по N ячейкам в каждой ячейке оказа-
лось не более q частиц. Обобщенную схему раз-
мещения ввел В. Ф. Колчин в [2] (см. также о ней
монографию В. Ф. Колчина [3]). Случайные ве-
личины ξi(θ) были введены А. В. Колчиным в [4].
В работах В. Ф. Колчина и А. В. Колчина [4–6] по-
лучены предельные теоремы для сумм случайных
величин ξi(θ). Теорема 2 этой работы основана
на уточнении пуассоновской предельной теоремы
из [4]. Результаты настоящей работы являются
обобщением результатов работы [7], полученных
для схемы размещения различимых частиц по ячей-
кам, на обобщенную схему размещения.

2 Асимптотическое поведения
вероятности P(A) в случае
ξ = ξ(θ)

Рассмотрим вероятность B(m,N) = P{ξj ≤ 1,
1 ≤ j ≤ N, ξ1 + ξ2 + ξ3 + · · · + ξN = m}. Легко
заметить, что

B(m,N) = Cm
N

(
b1θ

B (θ)

)m(
b0

B (θ)

)N−m

.

Будем обозначать через πλ(m) = e−λ(λm/m!),
m = 0, 1, . . . , пуассоновские вероятности. Пусть
(b1/b0)Nθ = λ. Тогда

B(m,N) = πλ(m)

(
1 +

O(1)

N

)

для всех m = 0, 1, 2, . . . , (1)

где O(1) ограничена по N и λ > 0, принадлежащей
ограниченному множеству. Будем использовать не-
равенства:

Ck
N

1

Nk
≤ 1
k!

b0
B(θ)

≤ 1 . (2)

В работе А. Ф. Колчина [4] (теорема 2) доказано,
что если (b1/b0)Nθ → λ при N → ∞, то

P{ξ1 + ξ2 + · · ·+ ξN = m} → πλ(m) (3)

для всехm = 0, 1, . . . Сделаем следующее уточнение
теоремы А. Ф. Колчина.

Лемма 1. Пусть θ = θ(N) = b0λ/(b1N) = C1/N и

C2 = (b2b0λ
2)/(2(b1)

2). ВыберемN0 ∈ N такое, что

C3 =

∞∑

i=3

bi
i!
(θ(N0))

i−3
<∞ .

Тогда при N > N0 и m ≤ N имеем:

P{ξ1 + ξ2 + · · ·+ ξN = m} = B(m,N) (4)

при m = 0, 1;

P{ξ1 + ξ2 + · · ·+ ξN = m} =

= B(m,N) +
1

N

b2(C1)
2

2B (θ)
B(m− 2, N − 1) (5)

при m = 2;

P{ξ1 + ξ2 + · · ·+ ξN = m} =

= B(m,N) +
1

N

b2(C1)
2

2B (θ)
B(m− 2, N − 1) + C

N2
, (6)

где 0 ≤ C ≤ C4 и C4 = e
λ(b3/(6b0))C

3
1 , при m = 3;

P{ξ1 + ξ2 + · · ·+ ξN = m} =

= B(m,N) +
1

N

b2(C1)
2

2B (θ)
B(m− 2, N − 1) + C

N2
, (7)

где 0 ≤ C ≤ C4 и C4 = eλ(b3/(6b0))C
3
1+

+e(C2/N)+λ
(
C3C

3
1 + C

2
2/2
)
, при m > 3.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Обозначим

ν1 =

N∑

j=1

ξjI{ξj≤1}, ν2(k) =
k∑

j=1

ξjI{ξj≥2} .

При k = N будем обозначать случайную величи-
ны ν2(k) через ν2. Рассмотрим выражение

P{ξ1 + ξ2 + · · ·+ ξN = m} =

=

m∑

i=0

P(ν1 = m− i, ν2 = i) . (8)
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Заметим, что

P(ν1 = m, ν2 = 0) = B(m,N) ;
(9)

P(ν1 = m− 1, ν2 = 1) = 0

P(ν1 = m− 2, ν2 = 2) =

=

N∑

j=1

P(ν1 = m− 2, ξj = 2, ξi < 2, i 6= j) =

= NP




N∑

j=1

ξiI{ξi≤1} = m− 2,

ξ1 = 2, ξi < 2, 2 ≤ i ≤ N


 =

= NP(ξ1 = 2)P




N∑

j=2

ξiI{ξi≤1} = m− 2, ξi < 2,

2 ≤ i ≤ N


 = N b2θ

2

2B (θ)
B(m− 2, N − 1) , (10)

и, так какP(ξ = 1) ≤ λ/N , имеем

P(ν1 = m− 3, ν2 = 3) =

= Cm−3
N (P(ξ = 1))m−3P(ν2(N − (m− 3)) = 3) ≤

≤ Cm−3
N

λm−3

Nm−3 (N − (m− 3)) b3
6B(θ)

θ3 ≤

≤ eλ

N2
b3
6b0
(C1)

3 . (11)

Равенства (8) и (9) влекут (4), равенства (8)–(10)
влекут (5), равенства (8)–(10) и оценка (11) вле-
кут (6).

Рассмотрим

m∑

i=4

P(ν1 = m− i, ν2 = i) =

=
m∑

i=4

Cm−i
N (P(ξ = 1))m−iP(ν2(N − (m− i)) = i) .

Обозначим ν3(k) =
k∑

j=1

ξjI{ξj≥3}. Так как

P(ξ = 2) ≤ C2

N2
,

то

P(ν2(N − (m− i)) = i) =

=

i/2∑

k=0

Ck
N−(m−i)(P(ξ = 2))

k ×

×P(ν3(N − (m− i)− k) = i− 2k) ≤

≤
[i/2]∑

k=0

Ck
N−(m−i)

(
C2

N2

)k

×

×P(ν3(N − (m− i)− k) = i− 2k) ≤

≤
[i/2]∑

k=0

1

k!

(
C2
N

)k

×

×P(ν3(N − (m− i)− k) = i− 2k) . (12)

Заметим, что

P(ν3(k) = j) ≤ P(ν3(k) ≥ j) ≤ kP(ξ ≥ 3) ≤ C3

N2

при k ≤ N и j ≥ 3. Поэтому имеем

P(ν2(N − (m− i)) = i) ≤

≤
(i−1)/2∑

k=0

(C2/N)
k

k!

C3C
3
1

N2
≤ C3

3
1

N2
exp

(
C2
N

)
, (13)

если i нечетно, и

P(ν2(N − (m− i)) = i) ≤

≤
i/2−1∑

k=0

(C2/N)
k

k!

C3C
3
1

N2
+
(C2/N)

i/2

(i/2)!
≤

≤ C3C
3
1

N2
exp

(
C2
N

)
+
(C2/N)

i/2

(i/2)!
, (14)

если i четно. Из (12)–(14) вытекает

m∑

i=4

P(ν1 = m− i, ν2 = i) ≤

≤ C3C
3
1

N2
eC2/N

m∑

i=4

Cm−i
N

(
λ

N

)m−i

+

+
∑

4≤i≤m,i∈2N
Cm−i

N

(
λ

N

)m−i
(C2/N)

i/2

(i/2)!
≤

≤ C3C
3
1

N2
eλ+C2/N +

(
C2
N

)2
×

×
∑

4≤i≤m,i∈2N
Cm−i

N

(
λ

N

)m−i
(C2/N)

i/2 − 2
(i/2− 2)! ≤

≤ C3C
3
1

N2
eC2/N+λ +

(C2)
2

2N2
eC2/N ×

×
m∑

i=4

Cm−i
N

(
λ

N

)m−i

≤

≤ 1

N2
eC2/N+λ

(
C3C

3
1 +

C22
2

)
, (15)

где 2N— множество четных чисел.
Тогда (8)–(11) и (15) влекут (7). Доказательство

закончено.
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Замечание 1. Из леммы 1 следует, что

P(ξ1 + ξ2 · · ·+ ξN = m) =

= πλ(m)

(
1 +

O(1)

N

)
для всех m = 0, 1, 2, . . . ,

где O(1) ограничена по N и λ > 0, принадлежа-
щей ограниченному множеству. Таким образом,
получено уточнение теоремы А. Ф. Колчина.

Теорема 1. Пусть λ = (b1/b0)Nθ. Предположим, что

q = 1, множествоN′ конечно и max{m : m ∈ N′} ≥
≥ 2. Тогда

P(A) = exp


− b2λ

2

2b0

(
b0
b1

)2
×

×




∑

k∈N′,k≥2
πλ(k − 2)

∑

k∈N′

πλ(k)


α

(
1 +

O(1)

N

)

 , (16)

где O(1) ограничена по N и λ > 0, принадлежащей

ограниченному множеству.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Используя (1) и лемму 1, по-
лучаем

P(A) = (P(Ai))
n =

(
P{ξj ≤ 1, 1 ≤ j ≤ N, ξ1 + ξ2 + ξ3 + · · ·+ ξN = k для некоторого k ∈ N′}

P{ξ1 + ξ2 + ξ3 + · · ·+ ξN = k для некоторого k ∈ N′}

)n

=

=




∑

k∈N′

P{ξj ≤ 1, 1 ≤ j ≤ N, ξ2 + ξ3 + · · ·+ ξN = k}
∑

k∈N′

P{ξ1 + ξ2 + ξ3 + · · ·+ ξN = k}




n

=

=


∑

k∈N′

B(k,N)

/
∑

k∈N′

B(k,N) +
1

N

b2λ
2

2B(θ)

(
b0
b1

)2

 ∑

k∈N′,k≥2
B(k − 2, N − 1)



(
1 +

O′(1)
N

)




n

=

=


1
/

1 +

1

N

b2λ
2

2B(θ)

(
b0
b1

)2
∑

k∈N′,k≥2
B(k − 2, N − 1)

∑

k∈N′

B(k,N)

(
1 +

O′(1)
N

)






Nα

=

= exp


−b2λ

2

2b0

(
b0
b1

)2



∑

k∈N′,k≥2
πλ(k − 2)

∑

k∈N′

πλ(k)


α

(
1 +

O(1)

N

)

 .

Доказательство закончено.

Следствие 1. Пусть λ = (b1/b0)Nθ. Пред-

положим, что q = 1, множество N′ конечно и

max{m : m ∈ N′} ≥ 2. Пусть λ → λ′, α → α0
при n,N → ∞. Тогда

P(A)→

→ exp


−

b2λ
′2

2b0

(
b0
b1

)2



∑

k∈N′,k≥2
πλ′(k − 2)

∑

k∈N′

πλ′ (k)


α0


.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Условие λ → λ′, α → α0
при n,N → ∞, влечет ограниченность семейств
λ = λ(N) и α = n/N . Поэтому применима теоре-
ма 1.

Пусть Fλ(x) =
∑

i≤x,i∈N
πλ(i), x ∈ R, — функция

распределения пуассоновской случайной величи-
ны с параметром λ.

Следствие 2. Пусть λ = (b1/b0)Nθ. Предполо-

жим, что q = 1, множество N′ = {1, 2, . . . ,m}, где

2 ≤ m < ∞. Пусть λ → λ′, α → α0 при n,N → ∞.

Тогда

P(A)→ exp
(
−b2λ

′2

2b0

(
b0
b1

)2
Fλ′ (m− 2)
Fλ′(m)

α0

)
.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как множество N′ =
= {1, 2, . . . ,m} конечно, применимо следствие 1.

Из следствия 1 вытекает
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Следствие 3. Пусть λ = (b1/b0)Nθ. Предположим,

что q = 1, множество N′ = {m}, где 2 ≤ m < ∞.

Пусть λ→ λ′, α→ α0 при n,N → ∞. Тогда

P(A)→ exp
(
− b2
2b0

(
b0
b1

)2
m(m− 1)
2

α0

)
.

Следующая теорема показывает, что случай
q > 1 существенно отличается от случая q = 1.

Теорема 2. Пусть λ = (b1/b0)Nθ. Предположим,

что множествоN′ конечно и m = max{i : i ∈ N′} >
> q > 1. Тогда

1−P(A) = C α

N q−1

(
1 +

O(1)

N

)
, (17)

где

C =

(
bq+1

(q + 1)!b0

(
b0λ

/b1

)q+1
)/∑

k∈N′

πλ(k)

и O(1) ограничена по N и λ > 0, принадлежа-

щей ограниченному множеству. В частности, если

α = o
(
N q−1) при n,N → ∞, то

P(A)→ 1 при N → ∞ (18)

равномерно относительно λ > 0, принадлежащей

ограниченному множеству.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть событие

Aij = {ξij ≤ q | ξi1 + · · ·+ ξiN = m
для некоторого m ∈ N′},

состоит в том, что в j-м блоке i-го сообщения име-
ется не больше q ошибок, Ac

ij — его дополнение.
Используя (2), (3) и замечание 1, получаем

P(Ac
ij) =

P{ξ1 ≥ q + 1, ξ2 + ξ3 + · · ·+ ξN = k для некоторого k ∈ N′}
P{ξ1 + ξ2 + ξ3 + · · ·+ ξN = k для некоторого k ∈ N′} ≤

≤ P{ξ ≥ q + 1}∑

k∈N′

P{ξ1 + ξ2 + ξ3 + · · ·+ ξN = k}
≤

≤
(

bq+1
(q + 1)!b0

(
b0λ

b1

)q+1
1

N q+1

(
1 +

O′(1)
N

))/((∑

k∈N′

πλ(k)

)(
1 +

O′′(1)
N

))
=

=
1

N q+1b0

(
bq+1
(q + 1)!

(
b0λ

b1

)q+1
/∑

k∈N′

πλ(k)

)(
1 +

O(1)

N

)
=

C

N q+1

(
1 +

O(1)

N

)
.

Поэтому

1−P(A) = P




n⋃

i=1

N⋃

j=1

Ac
ij


 ≤

n∑

i=1

N∑

j=1

P
(
Ac

ij

)
≤ nN

C

N q+1 (1 + o(1)) = C
α

N q−1

(
1 +

O(1)

N

)
.

Итак, утверждение (17) доказано.

Так как C(α/N q−1)(1 + o(1)) → 0 при N → ∞,
(17) влечет (18). Теорема доказана.

Теперь рассмотрим событие A без условия
ξ1 + ξ1 + · · · + ξN = k для некоторого k ∈ N′. Это
соответствует случаю N = N′. Для него получим
выражение для вероятностиP(A) такое, что анало-
ги (16) и (17) будут его следствиями.

Теорема 3. Пусть λ = (b1/b0)Nθ. Предположим, что

q ≥ 1, множествоN =N′. Тогда

P(A) = exp

(
− 1

N q−1
bq+1

(q + 1)!b0

(
b0
b1

)q+1

×

× λq+1α

(
1 +

O(1)

N

))
, (19)

где O(1) ограничена по N и λ > 0, принадлежащей

ограниченному множеству.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Имеем
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P(A) = (P {ξi ≤ q, 1 ≤ i ≤ N})n = (P {ξ1 ≤ q})Nn
=

(
b0
B(θ)

+
b0
B(θ)

θ + · · ·+ b0
B(θ)

θq

)Nn

=

=

((
b0 +

b1
1!

(
b0
b1

)
λ

N
+ · · ·+ bq

q!

(
b0
b1

)q
λq

N q

)/(
b0 +

b1
1!

(
b0
b1

)
λ

N
+ . . .

· · ·+ bq
q!

(
b0
b1

)q
λq

N q +
bq+1
(q + 1)!

(
b0
b1

)q+1
λq+1

N q+1 + . . .

))N2α

=

=

(
1

/(
1 +

bq+1
(q + 1)!

(
b0
b1

)q+1
λq+1

N q+1

(
b0 +

b1
1!

(
b0
b1

)
λ

N
+ · · ·+ bq

q!

(
b0
b1

)q
λq

N q

)−1(
1 +

O(1)

N

)))N2α

=

= exp

(
− 1

N q−1
bq+1

(q + 1)!b0

(
b0
b1

)q+1

λq+1α

(
1 +

O(1)

N

))
.

Доказательство закончено.

Следствие 1. Пусть выполнены условия теоремы 3 и

q ≥ 2. Тогда

1−P(A) ≤ 1

N q−1
bq+1

(q + 1)!b0

(
b0
b1

)q+1

×

× λq+1α

(
1 +

O(1)

N

)
, (20)

где O(1) ограничена по N и λ > 0, принадлежащей

ограниченному множеству.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Применяя к правой части (19)
элементарное неравенство 1 − e−x < x, x > 0, по-
лучаем (20).

Следствие 2. Пусть выполнены условия теоремы 3 и

q = 1. Тогда

P(A) =

= exp

(
− bq+1
(q + 1)!b0

(
b0
b1

)q+1

λq+1α

(
1 +

O(1)

N

))
,

где O(1) ограничена по N и λ > 0, принадлежащей

ограниченному множеству.

Следующее предложение верно без каких-либо
условий на распределение случайной величины ξ.

Предложение 1. Пусть q ≥ 1. Предположим, что

P{ξ1 + ξ2 + ξ3 + · · · + ξN = k для некоторого k ∈
N′} ≥ β > 0 и p(ξ < q) = δ. Тогда

P(A) ≤ δnN

βn .

Д о к а з а т е л ь с т в о . Имеем

P(A) = (P(Ai)
n ≤

(
P{ξ1 ≤ q, ξ2 ≤ q, . . . ξN ≤ q}

P{ξ1 + ξ2 + ξ3 + · · ·+ ξN = k для некоторого k ∈ N′}

)n

≤ δnN

βn .

Предложение доказано.

3 Асимптотическое поведение
вероятности P(A) в случае
пуассоновской случайной
величины ξ

В этой части будем предполагать, что ξi — неза-
висимые случайные величины, распределенные по
закону Пуассона с параметром λ.

Теорема 4. Пусть q = 1. Предположим, что N′ —

конечное множество и m = sup{i, i ∈ N′} ≥ 2. Тогда

P(A) = e(m(m−1)/2)α(1+O(1)/N)

и величина O(1) ограничена, если λ принадлежит

ограниченному множеству.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Имеем
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P(A) = (P(Ai))
n =




∑

k∈N′

P{ξj ≤ 1, 1 ≤ j ≤ N, ξ1 + ξ2 + ξ3 + · · ·+ ξN = k}
∑

k∈N′

P{ξ1 + ξ2 + ξ3 + · · ·+ ξN = k}




n

=

=

((∑

k∈N′

N(N − 1) . . . (N − k + 1)

k!

(
e−λλ

)k (
e−λ

)N−k

)/∑

k∈N′

e−Nλ (Nλ)
k

k!

)n

=

=

((∑

k∈N′

N(N − 1) . . . (N − k + 1)

k!

)
λk

/∑

k∈N′

(Nλ)k

k!

)Nα

=

=

((
Nmλmm!

∑

k∈N′

N(N − 1) . . . (N − k + 1)m!

k!Nm λk−m

)/(
Nmλmm!

∑

k∈N′

Nλ)k−mm!

k!

))Nα

=

=


N(N − 1) . . . (N −m+ 1)m!

m!Nm +
∑

k∈N′,k<m

N(N − 1) . . . (N − k + 1)m!

k!Nm λk−m




Nα/
1 +

+
∑

k∈N′,k<m

Nk−mλk−mm!

k!




Nα

.

Пусть m− 1 /∈ N′. Так как

N(N − 1) . . . (N −m+ 1)m!

m!Nm =

(
1− 1

N

)(
1− 2

N

)
. . .

(
1− m− 1

N

)
= 1− m(m− 1)

2N
+
O(1)

N2
, (21)

то

P(A) =

(
1− m(m− 1)

2N
+
O(1)

N2

)Nα
/(

1 +
O(1)

N2

)Nα

= exp

(
−m(m− 1)

2
α

(
1 +

O(1)

N

))
. (22)

Это соответствует теореме.
Пусть m− 1 ∈ N′. Используя (21), получаем

P(A) =


N(N − 1) . . . (N −m+ 1)m!

m!Nm +
N(N − 1) . . . (N −m+ 2)m!

(m− 1)!Nm λ−1 +

+
∑

k∈N′,k<m−1

N(N − 1) . . . (N − k + 1)m!

k!Nm λk−m




Nα/
1 + N−1λ−1m!

(m− 1)! +
∑

k∈N′,k<m−1

Nk−mλk−mm!

k!




Nα

=

=

((
1− m(m− 1)

2N
+
λ−1m
N

+
O(1)

N2

)/(
1 +

λ−1m
N

+
O(1)

N2

))Nα

=

= exp

(
−m(m− 1)

2
α

(
1 +

O(1)

N

))
. (23)

Из (22) и (23) вытекает теорема 5. Доказатель-
ство закончено.

Теорема 5. Предположим, что N′ — конечное мно-

жество и m = sup{i, i ∈ N′} ≥ 2. Пусть m > q > 1.
Тогда

1−P(A) ≤ Cq+1
m α

N q−1

(
1 +

O(1)

N

)
,

где O(1) ограничена по N и λ > 0, принадлежащей

ограниченному множеству.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть m > q. Имеем
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P(Ac
ij) =

P{ξ1 ≥ q + 1, ξ1 + ξ2 + · · ·+ ξN = k для некоторго k ∈ N′}
P{ξ1 + ξ2 + ξ3 + · · ·+ ξN = k для некоторого k ∈ N′} =

=

∑

k∈N′

P{ξ1 ≥ q + 1, ξ1 + ξ2 + ξ3 + · · ·+ ξN = k}
∑

k∈N′

P{ξ1 + ξ2 + ξ3 + · · ·+ ξN = k}
=

∑

k∈N′,k>q

k∑

i=q+1

P{ξ1 = i, ξ2 + ξ3 + · · ·+ ξN = k − i}
∑

k∈N′

P{ξ1 + ξ2 + ξ3 + · · ·+ ξN = k}
=

=


 ∑

k∈N′,k>q

k∑

i=q+1

e−λλ
i

i!
e−(N−1)λ ((N − 1)λ)k−i

(k − i)!



/(∑

k∈N′

e−Nλ (Nλ)
k

k!

)
≤

≤


(N − 1)m−(q+1)λm

∑

k∈N′,k>q

λk−m
k∑

i=q+1

1

i!

(N − 1)k−i−(m−(q+1))

(k − i)!



/(

Nmλm
∑

k∈N′

(Nλ)k−m

k!

)
=

=
1

N q+1

m!

(q + 1)!(m− (q + 1))!

(
1 +

O(1)

N

)
=

1

N q+1C
q+1
m

(
1 +

O(1)

N

)
.

Следовательно,

1−P(A) = P
(
∪n

i=1 ∪N
j=1 A

c
ij

)
≤

n∑

i=1

N∑

j=1

P
(
Ac

ij

)
≤ n ·N · C

q+1
m

N q+1

(
1 +

O(1)

N

)
=

α

N q−1C
q+1
m

(
1 +

O(1)

N

)
.

Доказательство закончено.

Заметим, что если N′ = {m} — одноэлемент-
ное множество, то из доказательств теорем 4 и 5
следует, что оценки, полученные в них, не зависят
от λ. Это естественно, так как событие Ai явля-
ется событием схемы размещения m различимых
частиц по N ячейкам [3]. В случае одноэлементно-
го множества N′ теорема 4 и теорема 5 получены
в [7].
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О РАСПРЕДЕЛЕНИИ РАЗМЕРОВ ЧАСТИЦ ПРИ ДРОБЛЕНИИ∗

В. Ю. Королёв1

Аннотация: Предложена новая модель для распределения размера дробящейся частицы, учитывающая
непостоянство или случайный характер интенсивности потока соударений. В рамках этой модели
сформулирован критерий логнормальности указанного распределения и описан класс возможных рас-
пределений размера частиц при дроблении. Наряду со многими известными моделями этот класс
содержит масштабные смеси логнормальных законов.

Ключевые слова: логнормальное распределение; смеси нормальных законов; обобщенный процесс Кокса

1 Введение

В данной статье рассматриваются математиче-
ские модели, описывающие распределение физи-
ческих размеров частиц при дроблении. Подобные
модели могут довольно успешно использоваться (и
используются) при описании самых разных объ-
ектов от величины капиталов фирм или размера
доходов до объемов сообщений в вычислительных
или телекоммуникационных системах.

В опубликованной в 1940 г. работе Н. К. Разу-
мовского указано много случаев, в которых лога-
рифмы размеров частиц (золотин в золотоносных
россыпях, частиц горных пород при их дроблении
и т. п.) имеют примерно нормальное (гауссовское)
распределение [1]. На эту работу обратил внима-
ние А. Н. Колмогоров, который предложил матема-
тическую модель процесса дробления частиц,
аналитически объясняющую возникновение лог-
нормального распределения размеров частиц при
дроблении, а также содержания минералов в от-
дельных пробах [2]. Результат Колмогорова спра-
ведлив при довольно сильных предположениях.
В частности, в рамках модели Колмогорова для
логнормальности распределения частиц при дроб-
лении необходимо, чтобы скорость дробления
(уменьшения размеров частиц) была постоянной,
т. е. не зависела от размеров дробящихся частиц.
В то же время практически очевидно, что c умень-
шением размера частицы интенсивность ее соуда-
рений с другими частицами или деталями дро-
бильного агрегата может изменяться, например
уменьшаться в силу того, что вероятность столкно-
вения с другими частицами, очевидно, в определен-
ном смысле пропорциональна размерам частицы,
и чем частица меньше, тем меньше и эта вероят-
ность. На это обстоятельство обратил внимание сам

Колмогоров, который в конце своей статьи [2], упо-
минавшейся выше, написал: «Было бы интересно
изучить математические схемы, в которых скорость
дробления частиц уменьшается (или увеличивает-
ся) с уменьшением их размеров. Естественно рас-
смотреть при этом в первую очередь случаи, в кото-
рых скорость дробления пропорциональна той или
иной степени размеров частицы. Если эта степень
отлична от нуля, то, по-видимому, логарифмически
нормальный закон будет уже неприменим». В дан-
ной работе сделана попытка исследования этого
предположения А. Н. Колмогорова.

Предложена довольно естественная модель про-
цесса дробления, учитывающая зависимость ин-
тенсивности процесса дробления от параметров
распределения размера частицы (в частности, от
его среднего значения). В рамках этой модели
оказывается возможным сформулировать критерий
(т. е. необходимые и достаточные условия) логнор-
мальности распределения размера частиц при дроб-
лении.

В некоторых работах приводятся эмпирические
свидетельства того, что в некоторых случаях лог-
нормальная модель для распределения размера час-
тиц при дроблении неадекватна. Так, в 1941 г.
Р. А. Багнольд в своей книге [3] заметил, что лога-
рифм функции плотности распределения для лога-
рифма размера частицы в естественных запасах пес-
ка больше похож на гиперболу, чем на параболу. Это
означает, что, согласно наблюдениям Багнольда,
распределение размера не логнормально, а скорее
имеет экспоненциально уменьшающиеся хвосты.

Последнее обстоятельство побудило некото-
рых исследователей обратить внимание на мо-
дели типа лог-несимметричного распределения
Лапласа, так называемого двойного (двусторонне-
го) Парето-логнормального распределения, а также

∗Работа выполнена при поддержке РФФИ, гранты 08-01-00345, 08-01-00363, 08-07-00152, 09-07-12032-офи-м.
1Факультет вычислительной математики и кибернетики Московского государственного университета им. М. В. Ломоносова;
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лог-гауссовского//обратного гауссовского распре-
деления. В частности, в работах [4, 5] рассмотрен
следующий механизм формирования распределе-
ния размера дробящихся частиц.

Базовая посылка этих моделей заключается в
том, что частица при перемещении из одного места
в другое может разделиться на несколько меньших
частиц вследствие соударения или другого воздей-
ствия, что обусловливает случайность масс частиц
после разделения. Обозначим число разбиений
(дроблений) изначально одной частицы к моменту
времени t за N(t). Первоначальный размер части-
цы обозначим s0. Пусть Di — часть (доля) частицы,
отделившаяся при i-м соударении. Тогда размер
частицы в момент времени t имеет вид

Z(t) = s0

N(t)∏

i=1

(1 −Di) . (1)

Следовательно,

S(t) ≡ lnZ(t) = µ+
N(t)∑

i=1

Xi ,

где µ = ln(s0) и Xi = ln(1 −Di). Считается, что Xi,
i ≥ 1, — независимые и одинаково распределенные
случайные величины с математическими ожидани-
ями a, дисперсиями σ2 ∈ (0,∞) и, соответственно,
вторыми моментами b2 = a2 + σ2. Предполагается,
что процесс N(t) — пуассоновский с некоторым
параметром λ > 0 и стохастически независим от
последовательностиXi. Это означает, что число со-
ударений, вследствие которых частица разбивается,
на временн‚ом участке длиной s имеет распределе-
ние Пуассона с математическим ожиданием λs, а
ч‚исла соударений на непересекающихся временн‚ых
интервалах являются независимыми случайными
величинами. В данных предположениях вследствие
центральной предельной теоремы при достаточно
большом λ распределение случайной величины

Uλ(t) =
1√
λ




N(t)∑

i=1

Xi − λta




является приблизительно нормальным с нулевым
математическим ожиданием и дисперсией tb2. В ре-
зультате

P (S(t) < x) ≈ �
(
x− µ− λta√

λtb2

)
(2)

для больших λ, где �(x)— стандартная нормальная
функция распределения, x ∈ R. Не все частицы
одновременно добираются до места назначения.

Некоторые могут поменять направление и застрять
надолго, тогда как другие могут, не задев других,
пройти весь путь намного быстрее. Очевидно, со-
стояние частицы зависит от того, на каком рассто-
янии от конечного пункта она находится. Это учи-
тывается в моделях Рида–Йоргенсена и Соренсена
за счет случайности времени, в которое наблюдает-
ся частица. По сути, Рид, Йоргенсен и Соренсен
ввели рандомизацию в модель, предложенную Кол-
могоровым в 1940 г., добавив в нее учет того обстоя-
тельства, что частицы затрачивают разное время на
преодоление пути от одного источника до другого.

В модели Рида–Йоргенсена время считается
показательно распределенной случайной величи-
ной, т. е. итоговое безусловное распределение лога-
рифма размера частицы представляет собой смесь
распределения (2) по параметру t, имеющему по-
казательное распределение. Эта смесь как раз
и является двусторонним распределением Парето
(в работе [4] к величине S(t) дополнительно при-
бавляется независимая от нее нормально распре-
деленная случайная величина, характеризующая
«случайный выбор» начального состояния частицы,
так что итоговое распределение оказывается так на-
зываемым двусторонним Парето-логнормальным
законом).

В модели Соренсена движение частицы счита-
ется броуновским со сносом ν и коэффициентом
диффузии ω2. Это означает, что дистанция,
пройденная за временной промежуток длины s,
нормально распределена с математическим ожида-
нием νs и дисперсией ω2s, а расстояния, пройден-
ные за непересекающиеся интервалы времени,
являются независимыми случайными величинами.
Предполагается, что броуновское движение частиц
независимо от процессов дробления (разделения),
т. е. от пуассоновского процесса N(t) и случайных
величин bi. Модель одномерна, т. е. рассматри-
вается только проекция частицы на прямую. Ес-
ли будет много движений в других направлениях,
это вызовет б‚ольший износ частицы и может быть
учтено за счет увеличения интенсивности λ пуассо-
новского процесса разделения частиц. Обозначим
через τ (случайное) время прибытия определенной
частицы к месту назначения. Для рассматриваемо-
го процесса броуновского движения, как извест-
но, распределение случайной величины τ является
обратным гауссовским IG(a/ω, ν/ω), где a означает
расстояние между точкой отправления и конечной
точкой. Плотность обратного гауссовского распре-
деления IG(δ, γ) равна

δ√
2πx3

exp

{
−γ

2

2x

(
x− δ

γ2

)}
, x > 0 .
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Логарифм размера частицы, прибывшей в пункт
назначения в момент τ = t, очевидно, равен S(t).
Следовательно, условное распределение логариф-
ма размера частицы, прибывшей в момент τ = t,
приблизительно нормально:

P
(
S(t) < x

)
≈ �

(
x− µ− βλb2t√

λb2t

)
,

где

β =
a

b2
.

Распределение случайной величины ζ = λb2τ явля-
ется обратным гауссовским:

ζ ∼ IG

(
a
√
λb2
ω

,
ν

ω
√
λb2

)
.

Безусловное же распределение логарифма размера
частицы, т. е. безусловное распределение случайной
величины S(τ) = lnZ(τ), является приблизительно
смесью приведенных выше нормальных распреде-
лений по распределению параметра ζ. Эта смесь
по определению является гауссовским//обратным
гауссовским распределением GIG(α, β, δ, µ), кото-
рому соответствует характеристическая функция

fα,β,δ,µ(s) = exp

{
δ
√
α2 − β2

[
1−

−
√
1 +

s2 − is2β

α2 − β2

]
+ isµ

}
.

В рассматриваемом случае параметры α, β и δ соот-
ветственно равны

α =

√
a2

b22
+

ν2

ω2λb2
;

β =
a

b2
;

δ =
a

ω

√
λb2 .

Распределения, логарифм функции плотности
которых представляет собой гиперболу (гипер-
болические распределения), введены Барндорфф-
Нильсеном в 1977 г. [6]. В ряде работ гиперболиче-
ские распределения дали хорошие результаты при
их подгонке к эмпирическим распределениям ре-
альных данных (см., например, [7–9]). В работе [6]
фактически введен более общий класс распределе-
ний вероятностей — класс так называемых обоб-
щенных гиперболических распределений, которые

во многом подобны гиперболическим распределе-
ниям. Одним из представителей этого класса явля-
ется гауссовское//обратное гауссовское распреде-
ление, которое демонстрирует еще лучшее согласие
с эмпирическими распределениями размера час-
тиц, нежели гиперболические распределения. Это
обусловлено тем, что у GIG-распределений хвосты
являются более тяжелыми по сравнению с обычным
гиперболическим распределением, что характерно
для естественных запасов песка. Другое преиму-
щество GIG-распределений в том, что они имеют
много благопрятных математических свойств. На-
пример, их моменты могут быть вычислены явно.

Функция плотности распределения
GIG(α, β, δ, µ) равна

αδ

π
eδγ · K1(α

√
δ2 + (x− µ)2)√

δ2 + (x − µ)2
· eβ(x−µ) , x ∈ R .

Здесь K1 — модифицированная функция Бесселя
третьего порядка. Возможные значения парамет-
ров: α > 0, δ > 0, β < |α|, µ ∈ R. Если случайная
величина X имеет GIG(α, β, δ, µ)-распределение,
то ее математическое ожидание и дисперсия соот-
ветственно равны:

EX = µ+
δβ

γ
, DX =

δα2

γ3
,

где γ =
√
α2 − β2. Коэффициент асимметрии

равен 3β/(α
√
δγ), а коэффициент эксцесса равен

3(1 + 4β2/α2)/(δγ).
Модели Рида–Йоргенсена и Барндорфф-Ниль-

сена–Соренсена демонстрируют хорошее согласие
с экспериментальными данными, отражающими
размеры частиц в природных залежах или разме-
ры капиталов фирм. Однако в ее конструкции,
тем не менее, не учитывается отмеченное Колмо-
горовым обстоятельство: интенсивность процесса
дробления остается постоянной.

В следующем разделе данной работы будет пред-
ложена модель, в которой интенсивность процесса
дробления может быть переменной и даже случай-
ной.

2 Модель процесса дробления
частиц, основанная на
обобщенных процессах Кокса

2.1 Базовая модель

Базой для рассматриваемых конструкций слу-
жит структурная модель [1]. Основное отличие
предлагаемой модели от моделей, рассмотренных
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выше, в том, что интенсивность соударений будет
считаться случайной.

Пусть в базовом представлении (2)X1, X2, . . .—
одинаково распределенные случайные величины,
s0 = 1 (так что µ = 0), а N(t) — дважды стохасти-
ческий пуассоновский процесс (процесс Кокса),
управляемый процессом ˜(t), т. е.

N(t) = N1 (˜(t)) , t ≥ 0 ,

где ˜(t) — случайный процесс с неубывающи-
ми, непрерывными справа траекториями, выходя-
щими из нуля, N1(t) — стандартный пуассонов-
ский процесс (однородный пуассоновский процесс
с единичной интенсивностью), причем процес-
сыN1(t)и˜(t)независимы. Такая модель процесса,
подсчитывающего число соударений (дроблений)
частицы к моменту t, учитывает возможную измен-
чивость и даже случайность интенсивности соуда-
рений дробящейся частицы, которая на практике,
например при дроблении частиц грунта речного
русла, может быть вызвана периодической сме-
ной времен года, погодой и другими причинами.
Во многих приложениях можно считать, что про-
цесс ˜(t) имеет вид

˜(t) =

t∫

0

λ(τ) dτ , t ≥ 0 ,

где λ(t)— положительный случайный процесс с ин-
тегрируемыми траекториями. При этом λ(t) можно
интерпретировать как мгновенную стохастическую
интенсивность процессаN(t). Поэтому иногда про-
цесс˜(t), управляющий процессом КоксаN(t), на-
зывают накопленной интенсивностью процессаN(t).

Предположим, что при каждом t ≥ 0 случайные
величины N(t), X1, X2, . . . независимы. Процесс

S(t) =

N(t)∑

j=1

Xj , t ≥ 0 , (3)

назовем обобщенным процессом Кокса (при этом

для определенности будем считать, что
0∑

j=1

= 0).

Процессы вида (3) играют чрезвычайно важную
роль во многих прикладных задачах, будучи есте-
ственными моделями неоднородных хаотических
потоков (см., например, [10, 11]). Достаточно
сказать, что при ˜(t) ≡ ℓt с ℓ > 0 процесс S(t)
превращается в классический обобщенный пуассо-
новский процесс, широко используемый при мо-
делировании многих явлений в физике, теории на-
дежности, финансовой и актуарной деятельности,
биологии и т. д., где возникают потоки событий, аб-
солютно хаотично, беспорядочно распределенных

во времени, или размещения точек, абсолютно хао-
тично, беспорядочно распределенных в простран-
стве. Большое число разнообразных прикладных
задач, приводящих к обобщенным пуассоновским
процессам, описано в книгах [10, 12]. Обобщенные
процессы Кокса играют важную роль при модели-
ровании характеристик неоднородных хаотических
стохастических потоков случайных событий. При
этом особую важность при использовании обоб-
щенных процессов Кокса вида (3), скажем в страхо-
вой математике при моделировании неоднородных
потоков страховых выплат или в теории управле-
ния запасами при моделировании неоднородных
потоков заявок на поставку некоторого продук-
та, имеет тот случай, когда математическое ожи-
дание слагаемых Xj в сумме (3) отлично от нуля
(в частности, в условиях приведенных примеров —
положительно). В рассматриваемом в данной ра-
боте случае по смыслу задачи 0 ≤ Di ≤ 1, так
что a = EX1 = E ln(1 − Di) ≤ 0. Для определен-
ности всюду далее считаем, что a < 0. Обозначим
DX1 = σ2 и будем считать, что 0 < σ2 <∞.

Символ=⇒будет обозначать сходимость по рас-
пределению, которая, как известно, в конечномер-
ном случае эквивалентна слабой сходимости.

Расстояние (метрика) Леви L(F1, F2) между
функциями распределения F1 и F2 определяется
как

L(F1, F2) = inf{h > 0 : F1(x − h)− h ≤ F2(x) ≤
≤ F1(x+ h) + h для всех x ∈ R} .

ЕслиX1 иX2 — случайные величины с функциями
распределения F1 и F2 соответственно, то будем
считать, что L(X1, X2) = L(F1, F2). Сходимость в
метрике Леви эквивалентна сходимости по распре-
делению (см., например, [13, гл. 2, разд. 9]).

2.2 Предельные теоремы. Обоснование
возможности аппроксимации
распределения логарифма размера
частиц при дроблении сдвиговыми
смесями нормальных законов

Теорема 1. Пусть S(t)— логарифм текущего размера

дробящейся частицы в момент времени t — пред-

ставляет собой обобщенный процесс Кокса, управля-

емый процессом накопленной интенсивности ˜(t) и

порожденный последовательностью {Xi}i≥1. Пред-

положим, что EX1 = a < 0 и ˜(t) −→ ∞ по веро-

ятности при t → ∞. Пусть D(t) > 0 — некоторая

функция такая, чтоD(t)→ ∞ при t→ ∞. Тогда од-

номерные распределения неслучайно центрированного
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и нормированного обобщенного процесса Кокса S(t)
слабо сходятся при t → ∞ к распределениям некото-

рой случайной величины Z, т. е.

S(t)− C(t)

D(t)
=⇒ Z (t→ ∞)

при некоторой вещественной функции C(t) тогда и

только тогда, когда

lim sup
t→∞

|C(t)|
D2(t)

≡ k2 <∞

и существует случайная величина V такая, что

Z
d
= k

√
a2 + σ2

|a| ·W + V , (4)

где W — случайная величина со стандартным нор-

мальным распределением, независимая от случайной

величины V , и

L
(
a˜(t)− C(t)

D(t)
, V (t)

)
→ 0 (t→ ∞) ,

где распределение случайной величины V (t) определя-

ется ее характеристической функцией

E exp{isV (t)} = exp
{
−s
2(a2 + σ2)

2|a|

[
k2 −

− |C(t)|
D2(t)

]}
E exp{isV } , s ∈ R . (5)

Д о к а з а т е л ь с т в о этого результата, основанное
на общем утверждении о сходимости распределе-
ний суперпозиций независимых случайных про-
цессов, доказанном в [14], можно найти, например,
в книге [10] (см. теорему 9.2.1 там).

Из теоремы 1 вытекает следующий критерий

логнормальности распределения размера частицы
при дроблении.

Следствие 1. В условиях теоремы 1 распределение ло-

гарифма текущего размера дробящейся частицы S(t)
асимптотически нормально с некоторой асимптоти-

ческой дисперсией δ2 > 0:

P
(
S(t)− C(t)

D(t)
< x

)
=⇒ �

(
x

δ

)
(t→ ∞)

в том и только в том случае, когда

lim sup
t→∞

|C(t)|
D2(t)

≤ |a|δ2
a2 + σ2

и

lim
t→∞

L
(
P
(
a˜(t)− C(t)

D(t)
< x

)
,

�

( √
|a|D(t)x√

|a|δ2D2(t)− (a2 + σ2)|C(t)|

))
= 0 .

Д о к а з а т е л ь с т в о . Это утверждение вытекает из
теоремы 1 и теоремы Леви–Крамера о разложи-
мости нормального закона только на нормальные
компоненты, согласно которой любая случайная
величина V , удовлетворяющая (4), должна быть
нормально распределенной с нулевым средним и
дисперсией δ2 − k2(a2 + σ2)/|a|. Отсюда вытекает,
что любая случайная величина V (t), удовлетворя-
ющая (5), неизбежно должна иметь нормальное
распределение с нулевым средним и дисперсией
δ2 −

(
a2 + σ2

)
|C(t)|/

(
|a|D2(t)

)
.

Другими словами, в условиях теоремы 1 рас-
пределение текущего размера дробящейся части-
цы Z(t) асимптотически логнормально тогда и
только тогда, когда процесс накопленной интен-
сивности ˜(t) имеет асимптотически нормальные
(в частности, вырожденные) одномерные распре-
деления.

Из теоремы 1 вытекает, что в рамках рассматри-
ваемой модели распределение логарифма дробя-
щейся частицы разумно аппроксимировать сдвиго-
выми смесями нормальных законов. При этом вид
смешивающего распределения полностью опреде-
ляется асимптотическим поведением накопленной
интенсивности процесса соударений. Другими сло-
вами, если Z(t) = exp{S(t)} — размер дробящейся
частицы, то

S(t) ≈ X ′ + V ′ ,

где X ′ — случайная величина, имеющая нормаль-
ное распределение с нулевым средним и некото-
рой дисперсией σ2∗, а V ′ — независимая от X ′

случайная величина с, вообще говоря, произволь-
ным распределением, определяемым статистиче-
скими закономерностями в поведении интенсив-
ности столкновений. При этом приближенное
равенство понимается как близость распределений
левой и правой частей. Иными словами,

Z(t) ≈ ξη ,

где ξ = eX′

— случайная величина с логнормальным
распределением, a η = eV ′

— независимая от ξ по-
ложительная случайная величина. Таким образом,
в рамках рассматриваемой модели распределение
размера частиц при дроблении является масштаб-
ной смесью логнормальных распределений.
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Необходимо отметить, что в моделях Рида–Йор-
генсена и Соренсена чисто сдвиговые смеси нор-
мальных законов не могут возникнуть в качестве
модели для распределения логарифма размера час-
тиц (и, следовательно, чисто масштабные смеси
логнормальных законов не могут возникнуть в ка-
честве модели для распределения самог‚о размера
частиц).

На практике при определении распределения
логарифма размера дробящейся частицы разумно
использовать дискретную аппроксимацию для сме-
шивающего закона, что позволит искать оценки
параметров смеси с помощью статистических про-
цедур, традиционно используемых для этих целей,
например с использованием ЕМ-алгоритма или его
модификаций.

Если в теореме 1 задать конкретный вид функ-
ций C(t) и D(t), то ситуация намного упростит-
ся. Предположим, что существуют такие числа
ℓ ∈ (0,∞) и s ∈ (0,∞), что

E˜(t) ≡ ℓt , D˜(t) ≡ s2t , t > 0 .

Тогда, как несложно убедиться,

ES(t) = aℓt , DS(t) =
[
ℓ(a2 + σ2) + a2s2

]
t .

Линейная зависимость ES(t) и DS(t) от t обуслов-
лена тем, что в рамках указанного предположения
о виде моментов управляющего процесса согласно
теореме 1 c C(t) = ES(t) и D(t) =

√
DS(t) толь-

ко при совпадении показателей степеней возможно
существование собственного невырожденного пре-
дельного распределения. С другой стороны, если
процесс ˜(t) имеет интегральное представление, то
равенство показателя степени t единице оказыва-
ется вполне естественным.

Из теоремы 1 при этом непосредственно выте-
кает следующий результат.

Теорема 2. Одномерные распределения неслучайно цен-

трированных и нормированных обобщенных процессов

Кокса слабо сходятся к распределению некоторой слу-

чайной величины Z при t→ ∞, т. е.

S(t)− aℓt√
t [ℓ(a2 + σ2) + a2s2]

=⇒ Z (t → ∞) ,

тогда и только тогда, когда существует случайная

величина V такая, что

˜(t)− ℓt

s
√
t
=⇒ V (t→ ∞) .

При этом

P(Z < x) = E�

(
x

√
1 +

a2s2

(a2 + σ2)ℓ
−

− asV√
(σ2 + a2)ℓ

)
, x ∈ R .

Несложно видеть, что предельная случайная ве-
личина Z допускает представление

Z
d
=

[
1 +

a2s2

(a2 + σ2)ℓ

]−1/2
X+

as√
(a2 + σ2)ℓ+ a2s2

·V,

где X — случайная величина со стандартным нор-
мальным распределением, независимая от случай-
ной величины V .

Доказательство теоремы 2 совпадает с дока-
зательством соответствующего результата из кни-
ги [10] с точностью до переобозначений.

Сравнивая предложенную модель с моделя-
ми Рида–Йоргенсена и Барндорфф-Нильсена–Со-
ренсена, можно заметить, что теорема 1 (или
теорема 2) играет ту же роль, какую в рассужде-
ниях Рида–Йоргенсена и Барндорфф-Нильсена–
Соренсена играет центральная предельная теорема
для пуассоновских случайных сумм, обосновыва-
ющая переход от (1) к (2). С использованием
их логики, приведенные выше рассуждения мо-
гут быть продолжены следующим образом. При
каждом фиксированном достаточно большом t из
теоремы 1 вытекает приближенное равенство

P
(
S(t) < x

)
≈ E�

(
x− C(t)

D(t)k
√
b2

− V

√
|a|

k
√
b2

)
. (6)

Теперь, например, привлекая соображения «слу-
чайности времени достижения» из рассуждений
Рида–Йоргенсена или Соренсена, приведенных во
введении, можно считать время t, а вместе с ним и
функции C(t) и D(t) случайными, так что в итоге
получается совсем общая модель для распределе-
ния логарифма размера частицы при дроблении,
имеющая вид сдвиг-масштабной смеси нормаль-
ных законов. В частности, обозначив

ζ = C(t) , χ = V

√
|a|

k
√
b2
,

получаем, что при |C(t)| = k2D2(t) эта смесь при-
нимает вид

P (S(t) < x) ≈ E�
(
x− ζ√
b2|ζ|

− χ

)
.
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Теперь, наделяя величины ζ и χ теми или иными
распределениями, можно получить ту или иную
конкретную модель для распределения размера
частицы при дроблении. В частности, пусть ζ
имеет показательное распределение. Тогда итого-
вая модель распределения размера частицы имеет
вид масштабной смеси лог-лапласовских распреде-
лений, т. е. получается обобщение модели Рида–
Йоргенсена (в рамках которой предполагается,
что χ независима от ζ и имеет нормальное рас-
пределение). Если же ζ имеет IG-распределение,
то итоговая модель имеет вид масштабной сме-
си лог-GIG-распределений, т. е. получается обоб-
щение модели Барндорфф-Нильсена–Соренсена
(в рамках которой предполагается, что χ вырож-
дена).

2.3 Оценки точности асимптотических
аппроксимаций распределения
логарифмов размеров частиц
при дроблении сдвиговыми смесями
нормальных законов

Рассмотрим скорость сходимости в теореме 2,
что позволит получить оценку точности аппрокси-
мации (6) при специальном виде центрирующих и
нормирующих констант.

Прежде чем сформулировать основной резуль-
тат данного раздела, введем дополнительные обо-
значения:

β3 = E|X1|3 ;

L3 =
β3

(a2 + σ2)3/2
;

Ft(x) = P

(
S(t)− aℓt√

t[ℓ(a2 + σ2) + a2s2]
< x

)
;

ρt = sup
x

∣∣∣∣∣Ft(x) − E�
(
x

√
1 +

a2s2

(a2 + σ2)ℓ
−

− asV√
(σ2 + a2)ℓ

)∣∣∣∣∣ ;

–t = sup
v

∣∣∣∣P
(
˜(t)− ℓt

s
√
t

< v

)
− P (V < v)

∣∣∣∣ .

Теорема 3. Пусть β3 <∞, E|V | <∞. Тогда справед-

лива оценка

ρt ≤ –t +
1√
t
inf

ǫ∈(0,1)

{
C0L3√
(1− ǫ)ℓ

+

+
s

ℓ

(
E|V |
ǫ
+Q(ǫ)

)}
,

где C0 — абсолютная постоянная в неравенстве

Берри–Эссеена, C0 ≤ 0,7005,

Q(ǫ) = max

{
1

ǫ
,

√
1 + ǫ(

1 +
√
1− ǫ

)√
2πe(1− ǫ)

}
.

Д о к а з а т е л ь с т в о этой теоремы приведено в ра-
боте [15].

Если дополнительно к условиям теоремы 3 пред-
положить, что семейство случайных величин

{∣∣∣∣
˜(t)− ℓt

s
√
t

∣∣∣∣
}

t>0

равномерно интегрируемо, то с помощью неравен-
ства Ляпунова можно получить неравенство

E|V | = lim
t→∞

E

∣∣∣∣
˜(t)− ℓt

s
√
t

∣∣∣∣ ≤

≤ lim
n→∞

√
D
(
˜(t)− ℓt

s
√
t

)
= 1 . (7)

При этом из теоремы 3 очевидным образом выте-
кает следующий результат.

Следствие 2. Пусть в дополнение к условиям тео-

ремы 3 при каждом t > 0 выполнено (7). Тогда

справедлива оценка

ρt ≤ –t +
1√
t
inf

ǫ∈(0,1)

{
C0L3√
(1− ǫ)ℓ

+
s

ℓ

(
1

ǫ
+Q(ǫ)

)}
,

где C0 ≤ 0,7005,

Q(ǫ) = max

{
1

ǫ
,

√
1 + ǫ(

1 +
√
1− ǫ

)√
2πe(1− ǫ)

}
.

Замечание 1. Теорема 3 справедлива при любых фик-

сированных значениях параметров t, ℓ и s. Поэтому
ее можно использовать для формализации возмож-
ной зависимости интенсивности потока дроблений
от текущего размера частицы. Действительно, обо-
значим средний (ожидаемый) логарифм размера
частицы в момент времени t через m(t),

m(t) = ES(t) = aℓt .

Тогда

ℓ = ℓ(t) =
m(t)

at
.

Соответственно, тогда и s = s(t). Конкретный
вид функций m(t) и s(t) зависит от конкретных
физических, химических, технологических и/или
геологических условий. В таком случае, как следу-
ет из теоремы 3, для возможности аппроксимации

66 ИНФОРМАТИКА И ЕЁ ПРИМЕНЕНИЯ том 3 выпуск 3 2009



О распределении размеров частиц при дроблении

распределения логарифма частицы при дроблении
сдвиговыми смесями нормальных законов доста-
точно, чтобы при t→ ∞:

1) –t −→ 0;

2) |m(t)| −→ ∞;

3) t1/2s(t) = o
(
|m(t)|

)
.

Замечание 2. Пусть, к примеру, процесс ˜(t) явля-
ется неоднородным пуассоновским с накопленной
интенсивностью ℓt = s2t. В таком случае рас-
пределение случайной величины N(t) при каждом
t > 0 является так называемым пуассон-пуассонов-

ским или (инфекционным) распределением Неймана

типа А. Класс таких распределений введен Ю. Ней-
маном в работе [16] в связи с некоторыми задачами
из области бактериологии и энтомологии. В этом
случае величина –t также имеет порядок O

(
t−1/2

)
,

поскольку в условиях примера справедлива оценка

–t ≤
C0√
ℓt
= C0

√
a

m(t)
,

причем случайная величина V имеет стандартное
нормальное распределение (см., например, [11]),
а следовательно, распределение случайной вели-
чины Z также является стандартным нормальным.
В таком случае имеет место оценка

ρt ≤
√

a

m(t)
inf

ǫ∈(0,1)

{
C0

(
1 +

L3√
1− ǫ

)
+
1

ǫ
+Q(ǫ)

}
.

Тогда, как следует из сказанного в замечании 1,
для возможности аппроксимации распределения
логарифма частицы при дроблении сдвиговыми
смесями нормальных законов достаточно, чтобы
|m(t)| −→ ∞ при t→ ∞.

Замечание 3. Другим примером управляющего
процесса ˜(t), при котором величина –t также
имеет порядок O

(
t−1/2

)
, является случай, когда

˜(t) = G(t), где G(t) — гамма-процесс Леви, при-
ращение которого на единичном интервале име-
ет гамма-распределение с параметром масштаба
λ = ℓ/s2 и параметром формы α = ℓ2/s2. В таком
случае распределение случайной величины N(t)
при каждом t > 0 является отрицательным биноми-
альным (см., например, [11]). При этом случайная
величина V имеет стандартное нормальное рас-
пределение (см., например, [11]), а следовательно,
распределение случайной величины Z опять-таки
является стандартным нормальным.

Замечание 4. Если случайный процессN(t)является
однородным пуассоновским (с интенсивностью ℓ),

то, очевидно, s = 0. При этом логично считать, что
распределение случайной величиныV является вы-
рожденным в нуле и –t = 0. Поэтому в таком слу-
чае оценка, приведенная в теореме 1, естественно
переходит в оценку скорости сходимости распреде-
лений пуассоновских случайных сумм к нормаль-
ному закону, приведенную, например, в работе [17]
с константой C0, уточненной в работе [18].
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НЕКОТОРЫЕ ОЦЕНКИ ДЛЯ ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ

С ПРИМЕНЕНИЕМ К УТОЧНЕНИЮ НЕРАВЕНСТВА МИЗЕСА∗

И. Г. Шевцова1

Аннотация: Построены новые оценки для модулей характеристических функций распределений, име-
ющих моменты порядка 2 + δ, 0 < δ 6 1. Уточнено моментное неравенство Мизеса для решетчатых
распределений.

Ключевые слова: преобразование Фурье; характеристическая функция; симметризация; свертка; решет-
чатое распределение; арифметическое распределение; шаг распределения

1 Введение

При построении вероятностных моделей стоха-
стических ситуаций часто в качестве аналитической
модели распределения вероятностей использует-
ся его асимптотическая аппроксимация, возни-
кающая в соответствующей предельной теореме.
Примером может служить повсеместное примене-
ние нормальной аппроксимации, основанное на
центральной предельной теореме. Однако при
этом столь же часто обходится стороной вопрос о
точности этой аппроксимации, играющий важную
роль при обосновании адекватности вероятностной
модели. Данная работа посвящена уточнению оце-
нок для характеристических функций — основного
аппарата, используемого при построении конкрет-
ных числовых оценок точности нормальной ап-
проксимации.

Пусть F (x), x ∈ R, — функция распределения с
характеристической функцией f(t) такая, что

∞∫

−∞

xdF (x) = 0 ;

σ2 ≡
∞∫

−∞

x2 dF (x) > 0 ;

β2+δ ≡
∞∫

−∞

|x|2+δ dF (x) <∞





(1)

для некоторого 0 < δ 6 1.
В 1965 г. В. М. Золотарёв [1] доказал, что при

δ = 1 для |f(t)| справедлива оценка

ln |f(t)| 6 −σ
2t2

2
+
β3|t|3
3

, t ∈ R . (2)

Два года спустя он уточнил [2] свой результат, по-
казав, что коэффициент при β3|t|3 можно снизить
примерно до 0.1983 < 1/3:

ln |f(t)| 6 −σ
2t2

2
+ 2κβ3|t|3 , t ∈ R , (3)

где

κ = sup
x>0

∣∣cosx− 1 + x2/2
∣∣

x3
= 0,099161 . . .

(если быть совсем точными, в работе [2] неравен-
ство (3) упомянуто без доказательства). Отношение
коэффициентов при |t|3 в (2) и (3) составляет

1

6κ
= 1,6807 . . .

Шесть лет спустя Х. Правитц [3] доказал нера-
венство
|f(t)|2 6 1− σ2t2 + 2κ

(
β3 + σ

3
)
|t|3 , t ∈ R , (4)

из которого вытекает еще одно уточнение оценки
Золотарёва:

ln |f(t)| 6 −σ
2t2

2
+ κ

(
β3 + σ

3
)
|t|3 , t ∈ R . (5)

Отношение коэффициентов при |t|3 в (3) и (5) в силу
неравенства Ляпунова не меньше единицы и может
быть сколь угодно близко к двум, если отноше-
ние Ляпунова β3/σ3 велико, а именно справедливы
следующие соотношения:

1 = inf
F

2β3

β3 + σ
3 6 sup

F

2β3

β3 + σ
3 = 2 ,

∗Работа выполнена при поддержке Российского фонда фундаментальных исследований, проекты 08-01-00563, 08-01-00567,
08-07-00152 и 09-07-12032-офи-м, а также Совета по грантам президента Российской Федерации для поддержки молодых российских
ученых – кандидатов наук, проект МК-654.2008.1.
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где инфимум и супремум берутся по всем распреде-
лениям F , удовлетворяющим условиям (1) с δ = 1.

Появление оценки (3) оказало значительное
влияние на результаты вычисления абсолютной
константы C в широко известном неравенстве
Берри–Эссеена [4, 5], согласно которому для рав-
номерного расстояния между n-кратной норми-
рованной сверткой распределений F , удовлетво-
ряющих условиям (1) с δ = 1, и стандартным
нормальным законом � справедливо соотношение

sup
x

∣∣F ∗n(xσ
√
n)− �(x)

∣∣ 6 CL3n ; L3n =
β3

σ3
√
n
.

А именно использование более точной оценки (3)
позволило Золотарёву существенно улучшить ма-
жоранту константыC в этом неравенстве с 1,301 [6]
до 0,82 [2, 7], при этом в работе [2] сам автор от-
мечает: «В настоящее время удалось осуществить

дальнейшее снижение верхних оценок константы C
за счет уточнения весьма важной для выбранного ме-

тода леммы4 работы [1]» (суть упомянутой леммы —
утверждение неравенства (2)).

В 1975 г. при решении аналогичной задачи об
отыскании верхней асимптотической оценки кон-
стантыC, справедливой для достаточно малых зна-
чений ляпуновской дроби L3n, Правитц [8] получил
результат

C 6 0,5152 , если L3n 6 0,0985 . (6)

При этом существенную роль сыграла возмож-
ность использования оценки (4) и приводимой ни-
же оценки (8).

Неравенство Берри–Эссеена является наиболее
популярным среди оценок скорости сходимости
в центральной предельной теореме и играет зна-
чительную роль при решении конкретных задач,
возникающих в теории надежности, управлении
запасами, страховой и финансовой математике и
многих других важных областях прикладной науки.
Успех в применении вероятностных моделей к ре-
шению этих задач во многом зависит от точности
используемых методов. Таким образом, актуаль-
ность задачи несомненна.

В то же время при решении задач, связанных
с большими рисками, приходится отказываться от
условия β3 < ∞ и каким-то образом переносить
полученные результаты на случай δ < 1.

К одной из первых работ в этой области следует
отнести диссертацию В. Тысиака, в которой фак-
тически была обобщена оценка Правитца (4) для
0 < δ < 1:

|f(t)|2 6 1− σ2t2 + 2κ(δ)
(
β2+δ + σ

2+δ
)
|t|2+δ ,

t ∈ R , (7)

где

κ(δ) = sup
x>0

∣∣cosx− 1 + x2/2
∣∣

x2+δ
, 0 < δ 6 1 ,

хотя автор анонсирует и использует полученный
результат лишь в форме Золотарёва (3):

ln |f(t)| 6 −σ
2t2

2
+ 2κ(δ)β2+δ|t|2+δ , t ∈ R .

Применяя последний к неравенству сглаживания
Золотарёва, Тысиак [9] в 1983 г. получил верхние
оценки константы в аналоге неравенства Берри–
Эссеена для распределений, не имеющих третьего
момента. Доказательство неравенства (7) также
можно найти в монографии Ушакова [10].

В упомянутой выше работе [3] Правитц получил
еще одну оценку, на которую существенно опирает-
ся доказательство асимптотического результата (6):

|f(t)|2 6 1− 2
(

σ2

β3 + σ
3

)2(
1− cos

(
β3 + σ

3
)
t

σ2

)
,

(8)

θ0 6

(
β3 + σ

3

σ2

)
|t| 6 2π ,

где θ0 = 3,5995896 . . .— единственный корень урав-
нения

3(1− cos θ)− θ sin θ − θ2

2
= 0 ,

лежащий в интервале (π, 2π). Кроме того, в указан-
ной работе при каждом t ∈ R был найден минимум
из трех оценок для |f(t)|, устанавливаемых нера-
венствами (4), (8) и |f(t)| 6 1, и показано, что
наилучшая в этом смысле оценка имеет вид (для
упрощения обозначений здесь полагаем σ2 = 1):

|f(t)| 6





1− t2

2
+ κ(δ) (β3 + 1) |t|3 , |t| 6

θ0
β3 + 1

;

1− 1− cos ((β3 + 1)t)
(β3 + 1)

2 ,

θ0 6 (β3 + 1)|t| 6 2π;

1, |t| >
2π

β3 + 1
.

Отсюда, кстати, вытекает (см. теорему 5), что мак-
симальный шаг h решетчатых распределений удов-
летворяет соотношению:

σ2h 6 β3 + σ
3 , (9)

в то время как широко известное неравенство Ми-
зеса [11] устанавливает лишь более грубую оценку

σ2h 6 2β3 . (10)
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Некоторые оценки для характеристических функций с применением к уточнению неравенства Мизеса

Как известно, неравенство Мизеса является в опре-
деленном смысле точным: знак равенства в нем
достигается на симметричном распределении Бер-
нулли, для которого β3/σ3 = 1, — и это единствен-
ный случай, когда правые части (9) и (10) совпадают.
В остальных же случаях неравенство (10) строгое.

В данной работе обобщен результат Правитца (8)
на случай 0 < δ < 1 (здесь для упрощения обозна-
чений снова полагаем σ2 = 1):

|f(t)|2 6 1− 2
1− cos

(
(β2+δ + 1)

1/δt
)

(β2+δ + 1)
2/δ

;

(11)

θ0(δ) 6 (β2+δ + 1)
1/δ|t| 6 2π ,

где θ0(δ)— единственный корень уравнения

δθ2

2
+ θ sin θ + (2 + δ)(cos θ − 1) = 0 ,

лежащий в интервале (π, 2π). Также в данной ра-
боте показано, что минимум из трех оценок для
|f(t)|, устанавливаемых неравенствами (7), (11) и
|f(t)| 6 1, имеет вид

|f(t)| 6





1− t2

2
+ κ(δ) (β2+δ + 1) |t|2+δ ,

|t| 6
θ0(δ)

(β2+δ + 1)
1/δ
;

1−
1− cos

(
(β2+δ + 1)

1/δt
)

(β2+δ + 1)
2/δ

,

θ0(δ) 6 (β2+δ + 1)
1/δ|t| 6 2π ;

1 , |t| >
2π

(β2+δ + 1)
1/δ

.

В качестве следствия полученной оценки
для |f(t)| в данной работе доказано более общее
по сравнению с (9) неравенство:

h

σ
6

(
β2+δ

σ2+δ
+ 1

)1/δ

, (12)

справедливое для любых решетчатых распределе-
ний, удовлетворяющих условиям (1) с произволь-
ным 0 < δ 6 1. Также показано, что неравен-
ство (12) не может быть улучшено ни при каком
0 < δ 6 1.

2 Вспомогательные утверждения

При построении верхних оценок для веществен-
ных характеристических функций успех во многом

зависит от того, насколько точную мажоранту уда-
ется построить для функции cosx, x ∈ R. Если при
этом предполагается существование у рассматрива-
емого распределения абсолютного момента некото-
рого порядка s > 0 (возможно, дробного), то мажо-
ранта для cosx может включать степенные члены
порядка не выше s. Особый интерес с точки зре-
ния центральной предельной теоремы представляет
случай s > 2. Из разложения функции cosx в ряд
Маклорена вытекает, что ее поведение в окрест-
ности нуля с точностью до бесконечно малых более
высокого порядка совпадает с поведением функ-
ции (1 − x2/2). Поэтому при конструировании
верхней оценки, имеющей вид полинома, необхо-
димо включать в нее слагаемое вида (1 − ax2) с
0 6 a 6 1/2 (случай a < 0 приводит к слишком гру-
бой оценке в окрестности нуля, и потому интереса
не представляет). С другой стороны, при больших x
добиться выполнения неравенства cosx 6 1 − ax2

с a > 0 не представляется возможным, поэтому
в мажоранту необходимо включить еще слагаемое
вида xs с неотрицательным коэффициентом.

Пусть теперь s = 2 + δ, где 0 < δ 6 1. Тогда при
каждом 0 6 a 6 1/2 найдется число b = b(a) > 0
такое, что для всех x ∈ R выполняется неравенство

cosx 6 1− ax2 + b|x|2+δ .

При этом минимально возможное значение b, га-
рантирующее выполнение указанного неравенства,
имеет вид

b(a) = sup
x∈R

| cosx− 1 + ax2|
|x|2+δ

, 0 6 a 6
1

2
,

другими словами, для любого 0 6 a 6 1/2

inf
x∈R

(1 − ax2 + b(a)|x|2+δ − cosx) = 0 .

Следующее утверждение дает более удобное
параметрическое представление пары (a, b(a)),
0 6 a 6 1/2, являющейся решением описанной за-
дачи.

Лемма 1. Для произвольного 0 < δ 6 1 и всех x ∈ R

справедливо неравенство

cosx 6 1− a(δ, θ)x2 + b(δ, θ)|x|2+δ ,

θ0(δ) 6 θ 6 2π , (13)

где

a(δ, θ) =
2 + δ

δ

1− cos θ
θ2

− 1
δ

sin θ

θ
; (14)

b(δ, θ) =
2

δ

1− cos θ
θ2+δ

− 1
δ

sin θ

θ1+δ
; (15)
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θ0(δ)— единственный корень уравнения a(δ, θ) = 1/2,
лежащий в интервале (π, 2π).

Данное утверждение впервые было получено
при δ = 1 в работе Правитца [3]. Для других зна-
чений δ лемма 1 была доказана лишь в тривиаль-
ном случае θ = θ0(δ) (c a(δ, θ) = 1/2) в диссерта-
ции Тысиака [9], а также, в несколько ином виде,
в монографии Ушакова [10]. Для произвольных
0 < δ < 1 и θ ∈ (θ0(δ), 2π] данное утверждение пуб-
ликуется, по-видимому, впервые. Доказательству
леммы 1 будет предпослано несколько вспомога-
тельных утверждений.

Лемма 2. Функция

ϕ(x) = sinx− x cosx , 0 < x 6 2π ,

имеет единственный кореньx0, лежащий в интервале

(π, 3π/2), причем

ϕ(x) > 0 , 0 < x < x0 ;

ϕ(x) < 0 , x0 < x 6 2π .

Данное утверждение является очевидным след-
ствием свойств функции tg x.

Лемма 3. Функция

ϕ(x) =
sinx

x
− 1 + cosx

2
, 0 < x 6 2π ,

имеет единственный корень x1 = π, причем

ϕ(x) > 0 , 0 < x < π ;

ϕ(x) < 0 , π < x 6 2π .

Д о к а з а т е л ь с т в о . Знак ϕ(x) определяется зна-
ком выражения

2 sinx− x(1 + cosx) = 4 sin
x

2
cos

x

2
−

− 2x cos2 x
2
= 4 cos

x

2

(
sin

x

2
− x

2
cos

x

2

)
. (16)

Согласно лемме 2,

sin
x

2
− x

2
cos

x

2
> 0 , 0 < x 6 2π ,

поэтому знак (16) определяется множителем
cos(x/2), который положителен при x ∈ (0, π) и от-
рицателен при x ∈ (π, 2π).
Лемма 4. Для произвольного 0 6 p 6 1/2 функция

ϕp(x) =
sinx

x
− (p+ (1− p) cosx) , 0 < x 6 2π ,

имеет единственный корень xp ∈ [π, 3π/2), причем

ϕp (x) > 0 , 0 < x < xp ;

ϕp (x) < 0 , xp < x 6 2π .

Д о к а з а т е л ь с т в о . Случаи p = 0 и p = 1/2 рас-
смотрены в леммах 2 и 3 соответственно, поэтому
будем считать, что 0 < p < 1/2. Разобьем проме-
жуток (0, 2π] на три части и рассмотрим поведение
функции ϕp(x) на каждом из них.

Для x ∈ (0, π) в силу леммы 3 имеем

p+ (1− p) cosx = cosx+ p(1− cosx) 6

6 cosx+
1

2
(1− cosx) = 1 + cosx

2
<
sinx

x
;

следовательно, ϕp(x) > 0 для 0 < x < π. Заметим,
что ϕp(π) = 1− 2p > 0, поэтому

ϕp(x) > 0 , 0 < x 6 π .

Пусть x0 — единственный корень уравнения

sinx = x cos x , 0 < x 6 π ,

согласно лемме 2 лежащий в интервале (π, 3π/2).
Тогда sinx/x < cosx для x0 < x 6 2π и

p+ (1− p) cosx = cosx+ p(1− cosx) >

> cosx >
sinx

x
;

следовательно, ϕp(x) < 0 для x0 < x 6 2π. В точ-
ке x0 имеем

ϕp(x0) =
sinx0
x0

− (p+ (1 − p) cosx0) =

= cosx0 − (p+ (1− p) cosx0) = p(cosx0 − 1) < 0 ,

поскольку x0 ∈ (π, 3π/2), а значит,

ϕp(x) < 0 , x0 6 x 6 2π .

На концах интервала π < x < x0 непрерывная
функция ϕp принимает значения разных знаков,
поэтому хотя бы в одной точке обращается в нуль.
Единственность нуля вытекает из того, что функ-
ция sinx/x монотонно убывает при π < x < x0
(поскольку ее производная

(
sinx

x

)′
=
x cosx− sinx

x2

в силу леммы 2 отрицательна при x < x0), а функ-
ция p + (1 − p) cosx монотонно возрастает при
π < x < x0.
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Д о к а з а т е л ь с т в о л е м м ы 1. В силу четности
фигурирующих в неравенстве (13) функций мож-
но считать, что x > 0 (для x = 0 неравенство (13)
очевидно).

Рассмотрим сначала 0 < x 6 2π. Введем функ-
цию

Pa,b(x) = 1− ax2 + bx2+δ − cosx , 0 < x 6 2π .

Тогда неравенство (13) для указанных x равносиль-
но уравнению

inf
0<x62π

Pa,b(x) = 0 ,

решением которого является множество пар
(a(θ), b(θ)), θ ∈ (0, 2π], удовлетворяющих следу-
ющим условиям:

Pa,b(θ) = 0 ;

d

dθ
Pa,b(θ) = 0 ;

d2

dθ2
Pa,b(θ) > 0 ;

0 6 a 6 1/2 , b > 0 .

Первые два уравнения равносильны системе

aθ2 = 1− cos θ + bθ2+δ ; (17)

b =
2aθ − sin θ
(2 + δ)θ1+δ

, (18)

решение которой задается формулами (14) и (15).
Поскольку δ фиксировано, для краткости будем
опускать аргумент δ у функций a = a(δ, θ) и
b = b(δ, θ), используя обозначения a(θ) и b(θ).

Проверим условие неотрицательности b(θ)
и a(θ). Поскольку θ > 0, знак b(θ) определяется
знаком выражения

δθ2+δb(θ) = 2(1− cos θ)− θ sin θ =

= 4 sin2
θ

2
− 2θ sin θ

2
cos

θ

2
=

= 4 sin
θ

2

(
sin

θ

2
− θ

2
cos

θ

2

)
,

которое, в свою очередь, принимает только неотри-
цательные значения, так как sin(θ/2) > 0 при всех
0 < θ 6 2π, а выражение в скобках, согласно лем-
ме 2, положительно для указанных θ. Таким обра-
зом, b(θ) > 0 для всех 0 < θ 6 2π. Отсюда немед-
ленно вытекает неотрицательность a(θ), поскольку
в силу (17) имеем

θ2a(θ) = 1− cos θ + b(θ)θ2+δ
>

> 1− cos θ > 0 , 0 < θ 6 2π .

Условие a(θ) 6 1/2 равносильно неравенству

g(θ) ≡ δθ2(a(θ)− 1/2) =

= (2 + δ)(1 − cos θ)− θ sin θ − δθ2

2
6 0 .

Заметим, что

g(0) = 0 ; g(2π) = −2π2δ < 0 ;

g′(θ) = (2 + δ) sin θ − sin θ − θ cos θ − δθ =

= (1 + δ)

[
sin θ

θ
−
(

δ

1 + δ
+
1

1 + δ
cos θ

)]
.

Поскольку 0 < δ/(1 + δ) 6 1/2, в силу леммы 4
заключаем, что на интервале (0, 2π) функция g′(θ)
имеет единственный нуль θ1(δ) ∈ [π, 3π/2), причем

g′(θ) > 0 , 0 < θ < θ1(δ) ;

g′(θ) < 0 , θ1(δ) < θ 6 2π .

Следовательно, g(θ)возрастает на (0, θ1(δ))и убыва-
ет на (θ1(δ), 2π), меняя знак в единственной точке
θ0(δ) > θ1(δ). Отсюда вытекает, что a(δ, θ) 6 1/2
для θ ∈ [θ0(δ), 2π], где θ0(δ) — единственный ко-
рень уравнения g(θ) = 0 на интервале 0 < θ 6 2π,
равносильного уравнению a(δ, θ) = 1/2. При этом
θ0(δ) ∈ (θ1(δ), 2π) ⊂ [π, 2π) для всех δ ∈ (0, 1].

Проверим положительность второй производ-
ной функции Pa,b(θ) для задаваемых формула-
ми (14) и (15) значений a = a(θ), b = b(θ) на отрезке
[θ0(δ), 2π]. Рассмотрим функцию

h(θ) ≡ θ2
d2

dθ2
Pa,b(θ)

∣∣∣∣a=a(θ)
b=b(θ)

=

= θ2(−2a(θ) + (1 + δ)(2 + δ)θδb(θ) + cos θ) =

= 2(2 + δ)(1− cos θ)− (3 + δ)θ sin θ +
+ θ2 cos θ , θ0(δ) 6 θ 6 2π .

Покажем сначала, что h(θ) принимает положитель-
ные значения на концах рассматриваемого отрезка.
Для краткости будем опускать аргумент δ у функ-
ции θ0(δ). Имеем

h(2π) = (2π)2 > 0 ,

h(θ0) = θ
2
0(−2a(θ0) + (1 + δ)(2 + δ)θδ

0b(θ0) + cos θ0).

Учитывая условие a(θ0) = 1/2 и соотношение (18),
запишем h(θ0) в виде

h(θ0) = θ
2
0

(
−1 + (1 + δ)θ0 − sin θ0

θ0
+ cos θ0

)
=

= −(1 + δ)θ20
[
sin θ0
θ0

−
(

δ

1 + δ
+
1

1 + δ
cos θ0

)]
≡

≡ −θ20g′(θ0) .
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Как было замечено выше, g′(θ) < 0 при
θ1(δ) < θ 6 2π, а также θ0(δ) > θ1(δ) для всех
0 < δ 6 1. Следовательно, h(θ0) > 0.

Рассмотрим поведение h(θ) внутри отрезка
[θ0(δ), 2π]. Вычисляя производную

h′(θ) = (1 + δ) sin θ − (1 + δ)θ cos θ − θ2 sin θ ,

замечаем, что условие h′(θ) = 0 равносильно урав-
нению

tgθ =
θ

1− θ2/(1 + δ)
,

которое на отрезке [θ0(δ), 2π] ⊂ (π, 2π] имеет един-
ственный корень θ2(δ) ∈ (3π/2, 2π), причем

h′(θ) > 0 , θ0(δ) 6 θ < θ2(δ) ;

h′(θ) < 0 , θ2(δ) < θ 6 2π .

Таким образом, h(θ) возрастает при θ0(δ) 6 θ <
< θ2(δ), убывает при θ2(δ) < θ 6 2π и принима-
ет положительные значения на концах отрезка
θ ∈ [θ0(δ), 2π]; следовательно,

h(θ) = 2(2 + δ)(1 − cos θ)− (3 + δ)θ sin θ +
+ θ2 cos θ > 0 , θ0(δ) 6 θ 6 2π . (19)

Для завершения доказательства леммы 1 оста-
лось показать справедливость неравенства (13) при
x > 2π. В нижеследующей лемме 5 будет показано,
что функция

ϕx(θ) = x
δb(θ)− a(θ) , θ0(δ) 6 θ 6 2π ,

монотонно убывает по θ при x > θ, поэтому для
всех x > 2π > θ

inf
θ0(δ)6θ62π

ϕx(θ) = ϕx(2π) = 0 ,

а следовательно,

1− a(θ)x2 + b(θ)x2+δ =

= 1 + x2ϕx(θ) > 1 , θ0(δ) 6 θ 6 2π ,

в то время как cosx 6 1 для всех x ∈ R. Таким
образом, при x > 2π неравенство (13) тривиально.

Замечание 1. Из построения функций a(δ, θ)и b(δ, θ)
видно, что при каждом δ ∈ (0, 1] и θ ∈ [θ0(δ), 2π]

b(δ, θ) = sup
x>0

| cosx− 1 + a(δ, θ)x2|
x2+δ

,

a(δ, θ) = inf
x>0

1− cosx+ b(δ, θ)x2+δ

x2
,

причем супремум и инфимум достигаются в точ-
ке x = θ. Кроме того, из построения θ0 = θ0(δ)

как корня уравнения a(δ, θ) = 1/2 на интервале
0 < θ 6 2π вытекает, что

a(δ, θ0(δ)) =
1

2
;

b(δ, θ0(δ)) = sup
x>0

∣∣cosx− 1 + x2/2
∣∣

x2+δ
≡ κ(δ) ,

причем супремум достигается в точке x = θ0(δ).
Из (18) также вытекает представление

b(δ, θ0(δ)) =
θ0(δ)− sin θ0(δ)
(2 + δ)(θ0(δ))

1+δ
.

Лемма 5. Для всех 0 < δ 6 1 и t > 0 функция

ϕt(θ) = t
δb(δ, θ)− a(δ, θ) , θ0(δ) 6 θ 6 2π ,

монотонно возрастает по θ при t < θ и монотонно

убывает по θ при t > θ.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Для θ0(δ) 6 θ 6 2π введем
функции

u(θ) ≡ −a(δ, θ)
δ
=
sin θ

θ
− (2 + δ)1− cos θ

θ2
;

v(θ) ≡ −θ
δb(δ, θ)

δ
=
sin θ

θ
− 21− cos θ

θ2
≡

≡ u(θ) + δw(θ) ;

w(θ) =
1− cos θ

θ2
.

Тогда можно записать

ϕt(θ) = δ

(
u(θ)−

(
t

θ

)δ

v(θ)

)
, θ0(δ) 6 θ 6 2π .

Найдем условия, при которых производная ϕt(θ)
по θ меняет знак. Имеем

w′(θ) =
sin θ

θ2
− 21− cos θ

θ3
=
1

θ
v(θ) ;

v′(θ) = u′(θ) + δw′(θ) = u′(θ) +
δ

θ
v(θ) ;

u′(θ) =
1

θ3
(2(2 + δ)(1 − cos θ)−

− (3 + δ)θ sin θ + θ2 cos θ
)
.

Заметим, что u′(θ) с точностью до сомножителя θ−3

совпадает с функцией h(θ), введенной при доказа-
тельстве леммы 1 (см. (19)). Там же было показано,
что h(θ) > 0 при θ0(δ) 6 θ 6 2π, поэтому

u′(θ) > 0 , θ0(δ) 6 θ 6 2π .

74 ИНФОРМАТИКА И ЕЁ ПРИМЕНЕНИЯ том 3 выпуск 3 2009



Некоторые оценки для характеристических функций с применением к уточнению неравенства Мизеса

Учитывая найденные соотношения для производ-
ных, получаем

d

dθ
ϕt(θ) = δu

′(θ) +
δtδ

θ1+δ
(δv(θ)−

− θv′(θ)) = δu′(θ)

(
1−

(
t

θ

)δ )
.

Замечание о том, что знак производной ϕt(θ) опре-
деляется знаком выражения в скобках, завершает
доказательство леммы.

Лемма 6. Пусть X и Y — независимые одинаково

распределенные случайные величины такие, что

EX = 0; EX2 = σ2; E|X |2+δ = β2+δ <∞

для некоторого 0 < δ 6 1. Тогда

E(X − Y )2 = 2σ2 ;

E|X − Y |2+δ
6 2

(
β2+δ + σ

2+δ
)
.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Первое соотношение вы-
текает непосредственно из условий леммы:

E(X − Y )2 = E
(
X2 + 2XY + Y 2

)
=

= EX2 + 2EXEY + EY 2 = 2σ2 .

Рассмотрим второе соотношение. В силу неравен-
ства |x − y|δ 6 |x|δ + |y|δ, справедливого для всех
x, y ∈ R и δ ∈ (0, 1], имеем

E|X − Y |2+δ = E(X − Y )2|X − Y |δ 6

6 E(X − Y )2
(
|X |δ + |Y |δ

)
.

В силу независимости X и Y ,

EXY
(
|X |δ + |Y |δ

)
= E|X |2+δEY + E|Y |2+δEX = 0 ,

а следовательно,

E|X − Y |2+δ
6 E(X2+XY + Y 2)

(
|X |δ + |Y |δ

)
=

= E(X2 + Y 2)
(
|X |δ + |Y |δ

)
=

= E|X |2+δ + EY 2E|X |δ + EX2E|Y |δ + E|Y |2+δ =

= 2
(
β2+δ + σ

2E|X |δ
)
.

Теперь для доказательства леммы осталось заме-
тить, что

E|X |δ 6
(
EX2

)δ/2
= σδ

в силу неравенства Ляпунова.

3 Оценки для характеристических
функций

Теорема 1. Пусть f(t)— характеристическая функ-

ция некоторого распределения F , удовлетворяющего

условиям (1). Тогда для всех t ∈ R справедливы оценки

|f(t)|2 6 1− 2a(δ, θ)σ2t2 +
+ 2b(δ, θ)

(
β2+δ + σ

2+δ
)
|t|2+δ , θ0(δ) 6 θ 6 2π ; (20)

|f(t)| 6 1− 2a(δ, θ)σ2t2 +
+ 2b(δ, θ)

(
β2+δ + σ

2+δ
)
|t|2+δ

6 (21)

6 exp
{
−2a(δ, θ)σ2t2 +

+ 2b(δ, θ)
(
β2+δ + σ

2+δ
)
|t|2+δ

}
, θ0(δ) 6 θ 6 2π (22)

с a(δ, θ), b(δ, θ) и θ0(δ), определенными в формули-
ровке леммы 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть X1 и X2 — незави-
симые случайные величины с одинаковой функци-
ей распределения F . Тогда из леммы 1 получаем
оценку

|f(t)|2 = E cos t(X1 −X2) 6

6 1− 2a(δ, θ)t2E(X1 −X2)
2 +

+ 2b(δ, θ)|t|2+δE|X1 −X2|2+δ ,

t ∈ R , θ0(δ) 6 θ 6 2π ,

откуда в силу леммы 6 вытекает (20).
Для доказательства (21) достаточно применить

элементарное неравенство

1 + 2x 6 (1 + x)2 , x ∈ R ,

к правой части (20) и заметить, что 1+x > 0 всякий
раз, когда 1 + 2x > 0.

Неравенство (22) вытекает из (21) с учетом оцен-
ки 1 + x 6 ex, справедливой для всех x ∈ R.

Выбирая в теореме 1 величину θ равной θ0(δ) и
замечая, что для всех 0 < δ 6 1

a(δ, θ0(δ)) =
1

2
,

b(δ, θ0(δ)) = sup
x>0

∣∣cosx− 1 + x2/2
∣∣

x2+δ
≡ κ(δ) ,

получаем следующий результат, приведенный в ра-
ботах Тысиака [9] и Ушакова [10].

Теорема 2. Пусть f(t)— характеристическая функ-

ция некоторого распределения F , удовлетворяющего

условиям (1). Тогда для всех t ∈ R справедливы оценки

ИНФОРМАТИКА И ЕЁ ПРИМЕНЕНИЯ том 3 выпуск 3 2009 75



И. Г. Шевцова

|f(t)|2 6 1− σ2t2 + 2κ(δ)
(
β2+δ + σ

2+δ
)
|t|2+δ ,

|f(t)| 6 1− σ2t2

2
+ κ(δ)

(
β2+δ + σ

2+δ
)
|t|2+δ

6

6 exp

{
−σ

2t2

2
+ κ(δ)

(
β2+δ + σ

2+δ
)
|t|2+δ

}
.

Значения величины κ(δ) для некоторых δ при-
ведены в табл. 1.

Таблица 1 Значения величины κ(δ) при некоторых δ

δ κ(δ) δ κ(δ) δ κ(δ)
0+ 0,5 0,35 0,2702 0,70 0,1538

0,05 0,4564 0,40 0,2485 0,75 0,1425
0,10 0,4171 0,45 0,2288 0,80 0,1322
0,15 0,3816 0,50 0,2109 0,85 0,1228
0,20 0,3495 0,55 0,1946 0,90 0,1143
0,25 0,3204 0,60 0,1797 0,95 0,1064
0,30 0,2941 0,65 0,1662 1,00 0,0992

Выбирая в теореме 1 величину θ минимизи-
рующей правую часть (20), получаем следующее
утверждение.

Теорема 3. Предположим, что f(t)— характеристи-

ческая функция некоторого распределения F , удовле-

творяющего условиям (1) с σ2 = 1. Пусть θ0(δ) —

единственный корень уравнения

δθ2

2
+ θ sin θ + (2 + δ)(cos θ − 1) = 0 ,

лежащий в интервале (π, 2π). Тогда для всех tтаких,

что

θ0(δ) 6 (β2+δ + 1)
1/δ|t| 6 2π ,

справедливы оценки

|f(t)|2 6 1− 2
1− cos

(
(β2+δ + 1)

1/δt
)

(β2+δ + 1)
2/δ

; (23)

|f(t)| 6 1−
1− cos

(
(β2+δ + 1)

1/δt
)

(β2+δ + 1)
2/δ

6

6 exp



−
1− cos

(
(β2+δ + 1)

1/δt
)

(β2+δ + 1)
2/δ



 . (24)

Замечание 2. Теорема 3 справедлива для любых
σ2 > 0, в этом случае оценки становятся более
громоздкими. Например, (23) примет вид

|f(t)|2 6 1− 2
(

σ2

β2+δ + σ
2+δ

)2/δ

×

×
(
1− cos

((
β2+δ + σ

2+δ

σ2

)1/δ

t

))
;

θ0(δ) 6 |t|
(
β2+δ + σ

2+δ

σ2

)1/δ

6 2π .

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 3 . Не ограничивая
общности, будем считать, что t > 0. Действитель-
но, характеристическая функция |f(t)|2 и правая
часть (23) являются четными функциями, а при
t = 0 неравенство (23) очевидно. Обозначим

ρ = (β2+δ + 1)
1/δ

.

Из теоремы 1 имеем

|f(t)|2 6 1− 2at2 + 2b (β2+δ + 1) |t|2+δ =

= 1 + 2t2
(
(ρt)δb− a

)
, (25)

где a = a(δ, θ) и b = b(δ, θ), θ0(δ) 6 θ 6 2π, опреде-
лены в формулировке леммы 1. Введем функцию

gt(θ) = (ρt)
δb(δ, θ)− a(δ, θ) , θ0(δ) 6 θ 6 2π .

Тогда последнее неравенство примет вид

|f(t)|2 6 1 + 2t2gt(θ) , θ0(δ) 6 θ 6 2π .

Найдем минимум правой части по θ. Из лем-
мы 5 следует, что gt(θ) монотонно возрастает на
θ0(δ) 6 θ 6 2π при ρt < θ и монотонно убывает при
ρt > θ, поэтому

inf
θ0(δ)6θ62π

gt(θ) =

{
gt(θ∗) , ρt < θ ;

gt(θ
∗) , ρt > θ ,

где

θ∗ = max{θ0(δ), ρt} , θ∗ = min{2π, ρt} .

Если ρt ∈ [θ0(δ), 2π], то

inf
θ0(δ)6θ62π

gt(θ) = gt(ρt) = (ρt)
δb(ρt)− a(ρt) ,

откуда с учетом соотношения

θδb(δ, θ)− a(δ, θ) = −1− cos θ
θ2

,

θ0(δ) 6 θ 6 2π ,

вытекающего из определения функций a(δ, θ)
и b(δ, θ), получаем

|f(t)|2 6 1 + 2t2 inf
θ0(δ)6θ62π

gt(θ) =

= 1− 2t2 1− cos θ
θ2

∣∣∣
θ=ρt

= 1− 21− cos ρt
ρ2

.
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Неравенства (24) доказываются аналогично (21)
и (22).

Замечание 3. Детальный анализ проведенного до-
казательства позволяет заключить, что неравенства
из теоремы 3 являются более точными в своих ин-
тервалах, чем неравенства из теоремы 2. Други-
ми словами, минимум из трех оценок для |f(t)|,
устанавливаемых теоремами 2, 3 и неравенством
|f(t)| 6 1, имеет следующий вид (для упрощения
обозначений полагаем σ2 = 1):

|f(t)| 6 exp{−ψδ(t)} ,

где

ψδ(t) =





t2

2
− κ(δ) (β2+δ + 1) |t|2+δ ,

|t| 6
θ0(δ)

(β2+δ + 1)
1/δ
;

1− cos
(
(β2+δ + 1)

1/δt
)

(β2+δ + 1)
2/δ

,

θ0(δ) 6 (β2+δ + 1)
1/δ|t| 6 2π ;

0, |t| >
2π

(β2+δ + 1)
1/δ

.

Значения величины θ0(δ) при некоторых δ при-
ведены в табл. 2.

Таблица 2 Значения величины θ0(δ) при некоторых δ

δ θ0(δ) δ θ0(δ) δ θ0(δ)
0+ 6,2831 0,35 5,3887 0,70 4,6374

0,05 6,1331 0,40 5,2778 0,75 4,5320
0,10 5,9941 0,45 5,1686 0,80 4,4263
0,15 5,8631 0,50 5,0609 0,85 4,3200
0,20 5,7384 0,55 4,9542 0,90 4,2131
0,25 5,6183 0,60 4,8483 0,95 4,1051
0,30 5,5021 0,65 4,7427 1,00 3,9959

Как несложно убедиться,

lim
δ→0+

θ0(δ) = 2π = 6,2831 . . .

Замечание 4. Если есть необходимость использова-
ния оценок вида (23) и (24) для

|t| < θ0(δ)(β2+δ + 1)
−1/δ ,

то можно заменить неравенство (25) на более грубое

|f(t)|2 6 1− 2at2 + 2b(β2+δ + 1)α
δ|t|2+δ , α > 1 ,

и получить оценки

|f(t)|2 6 1− 2
1− cos

(
(β2+δ + 1)

1/δαt
)

(β2+δ + 1)
2/δα2

;

|f(t)| 6 1−
1− cos

(
(β2+δ + 1)

1/δαt
)

(β2+δ + 1)
2/δα2

6

6 exp



−
1− cos

(
(β2+δ + 1)

1/δαt
)

(β2+δ + 1)
2/δα2



 ,

справедливые для

θ0(δ) 6 (β2+δ + 1)
1/δα|t| 6 2π .

4 Уточнение неравенства Мизеса

Пусть случайная величина X имеет решетчатое
распределение с шагом h. Обозначим

βs = E|X − EX |s, s > 1 , σ2 = β2 .

В 1939 г. Р. фон Мизес [11] получил следующий
результат.

Теорема 4. В сделанных выше предположениях для

целых s > 2 имеют место неравенства

βs−1 6
2

h
βs .

Из этой теоремы при s = 3 получаем

h

σ
6 2

β3

σ3
.

Следующее утверждение, уточняющее неравенство
Мизеса для s = 3, является простым следствием
теоремы 3.
Теорема 5. В сделанных выше предположениях для

s = 2+ δ с 0< δ 6 1 справедлива оценка

h

σ
6

(
β2+δ

σ2+δ
+ 1

)1/δ

, (26)

причем

sup

(
h

σ
−
(
β2+δ

σ2+δ
+ 1

)1/δ )
= 0 , (27)

где супремум берется по всем распределениям, удовле-

творяющим условиям теоремы.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Без ограничения общности
будем считать, что EX = 0 и σ2 = EX2 = 1. Пусть
f(t)— характеристическая функция случайной ве-
личины X . Как известно, характеристическая
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функция f(t) задает решетчатое распределение то-
гда и только тогда, когда существует такое t0 6= 0,
что |f(t0)| = 1. При этом в качестве шага распреде-
ления h можно взять

h =
2π

t0
.

С другой стороны, из замечания 3 к теореме 3 вы-
текает, что |f(t)| < 1 для всех t таких, что

|t| < 2π

(β2+δ + 1)
1/δ
;

следовательно,

t0 >
2π

(β2+δ + 1)
1/δ

,

откуда с учетом соотношения h = 2π/t0 получа-
ем (26).

Для доказательства второй части теоремы рас-
смотрим случайную величину X, имеющую следу-
ющее распределение:

P
(
X =

h

1 + u

)
=

u

1 + u
;

P
(
X = − uh

1 + u

)
=

1

1 + u
, u, h > 0 .

Шаг этого распределения равняется h, EX = 0,

σ2 = EX2 =
uh2

(1 + u)2
,

β2+δ = E|X |2+δ =
u(1 + u1+δ)h2+δ

(1 + u)3+δ
,

β2+δ

σ2hδ
+

(
σ

h

)δ

=
1 + u1+δ

(1 + u)1+δ
+

uδ/2

(1 + u)δ
≡ g(u, δ) .

Тогда

inf

(
β2+δ

σ2hδ
+

(
σ

h

)δ
)

6 inf
u>0

g(u, δ) 6

6 lim
u→∞

g(u, δ) = 1 , 0 < δ 6 1 ,

что равносильно (27). Дополнительно заметим, что
при δ = 1 инфимум функции g(u, δ) также дости-
гается в точке u = 1, что соответствует симмет-
ричному распределению Бернулли, для которого
β3/σ

3 = 1.

В заключение автор выражает благодарность
В. Ю. Королёву за идею использования теоремы 3 в
целях уточнения неравенства Мизеса и за постоян-
ное внимание к работе.
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О МОЩНОСТИ КРИТЕРИЕВ В СЛУЧАЕ ОБОБЩЕННОГО

РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ЛАПЛАСА∗

В. Е. Бенинг1, О. О. Лямин2

Аннотация: В работе на эвристическом уровне получена формула для предела отклонения мощности
асимптотически оптимального критерия от мощности наилучшего критерия в случае обобщенного
распределения Лапласа. Это отклонение в силу нерегулярности этого распределения имеет порядок n−1/2,
в отличие от обычных регулярных семейств, для которых этот порядок равен n−1.

Ключевые слова: обобщенное распределение Лапласа; функция мощности; дефект; асимптотическое
разложение

1 Введение

Хорошо известно, что распределение Лапласа
находит широкое применение при математическом
моделировании многих процессов в телекоммуни-
кационных системах, в экономике, финансовом
деле, технике и других областях, например в за-
дачах выделения полезного сигнала на фоне по-
мех (см., например, работы [1–4]). Естественность
возникновения этого распределения обоснована в
работе [5]. Назовем обобщенным распределением
Лапласа распределение на действительной прямой
с плотностью вида

p (x, θ) = C (a, b) e−a(x−θ)2−b|x−θ| ,

a > 0 , b > 0 , x ∈ R1 , (1)

где C (a, b)— нормировочная константа такая, что

C (a, b) =





b

2
, a = 0 ;

√
a√

π exp{b2/4a}erfc
(
b/(2

√
a)
) a > 0

и

erfc (x) =
2√
π

∞∫

x

e−y2 dy .

Обычное распредление Лапласа получается при
a = 0. Обобщенное распределение Лапласа может
оказаться полезным в тех случаях, когда необхо-
дим более тонкий контроль за поведением функции
плотности, чем может быть предоставлен однопа-
раметрическими по параметру формы нормальным

и лапласовским распределениями. Так, правильно
подобрав параметры, можно получить распределе-
ние с хвостами менее тяжелыми, чем у соответству-
ющего распределения Лапласа, при этом сохранив
существенную особенность негладкости функции
плотности, которая отсутствует у нормального рас-
пределения.

Рассмотрим задачу проверки простой гипотезы

H0 : θ = 0

против последовательности близких сложных аль-
тернатив вида

Hn,1 : θ =
t√
n
, 0 < t 6 C , C > 0 ,

на основе выборки (X1, . . . , Xn) — независисых
одинаково распределенных наблюдений, имеющих
распределение с плотностью вида (1). Для любо-
го фиксированного t ∈ (0, C] наилучший крите-
рий всегда существует согласно фундаментальной
лемме Неймана–Пирсона и основан на логарифме
отношения правдоподобия ˜n(t)

˜n(θ) =

n∑

i=1

(l(Xi, θ)− l(Xi, 0)) ; (2)

˜n(t) ≡ ˜n(tn
−1/2) ,

где l(x, θ) = log p(x, θ), θ > 0.
Обозначим через β∗

n(t) мощность такого крите-
рия уровня α ∈ (0, 1). Заметим, что, поскольку t

∗Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ, проекты 08-01-00567 и 08-07-00152.
1Факультет вычислительной математики и кибернетики Московского государственного университета им. М. В. Ломоносова,

bening@yandex.ru
2Факультет вычислительной математики и кибернетики Московского государственного университета им. М. В. Ломоносова
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неизвестно, мы не можем использовать статисти-
ку˜n(t) для построения критерия проверки гипоте-
зы H0 против альтернативы Hn,1. Однако β∗

n(t) дает
верхнюю границу для мощности любого критерия
при проверке H0 против фиксированной альтерна-
тивы

Hn,t : θ =
t√
n
, t > 0 ,

и может служить стандартом при сравнении раз-
личных критериев.

В работе [6] было показано, что в случае регу-
лярного семейства плотностей справедливо соот-
ношение

β∗
n(t)→ β∗(t) = �(t

√
I − uα) ,

где �(x) — функция распределения стандартного
нормального закона и �(uα) = 1 − α, α ∈ (0, 1),
I — фишеровская информация. Там же было по-
казано, что для проверки H0 против Hn,1 суще-
ствуют критерии, основанные на статистиках, от-
личных от ˜n(t), и имеющие ту же предельную
мощность β∗(t). Такие критерии называются асим-
птотически наиболее мощными (АНМ). Среди та-
ких критериев существуют критерии, основанные
на статистиках, которые не зависят от неизвестного
параметра t, и поэтому могут быть использованы
при проверке гипотезы H0 против сложной альтер-
нативы Hn,1. При этом мощности таких критериев
типичным образом отличаются отβ∗

n(t)на величину
порядка n−1 [6].

В этой статье для распределения (1) рассмотрим
АНМ критерий, основанный на статистике вида

Tn =
1√
n

n∑

i=1

[2aXi + b sign (Xi)] .

Обозначим через βn(t) мощность этого критерия
уровняα ∈ (0, 1), через Ia,b — фишеровскую инфор-
мацию распределения (1) и пусть ϕ(x)— плотность
стандартного нормального распределения.

Заметим, что семейство (1) не является регуляр-
ным, поскольку уp(x, θ)не существует производной
по θ в точке θ = x. Покажем, что это отсутствие
регулярности выражается в нарушении естествен-
ного порядка n−1 разности β∗

n(t)−βn(t) и приводит
к порядку n−1/2.

Далее всюду предполагается a > 0. Случай a = 0
подробно рассмотрен в работе [7]. Цель настоящей
статьи получить результаты, аналогичные случаю
распределения Лапласа (см. [7]), для случая обоб-
щенного распределения Лапласа (1).

2 Асимптотическое поведение
логарифма отношения
правдоподобия

В этом разделе доказываются результаты, опи-
сывающие асимптотическое (n → ∞) поведение
логарифма отношения правдоподобия ˜n (t) как
при гипотезе H0, так и при альтернативе Hn,t.

Лемма 2.1.В случае распределения (1) справедливы

следующие соотношения

Ia,b = 2 (bC (a, b) + a) ;

L (˜n (t) |H0)→ N
(
−1
2
t2Ia,b, t

2Ia,b

)
;

L (˜n (t) |Hn,t)→ N
(
1

2
t2Ia,b, t

2Ia,b

)
, n→ ∞ .

Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу свойств интеграла Ле-
бега имеем

Ia,b =

∫

R1\{0}

p (x)

(
p′ (x)
p (x)

)2
dx =

= 2C (a, b)

∞∫

0

(2ax+ b)2 e−ax2−bx dx =

= 2 (bC (a, b) + a) .

Отсюда следует, что

C (a, b) =
Ia,b − 2a
2b

. (3)

Рассмотрим логарифм отношения правдоподобия
˜n (θ), θ > 0 более подробно. Из определения (2)
следует, что

˜n (θ) =
n∑

i=1

(l (Xi, θ)− l (Xi, 0)) =

=

n∑

i=1

[aθ (2Xi − θ) + b (|Xi| − |Xi − θ|)] ≡

≡
n∑

i=1

Zi (θ) , (4)

где

Zi (θ) =

=





aθ (2Xi − θ) + bθ , Xi > θ ;

aθ (2Xi − θ) + b (2Xi − θ) =

= aθ (2Xi − θ) + 2bXi1[0,θ] (Xi) +

+ 2bθ1(θ,∞) (Xi)− bθ , 0 6 Xi 6 θ ;

aθ (2Xi − θ)− bθ , Xi < 0 .

(5)
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Найдем характеристические функции случайной
величины Z1 (θ) при распределениях P0 и Pθ. Для
распределения P0 имеем

f0 (s) ≡ E0eisZ1(θ) =

=

0∫

−∞

eis(aθ(2x−θ)−bθ)C (a, b) e−ax2+bx dx+

+

θ∫

0

eis(aθ(2x−θ)+b(2x−θ))C (a, b) e−ax2−bx dx+

+

∞∫

θ

eis(aθ(2x−θ)+bθ)C (a, b) e−ax2−bx dx =

= C (a, b) e−isθ(aθ+b)

0∫

−∞

e−ax2+(2isaθ+b)x dx+

+ C (a, b) e−isθ(aθ+b)

θ∫

0

e−ax2+(2is(aθ+b)−b)x dx+

+ C (a, b) e−isθ(aθ−b)

∞∫

θ

e−ax2+(2isaθ−b)x dx . (6)

Далее нам понадобятся следующие соотношения:

0∫

−∞

e−ax2+(ω+b)x dx =

=

√
πe(ω+b)2/(4a)erfc

(
(ω + b)/(2

√
a)
)

2
√
a

; (7)

θ∫

0

e−ax2+(δ−b)x dx =

=
√
πe(δ−b)2/(4a)

[
erfc

(
(δ − b)− 2aθ

2
√
a

)
−

− erfc
(
δ − b

2
√
a

)]/
(2
√
a) , (8)

∞∫

θ

e−ax2+(σ−b)x dx =

=

√
πe(σ−b)2/(4a)erfc

(
(2aθ − (σ − b))/(2

√
a)
)

2
√
a

, (9)

где ω, δ, σ — некоторые константы (в том числе
комплексные), а также равенства

erfc′ (x) = −2e
−x2

√
π
;

erfc′′ (x) =
4xe−x2

√
π
;

erfc′′′ (x) =
4xe−x2

(
1− 2x2

)
√
π

.





(10)

Из соотношений (6)–(9) и (10) с ω = 2isaθ,
δ = 2is (aθ + b), σ = 2isaθ получаем, что в слу-
чае близких альтернатив θ = θn → 0 при каждом
фиксированном s справедливы равенства

f0 (s) = 1 +
is (is− 1) Ia,b

2
θ2n + o

(
θ2n
)
;

E0Z1 (θn) = −Ia,b

2
θ2n + o

(
θ2n
)
;

D0Z1 (θn) = Ia,bθ
2
n + o

(
θ2n
)
.

Аналогично находя характеристическую функцию
случайной величины Z1 (θ) в случае распределе-
ния Pθ, получим, что в случае близких альтернатив
θ = θn → 0 при каждом фиксированном s справед-
ливы равенства

fθn (s) = 1 +
is (is+ 1) Ia,b

2
θ2n + o

(
θ2n
)
;

EθnZ1 (θn) =
Ia,b

2
θ2n + o

(
θ2n
)
;

DθnZ1 (θn) = Ia,bθ
2
n + o

(
θ2n
)
.

Теперь, если θn = t/
√
n, то для любого фиксиро-

ванного s имеем

En,0e
is˜n(t) = fn

0 (s) =

(
1 +

is (is− 1) t2Ia,b

2n
+

+ o

(
1

n

))n

→ e−s2t2Ia,b/2−ist2Ia,b/2 , n→ ∞ .

Аналогично

En,t/
√

ne
is˜n(t) = fn

t/
√

n (s)→

→ e−s2t2Ia,b/2+ist2Ia,b/2 , n→ ∞ .

Отсюда и из теоремы непрерывности (см., напри-
мер, [8, теорема 7.3.2] следует утверждение лем-
мы. 2

Из этой леммы и работы [7] (см. введение) не-
посредственно получаем

Следствие 2.1. В случае распределения (1) справедливо

соотношение

β∗
n(t)→ β∗(t) = �

(
t
√
Ia,b − uα

)
, n→ ∞ .
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3 Формула для предельного
отклонения мощностей

В этом разделе на эвристическом уровне будет
показано, что справедлива формула для предельно-
го отклонения разностей мощностей

r(t) = lim
n→∞

√
n (β∗

n(t)− βn(t)) =

=
(Ia,b − 2a)bt2
3
√
Ia,b

ϕ
(
t
√
Ia,b − uα

)
, (11)

где βn(t) — функция мощности АНМ критерия,
основанного на знаковой статистике

Tn =
1√
n

n∑

i=1

[2aXi + bsign (Xi)] . (12)

Формула (11) показывает, что отсутствие регуляр-
ности у распределения (1) приводит к нарушению
естественного порядка разности β∗

n(t)− βn(t), рав-
ногоn−1 (см. [6]). Из формулы (11) следует, что этот
порядок равен n−1/2.

Получим сначала стохастическое разложение
для ˜n(t). Имеем (см. (4), (5)),

˜n (t) = a
t√
n

n∑

i=1

(
2Xi −

t√
n

)
+

+ 2b

n∑

i=1

Xi1[0,t/
√

n] (Xi) +

+ 2b
t√
n

n∑

i=1

1(t/
√

n,∞) (Xi)− b
t√
n
=

= 2a
t√
n

n∑

i=1

Xi − at2 + 2b

n∑

i=1

Xi1[0,t/
√

n] (Xi) +

+ 2b
t√
n

n∑

i=1

1(0,∞) (Xi)− 2b
t√
n

n∑

i=1

1[0,t/
√

n] (Xi)−

− b
t√
n

n∑

i=1

1(0,∞) (Xi)− b
t√
n

n∑

i=1

1(−∞,0] (Xi) =

= 2a
t√
n

n∑

i=1

Xi − at2 +

+ 2b

n∑

i=1

(
Xi −

t√
n

)
1[0,t/

√
n] (Xi) +

+ b
t√
n

n∑

i=1

sign (Xi) + b
t√
n

n∑

i=1

1{0} (Xi) .

Поскольку распределение Xi непрерывно, то

Pn,θ

(
n∑

i=1

1{0} (Xi) > 0

)
= 0 , θ > 0 ,

и поэтому почти всюду справедливо представление

˜n (t) = 2a
t√
n

n∑

i=1

Xi − at2 +

+ 2b

n∑

i=1

(
Xi −

t√
n

)
1[0,t/

√
n] (Xi) +

+ b
t√
n

n∑

i=1

sign (Xi) =

=
t√
n

n∑

i=1

[2aXi + b sign (Xi)]− at2 +

+ 2b

n∑

i=1

(
Xi −

t√
n

)
1[0,t/

√
n] (Xi) . (13)

Рассмотрим следующее монотонное (не меняющее
мощность критерия) преобразование (t > 0) стати-
стики Tn (см. (12))

Sn (t) = tTn − 1
2
Ia,bt

2 .

Тогда

–n (t) ≡ Sn (t)− ˜n (t) = at
2 − 1
2
Ia,bt

2 −

− 2b
n∑

i=1

(
Xi −

t√
n

)
1[0,t/

√
n] (Xi) . (14)

Лемма 3.1. В случае распределения (1) справедливы

следующие соотношения:

L
(
4
√
n–n (t) |H0

)
→ N

(
0,
2

3
b (Ia,b − 2a) t3

)
;

L
((

4
√
n–n (t) ,˜n (t)

)
|H0
)
→

→ N2
(
0,
2

3
b (Ia,b − 2a) t3, 0, −

1

2
Ia,bt

2, Ia,bt
2

)
,

где N2 — двумерный нормальный закон с соответ-

ствующими параметрами.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Докажем первое соотноше-
ние методом характеристических функций. С этой
целью найдем характеристическую функцию слу-
чайной величины

(X1 − θ)1[0, θ] (X1) , θ > 0 .

Имеем

gθ (s) ≡ E0eis(X1−θ)1[0, θ](X1) = P0 (X1 < 0) +

+ C (a, b) e−isθ

θ∫

0

e−ax2+(is−b)x dx+
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+ P0 (X1 > θ) =

=
1

2
+ C (a, b) e−isθ

θ∫

0

e−ax2+(is−b)x dx+

+ C (a, b)

∞∫

θ

e−ax2−bx dx .

Используя соотношения (8) с δ = is, (9) с σ = 0
и (10), получим, что если θ = θn → 0, то при каж-
дом фиксированном s справедливо представление

gθn (s) = 1− is
C (a, b)

2
θ2n +

+ is (is+ b)
C (a, b)

6
θ3n + o

(
θ3n
)
, (15)

поэтому с учетом (3) имеем

En,0e
is 4

√
n–n(t) = eis 4

√
nt2(a−Ia,b/2)gn

t/
√

n

(
−2b 4√ns

)
=

= exp

[
−is 4√nt2bC(a, b) + n log

(
1 + is

bC (a, b) t2

n3/4
+

+
b2
(
−4√ns2 − 2 4√nis

)
C (a, b) t3

6n3/2
+ o

(
1

n

))]
=

= exp

(
−2b

2C (a, b) t3s2

3
+ o

(
1
4
√
n

))
→

→ e−2b
2C(a,b)t3s2/3 . (16)

Отсюда следует первое утверждение леммы.
Докажем второе утверждение леммы также ме-

тодом характеристических функций, хотя его мож-
но доказать и с помощью двумерной центральной
предельной теоремы для схемы серий (см., напри-
мер, [8], теорема 8.7.11). С этой целью найдем
двумерную характеристическую функцию случай-
ных величин (см. (13), (14))

(
(X1 − θ) 1[0, θ] (X1) , Z1 (θ)

)
, θ > 0 ;

gθ (u, v) ≡
≡ E0 exp

(
iu (X1 − θ) 1[0,θ] (X1) + ivZ1 (θ)

)
=

= C (a, b) e−ivθ(aθ+b)

0∫

−∞

e−ax2+(2ivaθ+b)x dx+

+ C (a, b) e−iuθ−ivθ(aθ+b) ×

×
θ∫

0

e−ax2+(iu+2iv(aθ+b)−b)x dx+

+ C (a, b) e−ivθ(aθ−b)

∞∫

θ

e−ax2+(2ivaθ−b)x dx .

Используя опять формулы (7)–(9) с соответству-
ющими значениями параметров, а также соот-
ношение (10), получим, что при θ = θn → 0
и фиксированных u и v имеем асимптотическое
представление:

gθn (u, v) = 1 +

(
aiv (iv − 1) +

+
C (a, b) (−iu+ 2biv (iv − 1))

2

)
θ2n +

+
C (a, b)

(
ibu− u2 + 3b2v (i+ v)

)

6
θ3n + o

(
θ3n
)
=

= 1 + iv (iv − 1)
(
bC (a, b) + a

)
θ2n −

− iuC (a, b)

2
θ2n +

ibuC (a, b)

6
θ3n − u2C (a, b)

6
θ3n −

− iv (iv − 1) b2C (a, b)
2

θ3n + o
(
θ3n
)
=

= 1 + iv (iv − 1) Ia,b

2
θ2n − iuC (a, b)

2
θ2n +

+
ibuC (a, b)

6
θ3n − u2C (a, b)

6
θ3n −

− iv (iv − 1) b2C (a, b)
2

θ3n + o
(
θ3n
)
.

Теперь (см. (13), (14))

En,0 exp
(
iu 4
√
n–n (t) + iv˜n (t)

)
=

= eiu 4
√

nt2(a−Ia,b/2)gn
t/

√
n

(
−2b 4√nu, v

)
=

= exp

(
Ia,bt

2

2

(
−iv − v2

)
− 2b

2C (a, b) t3u2

3
+

+ o

(
1
4
√
n

))
→ exp

(
−iv Ia,bt

2

2
− v2

Ia,bt
2

2
−

− u2
2b2C (a, b) t3

3

)
.

Теперь из (3) и многомерной теоремы непрерыв-
ности (см. [8], теорема 7.6.2А) следует утверждение
леммы. 2

Из этой леммы следует, что случайные величи-
ны 4

√
n–n(t) и˜n(t) асимптотически независимы, и

поэтому формула для r(t) приобретает вид (см. (11)
и работы [6, 9, 7]):

r(t) ≡ lim
n→∞

√
n (β∗

n(t)− βn(t)) =

=
1

2t
√
Ia,b

ϕ
(
t
√
Ia,b − uα

)
D(–(t)|˜(t) = ct) =

=
1

2t
√
Ia,b

ϕ
(
t
√
Ia,b − uα

)
D–(t) =

=
(Ia,b − 2a)bt2
3
√
Ia,b

ϕ
(
t
√
Ia,b − uα

)
, (17)
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где ˜(t), –(t) — независимые нормальные слу-
чайные величины, распределенные соответственно
с параметрами (−(1/2)Ia,bt

2, Ia,bt
2), (0, (2/3)(Ia,b−

− 2a)bt3) и ct = t
√
Ia,buα − (1/2)t2Ia,b.

Формула (17) была получена с помощью общей
теоремы 3.2.1 из работы [6] (см. также [7], введение).
Формальное доказательство полученной формулы,
состоящее в проверке условий этой теоремы, не
является целью этой статьи и будет приведено в
другой статье. В этой работе будет доказано бо-
лее слабое утверждение, составляющее содержание
следующей леммы.

Лемма 3.2. В случае распределения (1) для любого

0 6 δ < 1/2 справедливо соотношение

nδ (β∗
n(t)− βn(t))→ 0 , n→ ∞ , 0 < t 6 C ,C > 0 .

Д о к а з а т е л ь с т в о . Для доказательства приме-
ним общую теорему из работы [10]. Условия этой
теоремы в нашем случае сводятся к проверке сле-
дующих соотношений:

существует константа A > 0 такая, что для лю-
бого x0 ∈ R1, любого γ > 0 и любого t ∈ (0, C],
C > 0 справедливы равенства

sup
x6x0

Pn,0

(
x− n−δ/2

6 ˜n(t) 6 x
)
= O(n−δ/2) ;

En,0|–n(t)|1(γn−δ/2,A)(|–n(t)|) = o(n−δ) ; (18)

Pn,0 (–n(t) > A) = o(n−δ) ; (19)

Pn,tn−1/2 (–n(t) 6 −A) = o(n−δ) . (20)

Найдем сначала выражения для En,0–n(t)
и En,0–

2
n(t). Из соотношения (14) непосредственно

получаем

En,0–n(t) = −bC(a, b)t2 −
− 2bnE0

(
X1 − tn−1/2

)
1[0,tn−1/2](X1) ; (21)

En,0–
2
n(t) = Dn,0–n(t) + (En,0–n(t))

2 =

= 4b2nD0(X1 − tn−1/2)1[0,tn−1/2](X1) +

+ (En,0–n(t))
2 . (22)

Найдем теперь математическое ожидание и дис-
персию случайной величины (X1 − θ)1[0,θ](X1).
Используя выражение для характеристической
функции (см. (21)) gθ(s) и ее разложение при
θ = θn → 0 (см. (15)), после дифференцирования
функции gθn(s) по s получим

E0(X1 − θn)1[0,θn](X1) =
g
(1)
θn
(0)

i
=

= −C(a, b)
2

θ2n +
bC(a, b)

6
θ3n +O(θ

4
n) ; (23)

E0(X1 − θn)
21[0, θn](X1) = −g(2)θn

(0) =

=
C(a, b)

3
θ3n +O(θ

4
n) . (24)

Полагая в выражениях (23) и (24) θn = tn−1/2,
из (21) и (22), получаем

En,0–n(t) = −C(a, b)b
2t3

3
√
n

+O(n−1) ; (25)

En,0–
2
n(t) =

4C(a, b)b2t3

3
√
n

+O(n−1) . (26)

Теперь соотношение (19) следует из неравенства
Чебышева, поскольку при 0 6 δ < 1/2 из (26) полу-
чаем, что

Pn,0 (–n(t) > A) 6
En,0–

2
n(t)

A2
=

= O(n−1/2) = o(n−δ) .

Доказательство соотношения (20) аналогично:

Pn,tn−1/2 (–n(t) 6 −A) 6 Pn,tn−1/2(|–n(t)| > A) 6

6
En,tn−1/2–2n(t)

A2
= O(n−1/2) = o(n−δ) .

Докажем теперь соотношение (18). Нам понадо-
бится вспомогательная лемма.

Лемма 3.3. Для любого x > 0 существует константа

C > 0, не зависящая от x и такая, что справедливо

следующее неравенство

Pn,0

(
4
√
n|–n(t)| > x

)
6 Ce−x , C > 0 .

Д о к а з а т е л ь с т в о . Учитывая неравенство Чебы-
шева, рассматриваемую вероятность можно пред-
ставить в виде

Pn,0

(
4
√
n|–n(t)| > x

)
= Pn,0

(
4
√
n–n(t) > x

)
+

+ Pn,0

(
− 4
√
n–n(t) > x

)
=

= Pn,0

(
exp{ 4

√
n–n(t)} > exp{x}

)
+

+ Pn,0

(
exp{− 4

√
n–n(t)} > exp{x}

)
6

6 e−x
(
En,0 exp{ 4

√
n–n(t)}+

+ En,0 exp{− 4
√
n–n(t)}

)
.

Теперь, полагая в формуле (16) s = ±i, получим

En,0 exp{± 4
√
n–n(t)} = exp

{
2b2C(a, b)t3

3
+ o(1)

}
.

Отсюда следует утверждение леммы. 2
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Проверим теперь условие (18) леммы 3.2. Имеем

En,0|–n(t)|1(γn−δ/2, A) (|–n(t)|) 6

6 AEn,01(γn−δ/2,A) (|–n(t)|) 6

6 APn,0

(
|–n(t)| > γn−δ/2

)
=

= APn,0

(
4
√
n|–n(t)| > γn1/4−δ/2

)
.

Для оценки этой вероятности применим лемму 3.3,
из которой следует, что она не превосходит вели-
чины

C exp{−γn1/4−δ/2} = o(n−δ) , C > 0 , 0 6 δ <
1

2
.

Осталось доказать соотношение (19). Для его дока-
зательства применим неравенство Берри–Эссеена
(см. [8, приложение 5, с. 449]. Из соотношений (13),
(23) и (24) получаем

µn ≡ En,0˜n(t) = −at2 + 2bnE0
(
X1 −

− t√
n

)
1[0, t/

√
n](X1) = −1

2
Ia,bt

2 +O(n−1/2) ; (27)

σ2n ≡ Dn,0˜n(t) =nD0

[
t√
n
(2aX1 + b sign (X1)) +

+ 2b
(
X1 − t/

√
n
)
1[0,tn−1/2](X1)

]
=

= Ia,bt
2 +O(n−1/2) . (28)

Теперь в силу неравенства Бэрри–Эссеена и (27),
(28) имеем

Pn,0

(
x− n−δ/2

6 ˜n(t) 6 x
)

6

6

∣∣∣∣Pn,0 (˜n(t) 6 x)− �
(
x− µn

σn

)∣∣∣∣+

+
∣∣∣Pn,0

(
˜n(t) < x−n−δ/2

)
−�

(x− n−δ/2 − µn

σn

)∣∣∣+

+
∣∣∣�
(x− µn

σn

)
− �

(x− n−δ/2 − µn

σn

)∣∣∣ 6

6
C√
nσ3n
E0
∣∣∣t
(
2aX1 + b sign (X1)

)
+

+ 2b
√
n
(
X1 −

t√
n

)
1[0,t/

√
n](X1) + bC(a, b)

t2√
n

∣∣∣
3

+

+
1√

2πσnn
δ/2
= O

(
n−1/2

)
+

+O
(
n−δ/2

)
= O

(
n−δ/2

)
, C > 0 . (29)

Лемма доказана. 2

Из леммы 3.3 непосредственно получаем следу-
ющее

Следствие 3.1. Для любого m > 0 справедливо соот-

ношение

En,0|–n(t)|m = O(n−m/4) .

Д о к а з а т е л ь с т в о . Учитывая формулу интегри-
рования по частям, (см., например, [11, лемма 5.6.1,
с. 178], имеем

En,0| 4
√
n–n(t)|m =

∞∫

0

Pn,0

(
| 4√n–n(t)| > x1/m

)
dx .

Теперь согласно лемме 3.3 последний интеграл не
превосходит выражения

C

∞∫

0

exp
{
−x1/m

}
dx 6 C1 <∞ , C > 0 , C1 > 0 .

Отсюда следует утверждение следствия. 2
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A B S T R A C T S

MULTICHANNEL QUEUEING SYSTEM WITH REFUSALS OF SERVERS GROUPS

A. Pechinkin1, I. Sokolov2, and V. Chaplygin3

1IPI RAN, apechinkin@ipiran.ru
2IPI RAN, isokolov@ipiran.ru
3IPI RAN, VasilyChaplygin@mail.ru

The multichannel queueing system SM/PH/n/r (r ≤ ∞) with unreliable servers and their group refusals is under
consideration. The refusals and the restorations of servers groups occur with a constant intensity, the number of
servers refusing simultaneously is a stochastic value, and customers with the interrupted servicing begin its servicing
anew after server restoration. The methods are offered to calculate the stationary distribution of the number of the
customers in the system under different variants of the functioning of the system.

Keywords: multichannel queueing systems; unreliable servers; refusals and restorations of servers groups

ON THE LIMITING CHARACTERISTICS FOR M(t)/M(t)/S QUEUE WITH CATASTROPHES

A. I. Zeifman1, Ya. A. Satin2, A. V. Korotysheva3, and N. A. Tereshina4

1Vologda State Pedagogical University, a zeifman@mail.ru
2Vologda State Pedagogical University, yacovi@mail.ru
3Vologda State Pedagogical University, a korotysheva@mail.ru
4Vologda State Pedagogical University, nataliya tereshi@mail.ru

An M(t)/M(t)/S queue with catastrophes is considered and it is supposed that the catastrophes rates depend on
the length of the queue. Sufficient conditions for weak ergodicity of the respective queue-length process and the
respective bounds are obtained. Some examples are also considered.

Keywords: nonstationary Markovian queueing system; birth and death process with catastrophes; weak ergodicity;
bounds; limiting characteristics; approximation

LARGE DEVIATION ASYMPTOTICS OF STATIONARY QUEUES

E. V. Morozov

Institute of Applied Mathematical Research, Karelian Research Center of the Russian Academy of Sciences,
emorozov@krc.karelia.ru

The paper is a survey of main asymptotic results playing an important role in the quality of service estimation (QoS)
of stationary systems. The asymptotics of the probability that the workload/queue-size process with heavy tail
exceeds an increasing level is considered. Similar results for the systems with Levy input process and light-tailed
service time are given. The proofs are based on the methods of large deviations theory and illustrated in detail by
the M/M/1 system. The asymptotics of the overflow probability within regeneration cycle is considered, including
the multiserver systems. An asymptotic analysis of system with the long-range dependent input is discussed, with
focus on fractional Brownian process. The ties between the long-range dependence of a queue-size process and the
moment properties of the embedded process of the regenerations are discussed.

Keywords: stationary queue; large deviation probabilities; asymptotic analysis; light-tailed distributions; fractional
Brownian process; long-range dependent process; regeneration
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TRAFFIC-LEVEL PROBABILITY MODEL FOR THE NETWORK CENTRIC SYSTEM

V. Y. Borodakiy

National Research Nuclear University “MEPHI,” vladbor@inbox.ru

A network centric system model with datacenters serving subscribers’ requests for a data transfer is considered.
Data flows, so called elastic traffic, are characterized by a class independent bandwidth requirement and have
exponentially distributed size. Flow request arriving is modeled by a Poisson process and data flows are served in
accordance with the processor sharing discipline. A single link probability model analysis is presented and the exact
expression of the flow blocking probability is derived.

Keywords: network centric system; elastic traffic; blocking probability; single link

AN APPROACH TO ACTUARIAL MODELING WITH QUASI-MONTE CARLO:
SIMULATION OF RANDOM SUMS DEPENDING ON STOCHASTIC FACTORS

G. Temnov1 and S. Kucherenko2

1Edgeworth Centre for Financial Mathematics, University College Cork, Ireland, g.temnov@ucc.ie
2CPSE, Imperial College, London, UK, s.kucherenko@ic.ac.uk

The problem of estimating the characteristics of a random sum, when the number of summands is also random, is
addressed. The considered case includes an additional stochastic factor: although the summed random variables
come from a distribution of a known form, the parameters of this distribution are stochastic and can themselves
be viewed as random variables (with known distributions). The Quasi-Monte-Carlo techniques are used to handle
this problem and to analyze its efficiency relative to the regular Monte-Carlo simulation methods. The typical
area of the application of the investigations is actuarial practice which often deals with random sums of financial
losses. Besides actuarial applications, the proposed method may be useful in application to certain problems in
informatics, related to the aggregation of heavy-tailed data.

Keywords: actuarial modeling; quasi-Monte-Carlo simulation; random sums

ON STABILITY OF IMAGE RECONSTRUCTION IN THE PROBLEMS OF EMISSION TOMOGRAPHY

O. V. Shestakov

Department of Mathematical Statistics, Faculty of Computational Mathematics and Cybernetics,
M. V. Lomonosov Moscow State University, oshestakov@cs.msu.su

This paper deals with the problem of reconstructing images from projections in emission tomography settings.
Within the frames of given mathematical model, the closeness estimates are derived for reconstructed images when
using finite number of projections.

Keywords: emission tomography; Radon transform; projections; closeness estimates

ON PROBABILISTIC ASPECTS OF ERROR CORRECTION CODES WHEN THE NUMBER OF ERRORS
IS A RANDOM SET

A. N. Chuprunov1 and B. I. Khamdeyev2

1Research Institute of Mathematics and Mechanics, Kazan State University, achuprunov@mail.ru
2Research Institute of Mathematics and Mechanics, Kazan State University, Khamdeyevbi@mail.ru

In the paper, n messages each containing N blocks are considered. Each block is encoded with some antinoise
coding method, which can correct not more than q mistakes. Here, it is assumed that the number of mistakes lies
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in some random subset Ni(ω1), ω1 ∈ Ÿ1 of integer numbers. The probability P(A) of the event A is studied which
means that all the mistakes would be corrected. ProbabilityP(A) is formulated in terms of conditional probabilities.
It is shown that as n,N → ∞ so that α = n/N → α0 < ∞, at q = 1, probabilities P(A) converge at almost all
ω1 ∈ Ÿ1. The limit is obtained.

Keywords: generalized allocation scheme; convergence almost sure; Hamming code

ON THE DISTRIBUTION OF PARTICLE SIZE UNDER FRACTURING

V. Y. Korolev

Department of Mathematical Statistics, Faculty of Computational Mathematics and Cybernetics,
M. V. Lomonosov Moscow State University; Institute of Informatics Problems, Russian Academy of Sciences

A new model for the distribution of particle size under fracturing with the account of nonconstant or random
character of the intensity of the flow of impacts. Within the framework of this model, a criterion of the log-normality
of the distribution under consideration is formulated and the class of possible distributions of particle size under
fracturing is described. Along with many known models, this class contains scale mixtures of log-normal laws.

Keywords: log-normal distribution; mixtures of normal distributions; compound Cox process

SOME ESTIMATES FOR CHARACTERISTIC FUNCTIONS WITH AN APPLICATION
TO SHARPENING THE MISES INEQUALITY

I. G. Shevtsova

Faculty of Computational Mathematics and Cybernetics, M. V. Lomonosov Moscow State University,
ishevtsova@cs.msu.su

New estimates are constructed for characteristic functions of distributions with finite absolute moments of order
2 + δ, 0 6 δ ≤ 1. The Mises moment inequality for lattice distributions is also improved.

Keywords: Fourier transform; characteristic function; symmetrization; convolution; lattice distribution; arithmetic
distribution; span

ON THE POWER OF THE TESTS IN THE CASE OF GENERALIZED LAPLACE DISTRIBUTION

V. E. Bening1 and O. O. Lyamin2

1Faculty of Computational Mathematics and Cybernetics, M. V. Lomonosov Moscow State University,
bening@yandex.ru
2Faculty of Computational Mathematics and Cybernetics, M. V. Lomonosov Moscow State University

In the paper, the formula for the normalized limit difference between the power of asymptotically most powerful
test and that of a locally most powerful test in the case of the generalized Laplace distribution is obtained.

Keywords: generalized Laplace or generalized double exponential distribution; power function; deficiency;
asymptotic expansion
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