Основной задачей компьютерной графики (КГ) является синтез изображений (трехмерных, в общем случае) на некотором  двумерном экране отображения, например, на экране монитора или бумаге в принтере. Под синтезированным изображением  понимается любое визуальное представление информации, получаемое в результате вычислений в некоторой вычислительной системе (компьютере), выполняющей  некоторые директивы пользователя (получателя изображения), вне всякой физической связи с реальным изображением. Последнее замечание исключает из предмета КГ такие  задачи, как обработка изображений, получаемых в фотографии и  теле-киносъемке в реальном времени, поскольку в данном случае имеют дело с физическими объектами, а не с построением образов графических объектов по тем или иным их описаниям. Например, описанием окружности, изображение которой надо получить на экране монитора, может служить ее уравнение, или координаты центра и радиус, или двоичное представление ее контура (в формате, поддерживаемом данной операционной системой), но не окружность, нарисованная циркулем на ватмане. Этот рисунок может стать “нашим” объектом только после его сканирования в память, или одной из указанных формализаций.  

Множество видимых на экране элементов, упорядоченных согласно определенным пространственным отношениям (в качестве таких отношений можно, например, назвать отношения “дальше-ближе”, ”левее-правее” и т.д.), с заданными атрибутами окружения (например, уровень освещенности, признак наличия дымки и её плотности), с атрибутами поверхностей элементов(цвет, текстура, оптические свойства материалов моделируемых объектов) образуют сцену. Видимые глазом графические объекты, из которых состоит сцена, будем называть элементами сцены. При этом предполагается, что построение сцены выполняется с учетом свойств механизмов зрительного восприятия человека, например, разрешающей способности зрения (в норме), “логарифмировании” интенсивности света глазом (закон  Вебера-Фехнера о логарифмической зависимости силы ощущения (Е) от физической интенсивности раздражителя (Р)). Обычно укрупненная схема построения сцены, от ее начальной спецификации до ее получения на экране,  имеет  следующей  вид [1]:

{Замысел сцены} ( {Описание сцены}( {Алгоритмы синтеза и внутреннее представление}({Синтезированное изображение}(  {Визуалиация}( {Воспринимаемая сцена}.

Совокупность прикладных программных и аппаратных средств (графические адаптеры, платы (акселераторы), и т.д.), предназначенных для построения сцены, будем называть графической системой.  

Описание сцены должно отражать всю визуальную информацию, которая определяет вид желаемой сцены. Термины, в которых дается описание сцены, зависят от выбранной концептуальной модели изображения сцены,  а именно от того, что разработчик программного обеспечения  синтеза сцены и/или пользователь этих программ понимает под изображением в своих задачах.  Например, изображение можно рассматривать как массив точек с определенной яркостью, считая, что мы каким-то образом можем задать яркость любой точки синтезируемой трехмерной  сцены с данными координатами.  В качестве другой очевидной концептуальной модели изображений  можно указать перечисление предметов, из которых должна состоять сцена, и их взаиморасположение (“стол у стены справа“,“телефон на столе“  и т.д.).  

В любом случае,  для  полного представления сцены  нужна  (как минимум) следующая информация:

·   морфологическая информация  - сведения о   форме каждого элемента,  независимо от его расположения, размеров, или положения наблюдателя,

·    геометрическая информация, включающая характеристики размеров элементов сцены, параметры  взаиморасположения элементов (расстояния между ними, углы взаимного расположения линий и т.д.), расположения  элементов относительно наблюдателя, геометрические свойства графических объектов, используемых как  элементы сцены и т.д. Использование и обработка этой информации имеет характер решения задач геометрических преобразований, которые студенты изучали в курсах аналитической геометрии и  линейной алгебры,     
·  информация о внешних источниках света и их влияния на восприятие, с учетом  свойств материала объектов,  расположения источников света, среды (туман, дымка).

Говоря о концептуальной модели, часто также говорят об уровнях представления сцены, т.е. выделяют иерархию описаний (и понимания) сцены. Чем больше отличие используемых графических элементов от принятых способов “узнавания” сцен  человеком (например, в терминах известных геометрических фигур или бытовых предметов, участков определенного цвета и т.д.), тем более низким является уровень описания. Например, на верхнем уровне мы можем описывать сцену в терминах трехмерных  и двумерных фигур (это может быть уровнем пользователя некоторого графического пакета, например, Corel Draw), а сами примитивы описывать в терминах массива точек в том или ином формате (уровень программиста-разработчика графического пакета;  пользователь, разумеется, лишь в очень редких случаях   будет рассматривать сцену как массив пикселей).       

Говоря об алгоритмах синтеза и внутренних представлениях, мы имеем ввиду этапы синтеза, на которых реализуются алгоритмы построения  изображения сцены  и представления их результатов в  некотором внутреннем формате данных, например, bitmap, основываясь на некотором исходном описании (спецификации) целевой сцены, в терминах принятой концептуальной модели. Для каждого из перечисленных типов визуальной информации, представленной в сцене, используется, разумеется, свой класс алгоритмов ее обработки. Говорят о задачах построения графических объектов, соответствующих элементам сцен (согласно морфологической информации в спецификации), задачах геометрического преобразования сцен и их элементов, закраски, наложении текстуры и т.д.  

На этапе визуализации сцены (часто рассматриваемым вместе с “рендерингом”- от английского rendering-передача, изображение чего-то ) получают  изображение сцены  на экране с учетом всех ее физических свойств (освещенности, текстуры и т.д).

В данном материале будет рассмотрена только одна из перечисленных задач, а именно задача геометрических преобразований. Разумеется, она тесно связана с задачей  описания графических объектов, в терминах которых представляется та или иная сцена (“морфологической информации”), поскольку относительно этих  объектов и задается “геометрия” сцены. Иными словами, прежде чем говорить о решении задач геометрического преобразования, следует явно сопоставить концептуальным моделям объектов их математические модели, позволяющие однозначно выполнять все необходимые вычисления, связанные с геометрическими преобразованиями. Эти модели изучаются в разделе “Модели объектов пространственных сцен”.

Общие вопросы задания координатных систем для решения задач КГ излагаются в разделе “Преобразование  координат ”.   

При этом конкретные математические алгоритмы геометрических преобразований  рассматриваются  в разделах “Геометрические преобразования на плоскости” и ”Геометрические преобразования в пространстве” соответственно.

В разделе “Проективные преобразования” излагаются  алгоритмы проектирования трехмерных сцен на двумерном экране с сохранением реалистичности визуального восприятия трехмерной сцены.   

1.  Модели объектов  пространственных сцен

Будем рассматривать каждый элемент 3D сцены как  геометрический объект, т.е. как имеющий определенные размеры и характеризуемый положением относительно других элементов. Иными словами, в этой части курса мы рассматриваем сцену как множество геометрических объектов и пространственных отношений между ними, без специального рассмотрения освещенности и текстуры.

По способу представления геометрических объектов сцен можно выделить следующие две основные, наиболее часто используемые модели элементов  концептуальных моделей графических сцен:

-графический примитив,

- пространственные элементы, представленные мате- 

  матическими  моделями линий и/или поверхностей их    

  границ.
1.1  Представление сцены с помощью графических

примитивов

В первой модели считается, что сцена формируется из известных геометрических фигур, как двумерных (линии, многоугольники), так и трехмерных (кубы, пирамиды, цилиндры, шары, торы, и любые другие тела, рассматриваемые как примитивы), т.е. “простейшие” неделимые элементы изображения, причем выполнение определенного набора операции над ними приводит к построению сцены. Например, используя библиотеку glu32.lib,  при работе с хорошо известной графической библиотекой 0penGL, в качестве элементарных объектов (примитивов) можно рассматривать цилиндр (gluCylinder), сферу (gluSphere), диск (gluDisk), для построения которых следует просто задать их параметры (радиус, высоту и т.д.). Эти фигуры могут быть непосредственно использованы в качестве  элементов сцен. Для этого  вызываются соответствующие функции, например [2]:

void CALLBACK display(void)

{

 GLUquadricObj *quadObj; 

 quadObj = gluNewQuadric(); // новый объект для создания фигур 

                // с квадратичными поверхностями (сфер, цилиндров)

 glClear( GL_COLOR_BUFFER_BIT | GL_DEPTH_BUFFER_BIT );                   

glPushMatrix(); 

 glColor3d(1,0,0);

  gluQuadricDrawStyle(quadObj, GLU_FILL); //установка                          // стиля  (сплошной)

 gluSphere(quadObj, 0.5, 10, 10); // рисование сферы

                                  // радиусом 0.5

 glTranslated(-2,0,0); // сдвиг  влево
 glRotated(45, 1,0,0); // поворот
 glColor3d(0,1,0);

 glPopMatrix();

gluDeleteQuadric(quadObj);

auxSwapBuffers();

} 

(В данном пособии мы не рассматриваем практику работы с OpenGL. Из  хороших руководств по OpenGL можно предложить [2]. Данная книга  полностью ( со всеми исходными и исполнимыми файлами) находится на http://www.opengl.org.ru/books). 

Как нетрудно видеть, программная реализация построения сцены состоит в подключении к сцене соответствующих фигур (как правило, вызов их из библиотеки примитивов), и в обеспечении требуемых пространственных соотношений между ними (напомним, что вопросы представления  цвета и освещенности мы в данном пособии не  рассматриваем). Примитивы могут быть либо сплошными (т.н. solid model), либо “каркасными” (“проволочными” (wire)) (рис.1)), в которых  объект представляется  соединениями  соответствующих линий, например, используя стиль GLU_LINE (Как видно из рисунка, в шаре каркас может располагаться по линиям меридианов и параллелей.). При  использовании интерфейса OpenGL с  утилитами из Glu32.lib изображения сплошных тел  могут быть получены  выбором стиля рисования GLU_FILL. Аналогично могут быть представлены и более сложные объекты. 
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                      Рис 1  Пример каркасной модели

В рамках модели сцены, основанной на геометрических примитивах, чтобы построить произвольный элемент сцены (отсутствующий в библиотеке примитивов), надо сконструировать его из имеющихся компонентов, используя различные операции композиции элементов. Как правило, это хорошо известные теоретико-множественные операции, применяемые к сплошным телам (геометрическим местам точек в трехмерном (3D) пространстве):

- объединение (сумма) примитивов Pr1(Pr2- графический объект, каждая точка которого принадлежит хотя бы одному из примитивов (Pr1, Pr2 – соответствующие множества точек в 3D ),

- пересечение (общая часть, произведение) примитивов Pr1(Pr2 -тело, каждая точка которого одновременно принадлежит обоим примитивам,

  -  разность двух примитивов - тело Pr2( Pr2, состоящее из точек примитива Pr1, не принадлежащих Pr2. Например, тело, изображенное на рис.2 представлет собой разность куба и шара.

Чтобы выполнить данные операции можно просто следовать их определениям. Например, вычисление разности фигур для построения фигуры рис.2 состоит в заполнении области куба 

                                                [image: image2.png]


                    

            Рис.2   Тело, полученное как разность куба и шара

точками с (условно)-единичной яркостью, а области, оставшейся после вырезания сферы –точками  нулевой яркости. (Эта техника широко применяется при работе с библиотекой OpenGL [2 ] ).  

Однако если вы посмотрите на описание  функций геометрических примитивов, например, в MSDN Library (справочной системы среды программирования MS Visual C++), то обнаружите наличие у всех этих функций общего параметра - числа разбиений вокруг оси Z, и число разбиений вдоль оси Z (например, последние два параметра функций gluSphere(), gluCylinder()). Эти разбиения соответствуют представлению графических объектов, как приближение ограничивающих их поверхностей с помощью линий и многоугольников, т.е. как двумерных геометрических объектов. Число разбиений  указывает число плоских фигур, необходимое для хорошего приближения. Например, на рис.3 представлено изображение конуса посредством приближения его поверхности треугольниками:  
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                    Рис. 3  “Треугольное” приближение конуса

Вспоминая сказанное во Введении о различных уровнях описания сцен, мы можем констатировать, что при использовании библиотеки OpenGL мы имеем дело (как минимум) с  двумя уровнями:  уровнем трехмерных примитивов для описания сцены, и уровнем двумерных примитивов для описания  трехмерных графических элементов сцены.        

 Очевидно, что применительно к использованию OpenGL, первый из указанных уровней иерархии соответствует работе прикладного программиста, строящего сцены с использованием указанных примитивов, а со вторым имеет дело программист, занятый разработкой самой библиотеки или ее развитием.        

 Ввиду того, что построение произвольного графического объекта с помощью ограниченного набора примитивов и рассмотренного набора теоретико-множественных операций довольно трудоемкий процесс (причем требующий известной изобретательности), на практике, за исключением тех случаев, когда для построения сцены достаточно использовать только отдельные примитивы и их простые комбинации, рассмотренная модель сцены самостоятельно  используется довольно редко.

1.2 Использование математических описаний  поверхностей

для моделирования сцен

Второй тип геометрической модели рассматривает геометрические элементы сцены как функциональные зависимости яркости точек сцены B(x,y,z) от координат этих точек. Это можно сделать, например, с помощью тех или иных уравнений, описывающих ограничивающие их линии и  поверхности. При этом элементами концептуальной модели сцены могут являться как описания соответствующих функций, так и значения этих функций в различных точках сцены. Очевидно, что моделируемые геометрические  3D объекты  (как и  “положено“ модели!) представляют сoбой лишь некоторое приближение к реальным элементам сцены. По характеру этого приближения различают “пирамидальные“ модели, когда  линии и поверхности приближаются ломанными линиями (например, как на рис.3), и “гладкие“, являющиеся “точными“ в том смысле, что предполагается вывод на экран изображения  желаемого геометрического объекта (с точностью до пикселя растра), представленного соответствующей аналитической моделью, а не его геометрическое (например, пирамидальное) приближение. “Пирамидальные“ модели являются пространственным аналогом кусочно-линейного представления кривых, и поверхности аппроксимируются наборами полигонов, соответствующих граням пирамиды.  При этом пирамида может задаваться массивом координат точек ее вершин, что, как известно из курса аналитической геометрии, позволяет определить уравнение плоскостей каждой из граней пирамиды. Действительно, знание координат любых трех точек (в нашем случае - вершин, примыкающих к соответствующей грани) позволяет определить уравнение проходящей через них плоскости, например, как уравнение D=0, записанное относительно определителя D  следующей матрицы координат:

                                                                                 

                                                                                                            (1) 

В ряде случаев разработчик (или пользователь) компьютерной модели сцены может не использовать каких-либо аналитических описаний поверхностей, а рассматривать сцены, как множества трехмерных точек (или векторов), заданных в некоторой системе координат. Иными словами, математические модели геометрических объектов, образующих сцену могут представлять  массивы координат соответствующих точек, принадлежащих поверхности. Обычно это имеет место в тех случаях, когда моделируемая поверхность представляет собой результаты некоторых измерений, которые требуется визуализировать на экране монитора, и форма поверхности столь сложна, что  невозможно построить хорошее аналитические представление. 

Гладкие аналитические модели геометрических объектов применяют в случаях, когда у программиста (или “конструктора сцены”- пользователя некоторого графического интерфейса) есть основания полагать, что элементы сцены представляют собой геометрические фигуры, хорошо описываемые известными уравнениями. Это может быть:

· уравнение в неявной форме F(x,y,z,)=0,  где x,y,z- координаты точек в некоторой (прямоугольной, сферической) системе координат, 

·  уравнение в явной форме  относительно какой-либо из координат, например z=f(x,y). 

На рис.4  изображена поверхность, заданная  уравнением: y=(1/5)*sinxcosz-(3/2)*cos(7a/4)*  exp(-a), a=(x-()2-(z-()2
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         Рис. 4 Поверхность, описываемая  явно заданной функцией 

В общем случае геометрические объекты могут представляться комбинациями разных поверхностей. При этом линии их пересечений (которые тоже могут входить в состав видимой части объекта) задаются системой соответствующих уравнений. Например, круговой цилиндр с плоскими торцами может быть представлен системой уравнений цилиндрической поверхности:

-(X-X0)2 +(Y-Y0)2 +(Z-Z0)2 - [ A(X-X0)  + B(Y-Y0)  + C(Z-Z0)]2-   

 -R2 =0,

и уравнений торцевых плоскостей   

AX   + BY  + CZ +(- AX1   - BY1 – CZ1) = 0,

-AX   - BY  - CZ +( AX2  + BY2  + CZ2)   =  0 ,

где  X1 , Y1 ,  Z1, X2, Y2 ,  Z2 -  координаты осевых точек соответствующих торцов. 

Уравнения могут быть заданы также в параметрической форме X=X(u,v), Y=Y(u,v), Z= Z(u,v), где u,v- параметры, изменяющиеся в некотором прямоугольнике действительной плоскости. 

Например,  эллипсоид вида: 

(x/a)2+(y/a)2 +(z/a)2  =1,

параметрически представляется в форме: 

               X=a(cos(u) cоs(v), y=b(cos(u)( cоs(v), Z= c(sin(v)

(с геометрической точки зрения, u соответствует долготе, а v- широте).

Зафиксировав одну из переменных в правых частях параметрических уравнений, получим параметрическое уравнение кривых в соответствующих координатных плоскостях.

Выше приведены примеры математического описания поверхностей первого (плоскости) и второго (эллипсоид, цилиндр) порядка. Это наиболее используемые в компьютерной графикe поверхности, поскольку плоскость, как отмечалось, является основой приближения поверхностей любой формы, а  квадратичные поверхности тел вращения во многих случаях  хорошо передают визуальные образы криволинейных поверхностей. Рассмотрим, поэтому, некоторые важные свойства этих поверхностей. 

Поверхности первого порядка могут быть ограничены выпуклыми многоугольниками или криволинейными линиями. Если плоскость ограничена некоторым  n- угольником, то она может быть задана матрицей его вершин:

           ((xi,yi,zi)), i=1,…n,                                 (2)                                                                                      

Поверхности второго порядка задаются уравнением[7]:

f(x,y,z)= Ax2 + By2+Cz2+2Dxy+2Eyz+2Fzx+2Gx+2Hy+2Iz+K=0  (3)

Выбирая различные знаки и соотношения коэффициентов, можно описывать поверхности сферы, эллипсоида, цилиндра, параболоида, конуса. Следует, однако, заметить, что среди всех поверхностей второго порядка только эллипсоид (сфера, как частный случай) локализован в пространстве (и, следовательно, может сам по себе выполнять роль графического примитива). Все остальные простираются в бесконечность, и поэтому требуют для своего задания, помимо уравнения (3), еще и задание ограничивающих плоскостей (как в рассмотренном выше примере цилиндра).    

Квадратичная форма может также быть представлена в матричном виде с помощью следующей матрицы коэффициентов  квадратичной формы (3):


                                           F=                                                            (4)           

     что, как будет видно из дальнейшего, очень удобно с вычислительной точки зрения. Существенно, что матрица симметрична относительно диагонали. 

Очевидно, что говоря о функциях и областях их определения в пространстве, мы неявно подразумеваем выбор некоторой системы координат, относительно которой определяются значения соответствующих переменных. При этом в  компьютерной графике, в отличие от курсов математического анализа, дифференциальной геометрии и их приложений, интерес представляет не только влияние способа задания системы координат на описание той или иной поверхности (например, какая из известных координатных систем используется - прямоугольная или сферическая система), но и расположение наблюдателя относительно представляемой (моделируемой) сцены. Таким образом, нам крайне важно научиться представлять взаиморасположение изображаемого объекта и наблюдателя, по сути дела, взаимоотношение двух различных координатных систем, не забывая, что изображение трехмерной сцены должно быть получено на двухмерном экране
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