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ЦИФРОВАЯ МОДЕЛЬ ВЕСОВОГО ПАСПОРТА ЛЕТАТЕЛЬНОГО

АППАРАТА

Л. Л. Вышинский1, М. К. Курьянский2, Ю. А. Флеров3

Аннотация: Статья посвящена вопросам создания цифровой модели весового паспорта летательных ап-
паратов (ЛА). Весовой паспорт разрабатывается на этапе проектирования нового изделия и сопровождает
его на всех этапах жизненного цикла. Наибольшее значение цифровой весовой паспорт приобретает
в процессе эксплуатации готовых изделий. Программная реализация весового паспорта служит не только
справочным эксплуатационным пособием, но и инструментом для проведения сложных весовых расче-
тов при подготовке полетных заданий, при проведении регламентных и ремонтных работ. Представлена
концепция и программная реализация цифрового весового паспорта ЛА.
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1 Понятие весового паспорта
летательного аппарата

Введение в обиход нового термина всегда свя-
зано с определенным риском появления уродли-
вого мема, допускающего многозначные интер-
претации. Термин «весовой паспорт летательного
аппарата», который ранее не употреблялся в са-
молетостроении, требует своего толкования и объ-
яснения необходимости введения такого понятия.
Согласно ГОСТ 2.601-2013 (ЕСКД) в составе экс-
плуатационной документации на любую выпус-
каемую продукцию должен быть паспорт — «до-
кумент, содержащий сведения, удостоверяющие
гарантии изготовителя, значения основных пара-
метров и характеристик (свойств) изделия, а также
сведения о сертификации и утилизации».

Цифровой весовой паспорт ЛА — это дополне-
ние к обычному техническому паспорту, которое
детализирует такие основные параметры изделия,
как вес, положение центра масс и другие массово-
инерционные характеристики ЛА. Эти параметры
напрямую влияют на эффективность и безопас-
ность эксплуатации воздушных судов. Однако ин-
формационное дополнение к существующему до-
кументу, даже если оно содержит очень важную
информацию, не может служить поводом для введе-
ния в обиход нового термина и нового типа эксплу-
атационной документации. Разумеется, это важное
дополнение к основному документу в соответствии
с современными требованиями должно быть реа-

лизовано как специальное компьютерное приложе-
ние. Но и это не ново. Отличительная особенность
вводимого в данной работе понятия состоит в ха-
рактере реализации цифрового весового паспорта.
Цифровой весовой паспорт здесь — это не просто
электронный документ, позволяющий на компью-
тере хранить и просматривать техническую инфор-
мацию. Цифровой паспорт должен: (а) содержать
весь необходимый объем весовой информации об
изделии; (б) предоставлять ее для анализа и контро-
ля; (в) обеспечивать поддержание весовой инфор-
мации об изделии в актуальном состоянии в течение
всего жизненного цикла и, главное, (г) предостав-
лять возможность проведения необходимых весо-
вых расчетов, в том числе при подготовке изделия
к полету.

Таким образом, весовой паспорт, с одной
стороны, является информационным эксплуата-
ционным документом, а с другой стороны, это
программный инструмент, который должен по-
ставляться вместе с готовым изделием. Анало-
гично можно было бы говорить не только о весо-
вых программных эксплуатационных продуктах, но
и о других программах, направленных на различные
аспекты эксплуатации ЛА или их систем. В данной
работе речь идет о весовом паспорте, поскольку ве-
совая информация охватывает очень широкий круг
вопросов, а ее накопление, хранение, использова-
ние — это сложнейший организационно-техниче-
ский и информационно-вычислительный процесс.
Полная весовая информация об изделии составля-

1Вычислительный центр им. А. А. Дородницына Федерального исследовательского центра «Информатика и управление» Рос-
сийской академии наук, wysh@ccas.ru

2Научно-технический центр «Объединенная авиастроительная корпорация», m.kuryanskiy@uacrussia.ru
3Вычислительный центр им. А. А. Дородницына Федерального исследовательского центра «Информатика и управление» Рос-

сийской академии наук, fler@ccas.ru
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ет многие мегабайты цифровых данных, которые
сложно организованы в многоуровневые иерархи-
ческие структуры, отражающие конструкции тысяч
деталей, узлов и агрегатов. Представлять мегабай-
ты и структуры для визуального контроля, как это
обычно бывает в эксплуатационных документах,
бессмысленно. Однако эта информация необхо-
дима для проведения весовых расчетов и весового
контроля в процессе эксплуатации ЛА. Замена уз-
лов и деталей, вышедших из строя (а таких деталей
бывает много), проведение разных форм ремон-
та, различные варианты размещения на борту пе-
ревозимой целевой нагрузки, процессы заправки
и выработки топлива — все эти процессы требуют
расчетов и анализа критических параметров цент-
ровки, полетных и взлетно-посадочных характе-
ристик. Существующие формы эксплуатационной
документации не могут в полном объеме обеспечить
решение всех перечисленных задач.

Современные информационные технологии
и вычислительные мощности компьютеров позво-
ляют держать в памяти всю необходимую весовую
информацию в структурированном упорядоченном
виде и управлять ею для скрупулезного весового
контроля при решении всех задач эксплуатации,
начиная с испытаний и сертификации и до утили-
зации изделия. В этом и состоит задача цифрового
весового паспорта ЛА.

Создание информационной базы для весового
паспорта и его комплектация как программного
продукта должны вестись параллельно с разработ-
кой самого изделия. Это должно быть задачей
процесса весового проектирования, одного из важ-
нейших процессов создания ЛА.

2 Весовое проектирование
летательного аппарата

На самых начальных этапах проектирования за-
кладывается весовой облик ЛА. Под весовым об-
ликом обычно понимают набор тех параметров,
которые потом указываются во всех эксплуатаци-
онных документах, справочниках и энциклопедиях:
нормальный и максимальный взлетный вес, макси-
мальный вес перевозимой нагрузки, необходимый
запас топлива, вес пустого (снаряженного) изде-
лия и некоторые другие немногочисленные вели-
чины. Разумеется, на начальной стадии существуют
лишь некоторые оценки параметров весового об-
лика. Как правило, такие оценки вычисляются на
основе анализа возможных прототипов ЛА и/или
с применением упрощенных моделей функциони-
рования. На следующем этапе, на этапе формиро-
вания облика ЛА, когда появляется компоновочная

схема и выбираются параметры основных агрегатов
(крыла, фюзеляжа, оперения, силовой установки),
весовой облик уточняется и детализируется. Одно-
временно закладываются данные для дальнейшей
проработки конструкции планера, проектирования
бортовых систем, всего комплекса бортового обору-
дования, а также размещения полезной нагрузки
и топливных емкостей.

Одна из центральных задач в детальной прора-
ботке проекта — весовые расчеты, весовой анализ
и оптимизация весовых параметров. Все эти за-
дачи принято называть весовым проектированием
ЛА. Термин «весовое проектирование» был введен
в книге В. М. Шейнина и В. И. Козловского [1].
Важность этого аспекта проектирования обуслов-
ливает наличие в авиационных конструкторских
бюро специальных весовых бригад, весовых отде-
лов. Сложность задач весового проектирования
состоит в экспоненциальном росте числа деталей
по мере углубления проекта, сетевого разрастания
связей между его отдельными компонентами, необ-
ходимости постоянного мониторинга весовых па-
раметров как отдельных агрегатов, включая узлы
и детали, так и параметров весового облика изделия
в целом. Размерность возникающих задач весового
проектирования постоянно растет. В современных
проектах число деталей, узлов и агрегатов доходит
до сотен тысяч.

Одна из главных задач процесса весового про-
ектирования — упорядочение и систематизация
всей весовой информации, т. е. построение стро-
гой, формальной, информационной весовой моде-
ли ЛА, пригодной для использования на всех этапах
жизненного цикла изделия. Весовая модель ЛА,
которая лежит в основе процессов весового проек-
тирования, достаточно подробно описана в [2]. На
базе этой модели строится структурно-параметри-
ческая информационная модель весового паспорта.
Весовую модель ЛА можно разделить на «условно
постоянную» и «переменную» части. Постоянная
часть весовой модели описывает собранную на про-
изводстве конструкцию изделия, которую в весовых
классификаторах принято называть «пустым» изде-
лием. К переменной же части относят те компо-
ненты, которые в соответствии с проектом и назна-
чением ЛА размещаются на борту непосредственно
перед полетом. Эти две части весовой модели игра-
ют разную роль в весовом паспорте.

Описание конструкции пустого изделия на эта-
пе эксплуатации важно при выполнении регла-
ментных работ, при контроле выработки ресурса
отдельных агрегатов, при ремонте и замене дета-
лей, узлов и целых агрегатов, например двигателей,
выработавших свой ресурс. Информация в весовом
паспорте о переменных компонентах ЛА исполь-
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Цифровая модель весового паспорта летательного аппарата

Рис. 1 Структура весового паспорта ЛА

зуется регулярно в процессе подготовки полетных
заданий. Исходя из этих соображений, строится
информационная структура весового паспорта.

3 Структура весового паспорта
летательного аппарата

Информационная модель, положенная в основу
весового паспорта, не во всем совпадает с весовой
моделью этапа проектирования. На первое место
в весовом паспорте выносятся эксплуатационные
параметры, которые представляют весовой облик
изделия. На рис. 1 приведена структура весового
паспорта.

На первой его экранной форме выводятся общие
виды изделия, таблица параметров весового обли-
ка и информационные панели основных структур
весовой модели изделия:

– дерево конструкции пустого изделия;
– варианты снаряжения и служебной нагрузки;
– варианты целевой загрузки;
– варианты программ заправки и выработки топ-

лива;
– весовой журнал полетных заданий и модифи-

каций весового паспорта.

В таблице «Весовой облик изделия» даны значе-
ния основных весовых параметров, в том числе тех
параметров, декларация которых необходима при

сертификации ЛА1. Как правило, параметры весо-
вого облика изделия служат ограничителями при
подготовке и выполнении полетных заданий. На-
бор параметров весового облика изделия зависит
от назначения ЛА и может варьироваться в опре-
деленных пределах. Параметры весового облика
детализируются в основных разделах паспорта.

4 Дерево конструкции пустого
изделия

В разделе «Дерево конструкции пустого изде-
лия» представлена постоянная составляющая весо-
вой модели. Конструкция пустого изделия пред-
ставляет собой иерархическую структуру, которая
включает собственно конструкцию, силовую уста-
новку, самолетные системы и специальное бортовое
оборудование. Структура дерева конструкции вы-
страивается в соответствии с принятым весовым
классификатором. Вообще, в авиационной отрасли
нет единого весового классификатора. Есть лишь
определенные практики, которые связаны с типом
и назначением ЛА, а также с традициями проектной
организации.

На рис. 2 приведен пример отображения ин-
формации в разделе «Дерево конструкции пустого
изделия». В левой части экранной формы пред-
ставлена структура конструкции, а в правой — ин-
формационная карта выбранного элемента. Надо

1В связи с необходимостью международной сертификации вместе с принятыми в российской авиационной отрасли обозначени-
ями в весовом паспорте желательно приводить принятые аббревиатуры этих параметров в англоязычном употреблении.
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Рис. 2 Дерево конструкции пустого изделия

сказать, что на разных стадиях жизненного цикла
ЛА структура конструкции может быть представле-
на по-разному, поэтому в весовом паспорте может
потребоваться реструктуризация весовой модели,
построенной на этапе проектирования. Это связа-
но с некоторыми отличиями логики использования
весовой информации при проектировании и при
эксплуатации изделий.

Идентификация и кодификация элементов кон-
струкции — важный аспект проектирования, от ко-
торого во многом зависит удобство работы со струк-
турами и параметрами изделия. В авиастроении
есть ряд отраслевых стандартов, определяющих
правила присвоения идентификаторов, чертежных
номеров разным группам элементов конструкции.
Но в целом этот аспект разработки весовых моделей
находится в компетенции проектировщиков.

Основными параметрами элементов конструк-
ции в весовом паспорте служат массово-инерцион-
ные характеристики — масса, координаты центра
тяжести, моменты инерции. Положение центра тя-
жести и моменты инерции задаются в системе ко-
ординат с началом в точке (X0, Y0, Z0) и тремя угла-
ми поворота (α, β, γ) относительно указанной по
ссылке другой системы координат. Таким образом,
в дереве конструкции может быть задано несколько
вложенных систем координат, что создает удобство
построения весовой модели. В весовом паспорте
в качестве справочного материала могут быть зада-
ны другие данные, облегчающие контроль и поиск
неисправностей, — позиционные параметры сбо-
рок, дополнительные указатели мест размещения
деталей и пр. Составы параметров разных агрега-
тов могут отличаться за счет характеристик, опре-
деляющих специфические свойства конструкции.
Полный набор параметров элемента конструкции
определяется типом элемента. Тип служит важным
параметром, позволяющим осуществлять выборки

и формировать различные сводки и реестры, кото-
рые могут быть полезны в процессе эксплуатации
изделий. Например, реестры для анализа распола-
гаемых ресурсов силовых элементов — шпангоутов,
нервюр, стрингеров, реестры агрегатов для установ-
ки перевозимых грузов, узлов крепления подвесных
топливных баков и других элементов переменной
части весовой модели.

5 Переменная часть весовой
модели летательного аппарата

К переменной части весовой модели относят
снаряжение ЛА, служебную и целевую нагрузку,
а также расходуемое топливо. В соответствующих
разделах весового паспорта даются перечни эле-
ментов нагрузки, которые могут быть размещены
на борту данного ЛА. Для разных типов ЛА ха-
рактер перевозимой нагрузки имеет принципиаль-
ные различия. Для пассажирских воздушных судов
трудно заранее точно определить состав и общую
массу пассажиров с багажом. Можно лишь при-
близительно оценить вес нагрузки в пассажирских
салонах и в багажных отсеках. Но при подготовке
конкретного рейса могут быть известны коэффици-
енты заполнения салонов и багажных отсеков, на
основании которых оценивается реальная загруз-
ка. Если же ЛА предназначен для контейнерных
перевозок и/или перевозок крупногабаритных гру-
зов, в весовой паспорт можно включить реестры
таких элементов нагрузки с указанием габаритных
размеров и массово-инерционных характеристик.
Для ЛА военного назначения целевая нагрузка раз-
мещается либо в специальных внутренних отсеках,
либо на внешних подвесках.

Список допустимых к установке на борту эле-
ментов нагрузки — важная составляющая весово-
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го паспорта. Включение какого-либо элемента
вооружения или крупногабаритного груза специ-
ального назначения в перечень допустимой на-
грузки, как правило, требует отдельных расчетов
или согласования с конструкторским бюро, несу-
щим ответственность за функционирование изде-
лия. Отдельной задачей весовых расчетов, кото-
рые должны быть реализованы в весовом паспорте,
является анализ динамики изменения центровки
ЛА в процессе перемещения на борту крупногаба-
ритных грузов или при сбросе нагрузки в полете.
В основном, это относится к транспортным само-
летам, к самолетам и вертолетам, используемым
при пожаротушении, и т. п. Весовой паспорт дол-
жен позволять провести все необходимые весовые
расчеты, связанные с проверкой весовых эксплуа-
тационных ограничений.

Для удобства работы в весовом паспорте при
подготовке полетных заданий данные о допусти-
мых элементах нагрузки должны быть система-
тизированы, классифицированы и организованы
в специальные каталоги и реестры. Схема постро-
ения каталогов элементов нагрузки такая же, как
и для дерева конструкции. Каждый элемент нагруз-
ки снабжен информационной картой с присущим
данному элементу набором параметров. Так же, как
и в дереве конструкции пустого изделия, основ-
ными параметрами служат массово-инерционные
характеристики, которые при установке на борту
пересчитываются в зависимости от места их раз-
мещения. Перечни допустимых мест размещения
конкретных элементов нагрузки являются необхо-
димыми атрибутами каталогов нагрузки.

6 Потребный запас топлива

Важнейший аспект подготовки полетных зада-
ний ЛА — вычисление необходимого запаса расхо-
дуемого топлива и анализ изменения массы и цен-
тровки ЛА в полете. Объем заправляемого топлива
отражается не только на летных характеристиках,
но и на экономической эффективности эксплуата-
ции изделия, поэтому в весовом паспорте должна
содержаться вся необходимая информация для рас-
чета потребного запаса топлива:

MÐÏÔÒ ÔÏÐÌ =

=MÒÕÌ +M×ÚÌ ÐÏÓ +MÍÁÒÛ +MËÏÍÐ +MÒÅÚ,

где MÐÏÔÒ ÔÏÐÌ — потребный запас топлива для вы-
полнения полетного задания; MÒÕÌ — количество
топлива, расходуемого двигателями на земле при
прогреве, опробовании и рулении; M×ÚÌ ÐÏÓ — ко-
личество топлива, расходуемого на взлет и посадку;

MÍÁÒÛ — количество топлива, расходуемого в по-
лете от исходного пункта маршрута до конечного
пункта или до пункта следующей заправки;MËÏÍÐ—
компенсационный запас топлива, который учиты-
вает возможные навигационные потери, связанные
с отклонениями от маршрута по метеорологиче-
ским и другим обстоятельствам; MÒÅÚ — резервный
запас для ухода на второй круг или на запасной
аэродром.

В топливной системе ЛА в процессе эксплуа-
тации всегда существует невырабатываемый и не-
сливаемый остаток топлива. Масса этого топли-
ва согласно весовому классификатору учитывается
в массе снаряженного изделия.

Расчет всех компонент потребного запаса топ-
лива ведется обычно по действующим нормам
и правилам летной эксплуатации воздушных судов
и зависит от параметров ЛА и многих параметров
конкретного полетного задания и условий базиро-
вания. Для разных типов ЛА алгоритмы расчетов
могут отличаться. Кроме внешних факторов вся
информация для выполнения расчетов потребного
запаса топлива должна содержаться в цифровом ве-
совом паспорте, а программные компоненты долж-
ны включать все необходимые расчетные проце-
дуры, соответствующие регламенту подготовки ЛА
к полету. Рассчитанный объем потребного запаса
топлива может потребовать включения в полетную
конфигурацию изделия дополнительных подвес-
ных или вкладных топливных емкостей. Размеще-
ние мобильных топливных емкостей определяет ди-
намические массово-инерционные характеристики
текущего запаса топлива на борту. В полете про-
исходит автоматическое переключение выработки
топлива из разных баков. Переключения выработки
топлива от бака к баку, а также перекачка топлива из
одного бака в другой обусловлены необходимостью
выполнения в полете ограничений по центровке,
т. е. необходимостью сохранения центра тяжести
в определенных границах. Программа переключе-
ния выработки заложена в устройства автомати-
ки топливной системы или в бортовой компьютер,
управляющий топливной системой. В весовом пас-
порте программа выработки топлива представля-
ется в виде цифровых таблиц послойного расхода
топлива из разных баков. На рис. 3 приведен при-
мер визуализации хранящейся в весовом паспорте
информации по программам выработки топлива.
Как уже говорилось, программа выработки топли-
ва зависит от полетной конфигурации размещения
подвесных и вкладных топливных баков.

Слева на экране визуализируется размещение
топливных баков и приводится диаграмма текущих
остатков топлива в каждом из баков. (В данной кон-
фигурации представлены только стационарные ба-
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Рис. 3 Программа выработки топлива

ки.) Справа выводится таблица последовательной
выработки топлива. В ней указывается, из какого
бака и в каком количестве вырабатывается топли-
во. В центре диаграммы дан график изменения
массы текущего остатка топлива и положения цен-
тра масс в координатах 〈XÔÏÐÌ,MÔÏÐÌ〉. Переломы
на графике соответствуют моментам переключения
выработки топлива с одного бака на другой. Эта
информация используется при анализе полетного
задания, когда суммируются все весовые данные по
пустому изделию, снаряжению и целевой нагрузки.

7 Весовой журнал полетных
заданий

Одна из основных задач, в которых может и дол-
жен использоваться такой программный инстру-
мент, как весовой паспорт, — это весовой анализ
при подготовке к выполнению полетных заданий.
Цель предполетного анализа состоит в проверке
всех взлетно-посадочных и полетных ограничений.
Такой анализ должен проводиться при каждом вы-
лете при конкретных вариантах снаряжения, це-
левой нагрузки и заправки топливных баков. Ес-
ли в полетном задании предусмотрена дозаправка
в воздухе или сброс целевой нагрузки, то должны
быть промоделированы все подобные ситуации по-
летного задания. Актуальной задачей в планирова-
нии и реализации использования изделий является
коммерческая оптимизация параметров полетных
заданий — экономия на топливе, на времени под-
готовки к вылету, на погрузке-разгрузке. Весовой
паспорт, его информационные и вычислительные

возможности могут с успехом использоваться при
решении таких задач.

В весовом паспорте предусмотрен интерактив-
ный режим для формирования условий полетного
задания. Последовательность действий в этой зада-
че состоит из следующих шагов:

(а) выбор снаряжения из множества допустимых
вариантов;

(б) выбор варианта из множества допустимых ва-
риантов целевой загрузки;

(в) если такой вариант не найден, то формирова-
ние специально под данное полетное задание
варианта загрузки;

(г) на основании дальности и режима полета рас-
чет потребного запаса топлива с учетом условий
базирования как на аэродроме вылета/прилета,
так и промежуточных точках посадки, включая
запасные взлетно-посадочные полосы;

(д) выбор конфигурации дополнительных топлив-
ных баков для обеспечения заправки нужного
количества топлива.

Таким образом будет полностью сформирована
полетная конфигурация ЛА. В результате анализа
этой конфигурации автоматически пересчитыва-
ются массово-инерционные характеристики изде-
лия вдоль всей траектории от взлета до посадки,
с учетом уборки и выпуска шасси, со сбросом и пе-
редвижением грузов. На экране выводятся резуль-
таты расчета, автоматически проверяются ограни-
чения по взлету и посадке, по нагрузке на стойки
шасси, по передней и задней центровке. Если
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заданные ограничения нарушены, то об этом сооб-
щается на экране текстом о сути нарушений.

В случае удовлетворения всем ограничениям
выпускаются необходимые по регламенту докумен-
ты и все необходимые данные заносятся в журнал
полетных заданий весового паспорта. После выпол-
нения полета в журнале полетных заданий делаются
необходимые отметки, для агрегатов конструкции
с ограниченным ресурсом проводится его коррек-
ция.

Любые изменения в конструкции пустого из-
делия, связанные с регламентными работами, с пла-
новым или внеплановым ремонтом, с заменой
покупных изделий, отдельных компонент обору-
дования, все конструктивные изменения должны
регистрироваться в журнале изменений весовой
модели, с перерасчетом массово-инерционных па-
раметров и параметров весового облика изделия.
Таким образом, весовой паспорт должен отражать
все процессы, происходящие на этапе эксплуата-
ции ЛА.

8 Место цифрового весового
паспорта в жизненном цикле
летательного аппарата

Цифровой весовой паспорт ЛА (так же, как и ве-
совая модель ЛА) состоит из двух частей — посто-
янной части (программного обеспечения — ПО)
и переменной части (базы данных — БД), представ-
ляющей весовую модель изделия. Программное
обеспечение — это оболочка весового паспорта,
а БД — это его суть. Программное обеспечение

не зависит от назначения и типа ЛА. Разработ-
ка ПО весового паспорта — дело профессионалов
в области прикладных информационно-вычисли-
тельных систем. А вот создание весовой модели
изделия, наполнение БД паспорта информацией
о конкретном проектируемом ЛА — это дело про-
фессионалов в области авиастроения.

Хотелось бы подчеркнуть, что на всех этапах
жизненного цикла ЛА, в том числе на этапе эксплу-
атации, должно осуществляться информационное
и программное сопровождение цифрового весового
паспорта, для того чтобы отслеживать новые разра-
ботки, связанные с данным изделием.

На рис. 4 схематически показано место весового
паспорта в жизненном цикле ЛА.

9 Заключение

Цифровая модель весового паспорта ЛА, пред-
ставленная в данной статье, реализована средства-
ми программного инструментального комплекса
«Генератор проектов», описанного в [3]. Приме-
нение к модели весового паспорта ЛА определения
«цифровая» — в определенной степени дань моде
всеобщей «цифровизации». В то же время таким
названием хотелось подчеркнуть отличие этого ви-
да технической документации от уже привычных
«электронных» эксплуатационных документов, ко-
торые в большинстве своем являются неструктури-
рованными текстовыми или графическими файла-
ми. Определение «цифровой» подчеркивает, что
информация в этом документе построена на число-
вых данных, которые можно не только прочитать,
но и использовать для проведения сложных вы-

Рис. 4 Весовой паспорт в жизненном цикле ЛА
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числений на этапе подготовки полетных заданий
и во всех процессах технического обслуживания
изделия. Кроме функций, связанных с подготов-
кой полетных заданий, цифровой весовой паспорт
может использоваться непосредственно в полете.
Он должен стать неотъемлемой частью бортово-
го программного обеспечения ЛА. В дальнейшем
необходимо будет расширить его функции до сбо-
ра информации с различных бортовых цифровых
датчиков и использования этих данных в расчетах
текущей полетной массы и центровки. Создание
дополнительного канала сбора и анализа опера-
тивной бортовой информации повысит надежность
и безопасность управления ЛА.
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ИСПОЛЬЗОВАНИЕ МОДЕЛИ ГАММА-РАСПРЕДЕЛЕНИЯ В ЗАДАЧЕ

ФОРМИРОВАНИЯ ОГРАНИЧЕННОГО ПО ВРЕМЕНИ ТЕСТА

В СИСТЕМЕ ДИСТАНЦИОННОГО ОБУЧЕНИЯ∗

А. В. Босов1, Г. А. Мхитарян2, А. В. Наумов3, А. П. Сапунова4

Аннотация: Рассмотрена задача формирования индивидуальных заданий (тестов) с минимизацией по
времени выполнения в системе дистанционного обучения (СДО). В качестве критерия используется
свертка двух взвешенных нормированных величин, связанных с отклонением сложности формируемого
теста от заданного уровня и квантилью времени выполнения теста. В качестве модели случайного
времени ответа студента на задание используется модель гамма-распределения. Предложен алгоритм
для оценивания параметров гамма-распределения для каждого задания в предположении, что сложности
заданий определяются или экспертом, или при помощи соответствующих алгоритмов, основанных на
модели Раша. Приводятся результаты численного эксперимента.

Ключевые слова: система дистанционного обучения; метод максимального правдоподобия; адаптивные
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1 Введение

В настоящее время одной из знаковых тенден-
ций в области информационных технологий стало
применение методов анализа данных для адаптации
логики программного обеспечения с учетом изме-
нений пользовательского поведения, его реакции
на такие изменения и полученных от этого данных.
В случае с СДО (авторский опыт сформирован СДО
МАИ CLASS.NET [1]) стоит упомянуть примене-
ние теории ответов на задания (item response theo-
ry, IRT), которая помогает проводить тестирование
студентов, учитывая специфику обучаемых [2–10].
Для использования этих теорий на практике обыч-
но проводится исследование поведенческих харак-
теристик пользователей, таких как скорость выпол-
нения заданий, время, затраченное на выполнение,
способности студентов и др. Когда требуется спро-
ектировать систему, способную адаптироваться под
различные категории пользователей, решается за-
дача прогнозирования перечисленных выше поль-
зовательских характеристик [2, 3, 6, 9, 10].

В работах [9, 10] была исследована задача фор-
мирования ограниченных по времени индивиду-
альных заданий (тестов) в предположении моде-
ли логнормального распределения времени ответа
на задания для каждого пользователя СДО и дис-

кретного распределения времени для универсаль-
ного пользователя, чьи индивидуальные особенно-
сти игнорировались в рамках упрощения модели
времени выполнения задания. Ввиду особенностей
законов распределения случайного времени алго-
ритмы решения этих задач оказывались достаточно
затратными по времени и обладали высокой вычис-
лительной сложностью.

В данной статье продолжено изучение моде-
ли времени, затрачиваемого студентами на задания
теста, а также решается задача формирования тес-
тов с учетом случайного времени, определяемого
гамма-распределением.

2 Модель времени ответа
пользователя на задание
системы

Одной из основных математических моделей
времени ответа пользователя на задачу, в том числе
в процессе тестирования СДО, является логнор-
мальная модель Ван дер Линдена [3]. Этой модели
не свойствены излишние сложности в оценке пара-
метров распределения, которые могут быть найде-
ны методом максимального правдоподобия.
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Действительно, пусть имеется набор Z =
= (z1, . . . , zI)из I заданий, каждое из которых имеет
определенный уровень сложности и, следователь-
но, отличается от других задач временем, требу-
емым пользователю для ответа. Модель Ван дер
Линдена предполагает, что логарифм времени T i

j

ответа j-го пользователя на задачу i имеет три со-
ставляющих, одна из которых связана с индивиду-
альной сложностью рассматриваемого задания (βi,
i = 1, . . . , I), другая отвечает за физиологические
особенности пользователя, решающего это задание
(τj, j = 1, . . . , J), а третья является общей составля-
ющей для всех пользователей и заданий (µ). Таким
образом, логарифм времени ответа пользователя на
задание имеет вид:

lnT i
j = µ+ βi + τi + εij , i = 1, . . . , I , j = 1, . . . , J ,

где εij, i = 1, . . . , I, j = 1, . . . , J , — независимые
случайные величины, εij ∼ N(0, σ2) имеет гауссов-
ское распределение.

Оценивание параметров модели µ, βi и τi, i =
= 1, . . . , I, j = 1, . . . , J , не представляет существен-
ных трудностей, эффективность обеспечивается
классическими методами максимального правдо-
подобия или наименьших квадратов/модулей. Вы-
ражения получаемых оценок приведены, напри-
мер, в [3].

Достоинство данной модели заключается в воз-
можности получения распределения времени отве-
та каждого пользователя на каждое задание системы
по имеющейся разрозненной статистике, так как
далеко не каждый пользователь решал каждое зада-
ние. Известным недостатком данной модели явля-
ется отсутствие возможности получения точного
значения квантили общего времени выполнения
теста пользователем, которое представимо как сум-
ма случайных величин, соответствующих времени
ответа пользователя на задания теста. При этом
квантиль служит наиболее важной вероятностной
характеристикой в рассматриваемой задаче, так как
дает понимание того, сколько гарантированно с за-
данным уровнем доверительной вероятности по-
требуется времени пользователю для выполнения
теста.

Параметры данной модели для каждого задания
системы оцениваются на основе выборки, состо-
ящей из значений времени, затраченного на реше-
ние данного задания конкретными пользователя-
ми. Таким образом, получается модель времени
ответа универсального (усредненного) пользовате-
ля на каждое задание системы. Плотности веро-
ятности логнормального и гамма-распределений
имеют схожие структуры, однако известно, что
сумма случайных величин, имеющих гамма-рас-

пределение, является гамма-распределенной слу-
чайной величиной, если эти случайные величины
имеют одинаковый параметр θ. Это обеспечивает
возможность находить точные значения квантили
общего времени, затрачиваемого пользователем на
решение теста, так как оно будет иметь извест-
ное гамма-распределение. Таким образом, ключе-
вое значение для предлагаемой модели обеспечит
оригинальный алгоритм подбора параметров гам-
ма-распределения времени ответа универсального
пользователя на задание системы, предлагаемый
далее. Этот алгоритм формулируется так, чтобы па-
раметр θ распределения был одинаковым для всех
заданий, а значение второго параметра k определя-
лось с помощью метода максимального правдопо-
добия.

3 Алгоритм определения
параметров
гамма-распределения

Целью работы алгоритма ставится подбор пара-
метров гамма-распределений для каждого задания
так, чтобы параметр θ был бы общим для всех зада-
ний и при этом для максимального числа заданий
при найденных оценках параметров распределе-
ний принималась бы гипотеза о гамма-распределе-
нии времени ответа пользователя на это задание.
Пусть ti, i = 1, . . . , I, — время ответа универсально-
го пользователя на задание i, где I — число заданий,
из которых формируется тест; tji , j = 1, . . . , Ii, —
реализация времени ответа пользователя j, затра-
ченное им на решение задачи i, где Ii — число
пользователей, решавших задачу i.

Опишем по шагам алгоритм подбора парамет-
ров гамма-распределений случайных величин ti,
i = 1, . . . , I.

Шаг 0. Обнулим значения искомых парамет-
ров и некоторых счетчиков алгоритма. Положим
θ∗ = 0, где θ∗ — искомое значение параметра гам-
ма-распределения, который одинаков для всех за-
дач. Положим k∗i = 0, где k∗i — искомое значение
второго параметра распределения для i-го задания.
Положим S = 0, где S — число задач, для которых
принимается гипотеза о гамма-распределении вре-
мени ответа пользователя. Положимm = 0, гдеm—
счетчик. Выберем уровень доверительной вероят-
ности 1− α для проверки статистических гипотез.

Шаг 1. Для всех i = 1, . . . , I по выборке объ-
ема Ii методом максимального правдоподобия на-
ходим оценки �θi параметра θ. Среди полученных
значений находим минимальное �θmin и максималь-
ное �θmax значения. Для варьирования параметра θ
выберем шаг
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h =
�θmax − �θmin

L
,

где L — выбранное заранее число шагов дискрети-
зации по θ. Положим θm = 0.

Шаг 2. Положим m := m + 1, а θm = θm−1 + h.
Для каждого i = 1, . . . , I по выборке tji , i = 1, . . . , I,
j = 1, . . . , Ii, определяем оценку второго параметра
гамма-распределения

�ki =
tji
θm

,

где tji — выборочное математическое ожидание.
Шаг 3. Для всех i = 1, . . . , I на выбранном

уровне доверительной вероятности 1 − α прове-
ряем с помощью критерия Пирсона гипотезу H0:
ti ∼ •(�kt, θm). Если число принятых гипотез S′

больше S, то полагаем S = S′, θ∗ = θm, k∗i = �ki,
i = 1, . . . , I.

Шаг 4. Если m < L− 1, то перейти к шагу 2.
Шаг 5. Окончание работы алгоритма.
Полученная модель распределения позволяет

предложить эффективный алгоритм решения ак-
туальной задачи формирования теста для универ-
сального пользователя так, чтобы его сложность
минимально отличалась от заданного экспертом
уровня сложности и при этом минимизировалось
время выполнения теста, которое гарантированно
не будет превышено с заданным уровнем довери-
тельной вероятности. Предполагается при этом,
что сложности каждого задания оцениваются на
основе обработки статистических данных о работе
пользователей с помощью модели Раша [2].

4 Постановка задачи
формирования ограниченного
по времени теста

Математическая постановка сформулирован-
ной выше задачи формирования теста предлагается
далее в форме одноэтапной задачи квантильной
оптимизации. Метод ее решения существенно
использует возможность точного вычисления зна-
чения функции квантили, обеспечиваемую вы-
бранной моделью распределения случайных пара-
метров.

Задача определения подходящего набора при-
близительно равных по суммарной сложности за-
даний была рассмотрена в [5,9,10]. В работе [10] эта
задача сформулирована в форме одноэтапной за-
дачи квантильной оптимизации и при дискретном
распределении времени ответа пользователя на за-
дание методами [11] сведена к детерминированной

задаче смешанного линейного программирования.
Постановка этой задачи в рассматриваемом случае
одного универсального пользователя имеет следу-
ющий вид.

Пусть существует множество Z = (z1, . . . , zI)
из I заданий, разделенных на M различных типов,
Im — число заданий m-го типа, т. е.

∑M
m=1 Im = I,

m = 1, . . . ,M . Каждое задание принадлежит только
одному типу, и для обозначения принадлежности
задания к определенному типу введем матрицу A
размерности I ×M :

A =‖ am
i ‖ , am

i =

{
1, zi ∈ Zm ;

0, zi /∈ Zm .

Данная матрица определяет принадлежность зада-
ния zi к множеству заданий типаZm,m = 1, . . . ,M ,
если am

i = 1.

Каждое из заданий имеет определенную слож-
ность, которую, например, можно определить
с помощью метода максимального правдоподобия,
примененного к модели Раша в [2]. Введем век-
тор u ∈ RI (здесь и далее под вектором имеется
в виду вектор-столбец), координаты которого ui,
i = 1, . . . , I, обозначают принадлежность задания i
к формируемому набору таким образом, что

ui =

{
1, если задача i попала в тестовый набор;

0, если задача i не попала в тестовый набор.

Тестовым набором будут считаться l заданий,
для которых ui = 1. Предположим, что для каждо-
го задания известна его сложность. Введем вектор
w ∈ RI , i-я координата которого является слож-
ностью i-го задания и будет обозначена как wi.

Требуется составить множество индивидуаль-
ных тестовых наборов из l заданий, принадлежащих
различным типам, учитывая, что l ≥ M . При этом
изначально задается суммарная сложность теста,
обозначаемая через c, которая определяется на
основе экспертной оценки. Предусмотрим, что воз-
можно отклонение от данной требуемой суммарной
сложности на какое-либо малое число в большую
либо меньшую сторону. Обозначим такое число
через ε.

Пусть по-прежнему ti, i = 1, . . . , I, — время
ответа универсального пользователя на задание i.
Пусть в отличие от модели, полученной в [9], общее
время на выполнение теста неизвестно, аналогич-
но [10]. Обозначим его через ϕ. Тогда для того,
чтобы за некоторое оптимальное время все тести-
руемые могли выполнить выданный вариант теста
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с заданной вероятностью α, рассмотрим функцию
квантили

�α(u)
△
= min

{
ϕ ∈ R1 : P

{
I∑

i=1

tiui ≤ ϕ

}
≥ α

}
. (1)

Основываясь на описанной модели и введенных
обозначениях, сформулируем задачу квантильной
оптимизации:

uα = argmin
u∈{0;1}I

(
γ
∣∣c− wTu

∣∣
ε

+
(1− γ)�α(u)

2700

)
; (2)

ϕα = min
u∈{0;1}I

(
γ
∣∣c− wTu

∣∣
ε

+
(1− γ)�α(u)

2700

)
;

c− wTu ≤ ε ; (3)

wTu− c ≤ ε ; (4)

ATu ≥ eM ; (5)

eTI u = l , (6)

где (·)T — операция транспонирования, eI ∈ RI ,
eI = (1, . . . , 1)

T; eM ∈ RM , eM = (1, . . . , 1)
T; α ∈

∈ (0, 1)— заданный уровень доверительной вероят-
ности; γ ∈ (0, 1)— весовой коэффициент.

Критериальная функция задачи в (2) представ-
ляет собой сумму двух нормированных безразмер-
ных величин. Первое слагаемое является откло-
нением сложности теста от заданного уровня c,
нормированного маскимально допустимым уров-
нем отклонения ε. Второе слагаемое представляет
собой время выполнения теста, которое не может
быть превышено с заданным уровнем доверитель-
ной вероятности α. Это время нормируется мак-
симально допустимым временем выполнения тес-
та. Такой критерий представляется универсальным
гибким инструментом формирования теста. С по-
мощью весового коэффициента γ можно регулиро-
вать важность каждого слагаемого критерия. Огра-
ничения (3) и (4) регламентируют выбор набора
заданий в тесте, суммарная сложность которых
должна отличаться от заданного экспертом уровня
сложности не более чем на величину ε. Ограни-
чение (5) отвечает за то, чтобы среди всех заданий

в тесте было хотя бы одно задание каждого типа,
так как данная задача решается при условии, что
l ≥ M . Ограничение (6) означает, что в наборе
должно быть ровно l заданий.

Преимущество использования в рассмотренной
задачи модели гамма-распределения с найденными
с помощью предложенного выше алгоритма оце-
нивания параметрами заключается в возможности
точного вычисления значения функции кванти-
ли, так как сумма гамма-распределенных случай-
ных величин в (1) является случайной величиной
с известным гамма-распределением. Это позволя-
ет, основываясь на методах, описанных в [11–13],
предложить эффективную процедуру направлен-
ного перебора возможных значений целочислен-
ных переменных оптимизации рассматриваемой
задачи.

5 Результаты численного
эксперимента

Для проведения анализа результатов решения
сформулированной задачи воспользуемся исход-
ными данными, полученными при обработке ста-
тистической информации о работе пользователей
СДО МАИ CLASS.NET в [1].

Рассмотрим задания M = 3 различных ти-
пов, относящихся к основным, изучаемым в те-
чение первого семестра, тематическим разде-
лам курса «Математического анализа» СДО МАИ
CLASS.NET, в каждом из которых по 10 различных
заданий Im = 10, m = 1, 2, 3. Обозначим задания
в зависимости от типа m = 1, . . . ,M и номера i =
= 1, . . . , Im как zm

i . Методами, предложенными
в [6], была проведена оценка сложности каждого
задания из общего числа при помощи алгоритма,
основанного на модели Раша [2]. В результате бы-
ли получены приведенные к десятибалльной шкале
оценки значений сложностей wm

i для каждого zm
i ,

которые представлены в табл. 1.
Исходя из оценок значений сложности для каж-

дого задания, выберем требуемую суммарную слож-
ность c = 29,46 теста из l = 5 заданий. Воз-
можный критерий выбора величины c был описан

Таблица 1 Сложность wm
i задания zm

i

i
m

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 1,311 3,254 3,254 3,254 4,874 5,368 7,011 7,217 8,244 9,636
2 4,132 6,902 2,121 3,436 2,456 5,359 6,902 7,283 7,815 9,399
3 2 2,418 2,666 3,653 5,242 5,547 6,453 7,194 8,795 3,657
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Таблица 2 Значения параметров гамма-
распределения времени ответа универсального
пользователя на задание zm

i

zm
i

�km
i zm

i
�km

i zm
i

�km
i

z11 17,94 z21 60,25 z31 19,95
z12 27,37 z22 191,99 z32 22,54
z13 26,44 z23 25,80 z33 26,56
z14 26,58 z24 26,52 z34 26,79
z15 34,51 z25 25,02 z35 67,62
z16 54,25 z26 89,31 z36 74,86
z17 150,77 z27 101,18 z37 137,56
z18 159,78 z28 154,15 z38 189,29
z19 237,92 z29 208,68 z39 250,41
z110 304,03 z210 281,26 z310 25,96

в [9, 10]. Параметр ε задается числом, близким
к нулю, для выбора наиболее оптимальных наборов
тестов. Будем варьировать его от 0,0004 до 0,004
с шагом 0,0001. Описанным выше алгоритмом для
каждого задания были получены значения пара-
метров гамма-распределения. Параметр θ для всех
задач одинаков и равен 2,29. Значения оценки
второго параметра �km

i для каждого задания zm
i при-

ведены в табл. 2.
На уровне доверительной вероятности 0,95 кри-

терий Пирсона показал, что все гипотезы о том, что
время ответа универсального пользователя на соот-
ветствующее задание системы имеет гамма-распре-
деление с указанными параметрами, принимаются.

Далее решалась задача формирования теста,
уровень доверительной вероятности также был вы-
бран равным 0,95. Требовалось составить наборы
тестовых заданий из 5 задач, которые с вероят-
ностью 0,95 могут быть решены пользователем за
некоторое оптимальное время ϕ.

Для проверки адекватности модели времени от-
вета пользователя в случае гамма-распределения
сформулированная выше задача была решена при
тех же значениях ε и γ, что и в [9], где в качестве мо-
дели времени ответа пользователя использовалась
модель Ван дер Линдена. Сравним полученные
результаты.

Для каждого ε было получено число набо-
ров заданий, удовлетворяющих детерминирован-

ным ограничениям, а также при γ = 0 и 0,5 для этих
наборов (табл. 3) получены оптимальные значения
критерия ψ∗.

Как видно из результата, для случая, когда ми-
нимизация отклонения сложности набора тестовых
заданий и минимизация оптимального времени от-
вета имеют равный вес, приоритет все же отдается
минимизации отклонения, так как с увеличением ε
оптимальный набор заданий не изменяется.

Наибольшему числу наборов заданий соответ-
ствует ε = 0,004. При γ ≥ 0,5 оптимальный набор
заданий не изменяется с увеличением ε и представ-
ляет собой набор с минимальным отклонением от
заданной сложности c.

Полученные оптимальные значения критерия
близки к значениям, полученным в [9]. Составы
оптимальных тестовых наборов при некоторых ε
полностью совпадают, при остальных ε отличаются
на 1–2 задания.

6 Заключение

В статье предлагается исследование математиче-
ской модели времени ответа пользователя и реше-
ние задачи формирования ограниченных по вре-
мени тестов с заданной суммарной сложностью
задания в виде решения одноэтапной задачи кван-
тильной оптимизации.

За основу модели времени ответа пользователя
была взята модель гамма-распределения, разрабо-
тан алгоритм для подбора параметров распределе-
ния для каждого задания.

В результате решения задачи с приведенными
в статье значениями параметров распределения,
сложности каждой задачи и тестов в целом для ε =
= 0,004 (отклонения от заданного экспертом уровня
сложности) было получено 35 наборов тестовых за-
даний. Кроме того, полученные результаты числен-
ного эксперимента имеют значения, близкие к по-
лученным в [9] для логнормальной модели времени
ответа пользователя на задание, что подтверждает
адекватность предложенной модели. Однако пред-
ложенная модель гамма-распределения позволяет

Таблица 3 Число наборов заданий при фиксированном ε

ε

γ = 0,5 γ = 0Число решений, удовлетворяющих
детерминированным

ограничениям
Оптимальное
решение ψ∗

Оптимальный
набор заданий

Оптимальное
решение ψ∗

Оптимальный
набор заданий

0,0007 3 0,4838 z16, z110, z25, z36, z37 0,5322 z16, z110, z25 , z36, z37
0,0009 4 0,4362 z16, z110, z25, z36, z37 0,4816 z16 , z12 , z27 , z29 , z35
0,003 21 0,3195 z16, z110, z25, z36, z37 0,4428 z16 , z18 , z21 , z36 , z38
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получать точные значения функции квантили вре-
мени ответа универсального пользователя на тест,
что дает возможность использовать эффективные
методы решения сформулированной задачи.
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Abstract: For the distance learning systems, consideration is given to generation of individual tasks with
minimization of execution time. As a criterion, the convolution of two weighted normalized values associated with
the deviation of the complexity of the generated test from the specified level and the quantile of the test execution
time is used. The gamma distribution model is used to describe a model of a student’s random response time to
a task. An algorithm is proposed for estimating the parameters of the gamma distribution for each task. It is assumed
that task complexities are determined either by an expert or by using corresponding algorithms based on the Rush
model. The results of a numerical experiment are presented.
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Abstract: Given ensemble of data sources and different fusion schemes, an accuracy of multiclass classification of
the collections of the source objects is investigated. Using the average mutual information between the datasets of
the sources and a set of the classes, a new approach to comparing lower bounds to an error probability in two fusion
schemes is developed. The authors consider the WMV (Weighted Majority Vote) scheme which uses a composition
of the class decisions on the objects of the individual sources and the GDM (General Dissimilarity Measure)
scheme based on a composition of metrics in datasets of the sources. For the above fusion schemes, the mean values
of the average mutual information per one source are estimated. It is proved that the mean in the WMV scheme is
less than the similar mean in the GDM scheme. As a corollary, the lower bound to the error probability in the WMV
scheme exceeds the similar bound to the error probability in the GDM scheme. This theoretical result is confirmed
by experimental error rates in face recognition of HSI color images that yield the ensemble of H, S, and I sources.
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1 Introduction

There are plenty of multiclass classification schemes that
use input data from an ensemble of different modality
sources. Such ensemble of data sources produces the
composite objects as the collections of the same class
objects taken by one per each source. An example is
the ensemble of biometric images such as faces, finger-
prints, signatures, palms, irises, and the like for a given
set of persons or classes. In this case, the composite
objects are the collections of the same person images
taken by one per each modality. In any correct classifi-
cation scheme that makes the decisions on the submitted
composite objects, an error probability decreases with
increasing a number of the sources [1]. The decisions
can be obtained using the different fusion schemes and
the principal question is: What scheme is better?

The classification problem in the ensemble of sources
is similar to the source coding problem based on quanti-
zation [2]. There are known scalar and vector quantiza-
tion for the continuous values. The scalar quantization
is used for the individual values while the vector quan-
tization is used for blocks of the values. In both cases,
the above quantization schemes yield the code vectors
for the appropriate blocks of the continuous values.

It should be noted that the optimal vector quanti-
zation is constructed with covering a multidimensional
space of the values by general spheres whose shape is

adjusted to a given dissimilarity measure between any
pair of blocks of the values [3]. In scalar quantization,
the same multidimensional space is covered by cubes
whose edge size is an optimal quantization step for any
dimension. Thus, the code vectors are represented by
the centers of the above spheres or cubes. Since for the
same volume the spheres are more compact than the
cubes, the vector quantization yields a smaller error with
respect to the scalar quantization.

Also, for classification in a given ensemble of the
sources, an error probability is waited to be smaller
in a scheme of joint classifying each composite object
as compared to an error probability in the scheme of
combining the decisions on the objects of the individual
sources. The proposed paper is focused on both devel-
oping a theoretical validity of this idea and supporting it
by a computing experiment.

Two fusion schemes that use the different data com-
positions for making the class decisions on the composite
objects in the ensemble of the sources have been investi-
gated. They are the traditional WMV scheme by weight-
ed majority voting the decisions on the objects of the
individual sources [4] and the original GDM scheme
by combining the sources with a general dissimilarity
measure between any pair of the composite objects [5].
Notice that WMV scheme is based on a composition
of decisions on the objects of individual sources while

1Federal Research Center “Computer Science and Control” of the Russian Academy of Sciences, 44-2 Vavilov Str., Moscow 119333,
Russian Federation; lange mm@ccas.ru
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GDM scheme uses a composition of metrics in datasets
of the sources. Thus, ideologically, WMV and GDM
fusion schemes are similar to the above scalar and vector
quantization.

The specified similarity allows one to expect a small-
er error probability in GDM scheme as against WMV
scheme. Some limits on the majority vote accuracy have
been obtained in [6]. Intuitively, it is clear that the min-
imal error probability of any classifier should depend on
the average mutual information [7] between a set of the
source objects and a set of the classes. Moreover, the
more average mutual information, the less error proba-
bility can be attained. So, our goal is to introduce the
mutual information-based characteristics for WMV and
GDM fusion schemes and, using these characteristics,
to show an advantage of GDM scheme as against WMV
scheme in the error probability.

2 Formalization of the Problem

2.1 Basic definitions and classification
schemes

Let Ÿ = {ω1, . . . , ωc}, c ≥ 2, be a set of classes of the
prior probabilities P(ωi) > 0:

∑c
i=1 P(ωi) = 1, and

XM = X1 · · ·XM be an ensemble of sources, where the
setXm = {xm = (xm1, . . . , xmNm

)},m = 1, . . . ,M , of
Nm-dimensional vectors gives themth source objects. In
the ensemble , the components of any vector xm ∈ Xm

take real values in (−∞,∞), and any composite object
xM = (x1, . . . ,xM ) ∈ XM is produced by a collection
of the vectors by one per source belonging to the same
class in Ÿ.

In each setXm, m = 1, . . . ,M , a dissimilarity mea-
sure between any pair of the objects xm ∈ Xm and
�xm ∈ Xm is defined by

d (xm, �xm) =

Nm∑

n=1

(xmn − �xmn)
2

σ2mn

(1)

where 0 < σ2mn < ∞, n = 1, . . . , Nm, are unknown
parameters. Also, for any pair of the composite ob-
jects xM ∈ XM and �xM ∈ XM , let us define a gen-
eral dissimilarity measure as a weighted composition
of the metrics of the form (1) taken with the weights
W = {wm > 0, m = 1, . . . ,M} as follows:

D
(
xM , �xM

)
=

M∑

m=1

wmd (xm, �xm) . (2)

Let

{xim, i = 1, . . . , c} ⊂ Xm, m = 1, . . . ,M , (3)

be the subsets of the source template objects that rep-
resent the classes by one object from Xm per each
class. The subsets (3) produce the subset of the template
composite objects

{
xM

i = (xi1, . . . ,xiM ) , i = 1, . . . , c
}
⊂ XM . (4)

Using the dissimilarity measure (1) and assuming a com-
pactness of the objects inXm,m = 1, . . . ,M , relative to
the corresponding template objects in (3), let us define
class-conditional densities of the mth source objects as
follows:

p (xm|ωi) =
e−d(xm,xim)

∫

Xm

e−d(xm,xim)dxm

, i = 1, . . . , c . (5)

Also, assuming a compactness of the composite objects
inXM relative to the corresponding templates in (4) and
using the general dissimilarity measure (2), let us define
class-conditional densities of the composite objects by

pW

(
xM |ωi

) e−D(xM ,xM
i )

∫

XM

e−D(xM ,xM
i )dxM

=

M∏

m=1

e−wmd(xm,xim)

e−wmd(xm,xim)dxm

, i = 1, . . . , c . (6)

Under the product in (6), there are the weighted class-
conditional densities

pwm
(xm|ωi) =

e−wmd(xm,xim)

∫

Xm

e−wmd(xm,xim)dxm

,

i = 1, . . . , c , (7)

that give the densities of the form (5) when wm = 1.
In terms of information theory, the densities (7) define
themth source observation channel between input setŸ
and the output set Xm as well as the densities (6) yield
the observation multichannel between Ÿ andXM .

Let gd
i (xm), i = 1, . . . , c, be the discriminant func-

tions that are defined in the sets Xm, m = 1, . . . ,M ,
using the dissimilarity measure of the form (1). Then,
WMV-based class label decision on a composite object
xM ∈ XM is defined by

jWMV
(
xM
)
= arg

c
max
i=1

M∑

m=1

wmg
d
i (xm) (8)

where the discriminant functions are independent on the
source weights. Similarly, using in the ensembleXM the
discriminant functions gD

i (x
M ), i = 1, . . . , c, that de-

pend on the weightsW of all sources, GDM-based class
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Figure 1 Schemes of WMV-based (a) and GDM-based (b) classifiers

label decision on the same composite object xM ∈ XM

is the following:

jGDM
(
xM
)
= arg

c
max
i=1

gD
i

(
xM
)
. (9)

The classification schemes by the decision rules (8)
and (9) are shown in Fig. 1. Here, �Ÿ = Ÿ provided
that the decisions in �Ÿ can be differed from the real
classes inŸ. The appropriate class-conditional densities
yield the observation multichannels in WMV and GDM
fusion schemes, respectively.

2.2 Information criterion of efficiency
for the fusion schemes

Given the prior distribution {P (ωi), i = 1, . . .
. . . , c} and the weighted class-conditional densities
{pwm

(xm|ωi), i = 1, . . . , c} of the form (7),the aver-
age mutual information between Xm and Ÿ is defined
according to [7] by

Iwm
(Xm; Ÿ) = Hwm

(Xm)−Hwm
(Xm|Ÿ) . (10)

Here,

Hwm
(Xm) = −

∫

Xm

pwm
(xm) ln pwm

(xm) dxm ;

Hwm
(Xm|Ÿ)

= −
c∑

i=1

P (ωi)

∫

Xm

pwm
(xm|ωi) ln (xm|ωi) dxm

are the differential entropies, and pwm
(xm)

=
∑c

i=1 P (ωi)pwm
(xm|ωi) is the marginal density

in Xm, m = 1, . . . ,M . Notice that the average mu-
tual information in (10) does not exceed the entropy
H(Ÿ) = −∑c

i=1 P (ωi) lnP (ωi) of the set of the classes.
Forwm = 1, there is valid pwm

(xm|ωi) = p(xm|ωi) that
yields Iwm

(Xm; Ÿ) = I(Xm; Ÿ).

Taking the means of the values I (Xm; Ÿ) and
Iwm
(Xm; Ÿ) over all m = 1, . . . ,M , one obtains the

efficiency characteristics for WMV-based decision (8)
and GDM-based decision (9), respectively. These means
are defined as follows:

IWMVW mean

(
XM ; Ÿ

)
=

M∑

m=1

I (Xm; Ÿ)
wm

∑M

m=1
wm

; (11)

IGDMW mean

(
XM ; Ÿ

)
=
1

M

M∑

m=1

Iwm
(Xm; Ÿ) . (12)

Our goal is to prove the inequality

max
W

IWMVW mean

(
XM ; Ÿ

)
≤ IGDMW∗ mean

(
XM ; Ÿ

)
(13)

where W ∗ is the set of the source weights providing the
maximum in the left part.

2.3 Average mutual information
and classification error probability

The criterion of the form (13) assumes a dependence of
the average mutual information I(XM ; �Ÿ) between the
ensemble XM and the set of the class decisions �Ÿ on
a lower bound to the error probability ε in the schemes
shown in Fig. 1. Given observation multichannel, such
function has been defined in [8] as a generalization of
the rate-distortion function for the source coding model
with a noisy observation channel [9]. According to [8],
this function is lower bounded by

RL(ε) = I
(
XM ; Ÿ

)
− h (ε− εmin)

− (ε− εmin) ln(c− 1) , εmin ≤ ε ≤ εmax . (14)

Here, h(z) = −z ln z − (1 − z) ln(1 − z); RL(εmin)
= I(XM ; Ÿ); RL(εmax) = 0; and I(XM ; Ÿ) = H(XM )
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Figure 2 Sketches of the lower bounds to the average mutual information as the function of the error probability in WMV and
GDM fusion schemes

−H(XM |Ÿ) is the average mutual information between
the input and the output of the observation multichannel
in Fig. 1. Function (14) has the largest value I(XM ; Ÿ) at
the point ε = εmin and decreases as ε increases. It is not
difficult to show that the minimal error probability εmin
is lower estimated by the conditional entropyH(Ÿ|XM )
and εmin tends to zero whenH(Ÿ|XM ) decreases by in-
creasing the sizeM of the ensemble. Taking into account
the symmetry of the average mutual information

I(XM ; Ÿ) = H(XM )−H(XM |Ÿ)
= H(Ÿ)−H(Ÿ|XM ),

in case of εmin → 0, function (14) yields the Shannon
bound of the form H(Ÿ)− h(ε)− ε ln(c− 1) [7].

In the bound (14), the average mutual informa-
tion I(XM ; Ÿ) is calculated in the product Ÿ ∗ XM

using the prior probabilities of the classes and the
class-conditional densities of the form (6). Accord-
ing to Fig. 1, the class-conditional densities in GDM
scheme depend on the source weights and, therefore,
I(XM ; Ÿ) = IGDMW (XM ; Ÿ) is the function of W .
In WMV scheme, the corresponding average mutu-
al information I(XM ; Ÿ) = IWMV(XM ; Ÿ) is equal
to IGDMW (XM ; Ÿ) taken with the weights wm = 1,
m = 1, . . . ,M . The values IWMV(XM ; Ÿ) and
IGDMW (XM ; Ÿ) correspond to the minimal error prob-
abilities εWMVmin and εGDMmin in WMV and GDM fusion

schemes, respectively. These error probabilities are
achieved by the Bayes decisions of the form (9) when
the discriminant functions are given by the posterior
probabilities of the classes [10].

In general, the source sets X1, . . . ,XM are statisti-
cally dependent on each other and there are valid the
relations

IWMVW mean(X
M ; Ÿ) < IWMV(XM ; Ÿ);

IGDMW mean(X
M ; Ÿ) < IGDMW (XM ; Ÿ).

Thus, for the weights W ∗ giving the maxi-
mum in (13), the means IWMVW∗ mean(X

M ; Ÿ) and
IGDMW∗ mean(X

M ; Ÿ) yield the error probabilities εWMV

> εWMVmin and εGDM > εGDMmin that belong to the cor-
responding lower bounds of the form (14). Also, tak-
ing into account that IWMV(XM ; Ÿ) ≤ IGDMW∗ (XM ; Ÿ),
the inequality (13) provides the following relation:
εWMV ≥ εGDM. This fact is illustrated in Fig. 2.

3 Calculation of the Average Mutual
Information

In this section, an upper estimate of the functional
Iwm
(Xm; Ÿ) given in (10) is obtained as a function of
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the variable w1/2m . At the value wq1/2m = 1, this func-
tion yields the upper estimate for I(Xm; Ÿ). Using the
marginal density pwm

(xm) and taking into account that
− ln z is the convex downwards function of z, it is valid
the Jensen inequality [11] as follows:

− ln pwm
(xm) = − ln

c∑

i=1

P (ωi)pwm
(xm|ωi)

≤ −
c∑

i=1

P (ωi) ln pwm
(xm|ωi) .

Applying this inequality in (10), one obtains the upper
estimated differential entropy:

Hwm
(Xm) ≤ −

c∑

i=1

P (ωi)

c∑

j=1

P (ωj)

×
∫

Xm

pwm
(xm|ωi) ln pwm

(xm|ωj) dxm . (15)

Given the dissimilarity measures (1) and (2), the
conditional density pwm

(xm|ωi) of the form (7) is the
Gaussian density of Nm independent variables that
have the means ximn and the variances σ2imn/(2wm),
n = 1, . . . , Nm, subject to wm > 0. It allows us to
express the integral in (15) over the interval (−∞,+∞)
as the Euler integral [12]. The calculation yields the
upper estimated differential entropy:

Hwm
(Xm) ≤

1

2
ln

π

wm
+
1

2

c∑

j=1

P (ωj)

Nm∑

n=1

lnσ2jmn

+ wm

c∑

i=1

P (ωi)
c∑

j=1

P (ωj)

Nm∑

n=1

(ximn − xjmn)
2

σ2jmn

+ 2
w1/2m√
π

c∑

i=1

P (ωi)

c∑

j=1

P (ωj)

Nm∑

n=1

|ximn − xjmn|σimn

σ2jmn

+
1

2

c∑

i=1

P (ωi)
c∑

j=1

P (ωj)

Nm∑

n=1

σ2imn

σ2jmn

(16)

and the following conditional differential entropy:

Hwm
(Xm|Ÿ)

=
1

2
ln

πe

wm
+
1

2

c∑

i=1

P (ωi)

Nm∑

n=1

lnσ2imn . (17)

The substitutions of the differential entropy and the
conditional differential entropy in (10) by (16) and (17)
yield the upper estimated average mutual information:

Iwm
(Xm; Ÿ)

≤ wm

c∑

i=1

P (ωi)

c∑

j=1

P (ωj)

Nm∑

n=1

(ximn − xjmn)
2

σ2jmn

+ 2
w1/2m√
π

c∑

i=1

P (ωi)

c∑

j=1

P (ωj)

Nm∑

n=1

|ximn − xjmn)
2

σ2jmn

+
1

2

c∑

i=1

P (ωi)

c∑

j=1

P (ωj)

Nm∑

n=1

(
σ2imn

σ2jmn

− 1
)
. (18)

The right part in (18) is a parabolic function amwm

+ bmw
1/2
m + cm of the variable w

1/2
m > 0 for m

= 1, . . . ,M . Since am > 0, bm > 0, and cm ≥ 0, the
parabola exceeds the value cm and grows when w1/2m in-
creases. Forw1/2m = 1, this function gives the upper esti-
mate am+bm+cm for I(Xm; Ÿ). The weights of interest

are defined by the values w1/2m ≥ 1 that satisfy the con-
dition amwm + bmw

1/2
m + cm ≤ H(Ÿ), m = 1, . . . ,M .

Setting δm = (am + bm + cm)/H(Ÿ) ≤ 1, we assign the
parametric source weights

wm(s) = e
sδm , m = 1, . . . ,M, (19)

where s ≥ 0 is a free parameter that yieldswm(s) ≥ 1. In
what follows, we denote the upper estimates (18) taken
with the weights (19) by Is(Xm; Ÿ), m = 1, . . . ,M .

4 Main Results
Using in the right part of the form (11) the estimates
I(Xm; Ÿ) ≤ am + bm + cm, m = 1, . . . ,M , taken with
the weights (19), one obtains the upper estimated mean
value IWMVs mean(X

M ; Ÿ). Also, the estimates Iwm
(Xm; Ÿ)

≤ amwm+bmw
1/2
m +cm,m = 1, . . . ,M , taken with the

similar weights in the right part of (12) yield the upper
estimated mean value IGDMs mean(X

M ; Ÿ). Then, for s→ 0,
we calculate an asymptotic maximum IWMVs∗ mean(X

M ; Ÿ)
at the point s∗ and show that this maximum satisfies the
inequality IWMVs∗ mean(X

M ; Ÿ) ≤ IGDMs∗ mean(X
M ; Ÿ).

In subsequent statements, we use the following no-
tations:

µ =
1

M

M∑

m=1

δm ; –1 =
1

M

M∑

m=1

δ2m − µ2 ;

–2 =
1

M

M∑

m=1

δ3m − µ
1

M

M∑

m=1

δ2m .

Theorem 1. For (2µ–1 −–2) > –1 > 0 and s → 0, the

value s∗ = –1/(2µ–1 −–2) yields

max
s
IWMVs mean

(
XM ; Ÿ

)
=

(
µ+
1

2
–1s

∗

)
H(Ÿ) .

For–1 = 0, there is valid IWMVs mean(X
M ; Ÿ) = µH(Ÿ) for

all s ≥ 0.

22 INFORMATIKA I EE PRIMENENIYA — INFORMATICS AND APPLICATIONS 2019 volume 13 issue 4



On comparative efficiency of classification schemes in an ensemble of data sources using average mutual information

P r o o f . Using qs(δm) = esδm/
∑M

m=1 e
sδm , the upper

estimated mean value defined in (11) takes the form:

IWMVs mean(X
M ; Ÿ) = H(Ÿ)

M∑

m=1

δmqs(δm) . (20)

For s→ 0, there is valid the asymptotic equation:

M∑

m=1

δmqs(δm) ≈ µ+–1s−
1

2
(2µ–1 −–2) s2 . (21)

Using the assumption of the theorem, the parabola in
the right part of (21) takes the maximal value µ+–1s∗/2
at the point s∗ = –1/(2µ–1 − –2). Notice that the
same values δm = δ,m = 1, . . . ,M , provide–1 = 0 and
–2 = 0. In this case, qs(δm) = 1/M and the sum in (21)
is equal to µ = δ for all s ≥ 0. Thus, the substitution of
the sum in (20) by µ+–1s∗/2 in case of–1 > 0 or by µ
in case of–1 = 0 completes the proof.

Theorem 2. For –1 > 0 and on condition that

am ≥ cm, m = 1, . . . ,M , there is valid the inequali-

ty IWMVs∗ mean(X
M ; Ÿ) < IGDMs∗ mean(X

M ; Ÿ) at the optimal

point s∗ > 0. For–1 = 0 and a given s ≥ 0, there is valid

the inequality IWMVs mean(X
M ; Ÿ) ≤ IGDMs mean(X

M ; Ÿ) which

passes into the equality at the point s = 0.

P r o o f . The estimates (18) taken with the weights (19)
give the upper estimated mean value (12) as follows:

IGDMs mean

(
XM ; Ÿ

)

=
1

M

M∑

m=1

(
ame

sδm + bms
sδm/2 + cm

)
. (22)

Taking the square approximations of the exponential
terms in (22), one obtains the following inequality:

IGDMs mean

(
XM ; Ÿ

)
≥ µH(Ÿ)

+

(
1

M

M∑

m=1

amδm +
1

2M

M∑

m=1

bmδm

)
s

+

(
1

2M

M∑

m=1

amδ
2
m +

1

4M

M∑

m=1

bmδ
2
m

)
s2 . (23)

In case of –1 > 0, the inequality (23) together with the
estimates (20) and (21) yield:

IGDMs mean

(
XM ; Ÿ

)
− IWMVs mean

(
XM ; Ÿ

)

≥
(
1

M

M∑

m=1

amδm +
1

2M

M∑

m=1

bmδm −–1H(Ÿ)
)
s

+

(
1

2M

M∑

m=1

amδ
2
m +

1

4M

M∑

m=1

bmδ
2
m

+
1

2
(2µ–1 −–2)H(Ÿ)

)
s2 . (24)

Assuming

1

M

M∑

m=1

amδm +
1

2M

M∑

m=1

bmδm ≥ 1
2
–1H(Ÿ), (25)

the right part in (24) is lower estimated by the parabola

− 1
2
–1H(Ÿ)s+

(
1

2M

M∑

m=1

amδ
2
m +

1

4M

M∑

m=1

bmδ
2
m

+
1

2
(2µ–1 −–2)H(Ÿ)

)
s2

that has a positive root

s0 = –1H(Ÿ)

/(
(2µ–1 −–2)H(Ÿ)

+
1

M

M∑

m=1

amδ
2
m +

1

2M

M∑

m=1

bmδ
2
m

)

<
–1

2µ–1 −–2
= s∗ .

Since this parabola is positive for s > s0, the lower esti-
mate of the right part in (24) is positive at the point s∗ > 0
of the maximal value IWMVs∗ mean(X

M ; Ÿ) that provides the
inequality IGDMs∗ mean(X

M ; Ÿ)− IWMVs∗ mean(X
M ; Ÿ) > 0.

Notice that the assumption of the form (25) is equiv-
alent to the inequality

1

M

M∑

m=1

(cm − am) δm ≤ µ2H(Ÿ)

that is valid under the conditions am ≥ cm, m
= 1, . . . ,M . These conditions are held if the tem-
plates in different classes are sufficiently distinct from
each other. Formally, the parameters in (18) should
satisfy the following relation:

(ximn − xjmn)
2 ≥ 1
2

∣∣σ2imn − σ2jmn

∣∣ ,

m = 1, . . . ,M , n = 1, . . . , Nm .

In case of –1 = 0, one has IWMVs mean(X
M ; Ÿ) = µH(Ÿ)

and IGDMs mean(X
M ; Ÿ) ≥ µH(Ÿ) for a given s ≥ 0.

So, there is valid the inequality IWMVs mean(X
M ; Ÿ)

≤ IGDMs mean(X
M ; Ÿ) which passes into the equality at

the point s = 0. The theorem is proved.

Sketches of the graphics in Fig. 3 interpret the theo-
rems 1 and 2.
Corollary. For the optimal value s∗ in the case of–1 > 0
and any s > 0 in the case of –1 = 0, the mean val-
ues of the average mutual information per one source
in WMV and GDM fusion schemes provide the lower
bounds to the error probabilities satisfying the inequality
εWMV > εGDM.
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Figure 3 Graphical interpretation of the results for cases of–1 > 0 (a) and–1 = 0 (b)

5 Experimental Results

The efficiency of WMV and GDM fusion schemes is
shown by comparative error rates for face recognition of
HSI color images.The components H, S, and I produce
the objects of the individual sources and the ensemble
HSI produces the composite objects. The color images
are taken from 25 persons (classes) per 40 images in
each class [13]. The prior probability distribution of the
classes is uniform. Face recognition has been performed
in a space of multilevel tree-structured pattern represen-
tations with elliptic primitives [5]. The error rates have
been obtained for multiclass NN (nearest neighbor) and
SVM (support vector machine) classifiers that are the
collections of elementary “class-vs-all” classifiers. The
experiments have been performed using 100 times, 2 fold
cross validation.

The examples of the tree-structured representations
for the face components H, S, and I are shown in
Fig. 4. The image components correspond to the source
numbers m = 1, 2, 3.

Using the above representations, the dissimilarity
measure d(xm, �xm) ≥ 0 for any pair of the objects xm

and �xm has been introduced in [14]. The weighted sum
of the above measures taken over the components H, S,
and I yields the general dissimilarity measure D(x3, �x3)
of the form (2) between the corresponding composite
objects x3 and �x3.

The dissimilarity measures d(xm, �xm), m = 1, 2, 3,
and D(x3, �x3) have allowed us to construct the dis-
criminant functions gd

i (xm) and gD
i (x

3), i = 1, . . .
. . . , c, for making the decisions of the form (8)
and (9) by the appropriate NN and SVM classi-
fiers.

Figure 4 Examples of the 8th level representations for the face HSI images
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Error rates for HSI face recognition by NN and SVM classifiers

Classifier
Sources Fusion schemes

H S I WMV GDM
NN 0.022 0.017 0.015 0.009 0.006

SVM 0.019 0.012 0.011 0.007 0.003

The table summarizes the cross-validation error rates
for both the individual sources and their ensemble using
GDM and WMV fusion schemes. The experimental
results demonstrate a decrease of the error rates in the
ensemble HSI as against the error rates for the sources
H, S, and I. Also, the obtained error rates confirm some
advantage of GDM scheme as compared with the WMV
scheme.

6 Concluding Remarks

To compare the potentially achievable classification er-
ror probabilities for two fusion schemes in the ensemble
of data sources, the information-based criterion has been
suggested. The proposed criterion is based on compar-
ing the mean values of the average mutual information
between the set of the classes and the datasets of the
sources. These means are independent on a decision
algorithm and they are defined in the WMV scheme of
fusion of the decisions on the source objects and in the
GDM scheme of fusion of the metrics in datasets of the
sources. Taking the above mean values as the points of the
appropriate rate distortion functions, it has been shown
that the lower bound to GDM-based error probability is
smaller as compared with the similar WMV-based error
probability. The advantage in accuracy of the GDM
scheme relative to the WMV scheme is confirmed by
the error rates for NN and SVM decision algorithms in
experiments on recognition of HSI face images given by
the ensemble of the sources Н, S, and I. In future, we
plan to extend the ensemble of biometric sources and
the set of the decision algorithms. For the above fusion
schemes and the different decision algorithms, we plan
to estimate a redundancy of the error rates relative to the
appropriate lower bounds.
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О СРАВНИТЕЛЬНОЙ ЭФФЕКТИВНОСТИ СХЕМ

КЛАССИФИКАЦИИ ДАННЫХ НА АНСАМБЛЕ ИСТОЧНИКОВ

С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ СРЕДНЕЙ ВЗАИМНОЙ ИНФОРМАЦИИ∗

M. M. Ланге

Федеральный исследовательский центр «Информатика и управление» Российской академии наук,
lange mm@ccas.ru

Аннотация: Исследуется точность многоклассовой классификации наборов объектов от ансамбля ис-
точников при различных схемах комплексирования данных. Предлагается новый подход к сравнению
нижних границ вероятности ошибки для двух схем классификации с использованием средней взаимной
информации между данными источников и множеством классов. Рассмотрена схема WMV (Weighted
Majority Vote) на основе композиции решений по объектам источников и схема GDM (General Dissimilar-
ity Measure) на основе композиции метрик на множествах объектов источников. Для исследуемых схем
получены оценки усредненных значений средней взаимной информации на один источник. Доказано,
что указанная характеристика схемы WMV не превосходит аналогичной характеристики схемы GDM,
при этом нижняя граница вероятности ошибки в схеме WMV превосходит нижнюю границу вероятности
ошибки в схеме GDM. Полученный теоретический результат подтвержден экспериментальными оценка-
ми вероятности ошибки распознавания цветных HSI изображений лиц для двух схем комплексирования
данных от источников H, S и I.

Ключевые слова: многоклассовая классификация; ансамбль источников; схема комплексирования;
композиция решений; композиция метрик; средняя взаимная информация; вероятность ошибки
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ВЫБОР МОДЕЛИ ДАННЫХ В ЗАДАЧАХ МЕДИЦИНСКОЙ

ДИАГНОСТИКИ

М. П. Кривенко1

Аннотация: Эффективное решение задач медицинской диагностики требует применения сложных веро-
ятностных моделей, позволяющих адекватно описывать реальные данные и допускающих применение
аналитических методов обучаемой классификации. Выбор модели смеси нормальных распределений
решает поставленные задачи, но приводит к проблеме проклятия размерности. Переход к модели сме-
си вероятностных анализаторов главных компонент позволяет формально поставить задачу выбора ее
структурных параметров. Решение предлагается искать, комбинируя применение информационных кри-
териев для формирования начальных приближений с последующим уточнением получающихся оценок.
На примере экспериментов по диагностированию болезней печени и прогнозированию химического
состава мочевых камней демонстрируются возможности описанных процедур анализа данных. Предла-
гаемые решения являются источником повышения точности классификации, дают толчок специалистам
в предметной области для прояснения сути протекающих процессов.

Ключевые слова: медицинская диагностика; смесь вероятностных анализаторов главных компонент;
критерий выбора модели; перепроверка
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Применение технологии машинного обучения
для медицинской диагностики подразумевает при-
нятие модели обрабатываемых данных, атрибутами
которой должны быть адекватность, аналитическая
и вычислительная доступность, прозрачность диа-
гностических решений и возможность их объяс-
нять.

Вариант нормального распределения наиболее
распространен и в то же время чаще всего крити-
куем (см., например, [1]). В том случае, когда мо-
дель нормального распределения не действует, ее
развитием является смесь нормальных распре-
делений [2], которая за счет усложнения позволя-
ет лучше описывать распределения реальных дан-
ных. При этом остается в силе преимущество
относительно простых аналитических решений ти-
повых вероятностных задач в силу того, что основой
остается нормальное распределение. Но особенно
в случае анализа многомерных данных использо-
вание смеси нормальных распределений приводит
к проблемам проклятия размерности.

Эти проблемы, в свою очередь, актуализируют
вопросы выбора варианта модели и порождают не-
обходимость снижения размерности данных. При-
чин здесь несколько: в медицинской практике сбор
данных о пациентах — часто дорогой, трудоемкий
и иногда вредный для пациентов процесс, и его
желательно упростить; из-за большой размерности
данных обработка может оказаться невозможной;

часто присутствует значительный объем избыточ-
ной или вводящей в заблуждение информации, уда-
ление которой может не только сократить время
обработки и повысить качество классификации, но
и сделать полученные решения более понятными.

Обычно выделяются методы отбора (селекции)
признаков и методы преобразования признаков [3].
К наиболее простым и широко используемым ме-
тодам преобразования относятся линейные, а среди
них — анализ главных компонент (PCA — principal
component analysis). Но его полезность не проявля-
ется для данных, демонстрирующих нелинейность.
Понятно, что попытки исправить ситуацию бы-
ли связаны с расширением имеющихся подходов,
в частности путем кластеризации данных и выпол-
нения PCA внутри кластеров. Подобный прогресс
стал возможным в рамках вероятностной модели
анализаторов главных компонент (PPCA — proba-
bilistic PCA) и ее обобщения до соответствующей
смеси (PPCAM — PPCA mixture).

В [4] рассматривались возможности разных под-
ходов к выбору структурных параметров (чис-
ло элементов смеси и размерности этих элемен-
тов), характеризующих модель PPCAM. Способы
оценивания этих параметров формируются в не-
простых условиях, в числе которых необходимость
привлечения сложных априорных предположений
и, как следствие, проблемы полного их задания, от-
сутствие конкретных наработок в области селекции

1Институт проблем информатики Федерального исследовательского центра «Информатика и управление» Российской академии
наук, mkrivenko@ipiran.ru
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моделей типа PPCAM, сложность решения сопут-
ствующих аналитических и вычислительных задач.
Для реализации выбора размерностей предлагалось
использовать комбинацию известных методов вы-
бора размерностей принятой модели, а для оце-
нивания качества обучаемой классификации дан-
ных — методы управления выборкой.

Базовая вероятностная модель анализа главных
компонент для сниженной размерности основыва-
ется на представлении

y =Wx+ µ+ ε ,

где y — наблюдаемая (d × 1)-переменная, y ∼
∼ N(µ,C(k)); W — (d × k)-матрица преобразова-
ния; x— латентная (k×1)-переменная,x ∼ N(0, I);
ε ∼ N(0, σ2I);C(k) =WWT+σ2I. Здесьd— исход-
ная размерность данных; k — сниженная размер-
ность данных; µ, W и σ2 суть параметры модели.
В случае модели PPCAM каждому j-му элементу
смеси соответствует свой набор параметров: πj —
вес элемента смеси, а также µj,Wj и σ2j .

Для оценивания параметров PPCAM существует
два основных варианта [5]:

(1) поэтапный, когда сначала находятся оцен-
ки параметров смеси нормальных распре-
делений, затем осуществляется факториза-
ция ковариационных матриц элементов смеси
и, наконец, строятся оценки параметров Wj

и σ2j ;

(2) одновременный для оценивания всех парамет-
ров πj, µj, Wj и σ2j , j = 1, . . . ,m, в совокуп-
ности.

Последний вариант из-за специфической ор-
ганизации итерационного процесса обладает вы-
числительными преимуществами, что может стать
существенным при разовом оценивании. Но сни-
жение размерности на основе выбора конкретной
модели PPCAM подразумевает многократное оце-
нивание ее параметров при различных предположе-
ниях. Поэтому поэтапный вариант оценивания ста-
новится более привлекательным, так как позволяет
однократно получать представления ковариацион-
ных матриц элементов смеси, а затем многократно
формировать из них нужные оценки.

Указанный принцип перехода от задачи с боль-
шей размерностью к меньшей можно эффективно
использовать и при переборе различных значений
числа элементов смеси m. Дело в том, что одним
из сложных элементов итерационного алгоритма
оценивания параметров смеси оказывается форми-
рование начальных приближений. Автор данной
статьи для этого эффективно комбинирует следу-
ющие шаги: однократное оценивание параметров
смеси для «заведомо большого» значения “m, а затем

повторное нахождение оценки для меньшего зна-
чения “m− 1 путем выбора наилучшей оценки из “m
оценок, построенных при начальных приближени-
ях, полученных исключением одного из элементов
смеси в оценке для “m.

В [6] приведен алгоритм выбора размерно-
стей согласно информационным критериям AIC
(Akaike’s information criterion) и BIC (Bayesian in-
formation criterion) и алгоритм последовательного
выбора значений параметров размерности, не ухуд-
шающих точность классификации с точки зрения
метода перепроверки (реализуется идея цикличе-
ского покоординатного спуска).

В качестве иллюстрации предложенных идей
анализировались результаты реальных обследова-
ний с целью дискриминации данных о фермен-
тах для пациентов с заболеваниями печени [7].
Кроме этого рассматривалось построение прогно-
за состава камня по набору показателей как за-
дача обучаемой классификации типов камней [6].
Анализ данных показал: информационные крите-
рии «угадывают» далеко не лучшие решения; из
них предпочтительным оказывается AIC, что со-
ответствует его нацеленности на аппроксимацию
участвующих в классификации плотностей распре-
деления данных; при относительно небольших зна-
чениях структурных размерностей удается найти
решения, приемлемые по сложности и превосходя-
щие по точности известные подходы; полученные
оценки в виде смесей не только говорят о непро-
стой структуре данных в классах, но и позволяют
описать возникающие кластеры как через их пара-
метры, так и с помощью соответствующих наборов
наблюденных значений.

Описанные подходы и алгоритмы не гарантиру-
ют наилучшего решения, но позволяют выяснить,
реально ли упрощение априорных предположений
и повышение качества принимаемых решений од-
новременно. Кроме того, появляется новый ис-
точник дополнительной информации об объектах
медицинских исследований.

Предлагаемые решения не просты, требуют до-
полнительных усилий по их развитию и, что более
важно, внедрению в практику медицинской диа-
гностики, но создают предпосылки для новых от-
крытий.
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Аннотация: Рассматривается математическая модель для прогноза отзыва лицензии кредитной органи-
зации на период до 6 месяцев по данным из публикуемой отчетности кредитных организаций. Модель
является коллективным решением по набору комбинаторно-логических методов распознавания и реша-
ющих лесов различного типа. Оценка эффективности разработанной коллективной модели по показателю
ROC AUC (area under receiver operating characteristic curve) составила 0,74. Модель позволяет выделять
группы кредитных организаций с повышенным и пониженным риском отзыва лицензии. Было проведено
ранжирование различных показателей, показавшее важность величины ликвидных и высоколиквидных
активов.
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1 Введение

Банковский сектор представляет собой круп-
нейшую по объему средств часть финансового рын-
ка России, и трудно переоценить важность дея-
тельности кредитных организаций для экономики
страны в целом и отдельных компаний и граждан
в частности. Банком России на протяжении по-
следних лет проводилась работа по выводу с рынка
недобросовестных и финансово несостоятельных
участников: у кредитных организаций отзывались
лицензии на осуществление банковских операций
или проводились мероприятия по финансовому
оздоровлению с приостановкой полномочий быв-
ших собственников и руководства. Как прави-
ло, данные события были связаны с ухудшением
финансового состояния кредитной организации.
Однако для клиентов банков момент наступления
такого негативного события мог стать полной не-
ожиданностью.

Естественно, что деятельность банковского над-
зора, связанная с банковской тайной и информаци-
ей ограниченного доступа, является непубличной.
Поэтому невозможно заранее сказать, безопасно

ли хранить средства (в размере, превышающем
объем страховой ответственности Государственной
корпорации «Агентство по страхованию вкладов»)
в данном банке или нет. Однако существуют раз-
личные методики, в частности у кредитных рей-
тинговых агентств, позволяющие на основе коли-
чественных и качественных показателей оценить
вероятность наступления дефолта кредитной ор-
ганизации на определенном горизонте. Следует
отметить, что отзыв лицензии может произойти
и без наступления дефолта кредитной организации.
В связи с этим возникает потребность исследования
возможности прогнозирования ухудшения финан-
сового состояния кредитной организации заранее.

Для решения этой задачи объективно мо-
гут использоваться средства машинного обучения.
Их очевидными преимуществами по сравнению
с экспертными оценками являются объективность,
универсальность, относительно низкая стоимость,
возможность быстрой коррекции алгоритмов про-
гнозирования по мере поступления новой инфор-
мации.

Перечисленные преимущества не могут не при-
влекать внимание исследователей и вызывают по-

∗Работа выполнена при частичной финансовой поддержке РФФИ (проект 18-29-03151).
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3Московский государственный университет им. М. В. Ломоносова, kolianmos1@gmail.com
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явление работ по тематике использования методов
компьютерного обучения для решения задач про-
гнозирования в банковской сфере [1, 2].

В настоящее время существует большое число
технологий обучения, а также средств статистиче-
ски корректной оценки эффективности получен-
ных решений [3, 4]. Большое значение имеют также
сопутствующие обучению методы ранжирования
показателей по их значимости при прогнозирова-
нии. Такое разнообразие технологий вызывает не-
обходимость исследования как их эффективности
по отдельности, так и выбора оптимальной схемы
построения коллективных решений [3].

2 Использование для прогноза
методов распознавания

Сформулируем поставленную выше задачу про-
гнозирования ухудшения состояния кредитных
организаций как задачу предсказания отзыва ли-
цензии по данным из публикуемой отчетности кре-
дитных организаций.

Имеется набор объектов (кредитных организа-
ций) с признаковым описанием (показатели от-
четности1, с ежемесячной периодичностью раз-
мещаемые на сайте Банка России2), для которых
известно значение бинарного признака — будет ли
негативное событие отзыва лицензии у кредитной
организации в течение ближайших 6 месяцев или
нет (составленное по информации пресс-релизов
с сайта Банка России). Задача заключается в про-
гнозировании значения функции, зависящей от
признакового описания объекта и принимающей
бинарное значений «да» или «нет» на анализиру-
емую дату с горизонтом прогнозирования 6 месяцев
в зависимости от данных отчетности банка.

Важно отметить, что причиной отзыва лицензии
могут стать не только проблемы, связанные с фи-
нансовым состоянием кредитной организации, но
и нарушения в области ПОД/ФТ (противодействия
отмыванию доходов и финансированию террориз-
ма). В связи с этим из обучающей выборки были
исключены кредитные организации, у которых ли-
цензии были отозваны в связи с указанными нару-
шениями.

Был проведен эксперимент по оценке возмож-
ности прогнозирования отзыва лицензии, связан-
ного с финансовым состоянием банка. Прогноз
проводился на период с января по июнь 2015 г.

В анализ были включены 24 банка, для которых
отзыв лицензии был осуществлен в указанный пе-
риод. При этом по экспертной оценке сотрудни-
ков Банка России отзыв лицензии для этих банков
определенно был связан с их финансовым состо-
янием. Также в анализ были включены 692 банка,
которые продолжали действовать без отзыва лицен-
зии в течение 2 лет с декабря 2014 г. Для прогно-
зирования использовались параметры банковской
отчетности, известные на момент времени, в ко-
торый производился прогноз. Всего в анализе ис-
пользовался 31 уникальный показатель банковской
отчетности. Однако при прогнозировании приме-
нялись банковские показатели, рассчитанные для
месяца, предшествующего дате составления про-
гноза, а также для месяцев, отстоящих от даты
прогноза на 1, 2 и 3 месячных интервала. Таким
образом, общее число используемых для прогноза
показателей составило 124.

Задача прогнозирования, очевидно, может быть
сведена к задаче распознавания с двумя класса-
ми. При этом задача усложняется малым размером
целевого класса, а также высокой размерностью
данных, связанной с необходимостью учета дина-
мики показателей финансового состояния банков.
Высокая эффективность в этих условиях может
достигаться при использовании коллективных ре-
шений. Существенным требованием является не-
обходимость анализа информативности различных
показателей. Данная задача осложняется тем, что
информативность показателей проявляется только
в рамках их взаимодействия. Можно предположить,
что для повышения достоверности могут быть ис-
пользованы коллективные методы оценивания ин-
формативности. Разработка таких методов также
является одной из целей представляемого исследо-
вания.

Для вычисления оптимальных прогнозных ре-
шений был протестирован ряд разнообразных тех-
нологий распознавания. Однако возможность
получения эффективного алгоритма прогнозиро-
вания удалось показать только для следующих ме-
тодов:

– логистическая регрессия (LogReg);

– алгоритм вычисления оценок с использовани-
ем всевозможных наборов признаков в качестве
опорных множеств (АВО) [3, 5];

– решающий лес, использующий бэггинг для ге-
нерации ансамблей деревьев (RF) [4];

1Отдельные показатели деятельности кредитной организации, используемые для расчета обязательных нормативов из разд. 2
отчетности банков по форме 0409135 «Информация об обязательных нормативах», составляемой в соответствии с Указанием Банка
России от 24.11.2016 № 4212-У «О перечне, формах и порядке составления и представления форм отчетности кредитных организаций
в Центральный банк Российской Федерации».

2
www.cbr.ru.
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– решающий лес, основанный на процедуре адап-
тивного бустинга (АdaBoost) [4, 6];

– решающий лес, основанный на процедуре гра-
диентного бустинга (GradBoost) [4, 7];

– метод статистически взвешенных синдромов
(СВС) [3, 8].

Оценка точности прогноза проводилась с ис-
пользованием метода кросс-валидации со 100 фол-
дами. Для оценивания результатов была исполь-
зована известная метрика ROC AUC. Результаты
приведены в табл. 1.

Таблица 1 Оценка точности про-
гноза различными методами

Метод ROC AUC Ранг
LogReg 0,626 1
RF 0,707 5
GradBoost 0,662 2
АdaBoost 0,716 6
АВО 0,679 3
СВС 0,698 4

3 Коллективное решение

На основе полученных данных строилось кол-
лективное решение. На первом этапе проводился
поиск оптимального порога b∗в решающем прави-
ле для каждого из 6 алгоритмов. Подбор порога
проводился из условия минимальности различия
между чувствительностью и специфичностью. Кол-
лективная оценка объекта, описываемая вектором
признаков xj, вычислялась в два этапа. На первом
этапе по оценке γ∗(xj), полученной с помощью ал-
горитма A∗, вычислялось значение бинарного по-
казателя β∗, указывающего на негативный прогноз
для объекта xj при β∗(xj) = 1 и на положительный
прогноз при β∗(xj) = 0. Вычисление β∗ проводи-
лось по схеме:

β∗(xj) =

{
1 при γ∗(xj) > b∗ ;

0 в противном случае.

Каждому из алгоритмов сопоставлялся весовой
коэффициент θ∗. Рассматривался следующий спо-
соб задания весовых коэффициентов: алгоритмы
ранжировались по величине ROC AUC. Значение
коэффициента θ∗ для алгоритмаA∗ приравнивалось
рангу A∗ из табл. 1. Коллективная оценка γint(xj)
вычислялась по формуле:

γint(xj) = θÓ×ÓβÓ×Ó(xj) + θGBβGB(xj) +

+ θABβAB(xj) + θRFβRF(xj) + θLRβLR(xj) +

+ θABOβABO(xj) .

Таблица 2 Уровень риска отзыва лицензии для
различных интервалов балльных оценок

Баллы
Количество отозванных лицензий

шт. %
≥ 20 5 из 19 26,3

От 17 до 19 12 из 63 19
От 3 до 16 9 из 401 2,2

< 3 3 из 252 1,2

Величина ROC AUC для коллективного решения
составила 0,74.

Коллективные оценки риска оценивались по
шкале от 0 до 21 балла, где 21 балл соответство-
вал негативному прогнозу, а 0 баллов соответство-
вали позитивному прогнозу. Из табл. 2 видно, что
из 19 банков с 21 баллом лицензия была отозвана
у 5, что составляет 26,3%. В группе из 252 банков
с менее чем тремя баллами лицензия была отозва-
на только у трех банков (1,2%). Таким образом,
коллективное решение отчетливо выделяет груп-
пы с пониженным и повышенным риском отзыва
лицензии.

Для оценивания информативности признаков
использовались коллективные оценки информа-
тивности, включающие оценки, полученные с по-
мощью всех трех используемых вариантов реша-
ющих лесов, а также метода СВС.

В методах решающих лесов информативность
признаков вычисляется как среднее значение по-
казателей информативности, рассчитанных для от-
дельных деревьев и характеризующих улучшение
аппроксимации данных после включения признака
в модель [9].

В методе СВС показателем информативности
служит значение статистики χ2 при сравнении рас-
пределения целевого класса в группах слева и спра-
ва от рассчитанного для признака оптимального
порога [8].

Таким образом, информативность признаков
рассчитывалась отдельно для решающих лесов,
основанных на бэггинге, адаптивном или градиент-
ном бустинге, а также для СВС. Обозначим пока-
затели информативности по этим методам соответ-
ственно как IRF, IAB, IGB и IÓ×Ó. Далее проводилось
ранжирование признаков по величине каждого из
четырех перечисленных показателей. Ранги по IRF,
IAB, IGB и IÓ×Ó обозначим какRRF,RAB,RGB иRÓ×Ó.

Интегральный показатель информативности
для Iint(Xj) признака Xj вычислялся как сумма
рангов по каждому из четырех показателей инфор-
мативности:

Iint (Xi) =

= RÓ×Ó (Xi) +RGB (Xi) +RAB (Xi) +RRF (Xi) .
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Таблица 3 Наиболее информативные показатели

Ранг
Интегральный

показатель
информативности

Показатель банковской отчетности

1 4 Высоколиквидные активы за месяц, предшествующий моменту прогноза
2 18 Ликвидные активы за месяц, предшествующий моменту прогноза

3 19
Активы II группы, взвешенные с коэффициентом 20% (мера риска), за месяц,
отстоящий на один месячный интервал от даты прогноза

4 40
Активы, имеющие нулевой коэффициент риска за месяц, отстоящий на четыре
месячных интервала от даты прогноза

5 49
Активы II группы, взвешенные с коэффициентом 20% (мера риска) за месяц,
отстоящий на три месячных интервала от даты прогноза

Признаки, имеющие ранги от одного до пяти,
приведены в табл. 3.

4 Заключение

Как видно из полученных результатов, разра-
ботанная коллективная модель по группе мето-
дов распознавания по данным отчетности позво-
ляет с некоторой долей уверенности предсказать
отзыв лицензии у кредитной организации. Воз-
можность эффективного прогнозирования можно
связать с проводимой Банком России работой над
достоверностью отчетности участников финансо-
вого рынка. Разработанная методика может быть
полезна как для банковского надзора, так и для
участников финансового рынка. Однако для по-
вышения точности прогнозирования негативных
событий, безусловно, недостаточно следить толь-
ко за значениями показателей отчетности: важно
использовать механизм риск-аналитики, а также
формировать доверительную среду на финансовом
рынке.
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ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ ОСНОВЫ ОПТИМИЗАЦИИ

ПО КОНТИНУАЛЬНОМУ КРИТЕРИЮ VaR

НА СОВОКУПНОСТИ РЫНКОВ∗

Г. А. Агасандян1

Аннотация: Работа продолжает изучение проблем использования континуального критерия VaR (CC-
VaR) на финансовых рынках. Речь идет о применении CC-VaR на совокупности нескольких рынков
разных размерностей, связанных между собой базовыми активами. В типовой модели совокупности
одного двумерного и двух одномерных теоретических рынков рассматривается наиболее общий случай
их совместного функционирования. Приводится правило построения оптимального по CC-VaR ком-
бинированного портфеля с тремя компонентами. Оно основывается на расхождениях в относительных
доходах между рынками с сохранением требований критерия. Оптимальный портфель строится из ба-
зисных инструментов всех рынков с использованием в их конструкциях идей рандомизации. Приводятся
также его идеалистичная и суррогатная версии, которые могут быть полезными при проверке расчетов
и для графической иллюстрации платежных функций. Теоретически модель без труда распространяется
на рынки большей размерности. Возможны и две усеченные постановки задачи, в одной из которых
исключается один одномерный рынок, в другой — двумерный.

Ключевые слова: базовые активы; функция рисковых предпочтений; континуальный критерий VaR;
стоимостная и прогнозная плотности; функция относительных доходов; процедура Неймана–Пирсона;
комбинированный портфель; рандомизация; суррогатный портфель; идеалистичный портфель
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1 Введение

Работа продолжает исследования по примене-
нию введенного автором континуального критерия
VaR на финансовых рынках [1–5] как с одним, так
и с несколькими базовыми активами [3]. В на-
стоящей работе изучается оптимальное поведение
инвестора, приверженного CC-VaR, одновременно
на нескольких рынках разных размерностей, свя-
занных между собой базовыми активами. В типо-
вой модели речь идет о совокупности трех рынков,
один из которых двумерный, а два других одномер-
ные. Базовые активы одномерных рынков образуют
пару базовых активов двумерного. Такую схему на-
зовем комбинированным (и тройственным) рынком.
Она естественным образом распространяется на со-
вокупности рынков больших размерностей, хотя
с их ростом, разумеется, многое в схеме технически
усложняется.

Для выявления сущности проблемы все рын-
ки рассматриваются однопериодными (с двумя мо-
ментами времени — началом и концом периода),
теоретическими (страйки опционов образуют кон-
тинуальное множество) и идеальными (комисси-
онные равны нулю, а цены покупателя и продавца
совпадают).

Решение ищется в форме совмещения трех порт-
фелей и основывается на анализе поточечных рас-
хождений в относительных доходах на рынках,
обусловленных расхождениями в ценах на разных
рынках.

2 Исходные теоретические рынки

Рассматриваются три однопериодных рынка:
два одномерных #X и #Y с базовыми активами X

и Y соответственно и один двумерный #0 с парой
активов (X,Y ). Цены двух базовых активов обо-
значаются x и y, параметры инструментов — s и t,
при этом x, s ∈ X = [a1, b1), y, t ∈ Y = [a2, b2). Ры-
ночная стоимость произвольного инструмента G

записывается как |G|, а средний доход — ‖G‖.
Вкратце напомним обозначения и конструк-

ции рынков с введением необходимых дополнений,
обусловленных их совместной работой.

Для рынка #X заданы прогнозная pX(x) и сто-

имостная cX(x), x ∈ X, плотности, порождающие
меры CX(·) и PX(·) соответственно. Первая сфор-
мирована рынком на начало периода, а вторая дает
прогноз инвестора на его конец. Важный для опти-
мизации относительный доход ρX(·) = pX(·)/cX(·).

∗Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект 17-01-00816).
1Вычислительный центр им. А. А. Дородницына Федерального исследовательского центра «Информатика и управление» Рос-

сийской академии наук, agasand17@yandex.ru
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Теоретические основы оптимизации по континуальному критерию VaR на совокупности рынков

На рынке, называемом δ-рынком, можно торговать
любым инструментом GX с доходом, представимым
в виде произвольной неотрицательной измеримой
функции g(x), x ∈ X. Ее называем платежной

функцией инструмента и обозначаем π(x;GX), т. е.
g(x) = π(x;GX), x ∈ X, в частности π(x;X) = x.

Базисными на рынке являются инструменты
DX(s), s ∈ X, с обобщенной δ-функцией в каче-
стве платежной: π(x;DX(s)) ≡ δ(x − s). Для них

|DX(s)| = cX(s) , ‖DX(s)‖ = pX(s) , s ∈ X .

Для инструмента GX с платежной функци-
ей g(x) имеют место соотношения:

GX =

∫

X×Y

gX(s)DX(s) ds ;

|GX| =
∫

X

gX(s)cX(s) ds ;

‖GX‖ =
∫

X

gX(s)pX(s) ds .

Определяются и такие важные для сценарных
рынков инструменты, как индикаторы множеств
HX{M}, M ⊂ X, с их характеристическими функ-
циями в качестве платежных, а также единичный

безрисковый актив UX, и для них

HX{M} =
∫

M

DX(s) ds ;

UX =HX{X} =
∫

X

DX(s) ds ;

|HX{M}| =
∫

M

cX(s) ds ;

|UX| = CX{X} =
∫

X

cX(s) ds .

Аналогично вводятся агрегаты второго одномер-
ного рынка с очевидной заменой X ↔ Y, x ↔ y,
X↔ Y, s ↔ t: плотности pY(y) и cY(y); меры PY{·}
и CY{·}; относительный доход ρY(y); инструменты
DY(t), y, t ∈ Y, HY{M}, M ⊂ Y, и UY .

Для двумерного рынка #0 задаются двумерные
плотности p(x, y) и c(x, y), x ∈ X, y ∈ Y, порожда-
ющие меры P{·, ·} и C{·, ·} соответственно, а отно-
сительный доход ρ(·, ·) = p(·, ·)/c(·, ·). Базисными
инструментами служат D(s, t), s ∈ X, t ∈ Y, и для
них π(x, y;D(s, t)) ≡ δ(x− s, y − t), а также

|D(s, t)| = c(s, t) , ‖D(s, t)‖ = p(s, t) , s ∈ X , t ∈ Y .

Для инструмента G с платежной функцией
π(x, y;G) ≡ g(x, y) имеем:

G =

∫

X×Y

g(s, t)D(s, t) dsdt ;

|G| =
∫

X×Y

g(s, t)c(s, t) dsdt ;

‖G‖ =
∫

X×Y

g(s, t)p(s, t) dsdt .

Для плотностей p(x, y) и c(x, y), x ∈ X, y ∈ Y,
выполняются соотношения:

∫

X×Y

p(x, y) dxdy = 1 ;

∫

X×Y

c(x, y) dxdy =
1

r
,

где r — безрисковый относительный доход за пери-
од. Двумерные плотности порождают маргиналь-
ные плотности p1(x), p2(y) и c1(x), c2(y), x ∈ X,
y ∈ Y:

p1(x) =

∫

Y

p(x, y) dy ; p2(y) =

∫

X

p(x, y) dx ;

c1(x) =

∫

Y

c(x, y) dy ; c2(y) =

∫

X

c(x, y) dx .






(1)

При этом

∫

X

p1(x) dx =

∫

Y

p2(y) dy =

∫

X×Y

p(x, y) dxdy = 1 ;

∫

X

c1(x) dx =

∫

Y

c2(y) dy =

∫

X×Y

c(x, y) dxdy =
1

r
.

Вновь, как обычно, без ограничения общности
принимаем для простоты r = 1 для рынка #0, что
позволяет интерпретировать стоимостную плот-
ность c(x, y), x ∈ X, y ∈ Y, как плотность веро-
ятности, порождаемую рынком.

Однако распространить такое же упрощение на
все рынки представленной совокупности нельзя,
так как на них могут возникать свои безрисковые
ставки относительного дохода. И появляются но-
вые параметры χX и χY — ставки безрискового
относительного дохода на рынках #X и #Y соответ-
ственно, дающие только интегральные ограниче-
ния на одномерные стоимостные плотности:

|UX| =
∫
X

cX(x) dx = χ
−1
X ;

|UY| =
∫
Y

cY(y) dy = χ
−1
Y .




 (2)

Поскольку в общем случае ценообразование на
совместно функционирующих трех рынках (как на
самостоятельных, хотя и родственных) производит-
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ся раздельно, стоимостные плотности cX(·) и cY(·)
одномерных рынков #X и #Y не следует отожде-
ствлять с маргинальными (1). И, вообще говоря,

cX(x) 6= c1(x) , cY(y) 6= c2(y) , x ∈ X , y ∈ Y ,

хотя при этом естественно считать, что

pX(x) ≡ p1(x) , pY(y) ≡ p2(y) , x ∈ X , y ∈ Y ,

так как все прогнозные плотности p(x, y), pX(x)
и pY(y) являются предметом единого цельного про-
гноза инвестора.

Для рынка #0 определяются также инструмен-
тальные индикаторы множеств H{M},M ⊂ X× Y,
и единичный безрисковый актив U , и для них

H{M} =
∫

M

D(s, t) dsdt ;

U =H{X× Y} =
∫

X×Y

D(s, t) dsdt ;

|H{M}| =
∫

M

c(s, t) dsdt ;

|U | = C{X× Y} =
∫

X×Y

c(s, t) dsdt =
1

r
.

Наряду с введенными инструментами рынка #0
рассматриваются и его маргинальные инструменты
D1(·), D2(·), U1, U2, H1{·} и H2{·}, но каждый из
них не самостоятелен и обретает смысл лишь в про-

изведении с каким-либо инструментом по другой
координате.

Наконец, критерий CC-VaR требует, чтобы вы-
полнялись неравенства P{q ≥ φ(ε)} ≥ 1 − ε сразу
для всех ε ∈ [0, 1], где q — доход инвестора; φ(ε) —
неотрицательная монотонно возрастающая и не-
прерывная функция рисковых предпочтений (ф.р.п.)
инвестора.

В связи с соотношениями (2) следует также
иметь в виду проблемы взаимодействия рынков.
Обмен между рынками инструментальными сред-
ствами не предусмотрен. Это значит, что не допус-
тимо, например, расщепление двумерного единич-
ного безрискового актива на два компонентных
инструмента с целью последующих операций с ни-
ми на двух других одномерных рынках. Естествен-
но, что при этом сохраняется возможность исполь-
зования денежных средств, полученных от продажи
актива на двумерном рынке, для покупки других
активов на одномерных рынках. Проясним на про-
стейшем примере, как сказываются такие особен-
ности многомерных рынков на исходах сделок.

Рассмотрим последовательность двух рыночных
сделок:

(1) продажа единицы инструмента U = U1 × U2
на рынке #0 по цене S = 1;

(2) приобретение на сумму S на рынках #X и #Y
по отдельности u и v единиц инструментов UX
и UY по ценам 1/χX и 1/χY (2) для каждой
единицы соответственно.

Для определения количеств u и v имеем урав-
нение S = u/χX + v/χY. Во вполне приемлемом
предположении, что χX = χY = 1, одним из его
решений будет, например, u = v = 1/2. Таким
образом, в этом случае один двумерный инстру-
мент U эквивалентен по стоимости комбинации
UX/2 +UY/2 (а не UX +UY!).

3 Оптимизация на тройственном
рынке

Предлагаются алгоритмы построения на сово-
купности трех теоретических рынков оптимально-
го по CC-VaR комбинированного портфеля вместе
с некоторыми его версиями. Алгоритмы, как и в [1–
5], основываются на анализе относительных дохо-
дов для всех трех исходных рынков с континуаль-
ным применением процедуры Неймана–Пирсона
из математической статистики [6].

В общей схеме тройственного рынка для целей
оптимизации будем формировать единую функцию
относительного дохода для комбинации трех рын-
ков. Это производится путем поточечной замены
значений функции ρ(·, ·) рынка #0 ровно теми зна-
чениями функций ρX(·) или ρY(·) для рынков #X
и #Y (с сопоставимыми по вероятностям весами),
которые оказываются наибольшими из всех трех
функций.

Формально правила замещения задаются разби-
ением множества X × Y на подмножества M0, M1
и M2, определяемые соотношениями эквивалент-
ности:

(s, t) ∈M0 ⇔ {ρ(s, t) ≥ ρX(s)&ρ(s, t) ≥ ρY(t)} ; (3)

(s, t) ∈M1 ⇔ {ρX(s) > ρ(s, t)&ρX(s) ≥ ρY(t)} ; (4)

(s, t) ∈M2 ⇔ {ρY(t) > ρ(s, t)&ρY(t) > ρX(s)} . (5)

Множества M0, M1 и M2 взаимно не пересека-
ются, в объединении дают полное множество X×Y
и состоят из тех и только тех пар (s, t) ∈ X × Y, для
которых максимальным является относительный
доход соответственно ρ(s, t), ρX(s) и ρY(t). В слу-
чае равенства этих доходов приоритет в отношении
принадлежности множеству устанавливается в по-
рядке рынков #0, #X и #Y.
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Результат классификации (3)–(5) можно запи-
сывать посредством принимающей всего три зна-
чения функции замещений (для всех s ∈ X, t ∈ Y):

A(s, t) = k ⇔ (s, t) ∈Mk , k = 0, 1, 2 . (6)

Она просто помечает все точки множеств M0, M1
и M2 их индексами — цифрами 0, 1 и 2 соответ-
ственно.

Обозначим через M1;s(⊂ Y) и M2;t(⊂ X) сече-
ния множеств M1 (4) и M2 (5) для фиксированных
значений s ∈ X и t ∈ Y соответственно:

M1 =
⋃

s∈X

M1;s ; M2 =
⋃

t∈Y

M2;t .

Рассмотрим индикатор M1(s), s ∈ X, рынка #0
как объединение базисных инструментов D(s, t) по
t ∈M1;s:

M1(s) =

∫

M1;s

D(s, t) dt = D1(s)× H2 {M1;s} . (7)

Это δ-инструмент наXи индикатор множестваM1;s
на Y, и для него

|M1(s)| =
∫

M1;s

c(s, t) dt ; ‖M1(s)‖ =
∫

M1;s

p(s, t) dt .

Его двумерную платежную функцию можно
представить в виде произведения δ(x− s), x ∈ X, на
характеристическую функцию множества M1;s по
y ∈ Y. Она сингулярна по x и конечна по y.

Индикаторы M1(s) (7) для каждого s ∈ X явля-
ются ровно теми инструментами рынка #0, которые
согласно условиям (4) для относительных доходов
следовало бы заместить инструментами DX(s)рын-
ка #X. Однако действие инструмента DX(s) распро-
страняется на полное множество Y, а не только на
его подмножество M1;s. Поэтому подобное заме-
щение должно быть ограниченным, и инструмен-
ты (7) желательно было бы заместить совмещающи-
ми рынки #0 и #X «гибридными» инструментами:

MX(s) ≡ DX(s)× H2 {M1;s} , s ∈ X . (8)

Но таких инструментов нет ни на одном из рас-
сматриваемых рынков. Тем не менее рыночную ре-
ализацию такого замещения можно осуществить,
если воспользоваться услугами рандомизации. Это
делается следующим образом.

Вводятся биномиальные случайные величины
ϑX(s), s ∈ X, с вероятностью успеха (замеще-
ния) θX;s, равной условной вероятности

θX;s = P {M1;s|X = s} =
∫

M1;s

p(s, t) dt

p1(s)
, s ∈ X . (9)

Эти вероятности служат в модели параметрами ран-
домизации.

В соответствии с предположениями о вероятно-
стях и ценообразовании для инструментов MX(s)
должны были бы выполняться равенства:

|MX(s)| = θX;scX(s);

‖MX(s)‖ = θX;spX(s) , ρX(s) =
cX(s)

pX(s)
, s ∈ X.





(10)

В качестве базисных для части #X комбиниро-
ванного портфеля предлагается использовать ран-
домизированные инструменты:

Dcmb
X (s) = ϑX(s)DX(s) , s ∈ X . (11)

Эти инструменты являются случайными, при-
нимающими облик инструмента DX(s) с ве-
роятностью θX;s и нулевого инструмента NX(s)
(с тождественно равным нулю доходом и нулевой
стоимостью) с вероятностью 1− θX;s, s ∈ X.

Их средние цены и средние доходы (вероят-
ности) соответственно∣∣Dcmb

X (s)
∣∣ = θX;scX(s) ;

∥∥Dcmb
X (s)

∥∥ = θX;sp1(s) =
∫

M1;s

p(s, y) dy .





(12)

Выбор (9) параметров θX;s уравнивает веро-
ятности, связанные с инструментами MX(s) (8)
и M1(s) (7), поскольку вероятности, с которыми
на рынке #0 инструменты M1(s) порождают не-
нулевой (именно единичный) доход, определяются
плотностью p(s, t) и вторым соотношением в (10).

Свойства (12) инструментов (11) позволяют на-
значить их, несмотря на составную структуру, новы-
ми цельными базисными инструментами комбини-
рованного рынка, фактически реплицирующими
инструменты MX(s).

Подобные конструкции, введенные для рын-
ка #X, в полной мере распространяются на ры-
нок #Y. При этом они получаются из соответству-
ющих аналогов рынка #X заменой 1 ↔ 2, s ↔ t,
i ↔ j, X ↔ Y. Так определяются уже связан-
ные с множеством M2 (5) замещения инструмен-
ты DY(t), случайные величины ϑY(t) с парамет-
рами θY;t успеха и рандомизированные базисные
инструменты

Dcmb
Y (t) = ϑY(t)DY(t) , θY;t = P {M2;t|Y = t} =

=

∫

M2;t

p(s, t) dt

p2(t)
, t ∈ Y . (13)

Инструменты (11) и (13) на рынках #X и #Y со
своими ценами и средними доходами (12) вместе

ИНФОРМАТИКА И ЕЁ ПРИМЕНЕНИЯ том 13 выпуск 4 2019 39



Г. А. Агасандян

с инструментами D(·, ·) на рынке #0 с плотностя-
ми c(·, ·) и p(·, ·) на множестве M0 образуют полный
комбинированный базис.

Для этого базиса формируется единая функция
относительных доходов, и к ней применяется общий
теоретический алгоритм оптимизации. В результа-
те его работы с новой функцией относительных
доходов производится новое назначение всех веро-
ятностей и строится новая весовая функция базис-
ных инструментов. Оптимальный комбинированный

портфель вследствие случайности величин ϑX(s)
и ϑY(t) оказывается в итоге случайным и приобре-
тает вид:

Gcmb =

∫

M0

gcmb(s, t)D(s, t) dsdt+

+

∫

X

gcmbX (s)ϑX(s)DX(s) ds+

∫

Y

gcmbY (t)ϑY(t)DY(t) dt.

Нелишне рассмотреть и упрощенную, хотя и не-
реализуемую на тройственном рынке, идеалистич-

ную версию портфеля в эквивалентной по платеж-
ной функции и ценам форме двумерного портфеля
с теми же весами:

Gidl =

∫

M0

gcmb(s, t)D(s, t) dsdt+

+

∫

X

gcmbX (s)MX(s) ds+

∫

Y

gcmbY (t)MY(t) dt . (14)

При всей условности такого представления его
можно использовать для графической иллюстра-
ции платежной функции в виде единой двумерной
функции:

π
(
x, y;Gidl

)
= max

(
gcmb(x, y), gcmbX (x), gcmbY (y)

)
.

Наряду с комбинированным можно построить
и портфель, который назовем суррогатным. Он
получается в результате формальной поточечной за-
мены базисных инструментов D(s, t) рынка #0 ин-
струментами Dsrg(s, t), s ∈ X, t ∈ Y, с теми же
платежными функциями и вероятностями, но с це-
нами, скорректированными в соответствии с пра-
вилами замещения (3)–(5) и с учетом цен рын-
ков #X и #Y. Для всех s ∈ X и t ∈ Y и приA(s, t) = 0,
1, 2 (см. (6)) соответственно

|Dsrg(s, t)| = csrg(s, t) = c(s, t), p(s, t)
pX(s)

,
p(s, t)

pY(t)
.

Далее вновь образуется функция относительных
доходов, и на ее основе алгоритм находит весовую
функцию портфеля gsrg(s, t), s ∈ X, t ∈ Y. И тогда

Gsrg =

∫

X

∫

Y

gsrg(s, t)Dsrg(s, t) dsdt .

Суррогатный портфель, как и портфель (14), не ре-
ализуем на рассматриваемом рынке, но ввиду своей
простоты вполне может служить средством про-
верки правильности алгоритма в его дискретной
версии, тем более по графикам доходов.

4 Заключение

В работе предложен подход к оптимизации по-
ведения инвестора, придерживающегося CC-VaR,
на совокупности финансовых рынков разной раз-
мерности. Изложение ведется для теоретических
рынков, на которых базисными служат δ-инстру-
менты. Для целей оптимизации приводится прави-
ло замещения базисных инструментов двумерного
рынка более доходными базисными инструмента-
ми двух одномерных с использованием механизма
рандомизации. Предлагается способ построения
оптимального комбинированного портфеля из ба-
зисных инструментов всех рынков вместе с его иде-
алистичной и суррогатной версиями. Для проверки
действенности модели и всех ее компонентов необ-
ходимо дополнительно адаптировать построенные
теоретические конструкции к дискретным сценар-
ным рынкам, рассмотреть характерные примеры
с проведением численных расчетов и демонстраци-
ей результатов на графиках.

Литература

1. Agasandian G. A. Optimal behavior of an investor in op-
tion market // Joint Conference (International) on Neural
Networks Proceedings. — IEEE, 2002. P. 1859–1864.

2. Агасандян Г. А. Применение континуального критерия
VaR на финансовых рынках. — М.: ВЦ РАН, 2011.
299 с.

3. Агасандян Г. А. Континуальный критерий VaR на мно-
гомерных рынках опционов. — М.: ВЦ РАН, 2015.
297 с.

4. Агасандян Г. А. Континуальный критерий VaR на сце-
нарных рынках // Информатика и её применения,
2018. Т. 12. Вып. 1. С. 32–40.

5. Агасандян Г. А. Континуальный критерий VaR и опти-
мальный портфель инвестора // Управление больши-
ми системами, 2018. Вып. 73. С. 6–26.

6. Крамер Г. Математические методы статистики / Пер.
с англ. — М.: Мир, 1975. 750 с. (Cramer H. Mathematical
methods of statistics. — Princeton, NJ, USA: Princeton
University Press, 1946. 575 p.)

Поступила в редакцию 27.03.19

40 ИНФОРМАТИКА И ЕЁ ПРИМЕНЕНИЯ том 13 выпуск 4 2019



Theoretical foundations of continuous VaR criterion optimization in the collection of markets

THEORETICAL FOUNDATIONS OF CONTINUOUS VaR CRITERION

OPTIMIZATION IN THE COLLECTION OF MARKETS

G. A. Agasandyan

A. A. Dorodnicyn Computing Center, Federal Research Center “Computer Science and Control” of the Russian
Academy of Sciences, 40 Vavilov Str., Moscow 119333, Russian Federation

Abstract: The work continues studying the problems of using continuous VaR criterion (CC-VaR) in financial
markets. The application of CC-VaR in a collection of theoretical markets of different dimensions that are
mutually connected by their underliers is concerned. In a typical model of the collection of one two-dimensional
market and two one-dimensional markets, the most general case of their conjoint functioning is considered.
The rule of constructing a combined portfolio optimal on CC-VaR in these markets is submitted. This rule is
founded on misbalance in returns relative between markets with maintaining optimality on CC-VaR. The optimal
combined portfolio with three components is constructed from basis instruments of all markets and by using ideas
of randomization in their composition. Also, the idealistic and surrogate versions of this combined portfolio, which
are useful in testing all algorithmic calculations and in graphic illustrating portfolio’s payoff functions, are adduced.
The model can be extended without academic difficulties onto markets of greater dimensions. Also, two truncated
variants of problem setting with excluded either one of one-dimensional markets or the two-dimensional market
are fully justified.

Keywords: underliers; risk preferences function; continuous VaR criterion; cost and forecast densities; return
relative function; Newman–Pearson procedure; combined portfolio; randomization; surrogate portfolio; idealistic
portfolio

DOI: 10.14357/19922264190406

Acknowledgments

The work was supported by the Russian Foundation for Basic Research (project 17-01-00816).

References

1. Agasandian, G. A. 2002. Optimal behavior of an investor in
option market. Joint Conference (International) on Neural

Networks Proceedings. IEEE. 1859–1864.

2. Agasandyan, G. A. 2011. Primenenie kontinual’nogo kri-

teriya VaR na finansovykh rynkakh [Application of continu-
ous VaR-criterion in financial markets]. Moscow: CC RAS.
299 p.

3. Agasandyan, G. A. 2015. Kontinual’nyy kriteriy VaR na mno-

gomernykh rynkakh optsionov [Continuous VaR-criterion

in multidimensional option markets]. Moscow: CC RAS.
297 p.

4. Agasandyan, G. A. 2018. Kontinual’nyy kriteriy VaR na
stsenarnykh rynkakh [Continuous VaR-criterion in sce-
nario markets]. Informatika i ee Primeneniya — Inform.

Appl. 12(1):32–40.
5. Agasandyan, G. A. 2018. Kontinual’nyy kriteriy VaR i opti-

mal’nyy portfel’ investora [Continuous VaR-criterion and
investor’s optimal portfolio]. Upravlenie bol’shimi sistemami

[Large-Scale Systems Control] 73:6–26.
6. Cramer, H. 1946. Mathematical methods of statistics. Prince-

ton, NJ: Princeton University Press. 575 p.

Received March 27, 2019

Contributor

Agasandyan Gennady A. (b. 1941) — Doctor of Science in physics and mathematics, leading scientist, A. A. Dorod-
nicyn Computing Center, Federal Research Center “Computer Science and Control” of the Russian Academy of
Sciences, 40 Vavilov Str., Moscow 119333, Russian Federation; agasand17@yandex.ru

INFORMATIKA I EE PRIMENENIYA — INFORMATICS AND APPLICATIONS 2019 volume 13 issue 4 41



éîæïòíáôéëá é å¿ ðòéíåîåîéñ, 2019. ô. 13. ÷ÙÐ. 4. ó. 42�47

ВЫХОДЯЩИЕ ПОТОКИ В ОДНОЛИНЕЙНОЙ СИСТЕМЕ

С ОТНОСИТЕЛЬНЫМ ПРИОРИТЕТОМ∗
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Аннотация: Изучена однолинейная система массового обслуживания с бесконечным числом мест для
ожидания, произвольным распределением времени обслуживания и двумя пуассоновскими входящими
потоками требований. Требования первого потока обладают относительным приоритетом перед тре-
бованиями второго потока. Методом вложенных цепей Маркова исследуется многомерный случайный
процесс, компоненты которого — число требований каждого приоритета в системе и длительность ин-
тервала времени между последовательными моментами ухода из системы требований одного приоритета.
Найдены конечномерные распределения указанных процессов. В качестве следствия получены преобра-
зования Лапласа–Стилтьеса одномерных и двумерных распределений выходящего потока требований
каждого приоритета в стационарном режиме.

Ключевые слова: выходящий поток; относительный приоритет; вложенная цепь Маркова; одноканальная
система
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1 Введение

Одной из важных характеристик функциониро-
вания систем массового обслуживания служит вы-
ходящий из нее после завершения обслуживания
поток требований. Знание характеристик выходя-
щего потока бывает необходимо при изучении сетей
обслуживания, в которых потоки требований в уз-
лы содержат в себе часть требований, выходящих
из других узлов. Другой важной задачей, в кото-
рой рассматриваются выходящие потоки, являет-
ся задача восстановления структуры и параметров
системы по наблюдению за различными ее харак-
теристиками (так называемые обратные задачи).

Вероятностные свойства выходящих потоков
в приоритетных системах обслуживания изучены
пока недостаточно полно. Полученные к насто-
ящему времени результаты касаются свойств одно-
мерных распределений интервалов между уходами
из системы требований различных приоритетов
(см., например, [1–3]). В настоящей работе найде-
ны одномерные и двумерные распределения вы-
ходящих потоков каждого приоритета в одноли-
нейной системе обслуживания с ожиданием, двумя
пуассоновскими потоками требований, в которой
требования первого потока (первого приоритета)
имеют относительный приоритет перед требовани-
ями второго потока.

2 Обозначения и определения

Пусть a1 и a2 — интенсивности, а B1(x)
иB2(x)— функции распределения времен обслужи-
вания приоритетных и неприоритетных требований
соответственно. Обозначим

βi(s) =

∞∫

0

e−sxdB(x) ;

βij =

∞∫

0

xjdBi(x) ;

σ = a1 + a2 .

Пусть далее tiN — момент ухода из системы N-го
требования приоритета i (нумерация требований
производится для каждого приоритета отдельно
в порядке их ухода из системы), ti0 = 0, τiN =
= tiN − ti,N−1, Li(t)— число требований в системе
в момент времени t, i = 1, 2, N = 1, 2, . . .

Всюду в дальнейшем будем считать выполнен-
ным условие эргодичности ρ = a1β11 + a2β21 < 1.
Положим

Pi (n1, n2, x) = lim
N→∞

P (L1 (tiN + 0) = n1,

L2 (tiN + 0) = n2, τiN < x) ;
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Qi (n1, n2,m1,m2, x, y) =

+ lim
N→∞

P (L1(tiN + 0) = n1, L2(tiN + 0) = n2,

L1(ti,N−1 + 0) = m1, L2(ti,N−1 + 0) = m2,

τiN < x, τi,N−1 < y) ;

pi (z1, z2, s) =

∞∫

0

e−sx
∞∑

n1=0

∞∑

n2=0

zn1
1 z

n2
2 dxPi (n1, n2, x) ,

qi (w1, w2, z1, z2, s1, s2) =

=

∞∫

0

∞∫

0

e−s1xe−s2y
∞∑

n1=0

∞∑

n2=0

∞∑

m1=0

∞∑

m2=0

wn1
1 w

n2
2 ×

× zm1

1 zm2

2 dxdyQi (n1, n2,m1,m2, x, y) ;

fi(s) = lim
N→∞

∞∫

0

e−sxdP(τiN < x);

gi(s1, s2) =

= lim
N→∞

∞∫

0

∞∫

0

e−s1xe−s2ydxdyP(τiN < x, τi,N−1 < y).

3 Предварительные результаты
В дальнейшем понадобятся некоторые резуль-

таты для системы массового обслуживания типа
M |G|1|∞.Обозначим a — интенсивность входяще-
го потока; B(x) — функцию распределения време-
ни обслуживания;š(x)— функцию распределения
периода занятости:

β(s) =

∞∫

0

e−sxdB(x) ; π(s) =

∞∫

0

e−sxdš(x) .

Тогда π(s) будет единственным решением уравне-
нияπ(s) = β(s+a−aπ(s)), аналитическим в области
Re s > 0.

Пусть в начальный момент времени t = 0 в сис-
теме i требований. Обозначим W (i)(x, t) — функ-
цию распределения виртуального времени ожида-
ния в момент времени t; p(i)(0, t) — вероятность
свободного состояния системы в момент време-
ни t; p(i)(k, v, t)dv — вероятность того, что в момент
времени t в системе k > 1 требований, а с начала
обслуживания требования, находящегося на прибо-
ре, прошло время, лежащее в интервале (v, v + dv).
Тогда

∞∫

0

∞∫

0

e−sxe−qt dxW
(i)(x, t) dt =

βi(s)

q − s+ a− aβ(s)
−

− sπi(q)

(q + a− aπ(q))(q − s+ a− aβ(s))
; (1)

∞∫

0

e−stp(i)(0, t)dt =
πi(s)

s+ a− aπ(s)
;

∞∑

k=1

zk

∞∫

0

e−stp(i)(k, v, t)dt =

=
(1 −B(v))e−(s+a−az)v

1− z−1β(s+ a− az)

(
zi − (s+ a− az)πi(s)

s+ a− aπ(s)

)
.

4 Основные результаты
Основные результаты работы содержатся в при-

водимых ниже четырех теоремах.
Теорема 1. Функции q2 (w1, w2, z1, z2, s1, s2)
и p2 (z1, z2, s) определяются соотношениями:

q2 (w1, w2, z1, z2, s1, s2) =

= w−1
2 β2(s1 + σ − a1w1 − a2w2)×

×
(
p2 (z1π1(s1 + a2 − a2w2), w2z2, s2)−

− s1 + a2 − a2w2 + a1 − a1π1(s1 + a2 − a2w2)

s1 + σ − a1π1(s1 + a2)
×

× p2(z1π1(s1 + a2), 0, s2)

)
; (2)

p2 (z1, z2, s) = z
−1
2 β2 (s+ σ − a1z1 − a2z2)×

×
(
p2(π1(s+ a2 − a2z2), z2, 0)−

− s+ a2 − a2z2 + a1 − a1π1(s+ a2 − a2z2)

s+ σ − a1π1(s+ a2)
×

× p2(π1(s+ a2), 0, 0)

)
. (3)

Функция p2 (z1, z2, 0) равна

p2 (z1, z2, 0) = β2(σ − a1z1 − a2z2)
1− ρ

a2
×

× a2 − a2z2 + a1 − a1π1(a2 − a2z2)

β2(σ − a2z2 − a1π1(a2 − a2z2))− z2
, (4)

а π1(s) есть преобразование Лапласа–Стилтьеса

функции распределения периода занятости систе-

мы M |G|1|∞ с интенсивностью входящего пото-

ка a1 и функцией распределения времени обслужи-

вания B1(x).
Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассматривая два соседних
момента ухода требований второго приоритета из
системы, имеем:

P2(n1, n2, x) =

∞∑

i1=0

n2+1∑

i2=1

P (i1, i2,∞)×

×
n2+1−i2∑

k2=0

x∫

0

e−a2u
(a2u)

k2

k2!
dš∗i1
1 (u)

x−u∫

0

e−σu (a1v)
n1

n1!
×

ИНФОРМАТИКА И ЕЁ ПРИМЕНЕНИЯ том 13 выпуск 4 2019 43



В. Г. Ушаков, Н. Г. Ушаков

× (a2v)
n2+1−i2−k2

(n2 + 1− i2 − k2)!
dB2(v) +

∞∑

i=0

P2(i, 0,∞)×

×
x∫

0

Gi(u, n1, n2, x− u)d
(
1− e−a2u

)
, (5)

где Gj(u, n1, n2, v) — вероятность того, что первое
требование второго приоритета покинет систему
к моменту времениu+v, в момент его ухода в систе-
ме останется n1 и n2 требований первого и второго
приоритетов при условии, что это требование по-
ступает в момент времени u, а в начальный момент
в системе есть j требований первого приоритета.
Переходя в (5) к производящим функциям и пре-
образованиям Лапласа–Стилтьеса и учитывая (1)
и то, что

∞∑

n1=0

∞∑

n2=0

zn1
1 z

n2
2

∞∫

0

e−sxdxGi(u, n1, n2, x) =

= β2(s+ σ − a1z1 − a2z2)×

×
∞∫

0

exp (− (s+ a2 − a2z2 + a1 − a1π1 (s+ a2 −

− a2z2))x) dxW
(i)(x, t),

получаем (3). Подставляя в (3) s = 0, получаем

p2 (z1, z2, 0) = z
−1
2 β2(σ − a1z1 − a2z2)×

×
(
p2(π1(a2 − a2z2), z2, 0)−

− a2 − a2z2 + a1 − a1π1(a2 − a2z2)

σ − a1π1(a2)
×

× p2 (π1(a2), 0, 0)

)
. (6)

Из (6) следует, что

p2(z1, z2, 0) = β2 (σ − a1z1 − a2z2) η (z2) ,

где

η(z2) = − a2 − a2z2 + a1 − a1π1(a2 − a2z2)

z2 − β2(σ − a2z2 − a1π1(a2 − a2z2))
×

× β2(σ − a1π1(a2))

σ − a1π1(a2)
η(0) .

Устремляя в последнем соотношении z2 к единице,
находим

η(0) =
1− ρ

a2

σ − a1π1(a2)

β2(σ − a1π1(a2))
.

Отсюда следует (4).
Рассмотрим теперь три последовательных мо-

мента ухода из системы требований второго прио-
ритета. Имеем

Q2 (n1, n2,m1,m2, x, y) = P2 (m1,m2, y)×

×
max(0,n2+1−m2)∑

k2=0

x∫

0

e−a2u
(a2u)

k2

k2!
dš∗m1

1 (u)×

×
x−u∫

0

e−σv (a1v)
n1

n1!

(a2v)
n2+1−m2−k2

(n2 + 1−m2 − k2)!
dB2(v),

m2 > 1 ;

Q2 (n1, n2,m1, 0, x, y) = P2 (m1, 0, y)×

×
x∫

0

Gm1
(u, n1, n2, x− u) d

(
1− e−a2u

)
.

Отсюда следует (2).

Теорема 2. Справедливы следующие соотношения:

f2(s) = β2(s)β2 (a1 − a1π1(s))−

− β2(s)
s+ a1 − a1π1(s)

s+ σ − a1π1(s+ a2)
×

× (1− ρ)β2(σ − a1π1(s+ a2)) (σ − a1π1(a2))

a2β2(σ − a1π1(a2))
;

g2(s1, s2) = β2(s1)

(
p2 (π1(s1), 1, s2)−

− s1 + a1 − a1π1(s1)

s1 + σ − a1π1(s1 + a2)
p2(π1(s1 + a2), 0, s2)

)
.

Д о к а з а т е л ь с т в о непосредственно вытекает из
результатов теоремы 1 и соотношений f2(s) =
= p2 (1, 1, s) и g2(s1, s2) = q2 (1, 1, 1, 1, s1, s2) .

Теорема 3. Функции q1 (w1, w2, z1, z2, s1, s2),
p1 (z1, z2, s) и p1 (z1, z2, 0) определяются по форму-

лам:

q1 (w1, w2, z1, z2, s1, s2) =

= w−1
1 β1 (s1 + σ − a1w1 − a2w2)×

× (p1 (z1w1, z2w2, s2)− p1 (0, z2w2, s2)) +

+
a1β1 (s1 + σ − a1w1 − a2w2)

s1 + σ − a2π2(s1 + a1)
×

× p1 (0, z2π2(s1 + a1), s2) +

+ w−1
1 w−1

2 β1 (s1 + σ − a1w1 − a2w2)×

×
(
p1(0, z2w2, s2)−

s1 + σ − a2w2
s+ σ − a2π2(s1 + a1)

×

× p1(0, z2π2(s1 + a1), s2)

)
×

× 1

1− w−1
2 β2(s1 + σ − a2w2)

(β2 (s1 + σ−

− a1w1 − a2w2)− β2 (s1 + σ − a2w2)) ; (7)
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p1 (z1, z2, s) = z
−1
1 β1 (s+ σ − a1z1 − a2z2)×

×
(
p1 (z1, z2, 0)−

z2 − β2(s+ σ − a1z1 − a2z2)

z2 − β2(s+ σ − a2z2)
×

× p1(0, z2, 0)

)
− β1(s+ σ − a1z1 − a2z2)

s+ σ − a2π2(s+ a1)
×

× p1 (0, π2(s+ a1), 0)×

×
(
β2(s+ σ − a1z1 − a2z2)− β2(s+ σ − a2z2)

z1(z2 − β2(s+ σ − a2z2))
×

× (s+ σ − a2z2)− a1

)
; (8)

(z1 − β1(σ − a1z1 − a2z2)) p1 (z1, z2, 0) +

+ (z2 − β2(σ − a1z1 − a2z2))
β1(σ − a1z1 − a2z2)

z2 − β2(σ − a2z2)
×

× p1 (0, z2, 0) =
β1(σ − a1z1 − a2z2)

σ − a2π2(a1)
p1 (0, π2(a1))×

×
(
a1z1 + a2z2 − σ + (σ − a2z2)×

× z2 − β2(σ − a1z1 − a2z2)

z2 − β2(σ − a2z2)

)
, (9)

где

z2 − h2(a2 − a2z2)

z2 − β2(σ − a2z2)
p1(0, z2, 0) =

=
p1(0, π2(a1), 0)

σ − a2π2(a1)

(
a1π1 (a2 − a2z2) + a2z2 − σ +

+ (a2z2 − σ)
h2(a2 − a2z2)− z2
z2 − β2(σ − a2z2)

)
; (10)

p1 (0, π2(a1), 0) = a
−1
1 (1 − ρ) (σ − a2π2(a1)) ;

h2(s) = β2 (s+ a1 − a1π1(s)) ,

а π2(s) есть преобразование Лапласа–Стилтьеса

функции распределения периода занятости систе-

мы M |G|1|∞ с интенсивностью входящего пото-

ка a2 и функцией распределения времени обслужи-

вания B2(x).

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассматривая два соседних
момента ухода требований первого приоритета из
системы, имеем:

P1 (n1, n2, x) =

n1+1∑

i1=1

n2∑

i2=0

P1(i1, i2,∞)×

×
x∫

0

e−σu (a1u)
n1−i1+1

(n1 − i1 + 1)!

(a2u)
n2−i2

(n2 − i2)!
dB1(u) +

+

n2∑

i2=0

P1(0, i2,∞)
x∫

0

n2+1∑

k2=1

u∫

0

p(i2) (k2, v, u)×

×
x−u∫

0

e−στ (a1τ)
n1

n1!

(a2τ)
n2−k2+1

(n2 − k2 + 1)!
×

× d
(
1− e−a1u

)
dτ

(
B
(v)
2 ∗B1(τ)

)
dv +

+

n2∑

i2=0

P1(0, i2,∞)
x∫

0

p(i2)(0, u)

x−u∫

0

e−στ ×

× (a1τ)
n1

n1!

(a2τ)
n2

(n2)!
d
(
1− e−a1u

)
dB1(τ), (11)

где

B
(v)
2 (x) =

B2(x+ v)−B2(v)

1−B2(v)
,

а функции p(i2)(k2, v, u) и p(i2)(0, u) вычисляются
при a = a2 и B(x) = B2(x).

Переходя в (11) к производящим функциям
и преобразованиям Лапласа–Стилтьеса, получа-
ем (8). Подставляя в (8) s = 0, получаем (9).
При z1 = π1(a2 − a2z2) первое слагаемое в левой
части (9) обращается в нуль. Отсюда следует (10).
Устремляя в (10) z2 → 1, находим p1(0, π2(a1), 0) =
= a−11 (1 − ρ)(σ − a2π2(a1)).

Рассмотрим три последовательных момента ухо-
да из системы требований первого приоритета.
Имеем:

Q1 (n1, n2,m1,m2, x, y) = P1 (m1,m2, y)×

×
x∫

0

e−σu (a1u)
n1−m1+1

(n1 −m1 + 1)!

(a2u)
n2−m2

(n2 −m2)!
dB1(u)

при m1 > 1, n1 > m1 − 1 n2 > m2;

Q1 (n1, n2, 0,m2, x, y) = P1 (0,m2, y)×

×
x∫

0

n2+1∑

k2=1

u∫

0

p(m2) (k2, v, u)

x−u∫

0

e−στ (a1τ)
n1

n1!
×

× (a2τ)
n2

n2!
d
(
1− e−a1u

)
dτ

(
B
(v)
2 ∗B1(τ)

)
dv +

+ P1 (0,m2, y)

x∫

0

p(m2)(0, u)

x−u∫

0

e−στ (a1τ)
n1

n1!
×

× (a2τ)
n2

n2!
d
(
1− e−a1u

)
dB1(τ)

при n1 > 0, n2 > 0, m2 > 0,

Q1 (n1, n2,m1,m2, x, y) = 0

при остальных n1, n2, m1, m2.

Переходя в этих соотношениях к преобразования
Лапласа–Стилтьеса и производящим функциям,
получаем (7).
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Теорема 4. Справедливы следующие соотношения:

f1(s) = β1(s)

(
1− 1− β2(s)

1− β2(s+ a1)
×

×
(
1− ρ+ a−11 a2 (1− β2(a1)) + (1− ρ)×

× a1(1− β2(s))− s(β2(s)− β2(s+ a1))

(1− β2(s+ a1))(s+ σ − a2π2(s+ a1))
×

×
(
a−11

π2(s+ a1)− β2(σ − a2π2(s+ a1))

π2(s+ a1)− h2(a2 − a2π2(s+ a1))
×

× (a1π1 (a2 − a2π2(s+ a1)) + a2π2(s+ a1)− σ) +

+ a−11 (σ − a2π2(a1))

))
;

g1(s1, s2) = β1(s1)

(
p1(1, 1, s2)−

− 1− β2(s1)

1− β2(s1 + a1)
p1 (0, 1, s2) +

+
p1(0, π2(s1 + a1), s2)

s1 + σ − a2π2(s1 + a1)
×

× a1(1− β2(s1))− s1 (β2(s1)− β2(s1 + a1))

1− β2 (s1 + a1)

)
.
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and an infinite number of positions in the queue. The arrival stream of customers of each type is a Poisson stream.
Each type has its own generally distributed service time characteristics. The main result is the Laplace–Stieltjes
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of customers. The analysis of the output process is carried out by the method of embedded Markov chains. As
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СРЕДНЕКВАДРАТИЧНЫЙ РИСК НЕЛИНЕЙНОЙ

РЕГУЛЯРИЗАЦИИ ЗАДАЧИ ОБРАЩЕНИЯ

ЛИНЕЙНЫХ ОДНОРОДНЫХ ОПЕРАТОРОВ

ПРИ СЛУЧАЙНОМ ОБЪЕМЕ ВЫБОРКИ∗

О. В. Шестаков1

Аннотация: Задачи построения оценок по наблюдениям, представляющим собой некоторое линейное
преобразование от исходных данных, возникают во многих прикладных областях, таких как вычисли-
тельная томография, оптика, физика плазмы и газовая динамика. При наличии шума в наблюдениях,
как правило, необходимо применять методы регуляризации. В последнее время популярными стали
методы пороговой обработки коэффициентов вейвлет-разложений. Объясняется это тем, что такие
методы просты, вычислительно эффективны и имеют возможность адаптации к функциям, имеющим
на разных участках разную степень регулярности. Анализ погрешностей этих методов представляет
собой важную практическую задачу, поскольку позволяет оценить качество как самих методов, так и ис-
пользуемого оборудования. При использовании методов пороговой обработки обычно предполагается,
что число коэффициентов разложения фиксировано, а распределение шума является гауссовым. Эта
модель хорошо изучена в литературе, и для разных классов функций сигналов вычислены оптимальные
значения порогов. Однако в некоторых ситуациях объем выборки заранее не известен и его приходится
моделировать некоторой случайной величиной. В данной работе рассматривается модель со случайным
числом наблюдений, содержащих гауссов шум, и оценивается порядок среднеквадратичного риска при
растущем объеме выборки.

Ключевые слова: вейвлеты; пороговая обработка; линейный однородный оператор; случайный объем
выборки; среднеквадратичный риск
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1 Введение

При решении обратных статистических задач
возникает проблема обращения некоторого линей-
ного оператора, и если в наблюдаемых данных со-
держится шум, то необходимо применять методы
регуляризации. В последнее время значительно
возросла популярность нелинейных методов по-
давления шума с помощью вейвлет-разложения
и процедур пороговой обработки [1, 2]. Наибо-
лее распространенными являются мягкая и жесткая
пороговые обработки. Такие процедуры позволяют
подавить б‚ольшую часть шума, возникающего из-
за дискретизации исходной информации, несовер-
шенства оборудования, случайных помех, наличия
фонового излучения и других причин. Кроме того,
таким образом осуществляется сжатие данных с не-
значительной потерей информации, что позволяет
более экономно хранить информацию и быстрее
передавать ее по каналам цифровой связи.

В некоторых случаях объем данных, доступных
для анализа (объем выборки), заранее не известен.
Такие ситуации могут возникать, например, в слу-
чае пропуска данных, ограниченности времени сбо-
ра данных при случайных временах регистрации
наблюдений или недостатке информации о харак-
теристиках используемого оборудования. В таком
случае предполагается, что объем выборки данных
представляет собой случайную величину с некото-
рым распределением вероятностей.

В моделях с фиксированным объемом выборки
статистические свойства процедур пороговой об-
работки хорошо изучены и получены выражения
для «оптимальных» порогов, ориентированных на
различные классы функций сигналов и различные
распределения шума (см., например, [3–8]).

В данной работе рассматривается модель со слу-
чайным числом коэффициентов разложения функ-
ции, представляющей собой линейное однородное
преобразование искомого сигнала, «загрязненных»

∗Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фонда (проект 18-11-00155).
1Московский государственный университет им. М. В. Ломоносова, кафедра математической статистики факультета вычисли-

тельной математики и кибернетики; Институт проблем информатики Федерального исследовательского центра «Информатика
и управление» Российской академии наук, oshestakov@cs.msu.su
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белым гауссовым шумом, и оценивается порядок
среднеквадратичного риска пороговой обработки
при решении задачи обращения этого преобразо-
вания. Аналогичные результаты в модели прямого
наблюдения сигнала получены в работах [9, 10].

2 Обращение линейных
однородных операторов

Линейным однородным оператором называется
такое линейное преобразование K искомой функ-
ции f , что

K [f (a (x− x0))] = a
−β(Kf) [a (x− x0)]

для любого x0 и любого a > 0. Параметр β на-
зывается показателем однородности. Примерами
линейных однородных операторов служат оператор
интегрирования, преобразование Гильберта и пре-
образование Абеля. Математические модели с та-
кими операторами используются при решении за-
дач вычислительной томографии, физики плазмы,
оптики и т. д.

Рассмотрим методы обращения оператора K,
основанные на свойствах вейвлет-разложений [1,
2]. Преимуществом этих методов является адапта-
ция не только к свойствам оператораK, но и к свой-
ствам самой искомой функции f .

Вейвлет-разложение функции f ∈ L2(R) имеет
вид:

f =
∑

j,k∈Z

〈f, ψjk〉ψjk, (1)

где ψjk(t) = 2
j/2ψ(2jt − k), а ψ(t) – некоторая ма-

теринская вейвлет-функция (семейство {ψjk}j,k∈Z

образует ортонормированный базис в L2(R)). Ин-
декс j в (1) называется масштабом, а индекс k —
сдвигом. В дальнейшем будут рассматриваться
функции на отрезке [0, 1], равномерно регуляр-
ные по Липшицу с некоторым показателем γ > 0
и константой Липшица L > 0. Для таких функ-
ций известно [11], что если вейвлет-функцияM раз
непрерывно дифференцируема (M > γ), имеет M
нулевых моментов и достаточно быстро убывает
на бесконечности, т. е. существует такая константа
CA > 0, что

∞∫

−∞

(1 + |t|γ) |ψ(t)| dt 6 CA,

то найдется такая константа A > 0, что

|〈f, ψjk〉| 6
A

2j(γ+1/2)
. (2)

Поскольку оператор K линеен и однороден,
существуют такие функции ξjk, что 〈Kf, ξjk〉 =
= 〈f, ψjk〉 [1]. Функции ξjk называются «вейглета-
ми». По своим свойствам они похожи на вейвлеты
и также представляют собой сдвиги и растяжения
некоторой материнской функции ξ.

Далее пусть ξjk = λjkujk, где λjk =
=
∥∥(K∗)−1ψjk

∥∥. Можно показать, что λjk = 2
βjλ00.

При этом функция f представляется в виде ряда

f =
∑

j,k∈Z

λjk〈Kf, ujk〉ψjk. (3)

Как видно, в (3) коэффициенты разложения выра-
жаются через Kf , а не через f . Эта формула лежит
в основе метода обращенияK, который называется
вейвлет–вейглет-разложением.

Аналогично по базису вейвлет-функций можно
разложить Kf :

Kf =
∑

j,k∈Z

〈Kf,ψjk〉ψjk.

Функции ψjk не обязаны совпадать с функциями
в разложении (1), но для удобства будем обозначать
их так же. Если функции Kf и ψ удовлетворяют
перечисленным выше условиям, то найдется такая
константа CK > 0, что

|〈Kf,ψjk〉| 6
CK

2j(γ+1/2)
. (4)

Далее через Lip(γ) будем обозначать класс регу-
лярных по Липшицу функций, коэффициенты раз-
ложения которых удовлетворяют (2) или (4) в за-
висимости от используемого метода обращения.
При этом, поскольку наблюдаемой является функ-
цияKf , условия регулярности будут накладываться
на нее.

Пусть теперь λjk =
∥∥K−1ψjk

∥∥, тогда λjk =
= 2βjλ00, а функция f представляется в виде ря-
да [2]

f =
∑

j,k∈Z

λjk〈Kf,ψjk〉ujk, (5)

где ujk = K−1ψjk/λjk. Функции ujk не совпадают
с функциями в разложении (3), однако по аналогии
также называются «вейглетами». Формула (5) лежит
в основе еще одного метода обращения, который
называется вейглет–вейвлет-разложением.

Последовательности {ujk} в обоих разложениях
не образуют ортонормированную систему, однако
если выполнены некоторые условия гладкости, то
они образуют устойчивые базисы [12, 13].
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3 Пороговая обработка
коэффициентов

Рассмотрим следующую модель данных:

Xi = Kf(i/n) + zi, i = 1, . . . , 2J ,

где zi — «шумовые» коэффициенты, относитель-
но которых предполагается, что они независимы
и имеют нормальное распределение с нулевым
средним и дисперсией σ2. Повторяя рассуждения,
описанные в работах [14, 15], переходим к моделям
дискретных вейглет- или вейвлет-коэффициентов.

Для метода вейвлет–вейглет-разложения имеем

YW
jk = µ

W
jk + wjk, (6)

где µW
jk ≈ 2J/2〈Kf, ujk〉, а шумовые коэффициен-

тыwjk имеют нормальное распределение с нулевым
средним и не являются независимыми. Диспер-
сии σ2W коэффициентов wjk зависят от вида опе-
ратора и выбранного вейвлет-базиса, но не зависят
от j и k [16, 17].

Модель вейглет–вейвлет-коэффициентов име-
ет вид:

Y V
jk = µ

V
jk + vjk, (7)

где µV
jk ≈ 2J/2〈Kf,ψjk〉, а шумовые коэффициен-

ты vjk независимы и имеют нормальное распреде-
ление с нулевым средним и дисперсией σ2V = σ

2.
Популярным методом подавления шума и по-

строения оценки функции f является пороговая
обработка эмпирических коэффициентов. К ко-
эффициентам в моделях (6) или (7) применяется
функция жесткой пороговой обработки ρH(x, T ) =
= y1(|x| > T ) или мягкой пороговой обработки
ρS(x, T ) = sgn(x) (|x| − T )+ с порогом T . Смысл
пороговой обработки заключается в удалении до-
статочно маленьких коэффициентов, которые счи-
таются шумом.

Далее для сокращения записи будем обозна-
чать через Yjk «зашумленные» коэффициенты мо-
делей (6) и (7), а через µjk — «чистые» коэффи-
циенты этих моделей. Через �Yjk будем обозначать
оценки µjk, полученные с помощью пороговой об-
работки. Также дисперсии шумовых коэффициен-
тов σ2W и σ2V будем обозначать одним символом σ2

(хотя эти дисперсии, вообще говоря, различны).
Среднеквадратичный риск пороговой обработ-

ки определяется по формуле:

rJ (f) =
1

2J

J−1∑

j=0

2j−1∑

k=0

λ2jkE
(
�Yjk − µjk

)2
. (8)

В ситуации, когда число эмпирических коэф-
фициентов разложения не случайно, в задачах по-
давления шума и обратных статистических задачах

вычислены оптимальные значения порогов и оце-
нен порядок среднеквадратичного риска для раз-
личных классов функций сигналов. В частности,
повторяя рассуждения, приведенные в работах [2,
4,18] можно доказать следующее утверждение, оце-
нивающее минимаксный порядок риска (8).

Теорема 1. Пусть γ > β. При выборе асимптоти-

чески оптимального порога для жесткой и мягкой

пороговой обработки справедливо соотношение:

sup
Kf∈Lip(γ)

rJ (f) 6 C · 2 2β−2γ
2γ+1

JJ
2γ+2β+2
2γ+1 ,

где C — некоторая положительная константа.

Асимптотически оптимальный порог в теореме 1
при J → ∞ удовлетворяет соотношению:

T ≃ σ

√
4γ

2γ + 1
(1 + 2β) ln 2J .

В следующем разделе оценивается порядок
среднеквадратичного риска пороговой обработки
в модели со случайным числом эмпирических ко-
эффициентов разложения.

4 Случайное число
коэффициентов разложения

Пусть M — положительная целочисленная слу-
чайная величина и N = 2M . Тогда среднеквадра-
тичный риск принимает вид:

r(f) =

=
∞∑

J=0

P
(
N = 2J

) 1
2J

J−1∑

j=0

2j−1∑

k=0

λ2jkE
(
�Yjk − µjk

)2
(9)

и его асимптотический порядок в значительной сте-
пени зависит от распределения N . Чтобы получить
осмысленные оценки порядка риска (9), величи-
на N должна быть «большой». Рассмотрим по-
следовательность Nn, n = 1, . . ., и предположим,
что существует неслучайная возрастающая после-
довательность натуральных чисел Jn, n = 1, . . ., та-
кая, что Nn/2

Jn имеет некоторый предел (в смысле
равномерной сходимости по распределению) при
n→ ∞, т. е.

sup
x>0

|Hn(x)−H(x)| < εn

2
→ 0 , n→ ∞ , (10)

где
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Hn(x) = P
(
Nn

2Jn
< x

)
,

а H(x) — предельная функция распределения.
Предположим, что H(x) не имеет атома в нуле
и исследуем поведение

rn(f) =

=

∞∑

J=0

P
(
Nn = 2

J
) 1
2J

J−1∑

j=0

2j−1∑

k=0

λ2jkE
(
�Yjk − µjk

)2

при n→ ∞.
Пусть δn → 0 и αn → 0 при n → ∞ так, что

Jn + log2 δn → ∞ и H(δn) + 1 − H(δ−1n ) < αn при
всех n = 1, . . .

Тогда

rn(f) =

[Jn+log2 δn]∑

J=0

P
(
Nn = 2

J
)
×

× 1

2J

J−1∑

j=0

2j−1∑

k=0

λ2jkE
(
�Yjk − µjk

)2
+

+

[Jn−log2 δn]∑

J=[Jn+log2 δn]+1

P
(
Nn = 2

J
)
×

× 1

2J

J−1∑

j=0

2j−1∑

k=0

λ2jkE
(
�Yjk − µjk

)2
+

+

∞∑

J=[Jn−log2 δn]+1

P
(
Nn = 2

J
)
×

× 1

2J

J−1∑

j=0

2j−1∑

k=0

λ2jkE
(
�Yjk − µjk

)2
≡ S1 + S2 + S3 .

Учитывая (10), для S1 + S3 имеем:

S1 + S3 6 C0
(
Hn (δn) + 1−Hn

(
δ−1n

))
×

× (Jn + log2 δn) 2
2β(Jn+log2 δn) 6

6 C0 (αn + εn) (Jn + log2 δn) 2
2β(Jn+log2 δn),

где C0 — некоторая положительная константа.
Для S2 с помощью теоремы 1 можно получить
оценку:

S2 6 C1 · 2
2β−2γ
2γ+1

(Jn+log2 δn) (Jn + log2 δn)
2γ+2β+2
2γ+1 ,

где C1 — некоторая положительная константа. Та-
ким образом, справедливо следующее утверждение.

Теорема 2. Пусть γ > β. В модели со случайным чис-

лом эмпирических коэффициентов при выборе асим-

птотически оптимального порога начиная с некото-

рого n справедлива оценка

sup
Kf∈Lip(γ)

rn(f) 6

6 C0 (αn + εn) (Jn + log2 δn) 2
2β(Jn+log2 δn) +

+ C1 · 2
2β−2γ
2γ+1

(Jn+log2 δn) (Jn + log2 δn)
2γ+2β+2
2γ+1 .

Сам асимптотически оптимальный порог при
n→ ∞ удовлетворяет соотношению:

Tn ≃ σ

√
4γ

2γ + 1
(1 + 2β) ln 2Jn+log2 δn .

Вид αn, εn и δn в теореме 2 существенно зависит
от поведения последовательности Nn/2

Jn и пре-
дельной функции распределения H(x). Так, εn

характеризует скорость сходимости Hn(x) к H(x),
а αn и δn зависят от поведения H(x) в окрестности
нуля и бесконечности.

Следствие 1. Если предельное распределение

Nn/2
Jn вырождено: Nn/2

Jn
P−→ 1 при n → ∞, тогда

начиная с некоторого n

sup
f∈Lip(γ)

rn(f) 6 ε′nJn2
2βJn + C2 · 2

2β−2γ
2γ+1

JnJ
2γ+2β+2
2γ+1

n ,

где ε′n характеризует скорость стремления

Nn/2
Jn

P−→ 1, а C2 — некоторая положительная
константа.

Если ε′n убывает достаточно быстро, то эта оцен-
ка совпадает с оценкой для среднеквадратичного
риска в модели с неслучайным числом эмпириче-
ских коэффициентов.

Следствие 2. Пусть H(x) дифференцируема
в окрестности нуля и для некоторых положитель-
ных констант b и B в этой окрестности выполнено

b 6 H ′(x) 6 B. Пусть δn ≃ 2− 4βγ+2γ
4βγ+4γ+1

Jn . Тогда
начиная с некоторого n справедлива оценка:

sup
f∈Lip(γ)

rn(f) 6 C0εnJn · 2 4βγ+2β
4βγ+4γ+1 +

+ C3 · 2−
4βγ+2γ
4βγ+4γ+1

JnJ
2γ+2β+2
2γ+1

n ,

где C3 — некоторая положительная константа.
Таким образом, среднеквадратичный риск для

случайного числа эмпирических коэффициентов
может стремиться к нулю значительно медленнее,
чем среднеквадратичный риск для неслучайного
числа коэффициентов.
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Abstract: The problems of constructing estimates from observations, which represent a linear transformation of
the initial data, arise in many application areas, such as computed tomography, optics, plasma physics, and gas
dynamics. In the presence of noise in the observations, as a rule, it is necessary to apply regularization methods.
Recently, the methods of threshold processing of wavelet expansion coefficients have become popular. This is
explained by the fact that such methods are simple, computationally efficient, and have the ability to adapt to
functions which have different degrees of regularity at different areas. The analysis of errors of these methods is an
important practical task, since it allows assessing the quality of both the methods themselves and the equipment
used. When using threshold processing methods, it is usually assumed that the number of expansion coefficients
is fixed and the noise distribution is Gaussian. This model is well studied in literature and optimal threshold
values are calculated for different classes of signal functions. However, in some situations, the sample size is not
known in advance and has to be modeled by a random variable. In this paper, the author considers a model with
a random number of observations containing Gaussian noise and estimates the order of the mean-square risk with
an increasing sample size.
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КОМПЛЕКСНОЕ УПРАВЛЕНИЕ В ОДНОМ КЛАССЕ СИСТЕМ

С ПАРАЛЛЕЛЬНЫМ ОБСЛУЖИВАНИЕМ∗

М. Г. Коновалов1, Р. В. Разумчик2

Аннотация: Рассматривается задача эффективного распределения потока однородных заданий в системах
с параллельным обслуживанием на независимо работающих серверах с очередями неограниченной
емкости. Имеется один диспетчер, который распределяет задания между серверами без промежуточного
хранения. Обмен заданиями между серверами невозможен. Эффективность понимается с точки зрения
минимума двух конкурирующих целевых показателей: стационарного среднего времени пребывания
задания в системе и вероятности нарушения дедлайна, до истечения которого каждое задание должно
попасть на обслуживание. Задание, дедлайн которого нарушен, остается на сервере до тех пор, пока не
будет обслужено. В работе предлагается подход, основанный на идее комплексного управления потоками
в системе и предполагающий одновременный подбор как наиболее эффективной диспетчеризации, так
и дисциплины обслуживания очереди. Методами статистической имитации на численных примерах
показано, что новый подход позволяет получать такой выигрыш в целевых показателях, достичь которого
не удается, применяя те же механизмы управления, но по отдельности.

Ключевые слова: системы с параллельным обслуживанием; диспетчеризация; дисциплина обслуживания
очереди; время пребывания; вероятность превышения дедлайна
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1 Введение

Данная статья продолжает тематику повышения
производительности систем с параллельными и не-
зависимыми серверами. Теория управления такими
системами традиционно разделяется на три прак-
тически самостоятельных раздела:

(1) диспетчеризация, т. е. распределение потоков
заданий между серверами;

(2) обслуживание очередей, т. е. очередность об-
служивания заданий на серверах;

(3) ограничение доступа заданий в систему.

Существует весьма четкое разграничение этих
направлений в литературе по управлению обслу-
живанием, причем каждая отдельно взятая работа
посвящена, как правило, строго одному из пере-
численных разделов.

Типичная статья в этой области выглядит так.
Рассматриваются, например, несколько диспетче-
ризаций, которые анализируются и сравниваются
между собой, а при этом остальные два способа
управления фиксированы и не обсуждаются. В то
же время очевидно, что все указанные механизмы

служат одной цели — повышению эффективности
обслуживания — и в реальных системах они ис-
пользуются по большей части одновременно.

В данной статье предпринята попытка (подроб-
но см., например, [1–3]) обратиться к такой поста-
новке задачи, в которой сочеталась бы возможность
использовать для достижения заданных критериев
качества разные методы. Конкретно, рассматри-
вается сервисная система, в которой оптимизация
осуществляется за счет одновременного подбора
как наиболее эффективной диспетчеризации, так
и дисциплины обслуживания очереди.

Данная работа базируется на методах ста-
тистической имитации. Излагаемые результа-
ты относятся к единственному примеру систе-
мы с параллельным обслуживанием, взятому (для
возможности осуществить сравнение) из статьи [4].

Материал распределен следующим образом.
Общая постановка задачи сформулирована в разд. 2.
Здесь вкратце описывается предлагаемый подход
к ее решению. В разд. 3 приводятся некоторые ре-
зультаты численных экспериментов. В заключении
кратко обсуждаются результаты работы.

∗Исследование выполнено при частичной финансовой поддержке РФФИ (проект 18-07-00692).
1Институт проблем информатики Федерального исследовательского центра «Информатика и управление» Российской академии

наук, mkonovalov@ipiran.ru
2Институт проблем информатики Федерального исследовательского центра «Информатика и управление» Российской академии

наук; Российский университет дружбы народов, rrazumchik@ipiran.ru
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2 Описание системы
и постановка задачи

Система состоит из N серверов, работающих
параллельно и независимо друг от друга. Произво-
дительность (интенсивность обслуживания) серве-
ра i равна v(i). В систему поступает пуассоновский
входной поток заданий1. Задания имеют случайную
длину (объем), которая определяется одним и тем
же распределением G, и предельный срок 0 < τ <
<∞, до истечения которого оно должно попасть на
обслуживание (дедлайн). Каждое поступившее за-
дание должно быть немедленно направлено на один
из серверов, причем диспетчеру, осуществляющему
этот выбор, доступна любая информация о текущем
состоянии системы (например, размеры очередей,
остаточная работа на каждом сервере и т. п.)2. Число
заданий, которые могут одновременно находиться
на каждом сервере, не ограничено. Если дедлайн
нарушен, задание остается на сервере до тех пор,
пока не будет обслужено до конца. Выполнение
заданий на каждом сервере происходит в соответ-
ствии с дисциплиной LPS (limited processor sharing),
т. е. дисциплиной частичного разделения процессо-
ра [5, 6]. Эта дисциплина предполагает, что каждый
сервер i действует следующим образом. Если в оче-
реди находится ni, 1 ≤ ni ≤ Li, заданий (Li ≥ 1 —
фиксированное число), то каждое из ni заданий
обслуживается со скоростью v(i)/ni. В противном
случае первые Li заданий обслуживаются со ско-
ростью v(i)/Li, а остальные ожидают обслуживания
в очереди либо в порядке поступления (FIFO — first
in, first out), либо в порядке возрастания размера
задания (SJF, shortest job first).

Система функционирует в непрерывном време-
ни t ≥ 0. Пусть 0 ≤ t1 < · · · < tn < · · · — по-
следовательность моментов поступления заданий
в систему. Действие, принимаемое в момент tn
относительно вновь поступившего задания, обо-
значим через yn. Полагаем, что yn = i, если задание
направлено на сервер i. Пусть задание, поступив-
шее в момент tn и распределенное согласно прави-
лу yn, в течение времениwn ожидает обслуживания,
а затем в течение времени sn обслуживается.

Величины wn и sn заранее не известны, но они
как раз служат основой для выбора показателей ка-

чества обслуживания, которых в данном случае два.
Это, во-первых, предельное среднее время пребы-
вания заданий в системе

v = lim
m→∞

1

m

m∑

n=1

Ey (wn + sn)

и, во-вторых, предельная вероятность нарушения
дедлайна

r = lim
m→∞

1

m

m∑

n=1

Ey1{wn>τ} .

В этих формулах 1{A} — индикатор события A,
Ey — интегрирование по мере, порождаемой дис-
петчеризацией y.

Показатели v и r являются конкурирующими,
причем оба требуют минимизации. Для разреше-
ния многокритериальности в данном случае вместо
того, чтобы формулировать задачу условной опти-
мизации либо определять свертку, поступим следу-
ющим образом3. Зададим набор допустимых дис-
петчеризаций yn, две дисциплины обслуживания
очереди (FIFO или SJF), а также диапазон значе-
нийLi и будем перебирать возможные варианты для
нахождения наилучших значений показателей v и r.

Ограничимся следующими простыми и в то же
время достаточно эффективными диспетчеризаци-
ями, наиболее полно использующими доступную
информацию о текущем состоянии системы (см.,
например, [8, разд. 3]):

– yn = argmin1≤i≤M (u
(i)
n ), где u(i)n — время, необ-

ходимое для полного выполнения всех заданий,
которые в момент принятия решения tn нахо-
дятся на сервере i, при условии, что новые зада-
ния не поступают. Если в момент tn на сервере i
находятся k заданий, причем их длины равны
l1, l2, . . . , lk, то u

(i)
n =

∑k
i=1 li/v

(i). Далее эта
диспетчеризация обозначается как LWL (least
work left);

– yn = argmin1≤i≤M (ω
(i)
n ), где ω

(i)
n — числовая

характеристика сервера i в момент принятия
решения tn, вычисляемая следующим образом.
Если в момент tn на сервере i находятся k зада-
ний, причем их упорядоченные по возрастанию
длины равны l1, l2, . . . , lk, то

ω(i)n =

k∑

i=1

τiC
k−i ,

1Ввиду предположения, что в серверах реализована дисциплина частичного разделения процессора, предположение о том, что
в систему поступает один поток однородных заданий, является существенным. Случай нескольких входящих потоков разнородных
заданий требует отдельного исследования.

2Совершенно естественным является предположение, что диспетчеру доступна полная предыстория принятых решений (с указа-
нием моментов времени, в которые решения принимались). Однако диспетчеризации, использующие такую информацию, обычно
требуют больших дополнительных вычислений и поэтому здесь рассматриваться не будут.

3Несмотря на кажущуюся простоту такого подхода по сравнению с условной оптимизацией, отыскание значения Li и опти-
мальных значений параметров диспетчеризаций представляет собой отдельные задачи, которые «в лоб» решить невозможно в силу
несчетности множества поиска. Здесь эти задачи решаются с помощью специального адаптивного алгоритма на имитационной
модели [7].
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Таблица 1 Стационарная вероятность rнарушения дедлайна в системе из четырех серверов при различных стратегиях
диспетчеризации и обслуживания очереди и различных значениях загрузки

Стратегия
λ = 4,2

(ρ = 0,7)
λ = 4,8

(ρ = 0,8)
λ = 5,04

(ρ = 0,84)
λ = 5,4

(ρ = 0,9)
LWL+ FIFO 0,011 0,054 0,098 0,236
MHV(C) + FIFO 0,016 (C = 2) 0,052 (C = 1,25) 0,095 (C = 1,25) 0,224 (C = 2)
LWL+ LPS(2) + FIFO 0,004 0,027 0,056 0,169
MHV(C) + LPS(2) + FIFO 0,004 (C = 3) 0,024 (C = 2,5) 0,049 (C = 2) —
MHVI(C) + LPS(2) + FIFO — — — 0,145 (C = 2,5)
LWL+ SJF 0,008 0,027 0,043 0,079
MHV(C) + SJF 0,009 (C = 2) — — —
MHVI(C) + SJF — 0,024 (C = 2,5) 0,035 (C = 2,5) 0,058 (C = 2)
LWL+ LPS(2) + SJF 0,004 0,015 0,027 0,065
MHV(C) + LPS(2) + SJF 0,003 (C = 3) — — —
MHVI(C) + LPS(2) + SJF — 0,011 (C = 2,5) 0,019 (C = 2,5) 0,042 (C = 2)

где

τi =
k − i+ 1

v(i)


li −

i−1∑

j=1

(
lj(k − j + 1)

v(i)

)
 ,

а C — фиксированное положительное число.
Далее эта эвристическая диспетчеризация обо-
значается какMHV(C) [9, 10].

Заметим, что если функция argmin возвращает
несколько значений, то поступившее задание на-
правляется на самый быстрый сервер; если таких
несколько, то сервер выбирается наугад. Расчет ω(i)n

возможен, вообще говоря, как без учета нового за-
дания, так и в предположении, что оно отправлено
именно на данный сервер. Снабжая такую оценку
дополнительной чертой сверху, получаем, заменяя
в MHV(C) ω(i)n на ω

(i)
n − ω

(i)
n , еще одно правило

диспетчеризации (далее —MHVI(C)).

3 Некоторые результаты
численных экспериментов

Проверка большого числа численных экспери-
ментов показывает, что комплексное управление
процессом распределения заданий и обслуживани-
ем очереди дает такой выигрыш в целевых функ-
циях v и r, достичь которого не удается, применяя
те же механизмы, но по раздельности1. Важно
отметить, что указанный эффект проявляется при
использовании просто реализуемых стратегий, не
требующих сложной настройки параметров. Одно-
му из таких примеров посвящен данных раздел.

Рассматривается гетерогенная система из четы-
рех серверов производительностью v(1) = v(2) = 2,
v(3) = v(4) = 1. Входящий в систему поток заданий

с дедлайном τ = 2 является пуассоновским с пара-
метром λ. Размер заданий имеет экспоненциальное
распределение с параметром 1. Загрузка системы
равна ρ = λ/6.

В табл. 1 и 2 приводятся значения v и r для
нескольких комбинаций диспетчеризаций и меха-
низмов управления очередью при разных значениях
загрузки системы.

Принимая стратегию LWL + FIFO за точку от-
счета, из таблиц можно увидеть, что комплексное
управление диспетчеризацией и процессом обслу-
живания однозначно имеет преимущество. Вы-
игрыш в целевых функциях v и r незначителен
при средней нагрузке и близок к нулю при малой
нагрузке. При большой загрузке по сравнению со
стратегиейLWL+FIFOодна из лучших рассмотрен-
ных стратегий — MHVI() + LPS(2) + SJF — обес-
печивает выигрыш по v и r примерно в 80% и 20%
соответственно. По мере внедрения комплексно-
го подхода относительный выигрыш увеличивается
с ростом нагрузки, хотя и немонотонно. Послед-
нее обстоятельство указывает на то, что существуют
«неудачные» комбинации механизмов диспетчери-
зации и управления очередью.

4 Заключение

Подводя итог краткому экспериментальному
анализу комплексного управления в системах с па-
раллельным обслуживанием, можно сделать следу-
ющие выводы. Эффективность таких систем может
быть повышена за счет одновременного использо-
вания даже простейших алгоритмов на всех этапах
принятия решений (поступление задания в систему,
выбор очередного задания из очереди, выбор спосо-
ба обработки заданий). В случае двухкритериальной

1Даже весьма сложных стратегий, как, например, FPI (first policy iteration) из [4].

56 ИНФОРМАТИКА И ЕЁ ПРИМЕНЕНИЯ том 13 выпуск 4 2019



Комплексное управление в одном классе систем с параллельным обслуживанием

Таблица 2 Стационарное среднее v и среднеквадратичное отклонение для времени пребывания
задания в системе из четырех серверов при различных стратегиях диспетчеризации и обслужива-
ния очереди и различных значениях загрузки. Значение параметра C берется из соответствующей
ячейки табл. 1

Стратегия
λ = 4,2

(ρ = 0,7)
λ = 4,8

(ρ = 0,8)
λ = 5,04

(ρ = 0,84)
λ = 5,4

(ρ = 0,9)
LWL + FIFO 0,886/0,863 1,151/1,060 1,355/1,233 1,975/1,804
MHV(C) + FIFO 0,872/0,800 1,146/1,078 1,351/1,261 2,000/2,064
LWL + LPS(2) + FIFO 0,931/0,980 1,208/1,230 1,410/1,411 2,047/1,997
MHV(C) + LPS(2) + FIFO 0,833/0,877 1,172/1,246 1,407/1,522 —
MHVI(C) + LPS(2) + FIFO — — — 1,987/2,137
LWL + SJF 0,848/0,879 1,028/1,126 1,147/1,370 1,430/2,267
MHV(C) + SJF 0,816/0,796 — — —
MHVI(C) + SJF — 0,957/1,114 1,055/1,391 1,287/2,462
LWL + LPS(2) + SJF 0,915/0,983 1,145/1,258 1,297/1,479 1,684/2,349
MHV(C) + LPS(2) + SJF 0,884/0,.950 — — —
MHVI(C) + LPS(2) + SJF — 1,086/1,238 1,218/1,495 1,539/2,385

оптимизации комплексный подход дает такой вы-
игрыш в целевых функциях, который иначе может
быть получен только за счет внедрения изощрен-
ных стратегий, требующих специальной настрой-
ки параметров. Другое его преимущество кроется
в отсутствие требования, чтобы входящий поток
заданий был пуассоновским. Кроме того, лучшие
найденные с его помощью решения1 не приводят
к образованию в системе «бесконечных» очередей,
которые, как отмечено в [4, разд. 5], при иных
подходах к управлению могут появляться в случае
большой загрузки.

Недостатком подхода, несомненно, является
невозможность на данный момент получения ка-
ких-либо аналитических результатов. Пожалуй,
единственное исключение составляет не рассмо-
тренная здесь вероятностная диспетчеризация PAP
(probabilistic allocation policy) [8, разд. 3] и пуассо-
новский поток заданий, при которых осуществим
аналитический расчет целевых функций v и r. Это
обстоятельство, однако, может быть использовано
лишь для контроля вычислений, так как получа-
емые таким образом результаты обычно заметно
хуже представленных в табл. 1 и 2.
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СИСТЕМА МАССОВОГО ОБСЛУЖИВАНИЯ Geo/G/1/∞
С ИНВЕРСИОННЫМ ПОРЯДКОМ ОБСЛУЖИВАНИЯ

И РЕСАМПЛИНГОМ В ДИСКРЕТНОМ ВРЕМЕНИ∗

Л. А. Мейханаджян1, Р. В. Разумчик2

Аннотация: Рассматривается задача нахождения оценки для фактического стационарного среднего вре-
мени пребывания в дискретной однолинейной системе с геометрическим входящим потоком известной
интенсивности, циклической дисциплиной обслуживания и неточной априорной информацией о вре-
менах обслуживания. Показано, что новой оценкой может служить значение стационарного среднего
времени пребывания в дискретной однолинейной системе с инверсионным порядком обслуживания
и дисциплиной ресамплинга, предполагающей, что каждая поступающая в непустую систему заявка
назначает новое остаточное время обслуживания заявке на приборе. Для случая погрешности мультипли-
кативного типа и геометрически распределенного фактического времени обслуживания найдены легко
проверяемые на практике условия, при которых предлагаемая оценка является наилучшей из известных
оценок сверху для фактического среднего времени пребывания во всем диапазоне возможных значений
загрузки.

Ключевые слова: дискретное время; инверсионный порядок обслуживания; неточное время обслужива-
ния; дисциплина циклического обслуживания; ресамплинг
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1 Введение

Рассмотрим дискретную систему массового об-
служивания (СМО)Geo/G/1–RR с вероятностью a
поступления заявки на одном такте и дисциплиной
циклического обслуживания [1]. Дискретное время
вводится обычным образом [2], и все изменения
состояния СМО происходят в конце такта. Распре-
деление времени �S обслуживания заявок является
произвольным дискретным. Стационарное среднее
время пребывания заявки в такой системе рассчи-
тывается по формуле (см. (1) в [3]):

v �S =
aE �S

1− aE �S
. (1)

Если в информации о распределении случайной
величины (с.в.) �S содержится ошибка (погреш-
ность)3, т. е. распределение фактического време-
ни S обслуживания другое, причем E �S 6= ES, то
прогнозное среднее время обслуживания и факти-
ческое не совпадают. При E �S > (<)ES значение v �S
служит оценкой сверху (снизу) для фактического,
неизвестного среднего vS . В связи с этим обстоя-
тельством возникает следующий вопрос: возможно

ли только на основе информации о значении a
и распределении �S получать более точные оцен-
ки, чем v �S? Оказывается, что в некоторых случаях
ответ на этот вопрос положителен. В этой статье
показано, что при E �S > ES и некоторых других
ограничениях на распределение �S, существует v∗
такое, что

vS ≤ v∗ ≤ v �S (2)

при любых (допустимых) значениях загрузки,
и это v∗ совпадает со стационарным средним време-
нем пребывания в СМО Geo/G/1 с ресамплингом
и инверсионным порядком обслуживания (далее —
Geo/G/1–Re) с вероятностью a поступления за-
явки на одном такте и временем обслуживания,
распределенном как �S (см. формулу (14) ниже). До-
казательству неравенства (2) и обсуждению связан-
ных с ним вопросов посвящен последний раздел
статьи. В предваряющих его разделах дается по-
дробное описание СМО Geo/G/1–Re и анализ ее
основных стационарных характеристик.

Отметим, что по тематике СМО со специальны-
ми дисциплинами обслуживания имеется обшир-
ная литература (см., например, [4–14] и ссылки

∗Работа выполнена при поддержке РФФИ (проект 18-37-00283).
1Финансовый университет при Правительстве РФ, lamejkhanadzhyan@fa.ru
2Институт проблем информатики Федерального исследовательского центра «Информатика и управление» Российской академии

наук; Российский университет дружбы народов, rrazumchik@ipiran.ru
3В этом случае �S можно трактовать как прогнозное время обслуживания, т. е. число тактов, которое, как ожидается, потребуется

затратить на обслуживание заявки.
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в них). Поэтому некоторые из приводимых ниже
аналитических результатов для СМОGeo/G/1–Re,
по-видимому, могут получаться как следствия уже
известных1.

2 Описание системы

Рассмотрим функционирующую в дискретном
времени однолинейную СМО с очередью неогра-
ниченной емкости, в которую поступает геометри-
ческий поток заявок с вероятностью a поступления
заявки на одном такте2. Распределение времени
обслуживания заявки является произвольным дис-
кретным с вероятностью bi, i ≥ 0, того, что обслу-
живание заявки продлится i тактов (предполагает-
ся, что b0 = 0).

Далее будем использовать следующие обозначе-
ния:

a = 1− a — вероятность непоступления заявки на
такте;

Bi =
∑∞

j=i bj, i ≥ 1, — вероятность того, что длина
заявки не менее i;

β(z) =
∑∞

i=1 z
ibi — производящая функция (ПФ)

длины заявки.

В системе реализована дисциплина ресамплинга
с инверсионным порядком обслуживания. Предпо-
лагается, что в любой момент времени для каждой
заявки, находящейся в системе, известна остаточ-
ная длина (т. е. число тактов, необходимое для окон-
чания обслуживания заявки). Если новая заявка
поступает в непустую систему, то она прерывает
обслуживание заявки на приборе и назначает ей
новую остаточную длину (в соответствии с распре-
делением {bi, i ≥ 0}). Далее заявка, обслуживание
которой было прервано, возвращается на прибор
и продолжает обслуживаться (с новой остаточной
длиной), а новая становится на первое место в оче-
реди. Как только длина заявки на приборе ста-
новится равной нулю, она моментально покидает
систему. Если очередь непуста, то заявка из перво-
го места в очереди поступает на прибор; остальная
очередь сдвигается на единицу.

Всюду в дальнейшем будем предполагать, что
выполнено необходимое и достаточное условие су-
ществования стационарного режима, которое для
рассматриваемой системы имеет вид:

β (a) > a (1 + a)
−1

.

Действительно, свяжем с рассматриваемой сис-
темой процесс Гальтона–Ватсона, где первоначаль-
но имеется одна частица, которая в конце жизни
производит случайное число потомков в соответ-
ствии с распределением {gk, k ≥ 0}:

g0 = β (a) ;

gk =
β(a)(1− β(a))(a− β(a))k−1

ak
, k ≥ 1 .

Заметим, что число заявок, обслуженных рас-
сматриваемой системой за период занятости, равно
общему числу частиц, появившихся во введенном
процессе Гальтона–Ватсона до его вырождения.
Последнее же имеет место с вероятностью еди-
ница (за конечное среднее время) тогда и только
тогда, когда среднее число

∑∞
k=1 kgk потомков от

одной частицы меньше единицы, что равносильно
приведенному выше условию3.

Наконец, заметим, что для рассматриваемой
системы справедлив закон стационарной очереди
Хинчина (см. [2, п. 4.1.1]); это свойство использу-
ется при описании выходящего из системы потока.

3 Стационарное распределение
очереди

Найдем стационарное распределение числа за-
явок в системе. Введем обозначения:

p0 — стационарная вероятность того, что непо-
средственно после очередного такта система
будет пуста;

pn(i), i ≥ 1, — стационарная вероятность того,
что непосредственно после очередного такта
в системе будет n заявок и до окончания обслу-
живания заявки на приборе останется i тактов.

Заметим, что pn =
∑∞

i=1 pn(i), n ≥ 1. Используя
метод исключения состояний, приходим к следу-
ющей системе уравнений равновесия:

p1(i) = (p0 + p1) abi + p1(i+ 1)a, i ≥ 1 ; (3)

pn(i) = (pn−1 − pn−1(1)) abi + pn(i+ 1)a+ pnabi,

n ≥ 2 , i ≥ 1 , (4)

к которой необходимо добавить условие норми-
ровки

∞∑

n=0

pn = 1 .

1Это замечание относится только к формулам (6)—(8) и (12).
2Будем считать, что сначала систему покидает заявка на приборе, если закончилось ее обслуживание, затем в систему при-

нимается поступившая заявка, если таковая имеется, и, наконец, выбирается на обслуживание заявка из очереди, если очередь
непуста.

3Заметим, что это условие не зависит от моментов длины заявки какого-либо порядка, т. е. для любого распределения длины
заявки при достаточно малой вероятности a поступления заявки на такте существует стационарное распределение.
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Для решения этой системы воспользуемся аппара-
том ПФ. Введем обозначение:

P (z, u) =

∞∑

n=1

∞∑

i=1

unzipn(i) , 0 ≤ u, z ≤ 1 .

Умножая левые и правые части (3) и (4) на unzi

в соответствующих степенях и суммируя по всем
возможным значениям n и i, получаем:

P (z, u) =

=
z

z − a

∞∑

n=1

un (pn(1)a (β(z)− 1) + aβ(z)pn) , (5)

откуда по теореме Руше следует, что

pn(1) =
pnaβ(a)

a(1 − β(a))
, n ≥ 1 .

Воспользовавшись этим соотношением, условием
нормировки и уравнениями локального баланса,
которые для данной системы имеют вид:

p0a = ap1(1) ; (pn − pn(1))a = apn+1(1) , n ≥ 1 ,
путем элементарных преобразований получаем:

pn =

(
a− β(a)

aβ(a)

)n−1
1− β(a)

β(a)
p0, n ≥ 1 ; (6)

p0 =
aβ(a)− a+ β(a)

β(a)
. (7)

Таким образом, стационарное распределение
общего числа заявок в системе определяется на-
чиная с p1 геометрической прогрессией, что упро-
щает нахождение моментов. Например, среднее
число N заявок в системе равно

N =
a2(1 − β(a))

aβ(a)− a+ β(a)
.

Наконец, из (5), приравнивая коэффициенты
при unzi в левой и правой частях, находим выра-
жение для совместного стационарного распределе-
ния pn(i):

pn(i) = pn

∞∑

j=i

a(a)j−i

1− β(a)
bj , n ≥ 1 , i ≥ 1 .

В заключение раздела отметим, что если загруз-
ка системы близка к критической, т. е.

β(a) ↓ a(1 + a)−1,
то общее число заявок в системе, нормированное
величиной (aβ(a) − a + β(a))−1, имеет экспонен-
циальное распределение с параметром (1+ a)(a)−2.
Этот результат следует (по методу из [15]) из анализа
явной формулы для ПФ распределения {pn, n ≥ 0},
задаваемого (6) и (7).

4 Стационарное распределение
времени пребывания заявки
в системе

Время пребывания заявки в рассматриваемой
системе складывается из двух независимых с.в.:
времени ожидания начала обслуживания и времени
пребывания на приборе. Ввиду инверсионного по-
рядка обслуживания время пребывания в очереди
совпадает с длительностью периода занятости (ПЗ)
системы, которая в терминах ПФ имеет вид:

u(z) =
(a− aβ(az))(1− az)−

√
D

2a(az − β(az))
, (8)

где

D = (a− aβ(az))2(1− az)2 −
− 4aaβ(az)(az − β(az))(1− az) .

Для нахождения времени пребывания заявки на
приборе поступим следующим образом. Обозначим
черезwj(i) вероятность того, что длительность пре-
бывания на приборе поступающей на него заявки
равно i тактам и за это время в систему посту-
пит j новых заявок. По формуле полной вероят-
ности имеем:

w0(i) = a
ibi, i ≥ 0 ; (9)

w1(i) =

i−1∑

n=1

an−1aBn+1w0(i− n) + ai−1abi,

i ≥ 1 ; (10)

wj(i) =

i−j+1∑

n=1

an−1aBn+1wj−1(i− n),

i ≥ j , j ≥ 2 . (11)

Тогда распределение времени пребывания заявки
на приборе с учетом возможных прерываний есть
{∑∞

j=0 wj(i), i ≥ 1} и, с учетом (9)–(11), в терминах
ПФ имеет вид:

ψ(z) =
(1 − az)β(az)

(1− z)a+ aβ(az)
. (12)

Замечая теперь, что с вероятностью

p0 +

∞∑

n=1

pn(1) =
2β(a)− a

β(a)

поступающая заявка сразу занимает прибор, а с до-
полнительной вероятностью занимает место в оче-
реди, получаем вид ПФ стационарного времени
пребывания произвольной заявки в системе:

χ(z) =
2β(a)− a

β(a)
ψ(z) +

a− β(a)

β(a)
u(z)ψ(z). (13)
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Дифференцируя (13) по z в точке z = 1, с уче-
том формул (8) и (12) нетрудно определять моменты
времени пребывания заявки в системе. В частности,
среднее1 время пребывания равно:

v =
a2(1 − β(a))

a (aβ(a)− a+ β(a))
. (14)

Замечая, что av = N , убеждаемся, что для рассмат-
риваемой системы выполняется закон Литтла.

Вопрос поведения стационарного распределе-
ния времени пребывания заявки в системе в усло-
виях большой загрузки остается открытым. При-
менение общих принципов асимптотического
анализа не дает содержательных результатов
(см. [17; 18, Remark 2.6]).

5 Выходящий поток
В стационарном режиме выходящий из системы

поток не является геометрическим. Единственное
исключение составляет случай, когда распределе-
ние {bi, i ≥ 0} является геометрическим. Посколь-
ку доказательство этого факта в основных чертах
повторяет доказательство для непрерывного слу-
чая, изложенного в [19], здесь оно не приводится.
Таким образом, в общем случае промежутки меж-
ду последовательными окончаниями обслуживания
являются зависимыми величинами.

Совместное стационарное распределение дли-
тельностей двух последовательных промежутков
в терминах ПФ имеет вид:

D2 (z1, z2) = ψ(z2)

(
ψ(z1)−

(
(1 − z1)ψ(z1)

1− z1a
+

+
az1(1 − z2)β(az1)

(1− z1a)(1− z2a)

)
p0 −

(1− z2)β(az1)

1− z2a
p1

)
.

По свойствам ПФ нетрудно получить выраже-
ния для основных характеристик выходящего по-
тока:

El =
1

a
, El(l− 1) = 2a(β(a)− aaβ′(a))

(aβ(a))2
;

Cov(l1, l2) =
aaβ′(a) + β(a)2 − β(a)

a2β(a)
p0.

Заметим, что при большой загрузке выходящий по-
ток становится практически некоррелированным.

6 Оценка сверху для среднего
времени пребывания

Предположим, что прогнозное время обслужи-
вания �S представимо в виде2 �S = SX, где S —
фактическое время обслуживания, а X — некото-
рая положительная целочисленная с.в. (ошибка),
причем с.в. S и X независимы и EX > 1.

Зафиксируем произвольным образом среднее
значение ES и, взяв вероятность a поступления
заявки на такте за независимую переменную, про-
иллюстрируем (2) при следующих предположениях
о распределениях S и X :

— S имеет геометрическое распределение, а X —
логарифмическое, т. е. P(S = k) = b(1 − b)k−1,
k ≥ 1, P(X = k) = −pk/(k ln(1 − p)), k ≥ 1
(рис. 1);

— S имеет дискретное распределение Вейбулла
с «легким хвостом», а X — логарифмическое,
т. е. P(S = k) = q(k−1)

β − qkβ

, k ≥ 1, 0 < q < 1,
β > 1 (рис. 2);

— S и X имеют одинаковое дискретное распре-
деление Вейбулла с «тяжелым хвостом», т. е.
0 < β < 1 (рис. 3).

На рис. 1–3 кривые 1 — vS , 2 — vSX ; 3 — v∗. Во
всех примерах ES = 5.

Допуская некоторую вольность речи, резуль-
таты численных экспериментов можно резюми-
ровать следующим образом: (2) не выполняет-
ся, когда SX имеет либо «легкий хвост», либо
слишком «тяжелый хвост».

Нетрудно показать, что если распределение
с.в. SX таково, что для любого i ≥ 0 выполняется
условие3

∞∑

j=i

P(SX > i) ≥ E(SX)
(
1− (E(SX))−1

)i
,

то правое неравенство в (2) имеет место всегда,
когда система Geo/G/1–RR с неточным време-
нем обслуживания стационарна4 (т. е. при 0 < a <
< (E(SX))−1). В противном случае оценка v∗ для
среднего времени пребывания хуже значения, рас-

1Заметим, что v = au′(1). Таким образом, в отличие от непрерывного случая, в котором стационарное среднее время пребывания
заявки в системе равно средней длине ПЗ системы [16, Corollary 2], в дискретном случае среднее время пребывания в a−1 раз
меньше.

2О практических основаниях для предположения о мультипликативной, а не аддитивной погрешности см. [20, Secion 6.3] и [21].
3Это условие (см. [22]) выполняется для распределений типа НХСС («новое хуже старого в среднем»), «новое хуже старого»

и распределений с убывающей функцией интенсивности (см. [23; 24, с. 35; 25]). В последнем случае удобный критерий проверки
для монотонных функций приводится в [26, Proposition 1].

4Примечательно, что область стационарности Geo/G/1–Re шире, чемGeo/G/1–RR с неточным временем обслуживания.

ИНФОРМАТИКА И ЕЁ ПРИМЕНЕНИЯ том 13 выпуск 4 2019 63



Л. А. Мейханаджян, Р. В. Разумчик

Рис. 1 Случай, когда S имеет геометрическое распределение с параметром b−1 = ES = 5, X — логарифмическое
распределение с параметром p = 0,2 (EX ≈ 1,12) (a) и p = 0,95 (EX ≈ 6,34) (б)

Рис. 2 Случай, когда S имеет дискретное распределение Вейбулла с параметрами β = 1,1, q ≈ 0,8316 (ES ≈ 5), X —
логарифмическое распределение с параметром p = 0,2 (a) и p = 0,95 (б)

Рис. 3 Случай, когда S и X имеют одинаковое дискрет-
ное распределение Вейбулла с параметрами β = 0,38,
q ≈ 0,3834 (ES = EX ≈ 5)

считываемого по формуле (1), т. е. v∗ > vSX ≥ vX

(см. рис. 2, а).

Проверка левого неравенства в (2) невозможна
без дополнительной информации1 о распределени-
ях с.в. S иX, так как, как видно на рис. 3, даже если
с.в. SX имеет НХСС-распределение, то (2) может
и не выполняться.

В связи с этим интересен (и остается откры-
тым) вопрос о выборе подходящей для дискретного
времени модели неточного времени обслуживания2

или, другими словами, вопрос построения дискрет-
ного аналога непрерывной модели из [16].

В отличие от случая непрерывного времени,
где мультипликативной модели удается придать на-
блюдаемые на практике черты3, в дискретном вре-
мени это трудноосуществимо.

1Отметим, что если с.в. S имеет геометрическое распределение, то левое неравенство в (2) выполняется всегда, вне зависимости
от значения параметра геометрического распределения и вида распределения X.

2Укажем на работы [27, 28], модели из которых могут оказаться плодотворными.
3Более подробное обсуждение этого вопроса можно найти в [20, Secion 6.3].
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ЧИСЛЕННЫЕ СХЕМЫ ФИЛЬТРАЦИИ МАРКОВСКИХ

СКАЧКООБРАЗНЫХ ПРОЦЕССОВ ПО ДИСКРЕТИЗОВАННЫМ

НАБЛЮДЕНИЯМ I: ХАРАКТЕРИСТИКИ ТОЧНОСТИ∗

А. В. Борисов1

Аннотация: Статья является первой частью цикла, посвященного проблеме численного решения задачи
оптимальной фильтрации состояний марковских скачкообразных процессов (МСП) по наблюдениям
в присутствии аддитивных и мультипликативных винеровских шумов. Данная задача решается путем
временной дискретизации наблюдений и их последующей обработки. Как оптимальные, так и субопти-
мальные оценки в этом случае выражаются через многомерные интегралы гауссовских плотностей по
некоторым смешивающим распределениям. В данной работе исследуется влияние точности схем числен-
ного интегрирования на качество получаемых приближенных оценок. Задача сводится к характеризации
близости случайных последовательностей, порождаемых некоторыми рекуррентными соотношениями.
В статье представлена псевдометрика, описывающая это расстояние, а также доказано утверждение о ее
влиянии на локальную и глобальную точность аппроксимации решения исходной задачи фильтрации.

Ключевые слова: марковский скачкообразный процесс; оптимальная фильтрация; аддитивные и муль-
типликативные шумы в наблюдениях; стохастическое дифференциальное уравнение; аналитическая
и численная аппроксимация
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1 Введение

Задача фильтрации состояний марковского скач-

кообразного процесса по косвенным непрерывным
зашумленным наблюдениям была решена в [1] для
класса систем наблюдения с аддитивными винеров-
скими шумами. Это означает, что интенсивность
шумов в наблюдениях является лишь детермини-
рованной функцией времени. В [2] представлено
обобщение этого результата на наблюдения с муль-
типликативными шумами: их интенсивность те-
перь является функцией оцениваемого состояния
системы. В обоих случаях системы стохасти-
ческих дифференциальных уравнений, описыва-
ющих фильтр, относятся к классу уравнений Куш-
нера–Стратоновича, проблемному с точки зрения
их численного решения. Дело в том, что эти не-
линейные уравнения описывают эволюцию во вре-
мени условного распределения состояния системы
по имеющимся наблюдениям. Стандартные чис-
ленные схемы их решения [3] могут терять свойства
нормировки и неотрицательности. В статье [4]
была предложена концепция построения числен-
ных методов путем перехода к дискретизованным
по времени наблюдениям и последующему реше-
нию на их основе задачи оптимальной фильтрации.

Предложенные оценки вычисляются рекурсивно
как некоторая дробь, числитель и знаменатель ко-
торой представляют собой бесконечные суммы ин-
тегралов от гауссовских плотностей по некоторым
смешивающим распределениям. Было предложено
ограничить суммирование в числителе и знаменате-
ле некоторым порогом, назвав такие приближения
аналитическими аппроксимациями. Для них в [4]
были получены показатели локальной и глобальной
точности, т. е. определена величина расхождения
оптимальной оценки и ее аппроксимации за один
или несколько шагов рекурсии. К сожалению, для
аналитических аппроксимаций не существует яв-
ных формул, определяющих значение интегралов —
слагаемых в числителе и знаменателе.

Целью данного цикла является исследование
влияния замены интегралов их приближениями
в виде конечных сумм на общую точность аппрок-
симации, а также сравнительный анализ различ-
ных численных схем, используемых при решении
задачи фильтрации по наблюдениям как с адди-
тивными, так и с мультипликативными шумами.
Первая статья посвящена определению влияния
точности схем численного интегрирования на ито-
говую точность приближения задачи оптимальной
фильтрации состояний МСП по дискретизованным
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наблюдениям. Статья организована следующим
образом. В разд. 2 дана постановка задачи опти-
мальной фильтрации. Совокупность определений
и результатов работы [4], используемых в данной
статье, представлена в разд. 3. В разд. 4 предлага-
ется аппроксимировать интегралы в аналитических
аппроксимациях с помощью интегральных сумм
общего вида. Подобные аппроксимации названы
численными. Предложены локальный и глобальный
показатели близости аналитических и численных
аппроксимаций: они определяют величину рас-
хождения аналитической и численной аппрокси-
мации за один или несколько шагов. Основное
утверждение статьи позволяет оценить эти показа-
тели с помощью аналитической характеристики —
интегральной ошибки. Эта же оценка дает воз-
можность определить точность решения исходной
задачи фильтрации с учетом ошибок, вносимых
аналитической аппроксимацией и ее численным
приближением с помощью той или иной численной
схемы. Заключительные замечания представлены
в разд. 5.

2 Постановка задачи фильтрации

На вероятностном базисе с фильтрацией
(ŸX × ŸW ,FX × FW ,PX × PW , {FX

t × FW
t }t>0)

рассматривается система наблюдения

Xt = X0 +

t∫

0

˜⊤Xs ds+ µt;

Yr =

rh∫

(r−1)h

fXs ds+

rh∫

(r−1)h

N∑

n=1

Xn
s g
1/2
n dWs, r ∈ N,

где

– Xt
d
= col

(
X1t , . . . , X

N
t

)
∈ SN — ненаблюда-

емое состояние системы — однородный МСП

с конечным множеством состояний SN d
=

d
= {e1, . . . , eN} (SN — множество единичных
векторов евклидова пространства RN ), матри-
цей интенсивностей переходов ˜ и начальным
распределением π;

– µt
d
= col

(
µ1t , . . . , µ

N
t

)
∈ RN — Ft-согласован-

ный мартингал;

– {Yr}r∈N : Yr
d
= col

(
Y 1r , . . . , Y

M
r

)
∈ RM — по-

следовательность дискретизованных наблюде-
ний, доступных в известные равноотстоящие
моменты времени {rh}r∈N;

– Wt
d
= col

(
W 1

t , . . . ,W
M
t

)
∈ RM является Ft-со-

гласованным стандартным винеровским про-
цессом, f — (M × N)-мерная матрица,

а {gn}n=1,N — симметрические положитель-
но определенные матрицы; процессы X и W
независимы.

Задача оптимальной фильтрации состояния X
по дискретизованным наблюдениям Y заключается
в нахождении условного математического ожида-

ния (УМО)

X̂r
d
= E {Xtr

|Or} , (1)

где Or
d
= σ{Yℓ : 1 6 ℓ 6 r} — σ-алгебра, порож-

денная наблюдениями, полученными до момента

времени rh включительно; O0 d= {∅, Ÿ}.
Необходимость нахождения оценки (1) очевид-

ным образом возникает при численной реализа-
ции оптимальной фильтрации состояний МСП по
непрерывным наблюдениям в присутствии вине-
ровских шумов. С одной стороны, измерительная
информация практически во всех реальных систе-
мах формируется в дискретные моменты времени,
а модели с непрерывными наблюдениями являют-
ся лишь удобной, хотя и адекватной, идеализацией.
С другой стороны, средства вычислительной тех-
ники также способны обрабатывать только сигна-
лы, дискретизованные по времени. Поэтому мож-
но считать, что в процесс фильтрации состояний
МСП по непрерывным наблюдениям в качестве
первого необходимого шага включена процедура
временн‚ой дискретизации наблюдений, или изна-
чально наблюдения поступают в дискретизованном
виде.

3 Необходимые сведения
об оптимальном решении
и аналитических
аппроксимациях

Рекуррентные соотношения, определяющие
оценку (1), были получены в статье [4]. В данном
разделе представлены те ее термины и результаты,
которые будут использованы в настоящей статье
для определения точности предлагаемых числен-
ных аппроксимаций. Эти обстоятельства объяс-
няют появление рассматриваемой задачи оцени-
вания.

ПустьNX
r (ω)— число скачков процессаX, про-

изошедших на отрезке [(r−1)h, rh], а τr
d
=
∫ t

0
Xsds—

случайный вектор времени пребывания процессаX
в различных состояниях на отрезке [(r − 1)h, rh].

Оптимальная оценка X̂r (1) определяется рекур-
рентной процедурой [4]

X̂0 = π ;
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X̂j
r =




∞∑

m=0

N∑

n=1

∫

D

N
(
Yr, fu,

N∑

p=1

upgp

)
X̂n

r−1 ×

× ρn,j,m(du)
)
/


∞∑

ℓ=0

N∑

k,i=1

∫

D

N
(
Yr, fv,

N∑

q=1

vqgq

)
×

× X̂k
r−1ρ

k,i,ℓ(dv)



 , j = 1, N , (2)

где

– D d
= {t = col

(
t1, . . . , tN

)
∈ RN : tn > 0, n =

= 1, N,
∑N

n=1 t
n = h} — носитель распределе-

ния вектора τr;

– N (y,m,K) d
= (2π)−M/2det−1/2K ×

× exp
{
−‖y −m)‖2K−1/2

}
— M-мерная плот-

ность гауссовского распределения с математи-
ческим ожиданием m и невырожденной кова-
риационной матрицей K;

– ρn,j,m(·) — распределение вектора
τrX

j
tr
I{m}(N

X
r ) при условии Xtr−1

= ek, т. е.
для любого G ∈ B(RM ) верно равенство:

E
{
IG (τr)X

j
tr
I{m}

(
NX

r

)
|Xtr−1

= ek

}
=

=

∫

G

ρk,j,m(du).

Формула (2) вычисления оптимальной оценки на
каждом шаге представляет собой обобщенный ва-
риант формулы Байеса со счетным набором гипотез
Hm

r = {ω ∈ Ÿ : NX
r (ω) = m}. Она содержит

в числителе и знаменателе бесконечные суммы,
которые не могут быть вычислены аналитически.
Поэтому были предложены аналитические аппрок-
симации Xr(s, Y1, . . . , Yr) порядка s (далее в тексте
зависимость оценок и их аппроксимаций от поряд-
ка s и наблюдений Y будет опущена в тех местах,
где это не мешает изложению материала):

X0 = π ;

X
j

r =




s∑

m=0

N∑

n=1

∫

D

N
(
Yr, fu,

N∑

p=1

upgp

)
X

n

r−1 ×

× ρn,j,m(du)
)
/


s∑

ℓ=0

N∑

k,i=1

∫

D

N
(
Yr, fv,

N∑

q=1

vqgq

)
×

×X
k

r−1ρ
k,i,ℓ(dv)



 , j = 1, N. (3)

Оценки, обладающие п. н. неотрицательными
компонентами и удовлетворяющие условиям нор-
мировки, называются устойчивыми. Легко видеть,
что оценка Xr (3) относится к этому классу.

Далее в статье предполагается, что шаг h и по-
рядок аппроксимации s выбраны таким образом,
что

(λh)s+1

(s+ 1)!
<
1

2
,

где λ
d
= max16n6N |λnn|.

Для предложенных аппроксимаций верны не-
равенства, характеризующие локальный (одноша-
говый) и глобальный (многошаговый) показатели
точности:

σ(s)
d
= sup

π∈š
E
{
‖X̂1 −X1‖1

}
6 2
(λh)s+1

(s+ 1)!
; (4)

›r(s)
d
= sup

π∈š
E
{
‖X̂r −Xr‖1

}
6

6 2− 2
(
1− (λh)

s+1

(s+ 1)!

)r

, (5)

где š
d
= {col(π1, . . . , πN ) : πn > 0, n =

1, N,
∑N

n=1 π
n = 1} — вероятностный симплекс.

Аналитическая аппроксимация Xr может быть
записана в явном виде:

Xr = (1™
⊤
1,rπ)

−1™⊤1,rπ (6)

и в виде рекурсии:

Xr = (1ξ
⊤
r Xr−1)

−1ξ⊤r Xr−1, (7)

где 1 = row(1, . . . , 1) — вектор-строка подходящей
размерности,

™q,p =

{
ξqξq+1 . . . ξp, если q 6 p ;

I в противном случае,

а ξq
d
= ‖ξij(Yq)‖i,j=1,N — (N × N)-мерные случай-

ные матрицы — функции наблюдений Yq:

ξij(y)
d
=

s∑

m=0

∫

D

N
(
y, fu,

N∑

p=1

upgp

)
ρi,j,m(du). (8)

4 Точность численных
аппроксимаций

Предложенная рекуррентная схема приближен-
ного оценивания (7) предполагает вычисление ин-
тегралов ξij

r (8), для которых не существует явного
аналитического представления. Это обстоятельство
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влечет за собой необходимость использования схем
численного интегрирования, а значит, появление
дополнительных методических ошибок, которые
необходимо учитывать. Исследуем в общем слу-
чае аппроксимации этих интегралов и представим
утверждение о влиянии точности их вычисления на
итоговую точность аппроксимации оценок опти-
мальной фильтрации.

Обычно значения интегралов ξij(y) приближен-
но вычисляются в виде интегральных сумм:

ξij(y) ≈ ψij(y)
d
=

L∑

ℓ=1

N
(
y, fwℓ,

N∑

p=1

wp
ℓ gp

)
̺ij

ℓ ;

ψ(y)
d
= ‖ψij(y)‖i,j=1,N ,





(9)

определяемых набором пар {(wℓ, ̺
ij
ℓ )}ℓ=1,L. Здесь

̺ij
ℓ > 0 (ℓ = 1, L) — веса,

∑L
ℓ=1 ̺

ij
ℓ 6 1, а wℓ

d
=

d
= col(w1ℓ , . . . , w

N
ℓ ) ∈ D — точки. Аналогично мат-

рицам ™q,r строятся их аппроксимации:

āq,p =

{
ψqψq+1 . . . ψp, если q 6 p ;

I в противном случае

и ψq
d
= ‖ψij(Yq)‖ij=1,N .

По построению ψij
q являются положительными

случайными величинами, поэтому приближенная
оценка X̃r, вычисляемая рекурсивно

X̃r
d
=
(
1ψ⊤

r X̃r−1

)−1
ψ⊤

r X̃r−1, r > 1 , X̃0 = π, (10)

обладает свойством устойчивости.

Обозначим ошибки аппроксимации интегралов
и их абсолютные значения следующим образом:

γkj d= ψkj − ξkj , γr
d
= ‖γkj(Yr)‖k,j=1,N ;

γkj d= |γkj |, γr
d
=
∥∥|γkj(Yr)|

∥∥
k,j=1,N

.

Рекуррентная схема вычисления Xr (6) заменя-
ется на схему (10), при этом обе рекурсии стартуют
из одного и того же начального условия π.

Рассмотрим случайные события aq
d
= {ω ∈ Ÿ :

NX
q (ω) 6 s}, заключающиеся в том, что на [tq−1, tq]

произошло не более s скачков состоянияX, а также

Ar
d
=
∏r

q=1 aq. Обе рекурсии, (6) и (10), строились
в расчете на выполнение события Ar, поэтому точ-
ность аппроксимации схемы (6) схемой (10) следует
определять с учетом ограничения на число скачков
состояния.

В качестве локального показателя близости оце-
нок X и X̃ будем рассматривать псевдометрику

ε(s)
d
= sup

π∈š
E
{
Ia1(ω)‖X̃1 −X1‖1

}
=

= sup
π∈š

N∑

j=1

E
{
Ia1(ω)|X̃j

1 −X
j

1|
}
. (11)

Глобальный показатель близости определяется ана-
логично:

Er(s)
d
= sup

π∈š
E
{
IAr
(ω)‖X̃r −X1‖1

}
=

= sup
π∈š

N∑

n=1

E
{
IAr
(ω)|X̃n

r −X
n

r |
}
. (12)

Он характеризует расхождение алгоритмов (7) и (10)
за один и r шагов при отсутствии превышения чис-
лом скачков состояния фиксированного порога s
на одном или на каждом из r шагов.

Для оценивания ε(s) и Er(s) потребуются неко-
торые вспомогательные результаты.

Рассмотрим неотрицательную интегрируемую
функцию φ1 = φ1(y) : R

M → R+ и O1-измеримую
случайную величину

�1
d
=

φ1(Y1)

1ξ⊤1 (Y1)π
=

= φ1(Y1)

/


N∑

i,j=1

s∑

m=0

∫

D

N
(
Y1, fu,

N∑

p=1

upgp

)
×

× ρi,j,m(du)πi




и найдем E {Ia1�1}:

E {Ia1�1} =
∫

RM

∫

D

φ1(y)×

×
N∑

k,ℓ=1

s∑

m=0

N
(
y, fv,

∑N

q=1
vqgq

)
ρk,ℓ,n(dv)πk

/




N∑

i,j=1

s∑

m=0

∫

D

N
(
y, fu,

N∑

p=1

upgp

)
×

× ρi,j,m(du)πi


 dy =

=

∫

RM

φ1(y)

N∑

k,ℓ=1

s∑

m=0

∫

D

N
(
y, fv,

N∑

q=1

vqgq

)
ρk,ℓ,n(dv)×
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× πk

/


N∑

i,j=1

s∑

m=0

∫

D

N
(
y, fu,

N∑

p=1

upgp

)
×

× ρi,j,m(du)πi


 dy =

∫

RM

φ1(y) dy. (13)

Рассмотрим неотрицательную интегрируемую
функцию φ2 = φ1(y1, y2) : R2M → R+ и O2-из-
меримую случайную величину

�2
d
=

φ1(Y1, Y2)

1™⊤1,2(Y1, Y2)π
=




N∑

i,i2,j=1

s∑

m1,m2=0

∫

D

∫

D

N
(
Y1, fu1,

N∑

p1=1

up1gp1

)
×

×N
(
Y2, fu2,

N∑

p2=1

up2gp2

)
×

× ρi,i2,m1(du1)ρ
i2,j,m2(du2)πi




−1

φ2 (Y1, Y2)

и найдем E {IA2�2}:

E {IA2�2} =
∫

RM

∫

RM

φ2(y1, y2)×

×
N∑

k,k2,ℓ=1

s∑

n1,n2=0

∫

D

∫

D

N
(
y1, fv1,

N∑

q1=1

vq1gq1

)
×

×N
(
y2, fv2,

N∑

q2=1

vq2gq2

)
ρk,k2,n1(dv1)×

× ρk2,ℓ,n2(dv2)πi

/




N∑

i,i2,j=1

s∑

m1,m2=0

∫

D

∫

D

N
(
y1, fu1,

N∑

p1=1

up1gp1

)
×

×N
(
y2, fu2,

N∑

p2=1

up2gp2

)
ρi,i2,m1(du1)×

× ρi2,j,m2(du2)πi


 dy2dy1 =

∫

RM

∫

RM

φ2(y1, y2) dy2dy1.

Рассмотрим неотрицательную интегрируемую
функцию φr = φ1(y1, y2, . . . , yr) : R

rM → R+ и Or-
измеримую случайную величину

�r
d
=

φr(Y1, Y2, . . . , Yr)

1™⊤1,r(Y1, Y2, . . . , Yr)π
.

Выполняя выкладки, аналогичные предыдущим,
можно получить выражение для математического
ожидания

E {IAr
�r} =

=

∫

RM

· · ·
∫

RM

φr (y1, y2, . . . , yr) dyr · · ·dy2dy1, (14)

позволяющее доказать следующую теорему —
основной результат данной статьи.

Теорема 1. Если для схемы (9) приближенного вычис-

ления интеграла (8) выполняется неравенство

max
i=1,N

N∑

j=1

∫

RM

∣∣ψij(y)− ξij(y)
∣∣ dy < δ , (15)

то локальный показатель близости ограничен следу-

ющим образом:
ε(s) 6 2δ, (16)

а для глобального показателя верно неравенство

Er(s) 6 2rδ . (17)

Доказательство теоремы 1 приведено в приложе-
нии.

Примечательно, что условие (15) касается толь-
ко аналитических свойств схемы интегрирова-
ния (9), и этого оказывается достаточно, чтобы
оценивать вероятностные характеристики рассто-
яния между стохастическими последовательностя-
ми, порожденными рекурсивными схемами (8), (7)
и (10), (9) соответственно. Также важно, что с рос-
том числа шагов схемы глобальная ошибка растет
линейно.

Следует подчеркнуть, что рекурсия (10) со-
вместно с алгоритмом приближенного интегриро-
вания (9) может быть непосредственно численно
реализована. Неравенства (4), (5), (11) и (12), а так-
жеP {a1} 6 2((λh)s+1)/((s+1)!)позволяют оценить
сверху локальный показатель близости оптималь-
ной оценки X̂1 и ее аппроксимации X̃1. Если
выполняются условия теоремы 1, то

τ(s)
d
= sup

π∈š
E
{
‖X̂1 − X̃1‖1

}
6

6 sup
π∈š
E
{
Ia1(ω)‖X̃1 −X1 +X1 − X̂1‖1 +

+ Ia1(ω)‖X̃1 −X1‖1
}

6

6 2P{a1}+ sup
π∈š
E
{
‖X1 − X̂1‖1

}
+

+ sup
π∈š
E
{
Ia1(ω)‖X̃1 −X1‖1

}
=

= 2P{a1}+ σ(s) + ε(s) 6 4
(λh)s+1

(s+ 1)!
+ 2δ .
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Итоговый глобальный показатель близости оценок

X̂r
d
= E {Xr|Or} и X̃r может быть ограничен сверху

аналогичным образом:

T (s) d= sup
π∈š
E
{
‖X̂r − X̃r‖1

}
6

6 4

[
1−

(
1− (λh)

s+1

(s+ 1)!

)r
]
+ 2rδ .

В общем случае шаг дискретизации по времени h,
порядок аналитической аппроксимации s и пока-
затель точности численного интегрирования δ не
связаны между собой. Тем не менее при разработке
эффективных алгоритмов численного решения за-
дачи фильтрации состояний МСП по непрерывным
наблюдениям эти параметры нуждаются в совмест-
ном оптимальном выборе. Зафиксируем некото-
рый момент времени T и порядок аналитической
аппроксимации s. Будем увеличивать число шагов
r → ∞, а значит уменьшать шаг дискретизации
h = T/r → 0. В этом случае в силу неравенства
Бернулли

sup
π∈š
E
{
‖X̃T/h − X̂T/h‖1

}
6

6 4

[
1−

(
1− (λh)

s+1

(s+ 1)!

)r
]
+ 2rδ 6

6 4r
(λh)s+1

(s+ 1)!
+ 2rδ = 4λT

(λh)s

(s+ 1)!
+ 2rδ =

= 2T

(
2λ
(λh)s

(s+ 1)!
+
δ

h

)
. (18)

Из этого неравенства можно легко заключить, что
при фиксированных порядке s и шаге дискрети-
зации h схема численного интегрирования должна
обеспечивать такую точность, чтобы δ ∼ (λh)s+1/λ.
В случае, если δ будет больше, ошибка численного
интегрирования будет снижать точность аналити-
ческой аппроксимации, определенную парой (s, h).
Это означает, что добавление дополнительных сла-
гаемых в рекуррентную схему и учет большего
числа возможных скачков состояния на интер-
вале дискретизации оказываются бесполезными.
В то же время если δ будет меньше, то высокая
точность численного интегрирования будет беспо-
лезной из-за ее несоответствия точности аналити-
ческой аппроксимации, обеспечиваемой выбором
пары (s, h).

Обычно для стандартных схем численного ин-
тегрирования (схемы прямоугольников, трапеций,
Симпсона и пр.) интегралы в правой части (15)
могут быть оценены сверху на основе анализа оста-
точного члена в формуле Тейлора.

Неравенство (18) также позволяет сделать вы-
вод, что итоговая ошибка аппроксимации решения

задачи оптимальной фильтрации выбранной схе-
мой численного интегрирования растет со време-
нем не быстрее, чем линейно.

5 Заключение
В первой части цикла для практического реше-

ния задачи фильтрации состояния МСП по дис-
кретизованным наблюдениям представлен целый
класс численных алгоритмов. Все они отличают-
ся выбором схем приближенного интегрирования.
Была предложена некоторая достаточно легко вы-
числяемая (или оцениваемая сверху) характеристи-
ка близости аналитических аппроксимаций и их
численных реализаций. Она в итоге позволила оце-
нить величину методической ошибки приближе-
ния искомой оценки фильтрации выбранной чис-
ленной схемой. Эта ошибка складывается из двух
составляющих. Первая порождена тем, что в ис-
пользуемом алгоритме оценивания не учитывается
возможность превышения числом скачков NX вы-
бранного порога s. Вторая возникает из-за неточ-
ного вычисления интегралов.

В следующих статьях полученные результаты бу-
дут использованы для сравнительного анализа раз-
личных численных схем, применяемых для при-
ближенного решения задач фильтрации состояний
МСП по наблюдениям как с аддитивными, так
и с мультипликативными шумами.

Приложение
Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 1. Итак, X̃1 =
= (1ψ⊤

1 π)
−1ψ⊤

1 π, X1 = (1ξ⊤1 π)
−1ξ⊤1 π и –1 = X̃1 − X1.

Используя свойства матричных операций, легко пока-
зать, что [γ⊤π1− 1γ⊤πI ]γ⊤π = 0. Для обеих оценок X̃1
и X1 выполняется условие нормировки; следовательно,
‖X̃1‖1 = ‖X1‖1 = 1. Поэтому верна следующая цепочка
неравенств:

‖–1‖1 =
1

1ψ⊤

1 π1ξ
⊤

1 π
‖1ξ⊤1 πψ

⊤

1 π − 1ψ⊤

1 πξ
⊤

1 π‖1 =

=
1

1ψ⊤

1 π1ξ
⊤

1 π
‖1ξ⊤1 πγ

⊤

1 π − 1γ⊤

1 πξ
⊤

1 π‖1 =

=
1

1ψ⊤

1 π1ξ
⊤

1 π
‖[γ⊤

1 π1− 1γ
⊤

1 πI ]ξ
⊤

1 π‖1 =

=
1

1ψ⊤

1 π1ξ
⊤

1 π
‖[γ⊤

1 π1− 1γ
⊤

1 πI ][ξ
⊤

1 π + γ
⊤

1 π]‖1 =

=
1

1ξ⊤1 π
‖[γ⊤

1 π1− 1γ
⊤

1 πI ]X̃1‖1 6

6
1

1ξ⊤1 π
‖[γ⊤

1 π1− 1γ
⊤

1 πI ]‖1‖X̃1‖1 6 2
1γ⊤

1 π

1ξ⊤1 π
=

=
N∑

i=1

πi

∑N

j=1
γij
1

∑N

k,ℓ=1
ξkℓ
1 πk

.
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Используя последнее неравенство, условие (15) и форму-
лу (13), можно показать, что

E {Ia1(ω)‖–1‖1} 6 2
N∑

i=1

πi

∫

RM

N∑

i=1

γij(y) dy 6 2δ.

Истинность неравенства (16) следует из того, что нера-
венство вверху выполняется для произвольного π ∈ š.

Оценим сверху норму ошибки–r = X̃r −Xr. Прово-
дя выкладки, аналогичные выкладкам для–1, получаем,
что

‖–r‖1 6
1

1™⊤

1,rπ
‖[•⊤1,rπ1− 1•

⊤

1,rπI ]‖1
d
= I1, (19)

где

•1,r
d
= ā1,r − ™1,r =

r∑

t=1

ā1,t−1γtāt+1,r. (20)

Для оценки вклада каждого слагаемого (20) в (19) ис-
пользуем формулу (14). Рассмотрим неотрицательную
функцию φ(y1, y2, y3) : R

3M → R+:

φ(y1, y2, y3) = 1ψ
⊤(y3)γ

⊤(y2)ψ
⊤(y1)π,

O3-измеримую случайную величину

�
d
=

φ(Y1, Y2, Y3)

1™⊤

1,3(Y1, Y2, Y3)π

и оценим сверху следующее математическое ожидание:

E {IA3(ω)�} =

=

∫

RM

∫

RM

∫

RM

N∑

i,j,k,m=1

πiψ
ij(y1)γ

jk(y2)ψ
km(y3)dy3dy2dy1 =

=

N∑

i,j,k,m=1

πi

L∑

ℓ,n=1

̺ij
ℓ ̺

km
n

∫

RM

γjk(y2)dy2 6

6 δ

N∑

i,j=1

πi

L∑

ℓ=1

̺ij
ℓ 6 δ.

Продолжим цепочку неравенств (19):

I1 6 2
r∑

t=1

1

1™⊤

1,rπ
1ā⊤

t+1,rγ
⊤

t ā
⊤

1,t−1π . (21)

Применяя выкладки, аналогичные использованным при
оценкеE {IA3(ω)�}, можно оценить сверху математиче-
ские ожидания слагаемых в правой части (21):

E

{
IAr (ω)

1ā⊤

t+1,rγ
⊤

t ā
⊤

1,t−1π

1™⊤

1,rπ

}
6 δ.

Тогда окончательно E {IAr (ω)‖–r‖1} 6 2rδ и истин-
ность неравенства (17) следует из того, что последнее
неравенство выполняется для произвольного π ∈ š.

Теорема 1 доказана.
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О ПРЕДСТАВЛЕНИИ ГАММА-ЭКСПОНЕНЦИАЛЬНОГО

И ОБОБЩЕННОГО ОТРИЦАТЕЛЬНОГО БИНОМИАЛЬНОГО

РАСПРЕДЕЛЕНИЙ∗

А. А. Кудрявцев1

Аннотация: Более полутора столетий распределения гамма-типа показывают свою адекватность при мо-
делировании реальных процессов и явлений. С течением времени конструкции, использующие распре-
деления из гамма-семейства, все более усложняются с целью улучшения применимости математических
моделей к актуальным аспектам жизнедеятельности. В работе приводится ряд результатов как обоб-
щающих, так и упрощающих некоторые классические формы, применяемые при анализе масштабных
и структурных смесей обобщенных гамма-законов. Вводится в рассмотрение гамма-экспоненциальное
распределение, описываются его характеристики. Приводится явный вид для интегральных предста-
влений частных вероятностей обобщенного отрицательного биномиального распределения. Результаты
формулируются в терминах гамма-экспоненциальной функции. Полученные результаты могут найти
широкое применение в моделях, использующих для описания процессов и явлений масштабные и струк-
турные смеси распределений с положительным неограниченным носителем.

Ключевые слова: гамма-экспоненциальная функция; обобщенное гамма-распределение; обобщенное
отрицательное биномиальное распределение; гамма-экспоненциальное распределение; смешанные рас-
пределения

DOI: 10.14357/19922264190412

1 Введение

История применения распределений гамма-ти-
па в приложениях обширна и разнообразна. Уже
во второй половине XIX в. такого рода распреде-
ления активно использовались в теории колебаний
и газовой термодинамике. В 1920-х гг. итальянский
экономист Л. Аморозо описал четырехпараметри-
ческое распределение [1], плотность которого мо-
жет быть представлена для m ∈ R, v, θ 6= 0, q > 0
в виде

f(x) =
1

•(q)

∣∣∣
v

θ

∣∣∣
(
x−m

θ

)vq−1

exp

{
−
(
x−m

θ

)v}
,

{
x > m , если θ > 0 ;

x < m , если θ < 0 .
(1)

Распределение (1) приобрело широкую известность
в своем одностороннем несмещенном варианте при
θ > 0 и m = 0:

f(x) =
|v|xvq−1e−(x/θ)v

θvq•(q)
, v 6= 0 , q > 0 , x > 0 , (2)

под названием обобщенное гамма-распределение
и ассоциируется с именем американского исследо-

вателя Э. Стейси [2], хотя применялось и ранее, на-
пример в работах С. Крицкого и М. Менкеля [3, 4],
и использовалось в гидрологии.

Гамма-класс распределений достаточно широк
и включает, в частности: экспоненциальное распре-
деление; χ2-распределение; распределение Эрлан-
га; гамма-распределение; полунормальное распре-
деление, или распределение максимума процесса
броуновского движения; распределение Рэлея; рас-
пределение Максвелла–Больцмана; χ-распределе-
ние; m-распределение Накагами; распределение
Вильсона–Хильферти; распределение Вейбулла–
Гнеденко; обобщенное распределение Вейбулла;
псевдовейбулловское распределение; распределе-
ние Пирсона третьего и пятого типа; распределение
Леви; распределение Фреше, а также их обратные
и масштабированные аналоги.

В настоящее время популярность гамма-класса
в приложениях обусловливается не только его гиб-
костью и многообразием, но и возможностью ис-
пользовать его представителей в качестве адекват-
ных асимптотических аппроксимаций во многих
предельных схемах, в частности в гамма-семействе
присутствуют безгранично делимые и устойчивые
законы [5].

∗Работа выполнена при частичной финансовой поддержке РФФИ (проект 17-07-00577).
1Московский государственный университет им. М. В. Ломоносова, факультет вычислительной математики и кибернетики,

nubigena@mail.ru
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Дискретный аналог гамма-распределения пред-
ставляет собой смешанное пуассоновское распре-
деление со структурным гамма-распределением
и носит название отрицательного биномиального
распределения, частные вероятности которого при
n = 0, 1, . . . имеют вид:

P(N = n) =

∞∫

0

λn+q−1e−(1+1/θ)λ

θq•(q)n!
dλ =

=
•(n+ q)

•(n+ 1)•(q)

(
θ

θ + 1

)n(
1

θ + 1

)q

. (3)

Естественным обобщением распределения (3) слу-
жит смешанное пуассоновское распределение,
структура которого задается плотностью (2). Такие
распределения носят названия обобщенных отри-
цательных биномиальных распределений и широко
применяются в страховании, финансовой матема-
тике, физике и других областях [6].

Важную роль в приложениях играют масштаб-
ные смеси распределений гамма-типа, к частному
случаю которых относится обобщенное бета-рас-
пределение второго рода и, как следствие, распре-
деления Бурра, Сингх–Маддала, Дагума, Ломакса,
Фишера–Снедекора и др. [7], применяемые в эко-
нометрике, статистике, теории массового обслужи-
вания, страховании и пр. В терминах масштабных
смесей распределений из гамма-класса описывают-
ся модели баланса, в частности байесовские модели
повышения надежности и массового обслужива-
ния [8].

Далее рассматриваются некоторые механизмы
обобщения и упрощения при работе с распреде-
лениями из гамма-семейства и их структурными
и масштабными смесями.

2 Гамма-экспоненциальная
функция

Приведем ряд вспомогательных инструментов.

Определение 1. Назовем функцию вида

Geα, β(x) =

∞∑

k=0

xk

k!
•(αk + β),

0 ≤ α < 1 , β > 0 , x ∈ R , (4)

гамма-экспоненциальной функцией [9].

Функция (4) обобщает на случай β 6= 1 преобра-
зование, введенное Леруа [10] для исследования
производящих функций специального вида. Кроме
того, функцию (4) можно рассматривать (при не-
которых допущениях) как частный случай функции

Сривастава–Томовски [11], обобщающей функцию
Миттаг-Леффлера [12].

Определение 2. Интегральной гамма-экспоненци-
альной функцией [13] назовем функцию

Gi(r, s, t; x) =
1

t•(s)•(t)

x∫

0

Ger, tr+s

(
−z1/t

)
dz ,

где 0 ≤ r < 1, s, t > 0.

Будем обозначать обобщенное гамма-распреде-
ление с плотностью (2) через GG(v, q, θ).

В работе [7] был доказан ряд соотношений, ко-
торый приведем в виде следующих вспомогатель-
ных утверждений.

Лемма 1. Пусть α, θ > 0, а r, u, v 6= 0 имеют один

знак. Тогда

∞∫

0

yr−1e−(y/α)u−(y/θ)v dy =

=





θr

|v|Geu/v, r/v

(
−
(
θ

α

)u)
, |v| > |u| ;

αr

|u|Gev/u, r/u

(
−
(
α

θ

)v)
, |u| > |v| ;

•(r/u)

|u|(α−u + θ−u)r/u
, u = v .

Лемма 2. Пусть независимые случайные величины λ
иµ имеют соответственно распределенияGG(v, q, θ)
и GG(u, p, α), причем uv > 0. Тогда их отношение

ρ = λ/µ при x > 0 имеет плотность

fρ(x) =






|v|αvqxvq−1

θvq•(p)•(q)
Gev/u, vq/u+p

(
−
(
αx

θ

)v)
,

|u| > |v|;
|u| θupx−up−1

αup•(p)•(q)
Geu/v, up/v+q

(
−
(αx
θ

)−u
)
,

|v| > |u| ,

функцию распределения

Fρ(x) =





Gi
(
v

u
, p, q;

(
αx

θ

)vq)
, u > v > 0;

1− Gi
(
v

u
, p, q;

(
αx

θ

)vq)
, u < v < 0 ;

1− Gi
(
u

v
, q, p;

(
αx

θ

)−up
)
, v > u > 0 ;

Gi

(
u

v
, q, p;

(
αx

θ

)−up
)
, v < u < 0 ,
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и при z ∈ R имеет место соотношение

Eρz =
(θ/α)z•(q + z/v)•(p− z/u)

•(q)•(p)
,

q +
z

v
> 0 , p− z

u
> 0 .

3 Гамма-экспоненциальное
распределение

Лемма 2 дает возможность ввести в рассмот-
рение следующее понятие и сформулировать ряд
утверждений.

Определение 3. Будем говорить, что случайная
величина ζ имеет гамма-экспоненциальное (GE)
распределение с параметрами 0 ≤ r < 1, ν 6= 0,
s, t, δ > 0, если ее плотность при x > 0 задается
соотношением

gE(x) =
|ν|xtν−1

δtν•(s)•(t)
Ger, tr+s

(
−
(
x

δ

)ν)
,

где E = (r, ν, s, t, δ).

Утверждение 1. Пусть независимые случайные ве-

личины λ и µ имеют соответственно распределения

GG(v, q, θ) и GG(u, p, α), uv > 0. Тогда распреде-

ление λ совпадает с GE(0, v, ·, q, θ); распределение

λ/µ при |u| > |v| совпадает с GE(v/u, v, p, q, θ/α);
распределение λ/µ при |v| > |u| совпадает

с GE(u/v,−u, q, p, θ/α).
Утверждение 1 демонстрирует, в частности,

что гамма-экспоненциальное распределение мож-
но рассматривать как обобщение распределе-
ния (2).

Лемма 2 также позволяет определить гамма-экс-
поненциальное распределение следующим обра-
зом.

Определение 4. Случайная величина ζ имеет гам-
ма-экспоненциальное распределение с параметра-
ми 0 ≤ r < 1, ν 6= 0, s, t, δ > 0, если ее функция
распределения при x > 0 задается соотношением:

GE(x) =





Gi

(
r, s, t;

(
x

δ

)νt
)
, ν > 0 ;

1− Gi
(
r, s, t;

(
x

δ

)νt
)
, ν < 0 ,

где E = (r, ν, s, t, δ).

Исходя из свойства инвариантности гамма-экс-
поненциальной функции относительно интеграль-
ного преобразования [7], можно упростить при
некоторых значениях параметров представление
функции распределения GE(x).

Утверждение 2. При x > 0

GE(x) =

=






rxνt

δνt•(t)
Ger, rt

(
−
(
x

δ

)ν)
, ν > 0 , s = 1 ;

1− 1

•(s)
Ger, s

(
−
(
x

δ

)ν)
, ν < 0 , t = 1 .

Для нахождения моментов распределения
GE(r, ν, s, t, δ) воспользуемся леммой 2 и утвержде-
нием 1. Заметим, что gE(x) при E = (r, ν, s, t, δ)
и 0 < r < 1 — плотность отношения независимых
случайных величин с распределениями GG(ν, t, δ)
и GG(ν/r, s, 1). Таким образом, справедливо следу-
ющее утверждение.

Теорема 1. Пусть случайная величина ζ имеет рас-

пределениеGE(r, ν, s, t, δ). Тогда

Eζz =
δz•(t+ z/ν)•(s− zr/ν)

•(t)•(s)
,

t+
z

ν
> 0 , s− zr

ν
> 0 .

4 Обобщенное отрицательное
биномиальное распределение

В приложениях смешанные пуассоновские рас-
пределения прежде всего используются для опи-
сания характеристик проекций структурной сме-
си стандартного пуассоновского процесса N1(t)
и некоторой неотрицательной случайной величи-
ны ˜, имеющей смысл (при фиксированном эле-
ментарном исходе) интенсивности процесса. Таким
образом, для проекции смешанного пуассоновско-
го процесса N(t) в точке t > 0 справедливо для
n = 0, 1, . . .

P(N(t) = n) = P (N1(˜t) = n) =

=

∞∫

0

e−ty (ty)
n

n!
dP(˜ < y). (5)

По аналогии с (3) в случае, когда независимая от
процессаN1(t) случайная величина˜имеет распре-
деление GG(v, q, θ) с плотностью (2), говорят [6],
что проекции процесса N(t) имеют обобщенное
отрицательное биномиальное распределение. Вез-
де далее будем использовать дополнительный па-
раметр t > 0, имеющий смысл момента време-
ни. Для получения характеристик «классического»
обобщенного отрицательного биномиального рас-
пределения достаточно положить t = 1.
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Из леммы 1 и соотношения (5) следует утверж-
дение.

Теорема 2. Одномерные распределения смешанного

пуассоновского процесса со структурным распределе-

нием GG(v, q, θ) при t > 0 для n = 0, 1, . . . задаются

вероятностями

P(N1(˜t) = n) =
vtn

θvq•(q)n!
×

×






(
1

t

)vq+n

Gev, vq+n(−(θt)−v), 0 < v < 1 ;

θvq+n

v
Ge1/v, n/v+q (−θt) , v > 1 ;

(t+ θ−1)−(n+q)•(n+ q), v = 1 .

Замечание 1. В теореме 2 при v = 1 получаем
одномерное распределение процесса Пойа, соот-
ветствующие отрицательному биномиальному рас-
пределению (3).

Теорема 2 дает возможность ввести в рассмотре-
ние следующие понятия.

Определение 5. Будем говорить, что случайная вели-
чина ξ(t), t > 0, имеет обобщенное отрицательное
биномиальное распределение первого рода с пара-
метрами v > 1, q, θ > 0, если

P(ξ(t) = n) =
(θt)n

•(q)n!
Ge1/v, n/v+q(−θt), n = 0, 1, . . .

Определение 6. Будем говорить, что случайная вели-
чина η(t), t > 0, имеет обобщенное отрицательное
биномиальное распределение второго рода с пара-
метрами 0 < v < 1, q, θ > 0, если

P(η(t) = n) =
vGev, vq+n(−(θt)−v)

(θt)vq•(q)n!
, n = 0, 1, . . .

Данные представления дают возможность
изучать характеристики обобщенного отрицатель-
ного биномиального распределения не только в ин-
тегральном виде, но и посредством гамма-экспо-
ненциальной функции.

5 Заключение

В работе представлены утверждения и соотно-
шения, позволяющие обобщить и упростить ряд
известных характеристик обобщенных гамма-рас-
пределений и их структурных и масштабных сме-
сей за счет использования гамма-экспоненциаль-
ной функции. Результаты работы могут найти

применение при исследовании моделей, в которых
применяются смешивающие распределения с не-
ограниченным неотрицательным носителем.
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ФОРМИРОВАНИЕ КОНЦЕПТОВ НА ОСНОВЕ МАЛЫХ ВЫБОРОК∗

А. А. Грушо1, М. И. Забежайло2, Н. А. Грушо3, Е. Е. Тимонина4

Аннотация: Системы мониторинга информационной безопасности информационно-вычислительных
систем получают информацию в виде цепочек коротких сообщений, которые можно считать цепочками
малых выборок. Часто в силу инерционности информационных систем эти цепочки отражают близкие
состояния вычислительной системы или сети. Предполагается, что работу системы можно представить
в виде конечного набора режимов, которые называются концептами. Нарушения безопасности вы-
являются с помощью аномалий, которые ассоциируются с появлением новых концептов. Известные
технологии выявления аномалий основаны на построении модели нормального поведения системы.
Концепты соответствуют нормальным типам поведения системы. В работе рассмотрена задача постро-
ения концептов на основе машинного обучения, опирающегося на цепочки малых выборок. Построен
алгоритм формирования концептов и доказана его эффективность.

Ключевые слова: мониторинг информационной безопасности; малые выборки; обучение на малых
выборках; формирование концептов
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1 Введение

Многие системы мониторинга информацион-
ной безопасности [1, 2] и других аспектов работы
информационно-вычислительных систем получа-
ют информацию в виде коротких сообщений, ко-
торые можно считать малыми выборками. В силу
инерционности информационных систем часто эти
сообщения поступают сериями, отражая близкие
состояния вычислительной системы или сети.

Целью работы мониторинговых систем ставится
выявление аномалий в работе отслеживаемых объ-
ектов. Известны технологии выявления аномалий,
основанные на построении моделей нормального
поведения [3]. Однако поступающие сообщения
не всегда имеют простую структуру [4]. Не всегда
методы регрессии [3] можно применять: например,
когда сеть изменяет свое поведение, происходит
изменение многих параметров функционирования
сети. Если устройство демонстрирует несколько
режимов работы, их описание необходимо строить
на основе анализа поступающих малых выборок
с помощью процедур машинного обучения.

В последнее время методы машинного обуче-
ния получили большое развитие (см., например, [5,
6]). Методы машинного обучения на основе малых
выборок также подробно изучались [7]. Один из

главных сценариев в таком обучении основан на
Concept Learning. Цель этого подхода состоит в рас-
познавании концептов по небольшому числу малых
выборок на основе ранее наблюденных концептов.
Вторая цель этого подхода состоит в формирова-
нии множества концептов. В дальнейшем будет
использована терминология теории обучения на
малых выборках, где под концептами понимаются
классы выборок, принадлежность к которым необ-
ходимо определять для вновь поступающих малых
выборок.

Далее будем предполагать, что данные поступа-
ют с помощью цепочек малых выборок. Каждая
цепочка однозначно связана с некоторым концеп-
том. При этом число концептов неизвестно, но
оно конечно. Каждый концепт будет описываться
множеством выборок. Как отмечалось в обзоре [7],
наиболее сложная задача состоит в формировании
концептов.

В статье построен и описан алгоритм формиро-
вания концептов и доказана его эффективность.

2 Математическая модель

Будем считать, что каждая малая выборка есть
слово длины N в алфавите из m букв. Каждая це-
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почка малых выборок конечна, и для простоты все
цепочки имеют одинаковую длину n. Концепты
формируются с помощью кластеров.

Цель работы — построение корректного алго-
ритма определения числа концептов и самих кон-
цептов.

Примем следующие условия.

1. Каждая малая выборка относится к одному
и только к одному концепту.

2. Концепты не пересекаются между собой.

3. Любая цепочка малых выборок относится толь-
ко к одному концепту.

Поскольку концепты будут формироваться по-
степенно на основании текущей кластерной струк-
туры, то все изолированные кластеры будем на-
зывать промежуточными концептами. Каждый
промежуточный концепт состоит из:

– видимого концепта, т. е. малых выборок, кото-
рые в него вошли;

– невидимого концепта, т. е. малых выборок, ко-
торые можно было бы отнести к данному про-
межуточному концепту, но они ранее не встре-
тились;

– запретов, т. е. малых выборок, которые в прин-
ципе не могут входить в данных концепт.

Из сделанных ранее предположений вытекают
следующие выводы.

1. Если в цепочке есть хотя бы одна малая выборка
из существующего промежуточного концепта,
то вся цепочка относится к этому промежу-
точному концепту, хотя почти все ее элементы
могут быть невидимыми для данного промежу-
точного концепта.

2. Если в цепочке встретились по крайней мере
две малые выборки, принадлежащие разным
промежуточным концептам, то эти два про-
межуточных концепта объединяются в единый
промежуточный концепт. При этом остальные
элементы цепочки принадлежат этому объеди-
ненному промежуточному концепту.

3. Если в полученной цепочке нет ни одной малой
выборки, принадлежащей одному из существу-
ющих промежуточных концептов, то такая це-
почка образует новый промежуточный концепт.
При этом надо помнить, что эта цепочка может
состоять из невидимых элементов какого-то
существующего промежуточного концепта.

Указанные шаги 1–3 фактически формируют
алгоритм обработки цепочек малых выборок и пре-
образования промежуточных концептов.

Предположим, что существует некоторое семей-
ство концептовM1, . . . ,Mk такое, что каждая малая

выборка из пространства возможных малых выбо-
рок принадлежит одному из этих концептов.

Покажем, что предложенный алгоритм позво-
ляет определить число концептов и определить их
содержание. Для простоты будем считать, что n =
= 2. Выбор цепочек осуществляется случайно сле-
дующим образом. Сначала выбирается концепт, из
которого выбирается цепочка для простоты в соот-
ветствии с равномерным распределением на мно-
жестве целых чисел {1, . . . , k}. По условию каждая
цепочка выбирается из одного концепта.

Обозначим через |Mi| = si, i = 1, . . . , k. При
равномерном выборе малой выборки из концеп-
та Mi получим, что вероятность

P (x1, x2) =
1

si(si − 1)
,

где x,x2 ∈ Mi. Тогда 1 − 1/(si(si − 1)) — вероят-
ность того, что данная цепочка не встретится на
фиксированном месте в последовательности выбо-
ра цепочек из Mi, i = 1, . . . , k.

Пусть в последовательности длины t выбран-
ных из Mi цепочек ни разу не встретится цепоч-
ка (x1, x2). Вероятность такого события равна
(1− 1/(si(si − 1)))t.

Из леммы Бореля–Кантелли и полученных вы-
ше оценок следует, что в бесконечной последо-
вательности выборок из множества Mi появление
цепочки (x1, x2)произойдет бесконечное число раз.
Кроме того, из той же леммы следует, что с веро-
ятностью 1 существует бесконечная последователь-
ность появления концепта Mi в указанной выше
вероятностной схеме.

Рассмотрим бесконечную схему преобразова-
ния данных в кластеры с целью построения кон-
цептов. Пусть время дискретно и в данный момент
сформированы кластеры K1, . . . ,Kr промежуточ-
ных концептов. Пусть получена очередная цепочка
(x1, x2). Тогда:

(1) если x1 и x2 принадлежат некоторому класте-
ру Ki, то кластерная структура не изменяется;

(2) если один элемент x1 или x2 ранее не встре-
чался, а второй элемент принадлежит проме-
жуточному концепту Ki, то кластер Ki уве-
личивается на один ранее не встречавшийся
элемент;

(3) если элемент x1 принадлежит некоторому
кластеру Ki, а элемент x2 принадлежит не-
которому кластеру Kj, i 6= j, то в новой клас-
терной структуре вместо кластеров Ki и Kj

появляется новый кластер Ki ∪Kj;

(4) если ни один из элементов цепочки (x1, x2) ра-
нее не встречался и не принадлежит ни одному
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кластеру, то элементы этой цепочки образуют
новый кластер.

Пусть первая цепочка, полученная для постро-
ения концептов, — (x1, x2), где x1, x2 ∈ M1. Тогда
для каждого элемента x3 ∈ M1 пара (x1, x3) встре-
чается с вероятностью 1. Поскольку концепт M1
по определению конечен, то элемент x1 встретится
в сочетании со всеми элементами M1 с вероят-
ностью 1. Таким образом, концепт M1 будет одно-
значно восстановлен. Так как каждый из концеп-
тов выбирается в бесконечной последовательности
бесконечное число раз, то с вероятностью 1 будут
восстановлены все другие концепты.

Докажем, что полученная структура не может
быть противоречивой. Пусть цепочка (x1, x2) та-
кова, что x1 ∈ M1, а x2 ∈ M2. Это противоречит
условию, что каждая цепочка выбирается из одного
концепта.

Докажем, что ни одна выборка x1 не может быть
пропущена в результате работы алгоритма. Пусть
элемент x2 принадлежит тому же концепту, что
и x1. Тогда, как было показано выше, цепочка
(x1, x2) появляется с вероятностью 1 в последова-
тельности цепочек из M1. Если при этом известно,
что x2 ∈ M1, то и x1 ∈ M1, т. е. x1 не может быть
пропущен.

3 Эффективность алгоритма
построения концептов

Рассмотрим задачу определения того, что клас-
терная структура соответствует структуре концеп-
тов. Определим граф G с ребрами (xi, xj), которые
соответствуют появившимся цепочкам малых вы-
борок. После того как все концептыMi, i = 1, . . . , k,
определены, граф G представляет собой k ком-
понентов связности, каждый их которых является
полным графом. Таким образом, появление пол-
ных графов в кластерной структуре компонентов
связности служит признаком (недостаточным) то-
го, что концепты построены. Изоляция кластеров,
которые являются полными графами, — признак
восстановления структуры концептов.

Число ребер в графе, соответствующем кон-

цепту Mi, равно

(
si

2

)
. Минимальное число цепо-

чек, которое необходимо для появления признаков
формирования концептов, равно

R =

k∑

i=1

(
si

2

)
.

Устойчивость структуры восстановленных кон-
цептов будет видна, когда число цепочек станет

равным rR, где r > 1. Таким образом, получена
нижняя оценка сложности алгоритма восстановле-
ния концептов, и она имеет квадратичный порядок.

4 Заключение

Построен алгоритм формирования концептов,
не использующий семантический анализ содержа-
ния малых выборок. Это делает алгоритм универ-
сальным в подобных задачах.

Условие принадлежности малой выборки одно-
му концепту можно заменить на меру близости, свя-
занной с содержанием малой выборки. Тогда при
построении концептов возможны ошибки. Однако
предложенный контроль при построении полного
графа может скомпенсировать эти ошибки.

В данной работе не рассмотрена задача сниже-
ния сложности алгоритма построения концептов.
Возможно, что рассмотренную выше идею можно
реализовать с меньшей сложностью.
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ИСПОЛЬЗОВАНИЕ МЕТАДАННЫХ ДЛЯ РЕАЛИЗАЦИИ

ТРЕБОВАНИЙ ПОЛИТИКИ БЕЗОПАСНОСТИ MLS∗

А. А. Грушо1, Н. А. Грушо2, Е. Е. Тимонина3

Аннотация: Рассматривается распределенная информационная система, объекты которой содержат
как ценную информацию (или сами являются ценными), так и открытую (не ценную) информацию.
Для защиты ценной информации используется политика безопасности (ПБ) MLS (Multilevel Security),
которая запрещает информационные потоки от объектов с ценной информацией к объектам с открытой
информацией. Объекты с ценной информацией образуют класс объектов уровня High, а объекты
c открытой информацией образуют класс объектов уровня Low. Метаданные (МД) создаются для
управления соединениями в сетях. Метаданные являются упрощением математических моделей бизнес-
процессов и служат основой разрешительной системы для соединений хостов в распределенной инфор-
мационно-вычислительной системе (РИВС). В работе сформулированы правила ПБ MLS и на основе
инфраструктуры, связанной с МД, показана возможность реализации этой ПБ в РИВС. Единственный
доверенный процесс, необходимый для реализации ПБ MLS, функционирует на уровне управления
соединениями. Этот уровень не связан с плоскостью передачи данных и может быть изолирован с целью
обеспечения его информационной безопасности.

Ключевые слова: политика безопасности MLS; информационные потоки; метаданные
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1 Введение

Политика безопасности в компьютерной систе-
ме и сети — это набор требований по ограниче-
нию доступа, хранению и распределению инфор-
мации [1]. Обычно ПБ определяет требования по
защите конфиденциальности, целостности и до-
ступности информации. Политика безопасности
опирается на четкую классификацию ценных ин-
формационных ресурсов и открытых информаци-
онных ресурсов.

Один из общих подходов к описанию требова-
ний информационной безопасности к конкретному
информационному ресурсу — это неотделимая при-
вязка к информационному объекту вектора харак-
теристик, определяющих обращение с этой инфор-
мацией. Каждый такой вектор содержит результаты
классификации объекта, а именно: требования по
конфиденциальности, целостности и доступности
информации.

Для простоты будем классифицировать инфор-
мацию как конфиденциальную и как открытую.
Объекты, содержащие конфиденциальную инфор-

мацию (ценную информацию), будем помечать
символом (∗). Это ограничение не умаляет общ-
ности, так как легко обобщается на требования
защиты целостности и доступности.

Для защиты конфиденциальности широко ис-
пользуется политика MLS [1], которая запрещает
информационные потоки от объектов (∗) к объек-
там, не помеченным (∗). Объекты с меткой (∗)
образуют класс объектов уровня High, а объекты
без метки образуют класс объектов уровня Low.

Метаданные создаются для управления соеди-
нениями в сетях [2]. Как правило, МД являются
упрощением математических моделей бизнес-про-
цессов и служат основой разрешительной системы
для соединений хостов в РИВС. Разрешительная
система строится на основе порядка взаимодей-
ствий задач, реализующих бизнес-процесс. Для ее
работы вводятся две специальные задачи M и N .
Задача M распределяет задачи по хостам, т. е. опре-
деляет бинарное отношение H(A), где A — задача,
а H — хост сети. Задача N реализует разреши-
тельную систему, которая разрешает и организует
соединения хостов H(A) и H(B), если в МД отра-
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жена необходимость инициализации или взаимо-
действия задач A и B.

Как было показано в [3, 4], МД не несут инфор-
мации о значениях данных. Поэтому требования
ПБ в МД отражаются косвенно, т. е. МД могут со-
держать только информацию о том, куда нельзя
направлять информационный поток.

Как правило, информационная технология
(ИТ) представима в виде составной задачи [5],
а также может описываться DAG (Directed Acyclic
Graph) [6], в котором вершины — это задачи
ИТ, а дуги указывают направления информацион-
ных потоков, передающих исходные данные следу-
ющим задачам ИТ. В таком представлении возмож-
но существование дуг извне DAG как некоторых
внешних информационных потоков с исходными
данными и дуг, выходящих из DAG, но не входящих
в задачи ИТ (внешнее распределение информации).
Передача ценных информационных ресурсов также
осуществляется через дуги DAG. Поэтому передача
ценного информационного ресурса соответствует
метке (∗) на соответствующей дуге.

2 Отражение требований MLS
в графах задач и метаданных

Правила MLS могут быть выражены следующим
образом. Если в вершину входит хоть одна дуга, по-
меченная (∗), то эта вершина уже имеет метку (∗)
и далее все дуги, выходящие из этой вершины,
приобретают метку (∗). Возможно, что ценная ин-
формация может порождаться в результате решения
задачи. Тогда эта задача помечается (∗).

Справедливо следующее утверждение.

Утверждение 1. При выполнении правил расстановки

меток (∗) в данной ИТ выполняется политика MLS.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Допустим, что существует ин-
формационный поток с уровня High на уровень
Low. Тогда вершина, из которой исходит данный
поток, имеет метку (∗). По определению любая
дуга, выходящая из вершины, помеченной (∗), так-
же имеет метку (∗). Но такая дуга может входить
только в вершину, которая уже помечена (*). Но
вершины уровня Low не могут иметь таких меток.
Следовательно, предположение о существовании
информационного потока с уровня High на уровень
Low неверно. Утверждение 1 доказано.

Метаданные содержат порядок решения задач,
определяемый DAG. Поэтому если задачи в этом
порядке используют или порождают ценную ин-
формацию, то они имеют метку (∗). Тогда все
дальнейшие задачи также имеют такую метку. При

таком дополнении МД несут информацию о требо-
ваниях ПБ.

Ясно, что появление ценой информации озна-
чает дополнительные требования к хосту, на кото-
ром решается эта задача. Поэтому хост, на котором
решается задача с меткой (∗), также должен иметь
метку (∗). Задача должна иметь метку (∗), если она
будет содержать ценную информацию. Отметим,
что протокол управления соединениями в РИВС
основан на криптографии [7] и является безопас-
ным.

Особенности хоста с меткой (∗) основаны на
том, что на такой хост должен быть загружен «чис-
тый» образ операционной системы, безопасный
агент хоста для связи с задачей N , «чистое» про-
граммное обеспечение для задач с метками (∗),
и на нем реализована процедура доверенной загруз-
ки. В MLS разрешены информационные потоки от
уровня Low к уровню High. Для предотвращения
попадания на хост H∗ вредоносного кода с уровня
Low необходимо обеспечить безопасный однона-
правленный канал [8] с уровня Low на уровень High.
Ясно, что на хосте H∗ могут решаться различные
(доверенно загруженные) задачи с меткой (∗).

Рассмотрим процедуру решения задачи A на
уровне Low. В этом случае возможны два варианта:

(1) задача M устанавливает задачу A на хосте,
к которому не допускается ни один информа-
ционный поток с меткой (∗);

(2) на хосте H∗(A∗) реализуется ИТ очистки от
информации с меткой (∗) (новая доверенная
загрузка).

3 Отражение требований MLS
в инфраструктуре метаданных

Поскольку ИТ может использовать информа-
цию с меткой (∗), то в МД задача имеет метку (∗).
Если ИТ не использует информацию, помечен-
ную (∗), то в МД отсутствуют задачи с такой меткой.

Как было отмечено ранее, для передачи ценной
информации задаче она должна иметь метку (∗).
Тогда хост, на котором находится эта задача, так-
же должен иметь метку (∗). Отсюда получается
простейшее решение задачи M, обеспечивающее
выполнение ПБ MLS. Так как заранее известны все
задачи с меткой (∗), то задача M размещает их на
хостах, помеченных (∗), и по правилам MLS зада-
ча N реализует разрешительную систему на данных
хостах. Это означает, что в задачеN выделяется под-
задача NH , реализующая взаимодействие только на
хостах с меткой (∗). Остальные хосты относятся
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к уровню Low, и задача N реализует разрешитель-
ную систему только этих хостов. Таким образом,
в задаче N выделяется независимая подзадача NL,
реализующая разрешительную систему взаимодей-
ствия хостов на уровне Low.

Отметим, что задачи NH и NL могут рассматри-
ваться как два экземпляра задачи N , функциони-
рующие на непересекающихся доменах РИВС.

Наиболее сложный вопрос состоит в безопас-
ной передаче информации с уровня Low на уровень
High. Согласно модели Bell-LaPadula [9], такую
передачу можно осуществить только с помощью
доверенного процесса, реализующего однонаправ-
ленный канал с уровня Low на уровень High. Такой
однонаправленный канал можно реализовать на ба-
зе задачи N . Этот доверенный канал может быть
организован на основе инфраструктуры метадан-
ных следующим образом.

Пусть задача A запрашивает соединение с за-
дачей B∗ через задачу NL. Исходя из метадан-
ных, задача N определяет необходимость передачи
исходных данных из задачи A в задачу B∗. При
получении разрешения эти данные передаются из
задачи A в задачу NL. После проверки их безопас-
ности данные из задачи NL передаются в задачу NH

для дальнейшей передачи данных в задачу B∗. От-
метим, что непосредственного соединения хоста
уровня Low с хостом уровня High не происходит.
Отсюда следует утверждение.

Утверждение 2. Пусть выполняются следующие усло-

вия:

(1) сформирована подсистема РИВС уровня High

с помощью задач и хостов с метками (∗) и разре-

шительная система на основе МД и задачи NH ;

(2) сформирована подсистема РИВС уровня Low

с помощью задач и хостов без меток (∗) и разре-

шительная система на основе метаданных и за-

дачи NL;

(3) взаимодействие уровней Low и High осуществля-

ется только через однонаправленное взаимодей-

ствие задач NL и NH .

Тогда в РИВС выполняется политика MLS.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Метаданные и задача NH не
допускают взаимодействия уровня High с уровнем
Low. Аналогично МД и задача NL не допуска-
ют непосредственного взаимодействия уровня Low
с уровнем High. Безопасный интерфейс уровня
Low с уровнем High реализован однонаправленным
каналом между задачами NL и NH . Функционал,
реализующий этот канал, как и вся задача N , мо-
гут быть изолированы от остального функционала
РИВС и поэтому могут считаться доверенным субъ-

ектом. Таким образом, все условия реализации по-
литики MLS выполнены. Утверждение 2 доказано.

4 Поиск информации с уровня
High на уровне Low

Для решения задач с меткой (∗) может воз-
никнуть необходимость дополнительного поиска
информации в памяти о предшествующих задачах.
Метаданные сохраняют информацию о цепочке ре-
шенных задач, и обращение к ним на уровне High
не представляет сложности.

Если задачеA∗ необходимо найти дополнитель-
ную информацию на уровне Low, то тогда также
можно использовать доверенное взаимодействие
между задачами NH и NL. Задача NH обращается
к задаче NL с запросом на поиск данных в решен-
ных на уровне Low задачах. Задача NL, используя
обратный обзор решенных на уровне Low задач,
ищет искомую информацию. В данном случае воз-
можен скрытый канал с уровня High на уровень Low
в задании поиска информации на уровне Low [8].
Этот канал можно перекрыть с помощью последо-
вательного опроса задач на уровне Low и выявле-
ния признаков искомой информации уже на уровне
задачи NL. В случае появления необходимых при-
знаков задача NL передает задаче NH данные для
задачи A∗.

Данный способ не является доказательством пе-
рекрытия скрытого канала. Однако обращение
с уровня High на уровень Low считается запрещен-
ным информационным потоком в политике MLS,
и реализация такого поиска с учетом возможности
скрытого канала является сложной задачей [10].

5 Заключение

В работе рассмотрена РИВС, в которой управ-
ление соединениями осуществляется с помощью
МД. Показана возможность реализации ПБ MLS
в рассматриваемой РИВС на основе инфраструк-
туры, связанной с МД. Единственный доверенный
процесс, необходимый для реализации ПБ MLS,
функционирует на уровне управления соединения-
ми. Этот уровень не связан с плоскостью передачи
данных и может быть изолирован с целью обеспе-
чения его информационной безопасности.

В работе рассмотрена только одна ИТ, для кото-
рой необходимо выполнить требования политики
безопасности MLS. Однако рассмотренный метод
легко обобщается на случай множества ИТ.
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Abstract: A distributed information computing system which objects contain both valuable information (or
are themselves valuable) and open (non-valuable) information is considered. To protect valuable information,
multilevel security (MLS) policy is used that prohibits information flows from objects with valuable information to
objects with open information. Objects with valuable information form a class of high-level objects, and objects
with open information form a class of low-level objects. Metadata is created to manage network connections.
Metadata is a simplification of mathematical models of business processes and is the basis of a permission system for
host connections in a distributed information computing system. The paper constructs MLS security policy rules,
and based on metadata-related infrastructure, shows the ability to implement this security policy in the distributed
information computing system. The only trusted process required to implement the MLS security policy is at the
connection management level. This layer is unrelated to the data plane and can be isolated to ensure its information
security.
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ТЕМПОРАЛЬНЫЕ ДАННЫЕ В ЛЕКСИКОГРАФИЧЕСКИХ
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А. А. Гончаров1, И. М. Зацман2, М. Г. Кружков3

Аннотация: Рассматривается подход к проектированию лексикографической базы знаний (ЛБЗ), обеспе-
чивающей решение двух взаимосвязанных задач: (1) целенаправленного создания и развития лингвисти-
ческих типологий; (2) формирования и обновления электронных двуязычных словарей с использованием
создаваемых типологий. Часть полей ЛБЗ, которые предназначены для представления лексикографами
нового знания о значениях (= концептах) слов и их переводах, являются темпоральными. Содержание
этих полей зависит от времени, поскольку в процессе работы лексикографы могут вносить изменения.
Изменение концептов и содержания полей ЛБЗ с их описанием (= дефиницией) может повлечь за собой
изменение структуры словарной статьи формируемого двуязычного словаря. Последовательное фикси-
рование подобных изменений — одна из функций ЛБЗ. Несмотря на то что первоначальная структура
словарной статьи является исходной информацией для проектирования ЛБЗ, после завершения проекти-
рования, в процессе развития лингвистических типологий и формирования словарных статей, она также
может изменяться одновременно с эволюцией концептов во времени. Цель работы состоит в описании
темпоральной структуры словарной статьи и подхода к проектированию ЛБЗ с темпоральными данными,
которая позволит решить обе поставленные задачи. Предлагаемый подход иллюстрируется на примере
темпоральной структуры словарной статьи немецко-русского словаря.

Ключевые слова: лексикографическая база знаний; темпоральная структура словарной статьи; двуязычные
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1 Введение

Разработка информационной технологии (ИТ),
которая обеспечивает создание и развитие лин-
гвистических типологий4 как форм представления
и систематизации нового знания о лексическом
составе естественных языков, является одной из
задач проекта по гранту РФФИ, который в на-
стоящее время выполняется в Институте проблем
информатики ФИЦ ИУ РАН. Проектируемая ИТ
предназначена для решения двух взаимосвязанных
задач:

(1) целенаправленного создания и развития линг-
вистических типологий на основе контрас-
тивного анализа текстов параллельных корпу-
сов [1, 2], содержащих исследуемые языковые
единицы;

(2) формирования и обновления электронных
двуязычных словарей с использованием со-
здаваемых типологий.

Ключевым компонентом ИТ является ЛБЗ,
обеспечивающая решение этих задач.

Часть полей ЛБЗ, которые предназначены
для представления лексикографами нового знания
о значениях (= концептах) слов и их переводах,
являются темпоральными, т. е. их содержание зави-
сит от момента времени, когда концепт (который
в общем случае может модифицироваться) был опи-
сан лексикографом. Эти моменты времени и соот-
ветствующие им значения хранятся в ЛБЗ. Содер-
жание таких полей будем называть темпоральными
данными. Эти данные отражают этапы эволюции
концептов, что является одной из функций ЛБЗ.
При этом могут изменяться не только концепты и,
соответственно, их описания (= дефиниции) в по-
лях ЛБЗ, но также и структура словарной статьи
формируемого двуязычного словаря.

Исходной информацией для проектирования
ЛБЗ является структура словарной статьи, обуслов-
ленная требованиями лексикографов [3]. Однако
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3Институт проблем информатики Федерального исследовательского центра «Информатика и управление» Российской академии

наук, magnit75@yandex.ru
4В лингвистике типологии используются, как правило, для описания сходств и различий между языками. В статье этот термин
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после завершения проектирования, в процессе раз-
вития лингвистических типологий и формирования
словарных статей, эта структура может меняться.

Цель работы состоит в описании структуры сло-
варной статьи и подхода к проектированию ЛБЗ
с темпоральными данными, которая позволит ре-
шить обе поставленные задачи. Предлагаемый
подход иллюстрируется примером темпоральной
структуры словарной статьи немецко-русского сло-
варя [4].

2 Контрастивный анализ
и создание типологий

Одна из функций проектируемой ЛБЗ — обеспе-
чение контрастивного анализа параллельных текс-
тов в целях извлечения имплицированных зна-
ний о переводных соответствиях (примеры знаний,
имплицированных в текстах, рассмотрены в рабо-
те [5]), создания и развития на их основе лин-
гвистических типологий (т. е. решение первой
поставленной задачи). Процесс извлечения из па-
раллельных текстов имплицированных знаний, со-
здания и развития на их основе лингвистических
типологий включает несколько повторяемых ста-
дий, описанию которых посвящены работы [6, 7].
Реализуемость этого процесса была проверена на
примере описания новых значений немецких мо-
дальных глаголов. Была разработана иерархическая
трехуровневая структура (см. [7, рис. 1]) попол-
няемой типологии немецких модальных глаголов
и их переводных эквивалентов на русском язы-
ке [8, 9].

Отметим, что решение первой задачи, описан-
ное в работах [2, 5–7], обеспечивается надкорпус-
ной базой данных (НБД) с нетемпоральными по-
лями, в которых описываются только последние
актуальные значения слов без отражения динамики
их эволюции. Такие НБД имеют широкую сферу
применения: исследование различных категорий
языковых единиц методами контрастивной лин-
гвистики [10–14], анализ профессиональных и ма-
шинных переводных соответствий [15,16], создание
и развитие лингвистических типологий [17].

Помимо перечисленных сфер применения НБД
способны поддерживать решение отдельных лек-
сикографических задач, например фиксировать
в форме аннотаций переводные соответствия меж-
ду употреблениями немецких модальных глаголов
и их переводами на русский язык [3, 7]. Однако
одновременное решение двух вышеперечисленных
задач, включая обеспечение работ лексикографов
по формированию электронных двуязычных сло-
варей с использованием создаваемых типологий,

обусловило проектирование ЛБЗ с темпоральными
данными на основе решений, опробованных при
разработке НБД.

3 Структура словарной статьи
На сегодняшний день двуязычные электронные

словари нередко представляют собой лишь оциф-
рованную версию их бумажных оригиналов, т. е.
содержательные различия отсутствуют: меняется
лишь материальный носитель [18]. Отметим ряд
ограничений, с которыми сталкиваются пользова-
тели таких словарей:

(1) сложность навигации при работе с объемными
(часто многотомными) словарями;

(2) отставание словарей от текущей языковой си-
туации;

(3) отсутствие возможности внесения изменений
в словарь (за исключением переизданий);

(4) в случае воплощения оригинальных концеп-
ций словаря — малый объем описанного мате-
риала [18, 19].

Эти ограничения касаются как пользователей
словарей, так и их составителей, особенно ввиду
современных тенденций развития двуязычной лек-
сикографии, заключающихся «в сближении прин-
ципов словарного и собственно научного описания
лексических единиц» [20, с. 35]. Методы компью-
терной лингвистики по представлению знаний в со-
четании с методами и средствами информатики,
в частности НБД и ЛБЗ, используемые в процес-
се формирования и развития словарей, позволяют
удовлетворить гораздо более широкий спектр по-
требностей пользователей по сравнению с бумаж-
ными словарями и их оцифрованными версиями
и в той или иной мере снять перечисленные огра-
ничения.

Также следует учитывать, что в процессе форми-
рования словарных статей необходимо описывать
и такие языковые единицы, для которых характерна
ярко выраженная полисемия («наличие у языкового
знака более чем одного значения» [20, с. 59]). Ана-
лизу этой проблемы посвящены два раздела книги
«Беседы о немецком слове»: на русском [20, с. 59–
73] и на немецком языке [20, с. 73–106].

К многозначным единицам относятся и немец-
кие модальные глаголы: для некоторых из них сей-
час описано более 10 значений [4,8,9]. Необходимо
не только иметь возможность уточнять описания,
во-первых, значений (= концептов) и, во-вторых,
функционирования модальных глаголов немецкого
языка и их русскоязычных соответствий, но и ви-
деть ретроспективу этих изменений (что должно
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позволить детально описать механизмы составле-
ния словарных статей и эволюции их структуры).
Для этого средствами ЛБЗ с темпоральными дан-
ными предлагается фиксировать динамику изме-
нения концептов, включая случаи извлечения из
параллельных текстов новых значений модальных
глаголов.

Прежде всего (до описания нового функцио-
нала ЛБЗ) следует рассмотреть структуру словар-
ной статьи в немецко-русском словаре [4]. Модель
его словарной статьи для удобства можно пред-
ставить в табличной форме (табл. 1), причем не
все включенные в таблицу зоны (= компоненты)
обязательны для каждой статьи словаря. Исполь-
зуемые в таблице термины подробно рассмотрены
в [20, 21].

В словарях, формируемых средствами тради-
ционной лексикографии, зоны словарной статьи
часто недостаточно четко отделены друг от друга.
Беляева отмечает: «Особую сложность представля-
ет собственно установление границ компонентов,
поскольку в “бумажных” словарях они не всегда вы-

деляются и/или маркируются специальными сим-
волами, и соотнесение выделенных компонентов
с параметрами описания» [19].

Статьи в разных словарях могут быть структу-
рированы по-разному. Поэтому до начала фор-
мирования того или иного электронного слова-
ря с помощью ЛБЗ создается модель именно его
статьи. Использование таких моделей дает возмож-
ность эксплицировать границы всех компонентов
словарной статьи. Те из них, которые являются тем-
поральными, отмечены в табл. 1 знаком (t). Число
значений слова (N ) и подзначений (M1, . . . ,MN )
также может меняться во времени.

Контрастивный анализ текстов параллельного
немецко-русского корпуса, при проведении кото-
рого найденные употребления модальных глаголов
распределяются по их значениям в соответствии
со структурой словарной статьи, может повлечь за
собой внесение тех или иных изменений в первона-
чально созданную структуру. Как показали первые
результаты контрастивного анализа, эти изменения
пока не касаются зон I–IV из табл. 1, по крайней

Таблица 1 Структура словарной статьи, используемая в словаре [4]

Заглавное слово (= лемма, = лексический вход) и его варианты

I Зона этимологии
II Зона фонетической транскрипции
III Зона грамматической информации о лемме в целом

IV Зона стилистических помет, относящихся к лемме в целом

V Зона значения

Значение 1

Грамматическая информация о лемме в значении 1 (t)
Стилистические пометы, относящиеся к лемме в значении 1 (t)
Толкование леммы в значении 1 (t)
Варианты перевода леммы в значении 1 (t)
Примеры употребления леммы в значении 1 (t)

Грамматическая информация о лемме

в данном подзначении (t)
Стилистические пометы, относящиеся к лемме

в данном подзначении (t)
Подзначение 1 Толкование леммы в данном подзначении (t)

Варианты перевода леммы в данном
подзначении (t)
Примеры употребления леммы в данном
подзначении (t)

Подзначение 2 . . .
. . . . . .

ПодзначениеM1 (t) . . .
Грамматическая фразеология с использованием леммы в значении 1 (t)

. . . . . .
. . .

Подзначение 1 . . .
Подзначение 2 . . .

Значение N (t)
. . . . . .

ПодзначениеMN (t) . . .
Грамматическая фразеология с использованием леммы в значении N (t)

VI Зона идиоматики (t)
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Таблица 2 Виды изменений в словарных статьях

ХАРАКТЕР
ИЗМЕНЕНИЯ

Зона значения

Все зоны
одного

значения

Зоны внутри одного из значений

Граммати-
ческая

информация

Стилисти-
ческие
пометы

Толкование
Варианты
перевода

Примеры
употреб-

ления

Граммати-
ческая

фразео-
логия

Перемещение +
Изменение содержания + + +

Добавление + + + + +
Удаление + + +

мере применительно к модальным глаголам. При
этом зоны V и VI могут затрагиваться изменениями
в высокой степени.

Виды изменений, вносимых в словарную ста-
тью, резюмируются в табл. 2 на примере одной из
зон — зоны значения. Что касается случаев вне-
сения изменений в то или иное подзначение, то
они в данной таблице для удобства рассматривают-
ся как изменения соответствующих компонентов
того значения, в рамках которого выделено дан-
ное подзначение. Для иллюстрации описываемых
положений табл. 2 была заполнена на основании
изменений, внесенных в процессе контрастивно-
го анализа в словарную статью немецкого глагола
wollen. Типы изменений, внесенных в статью хотя
бы один раз, отмечены знаком «+».

4 Представление темпоральных
данных в лексикографических
базах знаний

Функции регистрации истории изменений
в словарных статьях планируется впервые реали-
зовать в ЛБЗ с темпоральными данными, проек-
тируемой на основе НБД аннотаций употреблений
немецких модальных глаголов [3]. Предлагаемый
подход к реализации этих функций включает в себя
три составляющие.

Во-первых, для всех таблиц, отражающих лекси-
кографическую информацию, создаются таблицы-
дубликаты, автоматически заполняющиеся при
внесении изменений в словарные статьи. Особен-
ность этих таблиц заключается в том, что данные
из них никогда не будут удаляться, они будут лишь
пополняться в соответствии с изменениями в ис-
ходных таблицах. Таблицы-дубликаты включают
те же поля, что и исходные таблицы, но, кроме
того, они дополнены несколькими новыми поля-
ми, с помощью которых можно будет отслеживать

историю изменений. Предполагается использовать
следующие дополнительные поля:

– Тип изменения — это поле имеет три варианта
значения: «создание», «изменение», «удале-
ние»; значения будут заполняться в соответ-
ствии с тем, какие операции осуществляются
с исходными таблицами;

– Дата изменения — это поле в совокупности
с предыдущим позволит восстанавливать лек-
сикографическую информацию на любой за-
данный момент времени, а также отслеживать
историю изменений;

– Идентификатор комплексной операции (см.
ниже);

– Идентификатор пользователя, внесшего изме-
нение.

Во-вторых, в ЛБЗ формируется таблица, в кото-
рой будут регистрироваться «комплексные опера-
ции». Необходимость в такой таблице обусловлена
тем, что обычно лексикографические изменения
происходят не обособленно, а в рамках некоего
комплекса изменений, одновременно затрагива-
ющих разные компоненты словарных статей. На-
пример, если для некоторого модального глагола
создается новое значение под номером 3, то но-
мера всех последующих значений, существовавших
до этого времени, также изменяются (как правило,
увеличиваются на 1).

Кроме того, из одного значения в другое неред-
ко одновременно могут перемещаться разные ком-
поненты словарной статьи, такие как толкование,
варианты перевода, грамматическая информация,
примеры и т. д. Эти изменения могут затрагивать
различные таблицы и разные строки в этих табли-
цах. При независимой регистрации таких изме-
нений в таблицах-дубликатах задача объединения
этих изменений в комплекс логически связанных
изменений может оказаться нетривиальной. По-
этому в целях их экспликации предлагается исполь-
зовать специальную таблицу «комплексные опера-
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ции». В этой таблице будет содержаться явное
вербальное описание логически связанных изме-
нений, производимых в словарных статьях.

Наконец, для отражения в ЛБЗ темпоральных
изменений в соответствии с табл. 2 предлагается
использовать еще одну дополнительную таблицу
«элементарные операции», которая, с одной сторо-
ны, будет связана с таблицей «комплексные опе-
рации», а с другой — с конкретными строками
в таблицах-дубликатах. Среди полей этой табли-
цы будут следующие: идентификатор комплексной
операции, характер изменения (см. табл. 2) и ком-
понент (зона) изменения (грамматическая инфор-
мация, толкование, варианты перевода, примеры
и т. д.). Данная таблица позволит дополнить ин-
формацию, содержащуюся в таблицах-дубликатах,
и вербальное описание изменений, данное в табли-
це «комплексные операции», более четким струк-
турированным описанием составляющих их опера-
ций.

5 Заключение
В процессе создания и развития электронных

двуязычных словарей структура их статей может из-
меняться в тех случаях, когда лексикографы уточ-
няют значения слов или обнаруживают их новые
значения и включают соответствующие толкова-
ния в словарные статьи. Использование НБД для
информационно-компьютерного обеспечения это-
го процесса позволяет регистрировать такие изме-
нения и тем самым фиксировать выявление новых
и изменения в описаниях уже известных значений
слов [3, 7–9], но хранится в НБД только последний
вариант описания.

Основное отличие ЛБЗ с темпоральными дан-
ными от НБД состоит в том, что дополнительно
появляется возможность увидеть всю ретроспекти-
ву подобных изменений. При этом и в ЛБЗ, и в НБД
каждое уточнение значения слова или описание его
нового значения иллюстрируется примерами его
употребления, извлекаемыми лексикографами из
параллельных текстов в процессе контрастивного
анализа. Таким образом, ЛБЗ позволяет не толь-
ко получить систематизированное знание о словах,
проиллюстрированное примерами, включаемыми
в словарные статьи, но и проследить историю сис-
тематизации этого знания.
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Abstract: The paper describes an approach to design of the Lexicographic Knowledge Base (LKB), which aims to
fulfill two interrelated tasks: (i) goal-oriented development of linguistic typologies; and (ii) creation and updating
of electronic bilingual dictionaries based on the developed typologies. In the LKB, some of the fields assigned
by lexicographers to represent new knowledge on words’ meanings (concepts) and translations are temporal. The
content of these fields is time-dependent because lexicographers can change description of concepts with time.
These changes may involve not only changes to existing concepts and appropriate fields with their descriptions
(definitions), but also the changes to structure of individual dictionary entries of a bilingual dictionary. One of the
LKB’s goals is to provide a method to describe these changes consistently. Although the LKB’s initial design relies
on the existing structure of dictionary entries, this structure may evolve along with the appropriate concepts as the
underlying linguistic typologies and dictionary entries evolve with time. The goal of this paper is to describe the
temporal structure of a dictionary entry and the approach to design of the LKB with temporal data that will be able
to fulfill both of the specified tasks. The proposed approach is illustrated by an example of the temporal dictionary
entry structure of a German–Russian dictionary.
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КОДИРОВАНИЕ КОНЦЕПТОВ В ЦИФРОВОЙ СРЕДЕ

И. М. Зацман1

Аннотация: Задачи кодирования концептов знания человека в цифровой среде компьютеров и сетей
приобретают особую актуальность в связи с широким распространением в мире систем искусственного
интеллекта (СИИ). В процессе расширения сферы их применения увеличивается и спектр категорий
кодируемых концептов. Кроме конвенциональных концептов, которые имеют устойчивые формы их
представления, например словами естественных языков (ЕЯ), нередко возникает необходимость кодиро-
вать в цифровой среде личностные и коллективные концепты. При этом иногда необходимо учитывать
степень их социализации (термин Вежбицкого–Накамори) и отражать динамику их изменения во вре-
мени, а также этапы их преобразования в конвенциональные концепты. Во временном измерении
расширился спектр шкал для описания динамики концептов знания человека. Если раньше использо-
вались шкалы с единицами измерения динамики концептов в сотни и десятки лет (реже использовались
шкалы с точностью до года и месяца), то для личностных и коллективных концептов необходимо ис-
пользовать шкалу, фиксирующую их динамику с точностью до дней, а иногда часов и минут. Цель
статьи состоит в описании проблемы асимметрии кодирования в цифровой среде концептов, которая
существенно усложняет процессы представления знания человека в ССИ. Для решения этой проблемы
предлагается использовать кодирование в цифровой среде одновременно и концептов перечисленных
категорий, и форм их выражения. Предлагаемый подход иллюстрируется примером интеллектуальной
словарной системы (ИСС), использующей кодирование одновременно и концептов, и слов, являющихся
вербальными формами выражения этих концептов.

Ключевые слова: кодирование знания; полиадический компьютинг; цифровая среда; искусственный
интеллект; категории концептов; социализация концептов знания
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1 Введение

Раздел «Проблематика представления знаний
в 7-й Рамочной программе» в работе [1] содер-
жит обзор трудов семинара приглашенных экспер-
тов «Knowledge Anywhere Anytime: “The Social Life
of Knowledge”», который состоялся 29–30 апреля
2004 г. в Брюсселе. Материалы этого семинара
включают описание перспективных направлений
исследований по проблематике генерации и пред-
ставления концептов знания. Это описание и сей-
час актуально. В материалах отмечается, что ис-
следование процессов генерации нового знания,
методов и средств влияния на эти процессы являет-
ся актуальной проблемой, которая до сих пор оста-
ется во многом нерешенной. Участники семина-
ра определили четыре направления исследований
в рамках этой проблемы.

1. Формирование научного понимания того, как
знание появляется, каким образом на этот про-
цесс и его результаты влияет совместная дея-
тельность участников процесса, как формиру-
ется конвенциональное знание, которое имеет

устойчивые формы представления, например
словами ЕЯ. Одна из задач этого направле-
ния заключается в том, чтобы создать методы
и средства описания различий в личностном
понимании участниками совместной деятель-
ности смысла одного и того же текста, графика,
диаграммы, карты, изображения и т. д.

2. Исследование многообразия форм представле-
ния одних и тех же концептов как «кван-
тов» ментального знания человека. Кроме
форм представления конвенциональных кон-
цептов предметом исследования являются фор-
мы представления личностных и коллективных
концептов. В рамках этого направления пред-
полагается исследование процессов и этапов
формирования конвенциональных концептов
на основе личностных и коллективных.

3. Создание нового поколения СИИ, которые
должны отражать эволюцию личностных и кол-
лективных концептов во времени, этапы фор-
мирования на их основе конвенционального
знания, а также обеспечивать семантическую

1Институт проблем информатики Федерального исследовательского центра «Информатика и управление» Российской академии
наук, izatsman@yandex.ru
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интероперабельность в процессе совместной
работы пользователей этих систем. В рамках
этого направления исследуются стадии генера-
ции и эволюции знания, представленного в ви-
де классификационных систем, словарей, те-
заурусов и других видов онтологий с разной
степенью формализации методов представле-
ния знания в СИИ.

4. Исследование принципиальных возможностей
и средств влияния на генерацию новых или
эволюцию существующих систем знания в про-
цессе совместной деятельности коллективов
специалистов. Наиболее актуальные вопро-
сы этого направления исследований связаны
с пространственно распределенными коллек-
тивами специалистов, совместная деятельность
которых по генерации нового знания обеспечи-
вается сетевыми технологиями.

Статья по своей тематике относится к третьему
из четырех перечисленных направлений. Ее цель
состоит в применении интерфейсов третьего поряд-
ка, описанных в работе [2], для разработки подхода
к кодированию в цифровой среде СИИ личностных
и коллективных концептов знания человека с от-
ражением их эволюции во времени. Этот подход
может быть также использован как теоретическая
основа решения проблемы асимметрии, возника-
ющей при кодировании в СИИ концептов знания
и форм их представления в разных модальностях
(вербальной, пространственной, логико-математи-
ческой, вербально-образной и т. д.). Предлагаемый
подход иллюстрируется примером ИСС, исполь-
зующей кодирование одновременно и концептов,
и слов, являющихся вербальными формами выра-
жения этих концептов, на двух языках с учетом как
степени социализации знания пользователей сис-
темы (термин Вежбицкого–Накамори [3, 4]), так
и отражения его эволюции на временн‚ой шкале.

2 Интерфейсы третьего порядка

В работе [2] было дано описание нового поня-
тия «интерфейсы 3-го порядка» на основе деления
на среды разной природы предметной области ин-
форматики как полиадического компьютинга [5]
и категоризации границ между средами по числу
смежных сред. Были рассмотрены пять сред: ней-
росреда (сигналы активности мозга в нейрокомму-
никационных технологиях), ментальная (концепты
в технологиях представления знания человека), со-
цио-информационная (тексты на ЕЯ, таблицы, ри-
сунки, растровые и векторные изображения и т. д.
в технологиях их компьютерного кодирования),

ДНК-среда (представление информации и данных
с помощью синтезированных цепочек ДНК) и циф-
ровая среда (компьютерные коды). При этом было
отмечено, что теоретическое описание интерфей-
сов в технологиях будущих поколений может по-
требовать включения в рассмотрение и сред другой
природы, отличной от пяти перечисленных.

Основное отличие выделения сред разной при-
роды в предметной области информатики от деле-
ния всей науки на отрасли знания [6] состоит в том,
что объекты одной и той же среды могут изучать-
ся одновременно в разных научных дисциплинах.
Например, концепты встречаются в задачах пред-
ставления знаний в информатике [1,7,8], они явля-
ются объектами исследований в науках о жизни [9]
и социо-гуманитарных науках [10], но все они от-
носятся только к одной ментальной среде знания
человека.

Для описания нового понятия «интерфейсы 3-го
порядка» использовались четыре из пяти сред, кро-
ме ДНК-среды (рис. 1), так как этих четырех сред
достаточно для их описания. На рис. 1 на гра-
ницах между двумя смежными средами кружками
условно обозначены интерфейсы 2-го порядка шес-
ти разных видов (они пронумерованы от 1 до 6), а на
границах между тремя смежными средами обозна-
чены интерфейсы 3-го порядка четырех видов, ко-
торые по определению обеспечивают связи между
объектами трех сред разной природы (7–10). В этой
статье интерфейсы 4-го порядка на границе четырех
сред не рассматриваются.

Если направление информационных трансфор-
маций на границах сред не учитывать, то для че-
тырех сред число видов интерфейсов 2-го порядка
равно шести. Все они были описаны в работах [2,8].
Число видов интерфейсов 3-го порядка равно че-
тырем. Интерфейсы вида № 7 связывают объекты
нейросреды, ментальной и цифровой сред, № 8 —
ментальной, социо-информационной и цифровой
сред, № 9 — нейросреды, ментальной и социо-ин-
формационной сред, № 10 — нейросреды, социо-
информационной и цифровой сред. Отметим, что
в работе [2] на рис. 2 интерфейсы третьего порядка
видов № 9 и № 10 не показаны.

Интерфейсы вида № 7 были описаны в работе [2]
на примере процессов управления роботизирован-
ной рукой сигналами головного мозга с исполь-
зованием интерфейсов «мозг–компьютер» [11, 12],
иллюстрирующих возможности интерфейсов 3-го
порядка. Данная статья посвящена интерфейсам
вида № 8, на основе которого и предлагается новый
подход к кодированию концептов знания человека
в цифровой среде с отражением их эволюции во
времени. Интерфейсы 3-го порядка, относящиеся
к видам № 9 и № 10, в статье не рассматриваются.
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Рис. 1 Четыре среды разной природы и границы между ними

3 Традиционное кодирование
концептов

Из шести видов интерфейсов 2-го порядка наи-
более известными и широко используемыми в ин-
формационных технологиях, системах и средствах
информатики являются следующие: интерфейсы
вида № 2 на границе ментальной и социо-инфор-
мационной сред, описывающие взаимосвязи между
концептами и формами их выражения, например
словами ЕЯ [10], и интерфейсы вида № 3 на гра-
нице социо-информационной и цифровой сред,
включающие компьютерное кодирование растро-
вых или векторных карт и других изображений,
а также символов текстовой информации, напри-
мер, с помощью таблиц Unicode (см. рис. 1).

При разработке СИИ одной из наиболее труд-
ных является проблема представления в цифро-
вой среде лингвистического знания [13]1. Одна из
основных причин сложности решения этой проб-
лемы заключается в свойстве асимметрии, которое
присуще интерфейсам вида № 2. С одной стороны,
при реализации этих интерфейсов необходимо учи-
тывать, что концепт может иметь несколько форм
его представления (синонимия). С другой стороны,
одна и та же словоформа может выражать разные
концепты (омонимия). Свойство асимметрии рас-
смотрим на примере концептов системы лингви-
стического знания о логико-семантических отно-
шениях (ЛСО) в текстах, таких как ЛСО причины2,

альтернативы, несоответствия, следствия, условия,
генерализации, спецификации и т. д. [15–17]. Рас-
смотрим концепты ЛСО в текстах на двух ЕЯ: рус-
ском и французском (рис. 2). На этом рисунке пока-
заны две среды, поскольку интерфейсы этого вида
описываются с помощью лингвистических знаков
как отношения между концептами, принадлежа-
щими ментальной среде, и словоформами (что бу-
дем называть вербальной модальностью представ-
ления концептов) в социо-информационной среде.
Отметим, что асимметрия интерфейсов вида № 2
встречается и в тех случаях, когда некоторая сис-
тема знания представлена в формах невербальных
модальностей, например в геоязыковой форме [18].

Лингвистические знаки, каждый из которых
является двухприродной сущностью, принадлежат
к границе между ментальной и социо-информаци-
онной средами (см. штриховую линию на рис. 2).

Они условно обозначены на этой границе двумя
кружками: один с двумя русскими словами «а то»
и один с французским словом «car». Они выражают
ЛСО причины в текстах на русском и французском
языках соответственно. Лингвистические знаки
являются наиболее известными примерами сущ-
ностей, имеющих двойственную природу, так как
интегрируют в себе концепты и словоформы. Эти
знаки и обеспечивают интерфейсы второго поряд-
ка в традиционных технологиях вербального пред-
ставления знания.

В рассматриваемом примере каждому концепту
соответствует значение только одного ЛСО. Более

1См. табл. 1-1 в [13], сопоставляющую разные виды интеллекта человека согласно подходу к его категоризации, который пред-
ложил Говард Гарднер, на лингвистический, пространственный, логико-математический и другие виды [14], а также описывающую
степень сложности компьютерного моделирования каждого из видов интеллекта человека.

2В предложениях «Самая, — говорит, — дорогая вещь на земле — это глупость. Потому как за нее всего дороже приходится
платить. . .» (А. Вайнер, Г. Вайнер. Эра милосердия) ЛСО причины выражено с помощью слов «Потому как».

ИНФОРМАТИКА И ЕЁ ПРИМЕНЕНИЯ том 13 выпуск 4 2019 99



И. М. Зацман

Рис. 2 Интерфейсы вида № 2

сложные случаи сочетания двух ЛСО [19] здесь не
рассматриваются. Важно отметить, что существуют
несколько вариантов членения знания об ЛСО на
концепты [20–23]. На рис. 2 условно обозначены
только два разных варианта: один для русского язы-
ка и один для французского. При этом предпола-
гается, что в обоих вариантах присутствует концепт
ЛСО причины, на примере которого проиллюстри-
руем асимметрию интерфейсов 2-го порядка вида
№ 2. Как будет показано далее, асимметрия в тех-
нологиях представления знания может быть снята
с помощью интерфейсов 3-го порядка вида № 8.

Один и тот же концепт ЛСО причины в русском
языке может быть выражен несколькими коннек-
торами1 (а то, ибо, потому что, поскольку, так как

и т. д.). Во французском языке этот концепт также
может быть выражен несколькими коннекторами
(car, parce que, puisque, comme и т. д.). Иногда один
и тот же коннектор в разных предложениях может
выражать разные ЛСО. Например, коннектор а то

может выражать несколько разных ЛСО, включая
три, приведенных слева на рис. 2:

(1) Причина: «Ты щетку смочи водой, а то пылишь
здорово» (М. А. Булгаков. Белая гвардия).

(2) Альтернатива: «Вот отлично! Непременно
съезжу к ним, — сказал Левин. — А то поедем
вместе. Она такая славная. Не правда ли?»
(Л. Н. Толстой. Анна Каренина).

(3) Несоответствие: «Он женится! Хочешь об за-
клад, что не женится? — возразил он. — Да
ему Захар и спать-то помогает, а то жениться!»
(И. А. Гончаров. Обломов).

Таким образом, интерфейсы 2-го порядка ви-
да № 2 являются в общем случае асимметричны-
ми и не обеспечивают однозначного представления
концептов с помощью словоформ, что существен-
но усложняет задачи компьютерного кодирования
концептов знания в СИИ. Более того, иногда кон-
цепт ЛСО может быть имплицирован в тексте. На-
пример, в предложении «Не просите меня петь, я не
спою уже больше так. . .» (И. А. Гончаров. Обломов)
концепт ЛСО причины не выражен словом или
устойчивым словосочетанием. В этом предложении
он может быть извлечен только при семантическом
анализе соотношения содержания двух его частей.

В приведенных выше примерах 1–3 коннектор
«а то» можно закодировать как последовательность
из четырех символов, используя, например, шест-
надцатеричные коды таблиц Юникода: «а» (0430),
« » (0020), «т» (0442), «о» (043Е). Однако соответ-
ствующие компьютерные коды представляют толь-
ко эти символы, а не концепты, для кодирования
которых используются другие подходы.

Рассмотрим один из подходов к кодированию
концептов, выражаемых словами английского язы-
ка [24]. Авторы этого подхода исходили из того, что

1Коннекторами называются лексические единицы, основная функция которых состоит в выражении одного или нескольких
ЛСО между фрагментами текста [15, 16].
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Семь значений слова face по HTE [25, 26]

Номер концепта в HTE Концепт Слово и год появления концепта
01.02.03.08.01.04 The body :: Face Matching word(s): face (1290−)
01.02.03.08.01.04|04 The body :: Face :: with reference to beauty Matching word(s): face (1591−)
01.02.03.08.01.04.01 The body :: Face with expression/expression Matching word(s): face (1330−)

01.02.03.08.01.04.01|01
The body :: Face with
expression/expression :: grimace/distortion

Matching word(s): face (1602−)

01.12.05.03.01|13
Relative position :: Surface :: one of several surfaces
of a thing

Matching word(s): face (1340−)

01.12.05.03.01|19 Relative position :: Surface :: front surface Matching word(s): face (1611 + 1820−)

01.12.05.03.01|19.01
Relative position :: Surface :: front surface :: specifically
of a coin/medal/seal/die, etc.

Matching word(s): face (1515−)

Примечание. Если в третьем столбце после «−» не указан год, то это говорит о том, что это значение встречается в текстах до
настоящего времени.

в ЕЯ используется конечное число слов, обознача-
ющих концепты, и они должны выражать значи-
тельно большее число концептов, чем число слов
в языке. Отметим, что это является одной из при-
чин асимметрии интерфейсов 2-го порядка вида
№ 2 при вербальном представлении концептов.

Авторы этого подхода поставили задачу разрабо-
тать ретроспективную модель, описывающую про-
цесс появления в прошлом концептов, исследуя
эволюцию английского языка на протяжении не-
скольких столетий [24]. В этой модели есть ось
времени, на которой указаны моменты появления
новых значений у исследуемых слов. Эти моменты
времени определялись по Историческому тезаурусу
английского языка (The Historical Thesaurus of En-
glish — HTE), в котором содержится информация
о годах появления новых концептов слов, начиная
с 1000 года [25].

Ретроспективная модель описывает связи меж-
ду концептами (= значениями) исследуемых слов,
а также степень их семантической близости, кото-
рая определяется на основе иерархического номера,
присвоенного каждому концепту в HTE. В качестве
примера приведем семь концептов слова face по
HTE [26] c указанием их номеров и года появле-
ния в текстах Британского национального корпуса
(British National Corpus — BNC) [27] (см. таблицу).
Отметим, что для всех семи концептов не указаны
годы их исчезновения из текстов, т. е. они встреча-
ются и в современных текстах BNC.

Если в этом примере кодировать в цифровой
среде не последовательность из четырех символов
(face), а сочетание двух параметров (номер концеп-
та в HTE, словоформа «face»), то это будет означать
применение интерфейсов 3-го порядка вида № 8
в задачах кодирования. Их использование и позво-
ляет снять асимметрию, свойственную интерфей-
сам 2-го порядка вида № 2 (см. рис. 2).

В заключение этого раздела приведем пример
регистрации конвенциональных концептов рубрик

Международной патентной классификации (МПК)
с указанием их номеров, а также года и месяца

введения каждой рубрики. Начиная с января 2007 г.
вновь вводимые или изменяемые рубрики рас-
ширенного уровня МПК подготавливаются Спе-
циальным подкомитетом Всемирной организации
интеллектуальной собственности (ВОИС) по пере-
смотру расширенного уровня. Рубрики расширен-
ного уровня на этапе рассмотрения этим подкоми-
тетом и согласования их смыслового содержания
выражают личностные и/или коллективные кон-
цепты участников обсуждения. После принятия
согласованного решения и его утверждения они
приобретают конвенциональный характер в преде-
лах патентной сферы как институциональной сис-
темы [1].

4 Предлагаемый подход

Сформулируем подход к кодированию концеп-
тов знания человека в цифровой среде СИИ, кото-
рый использует понятие интерфейсов 3-го порядка
и обобщает принцип трехкомпонентной кодировки
концептов геоизображений [28, 29]. Предполагает-
ся, что СИИ включает онтологию, которая позво-
ляет описывать концепты и разнообразие форм их
представления в предметной области СИИ.

Основная идея этого подхода, которую опишем
на примере вербальной модальности форм пред-
ставления знания, состоит в следующем: для каж-
дого концепта (ментальная среда) и N вербальных
форм его представления (социо-информацион-
ная среда) на одном ЕЯ, зарегистрированных
в СИИ (указывается дата и время регистра-
ции), образуются последовательности, включа-
ющие четыре параметра: code.date.time.formV1,
code.date.time.formV2, . . . , code.date.time.formVN,
где code — номер этого концепта в тезаурусе или
словаре СИИ, а буква «V» перед 1, 2 и N обознача-
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ет вербальную модальность N форм представления
этого концепта. Для каждой такой последователь-
ности параметров предлагается назначать в СИИ
уникальный компьютерный код (цифровая среда).
В случае необходимости могут добавляться и другие
параметры, например формы представления одно-
го и того же концепта на двух и большем числе ЕЯ
или в нескольких модальностях, например одно-
временно в вербальной и геоязыковой.

Сама идея одновременного кодирования кон-
цептов, их форм представления и временн‚ых па-
раметров не нова. Например, в неявной фор-
ме она используется в проекте анализа процесса
возникновения новых концептов слов английского
языка (вместо даты и времени указывается толь-
ко год) [24], а также применяется ВОИС с января
2007 г. (указываются год и месяц) [1].

Отличительная черта предлагаемого подхода
состоит в добавлении параметра степени социа-
лизации знания, что дает возможность кодиро-
вать в цифровой среде личностные, коллективные
и конвенциональные концепты знания человека,
а также отражать этапы их эволюции с помощью
следующих параметров:

– код концепта знания человека, принадлежа-
щий ментальной среде;

– формы представления этого концепта с по-
мощью ЕЯ или одновременно в нескольких
модальностях, принадлежащие социо-инфор-
мационной среде;

– степень социализации концептов знания (в слу-
чае необходимости можно измерять и сте-
пень социализации форм представления кон-
цептов);

– тезаурусные связи концепта, отражаемые
в СИИ косвенно через его код;

– момент времени фиксирования в СИИ дефини-
ции концепта, его форм представления, связей
и степени социализации с точностью до часов
и минут.

Новизна предлагаемого подхода состоит в ис-
пользовании степени социализации знания, опи-
санной в работах [3, 4]. Вариант кодирования
степени социализации, детализирующий понятие
коллективного концепта, описан в работе [30]. Со-
гласно этому варианту, каждому концепту присва-
ивается идентификатор, принимающий значения
ноль, единица (личностные концепты), целое поло-
жительное число N > 1 (коллективные концепты,
где N — число членов коллектива, согласовавших
дефиницию концепта и формы его представления)

или символ бесконечности «∞» (конвенциональ-
ные концепты). Нулевое значение идентификатора
необходимо для обозначения тех «бывших» лич-
ностных концептов, от которых в некоторый мо-
мент времени отказались их авторы. Описанную
в работе [30] шкалу социализации и предлагает-
ся использовать для кодирования степени согла-
сованности концептов. Применение этой шкалы
дает возможность добавить в перечисленные выше
последовательности еще один параметр, который
обозначим как id: code.id.date.time.form, где id мо-
жет быть равен 0, 1, N > 1 или ∞.

5 Макет интеллектуальной
словарной системы

Предлагаемый подход к кодированию знания
на основе интерфейсов 3-го порядка вида № 8,
включающий шкалу социализации, был востре-
бован при разработке концепции создания макета
ИСС1, включающей лексикографическую базу зна-
ний (ЛБЗ) [31]. Интеллектуальная словарная сис-
тема является видом информационной системы,
обеспечивающей формирование и регулярное об-
новление двуязычных электронных словарей. Лек-
сикографическая база знаний предназначена для
систематизации знаний о словах. Именно ЛБЗ
обеспечивают работу лексикографов по созданию
словарных статей и их обновление в случае необ-
ходимости. Концепция создания макета включает
перечень из пяти следующих задач, решение кото-
рых предполагает применение современных мето-
дов и средств информатики.

1. Систематизировать в ЛБЗ знания о словах,
включая личностные и коллективные знания
лексикографов, создающих словари, используя
лексические единицы двух ЕЯ.

2. Разработать персонализированный интерфейс
пользователя двуязычных электронных слова-
рей, сгенерированных с помощью ЛБЗ.

3. Установить в электронных словарях тезаурус-
ные связи между значениями лексических еди-
ниц (отношения «часть–целое», родовидовые
отношения, синонимы и др.) с возможностью
навигации по этим связям.

4. Реализовать в двуязычных словарях поиск сло-
варных статей по лексическим, грамматиче-
ским и семантическим критериям поиска.

5. Включить в словарные статьи необходимые
мультимедийные данные.

1В разработке и обсуждении концепции принимали участие А. А. Гончаров, Д. О. Добровольский, А. А. Дурново, Анна А. Зализ-
няк, В. И. Карпов, М. Г. Кружков и А. В. Шарандин.
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Интеллектуальная словарная система предоста-
вит расширенные функциональные возможности
как лексикографам, так и пользователям слова-
рей. В ИСС предполагается реализовать следующие
фильтры и виды поиска:

– синтаксический фильтр, когда при поиске мо-
гут использоваться признаки синтаксических
конструкций, в которые входит искомое слово;

– статистический фильтр по частотности слов,
что позволит отображать или, наоборот, ис-
ключать при отображении в словаре низко-
частотные слова (частотности слов являются
корпусно-ориентированными), т. е. выше или
ниже заданного порога;

– хронологический фильтр, который позволит
использовать датировку текстов, т. е. в словар-
ной статье могут отображаться примеры пере-
водов только в тех текстах, которые относятся
к заданному пользователем периоду времени;

– поиск по лексикографически значимым катего-
риям: семантические группы слов (времена го-
да, страны света, части речи, дни недели и др.),
функциональные группы слов (например, кон-
некторы, выражающие ЛСО в тексте [17]), типы
устойчивых словосочетаний и т. д.

6 Заключение

Для демонстрации реализуемости предлага-
емого подхода запланировано выполнение серии
проектов. Задача первого из них состоит в раз-
работке и экспериментальной апробации метода
извлечения лингвистического знания из параллель-
ных текстов и кодирование в цифровой среде извле-
ченных, в первую очередь личностных концептов
лексикографа, а также вербальных форм представ-
ления таких концептов с помощью двух ЕЯ: не-
мецкого и русского. Результаты проведенных экс-
периментов позволяют говорить о реализуемости
предлагаемого подхода для форм вербальной мо-
дальности и двух ЕЯ [32–35]. При реализации этого
проекта использовался предлагаемый подход к ко-
дированию концептов лингвистического знания,
извлекаемых при анализе параллельных текстов, на
основе интерфейсов 3-го порядка вида № 8 (см.
рис. 2). В процессе их извлечения иногда возникала
необходимость пополнения СИИ новыми, ранее не
описанными концептами [33,34]. Отметим, что не-
редко в текстах встречались и имплицированные
концепты, не выраженные отдельными словами
или устойчивыми словосочетаниями, извлекаемые
только при семантическом анализе одного или не-
скольких предложений [15].

В заключение отметим, что более сложные проб-
лемы кодирования знания возникают в тех случа-
ях, когда СИИ должна обеспечивать представление
знания одновременно в нескольких модальностях.
Например, когда одновременно используются вер-
бальная и пространственная модальности и ставит-
ся задача поиска в СИИ концептов, тогда модаль-
ность их форм представления при поиске может
быть неизвестна [28]. Для решения подобных проб-
лем необходимо разрабатывать мультимодальные
онтологии, например вербально-образные геотеза-
урусы.
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Abstract: The tasks of encoding concepts of human knowledge in the digital medium of computers and networks
are of particular relevance in connection with the widespread use of artificial intelligence systems in the world. In
the process of expanding the scope of their applications, the range of categories of encoded concepts is increasing.
In addition to conventional concepts, which have stable forms of their presentation, for example, by the words of
natural languages, it is often necessary to encode personal and collective concepts in the digital medium. Moreover,
sometimes, it is necessary to take into account the degree of their socialization (the Wierzbicki&Nakamori’s term)
and reflect the dynamics of their change over time, as well as the stages of their transformation into conventional
concepts. In the time dimension, the spectrum of scales has expanded for describing the dynamics of concepts of
human knowledge. If earlier scales were used with units of measuring the dynamics of concepts in hundreds and
tens of years (less often scales with accuracy up to a year and a month were used), then for personal and collective
concepts, it is necessary to use a scale that fixes their dynamics up to days, and sometimes hours and minutes.
The goal of the paper is to describe the asymmetry problem encountered in the encoding process of concepts in
the digital medium. The asymmetry significantly complicates the processes of representing human knowledge
in artificial intelligence systems. To solve this problem, it is proposed to use at the same time encoding of both
concepts of the listed categories and forms of their expression in the digital medium. The proposed approach is
illustrated by the example of an intelligent vocabulary system that uses encoding of both concepts and words, which
are verbal forms of concept representation.
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ЗАКОНЫ ИНФОРМАТИКИ И СИНЕРГЕТИКИ

В ПОЗНАНИИ СЛОЖНЫХ СИСТЕМ

Р. Б. Сейфуль-Мулюков1

Аннотация: В статье основные законы информатики и синергетики применены для объяснения возникно-
вения и развития такой сложной природной системы, какой представляется нефть. Законы информатики
предполагают неопределенность проявления квантового поведения электронов при создании матрицы
углеводородной молекулы. Динамическая и статическая неопределенность проявляется при поиске
месторождений нефти. Рассматриваются законы синергетики, показывающие способность молекул
к самоорганизации. Новые молекулы в углеводородном флюиде образуются вблизи точек бифуркации,
ассоциированных с изменением термодинамики, структуры и состава пород геологической среды. В при-
ложении к образованию нефти рассматривается понятие аттрактора. Он представляется как бассейн
притяжения всех образовавшихся молекул флюида, в котором формируется состав нефти конкретного
месторождения.
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1 Информатика и сложные
системы (на примере нефти)

Информатика понимается в России как научно-
прикладная дисциплина. Прикладная часть при-
мерно соответствует Information Science в западной
терминологии. Она имеет дело с информацией
в ее историческом значении как данных, сведе-
ний, фактов, которые используются, хранятся,
обрабатываются, распространяются, передаются
с помощью информационных технологий, средств
связи и компьютерных систем. Научная часть, на-
ряду с использованием ее исторического значения,
представляет информацию как категорию, сопоста-
вимую с материей, энергией, временем, движением
и пространством и выражающую их соотношение
и меру, количество и качество в данном природном
или социальном сложном явлении или системе.
Связь этих категорий реальности с информацией
впервые всесторонне обосновал и применил для
объяснения образования и развития сложных при-
родных систем И. Гуревич [1].

Впоследствии законы информатики были при-
менены к нефти как сложной системе неоргани-
ческой природы [2, c. 104–124]. Ее свойства,
вытекающие из законов информатики, включая
существование, развитие, познаваемость, простоту,

неопределенность и необходимое разнообразие, дают
возможность понять природу нефти. Ниже рас-

смотрены только два свойства, наиболее важных
в данном случае.

Неопределенность — понятие математики, фи-
лософии, кибернетики, физики и базовое поня-
тие квантовой механики, которое показывает вза-
имодействие между сопряженными переменными
состояниями элементарных частиц. Неопределен-
ность нефти выражает квантовое поведение элек-
тронов атомов углерода и водорода, проявляюще-
еся при их соединении в молекулу углеводорода
(УВ). При гибридизации перекрываются волновые
функции электронов, создается скрепляющее ато-
мы облако электронов с общим зарядом. Форми-
руется электронно-волновая (квантовая) матрица,
своеобразный генетический код молекулы [3]. Она
сохраняет структурную идентичность данного типа
молекулы УВ при всех изменениях геологических
условий, в которых осуществляется ее миграция
к поверхности. Матрица — физическое явление
субатомного уровня, поэтому в изучении процес-
сов создания сложной системы макроуровня это
неопределенность.

Неопределенность проявляется и при поиске
промышленного скопления нефти. При этом не-
обходимо установить наличие нефти в обязатель-
ной для аккумуляции совокупности трех элементов
геологической среды (ловушка, порода-коллектор
и экран плохо проницаемых пород). Это своеобраз-
ная квартира для месторождения нефти. Неопре-

1Институт проблем информатики Федерального исследовательского центра «Информатика и управление» Российской академии
наук, rust@ipiran.ru
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деленность в том, что не во всякой квартире, точно
установленной в недрах геофизическими метода-
ми, аккумулируется нефть. Эту проблему можно
решить разными техническими и математическими
методами, разделив неопределенность на динами-
ческую и статическую [4].

Необходимое разнообразие как закон ввел Эш-
би [5, с. 202–216]. Он справедлив для сложных
природных систем, включая нефть. Закон устанав-
ливает сопряженность сложности и разнообразия
управляющей и управляемой систем. Нефть не
образуется и не существует сама по себе, автономно
и независимо от состояния и состава окружающей
геологической среды, в которой она развивается.
Взаимодействие и развитие ее частей на всех эта-
пах развития определяется совокупностью факто-
ров среды, которая является управляющей для сис-
темы нефти. Современное разнообразие условий
среды — это основа сложного состава, химического
и структурного разнообразия углеводородных мо-
лекул. Согласно закону Эшби соответствие необ-
ходимого разнообразия и сложности управляемой
системы разнообразию управляющей есть непре-
менное условие самоорганизации и, следовательно,
создания сложной системы.

Для понимания роли законов информатики
и синергетики в познании сложной системы нефти
приведем краткое описание состава и строения ее
частей, т. е. молекул УВ. Нефть на 95% состоит из
атомов углерода и водорода. Они образуют молеку-
лы трех структурных типов: цепные и разветвлен-
ные алканы, алкановые циклы (циклоалканы или
нафтены) и арены (ароматические кольца), а также
их гомологи и комбинации трех основных типов
молекул [6, с. 34–175]. Следовательно, эти атомы —
исходное вещество для образования нефти. Проб-
лема в том, как и где из них образовалась первая
молекула УВ. Автор считает1, что это произошло
при ковалентном соединении этих атомов на глу-
бине с температурой не более 1200 ◦С и давлением
1150 Мпа (см. рисунок).

Первая молекула УВ — метан СН4 — образова-
лась при гибридизации четырех электронных орби-
талей (2s,2px, 2py и 2pz) атома углерода с 1s-орбита-
лями четырех атомов водорода (см. рисунок). При
этом образовалась матрица (см. выше). Образо-
вание метана — современный процесс геосферного
масштаба, вызывающий его глобальную увеличива-
ющуюся эмиссию в атмосферу [7]. Метан известен
в залежах недр суши и скоплениях на дне океана
в виде газогидратов в количестве триллионов кубо-
метров. Он родоначальник генерации миллиардов

тонн нефти, установленных в месторождениях на
всех континентах и их шельфах. Образование ме-
тана знаменует переход от состояния беспорядка
отдельных атомов углерода и водорода в мантии
Земли к их порядку в молекуле в верхней астено-
сфере. По Николису и Пригожину, это первый шаг
к созданию сложности и сложному поведению час-
тей (молекул) и способности развиваться в иное,
более сложное состояние [8, с. 25–35].

В данном случае переход к созданию сложности
означает изменение состояния самой молекулы ме-
тана. На глубинах с температурой более +1200 ◦C
и давлением 1150 МПа незначительный сдвиг рав-
новесия в сторону температуры или давления слу-
жит импульсом для метана. Импульс давления, не
изменяя метан, выдавливает его в область более
низких давлений. Он мигрирует в первозданном
составе к поверхности между кристаллами или по
трещинам в породах размером более 0,56 нм (мак-
симальный размер молекул н-алканов). Встретив
на пути миграции в земной коре ловушку, породу-
коллектор и экран (плохо проницаемые породы),
газ аккумулируется в залежи преимущественно ме-
танового состава.

Термический импульс вызывает гомолитиче-
ский разрыв 2pz-связи атома углерода и связи ато-
ма водорода, последний удаляется. Молекула ме-
тана преобразуется в метильный радикал –CН3,
активную частицу с одной свободной валентной
2pz-связью. В дальнейших преобразованиях части-
ца играет роль матрицы. К ней присоединяется
другая подобная частица. Так образуется молеку-
ла этана С2Н6 (Н3С–СН3). Из этана при разрыве
связи С–Н образуется новая свободная частица —
этильный радикал –C2Н5, одновалентная свобод-
ная частица, к которой присоединяется радикал.
Так образуется пропан С3Н8 (Н3С–СН2–СН3). На-
чинается жизнь метана как совокупности метиль-
ного и других радикалов, составляющих молекулы
УВ. Раздвоение потока метана на его миграцию
в чистом виде и в форме сцепленных радикалов
в цепи алканов происходит вблизи второго уровня
усложнения системы УВ-флюида (см. рисунок).

На глубинах 60–50 км миграция УВ-флюида
происходит при снижении температуры от 1200
до 800 ◦C, а давления геологической среды — от 1150
до 950 МПа. Это создает условия для роста цепи
алканов и одновременного присоединения к ней,
в строго определенном порядке, радикалов, но уже
сбоку цепи. Так появляются разветвленные алка-
ны. Начало их формирования знаменует третью

1Значения температуры и давления вычислены по геотермическому градиенту (+30 ◦C на 100 м) и геостатическому гради-
енту (2,31 МПа на 100 м при средней плотности пород 2,3 г/см3 и 3,1 МПа на 100 м при плотности 3,1 г/см3), отнесенным
к платформенным областям. (Прим. автора.)
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точку резкого изменения состава углеводородного
флюида и сложной системы в целом (см. рисунок).

На глубинах 50–40 км температура литосферы
Земли снижается с 800 до 600 ◦C, а давление —
с 950 до 720 МПа. Внутренний механизм самоорга-
низации системы создает молекулу с более плотной
упаковкой атомов, более прочными межмолекуляр-
ными связами, энергоемкую и мобильную. Для это-
го замыкается цепь с четырьмя, пятью или шестью
атомами углерода в цикл. Формируются молекулы
циклоалканов, называемые нафтенами (см. рису-
нок). При появлении нафтенов ранее сформиро-
ванные молекулы цепных и разветвленных алканов
сохраняются в углеводородном флюиде.

На глубинах 40–30 км температура среды сни-
жается с 600 до 480 ◦C, а давление — с 720
до 690 МПа. Это позволяет системе создавать осо-
бый, ароматический тип связи и одноименную мо-
лекулу — бензол С6Н6. Каждый из шести атомов
углерода бензольного кольца сохраняет три равные
σ-связи — две с соседними атомами углерода и одну
σ-связь с атомом водорода. Четвертый p-электрон
каждого из шести атомов углерода не связан ни
с одним атомом. Эти электроны образуют π-свя-
зи в виде двух электронных облаков, над и под
кольцом, которые выполняют роль валентных ор-
биталей. К ним могут присоединяться радикалы
и другие типы молекул УВ (см. рисунок).

В интервале 30–20 км температура среды снижа-
ется с 480 до 370 ◦C, а давление — с 690 до 460 МПа.
На этих глубинах более разнородная структура
и текстура пород, меньшие температуры и давление
и большая подвижность блоков земной коры созда-
ют условия для более свободного взаимодействия
молекул и их совместной миграции. Открывается
возможность усложнять ранее созданные молекулы
путем соединения цепных алканов с нафтеновыми
циклами и бензольными кольцами, соединять наф-
тены и ароматические УВ в гетероциклы и гете-
роароматические молекулы. Примером преобра-
зования молекул может служить электрофильное
замещение. В молекулах циклического или аро-
матического типа атом углерода или водорода за-
мещается по π-типу связи гетероатомами (электро-
филами). Ими могут быть атомы серы, азота или
кислорода, поскольку имеют свободный валентный
электрон на внешней орбитали (см. рисунок).

2 Синергетика и сложные
системы (на примере нефти)

Синергетика, представленная Хакеном [9], —
это наука о сложности как феномене, самооргани-
зации частей в сложные системы. Признание нефти

сложной природной системой открывает возмож-
ность использовать законы и положения синерге-
тики для того, чтобы наряду с информатикой, гео-
логией и геохимией представить дополнительные
доказательства неорганической, глубинной приро-
ды нефти.

Одно из основных положений синергетики —
самоорганизация частей в сложную систему. Как
феномен ее показал Эшби [10]. Хакен определил
самоорганизацию как процесс упорядочения в про-
странстве и времени открытой системы за счет вза-
имодействия составляющих ее частей [11, с. 147].
Самоорганизация создает порядок из беспоряд-
ка [12, с. 235–240]. В общем виде самоорганизация
в приложении к углеводородным молекулам неф-
ти знаменует начало их сложного поведения. Это
означает корреляцию между молекулами в между-
зерновом пространстве и трещинах в породах гео-
логической среды (до десятых долей миллиметра).
Это расстояния, на многие порядки превышающие
короткодействующие (доли нанометра) межмоле-
кулярные силы. Сложное поведение и корреляция
между частями — это и есть самоорганизация ради
достижения какой-то цели. Достижение как про-
цесс — это миграция флюида, состоящего из УВ (но
не нефти!) в геологической среде.

Н. Винер считал, что существование и развитие
сложной системы имеет цель. Согласно этой идее
углеводородный флюид имеет цель, т. е. конечное
состояние, достигнув которого совокупность моле-
кул УВ превращается в сложную систему. Появле-
ние новых молекул УВ прекращается.

С другой стороны, имеет место нелинейность
саморазвития; преобразование и усложнение моле-
кул не совершается без смысла, просто так. Измене-
нием состояния системы углеводородного флюида
и отбором молекул для дальнейшей миграции к це-
ли руководит системный разум. В системе жидкого
углеводородного флюида системный разум — это
алгоритм считывания природных кодов, своеобраз-
ный выбор типов молекул, которые в точках из-
менения состояния системы привлекаются (до-
пускаются) для дальнейших преобразований или
продолжают миграцию в прежнем виде. Природ-
ными кодами служат квантовые матрицы и инфор-
мация молекул (см. рисунок). Их совокупность
формирует каждый тип молекул УВ. Природный
алгоритм оценивает смысл (необходимость) и усло-
вия наращивания цепи атомов углерода, необходи-
мость и последовательность присоединения к цепи
радикалов, а также смысл преобразования цепи
в циклы, объединения циклов и бензольных колец
в полициклические структуры.

Когерентное (согласованное, коррелирован-
ное) поведение молекул в данном случае означа-
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ет обмен информацией (сигналами) молекул друг
с другом. Молекула построена по квантовой матри-
це [3] и имеет объем информации в битах [2, с. 129–
132]. Это набор природных кодов, по которым
молекулы распознаются в точках бифуркации (см.
ниже). Роль информации в создании сложности
раскрыта в [8, с. 212–217].

Закон синергетики определяет нелинейность

развития сложных систем. На пути миграции воз-
никают переломные точки, в которых постепенные
изменения в системе и в окружающей среде перехо-
дят в скачкообразное изменение качества системы.
В синергетике это точки бифуркации. Феномен
бифуркации имеет прямое отношение к процессу
формирования состава углеводородного флюида.
На схеме (см. рисунок) показано, что на опреде-
ленных глубинных уровнях (точках бифуркации)
система переходит в новое, количественно и каче-
ственно иное состояние. Наряду с ранее созданны-
ми в системе углеводородного флюида образуются
новые типы молекул, более приспособленные для
преобразований и дальнейшей миграции.

Нелинейность развития системы флюида про-
является в непропорциональности результата
и причины, вызвавшей бифуркацию. Небольшой,
практически не регистрируемый тепловой или/и
динамический импульс среды, вызванный геотек-
тоническими процессами в литосфере, начинает
процесс генерации нового качества системы, несо-
поставимый по масштабу с импульсом.

К понятиям синергетики относится аттрактор

(attractor), применяемый в математике, метеоро-
логии, экономике и многих других дисциплинах.
Соответственно, существует множество его опре-
делений и толкований. В зависимости от области
приложения аттрактором может быть точка, линия,
фигура сложной конфигурации или некая область
фазового пространства. Их развернутая характе-
ристика дана в работе [13]. Для представления
значения аттрактора для системы углеводородно-
го флюида вернемся к понятию «цель», которой
является его конечное состояние, к которому он
стремится, — это и есть аттрактор (attraction — при-
тяжение).

В данном случае это сравнительно тонкая сфера
геологической среды на глубинах не более 20 км,
своеобразный бассейн притяжения (attractor basin),
к которому направлены траектории миграции всех
типов и разновидностей молекул углеводородно-
го флюида. Это своеобразный природный склад,
в котором аккумулируются все части, и одновре-
менно цех сборки уже конкретной системы, т. е.
месторождения с определенным набором молекул
УВ. Схематично три их основных типа показаны на
схеме (см. рисунок). Углеводородный флюид в бас-

сейне притяжения, как и на любой стадии миграции
в литосфере, — еще не нефть в залежи в обычном,
тривиальном смысле, а полная совокупность всех
ранее образованных молекул УВ, некий молекуляр-
ный хаос.

Необходим отбор, чтобы их совокупность соот-
ветствовала геологическому строению, составу по-
род, геотектонике, гидрогеологии, тепловому ре-
жиму и многим другим факторам геологической
среды данного, конкретного региона. Это бу-
дет означать, что сложность и разнообразие неф-
ти в данном месторождении соответствуют слож-
ности и разнообразию среды недр, где расположено
месторождение. Соотношение показателей слож-
ности и разнообразия двух системы будут соответ-
ствовать закону необходимого разнообразия Эшби
(см. выше). В этом кроется причина уникальности
углеводородного состава нефти в месторождени-
ях — преимущественно парафиновый, нафтено-
вый, ароматический или смешанный.

Бассейн притяжения, в котором аккумулируют-
ся созданные в литосфере все типы молекул УВ,
с точки зрения второго закона классической термо-
динамики — это молекулярный хаос с повышенной
энтропией. Однако в синергетике энтропия слож-
ных систем может быть мерой их разнообразия,
или многоуровневых состояний со сложным по-
рядком [12, с. 79–80]. В бассейне притяжения из
всего молекулярного хаоса происходит выбор их со-
вокупности, которая соответствует всем геологиче-
ским условиям недр данного конкретного региона.
Месторождения нефти — это более высокий уро-
вень самоорганизации, поскольку каждое из них
имеет уникальный набор частей сложной системы.
Поэтому бассейн притяжения представляет выс-
шую точку бифуркации, за которой формируются
новые сложные системы в виде месторождений,
каждое из которых — уникальная сложность.

3 Заключение

Основные теоретические положения и законы
информатики и синергетики развиты создателями
этих наук во второй половине ХХ в. Они открыли
законы и сформулировали положения, по кото-
рым стало понятно, что биты информации, ато-
мы кристаллов, молекулы веществ, клетки живых
организмов, физические предметы макроуровня,
социальные и экономические категории и явления
трансформируются/самоорганизуются в сложность
и сложные системы. В статье действие этих законов
показано на примере конкретной природной слож-
ной системы, состоящей из частей — молекул УВ.
Ее природа, изучаемая только по законам геоло-
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гии и геохимии, ошибочно трактуется в нефтяной
геологии мира как продукт термолиза биосферного
мусора в верхних горизонтах земной коры. За-
коны и положения информатики и синергетики
в совокупности с законами геологии и геохимии
позволяют раскрыть иную, минеральную природу
нефти, подтверждая идею, высказанную еще Мен-
делеевым [14] и показанную Кудрявцевым [15].

Казалось бы, геологические, экономические
и иные аспекты науки о нефти далеки от информа-
тики и синергетики. Однако, как показано выше,
только конвергенция далеких друг от друга наук да-
ет возможность понять истинную природу и законы
развития нефти как сложной системы.
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Кудрявцев А. А. О представлении гамма-экспоненциального и обобщенного отрица-
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