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МЕТОДЫ ВЫЯВЛЕНИЯ «СЛАБЫХ» ПРИЗНАКОВ НАРУШЕНИЙ

ИНФОРМАЦИОННОЙ БЕЗОПАСНОСТИ∗

А. А. Грушо1, Н. А. Грушо2, Е. Е. Тимонина3

Аннотация: Предложен новый подход к выявлению «слабых» признаков нарушений информационной
безопасности. Исходной информацией для выявления «слабых» признаков нарушений информацион-
ной безопасности инсайдером-злоумышленником служат наблюдаемые потенциальные цели инсайдера-
злоумышленника. Появление новой ценной информации, в которой заинтересован инсайдер-злоумыш-
ленник, вызовет поведенческую реакцию инсайдера-злоумышленника в каких-то информационных
пространствах. Методы поиска таких реакций в различных информационных пространствах являются
целью данной работы. Построена вероятностная модель реакции инсайдера-злоумышленника в случае
повторного появления цели. Показано, что использование многих информационных пространств суще-
ственно повышает возможности выявления влияния цели на поведение инсайдера-злоумышленника.
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1 Введение

Цифровая экономика подразумевает массовое
использование вычислительной техники в бизне-
се. Предполагается, что через сеть (например,
интернет) можно наблюдать за поведением поль-
зователей и связывать это поведение с действиями
нарушителя информационной безопасности.

Проблема поиска инсайдера-злоумышленника
(далее — инсайдера) актуальна и исследовалась
с различных сторон многими учеными. Надо от-
метить наиболее серьезные исследования в этой
области. В рамках программы CERT (Computer
Emergency Response Team) в 2002 г. был органи-
зован центр изучения угроз инсайдера [1]. Работы
CERT носят, в основном, обзорный и методический
характер. Согласно этим исследованиям отмечено
следующее:

– почти всегда для инсайдера характерны специ-
фические особенности поведения. В частности,
отмечается наличие стресса, инициированного
внешними причинами или осознанием проти-
воправности своих действий [2];

– для атаки инсайдером создаются скрытые пути
доступа к информации, которые изобретаются

и реализуются заранее с использованием спе-
цифики информационной системы [3].

Как правило, действия инсайдера в информа-
ционной системе связано с появлением где-либо
аномалий. В 2010 г. DARPA (Defense Advanced Re-
search Projects Agency) начала программу ADAMS
(Anomaly Detection At Multiple Scales) [4] выявле-
ния аномалий в информационных системах. В рам-
ках этой программы реализован проект PRODIGAL
(PROactive Discovery of Insider threats using Graph
Analysis and Learning) [5]. Главной целью проекта
PRODIGAL ставилась разработка подходов к обна-
ружению «слабых сигналов», которые характерны
для хорошо замаскированных действий инсайде-
ров. Предполагается, что «слабые сигналы» при-
сутствуют в действиях и функциях пользователей
компьютерных систем.

Среди целей инсайдеров выделим следующие:

– хищение информации;

– нарушение целостности информации и ресур-
сов.

Один из выводов проекта PRODIGAL состо-
ял в том, что для выявления инсайдеров требуется
дополнительная информация, не связанная с дей-
ствиями пользователей в компьютерных системах,
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т. е. для выявления инсайдера необходимо искать
различные дополнительные источники данных по-
веденческого характера.

В работах [6, 7] построена модель независимого
исследования нескольких информационных про-
странств и предложены формальные методы объ-
единения результатов этих исследований на основе
понятия запрета вероятностной меры [8].

Из работы [5] следует, что многообразие воз-
можностей для действий инсайдера порождает не-
определенность в выборе средств анализа данных.
Отметим, что возможны изощренные пути досту-
па к ценной информации, которые не выявляются
с помощью логов компьютерных систем [3].

В основном поиск аномалий ведется статисти-
ческими методами в условиях множества малых вы-
борок. При использовании этих методов следует
учитывать различные виды шума и возникающих
отсюда ошибок в принятии решений. В работе [9]
показано, что при обработке большого числа малых
выборок либо часто возникают ложные тревоги, ли-
бо существенно увеличивается вероятность потери
правильного решения.

В данной работе предложен подход, отличный
от подходов, указанных выше. Исходной инфор-
мацией для выявления инсайдера служат его на-
блюдаемые потенциальные цели. Допустим, что
квалификация инсайдера достаточно высока для
того, чтобы сделать доступ к ценной информации
«невидимым» для контролеров — офицеров службы
информационной безопасности. Однако допустим,
что новая ценная информация, представляющая
интерес для инсайдера, появляется достаточно ре-
гулярно. Появление новой ценной информации,
в которой заинтересован инсайдер, каким-то неиз-
вестным образом становится ему известной, и это
вызовет его поведенческую реакцию в каких-то ин-
формационных пространствах. Методы поиска та-
ких реакций в различных информационных про-
странствах являются целью данной работы.

Обозначим через — появление цели для инсай-
дера в компьютерной системе. Например, — — это
очередное появление новой ценной информации.
Допустим, что — в обновленном виде повторяется,
т. е. если инсайдер «добывает» ценную информа-
цию в компьютерной системе, то он делает это
неоднократно (и неизвестным образом).

Выделим моменты появления — и обозначим
это множество моментов (+). События — позво-
ляют выделить «разумные» сегменты наблюдаемых
событий в процессах ожидаемой реакции инсай-
дера в выбранном информационном пространстве.
Множество этих интервалов также будем обозна-
чать (+). Если цели — отражаются в наблюдаемом
процессе в выбранном информационном простран-

стве, то возникают некоторые повторы реакций
в выделенных сегментах (+). Эти повторы могут
появляться нерегулярно, поэтому их можно отнес-
ти к «слабым влияниям».

Обозначим через (−) данные в наблюдаемом
процессе в выбранном информационном простран-
стве вне интервалов (+). Отсюда появляется воз-
можность сравнения и выявления неслучайных
повторов искомых поведенческих реакций. Ес-
ли появлений — набирается достаточно много, то
выявление влияния — на наблюдаемый процесс
в выбранном информационном пространстве мо-
жет быть хорошо заметно.

Решение задачи выявления влияния — на на-
блюдаемый процесс в выбранном информацион-
ном пространстве может вестись несколькими спо-
собами:

– логическими методами [10] — выделение зна-
ний из фактов;

– статистическими методами [11] — выделение
вкраплений, используя данные (−) для форми-
рования понятия «обычное поведение».

В отличие от [11], в поиске влияния — порядок
интервалов оказывается несущественным.

Работая статистическими методами, необходи-
мо иметь в виду, что возможно случайное появление
признаков, которые можно было бы считать вли-
янием. Поэтому надо выявлять различия между
появлением искомых признаков (+) и (−).

2 Математическая модель

Построим математическую модель влияния по-
явления целей для инсайдера на аспекты его по-
ведения. Пусть в бизнес-процессе организации
и в порождаемых им информационных техноло-
гиях возникают события —, которые предположи-
тельно интересны для инсайдера. Предположим,
что рассматривается информационное простран-
ство, в котором могут проявиться действия или из-
менения поведения инсайдера при появлениях —.
Пусть время tдискретно и офицер безопасности мо-
жет синхронизировать появление—и наблюдаемый
в информационном пространстве процесс событий
ξ+(t), t = 1, 2, . . ., который может отражать реак-
цию инсайдера на —. Предположим, что офицер
безопасности знает допустимые времена задержки,
которые происходят между событиями—и возмож-
ным влиянием этих событий на поведение инсай-
дера. Эти выделенные сегменты обозначим (+).
Пусть имеется возможность наблюдать независи-
мый аналогичный процесс ξ−(t), t = 1, 2, . . ., без
событий— и вне временн‚ых сегментов.
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Определим универсальный язык L значений
наблюдаемого процесса в информационном про-
странстве следующим образом. Поскольку целью
исследования являются действия инсайдера и их
характеристики, то алфавит A в языке L — это
пары (действия, значения характеристик при вы-
полнении действий). Выражения языка L состоят
из одной или нескольких букв алфавитаA.

Пример. Пусть наблюдаются звонки пользователей.
Тогда алфавит A состоит из пар (звонок, номер).
Выделенные (+) пары в моменты — не означают,
что именно данный звонок надо рассматривать как
признак влияния. Однако выделение нескольких
выражений после очередного появления — может
нести информацию о влиянии.

В качестве основной исследуемой характери-
стики будем изучать превышение повторов неко-
торых букв или выражений в множестве (+) над
аналогичными характеристиками, типичными для
множества (−) для пользователя. С этой целью
необходимо исследовать возможности случайных
повторений в множестве (−). Будем считать, что
буквы алфавита или выражения из выделенного
фиксированного множества появляются равнове-
роятно и независимо друг от друга (распределения
можно оценивать из практики).

Воспользуемся сделанным ранее замечанием,
что, в отличие от модели [10], в данной задаче
представляют интерес только повторы букв или вы-
ражений. Тогда моделью для множества (−) служит
классическая задача размещения частиц по ячей-
кам [12]. Пусть все рассматриваемые выражения
имеют фиксированную длину h. Предположим, что
в множестве всех выражений длины h в алфавитеA
определена равновероятная мера. Эти выражения
будем рассматривать как уникальные имена ячеек,
тогда последовательность ξ−(t), t = 1, 2, . . ., бу-
дет формально распределять различные частицы по
этим ячейкам.

Задача о выявлении повторений сводится к су-
ществованию ячеек, число частиц в которых пре-
вышает некоторый порог, определяемый из моде-
ли (−). Пороги заполнения ячеек можно получить
из данных модели (−).

Рассмотрим вероятностную схему размеще-
ния n частиц по N ячейкам [13]. Обозначим ηi

число частиц в ячейке с номером i, i = 1, . . . , N .
Пусть η(1), . . . , η(N) — вариационный ряд, постро-
енный по набору (η1, . . . , ηN ), где η(1) — минималь-
ное число частиц в ячейке, а η(N) — максимальное
число. Обозначим

α =
n

N
; pk =

αk

k!
e−α , k = 0, 1, . . .

Предельное поведение η(N) описывается, на-
пример, следующей теоремой.

Теорема 1 [13]. Если n,N → ∞, α/ lnN → 0 и r =
= r(α,N) выбрано так, что r > 0 и Npr → λ, где

λ — положительная постоянная, то

P
{
η(N) = r − 1

}
→ e−λ ;

P
{
η(N) = r

}
→ 1− e−λ .

Вернемся к примеру. Пусть у подозреваемо-
го инсайдера 50 телефонных номеров. Рассмотрим
h = 1,N = 50,

√
N ≈ 7,07, аn— сумма длин сегмен-

тов (+). Согласно [13], в асимптотике приn,N → ∞
и n =

√
N возможны случайные повторения. По-

этому очевидно, что для такого короткого объема
данных (+) поиск повторений не имеет смысла.

Однако можно рассмотреть повторы выраже-
ний, состоящих из трех упорядоченных звонков
(которые могут быть разнесены между другими
звонками), попавших в отдельные сегменты (+).
В данном случае асимптотика работает достаточно
уверенно, а именно: N = 503 = 125 · 103,

√
N ≈

≈ 353,55.
Предположим, что множество сегментов (+) со-

стоит из 5 сегментов длиной 10 каждый и все подпо-
следовательности длиной 3 независимы и равнове-
роятны. В каждом сегменте содержится n = 720
подпоследовательностей длиной 3. Тогда необ-
ходимо оценить возможности появления повторов
в аналогичном наборе сегментов (−). Выбранные
параметры показывают, что каждый сегмент при-
близительно удовлетворяет условиям теоремы 1 для
r = 2 при λ ≈ 2. Это означает, что в одном сег-
менте возможны повторы, но не более двух раз для
одного знака. Поэтому в данных (−) целесообразно
рассматривать возможность повторов трехчленных
выражений по одному в каждом из трех сегментов,
т. е. целесообразно рассматривать 3 сегмента B, C
и D, длиной 10 букв каждый, так как в любых двух
сегментах возможны указанные повторения выра-
жений (по одному в каждом).

Выделим по одному фиксированному месту
в каждом из сегментов C и D. Вероятность то-
го, что на этих местах расположены одинаковые
фиксированные буквы, равна 1/N2. Вероятность
того, что первая буква сегмента B совпадает с бук-
вой в выделенных местах сегментов C и D, рав-
на 1/N2, а вероятность того, что на первом месте
сегментаB находится буква, не совпадающая с бук-
вой в выделенных местах сегментов C и D, равна
1 − 1/N2. Вероятность того, что ни одна буква
из сегмента B не совпадет с буквой в выделенных
местах сегментов C и D, равна (1 − 1/N2)720. То-
гда вероятность хотя бы одного совпадения буквы
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в сегменте B и в фиксированных местах сегмен-
товC иD равна 1− (1− 1/N2)720. Отсюда получаем
среднее число повторов букв одновременно в B, C

и D: 7202
(

1−
(
1− 1/N2

)720
)

.

Оценку искомой вероятности получаем из не-
равенства Маркова [14] и полученной формулы
для математического ожидания. Отсюда получа-
ем оценку искомой вероятности:

7203

(125 · 103)2
∼= 0,024 .

Аналогично получаем оценку вероятности
встретить такой повтор в трех из пяти сегментов:

(
5
3

)

· 0,024 = 0,24 .

Этот результат можно считать подтверждением на-
личия влияния.

3 Случай многих
информационных пространств

Различные информационные пространства мо-
гут в совокупности повышать уверенность в на-
личии влияния — на поведение инсайдера. Для
простоты рассмотрим следующую схему.

Пусть определены два информационных про-
странства IS1 и IS2 и мощность каждого из них рав-
на N . Пусть по-прежнему существует возможность
синхронизации событий — с последовательностью
значений во всех информационных пространствах,
т. е. в предположении дискретного времени значе-
ния рассматриваемых процессов во всех простран-
ствах описываются векторами xn, n = 0, 1, . . ., где

xn =
(

ξ
(1)
n , ξ

(2)
n

)

, ξ(i)n ∈ ISi, i = 1, 2. Опять сведем

задачу к поиску повторений и для этого исполь-
зуем вероятностную схему размещения частиц по
ячейкам [13].

Одновременное влияние в информационных
пространствах IS1 и IS2 описывается увеличением
числа повторений по каждой координате в m сег-
ментах (+) длины n последовательностей xt, t =
= 0, 1, . . . Если n и N удовлетворяют теореме 1 при
r = 2, то возможны случайные пары повторений
по каждой координате вектора xt. Поэтому не-
обходимо рассматривать тройные повторения по
каждой координате. Выберем произвольным обра-
зом одно из информационных пространств. Число
троек возможных сегментов в этом пространстве

равно

(
m
3

)

.

В схеме (−) вероятность того, что данная тройка
содержит один и тот же элемент на фиксированных
местах, равна N · 1/N3. Тогда математическое ожи-
дание числа повторов длины 3 во множестве сег-
ментов выбранного информационного простран-

ства равно

(
m
3

)
n3

N2
.

Пусть n =
√
N , тогда указанное математическое

ожидание имеет порядок

(
m
3

)

/
√
N .

Используя неравенство Маркова [14], получим
оценку вероятности появления тройки повторений
в различных сегментах одного информационного
пространства. Независимость координат векто-
ра xt позволяет оценить вероятность случайного
возникновения влияния в информационных про-

странствах IS1 и IS2 следующим образом:

(
m
3

)2

/N .

4 Заключение

В работе рассмотрена задача выявления инсай-
дера по изменению его поведения при появлении
цели его преступной деятельности. Предположим,
что инсайдер обладает временем и интеллектом,
чтобы скрыть от офицеров информационной без-
опасности, откуда и как он получает информацию
о цели преступной деятельности. В связи с этим не-
обходимо искать «следы» его интереса к цели в раз-
личных информационных пространствах, которые
доступны наблюдению офицеру информационной
безопасности.

Построена вероятностная модель реакции ин-
сайдера в случае повторного появления цели. Пока-
зано, что использование многих информационных
пространств существенно повышает возможности
выявления влияния цели на поведение инсайдера.

Отметим, что асимптотические результаты ис-
пользуются в основном как «путеводная звезда»,
позволяющая правильно сформировать условия по-
иска влияния.
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ОБ АСИМПТОТИКЕ КЛАСТЕРНОГО КОЭФФИЦИЕНТА

КОНФИГУРАЦИОННОГО ГРАФА С НЕИЗВЕСТНЫМ

РАСПРЕДЕЛЕНИЕМ СТЕПЕНЕЙ ВЕРШИН∗

Ю. Л. Павлов1

Аннотация: Рассматриваются конфигурационные графы со случайными одинаково распределенными
степенями вершин. Степень каждой вершины равна числу выходящих из нее различимых полуребер.
Граф строится путем попарного равновероятного соединения полуребер друг с другом для образования
ребер. Такой граф допускает петли и кратные ребра. Конфигурационные графы широко используются
для моделирования сложных сетей коммуникаций, включая интернет, социальные, транспортные, теле-
фонные сети. Распределение степеней вершин может быть неизвестным. Предполагается только, что оно
имеет конечное математическое ожидание и либо дисперсия тоже конечна, либо выполнены некоторые
достаточно слабые ограничения на асимптотическое поведение хвоста распределения. Обсуждаются по-
нятие кластерного коэффициента и его свойства в таких графах. При стремящемся к бесконечности числе
вершин доказана предельная теорема для кластерного коэффициента. Найдены условия, при которых
этот коэффициент неограниченно возрастает.

Ключевые слова: случайные графы; конфигурационные графы; кластерный коэффициент; предельные
теоремы

DOI: 10.14357/19922264190302

1 Введение

Случайные графы широко используются для мо-
делирования сложных сетей коммуникаций, таких
как интернет, системы мобильной связи, социаль-
ные, транспортные, электрические сети и др. Наи-
более полный обзор таких моделей можно найти
в книге [1]. Известно, что, хотя сети и имеют раз-
личную природу, они обладают общими свойства-
ми. Одним из важнейших свойств является эмпи-
рически установленный факт, что степени вершин
в графах, моделирующих сети, можно считать неза-
висимыми одинаково распределенными случайны-
ми величинами. При этом число вершин, степень
которых не меньше k, при достаточно больших k
пропорционально k−τ , где τ > 0. Поэтому рас-
пределение случайной величины ξ, равной степени
любой вершины, можно представить следующим
образом:

P{ξ > k} = h(k)

kτ , k = 1, 2, . . . , (1)

где h(k) — медленно меняющаяся функция. В на-
стоящее время существуют два основных клас-
са случайных графов, удовлетворяющих усло-

вию (1). Это графы предпочтительного присоеди-
нения, идея которых была изложена в [2], и конфи-
гурационные графы, впервые предложенные в [3].

Будем рассматривать конфигурационные графы
с N вершинами, степени которых ξ1, . . . , ξN явля-
ются независимыми случайными величинами с рас-
пределением (1). Степень каждой вершины равна
числу выходящих из нее полуребер, т. е. ребер, для
которых смежные вершины еще не определены. Все
полуребра занумерованы в произвольном порядке.
Сумма степеней вершин любого графа должна быть
четной, поэтому в случае нечетной суммы в граф
добавляется дополнительная вершина единичной
степени. В статье [4] отмечалось, что эта дополни-
тельная вершина, вместе с инцидентным ей ребром,
не влияет на асимптотические свойства графа при
N → ∞. Поэтому далее не будем учитывать допол-
нительную вершину в случае ее появления.

Построение конфигурационного графа со слу-
чайными степенями вершин завершается путем по-
парного равновероятного соединения полуребер
друг с другом для образования ребер. Посколь-
ку такое соединение проводится без ограничений,
в графе возможно появление петель и кратных ре-

∗Финансовое обеспечение исследований осуществлялось из средств федерального бюджета на выполнение государственного
задания Карельского научного центра Российской академии наук (Институт прикладных математических исследований КарНЦ
РАН).

1Институт прикладных математических исследований Федерального исследовательского центра «Карельский научный центр
Российской академии наук», pavlov@krc.karelia.ru
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бер. Ранее был доказан ряд предельных теорем
о степенной структуре конфигурационных графов,
описывающих асимптотическое поведение числа
вершин заданной степени и максимальной степени
вершин (см. [5, 6] и библиографию в них). Зна-
чительное внимание было уделено условным гра-
фам при условии, что число ребер известно. Такие
случайные графы полезны при моделировании се-
тей, в которых можно оценить число связей. Но
и для сетей без ограничений разумно использовать
результаты об условных графах, усредняя их по из-
вестным распределениям числа ребер. В последние
годы при изучении графов, степени которых име-
ют распределение вида (1), внимание исследовате-
лей привлечено не только к свойствам степенной
структуры, но и к другим числовым характеристи-
кам, более подробно описывающим особенности
сетей (см., например, [7]). Одной из важнейших
таких характеристик служит кластерный коэффи-
циент. В следующем разделе дается определение
этого коэффициента и обсуждаются некоторые его
свойства, а в последнем разделе доказывается тео-
рема о предельном поведении кластерного коэф-
фициента при стремлении к бесконечности числа
вершин графа.

2 Кластерный коэффициент

Для того чтобы дать определение кластерно-
го коэффициента, воспользуемся терминологией
и обозначениями из [1]. Рассмотрим граф G =
= G(V,E) с N вершинами, образующими множе-
ство V, и с множеством реберE.Пусть (ij) означает
ребро из E, соединяющее вершины i, j ∈ V. Обо-
значим через i, j, t три разных вершины графа. Если
(ij), (jt), (ti) ∈ E, то будем говорить, что верши-
ны i, j, t образуют треугольник в G. Введем сумму

WG =
∑

16i,j,t6N

I{(ij), (jt) ∈ E} =

= 2
∑

16i<j<t6N

I{(ij), (jt) ∈ E},

где I{A} — индикатор событияA. Пусть также

–G =
∑

16i,j,t6N

I{(ij), (jt), (ti) ∈ E} =

= 6
∑

16i<j<t6N

I{(ij), (jt), (ti) ∈ E}.

Кластерным коэффициентомCG графаG назы-
вается величина

CG =
–G

WG
. (2)

Таким образом, CG равен отношению утроенно-
го числа различных треугольников графа к числу
различных пар смежных ребер. Поэтому коэффи-
циент (2) можно интерпретировать как вероятность
того, что если у произвольной вершины i имеются
две смежные с ней вершины j и t, то существует так-
же и ребро (jt). Заметим, что ребро (jt) может быть
кратным, тогда вершины i, j, t при фиксированных
ребрах (ij) и (it) образуют несколько треугольни-
ков, число которых равно кратности ребра (jt).

Обозначим

pk = P {ξi = k} , k = 1, 2, . . . , i = 1, . . . , N . (3)

Далее будем считать, что распределение степени
любой вершины имеет конечное математическое
ожидание

m =

kmax∑

s=1

sps, (4)

где kmax — максимально возможная степень вер-
шины.

Пусть произвольные вершины iи j (i 6= j)соеди-
нены ребром (ij), а в случае нескольких таких ребер
рассмотрим одно из них. Если при построении гра-
фа из вершины j выходит k + 1 полуребро, то одно
из них необходимо для формирования ребра (ij),
а остальные k полуребер могут быть использованы
произвольно. Обозначим qk вероятность того, что
степень вершины j равна k без учета ребра (ij).В [7]
показано, что

qk =
(k + 1)pk+1

m
, k = 0, 1, . . . , kmax − 1 . (5)

Рассмотрим случай, когда кроме вершины j су-
ществует еще и другая смежная с i вершина t. Оче-
видно, что если вершины j и t имеют степени kj +1
и kt + 1 соответственно, то число способов образо-
вания ребра (jt) равно kjkt.Поэтому в [7] доказано,
что для рассматриваемых конфигурационных гра-
фов кластерный коэффициент (2) имеет вид:

CG =

(∑kmax−1

k=1
kqk

)2

Nm
. (6)

В статье [4] утверждается, что медленно меня-
ющаяся функцияh(k)в распределении (1) не влияет
на асимптотические свойства графа при N → ∞,
и поэтому предложено использовать простейший
случай h(k) = 1. Тогда из (1) и (3) следует, что
kmax =∞ и

pk =
1

kτ − 1

(k + 1)τ
, k = 1, 2, . . . , τ > 0 . (7)
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Отсюда следует, что при k → ∞

pk ∼ τ

kτ+1 . (8)

Известно [1], что для большинства реальных сетей
τ ∈ (1, 2). Однако в некоторых случаях, например
при моделировании лесных пожаров [8], оказалось,
что τ > 2.

В [5] рассматривалось обобщение этой моде-
ли, в котором предполагалось, что распределение
степеней вершин конфигурационного графа неиз-
вестно и имеется только следующее ограничение на
поведение pk при k → ∞:

pk ∼ d

kg(ln k)h
, (9)

где d > 0, g > 1, h > 0. Понятно, что распределе-
ние (7), в силу (8), удовлетворяет условию (9) при
d = τ , g = τ + 1 и h = 0. В [5] приведены также
и другие примеры распределений вида (7), приво-
дящие к (9). К числу таких примеров относятся
и модели с распределением (1) степеней вершин,
в котором параметр τ является случайной величи-
ной. Заметим еще, что если g > 3 или g = 3,
h > 1, то из (9) следует, что распределение ξ имеет
конечную дисперсию.

В следующем разделе будет доказана теорема
о предельном поведении кластерного коэффици-
ента (6) в случайном конфигурационном графе
с неизвестным распределением степеней вершин,
имеющим конечную дисперсию либо удовлетворя-
ющим условию (9).

3 Предельная теорема

Обозначим ξ(N) максимальную степень верши-
ны в графе:

ξ(N) = max
16s6N

ξi.

Целью данной статьи является получение сле-
дующего результата.

Теорема. Пусть N → ∞. Тогда с вероятностью,

сколь угодно близкой к единице, справедливы следу-

ющие утверждения.

1. Если дисперсия ξ конечна, то

CG = O

(
1

N

)

.

2. Если g = 3, h = 1, то

CG ∼ (d ln lnN)
2

m3N
.

3. Если g = 3, h < 1, то

CG ∼
(

d

1− h

(
lnN

2

)1−h
)2

1

m3N
.

4. Если 1 < g < 3, то существует постоянная B
такая, что N1/(g−1)/B 6 ξ(N) 6 BN1/(g−1)

и при условии ξ(N) = uN1/(g−1), 0 < u < ∞,
имеет место соотношение:

CG ∼
(
du3−g

3− g

)2(
g − 1
lnN

)2h
N (7−3g)/(g−1)

m3
.

Замечание. Нетрудно видеть, что при выполнении
условия 4 теоремы, если g > 7/3 или g = 7/3, h > 0,
то CG → 0, если g = 7/3, h = 0, то CG стремит-
ся к зависящей от u константе, а если g < 7/3, то
CG → ∞. Такое явление объясняется тем, что при
малых значениях g пара смежных ребер (ij) и (it),
как упоминалось выше, может образовывать зна-
чительное число треугольников при наличии крат-
ных ребер вида (jt). Это свойство было описано
в [7], где рассматривались модели, в которых pk =
= 1/(kτζ(τ)), k = 1, 2, . . ., τ > 1, а ζ(τ) — значение
дзета-функции Римана в точке τ.
Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы. Пусть распределе-
ние ξ имеет конечную дисперсию. Тогда из (5)
следует, что ряд›∞k=1kqk сходится и из (6) непосред-
ственно вытекает первое утверждение теоремы.

Нетрудно видеть, что

P
{
ξ(N) < x

}
= (1− P {ξ > x})N . (10)

Пусть g = 3, h 6 1.Тогда из (9) находим, что при
x→ ∞

P {ξ > x} = d(1 + o(1))
∑

k>x

1

k3(ln k)h
=

= d(1 + o(1))

∞∫

x

dy

y3(ln y)h
. (11)

Из (11) следует, что для любого сколь угодно малого
δ > 0

d

∞∫

x

dy

y3+δ
< P {ξ > x} < d

∞∫

x

dy

y3
. (12)

Положим x =
√

N/z, где 0 < z < ∞. Тогда для
любого фиксированного z > 0 из (12) находим, что

P

{

ξ >

√

N

z

}

<
dz

2N
. (13)
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Если же x = (zN)1/(2+δ), то

P
{

ξ > (zN)1/(2+δ)
}

>
d

(2 + δ)zN
. (14)

Из (10), (13) и (14) следует, что вероятность

P
{

(εN)1/(2+δ) < ξ(N) <
√

N/ε
}

может быть сдела-

на сколь угодно близкой к единице выбором до-
статочно малых положительных ε и δ. Поэтому до-
статочно рассмотреть множество графов, в которых
ξ(N) = u

√
N, где (ε/N δ/2)1/(2+δ) < u < 1/

√
ε. То-

гда из (4), (5) и (9) получаем, что при выполнении
условия 2 теоремы и при достаточно больших нату-
ральных D

u
√

N∑

k=1

kqk = C +
d(1 + o(1))

m

u
√

N−1∑

k=D

1

k ln k
, (15)

где C — некоторая положительная постоянная. За-
меняя суммирование интегрированием, нетрудно
получить, что

u
√

N−1∑

k=1

kqk ∼ d

m

u
√

N∫

D

dy

y ln y
∼ d ln lnN

m
.

Отсюда и из (6) следует второе утверждение тео-
ремы.

Если g = 3 и h < 1, то, рассуждая аналогично,
приходим к выводу, что

u
√

N−1∑

k=1

kqk =
d

m(1− h)

(
lnN

2

)1−h

(1 + o(1)) .

Третье утверждение теоремы вытекает отсюда
и из (6).

Пусть 1 < g < 3. Аналогично предыдущему слу-
чаю нетрудно показать, с помощью (10), что ве-

роятность P
{

(εN)1/(g+δ−1) < ξ(N) < (N/ε)
1/(g−1)

}

можно сделать сколь угодно близкой к едини-
це, выбрав достаточно малые ε, δ > 0. Если
ξ(N) = uN1/(g−1), (ε/N δ/(g−1))1/(g+δ−1) < u <

< 1/ε1/(g−1), то по аналогии с (15) видим, что

uN1/(g−1)
∑

k=1

kqk =

= C +
d(1 + o(1))

m

uN1/(g−1)−1∑

D

1

kg−2(ln k)h
. (16)

Заметим, что при N → ∞

uN1/(g−1)−1∑

D

1

kg−2(ln k)h
=

= (1 + o(1))

uN1/(g−1)
∫

D

dy

yg−2(ln y)h
. (17)

Рассматривая последний интеграл как функцию
верхнего предела и используя правило Лопиталя,
получаем, что при x→ ∞

x∫

D

dy

yg−2(ln y)h
∼ x3−g

(3 − g)(lnx)h
.

Отсюда и из (16), (17) следует, что

uN1/(g−1)−1∑

k=1

kqk =

=
du3−gN (3−g)/(g−1)

m(3− g)

(
g − 1
lnN

)h

(1 + o(1)),

и из (6) получаем последнее утверждение теоремы.
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Аннотация: Рассматриваются некоторые модели массового обслуживания с неполно заданными ин-
тенсивностями. Авторы изучают систему Mt/Mt/S с произвольным числом серверов S и систему
Mt/Mt/S/S (модель Эрланга) с интенсивностями, удовлетворяющими соответствующим условиям. Для
получения оценок скорости сходимости используется понятие логарифмической нормы операторной
функции и связанные с ней оценки нормы матрицы Коши.

Ключевые слова: система массового обслуживания; неполно заданные интенсивности; скорость сходи-
мости; эргодичность; логарифмическая норма; Mt/Mt/S; Mt/Mt/S/S
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1 Введение

В работе изучаются простые нестационарные
системы обслуживания Mt/Mt/S/S и Mt/Mt/S
в ситуации, когда интенсивности поступления и об-
служивания требований являются 1-периодически-
ми функциями времени и известны не сами эти
функции, а их «средние» значения, т. е. числа

λ∗ =

1∫

0

λ(t) dt ; µ∗ =

1∫

0

µ(t) dt .

Такого типа модели (в которых известны не сами
интенсивности поступления и обслуживания тре-
бований, а какие-либо их характеристики) доста-
точно часто встречаются в современной литературе
(см., например, [1–6]).

Оценки скорости сходимости для рассматрива-
емых моделей в стационарной и нестационарной
ситуациях изучались во многих работах, (см., на-
пример, [7–17] и приведенную в этих работах биб-
лиографию).

Сами эти модели достаточно стандартны, они
характеризуются числом серверов S, а также ин-
тенсивностями поступления и обслуживания тре-
бований λ(t) и µ(t) соответственно.

Число требований X(t) описывается неодно-
родным процессом рождения и гибели (ПРГ):

– для системыMt/Mt/S/S с конечным простран-
ством состояний 0, 1. . . . , S и интенсивностями
λk(t) = λ(t) и µk(t) = kµ(t);

– для системы Mt/Mt/S со счетным простран-
ством состояний 0, 1. . . . , S, . . . и интенсивно-
стями λk(t) = λ(t) и µk(t) = µ(t)min(k, S).

Функции λ(t) и µ(t) предполагаются неотрица-
тельными, 1-периодическими и интегрируемыми
на [0, 1].

Обозначим через

pij(s, t) = Pr {X(t) = j |X(s) = i} ,
i, j ≥ 0 0 ≤ s ≤ t ,

переходные вероятности процесса X = X(t), а его
вероятности состояний — через

pi(t) = Pr {X(t) = i} .

Будем обозначать через ‖•‖ l1-норму вектора
и матрицы, т. е. ‖x‖ =∑ |xi|, а ‖B‖ = maxj

∑

i |bij |
при B = (bij)

S
i,j=0, а через Ÿ — множество всех

стохастических векторов, т. е. множество векторов
с неотрицательными координатами и единичной
l1-нормой.

Через E(t, k) = E {X(t) |X(0) = k } будем да-
лее обозначать математическое ожидание процесса
(среднее число требований) в момент t при усло-
вии, что в нулевой момент времени он находится
в состоянии k.

∗Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда (проект 19-11-00020).
1Вологодский государственный университет; Институт проблем информатики Федерального исследовательского центра «Ин-

форматика и управление» Российской академии наук; Вологодский научный центр Российской академии наук, a zeifman@mail.ru
2Вологодский государственный университет, yacovi@mail.ru
3Вологодский государственный университет, ksushakiseleva@mail.ru
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Напомним, что марковская цепь X(t) называ-
ется слабо эргодичной, если ‖p∗(t) − p∗∗(t)‖ → 0
при t → ∞ для любых начальных условий p∗(s),
p∗∗(s) и любом s ≥ 0. Марковская цепь X(t) имеет
предельное среднее φ(t), еслиE(t, k)−φ(t)→ 0 при
t→ ∞ и любом k.

2 Оценки для системы
Mt/Mt/S/S

Прежде всего отметим, что слабая эргодич-
ность X(t) эквивалентна условию λ∗ + µ∗ > 0, это
вытекает, например, из следствия 1 [15].

Сформулируем получаемые оценки отдельно
для каждого из двух случаев.
Теорема 1. Пусть µ∗ > 0. Тогда X(t) имеет предель-

ный 1-периодический режим

π(t) = (π0(t), π1(t), . . . , πS(t))
T

и соответствующее предельное среднее

φ(t) =

S∑

k=0

kπk(t)

и при любом t ≥ 0 выполняются следующие оценки

скорости сходимости:

‖p∗(t)− π(t)‖ ≤ 8Se−µ∗(t−1) (1)

при любых начальных условиях;

|E(t, k)− φ(t)| ≤ 8S2e−µ∗(t−1) (2)

при любом k. При λ∗ > 0 вместо (1) и (2) справедлива

оценка:

‖p∗(t)− π(t)‖ ≤ 8Se−λ∗(t−1)/S . (3)

Для д о к а з а т е л ь с т в а теоремы 1 рассмотрим
положительные числа di и положим

d = inf
i≥1

di = 1 ; W = inf
i≥1

di

i
;

gi =

i∑

n=1

dn; G =

S∑

i=1

di.

Рассмотрим теперь выражения:

αk (t) = λk (t) + µk+1 (t)−

− dk+1

dk
λk+1 (t)−

dk−1
dk

µk (t) , k ≥ 0 ;

β∗ (t) = inf
k≥0

αk (t) . (4)

Тогда, применяя соответствующее преобразо-
вание прямой системы Колмогорова, из след-
ствия 1 [15] получаем такие оценки:

‖p∗(t)− π(t)‖ ≤ 8G
d
e−

∫
t
0

β∗(τ)dτ ;

|E(t, k)− φ(t)| ≤ 8G
W

e−
∫

t
0

β∗(τ)dτ .

Положим вначале все di = 1, тогда все αk(t) =
= β∗ = µ(t), и с учетом неравенства

e−
∫ t
0

µ(τ) dτ ≤ e−
∫ [t]
0 µ(τ) dτ ≤ e−µ∗(t−1)

получаем оценки (1) и (2).
Теперь, следуя ходу рассуждений теоремы 93

из [13], положим

d1 = 1 ; dk+1 =
S − 1
S

dk < 1 .

Тогда получим все αk(t) > λ(t)/S, откуда β∗ ≥
≥ λ(t)/S. При этомG ≤ S, а e−

∫
t
0

λ(τ) dτ ≤ e−λ∗(t−1)

и, значит, справедливо неравенство (3).

3 Оценки для системы Mt/Mt/S

Отметим, что для наличия слабой эргодичности
достаточно, чтобы выполнялось условие λ∗ < Sµ∗.

Рассмотрим треугольную матрицу D:

D =








d1 d1 d1 · · ·
0 d2 d2 · · ·
0 0 d3 · · ·
...

...
. . .

. . .








и пространства последовательностей l1D:

l1D =
{
z = (p1, p2, . . .)

T : ‖z‖1D ≡ ‖Dz‖ <∞
}

и l1E :

l1E =
{

z = (p1, p2, . . .)
T : ‖z‖1E ≡

∑

k|pk| <∞
}

.

Выберем число δ ∈ (1, S/(S − 1)).Тогда, как по-
казано в [13, параграф 4.2], в (4) получается

β∗ (t) ≥ (Sµ(t)− δλ(t))
(
1− δ−1

)
.

А теперь, применяя теорему 1 и следствие 1 из
работы [17], получаем общие оценки:

‖p∗(t)− p∗∗(t)‖1D ≤

≤ 4e
−

t∫

0

β∗(τ)dτ ∑

i≥1
gi|p∗i (0)− p∗∗i (0)| ;

‖p∗(t)− p∗∗(t)‖1E = |φ(t) − E(t, k)| ≤

≤ 4

W
e
−

t∫

0

β∗(τ)dτ ∑

i≥1
gi|p∗i (0)− p∗∗i (0)|
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при любом t ≥ 0 и любых начальных условиях p∗(0)
и p∗∗(0).

Далее, имеем в 1-периодическом случае

e
−

t∫

0

(Sµ(τ)−δλ(τ))(1−δ−1) dτ
≤

≤ e
−
[t]∫

0

(Sµ(τ)−δλ(τ))(1−δ−1) dτ
e

t∫

[t]

δλ(τ)(1−δ−1) dτ

≤
≤ eλ∗(δ−1)−(Sµ∗−δλ∗)(1−δ−1)(t−1).

Теорема 2. Пусть λ∗ < Sµ∗. Тогда X(t)
имеет предельный 1-периодический режим π(t) =

= (π0(t), π1(t), . . . , )
T

и соответствующее предель-

ное среднее φ(t) =
∑

k≥0 kπk(t) и выполняются сле-

дующие оценки скорости сходимости:

‖p∗(t)−π(t)‖1D ≤ 4eλ∗(δ−1)−(Sµ∗−δλ∗)(1−δ−1)(t−1)×
×
∑

i≥1
gi|p∗i (0)− πi(0)| ;

|φ(t) − E(t, k)| ≤

≤ 4gk

W
eλ∗(δ−1)−(Sµ∗−δλ∗)(1−δ−1)(t−1).

4 Примеры

Рассмотрим модели систем обслуживания
Mt/Mt/S/S и Mt/Mt/S с интенсивностями µ = 1,
λ(t) = λ(1 +M sin 2πωt) и различными вариация-
ми «амплитуды» M и «частоты» ω. Выбор S = 100
в первом примере обусловлен возможностью непо-
средственного вычисления предельных характери-
стик этой системы. Для модели Mt/Mt/S постро-
ение предельного среднего проводится с помощью
усечений процессами с конечным пространством
состояний в соответствии с методикой [17], здесь
для простоты взято S = 10. На приведенных
рис. 1–6 показано влияние амплитуды и частоты
интенсивности поступления требований на пре-
дельные характеристики процесса, описывающего
число требований в системе. Интересно отметить,
что «двойное среднее», т. е. величина E =

∫ 1

0
φ(t) dt,

по крайней мере в пределах получаемой точности,
оказывается не зависящей от этих характеристик.

Для построения всех интересующих величин
задача Коши для прямой системы Колмогорова
с начальным условием, соответствующим ситуа-
ции X(0) = 0, решается на [0, t∗], а затем нужная
величина с точностью 10−3 строится на отрезке
[t∗, t∗ + 1]. Во втором примере предварительно вы-
бирается нужная размерность «усеченного» процес-
са N .
Пример I. Система Mt/Mt/S/S, S = 100, λ = 10.
Получаем t∗ = 15. Рассмотрены случаи:

Рис. 1 Среднее число требований в системе E(t, 0) на от-
резке [0, 15]: 1 — пример I, случай 1; 2 — соответствующий
однородный процесс

Рис. 2 Среднее число требований в системе E(t, 0) на
отрезке [15, 16], пример I, амплитуды M = 1 (а) и 0,1 (б):
1 — w = 1; 2 — 5; 3 — w = 25

(1) M = 1, ω = 1;

(2) M = 1, ω = 5;

(3) M = 1, ω = 25;
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Рис. 3 Среднее число требований в системе E(t, 0) на
отрезке [0, 20]: 1 — пример II, случай 1; 2 — соответству-
ющий однородный процесс

Рис. 4 Среднее число требований в системе E(t, 0) на
отрезке [20, 21], пример II, амплитуды M = 1 (а) и 0,1 (б):
1 — w = 1; 2 — 5; 3 — w = 25

(4) M = 0,1, ω = 1;

(5) M = 0,1, ω = 5;

(6) M = 0,1, ω = 25.

При этом E ≈
∫ 1

0 φ(t) dt = 10,000.

Пример II. Система Mt/Mt/S, S = 10, λ = 4. Здесь
получается N = 100, t∗ = 20. Рассмотрены случаи:

(1) M = 1, ω = 1;

(2) M = 1, ω = 5;

(3) M = 1, ω = 25;

(4) M = 0,1, ω = 1;

(5) M = 0,1, ω = 5;

(6) M = 0,1, ω = 25.

При этом E ≈
∫ 1

0 φ(t) dt = 4,006.
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НЕТРАНЗИТИВНЫЕ ТРИПЛЕТЫ НЕПРЕРЫВНЫХ СЛУЧАЙНЫХ

ВЕЛИЧИН И ИХ ПРИЛОЖЕНИЯ

А. В. Лебедев1

Аннотация: Изучается явление нетранзитивности отношения стохастического предшествования для трех
независимых случайных величин с распределениями из некоторых классов непрерывных распределений.
Первоначально этот вопрос был поставлен в связи с задачей из теории прочности. При парных сравнениях
железных брусков с трех заводов может сложиться парадоксальная ситуация, когда бруски с первого
завода «хуже» брусков со второго завода, бруски со второго «хуже» брусков с третьего, a бруски с третьего
«хуже» брусков с первого. В дальнейшем тема нетранзитивности стала популярной на примере так
называемых нетранзитивных (игральных) костей, однако это привело к ее сужению на дискретные
случайные величины с конечным множеством значений. В работе показано, что для смесей нормальных
и показательных распределений нетранзитивность возможна в широком диапазоне параметров. Указаны
характерные особенности взаимного расположения графиков функций распределения в этих случаях.

Ключевые слова: нетранзитивность; нетранзитивные кости; стохастическое предшествование; непрерыв-
ные распределения; смеси распределений
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1 Введение

В теории и практике различные отношения пре-
восходства между объектами часто обладают свой-
ством транзитивности: если A превосходит B и B
превосходит C, то A превосходит C. Это имеет
место, например, если каждый объект можно ха-
рактеризовать действительным числом и сравнение
объектов сводится к сравнению этих чисел.

Однако бывает и по-другому. Например, в клас-
сической игре «камень, ножницы, бумага» «камень»
побеждает «ножницы», «ножницы» побеждают «бу-
магу», но при этом «бумага» побеждает «камень»,
a не наоборот. Таким образом, отношение между
стратегиями в этой игре нетранзитивно и не суще-
ствует оптимальной чистой стратегии.

Различным аспектам и многочисленным приме-
рам нетранзитивности отношений превосходства
в природе, технике и обществе посвящен ряд науч-
ных и научно-популярных статей А. Н. Поддьяко-
ва, в частности [1–4]. Отмечается, что нетранзи-
тивность часто имеет контринтуитивный характер
и может затруднять принятие правильных решений.

Оказывается, даже в шахматах существуют не-
транзитивные наборы позиций. Это значит, что
каждую позицию нельзя описать каким-то одним
числом (функцией от позиции), по которому она
лучше или хуже других, и, как следствие, осно-
ванные на этой идее шахматные программы имеют
ограниченные возможности.

Далее будем изучать явление нетранзитивности
в вероятностно-статистическом аспекте. Рассмот-
рим три независимые случайные величины (три-
плет) X, Y и Z, такие что

P(X < Y ) >
1

2
(1)

и

P(Y < Z) >
1

2
. (2)

Можно было бы ожидать, что из (1) и (2) следует

P(X < Z) >
1

2
,

однако существуют примеры, когда это не так, a на-
против,

P(Z < X) >
1

2
.

Таким образом, отношение (1) между случайными
величинами нетранзитивно и может идти по кругу,
как в игре «камень, ножницы, бумага».

Отношение (1) называют стохастическим пред-

шествованием (stochastic precedence). В работах [5,6]
оно применялось в задачах статистического анали-
за. В работе [7] оно использовалось в задачах ран-
жирования и называлось доминированием по веро-
ятности. Отметим также недавнюю работу [8], где

1Московский государственный университет им. М. В. Ломоносова, механико-математический факультет, кафедра теории веро-
ятностей, avlebed@уandex.ru
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рассматривались различные стохастические поряд-
ки, в том числе стохастическое предшествование.

Далее для определенности под нетранзитив-
ностью будем понимать ситуацию, когда

pXY Z =

= min {P(X < Y ),P(Y < Z),P(Z < X)} > 1
2
.

Первой попыткой изучения этого явления ста-
ло исследование С. Трыбулы, начатое совместно
с Г. Штейнгаузом [9, 10]. Было показано, что

max
X,Y,Z

pXY Z =

√
5− 1
2

≈ 0,618

и максимум достигается, например, на триплете

X =

{
1 с вероятностью p ;

4 с вероятностью 1− p ;

Y = 2 ;

Z =

{
0 с вероятностью 1− p ;

3 с вероятностью p ,







(3)

где

p =

√
5− 1
2

,

тогда

P(X < Y ) = P(Y < Z) = P(Z < X) =

√
5− 1
2

.

Далее в работах З. Усыскина [11] и С. Тры-
булы [12] был рассмотрен случай n независимых
случайных величин, получены некоторые оценки
максимума вероятностей, однако явное выраже-
ние было лишь недавно выведено И. И. Богдано-
вым [13]:

max
X1,...,Xn

min {P (X1 < X2) , . . .

. . . ,P (Xn−1 < Xn) ,P (Xn < X1)} =

= 1−
(

4 cos2
π

n+ 2

)−1
, n ≥ 3 .

В качестве приложения в [10] речь шла о проч-
ности материалов. Пусть в лаборатории сравнивают
попарно на прочность железные бруски одинако-
вого размера и формы, помещая их в одну рамку
(тиски) и прилагая к ним одинаковую силу путем
закручивания винта, пока один из брусков не сло-
мается. Предположим, что бруски производятся на
трех разных заводах (которые дают разное распреде-
ление прочности) и сравниваются бруски c первого
и второго, второго и третьего, первого и третье-
го заводов. Тогда теоретически может сложиться

парадоксальная ситуация, что бруски с первого за-
вода «хуже» (т. е. чаще ломаются раньше) брусков
со второго завода, бруски со второго «хуже» брус-
ков с третьего, а бруски с третьего «хуже» брусков
с первого.

Понятно, что конкретно в приведенном приме-
ре можно поступить иначе: не сравнивать проч-
ности брусков друг с другом, a измерять их явно, за-
тем выбирать лучший завод по какой-то важной на
практике числовой характеристике распределения
(по которой они достаточно заметно различаются).
Однако в приложениях бывают и ситуации, когда
какие-то величины просто не измеряются в явном
виде, и нет другого способа выявить соотноше-
ния объектов или их совокупностей, кроме парных
сравнений.

Например, в биологии речь может идти о пар-
ных взаимодействиях животных в борьбе за пи-
щу, территорию, размножение или доминирование
в группе. Аналогичным образом при сравнитель-
ном анализе работы алгоритмов на различных на-
борах данных или соревнованиях компьютерных
программ могут быть победители в парах, но не
быть лучшего в группе из трех или более объектов.
Для людей речь может идти как о соревнованиях,
так и о сравнительных оценках различных товаров
и услуг, голосовании и др. Проблема нетранзитив-
ности предпочтений здесь была известна с XVIII в.
(парадокс Кондорсе).

Разумеется, человеческий интеллект может
найти какой-то выход из подобной ситуации, од-
нако в случае искусственного интеллекта (компью-
терных программ) проявления нетранзитивности
могут привести машину в тупик, если не будут
предусмотрены программистом, что необходимо
учитывать в разработках.

Тема нетранзитивности стохастического пред-
шествования приобрела популярность на примере
так называемых нетранзитивных костей (nontran-
sitive, intransitive dice). Имеются в виду наборы
игральных костей, на грани которых нанесены чис-
ла таким образом, чтобы создать нетранзитивные
отношения соответствующих случайных величин.

Нетранзитивные кости были популяризованы
М. Гарднером [14, 15], им посвящена обширная ли-
тература, например работы [16–19]. К сожалению,
при этом произошло, во-первых, сужение темы до
дискретных случайных величин с конечным чис-
лом значений, во-вторых, сложилось не слишком
серьезное отношение со стороны ученых, зачастую
относящих эту тему к игровой, развлекательной
математике.

Однако изначально С. Трыбулой была затронута
вполне серьезная теоретико-вероятностная проб-
лема с возможными приложениями на практике.
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Прочность материалов, конечно, описывается не-
прерывным распределением, как и многие другие
характеристики объектов в природе, технике и об-
ществе. И при попарных сравнениях объектов из
нескольких разных совокупностей (категорий) тео-
ретически может возникать нетранзитивность. Та-
ким образом, вполне закономерно задаться вопро-
сом, в каких классах непрерывных распределений
она бывает, а в каких нет.

В [10, теорема 2] было показано, что если рас-
пределения случайных величинX, Y и Z относятся
к одному сдвиговому семейству, то нетранзитив-
ности быть не может. Понятно, что этот вывод
также распространяется на масштабные семейства
распределений на положительной или отрицатель-
ной полупрямой (путем логарифмирования).

В частности, прочность материалов часто опи-
сывается распределением Вейбулла

F (x) = 1− exp
{

−
(
x− a

b

)α}

, x ≥ a , a, b, α > 0 ,

предложенным еще в книге [20]. Таким образом,
сразу можно сделать вывод, что если случайные
величины (прочности железных брусков с разных
заводов) имеют распределение Вейбулла с постоян-
ными a и α и разными b или с постоянными b и α
и разными a, то нетранзитивность невозможна.

В работе автора [21] выведены некоторые новые
критерии, когда нетранзитивности быть не может.
Показано, что в случае распределения Вейбулла
с постоянными a и b и разнымиαнетранзитивность
также невозможна. Рассмотрен класс распределе-
ний с полиномиальной плотностью на единичном
отрезке, где возможность нетранзитивности зави-
сит от степени многочлена.

Далее будет приведена одна общая схема постро-
ения нетранзитивных триплетов и содержательные
примеры в классах конечных смесей нормальных
и показательных распределений.

Конечные смеси распределений возникают
в различных приложениях, проблемам их статисти-
ческого анализа посвящена обширная литература.
Из недавних работ отметим [22–27], где смеси нор-
мальных распределений рассматривались в [23–27],
гамма-распределений — в [22, 24, 27], показатель-
ных распределений — в [22].

2 Когда нетранзитивность
возможна

Проведем обобщение базовой схемы (3), заме-
нив 0, 1, 2, 3 и 4 на независимые непрерывные
случайные величины ξ0, ξ1, ξ2, ξ3 и ξ4, такие что для

вероятностей pkl = P(ξk < ξl) верно pkl > 1/2 при
k < l и эти вероятности убывают по k и возрастают
по l.

Положим

X =

{
ξ1 с вероятностью r ,
ξ4 с вероятностью 1− r ,

0 ≤ r ≤ 1 ;

Y = ξ2;

Z =

{
ξ0 с вероятностью 1− s ,
ξ3 с вероятностью s ,

0 ≤ s ≤ 1 .

Предположим, что pkl фиксированы, а r и s
можно варьировать. Тогда

pXY (r) = P(X < Y ) = rp12 + (1− r)p42;

pY Z(s) = P(Y < Z) = (1− s)p20 + sp23;

pZX(r, s) = P(Z < X) = r(1 − s)p01 +

+ (1 − r)(1 − s)p04 + rsp31 + (1− r)sp34.

Обозначим также

pXY Z(r, s) = min {pXY (r), pY Z(s), pZX(r, s)} ;
pmaxXY Z = max

0≤r,s≤1
pXY Z(r, s) .

Максимизация pXY Z(r, s) в общем случае ведет
к множеству вариантов и громоздким выражениям,
поэтому далее рассмотрим случай, когда pkl зависят
только от l − k, обозначим pl−k = pkl. Тогда

p01 = p12 = p23 = p34 = p1;

p42 = p20 = p31 = p−2 = 1− p2;

p04 = p4;

1

2
< p1 < p2 < p4 ≤ 1,

в силу симметрии можно положить r = sи формулы
упрощаются до

pXY (r) = rp1 + (1 − r) (1− p2) ;

pZX(r) = 2r(1 − r)p1 + (1 − r)2p4 +

+ r2 (1− p2) ;

pXY Z(r) = min {pXY (r), pZX (r)} .







(4)

Замечание 1. pXY (r) линейно возрастает от 1− p2 <
< 1/2 до p1 > 1/2, a pZX(r) — квадратичная функ-
ция, принимающая значения между p4 > p1 > 1/2
(r = 0) и 1− p2 < 1/2 (r = 1), а значит, не имеющая
локальных экстремумов на (0, 1) и убывающая от
p4 > 1/2 до 1− p2 < 1/2.

Теорема 1. Нетранзитивность в модели (4) возможна

тогда и только тогда, когда

pZX

(
p2 − 1/2
p1 + p2 − 1

)

>
1

2
.
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Функция pXY (r) возрастает
и достигает значения 1/2 в точке

r∗ =
p2 − 1/2
p1 + p2 − 1

.

Необходимым и достаточным условием наличия
нетранзитивности является pZX(r

∗) > 1/2. Дей-
ствительно, тогда в некоторой правой окрест-
ности r∗ верно pXY (r) > 1/2 и pZX(r) > 1/2. Если
же pZX(r

∗) ≤ 1/2, то далее pZX(r) < 1/2, посколь-
ку pZX(r) убывает. �

Теорема 2. Максимум pXY Z(r) достигается в точке

0 < rmax < 1, являющейся единственным на (0, 1)
корнем уравнения

Ar2 +Br + C = 0,

где

A = 2p1 + p2 − p4 − 1 ;
B = 2p4 + p2 − p1 − 1 ;
C = 1− p2 − p4.

Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу замечания 1 максимум
минимума функций pXY (r) и pZX(r) достигается
в единственной точке их равенства:

rp1 + (1− r)(1 − p2) =

= 2r(1− r)p1 + (1− r)2p4 + r
2(1− p2),

откуда и получаем уравнение. �

Пример 1. Пусть ξk имеют нормальное распределе-
ние со средними k и дисперсией σ2, тогда

pm = �

(

m

σ
√
2

)

, m = 1, 2, 4 .

На рис. 1, а представлен график pmaxXY Z , постро-
енный в соответствии с расчетами по теореме 2.
Фактически, нетранзитивность наблюдается при
любых σ > 0. При изменении σ от 0 до +∞ вероят-
ность rmax пробегает от (

√
5 − 1)/2 до 2/3 и pmaxXY Z

от (
√
5− 1)/2 до 1/2.

В частности, при σ = 1 получаем rmax ≈ 0,638,
pmaxXY Z ≈ 0,514. На рис. 2, а для этого случая пред-
ставлены графики функций распределения X, Y
и Z.

Пример 2. Пусть ξk имеют показательное распреде-
ление со средними µk, µ > 1, тогда

pm = 1−
1

1 + µm , m = 1, 2, 4 .

На рис. 1, б представлен график pmaxXY Z . Фак-
тически, нетранзитивность наблюдается при любых

µ > 1. При изменении µ от 1 до +∞ вероят-
ность rmax пробегает от 2/3 до (

√
5 − 1)/2 и pmaxXY Z

от 1/2 до (
√
5− 1)/2.

В частности, при µ = 3 получаем rmax ≈ 0,639,
pmaxXY Z ≈ 0,515. На рис. 2, б для этого случая пред-
ставлены графики функций распределения X, Y
и Z.

Замечание 2. Обозначим dm = pm − 1/2,m = 1, 2, 4.
В обоих примерах имеют место соотношения d4 ∼
∼ 4d1, d2 ∼ 2d1 при d1 → 0 (когда σ → ∞ в приме-
ре 1 или µ → 1 в примере 2). По теореме 2 отсюда
следует rmax → 2/3 и pmaxXY Z → 1/2.
Замечание 3. В обоих примерах на рис. 2 видно,
что значения функций распределения одинаковым
образом меняют свое взаимное расположение (че-
тыре раза), графики FX и FZ имеют две точки
пересечения, a график FY пересекается с каждым
из них по одному разу. Аналогичное явление было
отмечено и в [21]. Можно предположить, что такая
картина характерна при нетранзитивности.

Рис. 1 График pmaxXY Z к примерам 1 (а) и 2 (б)
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Рис. 2 Графики функций распределения к примерам 1 (а) и 2 (б)

3 Заключение

В работе показано, что для смесей нормальных
и показательных распределений нетранзитивность
возможна в широком диапазоне параметров. Учи-
тывая инвариантность относительно любого не-
прерывного строго возрастающего преобразования
(применяемого ко всем случайным величинам) этот
вывод можно распространить на смеси логнормаль-
ных распределений, распределений Вейбулла, Па-
рето и др.

Возвращаясь к примеру С. Трыбулы по проч-
ности брусков, если допустить, что хотя бы на двух
из трех заводов имеются не менее двух цехов или
смен, выпускающих бруски с заметно разным рас-
пределением прочности (Вейбулла), нетранзитив-
ность теоретически исключать нельзя.

Можно сделать вывод, что появлению нетранзи-
тивности могут способствовать внутренние неодно-
родности совокупностей, из которых производятся
выборки, что и проявляется статистически как сме-
шивание классических распределений, имеющих
различные параметры.
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АПРИОРНОЕ ОБОБЩЕННОЕ ГАММА-РАСПРЕДЕЛЕНИЕ

В БАЙЕСОВСКИХ МОДЕЛЯХ БАЛАНСА∗

А. А. Кудрявцев1

Аннотация: Работа посвящена исследованию байесовских моделей баланса, предполагающих разбиение
параметров системы на два класса: способствующих функционированию позитивных факторов и препят-
ствующих функционированию негативных факторов. Рассматривается индекс баланса, определяемый
как отношение негативного фактора к позитивному. Изучается постановка задачи, заключающаяся
в нахождении основных вероятностных характеристик (плотность, функция распределения, момен-
ты) индекса баланса факторов, имеющих априорные обобщенные гамма-распределения с параметрами
формы одного знака. Результаты формулируются в терминах гамма-экспоненциальной функции. Приво-
дится ряд новых свойств последней. Показано, что приводимые утверждения легко переформулируются
для масштабных смесей обобщенных гамма-распределений, имеющих параметры формы разных зна-
ков. Полученные результаты могут найти широкое применение в моделях, использующих для описания
процессов и явлений распределения с положительным неограниченным носителем.

Ключевые слова: байесовский подход; обобщенное гамма-распределение; гамма-экспоненциальная
функция; модели баланса; смешанные распределения
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1 Введение

Байесовский подход к моделям баланса в терми-
нах теории массового обслуживания был впервые
предложен С. Я. Шоргиным в работе [1] и распро-
странен на задачи повышения надежности сложных
информационно-телекоммуникационных систем
в [2]. Подробное описание байесовских моделей
баланса и сферы их применения в разнообразных
областях знания было дано в статье [3]. Остановим-
ся на нем вкратце.

Всевозможные аспекты современной жизни
усложнились настолько, что вынуждают прибегать
к использованию разного рода индексов и рейтин-
гов для определения эффективности функциони-
рования исследуемой системы. Для построения
таких показателей целесообразно условно разде-
лять факторы, оказывающие влияние на систему, на
способствующие функционированию (p-факторы)
и препятствующие функционированию (n-факто-
ры). Разделение параметров на негативные и по-
зитивные факторы свойственно моделям из разных
областей науки [3] от теории массового обслужива-
ния до моделирования чрезвычайных ситуаций.

Вполне естественно, что функционирование ис-
следуемой системы в итоге зависит не столько от
значений n- и p-факторов, сколько от их соот-
ношения — индекса баланса. При этом во избежа-

ние чрезмерных затрат на преодоление негативного
влияния и с целью недопущения недооценки нега-
тивного воздействия следует добиваться сбаланси-
рованности системы, т. е. стремиться приблизить
к единице индекс баланса.

С течением времени n- и p-факторы, а следова-
тельно и индекс баланса, претерпевают изменения,
связанные с неустойчивостью и неопределен-
ностью среды, в которой происходит функциони-
рование. Это дает предпосылки для рассмотре-
ния факторов и индексов как случайных величин.
Однако глобальные изменения окружающей сре-
ды происходят достаточно редко, поэтому законы,
влияющие на значения факторов, можно считать
неизменными. Из этого следует, что распределе-
ния рассматриваемых случайных величин можно
полагать заданными априорно, что в свою очередь
обусловливает применение к моделям баланса бай-
есовского метода.

Поскольку в байесовских моделях баланса оба
смешиваемых распределения в большинстве слу-
чаев имеют положительные носители, в качестве
априорных имеет смысл рассматривать распреде-
ления гамма-типа, зарекомендовавшие себя за по-
следние столетия в качестве адекватных моделей
многих реальных процессов и явлений. Стоит так-
же отметить, что вопрос об отыскании характе-
ристик отношения двух факторов (индекса балан-

∗Работа выполнена при частичной финансовой поддержке РФФИ (проект 17-07-00577).
1Московский государственный университет им. М. В. Ломоносова, факультет вычислительной математики и кибернетики,

nubigena@mail.ru
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са) в данном случае эквивалентен задаче нахожде-
ния характеристик произведения двух величин из
гамма-класса, что существенно расширяет область
применимости рассматриваемых результатов.

2 Гамма-экспоненциальная
функция

Приведем ряд вспомогательных инструментов.

Определение 1. Назовем функцию вида

Geα, β(x) =
∞∑

k=0

xk

k!
•(αk + β) ,

x ∈ R , 0 ≤ α < 1 , β > 0 , (1)

гамма-экспоненциальной функцией [4].

Функция (1) обобщает на случай β 6= 1 пре-
образование, введенное Леруа [5] для исследования
производящих функций специального вида. Кроме
того, функцию (1) можно рассматривать (при неко-
торых допущениях) как частный случай функции
Сривастава–Томовски [6], обобщающей функцию
Миттаг-Леффлера [7].

Лемма 1. Пусть α, θ > 0, а r, u, v 6= 0 имеют один

знак. Тогда

∞∫

0

yr−1e−(y/α)u−(y/θ)v dy =

=







θr

|v|Geu/v, r/v

(

−
(
θ

α

)u)

, |v| > |u|;

αr

|u|Gev/u, r/u

(

−
(
α

θ

)v)

, |u| > |v|;

•(r/u)

|u|(α−u + θ−u)r/u
, u = v.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим случай r > 0,
u > 0 и v > 0. Предположим, что v > u. Тогда,
используя теорему Лебега о предельном переходе,
получаем:

∞∫

0

yr−1e−(y/α)u−(y/θ)v dy =

=
αr

u

∞∫

0

tr/u−1e−t−(α/θ)vtv/u

dt =

=
αr

u

∞∑

k=0

(−1)k
k!

∞∫

0

tr/u+k−1e−(α/θ)vtv/u

dt =

=
θr

v

∞∑

k=0

(−1)kθuk

αukk!
•

(
r + uk

v

)

.

Случай u > v рассматривается аналогично. Слу-
чай u = v напрямую следует из определения гам-
ма-функции. Так же аналогично получаются ре-
зультаты для случая r < 0, u < 0 и v < 0. Лемма
доказана.

Замечание 1. Несмотря на то что при uv < 0 и r 6= 0
интеграл

∫∞
0 yr−1e−(y/α)u−(y/θ)v dy, очевидно, схо-

дится, непосредственное его вычисление связано
с принципиальными трудностями.

Определение 2. Интегральной гамма-экспоненци-
альной функцией [8] назовем функцию

Gi(r, s, t; x) =
1

t•(s)•(t)

x∫

0

Ger, tr+s

(

−z1/t
)

dz,

где 0 ≤ r < 1, s, t > 0.

3 Масштабные смеси
обобщенных
гамма-распределений

Будем обозначать обобщенное гамма-распреде-
ление, или распределение Стейси [9], с плотностью

f(x) =
|v|xvq−1e−(x/θ)v

θvq•(q)
,

v 6= 0 , q > 0 , θ > 0 , x > 0 ,

через GG(v, q, θ).

Класс обобщенных гамма-распределений до-
статочно широк и включает экспоненциальное
распределение [10] (v = 1, q = 1); χ2-распреде-
ление [10] (v = 1, q = k/2, k ∈ N, θ = 2); масшта-
бированное χ2-распределение [11] (v = 1, q = k/2,
k ∈ N); распределение Эрланга [10] (v = 1, q ∈ N);
гамма-распределение [10] (v = 1); полунормальное
распределение [12], или распределение максимума
процесса броуновского движения [13] (v = 2, q =
= 1/2); распределение Рэлея [10] (v = 2, q = 1);
распределение Максвелла–Больцмана [10] (v = 2,
q = 3/2); χ-распределение [10] (v = 2, q = k/2,
k ∈ N, θ =

√
2); масштабированное χ-распреде-

ление [14] (v = 2, q = k/2, k ∈ N); m-распределе-
ние Накагами [15] (v = 2); распределение
Вильсона–Хильферти [16] (v = 3); распределение
Вейбулла–Гнеденко [10] (v > 0, q = 1); обобщенное
распределение Вейбулла [17] (v > 0, q ∈ N); псев-
довейбулловское распределение [18] (v > 0, q = 1+
+ 1/v); распределение Пирсона третьего и пятого
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типов [10] (|v| = 1); распределение Леви с нулевым
смещением [10] (v = −1, q = 1/2); обратное экс-
поненциальное распределение [12] (v = −1, q = 1);
обратное χ2-распределение [14] (v = −1, q = k/2,
k ∈ N, θ = 1/2); масштабированное обратное χ2-
распределение [14] (v = −1, q = k/2, k ∈ N); обрат-
ное гамма-распределение [14] (v = −1); обратное
распределение Рэлея [19] (v = −2, q = 1); обратное
χ-распределение [11] (v = −2, q = k/2, k ∈ N, θ =
= 1/

√
2); масштабированное обратное χ-распреде-

ление [11] (v = −2, q = k/2, k ∈ N); распределение
Фреше [20] (v < 0, q = 1) и др.

Замечание 2. Если случайная величина ξ имеет
распределение GG(v, q, θ), то случайная величи-
на 1/ξ имеет распределениеGG(−v, q, 1/θ). Поэто-
му приведенные ниже результаты для вероятност-
ных характеристик отношения двух независимых
случайных величин, имеющих обобщенное гамма-
распределение с параметрами формы одного зна-
ка, несложно переформулировать для масштабных
смесей обобщенных гамма-распределений, име-
ющих параметры формы разных знаков, с соот-
ветствующей заменой параметров.

Следующее утверждение непосредственно вы-
текает из леммы 1.

Теорема 1. Пусть независимые случайные величины λ
иµимеют соответственно распределенияGG (v, q, θ)
и GG(u, p, α), причем uv > 0. Тогда их отношение

ρ = λ/µ при x > 0 имеет плотность:

fρ(x) =

=







|v|αvqxvq−1

θvq•(p)•(q)
Gev/u, vq/u+p

(

−
(
αx

θ

)v)

,

|u| > |v|;

|u| θupx−up−1

αup•(p)•(q)
Geu/v, up/v+q

(

−
(
αx

θ

)−u
)

,

|v| > |u|;
|v| (α/θ)vqxvq−1

B(p, q) (1 + (αx/θ)v)p+q , u = v.

Заметим, что при u = v случайная вели-
чина ρ имеет обобщенное бета-распределение
второго рода [21] GB2 (v, θ/α, q, p), частные слу-
чаи которого представляют распределение Бур-
ра [22], или распределение Сингх–Маддала [23],
GB2 (|v|, θ/α, 1, p); распределение Дагума [24]
GB2 (|v|, θ/α, q, 1); распределение Ломакса [25]
GB2 (1, θ/α, 1, p); F-распределение Фишера–Сне-
декора [10] GB2 (1, θ/α, α/2, θ/2) и др. Легко пока-
зать, что при v < 0 распределение GB2 (v, θ/α, q, p)

совпадает с GB2 (|v|, θ/α, p, q). Таким образом, тео-
рема 1 вместе с замечанием 2 дают возможность
выражать характеристики смесей прямых и обрат-
ных гамма-распределений, а также распределений
Вейбулла и Фреше с равными параметрами формы
в терминах хорошо изученных распределений.

Несмотря на то что плотность отношения двух
независимых случайных величин, имеющих обоб-
щенное гамма-распределение, выражается в терми-
нах специальной гамма-экспоненциальной функ-
ции, моментные характеристики ρ вычисляются
достаточно просто.

Теорема 2. Пусть независимые случайные величины λ
иµимеют соответственно распределенияGG (v, q, θ)
иGG(u, p, α), причемuv > 0. Тогда для их отношения

ρ = λ/µ при всех z ∈ R имеет место соотношение:

Eρz =
(θ/α)z•(q + z/v)•(p− z/u)

•(q)•(p)
,

q +
z

v
> 0 , p− z

u
> 0 .

Д о к а з а т е л ь с т в о непосредственно вытекает из
независимости случайных величин λ и µ, замеча-
ния 2 и того факта, что

Eλz =
θz•(q + z/v)

•(q)
, q +

z

v
> 0 .

Теорема 2 дает возможность сформулиро-
вать следующее свойство гамма-экспоненциальной
функции.

Следствие 1. Для всех z ∈ R при 0 < v/u < 1,
p− z/u > 0, q+ z/v > 0, c > 0 выполняется соотно-
шение:

∞∫

0

xz+vq−1Gev/u, vq/u+p (−cxv) dx =

=
•(q + z/v)•(p− z/u)

|v| cq+z/v
,

в частности

∞∫

0

xq−1Geα, αq+p (−cx) dx =
•(q)•(p)

cq
.

Перейдем к рассмотрению результата, касающе-
гося описания функции распределения отношения
двух независимых случайных величин, имеющих
обобщенное гамма-распределение.

Теорема 3. Пусть независимые случайные величины λ
иµимеют соответственно распределенияGG (v, q, θ)
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иGG (u, p, α). Тогда их отношение ρ = λ/µ при x > 0
имеет функцию распределения:

Fρ(x) =







Gi
(
v

u
, p, q;

(
αx

θ

)vq)

, u > v > 0;

1− Gi
(
v

u
, p, q;

(
αx

θ

)vq)

, u < v < 0;

1− Gi
(

u

v
, q, p;

(
αx

θ

)−up
)

, v > u > 0;

Gi

(

u

v
, q, p;

(
αx

θ

)−up
)

, v < u < 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть u > v > 0. Имеем при
x > 0:

Fρ(x) =

=

x∫

0

v(α/θ)vqyvq−1

•(p)•(q)
Gev/u, vq/u+p

(

−
(
αy

θ

)v)

dy =

=
v(α/θ)vq

•(p)•(q)

x∫

0

∞∑

k=0

(−1)kyvk+vq−1

(θ/α)vkk!
×

× •
(
vk + vq + up

u

)

dy =
1

q•(p)•(q)
×

×
(αx/θ)vq
∫

0

∞∑

k=0

(

−y1/q
)k

k!
•

(
vk + vq + up

u

)

dy =

=
1

q•(p)•(q)

(αx/θ)vq
∫

0

Gev/u, vq/u+p

(

−y1/q
)

dy.

Пусть u < v < 0. Имеем при x > 0:

Fρ(x) = −
x∫

0

v(α/θ)vqyvq−1

•(p)•(q)
×

× Gev/u, vq/u+p

(

−
(
αy

θ

)v)

dy =

= −v(α/θ)
vq

•(p)•(q)

x∫

0

∞∑

k=0

(−1)kyvk+vq−1

(θ/α)vkk!
×

× •
(
vk + vq + up

u

)

dy =
1

q•(p)•(q)
×

×
∞∫

(αx/θ)vq

∞∑

k=0

(

−y1/q
)k

k!
•

(
vk + vq + up

u

)

dy =

= 1− 1

q•(p)•(q)

(αx/θ)vq
∫

0

Gev/u, vq/u+p

(

−y1/q
)

dy .

Случаи v > u > 0 и v < u < 0 рассматриваются
аналогично. Теорема доказана.

Следствие 2. Для интегральной гамма-экспоненци-
альной функции справедливо соотношение:

lim
x→∞

Gi (r, s, t; x) = 1 .

Заметим, что при q = 1 и p = 1функция распре-
деления отношения двух независимых случайных
величин, имеющих обобщенное гамма-распреде-
ление, может быть представлена через гамма-экс-
поненциальную функцию. Это дает возможность
исследовать масштабные смеси распределений
Вейбулла и Фреше без использования интеграль-
ной гамма-экспоненциальной функции.

Следствие 3. Пусть независимые случайные вели-
чины λ и µ имеют соответственно распределения
GG(v, q, θ) и GG(u, p, α). Тогда их отношение ρ =
= λ/µ при x > 0 имеет функцию распределения:

Fρ(x) =







vαvqxvq

uθvq•(q)
Gev/u, vq/u

(

−
(
αx

θ

)v)

,

u > v > 0, p = 1;

1− 1

•(p)
Gev/u, p

(

−
(
αx

θ

)v)

,

u < v < 0, q = 1;

1− 1

•(q)
Geu/v, q

(

−
(
αx

θ

)−u
)

,

v < u < 0, p = 1;

uθupx−up

vαup•(p)
Geu/v, up/v

(

−
(
αx

θ

)−u
)

,

v < u < 0, q = 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть u > v > 0. Имеем при
x > 0:

Fρ(x) =
v(α/θ)vq

•(p)•(q)
×

×
x∫

0

∞∑

k=0

(−1)kyvk+vq−1

(θ/α)vkk!
•

(
vk + vq + up

u

)

dy =

=
(α/θ)vq

•(p)•(q)

∞∑

k=0

(−1)kxvk+vq

(θ/α)vk(k + q)k!
•

(
vk + vq + up

u

)

.

При p = 1 получаем:

Fρ(x) =
v(α/θ)vq

u•(q)

∞∑

k=0

(−1)kxvk+vq

(θ/α)vkk!
•

(
vk + vq

u

)

.
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При q = 1 получаем

Fρ(x) = − 1

•(p)
×

×
∞∑

k=0

(−1)k+1xv(k+1)

(θ/α)v(k+1)(k + 1)!
•

(
v(k + 1) + up

u

)

=

= 1− 1

•(p)

∞∑

k=0

(−1)kxvk

(θ/α)vkk!
•

(
vk + up

u

)

.

Случай v < u < 0 рассматривается аналогично.
Следствие доказано.

Замечание 3. Следствие 3 можно переформулиро-
вать в терминах гамма-экспоненциальной функции
как свойство инвариантности относительно инте-
грального преобразования при α, c, p, q > 0:

x∫

0

yαq−1Geα, αq+1 (−cyα) dy = xαqGeα, αq (−cxα) ;

x∫

0

cαy−α−1Geα, α+p

(
−cy−α

)
dy =

= •(p)− Geα, p

(
−cx−α

)
.

4 Заключение

Приведенные результаты дают возможность ис-
следовать модели, в которых используются отноше-
ния и произведения случайных величин, имеющих
обобщенное гамма-распределение, в терминах гам-
ма-экспоненциальной функции, свойства которой
во многом унаследованы от показательной функ-
ции.

Автор выражает признательность В. Ю. Короле-
ву, Ю. Н. Недоливко, С. И. Палионной, В. В. Саен-
ко, А. И. Титовой, Ю. С. Хохлову и С. Я. Шоргину
за содействие при подготовке публикации.
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ГИБРИДНЫЕ МОДЕЛИ ЭКСТРЕМАЛЬНОГО ГРАДИЕНТНОГО

БУСТИНГА ДЛЯ ВОССТАНОВЛЕНИЯ ПРОПУЩЕННЫХ

ЗНАЧЕНИЙ В ДАННЫХ ОБ ОСАДКАХ∗

А. К. Горшенин1, О. П. Мартынов2

Аннотация: Проведено сравнение классического метода экстремального градиентного бустинга, реализо-
ванного во фреймворке XGBoost (eXtreme Gradient Boosting, экстремальный градиентный бустинг) и ка-
тегориальной модификацииCatBoost (Categorical Boosting, категориальный бустинг), которая достаточно
редко встречается в научных исследованиях. Предложены некоторые гибридные модели классификации-
регрессии для повышения точности заполнения пропусков в реальных данных на примере 14 станций
в Германии. Достигнутая точность в задачах классификации составила до 92% при весьма умеренных
значениях ошибок прогнозов в метрике RMSE (Root Mean-Square Error, среднеквадратичная ошибка).
Гибридные методы превзошли по качеству предсказания простые модели классификации и регрессии.
Развиваемые подходы могут быть успешно использованы как для непосредственного анализа метеороло-
гических данных методами машинного обучения, так и для улучшения качества предсказания на основе
физических моделей атмосферных процессов.
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1 Введение

Повышение эффективности алгоритмов ма-
шинного обучения привело к росту их востребо-
ванности как в задачах анализа результатов фи-
зических моделей предсказания погоды с целью
получения более точного прогноза, так и в каче-
стве самостоятельных инструментов исследования
пространственно-временн‚ых метеорологических
рядов, полученных со спутников и метеостанций.
Такие наблюдения в больших объемах поступают
с огромного числа датчиков и зачастую содержат
пропуски, которые могут существенным образом
повлиять на качество обучения методов или из-
менить решения статистических моделей анализа
различных метеорологических явлений, например
экстремальных осадков [1]. Поэтому весьма важ-
ной оказывается задача корректного заполнения
пропусков в данных.

В настоящей статье развивается подход к обра-
ботке пропущенных значений для объемов осад-
ков на основе популярного алгоритма машинного

обучения, называемого градиентным бустингом
над деревьями решений [2]. Это семейство методов,
включая и его наиболее часто применяемую мо-
дификацию XGBoost [3], широко используется для
решения задач классификации и регрессии в значи-
тельном спектре прикладных областей. Например,
можно упомянуть работы по предсказанию био-
логической активности лекарств [4], кредитному
скоррингу [5], прогнозированию кризисов на фи-
нансовых рынках [6], обнаружению дефектов в вет-
ровых турбинах [7], ветровой энергетике и солнеч-
ной радиации [8, 9].

Предложенная компаниейñÎÄÅËÓмодификация
метода градиентного бустинга, получившая назва-
ние CatBoost [10], несмотря на ее применение
в реальных продуктах, в научных статьях исполь-
зуется достаточно редко. В качестве примеров
можно упомянуть протеомные исследования [11]
и «умные» сети электроснабжения [12]. В дан-
ной статье восполняется этот пробел для метео-
рологических данных, для которых традиционно
применяется классический экстремальный гради-

∗Постановка задачи и анализ полученных результатов в данной статье проведены А. К. Горшениным, чьи исследования под-
держаны РНФ (проект 18-71-00156). Разработка и программная реализация методов анализа пропущенных значений выполнены
О. П. Мартыновым.

1Институт проблем информатики Федерального исследовательского центра «Информатика и управление» Российской академии
наук; факультет вычислительной математики и кибернетики Московского государственного университета имени М. В. Ломоносова,
agorshenin@frccsc.ru

2Факультет вычислительной математики и кибернетики Московского государственного университета им. М. В. Ломоносова,
martynov.oleg.mipt@gmail.com
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ентный бустинг [13,14]. Будет проведено сравнение
XGBoost и CatBoost, а также предложены некото-
рые гибридные модели для повышения точности
заполнения пропусков в реальных данных на при-
мере 14 станций в Германии. Кроме того, для
извлечения признаков будет использована новая
библиотека tsfresh [15] для языка программиро-
вания Python.

2 Постановка задачи

Исходные данные представляют собой наборы
признаков {�xt | t ∈ T } и соответствующие им из-
мерения {yt | t ∈ T } за некоторый временной ин-
тервал T . На первом этапе наблюдения {yt | t ∈ T }
случайным образом разделяются на тренировоч-
ную {yt | t ∈ Ttrain} и тестовую {yt | t ∈ Ttest} части,
причем

Ttrain
⋃

Ttest = T , Ttrain
⋂

Ttest = ∅.

На втором этапе без увеличения объема исход-
ных наблюдений с помощью ряда специальных
процедур (см. статью [15], где также приведено
описание пакета на языке Python) формируются
дополнительные признаки, которые в дальнейшем
будут использованы при обучении моделей. Таким
образом, проводится дополнение исходных при-
знаков {�xt} наборами функций {fi(·)} и {gi(·)} для
получения расширенного набора {�xe

t}:

{�xe
t} = {�xt}

⋃

{fi (yt−1, yt−2, . . . , yt−k+1)}
⋃

⋃

{gi (yt+1, yt+2, . . . , yt+l−1)} , (1)

который и будет использован для обучения моде-
лей. Отметим, что в формуле (1) величины k и l
также могут рассматриваться в качестве свободных
параметров. Таким образом, для обучения исполь-
зуются расширенные наборы признаков {�xe

t | t ∈
∈ Ttrain} и соответствующие им измерения {yt | t ∈
∈ Ttrain}, а в качестве выходных данных выступают
прогнозы {ypredt | t ∈ Ttest}.

Для оценивания корректности работы методов
в данной статье будут использоваться несколько
метрик. Для задач классификации используется
величина ACC, определяемая выражением:

ACC = TPR+ TNR , (2)

где TPR (True Positive Rate) — доля вер-
но угаданных положительных классов, а TNR

(True Negative Rate) — доля верно угаданных от-
рицательных классов (подробнее они будут опи-
саны в подразд. 4.1 с привязкой к наличию или
отсутствию осадков в конкретный день). Также для
сравнения бинарных классификаторов использует-
ся площадь под ROC-кривой (ROC AUC — area under
ROC (receiver operating characteristic) curve) [16], ко-
торая описывает точность решения модели как ве-
роятность принадлежности к определенному клас-
су и задается выражением:

ROCAUC =

1∫

0

TPR
(
FPR−1(x)

)
dx , (3)

где FPR (False Positive Rate) – доля неверно уга-
данных положительных классов. Она позволяет
корректнее оценивать точность в случае, когда один
из классов является доминирующим, что вполне
соответствует исходным данным об осадках, в ко-
торых достаточно много нулевых значений. Кроме
того, используется и стандартная для непрерывных
данных метрика RMSE:

RMSE =

√

|T |−1
∑

t∈T

(

yt − ypredt

)2

. (4)

3 Подготовка данных
и программная реализация
методов машинного обучения

В качестве исходных данных использованы су-
точные метеорологические наблюдения за различ-
ные периоды времени, собранные на 14 станциях
в восьми городах Германии1. Анализ в настоящей
работе проводится для объемов осадков, а такие
показатели, как средняя температура, точка ро-
сы и средняя скорость ветра, включены в модели
в качестве дополнительных признаков. Предвари-
тельно проведена простая регуляризация исходных
данных — отсечение аномальных выбросов, свя-
занных с пропущенными значениями (в имеющих-
ся в распоряжении рядах они заполнены большими
величинами), на уровне 95% выборочного кван-
тиля. Отметим, что такое преобразование не по-
влекло изменений очевидно корректных значений
в тестовых наборах, следовательно, не повлияло на
качество работы методов.

Для возможности верификации разрабатыва-
емых методов заполнения пропусков использова-
лись интервалы наблюдений, в которых данные

1Открытая база NNDC (NOAA’s National Data Centers) Climate Data (https://www7.ncdc.noaa.gov/CDO/cdo) Национального
управления океанических и атмосферных исследований (NOAA — National Oceanic and Atmospheric Administration), США.
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были полны. Для искусственного внесения пропус-
ков исходный интервал разбивался на непересека-
ющиеся отрезки на некотором расстоянии друг от
друга, затем в каждый из них случайным образом
помещалось единственное пропущенное значение:

. . . yt+1, . . . , yt+g
︸ ︷︷ ︸

0 пропусков

, yt+g+1, . . . , yt+g+s
︸ ︷︷ ︸

1 пропуск

,

yt+g+s+1, . . . , yt+2g+s+1
︸ ︷︷ ︸

0 пропусков

. . . ,

где g = max{k, l} (величины k и l определяются
из формулы (1)), а параметр s задается следующим
выражением:

s =
{длина интервала} − g

{число пропусков} − g .

В целях повышения качества предсказания рас-
сматриваемых моделей из тренировочной и тес-
товой частей данных были исключены значения,
для которых нельзя было выбрать в точности k
предыдущих и l последующих значений для кор-
ректного извлечения дополнительных признаков
(см. разд. 2).

Предварительная статистическая обработка,
а также результаты статьи [17] демонстрируют, что
распределения суточных объемов осадков хорошо
аппроксимируются с помощью гамма-распределе-
ния. Этот факт будет использован в некоторых
моделях, в частности в XGBoost_Gamma.

Программные инструменты анализа данных ре-
ализованы на языке Python с использованием
библиотек XGBoost и CatBoost для соответству-
ющих моделей градиентного бустинга, tsfresh для
извлечения дополнительных признаков, а также
классических инструментов NumPy, Pandas, SciPy

и scikit-learn. Все модели обучались для различ-
ных конфигураций параметров k и l (1), итоговые
результаты приведены для k ≡ l ≡ 5, для которых
получена наибольшая точность из всех рассмотрен-
ных комбинаций. Всего для рассмотренных стан-
ций были апробированы порядка 8500 различных
конфигураций.

4 Классические модели
градиентного бустинга

В задачах прогнозирования традиционно выде-
ляются два возможных направления: определение
попадания предсказываемого наблюдения в неко-
торую группу (классификация) и установление точ-
ной величины неизвестного значения (регрессия).
В этом разделе рассмотрим применение алгоритмов
XGBoost и CatBoost для решения каждой из них.

4.1 Классификация

Поставим в соответствие измерениям осад-
ков {yt} последовательность {ct = I(yt > ε)} для
некоторого наперед заданного значения ε (напри-
мер, ε = 0,005), где I(·) обозначает индикатор соот-
ветствующего множества. Так формируется разби-
ение исходных данных на два класса — наличие
и отсутствие осадков. Первый класс {ct = 1} будем
называть положительным, а второй {ct = 0} — от-
рицательным. Модель классификации на вход по-
лучает значения �xe

t , а в качестве результата выдает
вероятность принадлежности наблюдений к поло-
жительному классу {ppredt ≡ P(ct = 1)}. Результи-
рующий класс определяется как {cpredt = I(ppredt >

> 0,5)}.

Таблица 1 Сравнение моделей классификации

Город Станция Лучшая модель ACC ROC AUC

Берлин 93850 XGBoost_Logistic 86,11% 95,64%
Берлин 103810 CatBoost_Logistic 80,56% 82,19%
Доберлуг 94900 CatBoost_Logistic 83,33% 88,1%
Доберлуг 104900 CatBoost_Logistic 86,11% 84,23%
Хольцдорф 104760 XGBoost_Logistic 61,11% 72,1%
Линденберг 93930 CatBoost_Logistic 75% 76,92%
Линденберг 103930 CatBoost_Logistic 86,11% 86,55%
Нойруппин 92700 XGBoost_Logistic 72,22% 75,6%
Нойруппин 102700 CatBoost_Logistic 69,44% 66,9%
Потсдам 93790 XGBoost_Logistic 63,89% 68,75%
Потсдам 103790 XGBoost_Logistic 66,7% 78,41%
Визенбург 103680 XGBoost_Logistic 66,7% 70,63%
Виттенберг 94740 XGBoost_Logistic 77,78% 74,6%
Виттенберг 104740 XGBoost_Logistic 69,44% 73,96%
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Таблица 2 Усредненные результаты предсказания моде-
лей классификации

Метрика
Модель

ACC ROC AUC

XGBoost_Logistic 72,22% 78,26%
CatBoost_Logistic 71,03% 75,96%

Для решения задачи классификации бы-
ли выбраны модели градиентного бустинга
XGBoost_Logistic и CatBoost_Logistic с целе-
вой функцией логистической регрессии — для них
требуется меньший объем данных для обучения.
В табл. 1 приведены результаты для лучшей из
рассмотренных конфигураций по каждой станции
в метриках ACC (2) и ROC AUC (3).

В табл. 2 приведены усредненные сразу по всем
вариантам параметров значения точности для каж-
дой модели.

В данной задаче модель XGBoost_Logisticпро-
демонстрировала в среднем несколько более высо-
кие (порядка 1%–3%) показатели точности по срав-
нению с CatBoost_Logistic. Однако, как видно из
табл. 1, для шести из 14 станций более успешным
оказалось применение категориального бустинга.

4.2 Регрессия

В данном случае в качестве входных пара-
метров используются величины {�xe

t}, а на вы-
ходе формируется набор {ypredt } (см. разд. 2).
При этом результирующий класс имеет следу-
ющий вид: {cpredt = I(ypredt > ε)}. В ка-
честве моделей регрессии используются XGBoost
и CatBoost с различными целевыми функция-
ми. В XGBoost_RMSE и CatBoost_RMSE использу-
ется RMSE (4), CatBoost_MAE— средняя абсолютная

ошибка (MAE), а в XGBoost_Gamma— гамма-регрес-
сия с логарифмической связью. В табл. 3 приведе-
ны результаты лучшей модели для каждой станции
в метриках ACC (2) и RMSE (4).

5 Гибридные модели

Сравнение результатов точности описанных
в предыдущем разделе моделей показывает, что мо-
дели регрессии гораздо хуже справляются с задачей
классификации. В этом разделе предложены гиб-
ридные модели, которые сочетают преимущества
обоих подходов.

XGBoost Logistic+Mean. Простую комбинирован-
ную модель можно получить, совместив вы-
ход классификатора {cclst } и среднее значение
объемов осадков m = |T |−1∑t∈T yt. Тогда вы-
ход комбинированной модели определим как
{ypredt = cclst m}.

XGBoost Logistic+RMSE. Здесь вместо среднего
значения m будет использоваться выход прос-
того регрессора {yregt }. Тогда выход новой мо-
дели определим как {ypredt = cclst yregt }.

XGBoost Logistic+RMSE+Sigmoid. Пусть теперь
выход классификатора {pclst } определяет ве-
роятность принадлежности к положительному
классу. Введем функцию связи вида

s(x) =
(

1 + e−α(x−β)
)−1

,

где α и β — некоторые заданные действитель-
ные коэффициенты. Она позволяет исполь-
зовать вместо бинарного решения {cclst } набор

Таблица 3 Сравнение моделей регрессии

Город Станция Лучшая модель ACC RMSE

Берлин 93850 XGBoost_Gamma 83,33% 0,0631
Берлин 103810 XGBoost_Gamma 69,44% 0,1111
Доберлуг 94900 XGBoost_Gamma 86,11% 0,075
Доберлуг 104900 CatBoost_MAE 83,33% 0,0876
Хольцдорф 104760 XGBoost_Gamma 75% 0,1027
Линденберг 93930 XGBoost_Gamma 75% 0,0721
Линденберг 103930 XGBoost_Gamma 80,56% 0,0912
Нойруппин 92700 XGBoost_Gamma 66,7% 0,061
Нойруппин 102700 CatBoost_MAE 66,7% 0,0643
Потсдам 93790 XGBoost_Gamma 66,7% 0,0910
Потсдам 103790 XGBoost_Gamma 66,7% 0,0886
Визенбург 103680 XGBoost_Gamma 61,11% 0,1767
Виттенберг 94740 CatBoost_MAE 72,22% 0,0591
Виттенберг 104740 XGBoost_RMSE 77,78% 0,0734
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Таблица 4 Сравнение результатов гибридных моделей

Город Станция Лучшая модель ACC RMSE

Берлин 93850 XGBoost_Logistic+RMSE+Sigmoid 91,67% 0,0588
Берлин 103810 XGBoost_Logistic+RMSE 75% 0,1012
Нойруппин 92700 XGBoost_Logistic+RMSE 72,22% 0,0556
Нойруппин 102700 XGBoost_Logistic+RMSE+Sigmoid 69,44% 0,0593
Потсдам 93790 XGBoost_Logistic+RMSE+Sigmoid 69,44% 0,0697
Потсдам 103790 XGBoost_Logistic+RMSE+Sigmoid 69,44% 0,0777
Визенбург 103680 XGBoost_Logistic+RMSE 66,7% 0,1418
Виттенберг 94740 XGBoost_Logistic+RMSE+Sigmoid 80,56% 0,052

непрерывных значений, а кроме того, предо-
ставляет возможность гибкого подбора коэф-
фициентов, наиболее подходящих для конкрет-
ных данных. Выход такой модели определим
как {ypredt = s

(
pclst

)
yregt }. Отметим, что для

рассматриваемых в статье данных наилучшие
результаты были получены для конфигураций
с α = 10 и β = 0,45.

В табл. 4 приведены станции, для которых бы-
ли улучшены результаты чисто регрессионных мо-
делей (см. табл. 3). Отметим, что этого удалось
достичь для 8 из 14 станций, причем увеличение
точности классификации составило от 2% до 8%
в зависимости от местоположения. Таким обра-
зом, использование гибридных моделей оказывает-
ся вполне оправданным с точки зрения более точ-
ной обработки данных и корректного заполнения
пропусков в них.

В табл. 5 приведены усредненные сразу по всем
вариантам параметров значения точности как для
чисто регрессионных, так и для гибридных моделей
в порядке возрастания величины ACC (2). Кроме
того, для сравнения представлена простая модель
заполнения средним значением, обозначенная как
Mean.

Отметим, что и величины ошибок RMSE для не-
прерывных значений также остаются весьма уме-
ренными.

Таблица 5 Усредненные результаты точности моделей
регрессии, включая гибридные

Метрика
Модель

ACC RMSE

Mean 45,24% 0,0801
CatBoost_RMSE 47,02% 0,0756
XGBoost_RMSE 58,73% 0,0759
CatBoost_MAE 60,91% 0,0804
XGBoost_Gamma 70,83% 0,0877
XGBoost_Logistic+Mean 72,22% 0,0808
XGBoost_Logistic+RMSE 72,42% 0,0787
XGBoost_Logistic+RMSE+Sigmoid 74,4% 0,0763

6 Заключение

В работе продемонстрирована возможность вы-
сокоточного заполнения пропусков в данных с ис-
пользованием гибридных моделей градиентного
бустинга. Достигнутая точность в задачах клас-
сификации составила до 92% при весьма умерен-
ных значениях ошибок прогнозов в метрике RMSE.
Гибридные методы превзошли по качеству пред-
сказания как простые модели классификации, так
и регрессии.

Было проведено сравнение методов библио-
тек XGBoost и CatBoost, которое показало, что
в большинстве случаев для работы с осадками более
перспективным представляется использование экс-
тремального градиентного бустинга, однако для от-
дельных рядов результаты могут быть улучшены за
счет применения категориальных моделей. Разви-
ваемые подходы могут быть успешно использованы
как для непосредственного анализа метеорологи-
ческих данных методами машинного обучения, так
и для улучшения качества предсказания на основе
физических моделей атмосферных процессов.

Авторы выражают особую признательность про-
фессору В. Ю. Королеву за полезные обсуждения
в рамках совместных исследований метеорологиче-
ских явлений.
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УПРАВЛЕНИЕ ВЫХОДОМ СТОХАСТИЧЕСКОЙ

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЙ СИСТЕМЫ

ПО КВАДРАТИЧНОМУ КРИТЕРИЮ.

III. АНАЛИЗ СВОЙСТВ ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ∗

А. В. Босов1, А. И. Стефанович2

Аннотация: Продолжено исследование задачи оптимального управления для диффузионного процес-
са Ито и линейного управляемого выхода с квадратичным критерием качества. Изучаются свойства
оптимального решения, определяемого функцией Беллмана вида Vt(y, z) = αtz

2 + βt(y)z + γt(y), ко-
эффициенты βt(y) и γt(y) которой описываются линейными уравнениями в частных производных
параболического типа. Для данных коэффициентов определяются альтернативные эквивалентные опи-
сания в форме стохастических дифференциальных уравнений и теоретико-вероятностного представления
их решений, известного как уравнение А. Н. Колмогорова. Показано, что полученное дифференциальное
представление эквивалентно интегральной формуле Фейнмана–Каца. В перспективе полученное опи-
сание коэффициентов и, как следствие, решение исходной задачи управления могут использоваться для
реализации альтернативного численного метода их расчета как результата имитационного моделирования
решения стохастического дифференциального уравнения.

Ключевые слова: стохастическое дифференциальное уравнение; оптимальное управление; функция
Беллмана; линейные уравнения параболического типа; уравнение А. Н. Колмогорова; формула Фейнма-
на–Каца
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1 Введение

В работах [1, 2] получены оптимальное и при-
ближенное численные решения в задаче управле-
ния линейным выходом стохастической диффе-
ренциальной системы по квадратичному критерию
качества, краткая выдержка полученного резуль-
тата приведена в разд. 2 статьи. Оптимизируемая
динамическая система описывается двумя уравне-
ниями: нелинейным стохастическим дифференци-
альным уравнением Ито для состояния и линейным
уравнением для управляемого выхода, цель опти-
мизации — квадратичным функционалом. Анали-
тическое решение определяет функция Беллмана
вида

Vt(y, z) = αtz
2 + βt(y)z + γt(y) ,

коэффициенты αt, βt(y) и γt(y) которой представ-
лены решениями определенных дифференциаль-
ных уравнений (обыкновенного Риккати и двух
в частных производных линейных параболическо-
го типа). Приближенное решение осуществляется

численным методом расчета указанных коэффици-
ентов. При этом применение сеточных методов
для параболического уравнения осложняется тем
обстоятельством, что метод динамического про-
граммирования дает только начальные и не дает
граничных условий для уравнений, определяющих
βt(y), γt(y), точнее, отсутствуют основания для
их обоснованного выбора. Из-за этого граничные
условия выбираются довольно волюнтаристски, об-
суждается устойчивость решения в отношении этих
граничных условий. Так, при вычислении βt(y)
рассматривались и сравнивались два традиционных
варианта граничных условий — в задаче Дирихле:

βt(y) = 0 ,

т. е. условие поглощения, и в задаче Неймана:

∂βt(y)

∂y
= 0 ,

т. е. условие отражения, явные и неявные схемы
с разными вариантами дискретизации.

∗Работа выполнена при частичной поддержке РФФИ (проект 19-07-00187-A).
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наук, AStefanovich@frccsc.ru

41



А. В. Босов, А. И. Стефанович

Получение удовлетворительного результата не
сделало менее актуальной задачу поиска альтер-
нативного метода для приближенного вычисления
коэффициентов функции Беллмана в рассматри-
ваемой задаче, которой посвящена данная статья
(здесь и далее под коэффициентами подразумевает-
ся пара βt(y), γt(y), так как эффективных вариантов
решения уравнения Риккати дляαt известно предо-
статочно). Поскольку обсуждаемые коэффициенты
описываются линейными уравнениями в частных
производных второго порядка параболического ти-
па, то перспективным представлялось опираться
в исследовании этой задачи на известные факты,
ассоциирующие такие уравнения с уравнениями
стохастическими. Видимо, самая известная ассоци-
ация такого рода — это уравнение А. Н. Колмогоро-
ва [3], которое и было использовано в качестве ин-
струмента для реализации альтернативного метода
приближенного вычисления коэффициентов βt(y)
и γt(y) Точнее, использовалось утверждение, кото-
рое определяет связь между решением задачи Коши
для уравнения А. Н. Колмогорова, с одной сторо-
ны, и теоретико-вероятностным представлением ее
терминального условия, с другой. Адаптированная
для рассматриваемой задачи оптимизации форму-
лировка этого результата приведена в разд. 3 статьи,
а ее применение к уравнениям для βt(y) и γt(y) —
в разд. 4.

Связь дифференциальных уравнений в частных
производных и стохастических изучается давно, су-
щественных результатов в этой области получено
множество. Наиболее развита тематика так назы-
ваемых обратных стохастических уравнений, нача-
ло которой положено в работах [4, 5], некоторые
итоги имеются в [6, 7], а актуальные исследования
проводятся и в настоящее время. Надо отметить,
что и приложение этой тематики именно к числен-
ному решению параболических уравнений также
успешно реализовано [8]. Так что предложенный
в статье подход можно считать исследованным
и апробированным. Другое дело, что предложен-
ный в статье порядок изложения результата на осно-
ве уравнения А. Н. Колмогорова позволяет не толь-
ко получить альтернативную численную процедуру,
но качественно описать свойства рассматриваемых
коэффициентов, так как полученное эквивалент-
ное описание коэффициентов — это стохастиче-
ские дифференциальные уравнения и соотноше-
ние, определяющее связь между математическим
ожиданием их решения и искомыми коэффици-
ентами. Соответственно, такое представление слу-
жит основой для численного решения рассматрива-
емых параболических уравнений вероятностными
методами, т. е. методом имитационного моделиро-
вания решения стохастического дифференциаль-

ного уравнения. Кроме того, полученное диффе-
ренциальное представление имеет известный инте-
гральный аналог — формулу Фейнмана–Каца [9],
является частным случаем классического варианта
этой формулы. Обсуждению данного факта посвя-
щен разд. 5.

2 Оптимальное управление
выходом

Аналитическое решение задачи оптимизации,
исследуемое далее, получено в [1] и кратко описы-
вается следующими положениями.

Рассматривается состояние yt стохастической
дифференциальной системы, описываемое нели-
нейным стохастическим дифференциальным урав-
нением Ито:

dyt = At (yt) dt+›t (yt) dvt , y0 = Y , (1)

где vt — стандартный винеровский процесс; Y —
случайная величина с конечным вторым моментом,
функцииAt;›t удовлетворяют условиям Ито, обес-
печивающим существование единственного реше-
ния [10].

С состоянием yt линейно связан выход zt:

dzt = atyt dt+ btzt dt+ ctut dt+ σt dwt, z0 = Z, (2)

где wt — не зависящий от vt, Y и Z стандартный
винеровский процесс; Z — случайная величина
с конечным вторым моментом; ut — допустимое
управление. Функции at, bt, ct и σt предполага-
ются ограниченными, процесс управления — до-
пустимым неупреждающим [10], что обеспечивает
существование решения уравнения (2) для любого
допустимого управления.

Используется целевой функционал следующего
вида:

J
(
UT
0

)
= E







T∫

0

(

St (styt − gtzt − htut)
2
+

+Gtz
2
t +Htu

2
t

)
dt+ ST (sT yT − gT zT )

2
+GT z

2
T






,

UT
0 = {ut, 0 ≤ t ≤ T } , (3)

где St, Gt и Ht — неотрицательные ограниченные
функции.

Оптимальное управление, доставляющее мини-
мум функционалу J

(
UT
0

)
,

u∗t = −1
2

(
Sth

2
t +Ht

)−1
(ct (2αtzt + βt(yt)) +

+ 2St (styt − gtzt)ht) ,
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решение задачи поиска u∗t обеспечивается пред-
ставлением функции Беллмана Vt(y, z) в виде:

Vt(y, z) = αtz
2 + βt(y)z + γt(y) ,

где коэффициенты αt, βt(y) и γt(y) задаются следу-
ющими дифференциальными уравнениями:

∂αt

∂t
+ 2αt

(

bt −
(
Sth

2
t +Ht

)−1
ctSthtgt

)

+

+
(

St −
(
Sth

2
t +Ht

)−1
S2t h

2
t

)

g2t +Gt −

−
(
Sth

2
t +Ht

)−1
c2tα

2
t = 0 , αT = ST g

2
t +GT ; (4)

∂βt(y)

∂t
+
1

2
›2t (y)

∂2βt(y)

∂y2
+At(y)

∂βt(y)

∂y
+

+ 2αt

(

at +
(
Sth

2
t +Ht

)−1
ctSthtst

)

y +

+ βt(y)
(

bt −
(
Sth

2
t +Ht

)−1
ctSthtgt

)

−

− 2
(

St −
(
Sth

2
t +Ht

)−1
S2t h

2
t

)

stgty −

−
(
Sth

2
t +Ht

)−1
c2tαtβt(y) = 0 ,

βT (y) = −2ST sT gT y ; (5)

∂γt(y)

∂t
+
1

2
›2t (y)

∂2γt(y)

∂y2
+ σ2tαt +At(y)

∂γt(y)

∂y
+

+ βt(y)
(

at +
(
Sth

2
t +Ht

)−1
ctSthtst

)

y +

+
(

St −
(
Sth

2
t +Ht

)−1
S2t h

2
t

)

s2ty
2 −

− 1
4

(
Sth

2
t +Ht

)−1
c2tβ

2
t (y) = 0 ,

γT (y) = ST s
2
T y
2 . (6)

Уравнение (4) является уравнением Риккати
и имеет единственное неотрицательное решение
для всех 0 ≤ t ≤ T , так как предполагается Sth

2
t +

+Ht > 0. Уравнения (5) и (6) представляют собой
линейные уравнения в частных производных второ-
го порядка, относятся к параболическому типу, по-
скольку ›2t (y) > 0. Численное решение этих урав-
нений традиционными сеточными методами [2]
обеспечивает возможность получения приближен-
ного решения рассматриваемой задачи оптимиза-
ции. Однако с реализацией такого численного ре-
шения возникают проблемы как вычислительного
характера, так и алгоритмического, связанные с не-
ограниченной областью допустимых значений ар-
гумента y и, как следствие, отсутствием граничного
условия, необходимого сеточному алгоритму.

3 Уравнение А. Н. Колмогорова

Помимо сложностей реализации приближенно-
го решения полученное выражение для функции

Беллмана представляется целесообразным сопро-
водить разъяснениями в отношении физическо-
го (содержательного) смысла коэффициентов βt(y)
и γt(y), т. е. ответить на вопрос, в чем смысл урав-
нений (5) и (6), а также предложить эффективный
способ их приближенного решения. Отметим, что
основную ценность составляет, конечно, опреде-
ление коэффициента βt(y), поскольку именно он
требуется для реализации оптимального управле-
ния. Но и коэффициент γt(y) заслуживает внима-
ния в целях анализа качества управления, динами-
ки изменения целевой функции J(U t

0). В качестве
такого способа видится использование имитацион-
ного моделирования для стохастического диффе-
ренциального уравнения, ассоциированного с ре-
шаемым параболическим уравнением (5) или (6).
Для реализации такой ассоциации будет использо-
ван следующий результат [3].

Рассмотрим процесс Xτ ∈ R
n, описываемый

стохастической дифференциальной системой

dXτ = mτ (Xτ ) dt+ στ (Xτ ) dWτ ,

гдеWτ — винеровский процесс подходящей размер-
ности. Отметим, что здесь в постановке требуется
рассматривать многомерный случай, с учетом ска-
лярного yt в (1) можно ограничиться Xτ ∈ R

2, что
для дальнейшего уже несущественно. Кроме того,
отметим, что формулируется результат в существен-
но более частном виде, чем дано в [3]. Результат
общего вида не ограничивается случаем непрерыв-
ной гауссовской меры dWτ и приводит к интегро-
дифференциальному уравнению, здесь достаточ-
но частного случая дифференциального уравнения.
Решение Xτ будем рассматривать на интервале t ≤
≤ τ ≤ T с начальным условием Xt = X . Под-
черкивая это, обозначим такое решение Xτ (t,X).
Далее рассмотрим его в правой точке горизонта
управления XT (t,X), интерпретируя как функцию
переменных (t,X). Пусть f(X) — некоторая два-
жды непрерывно дифференцируемая и вместе со
своими частными производными первого и вто-
рого порядка равномерно ограниченная функция,
F (t,X) = E{f(XT (t,X))}. Тогда функция F (t,X)
дважды непрерывно дифференцируема по X, диф-
ференцируема по t и удовлетворяет уравнению:

∂F (t, x)

∂t
+

n∑

i=1

mti

∂F (t,X)

∂Xi
+
1

2

n∑

i,j=1

σ2tij

∂2F (t,X)

∂Xi∂Xj
= 0,

lim
t→T

F (t,X) = f(X) . (7)

Уравнение (7) известно как уравнение А. Н. Кол-
могорова, а данное утверждение определяет связь
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между решением задачи Коши с терминальным
условием для уравнения с частными производны-
ми (7), с одной стороны, и теоретико-вероятност-
ным представлением F (t,X) = E{f(XT (t,X))}
этого решения, с другой. Кроме того, этот резуль-
тат может служить основой для приближенного ре-
шения (7) методом имитационного моделирования
(моделирование решения XT (t,X) стохастическо-
го дифференциального уравнения и метод Монте-
Карло для оценки F (t,X)).

Уравнение (7) имеет очевидное сходство с урав-
нениями (5) и (6). Соответственно, представляет-
ся обоснованным, используя (7), прояснить смысл
решений (5) и (6) и предложить метод их прибли-
женного решения.

4 Стохастическое представление
коэффициентов функции
Беллмана

Требуемый результат получается в итоге неслож-
ных манипуляций, приводящих уравнения (5) и (6)
к виду (7) уравнения А. Н. Колмогорова. Сначала
приведем выкладки дляβt(y), для чего уравнение (5)
запишем в виде:

∂βt(y)

∂t
+At(y)

∂βt(y)

∂y
+
1

2
›2t (y)

∂2βt(y)

∂y2
+Mty +

+Ntβt(y) = 0 , βT (y) = −2ST sT gT y , (8)

где

Mt = 2
(

αt

(

at +
(
Sth

2
t +Ht

)−1
ctSthtst

)

−

−
(

St −
(
Sth

2
t +Ht

)−1
S2t h

2
t

)

stgt

)

;

Nt = bt −
(
Sth

2
t +Ht

)−1
ctSthtgt −
−
(
Sth

2
t +Ht

)−1
c2tαt .

Введем новую функцию β
(0)
t (y) следующим ра-

венством:

βt(y) = β
(0)
t (y) exp






−

t∫

0

Nτ dτ






=

= β
(0)
t exp {−it} , (9)

где

it =

t∫

0

Nτ dτ .

Замена переменных (корректная, с учетом сде-
ланных в рамках модели (1)–(3) предположений,

гарантирующих ограниченность подынтегрального
выражения) в (8) с учетом

∂it
∂t
= Nt ;

∂βt(y)

∂t
=
β
(0)
t (y)

∂t
exp {−it} − β

(0)
t exp {−it}Nt ;

∂βt(y)

∂y
=
β
(0)
t (y)

∂y
exp {−it} ;

∂2βt(y)

∂y2
=
∂2β

(0)
t (y)

∂y2
exp {−it}

и дополнительного обозначения

It = exp {−it}

дает:

∂β
(0)
t (y)

∂t
It +At(y)

∂β
(0)
t (y)

∂y
It +

+
1

2
›2t (y)

∂2β
(0)
t (y)

∂y2
It +

+Mty +Ntβ
(0)
t (y)It − β

(0)
t (y)ItNt = 0 ,

откуда с учетом I−1t = exp {ii} получаем:

∂β
(0)
t (y)

∂t
+At(y)

∂β
(0)
t (y)

∂y
+
1

2
›2t (y)

∂2β
(0)
t (y)

∂y2
+

+MtI
−1
t y = 0 , β

(0)
T (y) = −2ST sT gT I

−1
T y . (10)

Далее введем еще одну функцию β
(1)
t

(
y, y(1)

)
,

обозначив:

β
(1)
t

(

y, y(1)
)

= β
(0)
t (y) + y

(1) . (11)

Это функция времени и двух фазовых перемен-
ных, «старой» y и «новой/дополнительной» y(1),
частные производные которой связаны с производ-
ными β(0)t (y) следующим образом:

– производная по времени

∂β
(1)
t (y, y

(1))

∂t
=
∂β
(0)
t (y)

∂t
;

– градиент

–β
(1)
t =








∂β
(1)
t (y, y

(1))

∂y

∂β
(1)
t (y, y

(1))

∂y1







=





∂β
(0)
t (y))

∂y
1



 ;
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– гессиан

∇β(1)t =












∂2β
(1)
t

(

y, y(1)
)

(∂y)
2

∂2β
(1)
t

(

y, y(1)
)

∂y∂y(1)

∂2β
(1)
t

(

y, y(1)
)

∂y(1)∂y

∂2β
(1)
t

(

y, y(1)
)

∂
(

y(1)
)2












=

=





∂2β
(0)
t (y)

(∂y)2
0

0 0



 .

С учетом сделанных замечаний уравнение (10)
записывается в виде:

∂β
(1)
t

(

y, y(1)
)

∂t
+

(
At(y)
MtI

−1
t y

)T

–β
(1)
t +

+
1

2

(
›2t (y)
0

)T

∇β(1)t

(
›2t (y)
0

)

= 0 (12)

с терминальным условием

β
(1)
T

(

y, y(1)
)

= −2ST sT gT I
−1
T y + y(1) .

Полученное уравнение (12) — это уравнение
А. Н. Колмогорова (7), которое порождается слу-
чайным процессом

Xτ =

(
xτ

y
(1)
τ

)

, t ≤ τ ≤ T ,

заданным следующей стохастической дифферен-
циальной системой:

dxτ = Aτ (xτ ) dτ +›τ (xτ ) dvτ ,

t ≤ τ ≤ T , xt = yt ;

dy
(1)
τ =MτI

−1
τ xτdτ , y

(1)
t =

t∫

0

MτI
−1
τ yτ dτ .







(13)

Полученная система очевидным образом экви-
валентна исходной стохастической системе: ее со-
стояние yt описывается таким же уравнением, что
и первое уравнение (13) для xτ , где в записи исполь-
зован тот же самый винеровский процесс vτ , плюс
представляет некоторый среднеквадратичный (с.к.)
интеграл этого состояния (второе уравнение).

Теперь, полагая в уравнении (7)

X =

(
y

y(1)

)

,

используя вместо обозначения XT (t,X) пару

xT

(
t, y, y(1)

)
и y(1)T

(
t, y, y(1)

)
и подставляя

F (t,X) = β
(1)
t

(

y, y(1)
)

;

f (xT (t,X)) =

= β
(1)
T

(

xT

(

t, y, y(1)
)

, y
(1)
T

(

t, y, y(1)
))

=

= −2ST sT gT I
−1
T xT

(

t, y, y(1)
)

+ y
(1)
T

(

t, y, y(1)
)

,

получаем:

F (t,X) = E {f (XT (t,X))} ⇒ β
(1)
t

(

y, y(1)
)

=

= E
{

−2ST sT gT I
−1
T yT

(

t, y, y(1)
)

+ y
(1)
T

(

t, y, y(1)
)}

.

Далее заметим, что согласно (13) величи-
на xT

(
t, y, y(1)

)
не зависит от y(1), поэтому далее

ее следует обозначать xT (t, y). Значение y(1)T можно
представить в виде:

y
(1)
T = y

(1)
t +

T∫

t

MτI
−1
τ xτ dτ .

И далее с учетом введенных выше обозначе-
ний (9) и (11):

βt(y) = Itβ
(0)
t =

= ItE
{

−2ST sT gT I
−1
T xT (t, y) + y

(1)
T (t, y, 0)

}

, (14)

где

β
(0)
t (y) = β

(1)
t

(

y, y(1)
)

− y(1) =

= E
{

−2ST sT gT I
−1
T xT (t, y) + y

(1)
T

(

t, y, y(1)
)}

−

−y(1) = E
{

−2ST sT gT I
−1
T xT (t, y) + y

(1)
T (t, y, 0)

}

.

В последних выражениях учитывается началь-
ное условие, с которым решается уравнение для y(1)τ

из (13): для переменной β(1)t интегрирование начи-

нается с величины y
(1)
t — интеграла, рассчитанного

для 0 ≤ τ ≤ t, для переменной β
(0)
t это слагаемое

обнуляется.
Полученное выражение (14) является, во-пер-

вых, некоторым объяснением физического смысла
коэффициента βt(y), определяющего оптимальное
управление в рассматриваемой задаче, а именно:
βt(y), аддитивно входящее в оптимальное управле-
ние u∗t , представляет собой линейную комбинацию
всех прогнозов xτ (t, y) = E {yτ |Fy

t } для t ≤ τ ≤
≤ T , т. е. состояний от текущего момента t вплоть
до горизонта управления T . Здесь Fy

t — σ-алгебра,
порожденная значениями yτ до момента t включи-
тельно, с учетом марковского свойства yt из (1)
формально выражает начальное условие xt = yt

в системе (13).
Отметим, что аналогичное свойство обсуждает-

ся в работе [11], где рассмотрена такая же точно
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задача, но в дискретном времени. Второе обстоя-
тельство в связи с выражением (14) — это возмож-
ность решения уравнения (5) для расчета βt(y) без
использования каких-либо (например, сеточных)
методов решения уравнений в частных производ-
ных, а с использованием компьютерного имита-
ционного моделирования, т. е. с заменой расчетов
аппроксимаций частных производных моделирова-
нием пучка траекторий процесса xτ , описываемого
уравнением (13), или, что то же самое, процес-
са yt, описываемого уравнением (1), и набора до-
полнительных переменных, задающих фигуриру-
ющие в (14) интегралы (с.к.-интеграл от xτ из (14),
задаваемый процессом y

(1)
τ , и римановский инте-

грал It). Формальный алгоритм, реализующий эту
идею, будет представлен и исследован позже.

Далее, опираясь на полученный результат, мож-
но записать аналогичные выражения и для коэф-
фициента γt(y), т. е. закрыть уже вопрос полностью,
вычислив функцию Беллмана.

Итак, рассмотрим уравнение (6), записав его для
удобства в виде:

∂γt(y)

∂t
+At(y)

∂γt(y)

∂y
+
1

2
›2t (y)

∂2γt(y)

∂y2
+Lt(y) = 0,

γT (y) = ST s
2
T y
2 , (15)

где

Lt(y) = βt(y)
(

at +
(
Sth

2
t +Ht

)−1
ctSthtst

)

y +

+
(

St −
(
Sth

2
t +Ht

)−1
S2t h

2
t

)

s2ty
2 −

− 1
4

(
Sth

2
t +Ht

)−1
c2tβ

2
t (y) .

Здесь задача немного проще, чем в (8), так как нет
слагаемого с γt(y), поэтому преобразования огра-
ничатся одним шагом с новой функцией, как в (11):
γ
(1)
t

(
y, y(2)

)
= γt(y)+y

(2) и теми же действиями, ко-
торые приведут к уравнению А. Н. Колмогорова (7),
порождаемому случайным процессом

Xτ =

(
xτ

y
(2)
τ

)

, t ≤ τ ≤ T ,

заданным стохастической дифференциальной сис-
темой:

dxτ = Aτ (xτ ) dτ +›τ (xτ ) dvτ ,

t ≤ τ ≤ T , xt = yt ;

dy
(2)
τ = Lτ (xτ ) dτ , y

(2)
t =

t∫

0

Lτ (yτ ) dτ ,







(16)

причем процесс xτ здесь тот же, что и в (13), так
что (13) и (16) можно рассматривать как одну сис-
тему для переменной

Xτ =
(

xτ , y
(1)
τ , y(2)τ

)T

.

Итогом станет следующее представление для γt(y):

γt(y) = E
{

ST s
2
Tx
2
T (t, y) + y

(2)
T (t, y, 0)

}

. (17)

Полученное выражение играет ту же роль,
что и (14) для коэффициента βt(y). Отметим,
что согласно (17) прогнозированию подлежит еще
и второй момент процесса xτ , описываемого урав-
нением (13), или процесса yt. Кроме того, обра-
тим внимание на возможность вычисления γt(y)
вместе с βt(y) по тому же пучку траекторий (с до-

полнительной переменной y
(2)
τ , представляющей

с.к.-интеграл от xτ ) состояния yt. Это замечание
завершает исследование оптимального управления,
так как наряду с возможностью вычисления само-
го управления имеется и возможность определения
его качества:

min
UT
0

J
(
UT
0

)
= J

(

(U∗)T0

)

= E {V0 (Y, Z)} =

= E
{
α0Z

2 + β0(Y )Z + γ0(y)
}
,

которое после решения уравнений (4)–(6) методом
имитационного моделирования естественным бу-
дет определить усреднением по уже имеющемуся
пучку.

5 Представление
Фейнмана–Каца
коэффициентов функции
Беллмана

В этом разделе приводится дополнение к основ-
ным полученным результатам — соотношениям (14)
и (17), а именно: их несложные преобразования
приведут к формуле Фейнмана–Каца [9], которая
представляет самый известный результат ассоциа-
ции параболического дифференциального уравне-
ния в частных производных (линейного неоднород-
ного второго порядка) со стохастической системой.
С этой целью заметим, во-первых, что, доопределив
случайный процесс xτ из (13) или (16) равенством
xτ = yτ на интервале 0 ≤ τ ≤ t, получим стохасти-
чески эквивалентные процессы yt и xt на интервале
0 ≤ t ≤ T . Подчеркивая это, в (13) и (16) в диффузи-
онном слагаемом использовано то же обозначение
для винеровского процесса vt, что и в (1), хотя
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они должны быть определены на разных простран-
ствах. Это позволяет использовать в (14) и (17)
вместо xT (t, y) переменную yT (t, y) и далее в вы-
ражениях использовать только yT , заменяя началь-
ное условие xτ = yt на условное математическое
ожидание относительно Fy

t . Во-вторых, вернем
к исходным обозначениям следующие элементы,
фигурирующие в (14) и (17):

y
(1)
T (t, y, 0) =

T∫

t

MτI
−1
τ yτ dτ ;

y
(2)
T (t, y, 0) =

T∫

t

Lτ (yτ ) dτ ;

ItI
−1
τ = exp






−

t∫

0

Ns ds






exp







τ∫

0

Ns ds






=

= exp







τ∫

t

Ns ds






;

ItI
−1
T = exp






−

t∫

0

Nτ dτ






exp







T∫

0

Nτ dτ






=

= exp







T∫

t

Nτ dτ






.

Подставляя теперь все вместе в (14) и (17), по-
лучаем:

βt(y) = E






−2ST sT gT exp







T∫

t

Nτ dτ






yT +

+

T∫

t

exp







τ∫

t

Ns ds






Mτyτ dτ |Fy

t






;

γt(y) = E






ST s

2
T y
2
T +

T∫

t

Lτ (yτ ) dτ |Fy
t






.







(18)

Каждое из равенств (18) — это формула Фейн-
мана–Каца [9], записанная с учетом конкретного
вида слагаемых и терминальных условий в (8) и (15)
соответственно. Практическую же ценность пред-
ставляет не то, в какой форме записан результат (18)
или (14), (17), а дифференциальная система (13),
(16), служащая основой для приближенного расче-
та коэффициентов βt(y) и γt(y).

6 Заключение

В статье продолжено исследование задачи опти-
мизации линейного выхода нелинейной дифферен-

циальной системы по квадратичному критерию,
начатое в [1]. Свойства оптимального решения
формируются коэффициентами αt, βt(y) и γt(y),
определенными выражением для функции Белл-
мана Vt(y, z) = αtz

2 + βt(y)z + γt(y). И если ко-
эффициент αt, описываемый уравнением Риккати,
не предоставляет пространства для исследования,
то коэффициенты βt(y) и γt(y), описываемые схо-
жими по структуре линейными неоднородными
уравнениями в частных производных второго по-
рядка параболического типа, обнаруживают любо-
пытные свойства. Выражением этих свойств явля-
ется формула Фейнмана–Каца (18), показывающая
связь исследуемых коэффициентов и моментных
характеристик некоторой дифференциальной сис-
темы. Сама полученная система (13), (16) состав-
ляет основной прикладной результат работы, так
как позволяет предложить альтернативный (по от-
ношению в традиционному сеточному методу, ис-
пользованному для расчетов в [2]) метод прибли-
женного решения задачи оптимизации в исходной
модели (1)–(3). Формальное изложение этого мето-
да и его практическая апробация составляют даль-
нейшую задачу исследования, планируемую к по-
следующей публикации.
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О РЕШЕНИИ ПРОБЛЕМЫ ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ

ЗАПАСОМ ДИСКРЕТНОГО ПРОДУКТА В СТОХАСТИЧЕСКОЙ

МОДЕЛИ РЕГЕНЕРАЦИИ С НЕПРЕРЫВНО ПРОИСХОДЯЩИМ

ПОТРЕБЛЕНИЕМ

П. В. Шнурков1, Н. А. Вахтанов2

Аннотация: Работа представляет собой вторую и завершающую часть исследования проблемы опти-
мального управления запасом дискретного продукта в стохастической модели регенерации. Основным
содержанием работы является вывод аналитических представлений для математического ожидания при-
ращения функционала прибыли, полученной за период регенерации. При этом указанные математи-
ческие ожидания находятся при всех возможных в данной задаче условиях на решения, принимаемые
на периоде регенерации. Полученные аналитические представления позволяют явно выразить стаци-
онарный стоимостный показатель эффективности управления, который был определен в первой части
исследования. Таким образом, появляется возможность численно решить задачу оптимального управле-
ния запасом в рассматриваемой модели.

Ключевые слова: управление запасом дискретного продукта; управляемый регенерирующий процесс;
стационарный стоимостный показатель эффективности управления

DOI: 10.14357/19922264190308

1 Введение

В первой части настоящего исследования [1]
была построена стохастическая модель управления
запасом дискретного продукта в форме регенери-
рующего процесса. Получено общее представление
для стационарного стоимостного показателя эф-
фективности управления. Установлено, что этот
показатель по форме представляет собой дробно-
линейный интегральный функционал, заданный
на множестве дискретных вероятностных распре-
делений, каждое из которых определяет стратегию
управления запасом или, что то же самое, страте-
гию управления введенным регенерирующим про-
цессом. Задача оптимального управления по от-
ношению к указанному функционалу решается на
основе теоремы о безусловном экстремуме дроб-
но-линейного интегрального функционала [2, 3].
Доказано, что оптимальное управление является
детерминированным и определяется точкой гло-
бального экстремума некоторой функции от дис-
кретного аргумента, который представляет собой
параметр управления. Таким образом, проблема
оптимального управления сведена к задаче поиска
глобального экстремума этой функции.

Вторая часть проведенного исследования по-
священа нахождению явного аналитического пред-
ставления для указанной целевой функции, которая
формально есть не что иное, как стационарный сто-

имостный показатель эффективности, т. е. средняя
удельная прибыль, при детерминированном управ-
лении.

Чтобы найти аналитическое представление
средней удельной прибыли как функции от пара-
метра управления, необходимо провести глубокий
анализ процедуры формирования доходов и затрат,
связанных с эволюцией исследуемой системы. Та-
кая процедура существенно зависит от значения
параметра управления. Проведя соответствующий
анализ для всех допустимых значений параметра
управления, можно получить явное аналитическое
представление для целевой функции средней удель-
ной прибыли. Именно такое представление и по-
лучено в данной работе. Окончательное решение
задачи оптимального управления, т. е. нахождение
значения параметра управления, которое доставля-
ет глобальный максимум целевой функции, может
быть выполнено только численными методами для
заданного набора исходных параметров математи-
ческой модели.

2 Вспомогательные
теоретические результаты

Прежде всего, приведем обобщение известной
формулы для математического ожидания неотри-
цательной случайной величины.

1Национальный исследовательский университет «Высшая школа экономики», pshnurkov@hse.ru
2Национальный исследовательский университет «Высшая школа экономики», Vakhtanov1997@mail.ru
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Пусть (Ÿ,A,P) — исходное вероятностное про-
странство. Предположим, что на этом простран-
стве задана неотрицательная случайная величина
η = η(ω), ω ∈ Ÿ, и произвольное событие A ∈ A.
Обозначим через F (x) = P(η < x), 0 < x < ∞,
функцию распределения случайной величины η.

Известен следующий результат о представлении
математического ожидания неотрицательной слу-
чайной величины η, принадлежащий Б. В. Гнеден-
ко [4]:

Eη =

∞∫

0

xdF (x) =

∞∫

0

P(η ≥ x) dx =

=

∞∫

0

(1− F (x)) dx . (1)

Рассмотрим теперь совместное распределение
F (x;A) = P(η < x;A) и соответствующее матема-
тическое ожидание

E(η;A) =

∞∫

0

xdF (x;A) .

П. В. Шнурковым доказано следующее утверж-
дение о представлении математического ожидания
по совместному распределению неотрицательной
случайной величины η и событияA:

E(η;A) =

∞∫

0

P(η ≥ x;A) dx . (2)

Соотношение (2) является обобщением форму-
лы (1), которая непосредственно следует из (2) при
A = Ÿ.

Общая формула (2) будет лежать в основе дока-
зательства утверждения, которое в данной работе
будет называться теоремой 1. Это утверждение,
в свою очередь, будет использоваться для получе-
ния явных представлений для различных вспомога-
тельных вероятностных характеристик, связанных
с целевым показателем управления.

Перейдем к формулировке и доказательству ука-
занного утверждения. При этом будем предпо-
лагать, что все вводимые стохастические объекты
определены на исходном вероятностном простран-
стве (Ÿ,A,P), которое описывает проводимый слу-
чайный эксперимент.

Теорема 1. Рассмотрим простейший поток одно-

родных событий с параметром λ. Обозначим через

ξ1, . . . , ξs интервалы между последовательными со-

бытиями этого потока, ζs =
∑s

i=1 ξi — момент

наступления s-го события, s = 1, 2, . . .

Пусть hr — положительная случайная величи-

на, имеющая заданную функцию распределения Fr(z),
которая может зависеть от некоторого веществен-

ного параметра r. Будем интерпретировать hr как

случайный интервал времени. Предположим, что слу-

чайная величина hr при любом фиксированном r не

зависит от рассматриваемого простейшего потока

и, в частности, от случайных величин ξ1, . . . , ξs. Обо-

значим черезAs случайное событие, состоящее в том,

что на интервале времени hr произошло ровно s собы-

тий простейшего потока, а через θr,s = hr−ζs — слу-

чайную величину, которая представляет собой оста-

точную длительность интервала времени hr после

наступления s-го события потока. Тогда математи-

ческое ожидание случайной величины θr,s, определя-

емое по совместному распределению с событием As,

может быть выражено следующей формулой:

τr,s = E [θr,s;As] =

=

∞∫

0

λs

s!

∞∫

x

(z − x)se−λz dFr(z) dx . (3)

Д о к а з а т е л ь с т в о . Заметим, что случайная ве-
личина θr,s определена на множестве элементарных
исходовω ∈ Ÿ, которые соответствуют событиюAs.
Тогда можно воспользоваться формулой (2) для ма-
тематического ожидания по совместному распре-
делению случайной величины θr,s и события As:

τr,s = E [θr,s;As] =

∞∫

0

P (θr,s > x,As) dx . (4)

В то же время событие As можно представить
следующим образом:

As =

(

ζs =
s∑

i=1

ξi < hr, ζs + ξs+1 > hr

)

.

Выразим совместное распределение случайной
величины θr,s и события As. Для любого x ≥ 0
имеем:

P (θr,s > x;As) =

= P (θr,s > x, ζs < hr, ζs + ξs+1 > hr) =

= P (hr − ζs > x, ζs < hr, ζs + ξs+1 > hr) =

= P (hr − ζs > x, ξs+1 > hr − ζs) . (5)

В силу введенных предположений случайная ве-
личина ζs имеет распределение Эрланга порядка
s ≥ 1 с параметром λ. Для этой величины из-
вестны явные представления функции распределе-
ния Gs(y) и ее полного дифференциала:
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Рис. 1 Графическая иллюстрация к утверждению теоремы 1

Gs(y) = P (ζs < y) = 1−
s−1∑

i=0

(λy)i

i!
e−λy, s ≥ 1;

dGs(y) = λ
(λy)s−1

(s− 1)! e
−λy dy, s ≥ 1.

Заметим, что в условиях доказываемой теоре-
мы случайные величины hr, ζs и ξs+1 независимы.
Зафиксируем значения случайных величин hr = z
и ζs = y. При указанном условии для реализации
события (hr − ζs > x, ξs+1 > hr − ζs) необходимо,
чтобы выполнялось соотношение z − y > x, т. е.
0 < y < z − x. В то же время должно выпол-
няться соотношение z > x, так как иначе событие
(hr − ζs > x) невозможно, т. е. имеет вероятность,
равную нулю.

Из указанных замечаний следует, что совмест-
ная вероятность P(hr − ζs > x, ξs+1 > hr − ζs) пред-
ставима в виде:

P (hr − ζs > x, ξs+1 > hr − ζs) =

=

∞∫

x

z−x∫

0

e−λ(z−y) dGs(y) dFr(z) =

=

∞∫

x

z−x∫

0

e−λ(z−y)λ
(λy)s−1

(s− 1)! e
−λy dy dFr(z) =

=

∞∫

x

z−x∫

0

λ
(λy)s−1

(s− 1)! e
−λz dy dFr(z) =

=

∞∫

x

λs

(s− 1)! e
−λz

z−x∫

0

ys−1 dy dFr(z) =

=

∞∫

x

λs

(s− 1)! e
−λz (z − x)s

s
dFr(z) =

=

∞∫

x

λs

s!
(z − x)s e−λz dFr(z) . (6)

Из (5) и (6) получаем явное представление для
совместного распределения P(θr,s > x;As), x > 0.
Остается применить формулу (4):

τr,s = E [θr,s;As] =

∞∫

0

P (θr,s > x;As) dx =

=

∞∫

0

P (hr − ζs > x, ξs+1 > hr − ζs) dx =

=

∞∫

0

∞∫

x

λs(z − x)s

s!
e−λz dFr(z) dx =

=

∞∫

0

λs

s!

∞∫

x

(z − x)se−λz dFr(z) dx .

Полученное соотношение совпадает с форму-
лой (3). Теорема 1 доказана.

Замечание 1. В ходе дальнейшего анализа рас-
сматриваемой модели управления запасом в роли
простейшего потока событий будет выступать по-
ток моментов поступления заявок на приобрете-
ние товара. Случайная величина hr будет играть
роль длительности задержки поставки, распреде-
ление которой зависит от параметра управления r.
Случайная величина θr,s будет представлять собой
остаточную длительность задержки после поступ-
ления последнего на данном периоде регенерации
заказа, имеющего фиксированный номер s, считая
от момента начала периода задержки. Иллюстра-
ция реализаций соответствующих событий в ходе
эволюции рассматриваемой системы приведена на
рис. 1.

Замечание 2. Согласно принятым предположениям
о рассматриваемой модели [1], случайная величи-
на hr имеет заданное распределение Hr(z). Таким
образом, в дальнейшем при использовании теоре-
мы 1 будем полагать Fr(z) = Hr(z), z ≥ 0.

3 Аналитические представления
для стоимостных характеристик
исследуемой модели

Перейдем к доказательству утверждений о кон-
кретных представлениях вероятностных характери-
стик, связанных со стационарным стоимостным
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показателем эффективности управления. Прежде
всего введем систему {As, s = 0, 1, 2, . . .}, где As ∈
∈ A — событие, состоящее в том, что за период
задержки в рассматриваемую систему поступило
ровно s требований на продукт (клиентов). Из
свойств пуассоновского потока и формулы полной
вероятности следует:

P (As) =

∞∫

0

(λy)s

s!
e−λy dHr(y) , s = 0, 1, 2, . . .

Рассмотрим случайную величину –γn, кото-
рая представляет собой приращение аддитивного
функционала прибыли на очередном периоде ре-
генерации (tn, tn+1] (см. [1, разд. 4]). Поскольку
система {As, s = 0, 1, 2, . . .} образует полную группу
несовместных событий, то по свойству математи-
ческого ожидания можно записать:

E (–γn) =

∞∑

s=0

E (–γn;As) .

Теперь рассмотрим соответствующие математи-
ческие ожидания при условии, что параметр управ-
ления на данном периоде регенерации принимает
фиксированное значение r. Обозначим эти ма-
тематические ожидания Er(–γn) и Er(–γn;As).
Используя упомянутое свойство математического
ожидания, получим следующее исходное соотно-
шение:

Er (–γn) =

∞∑

s=0

Er (–γn;As) . (7)

Введем дополнительно две случайные величи-
ны, связанные с периодом регенерации (tn, tn+1]:

–γ
(+)
n — приращение дохода (кратко — доход)

и –γ(−)n — приращение затрат (кратко — затраты).
Тогда приращение прибыли на периоде представ-
ляется в виде–γn = –γ

(+)
n −–γ(−)n .

Введем также обозначения Er(–γ
(+)
n ;As)

иEr(–γ
(−)
n ;As) для условных математических ожи-

даний дохода и затрат на периоде регенерации
(tn, tn+1], определяемых по совместному распреде-
лению с событием As, при условии, что на указан-
ном периоде принято решение r. В силу свойства
аддитивности величины –γn имеет место соотно-
шение:

Er (–γn;As) = Er

(

–γ(+)n ;As

)

− Er

(

–γ(−)n ;As

)

.

Условные математические ожидания Er(–γn)
необходимы для получения явного аналитического
вида показателя эффективности управления Ir.

Следует отметить, что структура формирования
случайных величин–γ(+)n и–γ(−)n существенно за-
висит от значения параметра управления r и числа
требований, поступивших за период задержки по-
ставки, т. е. от величины s. В связи с этим разобь-
ем множество возможных значений параметра r
на следующие непересекающиеся подмножества
и определим на каждом из них явное представление
для Er(–γn) и Ir:

• r = N ;

• 1 ≤ r < N ;

• r = 0;

• −N0 < r ≤ −1;
• r = −N0.

В дальнейшем в каждой из указанных обла-
стей значений параметра r необходимо найти яв-
ные представления для математических ожиданий
Er(–γn;As)при всех значениях s = 0, 1, 2, . . .После
этого можно воспользоваться формулой (7).

Ограничения по объему данной статьи не по-
зволяют привести явные формулы для всех обла-
стей изменения параметра управления. Полностью
эти формулы приведены и доказаны в приложе-
нии к настоящей работе [5]. В рамках настоящей
статьи ограничимся только некоторыми фрагмен-
тами вероятностного анализа, дающими представ-
ление о характере данного этапа исследования.

Рассмотрим следующий вариант: 1 ≤ r < N ,
1 ≤ s < r (рис. 2). Заметим, что если парамет-
ры r и s принимают значения в указанных обла-
стях, то происходят следующие события: заказ на
очередную партию поставки осуществляется по-
сле прихода некоторого числа требований, но до
полного опустошения склада, а число требований,
поступивших в период задержки поставки, мень-
ше оставшегося на складе в момент заказа числа
единиц продукта.

В первую очередь выпишем математическое
ожидание дохода за период регенерации по со-

Рис. 2 Графическая иллюстрация эволюции процесса
для варианта значений параметров 1 ≤ r < N и 1 ≤ s < r
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вместному распределению с событием As. Полу-
чим:

Er

(

–γ(+)n ;As

)

= Er

(

–γ(+)n |As

)

P (As) =

= c0 (N − r + s)

∞∫

0

(λy)s

s!
e−λydHr(y) . (8)

Теперь необходимо проанализировать анало-
гичное математическое ожидание для расходов на
периоде регенерации. Расходы в рассматриваемом
случае обусловлены хранением имеющегося това-
ра и приобретением дополнительного товара для
пополнения запаса. Приведем общее представле-
ние для этой стоимостной характеристики, добавив
некоторые пояснения к отдельным компонентам
найденной формулы:

Er

(

–γ(−)n ;As

)

= Er

(

–γ(−)n |As

)

P (As) =

=

[
N∑

i=r−s+1

c1i

λ
︸ ︷︷ ︸

затраты
на хранение

до поступления
последнего
требования

+E1∗
(

–γ(−)n |As

)

︸ ︷︷ ︸
затраты

на хранение
после поступления

последнего
требования

+ c2(N − r − s)
︸ ︷︷ ︸

затраты
на пополнение

запаса

]

×

× P (As) . (9)

Заметим, что

N∑

i=r−s+1

c1i

λ
=
c1(N − r + s)(N + r − s+ 1)

2λ
. (10)

Явное представление для математического ожи-
дания E1∗(–γ

(−)
n ;As) определяется на основе тео-

ремы 1 (формула (3)):

E1∗
(

–γ(−)n ;As

)

= c1(r − s)τr,s =

= c1(r − s)

∞∫

0

λs

s!

∞∫

x

(z − x)se−λzdHr(z) dx . (11)

Подставляя (10) и (11) в соотношение (9), полу-
чаем явную формулу для математического ожида-
ния расходов по совместному распределению с со-
бытием As:

Er

(

–γ(−)n ;As

)

=

=

[
c1(N − r + s)(N + r − s+ 1)

2λ
+

+ c2(N − r + s)

] ∞∫

0

(λy)s

s!
e−λy dHr(y) +

+ c1(r − s)

∞∫

0

λs

s!

∞∫

x

(z − x)se−λzdHr(z) dx . (12)

Теперь воспользуемся формулами (8) и (12) и по-
лучим окончательное выражение для математиче-
ского ожидания приращения функционала прибы-
ли при фиксированных значениях параметров r и s,
удовлетворяющих условиям 1 ≤ r < N , 1 ≤ s < r:

Er (–γn;As) = Er

(

–γ(+)n ;As

)

−Er

(

–γ(−)n ;As

)

=

= c0(N − r + s)

∞∫

0

(λy)s

s!
e−λy dHr(y)−

−
[
c1(N − r + s)(N + r − s+ 1)

2λ
+

+ c2(N − r + s)

] ∞∫

0

(λy)s

s!
e−λy dHr(y)−

− c1(r − s)

∞∫

0

λs

s!

∞∫

x

(z − x)se−λz dHr(z) dx =

= (N − r + s)

[

c0 −
c1(N + r − s+ 1)

2λ
−

− c2

] ∞∫

0

(λy)s

s!
e−λy dHr(y)−

− c1(r − s)

∞∫

0

λs

s!

∞∫

x

(z − x)se−λz dHr(z) dx . (13)

Напомним [1], что показатель эффективности
управления Ir представляет собой отношение ма-
тематического ожидания приращения аддитивного
функционала прибыли, полученной за период ре-
генерации, к математическому ожиданию длитель-
ности периода регенерации. Оба указанных мате-
матических ожидания определяются при условии,
что параметр управления принимает фиксирован-
ное значение r. В принятых обозначениях

Ir =
Er (–γn)

Er (–tn)
. (14)

При этом в соответствии с [1, соотношение (1)]
условное математическое ожидание Er(–tn) опре-
деляется формулой:

Er (–tn) =
N − r

λ
+τr =

N − r

λ
+

∞∫

0

(1−Hr(y)) dy .

В заключение данного раздела приведем также
итоговое представление для показателя эффектив-
ности Ir для варианта, когда параметр управления r
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принимает значение в области 1 ≤ r < N . Заметим
дополнительно, что выражение дляEr(–γn) в фор-
муле (14) определяется на основе соотношения (7)
с учетом, в частности, формулы (13):

Ir =

=
1

(N − r)/λ +

∫ ∞

0

(1−Hr(y)) dy







c0(N − r) −

− c1(N + r + 1)(N − r)

2λ
− c1r

∞∫

0

(1−Hr(y)) dy −

− c2(N − r)





∞∫

0

e−λy dHr(y) +

+

r−1∑

i=1





(

c0(N − r + i)−

− c1(N − r + i)(N + r − i+ 1)

2λ
−

− c2(N − r + i)

) ∞∫

0

(λy)i

i!
e−λy dHr(y)−

− c1(r − i)

∞∫

0

λi

i!

∞∫

x

(z − x)ie−λz dHr(z) dx



+

+

(

c0N − c1(N + 1)N

2λ
−

− c2N

) ∞∫

0

(λy)r

r!
e−λy dHr(y) +

+

r+N0−1∑

i=r+1





(

c0(N − r + i)−

− c1(N + 1)N

2λ
− c2(N − r + i)−

− c3(i− r)(i − r − 1)
2λ

) ∞∫

0

(λy)i

i!
e−λydHr(y)−

− c3(i− r)

∞∫

0

λi

i!

∞∫

x

(z − x)ie−λzdHr(z) dx



+

+

(

c0(N +N0)−
c1(N + 1)N

2λ
− c2(N +N0)−

− c3N0(N0 − 1)
2λ

) ∞∫

0

(λy)r+N0

(r +N0)!
e−λydHr(y)−

−c3N0
∞∫

0

λr+N0

(r +N0)!

∞∫

x

(z−x)r+N0e−λzdHr(z) dx+

+

∞∑

i=r+N0+1





(

c0(N +N0)−
c1(N + 1)N

2λ
−

− c2(N +N0)−
c3N0(2i− 2r −N0 − 1)

2λ
−

− c
(i−r−N0)
4

) ∞∫

0

(λy)i

i!
e−λydHr(y)−

− c3N0

∞∫

0

λi

i!

∞∫

x

(z − x)ie−λzdHr(z) dx







 . (15)

4 Решение проблемы
оптимального управления

В настоящем исследовании получены явные
аналитические представления показателя эффек-
тивности управления Ir, аналогичные форму-
ле (15), для всех значений параметра оптими-
зации r ∈ U = {N,N − 1, . . . , 0,−1, . . . ,−N0}.
Соответствующие представления полностью при-
ведены в приложении [5]. Как было установлено
в [1, формулы (12), (13)], показатель Ir совпадает
с основной функцией дробно-линейного дискрет-
ного интегрального функционала Iα:

Ir = C(r) =
A(r)

B(r)
,

r ∈ U = {N,N − 1, . . . , 0,−1, . . . ,−N0} . (16)

В соответствии с общим подходом к решению
задачи оптимального управления в рассматрива-
емой модели регенерации (см. [1, разд. 5]) опти-
мальное управление является детерминированным
и определяется точкой глобального экстремума
(максимума) функции Ir, которая аналитически
задается равенством (16). Поскольку множество
допустимых управлений U конечно, глобальный
максимум основной функции достигается в неко-
торой точке r∗ ∈ U . Следовательно, оптималь-
ное управление существует и совпадает с точкой
глобального максимума r∗. Задача оптимально-
го управления в рассматриваемой стохастической
модели сводится к нахождению точки r∗, которое
можно осуществить только численным методом.

5 Заключение

Подведем итоги проведенного исследования
в целом. В работе [1] была построена стохастиче-
ская модель управления дискретным запасом в виде
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регенерирующего случайного процесса. Определен
общий подход к решению этой задачи на основе тео-
ремы о безусловном экстремуме дробно-линейного
интегрального функционала, зависящего от дис-
кретного вероятностного распределения, которое
характеризует стратегию управления. В настоящей
работе получены явные аналитические представ-
ления для основной функции дробно-линейного
интегрального функционала, который играет роль
показателя эффективности управления. В соот-
ветствии с утверждением указанной выше теоремы
решение исходной задачи управления существует
и определяется точкой глобального максимума за-
данной основной функции.
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ОЦЕНКА УРОВНЯ ЗНАЧИМОСТИ КРИТЕРИЯ ШУИРМАННА

ДЛЯ ПРОВЕРКИ ГИПОТЕЗЫ БИОЭКВИВАЛЕНТНОСТИ

ПРИ НАЛИЧИИ ПРОПУЩЕННЫХ ДАННЫХ∗

Т. В. Захарова1, А. А. Тархов2

Аннотация: Задача проверки гипотезы биоэквивалентности имеет важное значение в фармакокинетике.
С ее помощью принимают решение об эквивалентности воспроизведенного лекарственного препарата
референтному лекарственному препарату. Одна из проблем исследований биоэквивалентности — на-
личие пропущенных данных. Так как объем исследуемых данных достаточно мал, то удаление данных
субъекта, у которого есть пропущенные данные, нежелательно. Поэтому стоит задача оценить влияние
пропущенных данных при принятии решения о биоэквивалентности, а именно: дать оценку уровня
значимости. Основным методом проверки гипотезы биоэквивалентности является процедура двух одно-
сторонних тестов Шуирманна. В статье дана оценка уровня значимости данной процедуры при наличии
пропущенных данных. В явном виде получена компонента оценки уровня значимости, зависящая от
уровня полноты данных.

Ключевые слова: биоэквивалентность; уровень значимости; ошибка первого рода; пропущенные данные;
процедура двух односторонних тестов Шуирманна
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1 Введение
Предположим, что имеется лекарственный

препарат, для которого был проведен набор ши-
рокомасштабных клинических исследований, до-
казавших его безопасность и медицинскую эф-
фективность. Данный препарат будем называть
референтным лекарственным препаратом. На
основе действующих веществ референтного ле-
карственного препарата могут быть созданы но-
вые лекарственные препараты с таким же количе-
ственным и качественным составом. Далее будем
называть их воспроизведенными лекарственными
препаратами. Чтобы перенести имеющиеся сведе-
ния о безопасности и эффективности референтного
лекарственного препарата на воспроизведенный
препарат без проведения широкомасштабных ис-
следований, исследуют биоэквивалентность лекар-
ственных препаратов.

Понятие биоэквивалентности тесно связано
с понятием биодоступности.

Биодоступность – скорость и степень, с которы-
ми действующее вещество или его активная часть
молекулы из дозированной лекарственной формы
всасываются и становятся доступными в месте дей-

ствия. Два лекарственных препарата, содержащих
одинаковое количество действующего вещества,
считаются биоэквивалентными, если они являются
фармацевтически эквивалентными или фармацев-
тически альтернативными и их биодоступность (по
скорости и степени) после применения в одинако-
вой молярной дозе укладывается в заранее устано-
вленные допустимые пределы [1].

В процессе сбора данных некоторые получен-
ные значения могут быть утеряны. Так как число
испытуемых ограничено, то исключать данные ис-
пытуемого, для которого было утеряно одно зна-
чение концентрации действующего вещества, не-
рационально. Вместо этого пропущенные данные
заполняют нулем или другим значением, получен-
ным на основе информации о других значениях.

При использовании недостаточно точных ме-
тодов заполнения данных, таких как заполнение
нулем, уменьшается часть значений исследуемых
данных. Хотелось бы оценить, как наличие про-
пущенных данных влияет на проверку гипотезы
биоэквивалентности.

В данной работе будет рассмотрена процеду-
ра двух односторонних тестов Шуирманна, которая
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в настоящее время используется при проверке гипо-
тезы биоэквивалентности, при наличии пропусков
в исследуемых данных.

2 Задача проверки гипотезы
биоэквивалентности

Пусть T — воспроизведенный лекарственный
препарат, а R — референтный лекарственный пре-
парат и соответственно µT и µR — математические
ожидания сравнительных характеристик для лекар-
ственных препаратов T и R.

Основными сравнительными характеристика-
ми биоэквивалентности служат максимальная кон-
центрация в крови Cmax и площадь под кривой
«концентрация – время» AUC (от англ. Area Under
the Curve).

Будем следовать предположению, что рассмат-
риваемые сравнительные характеристики имеют
логнормальное распределение [2–4]. Например,
для AUC:

AUCi ∼ LogN (ai, σi) , i ∈ {T,R}.

Пусть θ1 и θ2 — соответственно нижний и верх-
ний принятый допустимый предел признания био-
эквивалентности. Следовательно, гипотеза о био-
эквивалентности может быть записана следующим
образом:

H0 :
µT

µR
6 qθ1 или

µT

µR
≥ θ2;

HA : θ1 <
µT

µR
< θ2.

Сделав логарифмическое преобразование, мо-
жем перейти к следующей постановке рассматри-
ваемой гипотезы:

H ′0 : µ
′
T − µ′R 6 qδ1 или µ′T − µ′R ≥ δ2;

H ′A : δ1 < µ′T − µ′R < δ2,

где δ1 = ln θ1 и δ2 = ln θ2, а µ′T и µ′R — матема-
тические ожидания логарифмов сравнительных ха-
рактеристик для лекарственных препаратов T и R.
Например, для lnAUCT из свойств логнормального
распределения следует, что µ′T = aT .

Гипотеза H ′0 соответствует небиоэквивалент-
ности исследуемых лекарственных препаратов, в то
время как H ′A утверждает, что они биоэквивалент-
ны. Выбор такого порядка основной и альтерна-
тивной гипотез обусловлен тем, что в таком случае
ошибка первого рода соответствует признанию ле-
карственных средств биоэквивалентными, хотя на

самом деле они такими и не является. В этом слу-
чае пациент несет риск получить препарат, кото-
рый может не обладать такими же эффективностью
и безопасностью, как референтный лекарственный
препарат [4].

3 Процедура двух односторонних
тестов Шуирманна

Разобьем гипотезы H ′0 и H ′1 на два множества
односторонних гипотез:

{
H01 : µ

′
T − µ′R 6 qδ1;

HA1 : µ
′
T − µ′R > δ1;

{
H02 : µ

′
T − µ′R > δ2;

HA2 : µ
′
T − µ′R < δ2.

Процедура двух односторонних тестов заключается
в том, что H ′0 отвергаем при уровне значимости α,
тем самым устанавливая эквивалентность µT и µR,
только в том случае, если отвергаются обе ги-
потезы H01 и H02 при заданном уровне значи-
мости α [2, 3].

Таким образом, два односторонних теста прове-
ряются с использованием односторонних t-крите-
риев, т. е. характеристики биодоступности призна-
ются эквивалентными, если

t1 =
�YT − �YR − δ1

�σd

√

1/n1 + 1/n2
> t (α, n1 + n2 − 2) ;

t2 =
�YT − �YR − δ2

�σd

√

1/n1 + 1/n2
< −t (α, n1 + n2 − 2) ,







(1)

где n1 и n2 — число субъектов в последовательно-
стях клинического исследования с перекрестным
двухпоследовательным дизайном, t(α, n1+n2−2)—
(1 − α)-квантиль центрального t-распределения
с n1 + n2 − 2 степенями свободы; �σd — обобщенная
выборочная дисперсия разностей между периода-
ми (для обоих последовательностей в исследова-
нии), которая является несмещенной оценкой σd,
причем

σ2d =
σ2w
2
,

где σw — внутрисубъектная вариабельность изуча-
емых параметров [4].

Процедура двух односторонних тестов эквива-
лентна подходу с построением доверительного ин-
тервала для разности выборочных средних, т. е. по-
лучению следующей интервальной оценки:
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(

�YT − �YR + t (α, n1 + n2 − 2) �σd

√

1

n1
+
1

n2
;

�YT − �YR − t (α, n1 + n2 − 2) �σd

√

1

n1
+
1

n2

)

.

Признание эквивалентности параметров био-
доступности на уровне значимости α может быть
сделано, только если полученный доверительный
(1− 2α)100%-ный интервал для µ′T −µ′R полностью
содержится в интервале (δ1, δ2) [2].

Так как рассматриваем сбалансированный ди-
зайн, то n1 = n2 = n, и, учитывая (1), получаем, что
t-критерии принимают вид:

t′1 =
�YT − �YR − δ1

�σd

√

2/n
> t(2n− 2, α);

t′2 =
�YT − �YR − δ2

�σd

√

2/n
< −t(2n− 2, α)

и соответствующий доверительный интервал при-
нимает вид:
(

�YT − �YR + t(α, 2n− 2)�σd

√

2

n
;

�YT − �YR − t(α, 2n− 2)�σd

√

2

n

)

.

4 Оценка уровня значимости
при наличии пропущенных
данных

Рассмотрим выборочное пространство χ— про-
странство элементарных событий. Статистический
критерий разбивает пространство элементарных
событий χ на два подмножества:

(1) область принятия гипотезы χ0 — множество,
состоящее из точек, для которых гипотеза H0
принимается;

(2) область отклонения гипотезы χA — множе-
ство, состоящее из точек, для которых гипоте-
за H0 отвергается.

Говорят, что критерий имеет уровень значи-
мости α, если вероятность наступления ошибки
первого рода не превышает α, 0 < α < 1, для δ ∈
∈ χA:

P {отклонить H0 при истинной

небиоэквивалентности} =
= P {отклонить H0, δ ∈ χ0} 6 α .

Рассмотрим задачу при наличии пропусков
в данных: пусть q — уровень полноты данных,
т. е. доля данных, оставшихся от изначальных дан-

ных, 0 < q 6 1 (1 − q — доля пропущенных данных
в выборке).

Тогда “YT = �YT +ln(q)— выборочное среднее ло-
гарифмов сравнительных характеристик для лекар-
ственного препарата T при наличии пропущенных
данных.

Критическая область для данной задачи имеет
следующий вид:

χ′A =

{

( “YT − �YR, �σd) : δ1 + t (α, 2n− 2) �σd

√

2

n
<

< “YT − �YR < δ2 − t (α, 2n− 2) �σd

√

2

n

}

.

Рассмотрим функцию мощности:

φ′�σd
(δ) = P{отклонить H0 при истинной

биоэквивалентности} =
= P{( “YT − �YR, �σd) : χ

′
A, δ ∈ χ′A}.

Фиксируем δ = δ0, получаем:

φ′�σd
(δ0) =

= P

(
(

“YT − �YR, �σd

)

: δ1 + t(α, 2n− 2)�σd

√

2

n
<

< “YT − �YR < δ2 − t(α, 2n− 2)�σd

√

2

n
|δ = δ0

)

=

= P

(

δ1 + t(α, 2n− 2)�σd

√

2

n
< �YT + ln(q)−

− �YR < δ2 − t(α, 2n− 2)�σd

√

2

n

)

=

= P

(

δ1 + t(α, 2n− 2)�σd

√

2/n− ln(q)− δ0

σd

√

2/n
<

<
�YT − �YR − δ0

σd

√

2/n
<

<
δ2 − t(α, 2n− 2)�σd

√

2/n− ln(q)− δ0

σd

√

2/n

)

=

= {фиксируем �σd} =

= E

[

P

(

δ1 + t(α, 2n− 2)�σd

√

2/n− ln(q)− δ0

σd

√

2/n
<

<
�YT − �YR − δ0

σd

√

2/n
<

<
δ2 − t(α, 2n− 2)�σd

√

2/n− ln(q)− δ0

σd

√

2/n
|�σd

)]

=
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= E

[

�

(

δ1 + t(α, 2n− 2)�σd

√

2/n− ln(q)− δ0

σd

√

2/n

)

−

− �
(

δ2 − t(α, 2n− 2)�σd

√

2/n− ln(q)− δ0

σd

√

2/n

)]

,

где�(x)— функция стандартного нормального рас-
пределения.

Процедура двух односторонних тестов Шуир-
манна используется в условиях решающего прави-
ла 80/125 [2, 4, 5]. Это значит, что δ1 = ln(0, 80) ≈
≈ −0,2231 и δ2 = ln(1, 25) ≈ 0,2231; следовательно,
δ1 ≈ −δ2. Тогда видим, что функция φ′�σd

(δ) симмет-
рична относительно точки δ = − ln(q) и достигает
максимума в этой точке.

Тогда

max
δ∈χ0
P{отклонить H0} = φ′�σd

(δ2) =

{подставим δ = δ2, δ1 = −δ2, σd = �σd} =

= P

(

−2δ2 − ln(q)
�σd

√

2/n
+ t(α, 2n− 2) <

<
�YT − �YR − δ2

�σd

√

2/n
<

− ln(q)
�σd

√

2/n
− t(α, 2n− 2)

)

=

= P

(

−2δ2 − ln(q)
�σd

√

2/n
+ t(α, 2n− 2) <

<
�YT − �YR − δ2

�σd

√

2/n
< −t(α, 2n− 2)

)

+

+ P

(

−t(α, 2n− 2) <
�YT − �YR − δ2

�σd

√

2/n
<

<
− ln(q)
�σd

√

2/n
− t(α, 2n− 2)

)

6

6 P

(
�YT − �YR − δ2

�σd

√

2/n
< −t(α, 2n− 2)

)

+

+ P

(

−t(α, 2n− 2) <
�YT − �YR − δ2

�σd

√

2/n
<

<
− ln(q)
�σd

√

2/n
− t(α, 2n− 2)

)

=

= α+ P

(

−t(α, 2n− 2) <
�YT − �YR − δ2

�σd

√

2/n
<

<
− ln(q)
�σd

√

2/n
− t(α, 2n− 2)

)

= α+ α′.

Полученная оценка показывает, что величина
ошибки первого рода не превосходит α + α′. При
чем в работах [3, 4] показано, что при исполь-

зовании двух односторонних тестов Шуирманна
величина вероятности ошибки первого рода не пре-
восходитα. В рассматриваемой постановке уровень
значимости критерия повышается на величину α′,
что обусловлено наличием пропущенных данных
для воспроизводимого лекарственного препарата.
Таким образом, риск потенциального выхода на
рынок небиоэквивалентного лекарственного пре-
парата повышается.

5 Заключение
Процедура двух односторонних тестов Шуир-

манна — одно из основных средств при проверке
гипотезы биоэквивалентности. При исследовании
критериев принятия гипотезы биоэквивалентности
важную роль играет оценка вероятности наступле-
ния ошибки первого рода. Важность ее контроля
обусловлена риском пациента получить препарат
с несоответствующими эффективностью и безопас-
ностью. В данной статье впервые дана оценка
уровня значимости процедуры двух односторон-
них тестов Шуирманна при наличии пропущенных
данных. В частности, в явном виде показана та
ее часть, которая зависит от уровня полноты дан-
ных. В практическом плане данная оценка может
быть использована для корректировки задаваемо-
го уровня значимости при известном уровне пол-
ноты данных, чтобы обеспечить гарантированную
эффективность и безопасность воспроизведенных
лекарств.
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ФОРМАЛИЗАЦИЯ МЕТОДА РАНЖИРОВАНИЯ АЛЬТЕРНАТИВ

ДЛЯ ПРОЦЕССА ГРУППОВОГО ПРИНЯТИЯ РЕШЕНИЙ

ПРИ АНАЛИЗЕ СОЦИАЛЬНЫХ СЕТЕЙ∗

А. А. Гайдамака1, Н. В. Чухно2, О. В. Чухно3, К. Е. Самуйлов4, С. Я. Шоргин5

Аннотация: Распространение и доступность интернет-технологий позволили по-новому взглянуть на
социальные сети. Если раньше этот онлайн-сервис имел в большей степени развлекательный характер, то
сегодня, с повышением скоростей передачи данных и появлением возможности общения пользователей
в реальном времени, социальные сети, на платформе которых можно легко организовать опрос или
провести голосование, становятся мощным механизмом достижения консенсуса в процессе принятия
решений. В статье предложен обзор известных моделей группового принятия решений (англ. group
decision making, GDM) и формальное описание разработанного на его основе алгоритма принятия
решений, использующего большой объем данных в социальной сети. Особенностью алгоритма является
возможность выбора экспертом из огромного числа альтернатив ограниченного набора, представляющего
для него интерес, а также учет масштабирования сети с точки зрения числа экспертов, привлекаемых
к процессу группового принятия решений. Представлен метод экстраполяции значений оценок при
масштабировании сети. Разработан и исследован кейс для иллюстрации работы алгоритма.

Ключевые слова: групповое принятие решений; анализ социальных сетей; нечеткая логика; набор
языковых выражений
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1 Введение

С помощью интернет-технологий люди из раз-
ных стран мира могут присоединяться к социаль-
ным сетям, создавать новые ресурсы и контент
и взаимодействовать с другими пользователями [1].
Социальные сети — одна из самых последних
тенденций, обеспечивающих общение, взаимодей-
ствие, обмен информацией и связь пользователей
в виртуальной среде [2].

В последние годы исследователи в области груп-
пового принятия решений проявили интерес к ана-
лизу социальных сетей, так как последние могут
быть успешно использованы для моделирования
процесса взаимодействия между лицами, прини-
мающими решения. Тем не менее социальная сеть
имеет некоторые особенности, которые отличают
ее от классических сценариев GDM [1].

C одной стороны, внутри социальной сети взаи-
модействуют тысячи пользователей, однако многие

из них не принимают непосредственного участия
в процессе голосования. Кроме того, пользовате-
ли общаются в режиме реального времени [3, 4].
С другой стороны, зачастую некоторые участники
могут мешать достижению консенсуса, настаивая
на своем варианте и не уступая другим экспертам.

Таким образом, групповое принятие решений —
это, во-первых, процесс, состоящий в выборе наи-
лучшей альтернативы или множества альтернатив
из всех возможных, учитывая мнения, выраженные
группой лиц [3, 5]. Во-вторых, это процесс, ориен-
тированный на людей с их субъективностью и не-
определенностью в выставлении оценок. Поэтому
в исследованиях GDM, как правило, используется
теория нечеткой логики (англ. fuzzy logic) [6–8].

Традиционные алгоритмы GDM рассматрива-
ют небольшую группу экспертов и альтернатив [5].
Однако сегодня чрезвычайно важно разрабатывать
такие методы GDM, которые помогут пользова-
телям принимать консенсусные решения [4, 9, 10].
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Такие методы могут быть использованы в новых
услугах сети интернет, например при оценке удоб-
ства пользования социальной сетью [5, 9].

В [4] выявлены важные направления дальней-
ших исследований в рассматриваемой области. Од-
ной из новых задач является разработка структур
предпочтений и их применение в социальных се-
тях. Этой проблеме посвящена настоящая статья,
которая организована следующим образом: в разд. 2
с использованием языка UML (Unified Modeling
Language) формально описана модель группового
принятия решений в социальной сети [11]. Раз-
дел 3 демонстрирует модули алгоритма ранжиро-
вания альтернатив. В разд. 4 предлагается метод
оценки альтернатив при масштабировании сети.
Раздел 5 посвящен анализу кейса при оценке удоб-
ства пользования социальной сетью. В заключении
подведены итоги и поставлены задачи дальнейших
исследований.

2 Модель группового принятия
решений в социальных сетях

Людям комфортнее выражать свои предпочте-
ния с помощью слов. Однако компьютеры работают
с числами. В связи с этим возникает проблема непо-
нимания между человеком и вычислительной ма-
шиной: человеку может быть сложно передать свои
идеи компьютеру, а компьютеру понять их и рабо-
тать с полученной информацией [6, 12, 13]. Работа
с неопределенностью всегда была сложной зада-
чей, для решения которой применяются различные
аналитические инструменты. В статье исследо-
вана лингвистическая модель принятия решений,
в которой эксперты выставляют оценки альтерна-
тивам, используя набор языковых выражений (англ.
linguistic term set, LTS) [7, 13, 14]. Подход основан
на упорядочении лингвистических терминов в на-
боре LTS, использует индексирование и предпола-
гает, что все выражения одинаково информативны
и симметрично распределены. Каждый эксперт
выбирает удобный для собственного оценивания
набор LTS. В конечном счете для определения ито-
говой оценки все предоставленные предпочтения
выражаются с помощью одного и того же набора
языковых выражений, называемого базовым (англ.
basic LTS, BLTS) [5, 13].

Обозначим символом e некоторого эксперта,
а символом x некоторую альтернативу принима-
емого решения. Пронумеруем экспертов и аль-
тернативы. Тогда E = {e1, . . . , eK} — множество
экспертов, такое что |E| = K < ∞, где K — число
экспертов, и X = {x1, . . . , xM} — множество аль-

тернатив, такое что |X | = M < ∞, где M — число
альтернатив. Xk ⊆ X — подмножество альтерна-
тив, выбранных экспертом ek, ek ∈ E. Значение
предпочтения эксперта ek для альтернативы xi по
отношению к альтернативе xj обозначим перемен-
ной pij(k), i 6= j, xi, xj ∈ X .

Цель исследуемого процесса GDM — упорядо-
чение альтернатив от наилучшей к наихудшей [4].
В статье рассматривается формальная модель про-
цесса GDM, состоящая из двух модулей, как пока-
зано на рис. 1 в диаграмме, построенной на языке
UML.

3 Модули алгоритма
ранжирования альтернатив

Модуль 1 алгоритма «Оценивание альтернатив
экспертами» отвечает за вычисление предпочтений
экспертов и включает 7 шагов.

1. Определение множества экспертов E =
= {e1, . . . , eK} и множества альтернатив X =
= {x1, . . . , xM}.

2. Выбор экспертом подмножества альтернатив.

Модель предусматривает, что эксперт ek вы-
ставляет оценки для некоторого подмноже-
ства Xk из множества альтернатив X .

3. Сравнение альтернатив.

3.1 Выбор LTS. Пусть t — уровень иерархии
набора языковых выражений LTS и n(t)—
число оценок по шкале оценок уровня t,
t = 1, . . . , T , причем n(t) < n(t + 1). Обо-
значим S(t) =

{
s1(t), . . . , sn(t)(t)

}
шкалу

уровня t, а sl(t) символьную оценку из на-
бора оценок этой шкалы, l ∈ {1, . . . , n(t)},
|S(t)| = n(t). Считаем оценки упорядо-
ченными по возрастанию значений пред-
почтений: s1(t) ≺ s2(t) ≺ · · · ≺ sn(t)(t).

Заметим, что каждый эксперт самостоя-
тельно делает выбор шкалы, с которой он
будет работать. При этом эксперты, кото-
рые выбирают шкалу с высокой степенью
детализации, вероятнее всего, готовы дать
более точную оценку, а в случаях, когда
эксперт не чувствует себя уверенным при
сравнении альтернатив, он может пользо-
ваться шкалами оценок уровня ниже. То-
гда множество экспертов E представимо
в виде

E =

T⋃

t=1

E(t) ,
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Рис. 1 Модель группового принятия решений — ранжирования альтернатив
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где

E(t) =

= {ek ∈ E : эксперт ek выбрал LTS S(t)} .

3.2 Предоставление информации. Для всех
пар (xi, xj), таких что i 6= j, xi, xj ∈ X,
эксперт ek указывает свою оценку sl(t)
в качестве значения элемента pij(k). По-
лученные значения формируют матри-
цу предпочтений Pk = (pij(k))i,j∈{1,...,M},

pij(k) ∈ {s1(t), . . . , sn(t)(t)}.

4. Перевод оценок эксперта ek в численные значения.

Для перевода оценок может быть использован
один из известных методов [8], выбор которого
не существен с точки зрения представленных
в данной статье результатов. Матрица предпо-
чтений Pk модифицируется в матрицу предпо-
чтений Vk = (vij(k))i,j∈{1,...,M}, например пу-
тем замены для каждого элемента символьной
оценки sl(t) на значение l.

5. Выбор базового набора языковых выражений

BLTS.

В качестве базового может быть выбран любой
из имеющихся наборов языковых выражений
LTS, а по умолчанию выбирается шкала оценок
с наибольшей детализацией. В предположе-
нии, что шкалы упорядочены по возрастанию
числа оценок, т. е. S(1) ≺ S(2) ≺ · · · ≺ S(T ), по
умолчанию базовым набором является набор
уровня T , а именно: S(t′) = S(T ).

6. Перевод оценок из LTS в BLTS.

Пусть B(t) — множество пар вида (sl(t), α), та-
ких что sl(t) ∈ S(t) и α ∈ [−0,5, 0,5), т. е.

B(t) = S(t)× [−0,5, 0,5) . (1)

Определим функцию F , такую что

F : B(t)→ B (t′) .

Введем действительную величину β(t′) ∈
∈ (0, n(t′)]. Величина β(t′) необходима для
определения оценки sl′(t

′) ∈ S(t′), в которую
переводится оценка sl(t) ∈ S(t), поставленная
экспертами по шкале S(t). Заметим, что в (1)
для значений α выбран интервал [−0,5; 0,5) по-
тому, что для получения числовой оценки l′

величина β(t′) будет округляться до ближайше-
го целого по шкале S(t′). Чтобы оценке sl(t)
по шкале S(t) поставить в соответствие неко-
торое численное значение l′ по шкале S(t′),
необходимо определить положение соответст-
вующей величиныβ(t′)на отрезке (0, n(t′)]. При
этом величиной α обозначено смещение вели-
чины β(t′) относительно ближайшего целого
числа l′, соответствующего символьной оцен-
ке sl′(t

′) ∈ S(t′). Заметим, что для шкалы S(t)
величина β(t) = l принимает целые значения,
β(t) ∈ {1, . . . , n(t)}, а смещение α равно нулю.
На рис. 2 введенные обозначения проиллюст-
рированы для оценки l = 2 по шкале уровня
t = 3, которой в базовом наборе языковых вы-
ражений уровня t′ = 5 будет соответствовать
оценка l′ = 3.

Будем строить отображение F так, чтобы оно
было взаимно однозначным. Поскольку F
строится для наборов языковых выражений со
шкалами S(t) и S(t′), то смещение будем выби-
рать таким образом, чтобы выполнялось соот-
ношение:

β(t′)

β(t)
=
n(t′)

n(t)
. (2)

Значение β(t′), соответствующее оценке
sl′(t

′) ∈ S(t′), должно быть получено из (2)
по известной после шага 3 модуля 1 оценке
sl(t) ∈ S(t).

Введем отображение– следующим образом:

–(β(t′)) = (sl′ (t
′) , α) .

Очевидно, что α = β(t′) − [β(t′)], l′ = [β(t′)],
поэтому, положив

Рис. 2 Иллюстрация величины β(t) при переводе оценок из шкалы S(t) в шкалу S(t′)
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–(β(t′)) =
(
s[β(t′)](t

′), β(t′)− [β(t′)]
)
,

имеем:

β(t′) = –−1
(
s[β(t′)](t

′), β(t′)− [β(t′)]
)
.

Поскольку F = –(β(t′)), t′ = 1, . . . , T , то по-
лучена формула для перевода оценок из шка-
лы S(t) в S(t′) и доказана следующая теорема.

Теорема 1. Если S(t) ≺ S(t′) и β(t′)/β(t) =
= n(t′)/n(t), то отображение F : B(t) → B(t′)
является взаимно однозначным и определяется

формулой:

F
(
sβ(t)(t), 0

)
= –(β(t′)) =

=
(
s[β(t′)], β(t

′)− [β(t′)]
)
,

где

β(t′) =
β(t)n(t′)

n(t)
.

7. Обновление матрицы предпочтений экспертов.

По матрице предпочтений Vk должна быть
вычислена матрица предпочтений “Vk =
= (“vij(k))i,j∈1,...M , полученная с помощью ал-
горитма перевода численных оценок из LTS
в BLTS. Результатом работы модуля 1 алгорит-
ма являются матрицы предпочтений экспертов,
представленных в численном виде в едином ба-
зовом наборе языковых выражений.

Алгоритм перевода численных оценок из LTS в BLTS

Data: Численные оценки экспертов
vij(k) = 1, . . . , n(t), ek ∈ E(t), S(t), S(t′)

procedureVk → “Vk

for all ek, k = 1 to K
if S(t) 6= S(t′) do

for all vij(k)i,j∈1,...M do

β(t) = vij(k)

β(t′) =
β(t)n(t′)

n(t)
“vij(k) = β(t′)
end for

else “vij(k) = vij(k)
end if

end for

Вывести новые оценки экспертов “vij(k)

end procedureVk → “Vk

Модуль 2 алгоритма «Расчет средних оценок,
создание рейтинга альтернатив и анализ степени
участия экспертов» отвечает за вычисление матри-
цы усредненных оценок, полученных на основа-
нии матриц предпочтений экспертов “Vk, а также

за формирование ранжированного списка альтер-
натив. Матрица “V = (“vij)i,j∈1,...,M содержит сум-
му всех значений предпочтений, предоставленных
экспертами:

“V =
K∑

k=1

“Vk . (3)

Матрица Nk содержит информацию об альтер-
нативах, выбранных для сравнения экспертом ek:

nij(k) =

{

1 , xi, xj ∈ Xk ;

0 , xi, xj 6∈ Xk .
(4)

Тогда матрица N = (nij)i,j∈1,...,M , содержащая
информацию о числе экспертов, участвующих в по-
парном сравнении альтернатив xi и xj, может быть
вычислена по формуле:

N =

K∑

k=1

Nk . (5)

Элементы матрицы усредненных оценок V =
= (vij)i,j∈1,...,M вычисляются следующим образом:

vij =
“vij

nij
. (6)

Для ранжирования альтернатив используются,
например, операторы GDD (англ. Guided Domi-
nance Degree) и GNDD (англ. Guided Non Domi-
nance Degree) [10, 14]. При этом оператор GDD
показывает, насколько оцениваемая альтернатива
доминирует над всеми остальными, т. е. насколько
эта альтернатива лучше всех остальных, а опера-
торGNDD— насколько оцениваемая альтернатива
не доминируется остальными. Усредняя значе-
ния GDD и GNDD, получаем значение ранжиро-
ванияRV (англ. Ranking Value):

RVi =
GDDi +GNDDi

2
, i = 1, . . . ,M , (7)

где

GDDi =

M∑

j=1

vij , i = 1, . . . ,M ;

GNDDi =

M∑

j=1

max {vji − vij , 1} , i = 1, . . . ,M .

Из значений ранжирования формируется рей-
тинг альтернатив по возрастанию степени значи-
мости — предпочтительнее будет альтернатива, ко-
торая имеет более высокое значение RV.

Заключительный шаг модуля 2 процесса GDM
посвящен оценке достоверности полученных ре-
зультатов. Коэффициент участия (англ. Participation
Rate) служит одним из ключевых показателей эф-
фективности процесса группового принятия реше-
ний. Высокий коэффициент свидетельствует о том,
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что полученные оценки достаточно точны, а резуль-
таты процесса GDM надежны. Так как в процессе
принятия решения эксперты сравнивают не все аль-
тернативы, а только выбранное ими подмножество
альтернатив, то данный коэффициент необходимо
вычислить для каждой альтернативы:

PRi =
1

M

M∑

j=1

nij , i = 1, . . . ,M . (8)

Общий коэффициент участия (англ. the overall par-
ticipation rate) определим, как среднее по всем PRi,
т. е.

PR =
1

M

M∑

i=1

PRi .

Результатом работы модуля 2 алгоритма являет-
ся ранжированный список альтернатив и коэффи-
циенты участия для каждой альтернативы.

4 Метод оценки альтернатив
при масштабировании сети

Привлечение дополнительного эксперта к про-
цессу оценивания альтернатив не вызывает необ-
ходимости пересчитывать усредненные оценки по

формулам (3)–(6). Пусть “VK+1 — матрица предпо-
чтений эксперта eK+1. Тогда матрица усредненных
оценок V для нового набора экспертов EK+1 =
= EK

⋃ {eK+1} может быть вычислена по формуле:

vij(K + 1) =
1

nij(K + 1)
“vij(K + 1) +

+

(

1− 1

nij(K + 1)

)

vij(K) .

5 Численный эксперимент
При выполнении численного эксперимента

был проведен опрос с целью определения, какая
из 27 социальных сетей, представленных на рис. 3,
наиболее удобна для общения по мнению 20 экс-
пертов.

С использованием изложенной выше методики
и алгоритма было разработано программное сред-
ство для расчета значений ранжирования по фор-
муле (7), проиллюстрированных на рис. 3.

По формуле (8) для каждой из 27 альтернатив
был рассчитан коэффициент участия PRi, пока-
занный в таблице. Из таблицы видно, что наиболее
удобными для общения, по мнению 20 экспертов из
России, оказались сети Vkontakte (альтернатива x1)

Рис. 3 Лепестковая диаграмма — рейтинг альтернатив
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Коэффициент участия
каждой альтернативы

xi PRi

x1 3
x2 1,33333
x3 1,62963
x4 3
x5 1,66667
x6 0,62963
x7 1,07407
x8 2,62963
x9 2,18519
x10 0,92593
x11 0,74074
x12 0,37037
x13 0,18519
x14 0,74074
x15 0,22222
x16 0,22222
x17 0,37037
x18 0,37037
x19 0,18519
x20 1,92593
x21 2,33333
x22 0,62963
x23 1
x24 0,22222
x25 1
x26 0,88889
x27 1,44444

и YouTube (альтернатива x4), а сеть Kindernet (аль-
тернатива x19) наименее удобна. Общий коэффи-
циент участия PR = 1,1454, т. е. в среднем все-
го 1 эксперт предоставил информацию для каждой
пары альтернатив. Поскольку коэффициент уча-
стия достаточно низок, полученные результаты не
являются надежными. Для получения точных ре-
зультатов следует привлечь к процессу GDM боль-
шее число экспертов.

6 Заключение

С каждым годом пользователи сети интернет
становятся более вовлеченными в процесс предо-
ставления информации, что приводит к созда-
нию в рамках социальных сетей среды хранения
огромного объема доступных каждому пользовате-
лю данных. В статье представлен новый метод груп-
пового принятия решений, который предназначен
для работы с такими типами сред. Задачей даль-
нейших исследований является применение метода
в масштабных численных экспериментах. При этом

помимо вычисления усредненных величин плани-
руется также оценивать другие показатели эффек-
тивности процесса принятия решений, в том числе
старшие моменты исследуемых характеристик. Еще
одной важной задачей является измерение и оцен-
ка достигнутого экспертами консенсуса, поскольку
при невысокой степени согласованности экспертов
полученный результат нельзя считать надежным.
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ВЫЧИСЛЕНИЕ ПОКАЗАТЕЛЕЙ ОПТИМАЛЬНЫХ ПО CC-VaR

ПОРТФЕЛЕЙ НА РЫНКАХ ОПЦИОНОВ∗

Г. А. Агасандян1

Аннотация: Работа продолжает исследования автора по проблеме применения на финансовых рынках
континуального критерия VaR (CC-VaR). Речь идет о проецировании идей и методов, разработанных
для задачи инвестирования на теоретическом однопериодном рынке с одним базовым активом, на
дискретный по страйкам рынок опционов с небольшим числом сценариев. Основное внимание уделяется
методам расчета функций распределения дохода и доходности, среднего дохода и средней доходности
для оптимального по CC-VaR портфеля опционов и его рандомизированных версий — как полных, так
и частичных. Предлагаются эффективные по скорости и точности алгоритмы вычислений для разных
вариантов задач оптимизации. Исследование иллюстрируется на примере с бета-распределенными
рыночными ценами базового актива и прогнозом инвестора, сопровождаемом графиками.

Ключевые слова: континуальный критерий VaR (CC-VaR); функция рисковых предпочтений (ф.р.п.);
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1 Введение

Работа продолжает исследования автора по
проблеме применения на финансовых рынках кон-
тинуального критерия VaR (CC-VaR) [1, 2]. Речь
идет о проецировании идей и методов, разработан-
ных для задачи инвестирования на теоретическом
однопериодном рынке с одним базовым активом,
на дискретный рынок с небольшим числом сцена-
риев (уже близкий к реальному).

В значительной мере вопросы такого проеци-
рования на сценарные рынки были изучены уже
в [1–4]. Здесь основное внимание уделяется рас-
пространению аналогичных методов на дискретные
по страйкам опционные рынки и их рандомизиро-
ванные версии. Обсуждается инструментарий оп-
ционных рынков. Для него предлагается базис из
простейших нормированных баттерфляев, в кото-
ром можно строить инвестиционные портфели.

Приводятся формулы расчета основных число-
вых показателей оптимальных портфелей и вы-
числительные алгоритмы, специально приспособ-
ленные к части возникающих при этом задач
и демонстрирующие свою эффективность. Ис-
следование иллюстрируется на примере с бета-
распределенными рыночными ценами базового ак-
тива и прогнозом инвестора. Приводятся графики
функций распределения дохода для вариантов ин-
вестиционного портфеля.

2 Теоретический однопериодный
δ-рынок и опционы

Напомним основные понятия и обозначения
для теоретического однопериодного δ-рынка и рас-
пространим его конструкции на опционные ин-
струменты. Известная на начало периода цена ба-
зового актива X в его конце образует случайную
величину X, принимающую значения x из конти-
нуального множества X ⊂ R+ (или даже R). На
рынке обращаются δ-инструменты D(s), s ∈ X,
платежная функция которых равна δ-функции от-
носительно s:

π(x;D(s)) ≡ δ(x− s) .

Заданы прогнозная p(x) и стоимостная c(x), x ∈
∈ X, плотности. На рынке, называемом δ-рынком,
можно торговать любым инструментом G с дохо-
дом, представимым в виде произвольной неотри-
цательной измеримой функции g(x), x ∈ X. Ее
называем платежной функцией инструмента и обо-
значаем π(x;G), x ∈ X, т. е. g(x) = π(x;G); также
π(x;X) = x. Цена инструмента G обозначается
|G|, а средний доход от него — ‖G‖.

В частности, инструментами δ-рынка являются
индикаторы множеств H{M}, M ⊂ X, играющие
роль базисных инструментов для сценарных рынков.
Аналогичную роль на рассматриваемых далее рын-

∗Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект 17-01-00816).
1Вычислительный центр им. А. А. Дородницына Федерального исследовательского центра «Информатика и управление» Рос-

сийской академии наук, agasand17@yandex.ru
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Вычисление показателей оптимальных по CC-VaR портфелей на рынках опционов

ках обычных опционов (коллов и путов) играют
простейшие нормированные баттерфляи. В тер-
минах теоретического δ-рынка основные опционы,
такие как коллы Cs, путы Ps, спрэды быка S+s
и медведя S−s , баттерфляи Bs, s ∈ X, их платежные
функции и теоремы паритета имеют представления:

Cs =

∫

{x≥s}

(x− s)D(x) dx , π (x;Cs) = max(0, x− s);

Ps =

∫

{x<s}

(s− x)D(x) dx , π (x;Ps) = max(0, s− x);

Cs − Ps =X − sU ;

S+s;h = Cs−h − Cs = hU + Ps−h − Ps ,

π
(

x;S+s;h

)

= min (h,max (0, x− (s− h))) ; (1)

S−s;h = Ps+h − Ps = hU +Cs+h − Cs ,

π
(

x;S−s;h

)

= min(h,max(0, (s+ h)− x)) ; (2)

Bs;h = S+s;h + S−s;h = Cs−h − 2Cs +Cs+h =

= Ps−h − 2Ps + Ps+h =

= hU + Ps−h − Ps − Cs +Cs+h ,

π (x;Bs;h) = max(0, h− |x− s|) , (3)

где s — страйк колла и пута, короткого колла или
пута у спрэда и центральный у баттерфляя; h— рас-
стояние между соседними страйками, h > 0. (При
необходимости формируются и несимметричные
баттерфляи.)

Из специально нормированных баттерфляев
можно строить сходящиеся к δ-инструментам по-
следовательности, как это делалось в [4] из инди-
каторов на сценарном рынке. И, наконец, CC-VaR
требует, чтобы порождаемый портфелем инвестора
доход q удовлетворял неравенствам:

P {q ≥ φ(ε)} ≥ 1− ε для всех ε ∈ [0, 1].

Здесь P{M} — вероятностная мера множества M
в соответствии с прогнозом инвестора; φ(ε) — не-
отрицательная монотонно возрастающая и непре-
рывная функция рисковых предпочтений (ф.р.п.) ин-
вестора со значениями в [0, 1].

3 Опционная дискретизация
δ-рынка

Напомним [2, 4], что сценарная дискретизация
рынка вводится разбиением множества X = [x0, xn)

на n сценариев Si = [xi−1, xi) ⊂ X, xi−1 < xi,
i ∈ I = {1, . . . , n}. Равномерное разбиение выде-
ляется правилом xi = x0 + ih, h = (xn − x0)/n,
i ∈ I. Рыночные цены базисных инструментов
Di = H{Si}, i ∈ I, и прогнозные вероятности сце-
нариев образуют векторы cS и pS с компонентами

cSi = |Di| =
xi∫

xi−1

c(x) dx ;

pS
i = ‖Di‖ =

xi∫

xi−1

p(x) dx , i ∈ I . (4)

На сценарной основе строится и опционная дис-
кретизация рынка, для которой страйки опционов
совпадают с серединами сценариев. С ней связыва-
ется также иная система интервалов:

K = {Ki = [κi, κi+1) , i ∈ I0} , (5)

где I0 = {0} ∪ I; κi, i ∈ I, — страйки опционов:

κi =
xi−1 + xi

2
=
i

n
− 1

2n
,

также доопределяем κ0 = a, κn+1 = b. Новые эле-
менты порождают вероятностный вектор pK с ком-
понентами

pK
i =

κi+1∫

κi

p(x) dx , i ∈ I0 ,
∑

i∈I0

pK
i = 1 . (6)

Применяются еще обозначения:

I ′ = I\{n} = {1, . . . , n− 1}; I ′′ = {2, . . . , n− 2}.
На опционном рынке роль базисных инстру-

ментов играют нормированные баттерфляи Bi, i ∈
∈ I ′, вместе с двумя крайними нормированными

спрэдами. Ограничимся тремя вариантами бази-
сов: (i) только из коллов, (ii) только из путов
и (iii) смешанным так называемого естественного

происхождения, а именно (индекс i в обозначениях
опционов соответствует страйку si, i ∈ I):

(i) B1 = U + (C2 − C1)/h, Bi = (Ci−1 − 2Ci +
+ Ci+1)/h, i = 2, . . . , n − 1, Bn = (Cn−1 −
− Cn)/h;

(ii) B1 = (P2−P1)/h, Bi = (Pi−1−2Pi+Pi+1)/h,
i = 2, . . . , n− 1, Bn = U + (Pn−1 − Pn)/h;

(iii) выделяется некоторый внутренний страйк,
центр рынка, с индексомν, и для него исполь-
зуется смешанный баттерфляй Bν = U +
+(Pν−1 −Pν −Cν +Cν+1)/h, остальные ба-
зисные инструменты с меньшими индексами
состоят только из путов, с б‚ольшими — толь-
ко из коллов.
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Крайние спрэды в базисе также называем (усе-

ченными) баттерфляями.
Платежные функции базисных инструментов,

которым даются специальные обозначения βi(x),
i ∈ I, в соответствии с (1)–(3) принимают вид:

β1(x) = max

(

0,min

(

1, 1 +
s1 − x

h

))

;

βn(x) = max

(

0,min

(

1, 1− sn − x

h

))

;

βi(x) = max

(

0, 1− |si − x|
h

)

, i = 2, . . . , n− 1 .

Легко видеть, что для всех опционных базисных
инструментов, как и для сценарных, интегралы от
их платежных функций равны h. Кроме того,

∑

i∈I

Di =
∑

i∈I

Bi = U .

Интегрированием платежных функций по ме-
рам с плотностями c(x) и p(x)находятся векторы cB

и pB с компонентами

cBi = |Bi| =
∫

X

βi(x)c(x) dx ;

pB
i = ‖Bi‖ =

∫

X

βi(x)p(x) dx , i ∈ I . (7)

Величина cBi означает стоимость i-го базисного бат-
терфляя, pB

i — средний доход, который также на-
зываем суррогатной вероятностью i-го сценария.

4 Алгоритм оптимизации
на рынке опционов

Для опционного рынка нахождение весов опти-
мального портфеля реализует практически тот же
дискретный алгоритм, основанный на процедуре
Неймана–Пирсона [5], что и для сценарного рын-
ка, только вместо векторов pS и cS применяются
векторы pB и cB, хотя назначение вероятностей
производится тем же вектором pS . Подчеркнем,
что сначала речь идет о портфеле с детерминиро-
ванными весами. Имеем (в сокращенном виде):

ρ = pB/cB — вектор (длины n) относительных
доходов;

ξ = O(ρ) — вектор, задающий на множестве сце-
нариев позиции компонент вектора ρ в порядке
их возрастания;

η = O(ξ) — обратный к ξ вектор, задает порядок
возрастания компонент ρ;

d = pS(ξ) — суперпозиция векторов pS и ξ, ее
компоненты упорядочены по возрастанию ком-
понент вектора ρ (подчеркнем использование
вектора pS);

T = [tij = {1, i ≤ j; tij = 0, i > j}] — треугольная
матрица, применяемая для последовательного
суммирования компонент векторов, начиная
с первой;

ε = Td — вектор кумулятивных вероятностей для
вектора d; в дополнение к вектору ε принима-
ется также ε0 = 0.

На основе вектора ε вводятся и последователь-
ные полуинтервалы:

Ei = [ei, ei) , ei = εηi−1(= 0, ηi = 1) ,

ei = εηi , ei − ei = p
S
i , i ∈ I . (8)

При назначении вектора b (и g = b(η)) весов
портфеля предлагается вариант модификации εopt
вектора ε, для чего вводится новый вектор d′:

εopt = e (ξ) + d′ , d′i = di −
i− 1
n− 1 , i ∈ I ;

b = φ(εopt); g = b(η) .






(9)

Этот вариант связан с опционным характе-
ром платежной функции, распространяется на всю
область ее значений [0, 1), но применяется только
для детерминированной схемы. В большей мере
это оправдано, когда минимум портфельного дохо-
да достигается на внутренних сценариях.

Основными числовыми показателями портфелей
служат его стоимостьA (средняя, если применяется
рандомизация), средний доход R, средний относи-
тельный доход R/A, средняя доходность y и стан-
дартное отклонение δ доходности. Имеем ((u,v)—
скалярное произведение векторов u и v) запись
результатов:

AB =
(
g, cB

)
=
(
b, cB(ξ)

)
;

RB =
(
g,pB

)
=
(
b,pB (ξ)

)
;

y =
R

A
− 1 .

В иллюстративных расчетах и при построении
графиков на протяжении большей части изложения
принимается, что плотности p(·)и c(·)подчиняются
бета-распределению с параметрами (2, 1,5)и (3, 2,5)
соответственно:

p(x) = x2
(1− x)1,5

B(3, 2,5)
; c(x) = x

(1 − x)0,5

B(2, 1,5)
,

x ∈ X = [0, 1) , (10)

где B(· , ·) — бета-функция, B(3, 2,5) = 19,6875,
B(2, 1,5) = 3,75; x0 = 0; xn = 1. Эту задачу считаем
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прямой, но при проведении некоторого сравни-
тельного анализа приводятся и результаты решения
обратной задачи, в которой плотности меняются
ролями.

В качестве ф.р.п. инвестора принимается функ-
ция φ(ε) = ε2, ε ∈ [0, 1], и потому функция рас-
пределения доходов оптимального теоретического
портфеля [2, 4]

F0(z) = φ←(z) = z1/2, z ∈ [0, 1] .

Приближенные значения показателей теорети-
ческой континуальной модели, с которыми будем
соотносить получаемые далее результаты, получе-
ны на дискретной модели с 2000 сценариев [4]:

A0 = 0,265439 ; R0 = 0,333729 ;

y0 = 0,257275 ; σ0 = 1,1242 .

Напомним [2], что для показателя R0 в случае
φ(ε) = ελ точное теоретическое значение равно (1+
+ λ)−1, что при λ = 2 дает 1/3 ≈ 0,333333.

На рис. 1 приведены графики важных для опти-
мизации функций относительных доходов ρ(x) =
= p(x)/c(x) в прямой задаче с плотностями (10) (1)
и обратной (2), в которой плотности меняются ро-
лями.

Внешний вид этих графиков говорит о том, что
инвестор сталкивается с игрой на волатильности.
По рыночной терминологии речь идет о ее продаже
и покупке соответственно, правда, к ней приме-
шивается и некоторая слабо выраженная игра на
понижение в первом случае и на повышение — во
втором.

В примерах используется дискретизация, как
и в [4], с n = 5 сценариями как в сценарной, так
и в опционной версиях. (Намеренно выбирает-
ся столь малое число сценариев, чтобы высветить

Рис. 1 Графики функции ρ в прямой (1) и обратной (2)
задачах

проблемы, связанные именно с дискретизацией,
поскольку при возрастании n решение все более
походит на теоретическое для континуальной схе-
мы.)

Интегрированием (4) находятся сценарные век-
торы:

pS = {0,0412; 0,206; 0,341; 0,309; 0,104};
cS = {0,070; 0,187; 0,263; 0,284; 0,197}.

Применение алгоритма с pS и cS дает векторы сце-

нарного рынка:

ξ = {5, 1, 4, 2, 3}; η = {2, 4, 5, 3, 1};
ε = {0, 104; 0,145; 0,454; 0,659; 1}.

Рандомизация проводится введением случай-
ных весов портфеля [2, 4]:

G =
∑

i∈I

ωiDi , ωi = φ (θi) , (11)

где θi ∼ R{Ei}, i ∈ I, — равномерно распреде-
ленные случайные величины на последовательных
полуинтервалах Ei (8), для которых

e = {0,104; 0,454; 0,659; 0,145; 0};
e = {0,145; 0,659; 1; 0,454; 0,104}.

Функция распределения Fζ(·) доходов ζ порт-
феля (11) определяется правилом:

Fω;i(z) =
φ←(z)− ei

pS
i

, φ (ei) ≤ z ≤ φ (ei) ,

i ∈ I ;

Fζ(z) = φ
←(z) , z ∈ [0, 1) .







(12)

При рандомизации вектор εopt не существен,
а из-за случайности величины A для анализа отно-
сительного дохода потребуется специальный под-
ход.

При применении алгоритма к опционным рын-
кам используются векторы, получаемые по форму-
лам (7) и, по необходимости, (6):

pB = {0,049; 0,204; 0,333; 0,301; 0,113};
cB = {0,075; 0,185; 0,261; 0,280; 0,200};
pK = {0,006; 0,115; 0,288; 0,350; 0,220; 0,021}.

В результате применения алгоритма (с pB, cB

и частично pS) получаем:

ξ = {1, 5, 2, 4, 3}; η = {1, 3, 5, 4, 2} .

В рассматриваемом примере эта пара векторов
(ξ,η) отличается от сценарного рынка, что вполне
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Рис. 2 Графики платежных функций GB (1) и GS (2)

возможно при малом числе сценариев. И показа-
тели b, g и A для опционного рынка, тем более
в связи с (9), должны быть несколько иными по
сравнению со сценарным. Для детерминированной
схемы имеем:

εopt = {0; 0,114; 0,299; 0,608; 1};
b = φ (εopt) = {0; 0,013; 0,090; 0,370; 1};
g = b(η) = {0,013; 0,370; 1; 0,090; 0}; (13)

A = 0,358244; R = 0,444829;

y = 0,241692; σ = 1,162.

}

(14)

На рис. 2 (для прямой задачи) приводятся графи-
ки платежных функций π(x;GB) (1) и π(x;GS) (2),
x ∈ [0, 1]. Первая из функций образована (n + 1)-м
линейным участком ψi(x), i ∈ I0, по правилу

ψ0(x) = g1 ;

ψi(x) =
gi(κi+1 − x) + gi+1(x − κi)

h
;

ψn(x) = gn ;

5 Детерминированный портфель

Оптимальный детерминированный портфель
задается вектором весов (13) с нормированными
баттерфляями в качестве базисных инструментов:

G =
∑

i∈I

giBi .

Функцию распределения дохода ζ = ψ(X) опре-
деляем в системе интерваловK (5) для z ∈ [0, 1]:

Fζ(z) = �0(z) + �n(z) +

n−1∑

i=1

�i(z) , (15)

где

�i(z) = P {ζ < z, X ∈ Ki} , i ∈ I0 .

Для i = 1 и n доходы постоянны и равны g1
и gn соответственно, и потому (здесь и далее u(w)—
характеристическая функция множества w ≥ 0)

�0(z) = p
K
0 u (z − g1) ; �n(z) = p

K
n u (z − gn) .

Но для i ∈ I ′ уже сказывается опционный харак-
тер платежной функции, и потому доходы и частные
функции распределения соответственно равны:

ψi(x) =
gi(κi+1 − x) + gi+1(x− κi)

h
, x ∈ Ki ;

�i(z) =

κi+1∫

κi

u (z − ψi(x)) p(x) dx .

Все слагаемые суммы Fζ(z) в (15) находятся
простым интегрированием. Из функции распреде-
ления можно определять и запись результатов, но
в детерминированном случае этого и не требуется,
так как она уже получена выше (14).

График Fζ представлен (под обозначением Fd)
на рис. 3 (1), на нем приводится для сравнения
и теоретический график F0 (2).

Функция распределения относительного дохода
χ = ζ/A находится при этом простым увеличением
аргумента в 1/A раз:

Fχ(z) = Fζ(Az) , z ∈ [0, 1/A] .

Далее рассматриваются варианты рандомиза-
ции. В силу специфики опционного рынка наряду
с полной оправдан и вариант частичной рандоми-
зации.

6 Полная рандомизация

При полной рандомизации все веса портфеля
базисных баттерфляев ωi, i ∈ I, являются случай-
ными величинами. В основе определения функ-
ции распределения дохода вновь лежит представ-
ление (15), но теперь вместо детерминированных
весов gi вводятся случайные величины ωi = φ(θi),
i ∈ I, и тогда доход ζ = ψ(x; t), где t = {t1, . . . , tn}—
вектор значений случайного вектора θ. Итак,

Fζ(z) =
∑

i∈I0

�i(z) , (16)

где

�i(z) = P {ζ ≤ z, x ∈ Ki} , i ∈ I0 .
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Для i = 0 и n из (12) следует, что соответственно

�0(z) =
pK
0 (φ

←(z)− e1)

pS
1

, z ∈ [φ (e1) , φ (e1)) ; (17)

�n(z) =
pK

n (φ
←(z)− en)

pS
n

, z ∈ [φ (en) , φ (en)) . (18)

В каждом из остальных слагаемых в (16), т. е. для
Ki, i ∈ I ′, следует проводить интегрирование по
x ∈ X и по всем n-мерным векторам t (хотя, по
сути, лишь по всем парам {ti, ti+1} значений для
{θi, θi+1}, ti ∈ Ei, ti+1 ∈ Ei+1). Имеем:

ψi (x; ti, ti+1) =

=
φ(ti)(κi+1 − x) + φ(ti+1)(x− κi)

h
,

x ∈ Ki , i ∈ I ′ ; (19)

�i(z) =

=

∫∫

Ei×Ei+1





κi+1∫

κi

u (z − ψi (x; ti, ti+1)) p(x) dx




dtidti+1

pS
i p

S
i+1

,

i ∈ I ′ . (20)

Здесь численное интегрирование реализуемо для
любого значения z ∈ [0, 1]. С его помощью и стро-
ится график функции (16) (например, интерполя-
цией). Он представлен на рис. 3 под обозначени-
ем Ff (3).

Использование стандартных программ интегри-
рования не работает в более сложных случаях, на-
пример для относительного дохода, когда требуется
шестикратное интегрирование. Тем не менее для
демонстрации общности подхода протестируем на
оценивании функции Fζ(z) (16) также контроли-
руемый и учитывающий специфику задачи детер-
минированный аналог метода Монте-Карло, уже
применявшийся в [4] для сценарного рынка.

Рис. 3 Графики функций Fd (1), F0 (2), Ff (3) и Fp (4)

С учетом рандомизации вводятся решетки зна-
чений случайных величин θi, i ∈ I, определяемые
параметром nJ и множеством J = {1, 2, . . . , nJ}:

tij = ei +
pS

i (j − 1/2)
nJ

, j ∈ J , i ∈ I . (21)

Для построения решетки реализуемых доходов

для системы K интервалов (5) (за исключением
интервалов K0 и Kn) образуются дополнительные
решетки значений цены базового актива πil, l ∈
∈ L, i ∈ I ′, определяемые параметром nL и множе-
ством L = {0, 1, . . . , nL}, и вычисляются соответст-
вующие вероятности:

r0,j1 = φ (t1,j1) ; rn,jn = φ (tn,jn) , j1, jn ∈ J ;

ri,ji,ji+1,l = φ (ti,ji)

(

1− (l − 1/2)
nL

)

+

+ φ
(
ti+1,ji+1

) l − 1/2
nL

, l ∈ L , ji ∈ J , i ∈ I ′ ;

πi,l = κi +
l − 1/2
nnL

;

pX
i,l =

πi,l+1/(2nnS)∫

πi,l−1/(2nnS)

p(x) dx ; pK
0 +

∑

i∈I′,
l∈L

pX
i,l + p

K
n = 1 .

В результате получается приближение для функ-
ции распределения в виде:

Fζ(z) =

=
pK
0

nJ

∑

j1∈J

u (z − r0,j1 ) +
pK

n

nJ

∑

jn∈J

u (z − rn,jn) +

+
∑

i∈I′,
j1,ji+1∈J,

l∈L

pX
i,l

n2J
u
(
z − ri,ji,ji+1,l

)
. (22)

Построенный по (22) график визуально не от-
личим от графика Ff на рис. 3, что косвенно под-
тверждает правильность обоих подходов.

На основе (22) строятся и представления для
моментов:

µm =
pK
0

nJ

∑

j1∈J

rm
0,j1 +

pK
n

nJ

∑

jn∈J

rm
n,jn
+

+
∑

i∈I′,
ji,ji+1∈J,

l∈L

pX
i,l

n2J
ri,ji,ji+1,l , m = 1, 2;

σ2 = µ2 − µ21 .
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По ним определяются числовые показатели порт-
феля:

Eζ = 0,326928 ; Eζ2 = 0,161734 ; σ = 0,234204 ,

а средняя сумма EA находится далее при оценива-
нии относительного дохода.

Требуемое для расчетов время ∼ nn2JnL.

Подобный подход без труда распространяется
и на распределение относительного дохода χ. Фор-
мула (16) переписывается применительно к случай-
ной величине

χ = ψ(x; θ1, . . . , θn) = ψ(x;θ) =
ζ

A(θ)
,

где A(θ) =
∑

ι∈I c
B
ι φ(θι) — случайная инвестици-

онная сумма со значениями A(t) =
∑

ι∈I c
B
ι φ(tι):

Fχ(z) =
∑

i∈I0

�i(z) , (23)

где

�i(z) = P {χ ≤ z , x ∈ Ki} , i ∈ I0 ,

а формулы (17)–(20) приобретают вид:

ψ0(x; t) =
φ(t1)

A(t)
, x ∈ K0 ;

ψn(x; t) =
φ(tn)

A(t)
, x ∈ Kn ,

ψi(x; t) = h
φ(ti)(κi − x) + φ(ti+1)(x − κi+1)

A(t)
,

x ∈ Ki , i ∈ I ′ ;

�i(z) =

∫

∏

i=1,...,n Ei





κi+1∫

κi

u (z − ψi(x; t)) p(x)

A(t)
dx



×

×

∏

i=1,...,n
dti

∏

i=1,...,n
pS

i

, i ∈ I0 .

Решетка для инвестиционной суммы A(t) в со-
ответствии с (21) имеет вид:

aj1,...,jn =
∑

ι∈I

cBι φ (tι,jι) , ji ∈ J , i ∈ I .

Функция распределения относительного дохо-
да, а также его моменты и дисперсия определяются
приближенными формулами, фактически реализу-
ющими шестикратное (при n = 5) интегрирование:

Fχ(z) =
pK
0

nn
J

∑

j1,...,jn∈J

u
(

z − r0,j1
aj1,...,jn

)

+

+
pK

n

nn
J

∑

j1,...,jn∈J

u
(

z − rn,jn

aj1,...,jn

)

+

+
∑

i∈I′,
j1,...,jn∈J,

l∈L

pX
i,l

nn
J

u
(

z − ri,ji,ji+1,l

aj1,...,jn

)

; (24)

µm =
pK
0

nn
J

∑

j1,...,jn∈J

rm
0,j1

am
j1,...,jn

+

+
pK

n

nn
J

∑

j1,...,jn∈J

rm
n,jn

am
j1,...,jn

+
∑

i∈I′,
j1,...,jn∈J,

l∈L

pX
i,l

nn
J

ri,j1,ji+1,l

aj1,...,jn

,

m = 1, 2; σ2 = µ2 − µ21 . (25)

Выборочные моменты и дисперсия определяют-
ся по (25):

Eχ = 1,21373; Eχ2 = 2,1483; σ = 0,821676

(при nL = 8, nJ = 6).
Из подобных (25) формул также EA = 0,268748,

E(1/A) = 3,83142.
Построенный по (24) график Fχ(·) походит на

растянутый по оси абсцисс график Fζ(·) с коэффи-
циентом, близким к E(1/A), и в работе не приво-
дится.

Требуемое для расчетов время ∼ nnn
JnL.

7 Частичная рандомизация

Под частичной рандомизацией понимается ва-
риант рандомизации, в котором случайными ста-
новятся лишь веса ω1 и ωn базисных баттерфляев
в портфеле для крайних страйков. Суть в том, что
уже сами платежные функции опционов, исключая
эти страйки, реализуют некоторое сглаживание, но
лишь для внутренних страйков. И частичной ран-
домизации может оказаться достаточно.

При частичной рандомизации доход ζ =
= ψ(x; t1, tn). Вновь исходим из (16) и для крайних
интервалов Ki, i = 0, n, применяем формулы (17)
и (18):

�0(z) = p
K
0

φ←(z)− e1
pS
1

, z ∈ [φ (e1) , φ (e1)) ;

�n(z) = p
K
n

φ←(z)− en

pS
n

, z ∈ (φ (en)φ (en)) .

Для i ∈ I ′′ применяются формулы детерминиро-
ванной схемы, а для i = 1, n−1формулы приобрета-
ют гибридный вид, сочетающий в себе характерные
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черты как рандомизированной, так и детерминиро-
ванной схем. Имеем:

ψ1 (x; t1, tn) = h (ψ(t1) (κ1 − x) + g2 (x− κ2)) ,

x ∈ K1 ;
ψn−1 (x; t1, tn) = h (gn−1 (κn−1 − x) +

+ φ(tn) (x− κn)) , x ∈ Kn−1 ,

ψi (x; t1, tn) = h (gi (κi+1 − x) + gi+1 (x− κi)) ,

x ∈ Ki , i ∈ I ′′ ,

�i(z) =

=

∫∫

E1×E2





κi+1∫

κi

u (z − ψi(x; t1, tn)) p(x) dx




dt1dtn

pS
1 p

S
n

,

i ∈ I ′ .

На этот раз решетка (21) применяется лишь для
крайних сценариев:

ti,j = ei + p
S
i

(j − 1/2)
nJ

, j ∈ J , i = 1, n . (26)

По ней строится и решетка доходов:

r0,j1 = φ (t1,j1) , rn,jn = φ (tn,jn) , j1, jn ∈ J ;

r1,j1,l = φ (t1,j1)

(

1− l − 1/2
nL

)

+ g2
l − 1/2
nL

,

j1 ∈ J , l ∈ L ;

rn−1,jn,l = gn−1

(

1− l − 1/2
nL

)

+ φ (tn,jn)
l− 1/2
nL

,

jn ∈ J , l ∈ L ;

ri,l = gi

(

1− l − 1/2
nL

)

+ gi+1
l − 1/2
nL

,

l ∈ L , i ∈ I ′′ .

Наконец, находится аппроксимация функции
распределения дохода:

Fζ(z) =
∑

j1∈J

pK
0

nJ
u (z − r0,j1)+

∑

jn∈J

pK
n

nJ
u (z − rn,jn)+

+
∑

j1∈J,
l∈L

pX
1,l

nJ
u (z − r1,j1,l)+

∑

jn∈J,
l∈L

pX
n−1,l
nJ

u (z − rn−1,jn,l)+

+
∑

i∈I′′,
l∈L

pX
i,l

n2J
u (z − ri,l) . (27)

На ее основе строится график функции распреде-
ления дохода. Выборочные моменты и дисперсия
определяются формулами:

µm =
∑

j1∈J

pK
0

nJ
rm
0,j1 +

∑

jn∈J

pK
n

nJ
rm
n,jn
+

+
∑

j1∈J,
l∈L

pX
1,l

nJ
rm
1,j1,l +

∑

jn∈J,
l∈L

pX
n−1,l
nJ

rm
n−1,jn,l +

+
∑

i∈I′′,
l∈L

pX
i,l

n2J
rm
i,l , m = 1, 2;

σ2 = µ2 − µ21 .

Из них находимEζ = 0,436903,Eζ2 = 0,292945иσ =
= 0,319469 (при nL = 100 и nJ = 50). Требуемое для
расчетов время ∼ nn2JnL.

График функции (27) представлен на рис. 3 под
обозначением Fp (4).

Для относительного дохода имеем

χ = ψ(x; θ1, θn) =
ζ

A(θ1, θn)
,

где A(θ1, θn) = cB1 φ(θ1) +
∑

ι=2,...,n−1 c
B
ι gι +

+ cBn φ(θn) — случайная инвестиционная сумма со
значениями A(t1, tn). Вновь исходим из представ-
ления (23), при этом для компонент с i = 0 и n
формулы те же, что и для полной рандомизации,
а для i ∈ I ′ требуются очевидные изменения:

ψ0(x; t) =
φ(t1)

A(t)
, x ∈ K0 ;

ψn(x; t) =
ψ(tn)

A(t)
, x ∈ Kn ;

ψ1 (x; t1, tn) =
h(φ(t1)(κ1 − x) + g2(x− κ2))

A(t1, tn)
,

x ∈ K1 ;
ψn−1 (x; t1, tn) =

=
h(gn−1(κn−1 − x) + φ(tn)(x − κn))

A(t1, tn)
, x ∈ Kn−1 ;

ψi (x; t1, tn) =
h(gi(κi+1 − x) + gi+1(x− κi))

A(t1, tn)
,

x ∈ Ki, i ∈ I ′′ ;

�i(z) =

=

∫∫

E1×En





κi+1∫

κi

u (z − φi(x; t1, tn)) p(x) dx




dt1dtn

pS
1 p

S
n

,

i ∈ I0 .

На этот раз также образуется двумерная решет-
ка (26), и на ее основе формируется решетка стои-
мости портфеля:

aj1,jn = c
B
1 φ (t1,j1) +

∑

ι=2,...,n−1
cBι gι + c

B
n φ (tn,jn) ,

j1, jn ∈ J .
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Аппроксимацию функции распределения для χ
дает представление:

Fχ(z) =
pK
0

n2J

∑

j1,jn∈J

u
(

z − r0,j1
aj1,jn

)

+

+
pK

n

n2J

∑

j1,jn∈J

u
(

z − rn,jn

aj1,jn

)

+

+
∑

j1,jn∈J,
l∈L

pX
1,l

n2J
u
(

z − r1,j1,l
aj1,jn

)

+

+
∑

j1,jn∈J,
l∈L

pX
n−1,l
n2J
u
(

z − rn−1,jn,l

aj1,jn

)

+

+
∑

i∈I′′,
j1,jn∈J,

l∈L

pX
i,l

n2J
u
(

z − ri,l
aj1,jn

)

.

Выборочные моменты и дисперсия определяют-
ся формулами:

µm =
pK
0

n2J

∑

j1,jn∈J

rm
0,j1

am
j1,jn

+
pK

n

n2J

∑

j1,jn∈J

rm
n,jn

am
j1,jn

+

+
∑

j1,jn∈J,
l∈L

pX
1,l

n2J

rm
1,j1,l

am
j1,jn

+
∑

j1,jn∈J,
l∈L

pX
n−1,l
n2J

rm
n−1,jn,l

am
j1,jn

+

+
∑

i∈I′′,
j1,jn∈J,

l∈L

pX
i,l

n2J

rm
i,l

am
j1,jn

, m = 1, 2 ;

σ2 = µ2 − µ21 .

Из них находим Eχ = 1,22723, Eχ2 = 2,31133 и σ =
= 0,897355 (приnL = 50иnJ = 6), а из аналогичных
им формул — также EA = 0,356003 и E(1/A) =
= 2,80898. Кстати, EA × E(1/A) = 1,0000035, что
косвенно подтверждает близость графиков для де-
терминированной и частично рандомизированной
схем.

Требуемое для расчетов время ∼ nn2JnL.

8 Заключение
Завершаем описание алгоритмов нахождения

функций распределения доходов и относительного
дохода в задаче оптимизации по CC-VaR портфеля
опционов. Результаты расчетов на примере с бе-
та-распределениями для прямой задачи (продажи
волатильности) проиллюстрированы на графиках
рис. 3.

Разумеется, при дискретизации задачи в случае
небольшого числа сценариев результаты должны

Рис. 4 ФункцииFd (1),Fd (2),Ff (3) иFp (4) для обратной
задачи

отличаться от теоретической схемы. И интерес
представляет сравнение полученных результатов,
в частности с обратной задачей — покупкой вола-
тильности. На рис. 4 представлены для нее анало-
гичные результаты, полученные тем же алгоритмом.
Значительное расхождение результатов в большей
степени объясняется различием задач, очевидным
по рис. 1.

В прямой задаче частичная рандомизация дает
практически тот же результат, что и детермини-
рованная схема (см. рис. 3), что легко объясня-
ется незначительным вкладом в картину доходов
крайними сценариями, на которые частичная ран-
домизация только и распространяется. А потому
выбор предстоит делать между детерминированной
схемой и полной рандомизацией. При этом пол-
ная рандомизация дает более сглаженную и более
близкую к теоретической схеме кривую, а детер-
минированная — более надежную в выполнении
CC-VaR.

В обратной задаче (см. рис. 4) все три аппрокси-
мации дают результаты, достаточно близкие к тео-
ретическим, что можно объяснять полноценным
вкладом в итоговый результат всех пяти сценари-
ев. И частичная рандомизация, почти совпадающая
с детерминированной кривой в области понижен-
ных доходов и с полной рандомизированной —
в зоне повышенных, участвует в этом в наибольшей
степени и даже представляется наилучшей из трех
схем.

В целом, на рынках с малым числом сценари-
ев при рассмотрении вариантов назначения весов
портфеля инвестору придется при выборе вариан-
та дополнительно руководствоваться критериями
близости функции распределения к теоретической,
степени выполнения CC-VaR, средней доходности
и пр.
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ИНТЕРФЕЙСЫ ТРЕТЬЕГО ПОРЯДКА В ИНФОРМАТИКЕ

И. М. Зацман1

Аннотация: В Европейской стратегии «Информатика для всех», объявленной в Брюсселе в марте 2018 г.,
различаются две ступени преподавания информатики в системе среднего и высшего профессионального
образования. Вторая ступень, ориентированная на изучение информационных трансформаций в искус-
ственных, живых и социальных системах, подразумевает сначала выбор для преподавания некоторой
парадигмы информатики, а затем и ее развитие. Необходимость развития обусловлена двумя причинами:
во-первых, существенным расширением сферы применения информационных технологий (ИТ), рас-
сматриваемых в учебном процессе, во-вторых, интеграцией методов и средств информатики в учебные
программы по другим областям знания, что расширяет спектр изучаемых информационных трансфор-
маций. В отсутствие доминирующей парадигмы информатики и при наличии нескольких ее вариантов
вопрос ее выбора как отправной точки развития является дискуссионным. В обзоре “Informatics Education
in Europe”, опубликованном в 2017 г. и предваряющем разработку Европейской стратегии «Информатика
для всех», перечислены три варианта парадигмы, включая позиционирование информатики как само-
стоятельной отрасли знания, предложенное Деннингом и Розенблюмом в 2009 г. Подробное описание
этого варианта под названием полиадического компьютинга дано Розенблюмом в его монографии 2013 г.
Цель статьи состоит в определении нового понятия «интерфейс 3-го порядка» на основе деления на среды
предметной области информатики как полиадического компьютинга. Актуальность введения этого по-
нятия иллюстрируется на примере процессов управления роботизированной рукой сигналами головного
мозга.

Ключевые слова: интерфейсы 3-го порядка; полиадический компьютинг; среды предметной области
информатики; информационные трансформации
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1 Введение

Апрельский номер журнала Communications of the

ACM за 2019 г. включает специальный раздел «Ин-
форматика в Европе», состоящий из статей, посвя-
щенных актуальным темам в сфере информатики
и вычислительной техники [1]. Одна из статей по-
священа вопросам преподавания информатики [2].
В ней анализируется «План действий в области
цифрового образования», одобренный Еврокомис-
сией в 2018 г. [3], а также отчет о состоянии препода-
вания дисциплин информатики в Европе, включая
РФ [4].

Авторы отчета предложили ряд рекоменда-
ций, которые послужили бы улучшению ситуации
с изучением дисциплин информатики в Европей-
ском регионе, на основе которых был подготовлен
доклад “Informatics for All: The strategy”. Основ-
ное внимание в докладе уделяется преподаванию
информатики в системе среднего и высшего про-
фессионального образования, которая рассматри-
вается как фундаментальная наука со своими соб-
ственными научными методами [5].

Во многих отношениях основные идеи этого
доклада совпадают с инициативой президента Оба-

мы [6]. Важнейшим элементом Европейского до-
клада “Informatics for all: The strategy”, который
отличает его от этой инициативы, является двух-
ступенчатая стратегия преподавания информати-
ки: (1) информатика как самостоятельный пред-
мет; (2) интеграция методов и средств информатики
в предметные области других наук [2].

Для данной статьи наибольший интерес пред-
ставляет вторая ступень. Реализация планов пре-
подавания информатики на второй ступени, ско-
рее всего, потребует существенного расширения ее
предметной области, так как появляется необходи-
мость рассматривать информационные трансфор-
мации не только в искусственных, но и в живых
и социальных системах. Такой спектр информаци-
онных трансформаций будет охватывать объекты
разных сред и, что важно отметить, разной приро-
ды. Сегодня с точки зрения теоретического описа-
ния уже существующих ИТ необходимо различать
как минимум пять сред разной природы: нейро-
среду (сигналы активности мозга в нейрокомму-
никационных технологиях); ментальную (конце-
пты в технологиях представления знаний человека);
социоинформационную (тексты на естественных
языках, таблицы, рисунки, растровые и векторные

1Институт проблем информатики Федерального исследовательского центра «Информатика и управление» Российской академии
наук, izatsman@yandex.ru
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изображения и т. д. в технологиях их кодирования);
ДНК (представление информации и данных с по-
мощью синтезированных цепочек ДНК); цифро-
вую (компьютерные коды). При этом теоретиче-
ское описание технологий и интерфейсов будущих
поколений может потребовать включения в рас-
смотрение и сред другой природы, отличной от
пяти перечисленных.

Основная цель статьи состоит в описании гра-
ниц между средами предметной области информа-
тики как полиадического компьютинга, концепция
которого предполагает расширение ее предметной
области на информационные трансформации в жи-
вых и социальных системах. Предлагаемое описа-
ние сред и границ дает возможность определить
понятие «интерфейс 3-го порядка» и ответить на
вопрос: «Зачем оно нужно в информатике?» Акту-
альность введения этого понятия иллюстрируется
на примере процессов управления роботизирован-
ной рукой сигналами головного мозга.

2 О предметной области
информатики

На первых этапах становления информатики
объектами ее исследований были в основном ком-
пьютеры и окружающие их явления. Например,
в 1967 г. А. Ньюэлл, А. Дж. Перлис и Х. А. Саймон
писали: «Объектам и явлениям соответствуют те
науки, которые их изучают. Появились компью-
теры. Следовательно, назначение информатики —
это изучение компьютеров» [7].

В 1963 г. Сол Горн предлагал более широкий
взгляд на предметную область новой развивающей-
ся науки [8]. Однако на первых этапах ее станов-
ления основными объектами предметной области
были компьютерные коды, их генерация и пре-
образования в цифровой среде, а также явления,
окружающие компьютеры.

В конце прошлого столетия изучение информа-
ционных трансформаций в живых системах стали
также относить к предметной области информати-
ки вместе с генерацией и преобразованиями ком-
пьютерных кодов в цифровой среде. Использова-
ние слова computing вместо двух слов computer science

стало подчеркивать более широкую предметную
область информатики. «Первоначальное опреде-
ление информатики — изучение явлений, окружа-
ющих компьютеры, — сейчас устарело. Она изучает
и естественные, и искусственные информационные
процессы. Информатика включает компьютерную
науку, разработку программного обеспечения, ИТ,
информационную науку и информационные систе-
мы» [9].

Такое расширение предметной области потре-
бовало пересмотра понятия computation. «Нам при-
дется пересмотреть понятие computation, которое
должно быть в состоянии учитывать также и обра-
ботку информации, происходящую в природе. . .На
самом деле исследования информационных транс-
формаций в живых системах уже привели к пере-
смотру ряда парадигм, лежащих в основе традици-
онного понятия computation» [10].

Другое направление расширения предметной
области информатики было связано с исследова-
ниями информационных процессов в социальных
системах. Проиллюстрируем это направление ци-
татой из статьи Марка Снира: «Быстрое развитие
информационных технологий стимулирует перио-
дический пересмотр теоретического фундамента их
разработки и сейчас настало время провести оче-
редной пересмотр. . . Раньше, когда с компьютера-
ми имел дело ограниченный круг лиц, можно было
рассчитывать на то, что те, кто профессионально
общаются с компьютерами, могут к ним адапти-
роваться. В наши дни, когда значительно больше
людей взаимодействуют с цифровыми устройства-
ми и информационно-компьютерными система-
ми, информационные технологии тесно вплетены
во многие когнитивные и социальные процессы.
В этих условиях нельзя игнорировать эти процессы
при их создании. Кроме того, подобное вплете-
ние является интересным объектом для исследова-
ний» [11].

Один из подходов к пересмотру теоретического
фундамента разработки ИТ в 2013 г. был предло-
жен Полом Розенблюмом [12]. В рамках этого
подхода он описал четыре этапа расширения пред-
метной области информатики, взяв за основной
объект исследований информационные трансфор-
мации в искусственных, живых и социальных сис-
темах. При этом он использовал деление всех на-
учных знаний на самом верхнем уровне на четыре
отрасли науки [13], обозначив их литерами: ин-
форматика (C), физические науки (P), науки
о жизни (L) и социальные науки (S). Далее
он рассматривает информационные трансформа-
ции, охватывающие две, три или четыре отра-
сли, включая информатику, обозначая каждый
этап расширения предметной области и вербаль-
но, и с использованием этих четырех литер,
следующим образом: диадический компьютинг
(C + P, C + L, C + S); триадический компьютинг
(C + P + S, C + P + L, C + L + S); тетрадический
компьютинг (P + S + L + C); полиадический ком-
пьютинг (объединение всех перечисленных выше
расширений).

В завершение этого раздела отметим в истории
науки аналогию между эволюционным расшире-
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нием предметных областей геологии и информа-
тики. Развитие геологии как науки о Земле на-
чалось в XVII в. с работы Николая Стенона [14].
Отдельные модели развития Земли, которые были
впервые разработаны в геологии, затем использо-
вались и для описания эволюции планет и других
тел Солнечной системы. Появились новые научные
дисциплины, такие как «геология Луны», «геология
Марса» и «геология Венеры», которые описывают
модели эволюции этих тел Солнечной системы.

Аналогичным образом могут создаваться теоре-
тические модели для описания, например, взаи-
мосвязей «мозг–компьютер» (brain–computer inter-
face — BCI) или других видов интерфейсов, которые
появятся в ИТ будущих поколений вследствие рас-
ширения сферы их применения [15]. Их описание
может быть во многом выполнено по аналогии с мо-
делями человеко-машинных интерфейсов (human–
computer interface — HCI), разработанными и уже
широко используемыми в системах и средствах ин-
форматики.

В следующем разделе статьи будет дано описа-
ние взаимосвязей «мозг–компьютер» с использо-
ванием сочетания традиционных взаимосвязей на
границах двух сред, которые будем называть ин-
терфейсами второго порядка, с интерфейсами 3-го
порядка на границах трех сред.

3 Интерфейсы третьего порядка
Сначала приведем краткое описание взаимо-

связей «мозг–компьютер» из работы [12], которое
будет использоваться далее при обосновании не-
обходимости введения понятия «интерфейс 3-го
порядка»: «Если мы хотим представить все бо-
гатство взаимосвязей между мозгом и компью-
тером, нам необходимо рассмотреть информа-
ционные трансформации, относящиеся ко всей
предметной области тетрадического компьютин-
га (P + S + L + C). Эти интерфейсы включают не

только трансформации сигналов мозга (L) и гене-
рацию компьютерных кодов (C), но также физи-
ческие устройства (P), которые обеспечивают пре-
образование сигналов мозга в коды компьютера,
плюс концепты знаний человека (S), которые мо-
гут быть представлены сигналами, отражающими
активность мозга, и эти сигналы в конечном итоге
и будут использоваться для управления компьюте-
ром или другими устройствами».

До описания понятия «интерфейс 3-го поряд-
ка» на примере взаимосвязей между мозгом и ком-
пьютером сначала рассмотрим пять ранее перечис-
ленных сред. Выделим их из предметной области
тетрадического компьютинга, которая позволяет
охватить максимальный спектр информационных
трансформаций в искусственных, живых и соци-
альных системах (рис. 1).

Основное отличие выделения сред разной при-
роды из предметной области тетрадического ком-
пьютинга от деления всей науки Деннингом и Ро-
зенблюмом на четыре отрасли знания [13] состоит
в том, что объекты одной и той же среды могут
изучаться одновременно в разных научных дисцип-
линах. Например, концепты встречаются в задачах
представления знаний в информатике [15–17], они
являются объектами исследований в науках о жиз-
ни [18] и социогуманитарных науках [19], но отно-
сятся они только к одной ментальной среде знаний
человека. Отметим, что пять сред, перечислен-
ных в начале статьи, присутствуют в предметных
областях и тетрадического компьютинга (слева на
рис. 1), и полиадического компьютинга, но они не
описаны в работе [12]. В работе [15] было показано,
что кроме пяти перечисленных могут быть выде-
лены и включены в рассмотрение среды и другой
природы. Однако из пяти сред, условно обозна-
ченных в виде прямоугольников справа на рис. 1,
четырех (кроме ДНК-среды) будет достаточно для
описания интерфейсов 3-го порядка, рассматрива-
емых в статье.

Рис. 1 Пять сред разной природы в предметной области тетрадического компьютинга
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Рис. 2 Четыре среды разной природы и границы между ними

Эти интерфейсы рассмотрим на примере
процессов управления роботизированной рукой.
В этом примере расположим четыре среды по-
другому, чтобы были видны границы между ними
(рис. 2). На этом рисунке на границах между двумя
средами кругами условно обозначены интерфейсы
2-го порядка шести разных видов (они пронумеро-
ваны от 1 до 6), а на границах между тремя средами
обозначены интерфейсы 3-го порядка двух видов,
которые по определению обеспечивают связи меж-
ду объектами трех сред разной природы (7 и 8).
В этой статье другие виды интерфейсов 3-го и более
высокого порядка не рассматриваются. Интерфей-
сы вида № 7 связывают объекты нейросреды, мен-
тальной и цифровой сред, а вида № 8 — ментальной,
социоинформационной и цифровой сред.

Если направление информационных трансфор-
маций на границах сред не учитывать, то для че-
тырех сред число видов интерфейсов 2-го порядка
равно шести. Все они были описаны в [15]. Число
видов интерфейсов 3-го порядка равно четырем. Из
шести видов интерфейсов 2-го порядка наиболее
известными и широкого используемыми являются:
№ 2 на границе ментальной и социоинформацион-
ной сред, описывающий взаимосвязи между кон-
цептами и формами их представления [19], и № 3,
включающий человеко-машинные интерфейсы ко-
дирования растровых и векторных изображений,
а также символов, составляющих вербальные фор-
мы представления знаний человека, например с по-
мощью таблиц Unicode.

Интерфейсы вида № 1 описывают связи по-
тенциалов фокальных полей или других сигналов
нейросреды как индикаторов активности головно-
го мозга с концептами знаний человека в тех слу-

чаях, когда эти связи могут быть установлены. Ин-
терфейсы вида № 4 теоретически предназначены
для описания связей между концептами менталь-
ной среды и компьютерными кодами цифровой
среды. Однако интерфейсы этого вида, как будет
показано ниже, практически невозможно вычле-
нить из интерфейсов третьего порядка вида № 7
между концептами, сигналами нейросреды и ком-
пьютерными кодами. Интерфейсы вида № 5 опи-
сывают связи сигналов нейросреды с компьютер-
ными кодами. Интерфейсы вида № 6 описывают
связи сигналов нейросреды с формами представле-
ния знаний человека в виде текстов, изображений
и других перцептивных форм.

Для описания процессов управления роботизи-
рованной рукой понадобятся интерфейсы 2-го по-
рядка трех видов (1, 4 и 5) и один вид интерфейсов
3-го порядка (7).

Рисунок 3 содержит упрощенную схему сред
и границ с интерфейсами «мозг–компьютер», ко-
торую будем использовать, чтобы получить ответ на
основной вопрос статьи: «Зачем нужны интерфей-
сы 3-го порядка?»

На схеме условно обозначены связи между
концептами знаний человека (ментальная среда)
и соответствующими сигналами нейросреды (№ 1).
С нейрофизиологической точки зрения эти сигна-
лы отражают активность разных участков голов-
ного мозга, но не концепты. Согласно Б. Баарсу
и Н. Гейдж, «чрезвычайно трудно обнаружить кон-
кретные места коры мозга для определенных кон-
цептов» [18]. Однако в некоторых случаях (опре-
деленные категории животных и инструментов,
а также числа) связи между концептами и лока-
лизованными сигналами уже установлены [20, 21].
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Рис. 3 Три среды и границы с интерфейсами для управления роботизированной рукой

При этом одному концепту может соответствовать
сочетание сигналов.

Процессы управления роботизированной рукой
служат примером формирования и последующе-
го использования локализованных сигналов ней-
росреды на личностном уровне. Для конкретного
человека связь между его имплицитными личност-
ными концептами, релевантными его намерениям,
и сигналами нейросреды, регистрируемыми с по-
мощью интерфейсов «мозг–компьютер», устанав-
ливается в процессе обучения системы управле-
ния роботизированной рукой с использованием
методов измерения мозговой активности, напри-
мер электроэнцефалографии (ЭЭГ) или электро-
кортикографии1. Проведенные эксперименты по-
казали, что после обучения системы этот человек
может управлять ею с помощью сигналов нейросре-
ды, регистрируемых с помощью метода ЭЭГ [23].

Интерфейсы второго порядка вида № 4 теорети-
чески предназначены для описания связей между
концептами ментальной среды и компьютерными
кодами цифровой среды. Эти связи практически
невозможно вычленить из интерфейса третьего по-
рядка вида № 7 между концептами, сигналами ней-
росреды и компьютерными кодами. Невозмож-
ность вычленения является следствием того, что
чрезвычайно трудно обнаружить конкретные участ-
ки мозга, зарегистрированные сигналы в которых

соответствуют определенному концепту или кон-
цептам, о чем писали Б. Баарс и Н. Гейдж [18].
Однако приведенный эксперимент показал, что
использование компьютерной системы управления
роботизированной рукой в сочетании с аппаратом
для ЭЭГ дает возможность сформировать библиоте-
ку кодов пар «имплицитный концепт – сигнал ней-
росреды» (на рис. 3 и далее слова «имплицитный»
и «нейросреда» в парах опущены). Эта библиотека
кодов описывает интерфейсы именно 3-го порядка
вида № 7 на границе между нейросредой, менталь-
ной и цифровой средами.

Отсюда и следует ответ на основной вопрос
статьи: «Зачем нужны интерфейсы 3-го порядка
в информатике?» — «Для описания взаимодействий
объектов на границах трех сред, когда невозможна
их декомпозиция на интерфейсы 2-го порядка».
При этом отметим, что интерфейсы второго поряд-
ка вида № 5 (в отличие от № 4) достаточно прос-
то вычленяются из интерфейсов вида № 7 и они
могут использоваться независимо от интерфейсов
2-го порядка других видов или в сочетании с ни-
ми. Они применяются для установления связей
между сигналами нейросреды и компьютерными
кодами. Однако интерфейсы 2-го порядка не пред-
назначены для установления связей с имплицит-
ными личностными концептами. Поэтому в про-
цессе обучения системы для конкретного человека

1Исследования, проведенные за последние три десятилетия, показали, что можно использовать сигналы мозга для передачи
информации о своих намерениях компьютеру, если применять интерфейсы «мозг–компьютер». Системы, на них основанные,
измеряют характеристики мозговой активности. Сначала чаще всего использовались методы ЭЭГ. В первое десятилетие нашего века
значительное число исследователей стало использовать метод электрокортикографии для регистрации активности непосредственно
с поверхности мозга [22]. В этой работе представлено описание проблемы сбора сигналов, протоколов и результатов научных
исследований, ориентированных на решение задач нейропротезирования.
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используются интерфейсы 3-го порядка вида № 7
и формируется библиотека компьютерных кодов
пар «концепт–сигнал» (на рис. 3 они обозначены
как «концепт1–сигнал», . . ., «концептN –сигнал»),
соответствующих личностным концептам именно
этого человека и составляющих систему его им-
плицитных знаний о движениях руки (см. рис. 3).
Эта библиотека формируется в процессе обучения
до начала управления рукою. Когда библиотека
сформирована, человек может начать управление
роботизированной рукой с помощью сигналов, ре-
гистрируемых методом ЭЭГ, что получило экспери-
ментальное подтверждение. Полученный код сиг-
нала сравнивается с кодами пар библиотеки. По их
совпадению и определяется именно то движение,
которое намеревался выполнить человек, и оно вы-
полняется роботизированной рукой.

4 Заключение
В статье дана краткая характеристика шести

видов интерфейсов второго порядка на границах
двух из четырех сред разной природы, входящих
в предметную область информатики: нейросреды,
ментальной, социоинформационной и цифровой
сред. Предлагаемое выделение сред планируется
использовать в будущем для концептуально едино-
го описания системы интерфейсов 2-го, 3-го и более
высоких порядков.

Новое понятие «интерфейс 3-го порядка» вво-
дится на примере взаимосвязей между имплицит-
ными личностными концептами, сигналами ней-
росреды и компьютерными кодами. При этом
были рассмотрены четыре среды из пяти упомяну-
тых (кроме ДНК-среды, информационные транс-
формации c участием объектов которой планиру-
ется рассмотреть в другой статье). Наблюдаемое
и возможное будущее увеличение числа сред пред-
метной области информатики является во многом
следствием расширения ее предметной области на
информационные трансформации в живых и соци-
альных системах.

В статье актуальность введения понятия «интер-
фейсы 3-го порядка» иллюстрировалась на приме-
ре процессов управления роботизированной рукой
сигналами нейросреды. При этом был упомянут
и еще один вид интерфейсов 3-го порядка — № 8
между объектами ментальной, социоинформаци-
онной и цифровой сред. На его основе планируется
определить систему одновременного кодирования
концептов (ментальная среда) и форм их представ-
ления (социоинформационная среда) в цифровой
среде систем искусственного интеллекта, включая
личностные и коллективные, а также темпоральные
концепты знаний человека [16, 17]. Будет рассмот-

рена еще одна причина необходимости использо-
вания интерфейсов 3-го порядка: в общем случае
информационные трансформации на границах № 2
и № 3 (см. рис. 2), которые широко используют-
ся в системах и средствах информатики, являются
асимметричными. Многозначные слова и синони-
мы могут служить примерами проявления асиммет-
рии на границе № 2 [24]. Определение интерфейсов
вида № 8 служит основой разработки системы ко-
дирования каждой из пар «значение знака – форма
знака» [19] одним кодом, что должно обеспечивать
представление разных значений и каждого из сино-
нимов уникальными кодами в цифровой среде.
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АРХИТЕКТУРА СИСТЕМЫ НЕЙРОННОГО МАШИННОГО

ПЕРЕВОДА

В. А. Нуриев1

Аннотация: Описывается архитектура системы нейронного машинного перевода. Актуальность объекта
исследования обусловлена тем, что сейчас доминирующей парадигмой в области автоматизированного
перевода стал машинный перевод с использованием искусственных нейронных сетей. Качество нейрон-
ного перевода в значительной мере превосходит результаты, обеспечиваемые предыдущим поколением
машинных переводчиков, однако и оно все еще далеко отстоит от качества переводов, выполненных
человеком-экспертом. Для его улучшения необходимо более четкое понимание устройства системы
нейронного машинного перевода. В общем случае архитектура системы нейронного машинного перевода
включает в себя две рекуррентные нейронные сети (РНС), одна из которых ответственна за обработку
входной текстовой последовательности, а другая — за формирование выходного текста-перевода. Часто
в систему также встраивается механизм внимания, позволяющий оптимизировать работу с протяженны-
ми входными последовательностями. Архитектура системы описывается на примере переводного сервиса
Google (translate.google.com, Google’s Neural Machine Translation system, GNMT), так как он стал одним
из самых востребованных в мире на данный момент: ежедневно сервис обрабатывает около 143 млрд слов
более чем на 100 языках. В заключение формулируются некоторые перспективы исследования.

Ключевые слова: нейронный машинный перевод; искусственные нейронные сети; рекуррентные ней-
ронные сети; механизм внимания; архитектура системы машинного перевода; Google’s Neural Machine
Translation system
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1 Введение

В настоящее время доминирующей парадигмой
в области автоматизированного перевода стал ма-
шинный перевод с использованием искусственных
нейронных сетей [1–4], пришедший на смену ста-
тистическим методам2. Нейронные сети инкорпо-
рированы в переводные системы компаний Google,
Microsoft, Яндекс, DeepL, PROMT и др. В общем
случае архитектура такой системы включает в себя
две РНС (recurrent neural networks), одна из кото-
рых ответственна за обработку входной текстовой
последовательности, а другая — за формирование
выходного текста-перевода. Часто в систему также
встраивается механизм внимания, позволяющий
оптимизировать работу с протяженными входны-
ми последовательностями [1, 7].

Качество нейронного перевода в значитель-
ной мере превосходит результаты, обеспечива-
емые предыдущим поколением машинных пере-
водчиков, однако и оно все еще далеко отстоит
от качества переводов, выполненных человеком-
экспертом. Для его улучшения необходимо более

четкое понимание устройства системы нейронного
машинного перевода.

Цель статьи, следовательно, — описать архитек-
туру такой системы. Она описывается на примере
переводного сервиса Google — GNMT3, так как
он стал одним из самых востребованных в мире
на данный момент: ежедневно сервис обрабаты-
вает около 143 млрд слов более чем на 100 язы-
ках [8]. В качестве основных источников материала
используются статьи, авторство которых принадле-
жит разработчикам GNMT [9, 10].

2 GNMT и недостатки
нейронного машинного
перевода

Первые попытки спроектировать нейронный
машинный переводчик выявили несколько его су-
щественных недостатков. По сравнению с система-
ми статистического машинного перевода скорость
его обучения оказалась значительно ниже. Из-за

1Институт проблем информатики Федерального исследовательского центра «Информатика и управление» Российской академии
наук, nurieff.v@gmail.com

2О системах статистического машинного перевода см., например, [5, 6].
3Интернет-версия переводчика.
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большого числа вовлеченных параметров больше
времени требовалось на формирование выходной
информации. Кроме того, он оказался неэффекти-
вен при работе с редкими словами, а в отдельных
случаях ему вообще не удавалось перевести все сло-
ва входного предложения.

Для решения проблемы перевода редких слов
предлагались разные подходы, например приме-
нение специального механизма внимания, чтобы
копировать редкие слова и в исходной форме вос-
производить их в выходном тексте-переводе [11].
Практическое применение этого подхода не прине-
сло ожидаемых результатов: простое копирование
редких слов не всегда оказывается лучшим спосо-
бом перевода — оно не подходит, когда согласно
конвенциям переводящего языка требуется транс-
крибирование.

Разработка системы нейронного машинного пе-
ревода GNMT была нацелена на учет указанных
недостатков. В этой системе задействованы РНС
с долгой краткосрочной памятью (ДКП, long short-
term memory) [12, 13]. Они имеют восьмислойную
структуру, где связь между слоями осуществляется,
в том числе, за счет остаточных соединений (residual
connections), обеспечивающих градиентный поток
(gradient flow) [14].

Для достижения параллелизма в обработке дан-
ных внимание нижнего уровня декодирующей сети
подключается к верхнему уровню кодирующей се-
ти. Чтобы уменьшить время вывода, используют-
ся вычисления с низкой точностью (low-precision
arithmetic), а в целях дополнительного ускорения —
специальное оборудование (Google’s Tensor Process-
ing Unit — тензорный процессор Google). Перевод
редких слов осуществляется путем их представле-
ния на входе и выходе в форме набора составных
элементов (частей слова — wordpieces) (подробнее
см. в [15]).

Разбивка на составные элементы позволяет до-
стичь баланса в выборе минимальной переводной
единицы, не спускаясь на уровень отдельных букв,
что чрезвычайно увеличило бы входные и выходные
последовательности, и между тем не оставаясь на
уровне слова, если слово оказывается редким и не-
знакомым. Кроме того, это помогает отказаться
от необходимости вводить специальную обработку
незнакомых слов.

Для решения проблемы неполного перевода ис-
пользуется лучевой поиск (beam search), с помощью
которого во время декодирования соизмеряются
возможные варианты (hypotheses) разной протя-
женности, и штраф за пропуск слова, что долж-
но обеспечивать перевод всей полученной на входе
информации.

3 Архитектура системы
нейронного машинного
перевода GNMT

Спроектированная модель использует распро-
страненную схему обучения «последовательность
к последовательности» (sequence-to-sequence learn-
ing framework) с механизмом внимания (см. подроб-
нее [1, 16]). Она включает в себя три компонента:
кодирующую и декодирующую сети (кодер/деко-
дер), а также сеть внимания. Кодирующая сеть
трансформирует исходное предложение в список
векторов, причем на каждый входной символ при-
ходится один вектор. Обрабатывая этот список
векторов, декодер производит поочередно по одно-
му символу до тех пор, пока не достигнет специ-
ального символа, ассоциированного с окончанием
предложения (special end-of-sentence symbol). Ко-
дирующий и декодирующий сегменты соединяются
модулем внимания (attention module), ответствен-
ным за способность декодера фокусироваться на
различных отрезках исходного предложения в про-
цессе декодирования.

В нотации при описании архитектуры GNMT
для обозначения векторов (v,oi) используются
выделенные полужирным строчные буквы, для обо-
значения матриц (U,W) — выделенные полужир-
ным прописные буквы для представления последо-
вательностей (X,Y ) и отдельных символов в них
(x1, x2) — прописные буквы и строчные буквы со-
ответственно.

Пусть (X,Y ) — это пара, состоящая
из исходного и переводного предложений;
X = x1, x2, x3, . . . , xM — последовательность
из M символов в исходном предложении, а Y =
= y1, y2, y3, . . . , yN — последовательность изN сим-
волов в переводном предложении. Тогда кодер —
это функция следующей формы:

x1,x2,x3, . . . ,xM = ëÏÄÅÒòîó(x1, x2, x3, . . . , xM ) .

В этом уравнении x1,x2,x3, . . . ,xM — список
векторов фиксированного размера, причем число
составляющих этот список членов то же, что и чис-
ло символов в исходном предложении (M в данном
примере). Применяя цепное правило, условную ве-
роятность последовательности P (Y |X) можно раз-
ложить как

P (Y |X) = P (Y |x1,x2,x3, . . . ,xM ) =

=
N∏

i=1

P (yi|y0, y1, y2, . . . , yi−1;x1,x2,x3, . . . ,xM ) ,
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где y0 — специальный ассоциированный с нача-
лом предложения символ (“beginning of sentence”
symbol), который ставится в начале каждого пере-
водного предложения.

При выводе вычисляется вероятность после-
дующего символа с учетом кодировки исход-
ного предложения и членов выходной после-
довательности, уже прошедших декодирование:
P (yi|y0, y1, y2, y3, . . . , yi−1;x1,x2,x3, . . . ,xM ) .

Декодер представляет собой сочетание РНС
и слоя softmax. Рекуррентная нейронная сеть со-
здает скрытое состояниеyi для следующего прогно-
зируемого символа, которое затем проходит через
слой softmax, чтобы сгенерировать распределение
вероятности по выходным символам-кандидатам.
Согласно экспериментальным данным, для улуч-
шения качества перевода в системах нейронного
машинного перевода необходимо обеспечить до-
статочную глубину кодирующей и декодирующей
РНС; только так РНС могут учитывать тонкие ню-
ансы исходного и переводящего языков. Похожие
наблюдения были сделаны в [16]: глубокие РНС
с ДКП значительно превосходят по производитель-
ности неглубокие (о ДКП см. подробнее [12]). По-
этому здесь, как и, например, в [17], для кодиру-
ющей и декодирующей РНС используется глубокая
сеть с ДКП.

Модуль внимания сформирован, как в [1]. Пусть
yi−1 будет выходным сигналом декодирующей РНС
для предыдущего временн‚ого шага декодирования
(здесь используется выходной сигнал нижнего слоя
декодера). Контекст внимания ai для текущего
временн‚ого шага вычисляется по следующей фор-
муле:

аi =

M∑

t=1

ptxt .

Здесь

pt =
exp(st)

∑M

t=1
exp(st)

∀t, 1 ≤ t ≤M ,

где

st = Функция внимания (yi−1,xt) ∀t , 1 ≤ t ≤M ,

а Функция внимания — это сеть прямой связи с од-
ним скрытым слоем.

Как уже говорилось выше, глубокие РНС с ДКП
часто показывают лучший результат, чем неглубо-
кие. Однако простое наложение слоев в ДКП ра-
ботает только для определенного числа слоев, за
его пределами сеть становится слишком медлен-
ной и труднообучаемой — вероятно, из-за проб-
лем взрывного и исчезающего градиента (о них см.

в [18, 19]). Эксперименты показывают, что для ре-
шения широкомасштабных задач перевода простое
наложение слоев в ДКП хорошие результаты да-
ет при четырех слоях, удовлетворительные — при
шести и очень плохие, когда их число превышает
восемь.

Руководствуясь идеей о том, что для увеличения
скорости обучения нейронной сети ее слои можно
представить как остаточные функции со ссылкой
на входные данные слоя, а не как функции без
ссылок (см. подробнее в [14, 20, 21]), разработчики
GNMT ввели остаточные соединения между орга-
низованными в последовательность слоями ДКП.
Пусть ДКПi и ДКПi+1 будут i-м и (i+ 1)-м слоями
ДКП в последовательности, параметры которых —
Wi и Wi+1 соответственно. Тогда на временн‚ом
шаге t для организованных в последовательность
слоев ДКП без остаточных соединений имеем:

cit,m
i
t = ДКПi

(
cit−1m

i
t−1,x

i−1
t ;Wi

)
;

ci+1t ,mi+1
t = ДКПi+1

(
ci+1t−1,m

i+1
t−1,x

i
t;W

i+1
)
,

где xi
t — данные, поступающие на вход ДКПi на

временн‚ом шаге t:

xi
t =m

i
t ,

аmi
t и cit — скрытые состояния и состояния памяти

ДКПi на временн‚ом шаге t соответственно.
При введении остаточных соединений между

ДКПi и ДКПi+1 эти уравнения принимают следу-
ющий вид:

cit,m
i
t = ДКПi

(
cit−1m

i
t−1,x

i−1
t ;Wi

)
;

ci+1t ,mi+1
t = ДКПi+1

(
ci+1t−1,m

i+1
t−1,x

i
t;W

i+1
)
,

где
xi

t =m
i
t + x

i−1
t .

Остаточные соединения значительно улучшают
поток градиента при обратном проходе, что позво-
ляет обучать очень глубокие сети кодера и декодера.
В большинстве экспериментов авторами использо-
валось 8 слоев ДКП для кодера и декодера, между
тем применение остаточных соединений дает воз-
можность обучать сети гораздо большей глубины.

Информация, необходимая для перевода неко-
торых слов, может содержаться в любом месте вход-
ного текстового фрагмента. Обычно информаци-
онная развертка происходит слева направо как на
входе, так и на выходе, однако в зависимости от
языковой пары информация (контекст) для пере-
вода конкретного выходного слова может распреде-
ляться или даже разделяться между определенны-
ми областями входного фрагмента. Учитывая это,
чтобы получить наилучший возможный контекст

92 ИНФОРМАТИКА И ЕЁ ПРИМЕНЕНИЯ том 13 выпуск 3 2019



Архитектура системы нейронного машинного перевода

в каждом отдельном случае, для кодера целесо-
образно использовать двунаправленную РНС (см.
подробнее в [1, 22]). Вместе с тем, чтобы обеспе-
чить максимально возможное распараллеливание
во время вычислений, двунаправленные соедине-
ния в GNMT используются только для нижнего
уровня кодера — все его остальные уровни являются
однонаправленными. Двунаправленный нижний
слой кодера, в свою очередь, состоит из двух слоев,
один из которых обрабатывает исходное предложе-
ние слева направо, другой — справа налево. Затем
их выходные данные объединяются и подаются на
следующий (однонаправленный) слой.

Для увеличения скорости обучения в системе
GNMT применяется параллелизм модели и па-
раллелизм данных. Параллелизм данных дости-
гается обучением n копий модели одновременно,
применяется алгоритм распределенного обучения
Downdour SGD (stochastic gradient descent) [23].
Все n копий оперируют одним и тем же набором
параметров модели, при этом каждая копия асин-
хронно обновляет параметры, используя комбина-
цию адаптивного алгоритма Adam (adaptive moment
estimation) [24] и алгоритма SGD. При экспери-
ментальной проверке n, как правило, составляло
около 10. Каждая модель обрабатывала минипа-
кет (mini-batch) из m пар предложений за единицу
времени,m при этом в большинстве случаев равня-
лось 128.

В дополнение к параллелизму данных для по-
вышения скорости вычисления градиента на каж-
дой копии используется параллелизм модели. Сети
кодера и декодера разделены послойно и размеща-
ются на разных графических процессорах, запуская
каждый слой на отдельном графическом процес-
соре. Поскольку все слои, кроме первого слоя
кодера, однонаправленные, слой i + 1 может на-
чать вычисления до того, как слой i полностью
их завершит, что ускоряет обучение. Слой softmax
также разделен, причем каждый раздел отвечает за
подмножество символов в выходном словаре.

Параллелизм модели накладывает определен-
ные ограничения на ее архитектуру. Например,
нельзя для каждого слоя кодера иметь двунаправ-
ленный слой ДКП: это уменьшит параллелизм меж-
ду последующими слоями, поскольку каждый оче-
редной слой не сможет начать вычисления, пока
предыдущий их не закончит в обоих направлениях.
В результате параллельно можно будет использо-
вать только два графических процессора — один

для прямого направления и один для обратного.
В механизме внимания, чтобы достичь максималь-
ного параллелизма при работе декодера, выходное
представление его нижнего слоя выровнено с вы-
ходным представлением верхнего слоя кодера. Вы-
равнивание верхнего слоя декодера с верхним сло-
ем кодера препятствовало бы распараллеливанию
в сети декодера, и применение более одного графи-
ческого процессора для декодирования не имело
бы смысла.

4 Заключительные замечания

В настоящей статье на примере GNMT рас-
смотрена только архитектура системы нейронно-
го машинного перевода. Для лучшего понимания
механизмов ее работы и, в частности, того, как
она производит спецификацию переводных вари-
антов, также важно иметь представление, напри-
мер, о принципах ее обучения (об этом см. [9, 10]).
Не вызывает сомнений, что дальнейшее изучение
систем нейронного перевода необходимо, так как,
несмотря на их явные преимущества по сравнению
со статистическими машинными переводчиками,
опытные данные показывают недостаточный уро-
вень качества переводов, которое они обеспечива-
ют1.

В заключение следует отметить, что одним из
перспективных направлений в оптимизации систем
нейронного машинного перевода представляется
разработка способов интеграции языковых моде-
лей в их архитектуру [25].
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Abstract: The paper describes architecture of a Neural Machine Translation (NMT) system. The subject is brought
up since NMT, i. e., translation using artificial neural networks, is now a leading Machine Translation paradigm.
The NMT systems manage to deliver much better quality of output than the machine translators of the previous
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generation (statistical translation systems) do. Yet, the translation they produce still may contain various errors and
it is relatively inaccurate compared with human translations. Therefore, to improve its quality, it is important to see
more clearly how an NMT system is built and works. Commonly, its architecture consists of two recurrent neural
networks, one to get the input text sequence and the other to generate translated output (text sequence). The NMT
system often has an attention mechanism helping it cope with long input sequences. As an example, Google’s
NMT system is taken as the Google Translate service is one of the most highly demanded today, it processes
around 143 billion words in more than 100 languages per day. The paper concludes with some perspectives for
future research.
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МЕТОДИКА ПОИСКА ИМПЛИЦИТНЫХ

ЛОГИКО-СЕМАНТИЧЕСКИХ ОТНОШЕНИЙ В ТЕКСТЕ∗

А. А. Гончаров1, О. Ю. Инькова2

Аннотация: Рассматривается методика поиска имплицитных логико-семантических отношений (ЛСО)
в текстах надкорпусной базы данных (НБД) коннекторов. На примере направления перевода «рус-
ский → французский» описаны стадии процесса поиска: (1) выбор анализируемого ЛСО и создание мас-
сива аннотаций тех коннекторов русского языка, которые могут считаться прототипическими средствами
выражения этого ЛСО; (2) анализ полученного массива аннотаций и выявление основных переводных
эквивалентов для данных коннекторов во французском языке; (3) использование двуязычного поиска
в НБД, причем для текстов на русском языке исключаются коннекторы, аннотированные на первой
стадии, а для текстов на французском проводится поиск по языковым единицам, представляющим со-
бой наиболее частотные переводные эквиваленты этих коннекторов, определенные на второй стадии;
(4) аннотирование найденных таким образом пар фрагментов параллельных текстов; (5) анализ сфор-
мированных аннотаций, дающий возможность произвести категоризацию случаев, когда ЛСО в русском
языке является имплицитным. Предлагаемая методика поиска в НБД позволяет получить новое знание
об имплицитных ЛСО.
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1 Введение

Кросслингвистическая НБД коннекторов (по-
дробнее о структуре НБД см. [1, 2], об использу-
емой системе терминов см. [3, 4]) разрабатывается
в ИПИ ФИЦ ИУ РАН на основе текстов параллель-
ных подкорпусов Национального корпуса русского
языка (НКРЯ) с учетом особенностей этих языко-
вых единиц, основная функция которых состоит
в выражении ЛСО в тексте [5].

В процессе работы исследователи столкнулись
со случаями, когда в параллельных текстах на одном
из двух языков ЛСО выражается коннектором, а на
другом языке либо используются отличные от кон-
некторов средства, либо ЛСО не выражено никакой
языковой единицей, т. е. является имплицитным.

Такие случаи представляют интерес как для лин-
гвистики, так и для разработки методов автомати-
ческой обработки текстов и повышения качества
машинного перевода, поскольку позволяют полу-
чить новое знание о языковых средствах, которые
используются для выражения того или иного ЛСО.

В то же время выявление случаев, когда то или иное
ЛСО не выражено в тексте эксплицитно (или вы-
ражено не своим прототипическим3 показателем),
является довольно сложной и трудоемкой задачей.
Самый распространенный на сегодняшний день
способ выявления таких случаев — сплошная руч-
ная разметка, требующая значительных временн‚ых
и человеческих ресурсов [7–10].

Подобные случаи не являются, однако, редкими
и исключительными. Таблица 1 содержит данные
по числу аннотаций переводных соответствий (да-
лее — ПС), сформированных в НБД, где в одной из
частей были проставлены признаки, указывающие
на отсутствие эксплицитного показателя ЛСО. Это
явление может быть вызвано рядом факторов, опи-
сание которых выходит за рамки данной статьи
(о некоторых из них см. [11]). Признаки, при-
сваиваемые аннотации при разметке во всех таких
случаях, объединены в кластер Zero.

Основной причиной столь значительного чис-
ленного перевеса аннотаций, в которых признаки
из кластера Zero проставлены именно во франко-

∗Работа выполнена в Институте проблем информатики ФИЦ ИУ РАН при поддержке РФФИ (проект по гранту № 18-07-00192).
1Институт проблем информатики Федерального исследовательского центра «Информатика и управление» Российской академии

наук, a.gonch48@gmail.com
2Институт проблем информатики Федерального исследовательского центра «Информатика и управление» Российской академии

наук, olyainkova@yandex.ru
3Прототипическим считается коннектор, который специализируется на выражении данного ЛСО, наиболее часто упоминается

как его показатель в грамматиках и словарях, а значит, может считаться репрезентативным образцом показателя данного ЛСО (см.
понятие «лучшего представителя» в когнитивной лингвистике и психологии, например, в работе [6]).
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Таблица 1 Распределение аннотаций ПС с признаками из кластера Zero в НБД коннекторов до начала
эксперимента по описываемой методике (указано число аннотаций, сформированных в НБД до 11.03.2019
включительно (учитываются только кортежи первого типа, подробнее о категориях кортежей см. [1]).
Аннотации в рамках эксперимента формировались начиная с 12.03.2019)

Направление перевода

Общее число
аннотаций ПС

до начала
эксперимента

Язык
Число аннотаций ПС

с признаками
из кластера Zero

Примерная доля
аннотаций ПС
с признаками

из кластера Zero

Русский → французский 12 667 Русский 94 0,7%
Французский 1438 11,4%

Французский → русский 3049 Французский 435 14,2%
Русский 64 2,1%

язычной части, является прежде всего тот факт,
что поиск пар фрагментов параллельных текстов
для аннотирования осуществлялся, как правило,
в текстах на русском языке по эксплицитной язы-
ковой единице для обоих направлений перевода.
В результате было сформировано 1438 аннотаций
в направлении «русский → французский» и 435 ан-
нотации в направлении «французский → русский»,
где ЛСО имплицировано в тексте на французском
языке. Цель статьи состоит в постановке и решении
задачи поиска в НБД подобных случаев в русско-
язычном тексте, их последующего аннотирования
и анализа. Для эффективного решения этой задачи
и была разработана рассматриваемая методика.

2 Исходные данные
для постановки задачи поиска

Первые две стадии методики обеспечивают по-
лучение исходных данных для решения задачи:
во-первых, выбор анализируемого ЛСО и созда-
ние массива аннотаций тех коннекторов русского
языка, которые могут считаться прототипически-
ми средствами выражения этого ЛСО; во-вторых,
анализ полученного массива аннотаций и выявле-
ние в переводах на французский язык основных
функционально эквивалентных фрагментов (ФЭФ)
данных коннекторов русского языка. В настоя-
щей статье методика поиска случаев имплицитных
ЛСО иллюстрируется на примере ЛСО причины.
К основным коннекторам, выражающим данное
отношение в русском языке, относятся потому что,
ибо, поскольку, которые наиболее часто упоминают-
ся в словарях и грамматиках (например, [12, с. 577–
583]). При поиске контекстов не учитывалось на-
личие запятой между частями коннектора потому

что и возможное сочетание поскольку с компонен-
том то, однако при аннотировании эти коннек-
торы фиксировались в той форме, в которой они
употреблены в тексте. Именно поэтому далее при-
водятся данные не по трем, а по пяти коннекторам
русского языка, для которых в сумме сформирова-
но 350 аннотаций в НБД (для направления перево-
да «русский → французский»): ибо (50 аннотаций),
поскольку (46 аннотаций), поскольку‖то1 (4 аннота-
ции), потому что (196 аннотаций) и потому, что

(54 аннотации). Поскольку в рамках данной статьи
перечисленные коннекторы анализируются в тек-
стах оригинала, они предстают в качестве стимулов
перевода (СП). Соответствие СП и ФЭФ будем на-
зывать моделью перевода (МП).

Этот объем аннотаций оказался достаточным
для выявления основных ФЭФ перечисленных кон-
некторов во французском языке. Таблица 2 содер-
жит информацию о тех ПС, где коннектору русского
языка соответствует какой-либо коннектор фран-
цузского языка (т. е. случаи, когда перевод коннек-
тора является конгруэнтным; о понятиях «конгру-
энтный» и «дивергентный» перевод применительно
к коннекторам см. [13]). В первом столбце перечис-
лены коннекторы, зафиксированные хотя бы один
раз как ФЭФ выбранных 5 коннекторов русского
языка. Следующие 5 столбцов содержат число ПС,
в которых ФЭФ из первого столбца соответствует
каждому из анализируемых СП. Последний столбец
отражает общее число ПС для того или иного ФЭФ.
Именно эта информация является определяющей
при выборе единицы французского языка, которая
будет использована для поиска ПС, где ЛСО при-
чины в русском языке выражается имплицитно.

Из табл. 2 видно, что среди 28 ФЭФ (не все из
которых, впрочем, выражают именно ЛСО причи-
ны), упорядоченных по частотности, со значитель-

1Используемая при перечислении коннекторов двойная вертикальная черта «‖» указывает на то, что коннектор состоит из двух
или более расположенных дистантно компонентов, каждый из которых вводит отдельный фрагмент текста; одиночная вертикальная
черта «|» говорит о том, что языковые единицы (элементы), составляющие коннектор или его компонент, разделены текстом, но
находятся при этом в рамках одного и того же фрагмента.
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Таблица 2 Фрагмент таблицы по МП, где и в оригинале, и в переводе использован коннектор

ФЭФ французского языка,
представляющий собой коннектор

СП в русском языке Общее
число ПСибо поскольку поскольку‖то потому что потому, что

1. car 35 5 0 65 0 105

2. parce que 1 1 0 63 35 100

3. puisque 3 3 0 6 0 12
4. comme 0 5 2 2 0 9
5. dans la mesure où 0 5 0 0 0 5

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
28. vu 0 0 0 1 0 1

ВСЕГО 42 (из 50) 29 (из 46) 2 (из 4) 156 (из 196) 47 (из 54) 276 (из 350)

ным перевесом выделяются два коннектора фран-
цузского языка — car и parce que, употребленные
в 105 и 100 случаях соответственно. После того как
наиболее частотный ФЭФ найден (коннектор car),
можно переходить к основной стадии предлагаемой
методики — непосредственно поиску.

3 Двуязычный поиск
в надкорпусной базе данных

Надкорпусная база данных коннекторов —
кросслингвистическая, и при работе с ней име-
ется возможность осуществлять двуязычный поиск
одновременно с использованием как текстов ори-
гинала, так и текстов перевода (виды поиска, ис-
пользуемые в шести существующих НБД, описаны
в [14]). Для обнаружения примеров использования
конкретной МП применяется поиск по текстам на
обоих языках: так, средствами НБД можно найти
все контексты, где фрагмент на русском языке со-
держит коннектор потому что, а фрагмент на фран-
цузском — car (по состоянию на 15.06.2019 таких
контекстов 221).

Можно с уверенностью утверждать лишь то, что
эти контексты содержат данные языковые едини-
цы, но функциональное соответствие между задан-
ными в поисковом запросе единицами в некоторых
случаях может и отсутствовать. К примеру, если
осуществить поиск пар фрагментов параллельных

текстов, которые одновременно содержат посколь-

ку в русской части и car во французской, будет
найдено 6 таких пар, однако только в 5 из них
между этими коннекторами есть функциональное
соответствие. В оставшейся паре используются оба
коннектора, но поскольку переведен при помощи
pour autant que, а СП для французского car является
потому что (см. табл. 3, где эти единицы выделены
полужирным).

Несмотря на наличие такого «шума», этот вид
поиска позволяет проверить возможность исполь-
зования той или иной МП и, если случаи ее исполь-
зования были найдены, сформировать аннотации
в рамках НБД.

Однако сама по себе функция двуязычного по-
иска еще не позволяет целенаправленно находить
имплицитные и/или выраженные косвенно (ср.
понятие «альтернативные лексикализации» в [15],
а также группы случаев, выделяемые в разд. 2) ЛСО.
Для этих целей в НБД реализован поиск, при ко-
тором ищутся такие пары контекстов, где во фраг-
менте на одном из языков употреблена какая-либо
конкретная языковая единица, а во фрагменте на
другом языке отсутствуют частотные СП или ФЭФ
этой единицы.

Так, на основе приведенных в разд. 2 данных
по 350 аннотациям, где для выражения ЛСО при-
чины используются коннекторы ибо, поскольку и по-

тому что, было установлено, что французский кон-

Таблица 3 Пример результата двуязычного поиска, в котором между единицами, включенными в поисковый запрос,
отсутствует соответствие

[. . .] поскольку мне ни читать, ни тем более писать
таких писем никогда не доводилось, я с большим
интересом пробегал их глазами, пока они мне не
приелись, потому что накал Арнольдовой страсти от
письма к письму угасал, сменившись вскоре житей-
ской прозой [. . .].
[А. Вайнер, Г. Вайнер. Эра милосердия (1975)]

[. . .] pour autant que je n’avais jamais eu à lire, encore moins
à‚ecrire, de telles lettres, je les parcourus avec beaucoup d’int‚er�et,
jusqu’au moment où elles commencèrent à m’ennuyer, car

l’ardeur de la passion d’Arnold diminuait de lettre en lettre pour
faire place à une banale prose [. . .].

[Trad. par J.-P. Dussaussois et E. Avrorine, en coll. avec
J.-G. Synakiewicz. Revu et corrig‚e par B. Durupt (2005)]
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Таблица 4 Пара фрагментов, где для фрагмента на русском языке проставлен признак Absent FragmCNT

Прокуратор начал с того, что пригласил первосвящен-
ника на балкон, с тем чтобы укрыться от безжалостно-
го зноя, но Каифа вежливо извинился и объяснил, что
сделать этого не может.
[М. А. Булгаков. Мастер и Маргарита (1929–1940)]

Le procurateur commenc�a par inviter le grand pr�etre à venir
jusqu’à la terrasse couverte, afin de s’y abriter de la chaleur
impitoyable, mais Ca��phe s’excusa poliment, en expliquant
qu’il ne le pouvait pas, car on ‚etait à la veille des f�etes.
[Trad. par C. Ligny (1968)]

нектор car чаще всего используется для выражения
этого ЛСО. Исходя из предположения, что, будучи
столь частотным средством выражения ЛСО при-
чины во французском языке, car может быть ФЭФ
не только для перечисленных коннекторов русско-
го языка, в НБД был осуществлен поиск таких пар
фрагментов, где во французском языке использует-
ся car, а в русском коннекторы ибо, поскольку, пото-

му что, напротив, отсутствуют1. По этому запросу
было найдено 444 пары фрагментов параллельных
текстов, из которых аннотации ПС были сформи-
рованы для 381. Несмотря на то что некоторые
из найденных контекстов являются нерелевантны-
ми для целей исследования (в первую очередь речь
идет о случаях, когда в русскоязычной части содер-
жится какой-либо другой коннектор причины, не
попавший в список исключаемых из выдачи еди-
ниц), данный вид поиска дает возможность решить
поставленную задачу. После того как работа по фор-
мированию аннотаций для найденных контекстов
завершена, можно переходить к их анализу.

4 Полученные результаты

В 47,2% сформированных аннотаций (180 случа-
ев) для русскоязычной части был проставлен один
из признаков кластера Zero (перечисленных ни-
же), тогда как для всех направлений перевода,
представленных в НБД, процент таких аннота-
ций в несколько раз ниже (0,7% — более чем
в 67 раз меньше — для рассматриваемого на-
правления перевода «русский → французский», см.
табл. 1). Столь представительный объем аннота-
ций, причем для одного и того же ЛСО, позволил
уточнить систему признаков лингвистического ан-
нотирования, используемую в НБД для категориза-
ции контекстов, когда ЛСО является имплицитным
или выражено косвенно. Вместо одного признака
Zero, который использовался в предыдущей мето-
дике аннотирования во всех случаях, когда языко-

вая единица, передающая семантику коннектора,
отсутствовала, в новой методике предлагается ис-
пользовать систему из трех признаков, отражающих
характеристики описываемых контекстов (в скоб-
ках приводятся количественные данные по описы-
ваемому материалу).

1. Absent CNT — коннектор, выражающий ЛСО,
отсутствует, но может быть восстановлен без из-
менения синтаксической структуры фрагмента
текста (40,7%, 155 случаев); см. пример в табл. 6
ниже.

2. Absent FragmCNT — фрагмент, соответству-
ющий фрагменту с коннектором, отсутствует
(2,3%, 9 случаев); см. пример в табл. 4, где
при переводе добавлен выделенный полужир-
ным курсивом фрагмент ‘так как был канун
праздников’.

3. DifferStr FragmCNT — фрагмент, соответству-
ющий фрагменту с коннектором, имеет иную,
чем в оригинале, структуру, не допускающую
использования коннектора (4,2%, 16 случаев);
см. пример в табл. 5, где в переводе фрагмент
переведен как ‘воры легко его [замок] выворо-
тили, так как дерево было гнилым’.

Так как лишь первый признак (Absent CNT ) от-
мечает случаи имплицитного ЛСО, то аннотации
с признаками Absent FragmCNT и DifferStr FragmCNT

при последующем анализе не рассматриваются, по-
скольку наличие этих признаков дает информацию
не об аннотируемом контексте как таковом, а о пе-
реводческих решениях (что не входит в цели иссле-
дования).

Случаи косвенного выражения ЛСО причины
представляется возможным разделить на три груп-
пы (подробнее см. [16]):

(1) использование семантически нагруженных
знаков препинания, а именно двоеточия и ти-
ре (18,4%, 70 случаев);

1Ввиду того, что в текстах, содержащихся в НБД, омонимия не снята, из результатов выдачи были исключены фрагменты, содер-
жащие в русскоязычной части существительное автобус во всех формах, поскольку оно может переводиться существительным car

‘туристический автобус’, омонимичным коннектору car, по которому производился поиск в текстах на французском языке. Данная
мера нацелена на сокращение числа нерелевантных контекстов. Также из выдачи исключались фрагменты, содержащие частицу
ведь, которая не аннотировалась на первой стадии описанной методики, но которая способна выполнять функцию коннектора
и выражать ЛСО причины, особенно в разговорной речи.
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Таблица 5 Пара фрагментов, где для фрагмента на русском языке проставлен признак DifferStr FragmCNT

Воры легко выворотили замок из подгнившего дерева
вместе с петлями.
[А. Вайнер, Г. Вайнер. Эра милосердия (1975)]

Les voleurs l’avaient facilement arrach‚e car le bois ‚etait
pourri.
[Trad. par J.-P. Dussaussois et E. Avrorine, en coll. avec
J.-G. Synakiewicz. Revu et corrig‚e par B. Durupt (2005)]

Таблица 6 Пример использования эксплицитного показателя ЛСО обоими переводчиками для
передачи ЛСО, имплицированного в оригинале

Ne me demandez plus de chanter,
car je ne serais plus capable de chanter ainsi. . .

Не просите меня петь, я не спою уже больше так. . . [Trad. par A. Adamov (1959)]
[И. А. Гончаров. Обломов (1848–1859)] Ne me demandez pas de chanter,

car je ne saurais plus chanter comme c�a. . .
[Trad. par L. Jurgenson (1988)]

(2) использование грамматических конструкций
и лексических средств, не являющихся кон-
некторами, но выражающих семантику при-
чины (16,5%, 63 случая);

(3) использование коннекторов, для которых вы-
ражение ЛСО причины является нехарактер-
ным (17,9%, 68 случаев)1.

Отметим, что в рамках аналогичного, но мо-
ноязычного проекта PDTB (Pen Discourse Tree-
Bank) многие из этих случаев рассматриваются
как имплицитное ЛСО, а не его косвенное вы-
ражение. Авторы руководства по аннотированию
в PDTB 3.0 [10] отмечают, что при восстановлении
«имплицитного коннектора» разрешается модифи-
цировать исходный контекст в процессе анноти-
рования для того, чтобы предложение оставалось
грамматически правильным:

The Nicaraguan president, citing (Implicit = as a re-
sult of) attacks by the U.S.-backed rebels, suspended

a 19-month-old cease-fire. . .2

Так, в приведенном примере [10, с. 35] курси-
вом и полужирным выделены связываемые фраг-
менты текста, причем форма citing («ссылаясь на»)
исключена из их состава. После этого изменения
и добавления коннектора as a result of («в результате
чего-либо») авторы относят данный случай к группе
отношения причины. В рамках НБД единицей, вы-
ражающей ЛСО, здесь считалась бы как раз форма
citing (грамматическое средство выражения ЛСО),
что позволило бы не менять контекст в зависимости
от целей исследования, а анализировать фрагменты
реальных текстов.

Отдельного рассмотрения заслуживают случаи
(выходящие за рамки статьи), когда французскому
коннектору причины car в русском языке соответ-
ствуют коннекторы, выражающие какое-либо дру-
гое ЛСО. Анализ таких соответствий может позво-
лить лингвистам, с одной стороны, провести более
четкие границы между различными ЛСО, а с дру-
гой — определить, каковы возможные объектив-
ные причины разногласий среди исследователей
относительно оснований выделения и количества
логических и риторических отношений в рамках
различных подходов.

При наличии в НБД для одного и того же текста
более чем одного перевода имплицитное ЛСО при-
чины может иметь эксплицитные показатели в пе-
реводах. В табл. 6 приводится контекст, где ЛСО
причины в русском языке устанавливается импли-
цитно — ‘не просите, потому что я все равно не
спою’, — тогда как оба переводчика употребляют
французский коннектор car.

Результаты анализа аннотаций говорят о том,
что случаи, когда ЛСО причины является импли-
цитным или выражено косвенными средствами, не
являются исключительными, а встречаются в тек-
стах систематически. Несмотря на неявный харак-
тер, ЛСО верно интерпретируется реципиентом,
что подтверждается данными переводов (в осо-
бенности примерами, подобными приведенному
в табл. 6).

5 Заключение
Апробация новой методики поиска на примере

лишь одного французского коннектора демонстри-

1В рамках данной статьи к этой же группе относятся и те случаи, когда в оригинале используется коннектор, выражающий ЛСО,
отличное от ЛСО причины, а также случаи, когда коннектор, способный выражать ЛСО причины (например, коннектор а то),
выражает какое-либо другое отношение.

2Президент Никарагуа, ссылаясь на нападения, совершенные поддерживаемыми США повстанцами, приостановил режим прекра-

щения огня, продлившийся 19 месяцев. . . (перевод наш — А. Г., О. И.).
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рует целенаправленный характер выявления нового
лингвистического знания, которое позволит сфор-
мировать типологию случаев, когда ЛСО выражено
косвенно или является имплицитным, с использо-
ванием методов контрастивного анализа в процессе
аннотирования. Для этого представляется целесо-
образным распространить описанную методику на
другие языковые единицы (например, на parce que,
второй по частотности коннектор причины в НБД)
и, шире, на другие ЛСО. Стимулы перевода, от-
носящиеся к группе косвенных средств выражения
ЛСО, также могут стать объектом поиска на следую-
щих этапах исследования. Более детальный семан-
тический анализ результатов позволит лингвистам
определить и возможные причины выражения ЛСО
в тексте без использования их прототипических по-
казателей. Таким образом, предлагаемая методика,
ориентированная на использование НБД, предна-
значена для поиска и исследования случаев, когда
ЛСО в тексте выражено косвенными средствами
или является имплицитным, а также для последу-
ющего формирования их типологии, и была раз-
работана в рамках проекта РФФИ, цель которого
состоит в создании методов и средств информатики
для целенаправленного формирования новых и раз-
вития существующих лингвистических типологий
с использованием параллельных текстов [17–20].
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Аннотация: Предложена концепция когнитивного персонального ассистента. Когнитивный ассистент
выступает виртуальным интеллектуальным агентом, обладающим своей собственной картиной мира
(КМ) и строящим КМ пользователя, которому он помогает решать различные задачи. Описана архи-
тектура когнитивного ассистента, рассмотрены основные функции, которые он должен реализовывать,
и представлены основные методы и технологии, которые используются при построении такого рода
ассистентов. Рассмотрены две предметные области, в которых использование когнитивных ассистентов
наиболее перспективно.

Ключевые слова: когнитивный ассистент; образовательный ассистент; медицинский ассистент; знаковая
картина мира; обработка естественного языка; диалоговая система; сценарий; планирование

DOI: 10.14357/19922264190315

1 Введение

Разработки в области интеллектуальных ассис-
тентов — помощников человека при совершении
им каждодневных задач (выбор товаров и услуг, по-
иск в интернете, прокладка маршрута и навигация
во время вождения, голосовое управление быто-
выми устройствами и т. п.) — получили в послед-
нее время новый импульс своего развития в связи
с появлением новых методов анализа естественно-
го языка и глубокого обучения. Методы распозна-
вания и синтеза речи, лингвистического анализа
и синтеза текстов достигли сегодня такого уровня,
который обеспечил создание промышленных голо-
совых помощников, таких как Siri, Cortana, Alexa,
Алиса. Однако до сих пор не решена задача со-
здания полноценного ассистента, который бы не
только действовал реактивно в ответ на запросы
пользователя, но и вел бы себя проактивно, пред-
сказывая поведение пользователя, а также обла-
дал целеполаганием и внутренней мотивацией по
достижению поставленных перед ним целей. Во
многом это связано с тем, что основной упор при
создании современных ассистентов делается пре-
имущественно на поддержание вопросно-ответной
коммуникации, т. е. создание диалоговых систем.

Для решения же поставленной цели генера-
ции проактивных целенаправленных действий ас-

систент должен обладать элементами искусствен-
ного сознания, собственной моделью поведения
и строить аналогичную по сложности модель пове-
дения пользователя на основе понимания разговор-
ного языка. Только в таком случае интеллектуаль-
ный агент сможет стать полноценным помощником
человека, а не только голосовым интерфейсом для
разных приложений, например поисковых.

В настоящей работе предлагается концепция
персонального когнитивного ассистента, т. е. та-
кого виртуального ассистента, который обладал
бы проактивным целенаправленным поведением
и моделировал поведение собеседника. Описана
архитектура, принципы работы, основные функ-
ции когнитивного ассистента, предложены методы
реализации этих функций. Возможные варианты
использования когнитивного ассистента представ-
лены для двух предметных областей: ассистирова-
ние в процессе обучения пользователя (образова-
тельный ассистент) и ассистирование в процессе
поддержания здоровья пользователя (виртуальный
тренер здоровья).

2 Архитектура когнитивного
ассистента

На рис. 1 представлена принципиальная схе-
ма устройства и работы когнитивного ассистента.

∗Работа выполнена при частичной финансовой поддержке РФФИ (проект № 18-29-22027).
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Рис. 1 Архитектура когнитивного ассистента

Основным компонентом агента является его КМ,
которая моделируется на основе знакового подхо-
да [1, 2]. Основным компонентом знаковой КМ
служит знак, представляющий собой на синтакси-
ческом уровне описания модели (по [1]) четверку

s = 〈n, p,m, a〉 ,
где n ∈ N ; p ⊂ P ; m ⊂ M ; a ⊂ A. Здесь N — мно-

жество имен, представляющее собой множество
слов конечной длины в некотором алфавите; P —
множество замкнутых атомарных формул языка
исчисления предикатов первого порядка, которое
называется множеством образов; M — множество
значений; A — множество личностных смыслов.

В случае так называемой житейской КМ, ком-
понента образа знака участвует в процессе распо-
знавания и категоризации. Значения представляют
фиксированные, сценарные знания интеллектуаль-
ного агента о предметной области и окружающей
среде, а множество личностных смыслов характери-
зует его предпочтения и текущий деятельностный
контекст. Компонента имени осуществляет связы-
вание остальных компонент знака в единое целое
(именование).

На структурном уровне описания знаковой КМ
каждая компонента знака представляет собой мно-
жество каузальных матриц, которые представля-
ют собой структурированное множество ссылок
на другие знаки, либо элементарные компонен-
ты (в случае образа — это первичный признак или
данные с сенсоров, в случае личностного смысла —
это операционный состав действия). Каузальная
матрица позволяет кодировать информацию для
представления как декларативных, так и процедур-
ных знаний. Множество компонент знака образу-
ют четыре типа каузальных сетей — специального

типа семантических сетей. Моделирование функ-
ций планирования и рассуждения осуществляется
за счет введения понятия активности (множества
активных знаков или каузальных матриц) и правил
распространения активности по различным типам
сетей [3]. В процессе работы той или иной когни-
тивной функции формируются новые каузальные
матрицы, которые могут затем сохраняться в соста-
ве компонент нового знака аналогично сохранению
опыта в системах, основанных на прецедентах.

Отдельное множество знаков в КМ ассистента
отвечает за моделирование КМ пользователя. Это
представление ассистента о свойствах, возможно-
стях и целях другого субъекта хранится в тех же
структурах, что и основная информация о предмет-
ной области. В КМ ассистента присутствуют спе-
циальные знаки «Я» и «Другой» («Пользователь»),
которые позволяют ассистенту различать инфор-
мацию, относящуюся непосредственно к нему или
другому субъекту.

На основе знаковой КМ ассистент способен
строить свои собственные планы действий, в кото-
рые он может включать действия (реакцию) других
субъектов, в том числе пользователя (см. п. 2.2.1).
Картина мира ассистента описывает его назначе-
ние, цели, возможные действия и сценарии, лич-
ностные смыслы, оценки достижения целей. Мо-
дель КМ пользователя строится за счет выявления
его сценариев и личностных смыслов, ценностей,
предпочтений, привычек и т. п. Когнитивный ас-
систент общается с собеседником с учетом этих
двух КМ.

Основными структурами на множестве знаков,
которые позволяют генерировать проактивные дей-
ствия, являются сценарии — переиспользуемые аб-
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страктные последовательности действий и ситуа-
ций [1]. Когнитивный ассистент имеет сценарии
собственных действий и сценарии действий поль-
зователя. Таким образом, ассистент имеет пред-
ставление о последовательности действий, необ-
ходимых для решения той или иной задачи, что
позволяет ему ассистировать пользователю при ре-
шении задач, подсказывая дальнейшие действия
с учетом персональных сценариев, характерных для
конкретного пользователя.

Когнитивный ассистент требует предваритель-
ного обучения и настройки за счет внешних ис-
точников, по которым он формирует базовые
сценарии деятельности, характерные для данной
предметной области. Автоматическое или автома-
тизированное пополнение КМ сценариями проис-
ходит за счет двух основных источников текстовой
и нетекстовой (видео, изображения, данные с раз-
личных сенсоров) информации: внешние источ-
ники (интернет, коллекции документов из данной
предметной области и т. п.) и пользователь, ко-
торый передает ассистенту текст в виде запросов
и описания задач либо через программный интер-
фейс, который по желанию пользователя может
регистрировать его различные характеристики (на-
пример, биометрические данные, психологические
черты личности [4], действия с интерфейсом или
действия с другими устройствами).

Автоматическое извлечение и формирование
сценариев по тексту происходит с помощью под-
ходов, описанных в п. 2.2.2. Допустимо построение
КМ ассистента и вручную экспертом предметной
области.

Одна из важнейших особенностей ассистента —
его способность генерировать текст на естествен-
ном языке и вести связный диалог (см. п. 2.2.3).

2.1 Режимы работы

Когнитивный ассистент работает в нескольких
режимах, автоматически выбирая режим в зависи-
мости от текущего диалога или высказывания:

– диалог на свободную тему (chit-chat);

– вопросно-ответный режим;

– целеориентированный режим.

В диалоговом режиме ассистент поддерживает
беседу на свободную тему, отвечает на приветствия,
спрашивает о настроении пользователя. В этом
режиме ассистент также выполняет простейшие
просьбы, например рассказать анекдот или выдать
прогноз погоды.

В вопросно-ответном режиме ассистент нахо-
дит точный ответ на поставленный пользователем

вопрос. Вопрос может задаваться на естествен-
ном языке в свободной форме. При поиске ответа
предполагается учитывать интересы и текущее на-
строение пользователя.

Целеориентированный режим предполагает по-
мощь ассистента в решении конкретных задач
пользователя. Этот режим в значительной степени
использует КМ ассистента и пользователя и зависит
от назначения ассистента.

2.2 Основные методы

2.2.1 Планирование поведения

На этапе синтеза плана деятельности когнитив-
ный ассистент рекурсивно создает все возможные
планы по достижению конечной ситуации, которая
описывает целевое состояние ассистента и пользо-
вателя. Для этого ассистентом рассматриваются
все знаки, которые входят в описание текущей
ситуации zsit-cur, и с помощью процесса рас-
пространения активности по сети значений [3, 5]
активируются процедурные матрицы действий. За-
тем актуализируются матрицы действий, заменя-
ются ссылки на знаки ролей и типов объектов на
ссылки конкретных объектов задачи. Далее сле-
дует шаг выбора действий, которые эвристически
были оценены как наиболее подходящие в ситуа-
ции zsit-cur для достижения ситуации zsit-goal. После
этого из эффектов каждого действия и ссылок на
знаки, которые входят в текущую ситуацию, стро-
ится zsit-cur+1, которая описывает состояние агента
после применения действия. В план добавляется
рассматриваемое действие и zsit-cur, затем проверя-
ется вхождение zsit-goal в zsit-cur+1. Если матрицы
текущего состояния включают матрицы целевого
состояния, то алгоритм сохраняет найденный план
как один из возможных; если матрицы целевого
состояния не входят, то функция поиска плана ре-
курсивно повторяется.

2.2.2 Автоматическое формирование сценариев

Основной задачей для когнитивного ассистента
является задача автоматизированного формирова-
ния КМ, прежде всего сценариев решения задач
и сети значений знаков. Предполагается, что основ-
ным источником для формирования КМ служат на-
боры текстов. Для конструирования сценариев по
текстам предлагается использовать подходы откры-
того извлечения информации из текстов [6, 7].

Сеть на значениях в КМ состоит из концептов
и связей между ними. Концепт представляет собой
предмет или явление в рамках предметной области.
Разные лексические единицы могут ссылаться на
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один и тот же концепт. Например, «центральное
обрабатывающее устройство» и «процессор».

Между концептами существуют два типа связей:

(1) таксономические связи образуют иерархии
концептов. Например, «попугай — это пти-
ца». «Птица» — гипероним по отношению
к «попугай»;

(2) нетаксономические связи являются предика-
тами, описывающими взаимодействие кон-
цептов. Например, «Эксперт размечает кор-
пус».

Основные шаги пополнения сети значений.

1. Выполняется графематический, морфологиче-
ский и синтаксический анализ текстов. На эта-
пе графематического анализа происходит вы-
деление предложений из текста и выделение
слов из предложений (токенизация). Морфо-
логический анализ позволяет получить леммы
(нормальные формы) и морфологические при-
знаки для каждого слова из текста. В результате
синтаксического анализа текстов генерируют-
ся синтаксические деревья зависимостей для
каждого предложения.

2. Извлекаются всевозможные именные группы
из синтаксических деревьев зависимостей с по-
мощью следующего алгоритма:

– выполняется поиск вершины синтаксиче-
ского дерева (как правило, это глагол);

– происходит спуск по дереву до первого су-
ществительного;

– найденное существительное сохраняется
вместе с потомками в качестве именной
группы, вплоть до первого слова, часть речи
которого не входит в следующий список: су-
ществительное, прилагательное, местоиме-
ние, числительное, имя собственное, союз,
наречие, причастие.

3. Извлекаются термины предметной области пу-
тем кластеризации выделенных именных групп
с учетом метрики C-value:

C-Value(a) =

=







log2 |a| · freq(a) , если именная группа

не вложена в другие ;

log2 |a| · freq(a)−
1

p(Ta)

∑

b∈Ta

freq(b)

иначе ,

гдеa— именная группа; |a|— число слов в имен-
ной группе; freq(a) — частота встречаемости a;

Ta — именные группы, в которые входит a;
p(Ta)— число именных групп, содержащих a.

Данная метрика учитывает пересечения лекси-
ки между словосочетаниями и позволяет выде-
лять многословные термины.

4. Для извлечения концептов выполняется клас-
теризация полученных терминов. В качестве
признаков используются векторные представ-
ления слов [8]. Для словосочетаний использу-
ются усредненные векторы.

5. С помощью набора эвристик из полученных
концептов извлекаются таксономические свя-
зи. Эвристики в первую очередь опираются на
предлоги, союзы и морфологические признаки.

6. Кандидаты в таксономические связи извлека-
ются путем поиска глагольных групп в син-
таксическом дереве зависимостей. Поиск вы-
полняется между лексическими единицами,
связанными с концептами.

7. На конечном этапе таксономические связи
извлекаются путем кластеризации нескольких
признаков кандидатов: векторное представле-
ние глагольной группы, идентификаторы кон-
цептов, между которыми найдена глагольная
группа.

8. На основе ряда эвристик по тексту формируют-
ся последовательности найденных троек (кон-
цепт – глагольная группа – концепт).

В результате выявленные в тексте последова-
тельности троек и представляют собой сценарии
решения задач с необходимыми участниками и ору-
диями действий.

2.2.3 Вопросно-ответный режим

Вопросно-ответный режим предполагается
реализовать с помощью технологий Exactus [9],
основанных на реляционно-ситуационном и се-
мантико-синтаксическом анализе текста [10, 11].
Реляционно-ситуационный анализ текста пред-
ставляет семантику текста в виде семантической
сети, а семантика предложения или высказыва-
ния при этом представляется в виде совокупности
предикатных слов, их аргументов и семантических
ролей. Семантические сети строятся для вопроса
и каждого текста, в котором может находиться фор-
мулировка ответа, затем происходит сопоставление
семантических сетей вопроса и текстов, вычисляет-
ся релевантность текстов вопросу. Таким образом,
для работы необходим набор текстов, в которых по-
тенциально могут содержаться ответы на вопросы,
т. е. ответы ищутся, а не генерируются. Вопросно-
ответный поиск реализуется в два этапа: на первом
выполняется семантический поиск предложений,
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содержащих формулировку ответа на поставлен-
ный вопрос; на втором этапе из предложения выде-
ляется фрагмент, являющийся точным ответом на
поставленный вопрос.

В работе [8] было показано, что учет семантиче-
ской структуры предложения в вопросно-ответном
поиске значительно повышает качество поиска от-
ветов по сравнению с лексическим критерием ран-
жирования, а также позволяет извлекать сам ответ
на вопрос. В 2010 г. технология Exactus была пред-
ставлена на российском семинаре по оценке мето-
дов информационного поиска РОМИП в дорожке
вопросно-ответного поиска и показала высокие ре-
зультаты по всем метрикам [12].

2.2.4 Диалоговый режим

Для реализации режима диалога на свободную
тему на русском языке предлагается использовать
порождающие подходы на основе различных ней-
росетевых моделей. В работе [13] показано, что
добавление к модели seq2seq механизма внимания
повышает качество и грамматическую согласован-
ность генерируемых реплик в диалоге. В будущем
возможна комбинация данного подхода к генера-
ции ответов и использование баз знаний для то-
го, чтобы модель оперировала более конкретными
представлениями в каждой области.

3 Применение в образовательном
процессе

Один из вариантов использования ассистента,
строящего модель КМ собеседника, а также облада-
ющего одним из вариантов КМ, — его применение
в процессах онлайн-обучения.

Образовательные онлайн-системы (к примеру,
Cursera, Stepik, Logiclik, Examer и др.) сейчас ис-
пользуют методы искусственного интеллекта для
улучшения качества обучения пользователей при
решении следующих задач:

1. Выбор образовательной траектории, подстрой-
ка блоков курса, иными словами, адаптация
программы обучения по выбранной пользова-
телем теме в зависимости от когнитивных осо-
бенностей этого пользователя.

2. Организация frequently asked quetions (FAQ)
(раздела вопросов-ответов) по данному курсу,
в котором ассистент заменяет преподавателя
при ответе на стандартные вопросы по курсу.

3. Подсказки учителю по время подготовки или
проведения урока, которые формируются в за-
висимости от реакции аудитории на прошлые

занятия, либо в зависимости от когнитивных
особенностей преподавателя.

4. Прокторинг — отслеживание поведения поль-
зователя во время просмотра курса или выпол-
нения задания с учетом его поведенческих ха-
рактеристик, подача ему предупреждений или
советов.

5. Автоматическая проверка выполненного зада-
ния, выдача рекомендаций по исправлению
ошибок или по выполнению дополнительного
задания на одну из тем, по которой пользова-
тель допустил ошибку, с учетом его эмоцио-
нальных и когнитивных особенностей.

6. Формирование советов по дальнейшему усво-
ению курса как для пользователя, так и для
преподавателя.

7. Мотивация пользователя путем генерации со-
ответствующих его состоянию и психологиче-
ским особенностям реплик или вывод его на
диалог.

Все упомянутые выше поведенческие, психо-
логические и когнитивные особенности должны
определяться когнитивным ассистентом в рамках
КМ пользователя, модель которой он строит. Ги-
потеза авторов состоит в том, что весь комплекс
упомянутых функций и корректный учет всех осо-
бенностей пользователя системой онлайн-образо-
вания невозможно обеспечить без использования
специальных методов моделирования его знаковой
КМ. При этом для реализации некоторых функций
(например, 4 или 7) необходимо, чтобы агент сам
обладал КМ (возможно, статичной, возможно, эво-
люционирующей), которая позволяла бы ему ве-
сти более полноценные диалоги и демонстрировать
собственные психологические особенности для до-
стижения большего эффекта от общения с пользо-
вателем.

На рис. 2 приведен примерный вид интерфейса
программной реализации такого ассистента, ко-
торый выполняет роль помощника при обучении
игры в шахматы.

Ассистент предварительно обучен на текстах
шахматных книг (в том числе детских и художе-
ственных, в которых встречается большее разно-
образие простых языковых конструкций) — по ним
он формирует базовую КМ потенциального пользо-
вателя и свою собственную КМ учителя, используя
методы п. 2.2.1. Также агент обладает функциона-
лом классических шахматных программ (система
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Рис. 2 Пример интерфейса образовательного когнтив-
ного ассистента по игре в шахматы

просчета вариантов и т. п.). Виды формируемых
сценариев: шахматные розыгрыши в стандартных
позициях, правила оценки той или иной позиции,
общие сценарии поведения учителя (того, кто со-
ветует, направляет, подсказывает) и ученика (того,
кто что-то решает, приобретает знания). Ассистент
учится во время взаимодействия с учеником, об-
новляя как свою КМ, так и информацию о КМ
пользователя (какие ошибки совершает, что инте-
ресно).

Информация, которую получает ассистент от
пользователя: выбор какой-либо темы обучения
(дебют, окончания, тактика, стратегия, разбор пар-
тий и т. п.), ходы при решении предложенных задач
и время от времени вопросы и ответы в текстовом
поле. Также возможно отслеживание по видеока-
мере поведения пользователя в процессе решения
задач.

Основные задачи ассистента: по сформирован-
ным (и пополняемым в процессе работы) в КМ
сценариям для пользователя ассистент (с учетом
особенностей своей собственной КМ) выдает мо-
тивирующие реплики пользователю, задает ему во-
просы, отвечает на его вопросы, предлагает под-
сказки в различных ситуациях, дает ему советы
после партии, предлагает ему новые задачи в рам-
ках выбранного курса для ликвидации определен-
ных недостатков в знаниях пользователя, пред-
лагает ему пройти необходимый ему новый курс
(например, король и пешка против короля).

4 Применение
в здоровьесбережении

Другим вариантом использования когнитивно-
го ассистента является его применение в процессах

здоровьесбережения. Сегодня наблюдается актив-
ный рост объема научных исследований и разра-
боток в области здоровьесбережения — профилак-
тики и поддержания здоровья людей. Основная
цель этого направления — анализ особенностей
здоровья конкретного человека и подбор и про-
ведение персонализированных профилактических
мероприятий до появления первых симптомов воз-
можных заболеваний. Как можно более ранний
прогноз возникновения заболеваний служит сни-
жению риска патологии. В настоящее время
разработаны интеллектуальные системы, поддер-
живающие процесс здоровьесбережения на всех
стадиях [14]. Основные задачи технологий здо-
ровьесбережения включают:

(а) сбор данных о состоянии здоровья и образе
жизни человека из различных источников;

(б) интеллектуальный анализ данных о состоянии
здоровья и образе жизни человека для выявле-
ния проблем со здоровьем, оценку персонали-
зированных рисков ухудшения здоровья чело-
века;

(в) подбор персональных рекомендаций по изме-
нению образа жизни конкретного человека в за-
висимости от состояния его здоровья, обра-
за жизни, проблемных зон и индивидуальных
особенностей;

(г) формирование персонального плана профи-
лактических мероприятий;

(д) мотивацию человека к выполнению рекоменда-
ций, отслеживанию изменений в образе жизни
и рисках заболеваний.

Персональный когнитивный ассистент в виде
виртуального персонального тренера здоровья мо-
жет использоваться при решении всех указанных
задач. Предполагается, что виртуальный тренер
здоровья постоянно мониторит психическое и фи-
зическое состояние пользователя, сообщая пользо-
вателю о критических изменениях. Он может быть
интегрирован с различными гаджетами (фитнесс-
трекерами) и мобильными приложениями, может
анализировать активность в социальных сетях, учи-
тывать пищевые предпочтения пользователя с по-
мощью фуд-трекера.

Одним из основных способов получения ин-
формации об образе жизни и здоровье человека
будет проактивный диалог ассистента с пользова-
телем. Например, предполагается, что ассистент
сам инициирует диалог — спрашивает, как настро-
ение сегодня, просит ответить на вопросы психо-
логического теста, напоминает о необходимости
запланированных действий, например приема пи-
щи, отдыха, физической активности. Когнитивный
ассистент может ответить на любой вопрос по теме
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здоровьесбережения или отправить пользователя
к информации, содержащей ответ на вопрос, обла-
дает эмоциями и выражает их с помощью смайлов
или эмодзи, учитывает КМ и текущее настроение
пользователя при выражении эмоций. При фор-
мировании плана профилактических мероприятий
ассистент также должен учитывать КМ пользовате-
ля, его предпочтения.

5 Заключение

Сегодня существуют много виртуальных ассис-
тентов и чат-ботов, нуждающихся в интеллекту-
альной начинке, которая была бы основана на
моделировании когнитивных функций человека
и повышала качество работы ассистентов. Когни-
тивный ассистент отличается от аналогов наличи-
ем формализованных знаний о части окружающе-
го мира и способах решения определенных задач,
а также способностью учитывать КМ пользователя
в процессе ассистирования ему.

В результате дальнейших работ планируется со-
здание семейства интеллектуальных ассистентов
и соответствующих технологий, легко настраива-
емых на решение новых задач. На основе пред-
ложенной концепции персонального когнитивного
ассистента предполагается разработка масштабиру-
емой программной платформы для создания ассис-
тентов различного назначения и их настройки под
конкретные задачи и предметные области. Такие ас-
систенты будут способны к общению с человеком
(или другим виртуальным ассистентом) на есте-
ственном языке и смогут встраиваться в различные
программы (мессенджеры, социальные сети) или
искусственные технические устройства (например,
робототехнические ассистенты). Когнитивные ас-
систенты наиболее востребованы в автономных
интеллектуальных устройствах или их коалициях,
действующих в опасных средах с отложенной ком-
муникацией с человеком.
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ПРИМЕНЕНИЕ РЕКУРРЕНТНЫХ НЕЙРОННЫХ СЕТЕЙ

ДЛЯ ПРОГНОЗИРОВАНИЯ МОМЕНТОВ КОНЕЧНЫХ

НОРМАЛЬНЫХ СМЕСЕЙ∗

А. К. Горшенин1, В. Ю. Кузьмин2

Аннотация: Проведено сравнение нейронных сетей прямого распространения и рекуррентных модифи-
каций для решения задачи построения прогнозов непрерывных значений для математического ожидания,
дисперсии, коэффициентов асимметрии и эксцесса конечных нормальных смесей. Рассмотрены 14 раз-
личных архитектур нейронных сетей, включая и LSTM (Long-Short Term Memory). Для повышения
скорости обучения использованы высокопроизводительные вычислительные средства. Продемонстри-
ровано, что на рассматриваемых данных наилучшие результаты для всех моментных характеристик
в смысле качества прогнозирования в стандартных метриках (среднеквадратичная ошибка, функция
потерь, средняя абсолютная ошибка) достигаются с использованием двух рекуррентных архитектур —
с одним скрытым слоем из 100 нейронов и тремя слоями по 50 нейронов.
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1 Введение

Одним из наиболее популярных и востребо-
ванных методов анализа данных и по настоящий
день остается EM (expectation–maximization) ал-
горитм. Обычно рассматриваются различные его
модификации, однако общий принцип наличия E-
и M-шагов остается без изменений. В частности,
он применяется для анализа параметров смешан-
ных вероятностных моделей в различных приклад-
ных задачах. Также можно упомянуть кластерный
анализ [1–3] и работу с цензурированными дан-
ными на основе масштабных смесей нормальных
законов [4]. Остается популярным направление ис-
следований, ориентированное на повышение ско-
рости работы EM-алгоритма с помощью различных
модификаций — за счет внедрения искусственного
шума [5], блочных реализаций для организации па-
раллельных вычислений [6], приближений на осно-
ве методов Монте-Карло по схеме марковских це-
пей [7]. Актуальными остаются вопросы о числе
компонент в смешанных моделях [8–10], снижении
размерности параметрического пространства [11].

В статье [12] для описания эволюции турбулент-
ных процессов в магнитоактивной высокотемпера-

турной плазме использован метод скользящего раз-
деления конечных нормальных смесей [13]. Иссле-
дование моментных характеристик аппроксимиру-
ющих распределений позволило проанализировать
нелинейную стадию развития турбулентности, ее
насыщения, образования вихрей и их хаотизации.

В статье [14] исследованы вопросы построения
прогнозов моментов конечных нормальных смесей
с помощью нейронных сетей прямого распростра-
нения в смысле классической задачи кластериза-
ции. Непрерывные данные разбивались на неко-
торые промежутки, а нейронная сеть определяла
попадание в тот или иной класс. К достоинствам
данного метода стоит отнести полученную высокую
точность (вплоть до 99,7%) прогнозирования. Од-
нако точные значения моментных характеристик
(т. е. решение задачи регрессии), которые бы пред-
ставляли особый интерес для проведения исследо-
ваний в физике турбулентной плазмы, в упомяну-
той работе не определялись.

В данной статье будут рассмотрены 14 различ-
ных топологий нейронных сетей [15], включая ре-
куррентную модификацию LSTM [16]. Они отли-
чаются между собой количеством скрытых слоев
и числом нейронов в них. Все они предназначены

∗Работа выполнена при поддержке РФФИ (проекты 18-29-03100 и 19-07-00352) и Стипендии Президента Российской Федерации
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для решения задачи построения прогнозов непре-
рывных значений для математического ожидания
(Exp), дисперсии (Var), коэффициентов асиммет-
рии (Skew) и эксцесса (Kurt) конечных нормальных
смесей. Кроме того, в работе обсуждается повыше-
ние скорости обучения нейросетей с использовани-
ем средств гибридного высокопроизводительного
вычислительного комплекса (ГВВК).

2 Базовые архитектуры
нейронных сетей для решения
задачи прогнозирования

В этом разделе опишем конфигурации нейрон-
ных сетей, выбранных для прогнозирования раз-
личных моментов конечных смесей нормальных за-
конов с функцией распределения следующего вида
(x ∈ R, ai(n) ∈ R, σi(n) > 0, pi(n) > 0,

∑
pi(n) = 1,

i = 1, k(n), n = 1, 2, . . .):

F (x) =

k(n)
∑

i=1

pi(n)

σi(n)
√
2π

x∫

−∞

exp

{

− (y − ai(n))
2

2σ2i (n)

}

dy .

Зависимость от параметра n (номера шага)
в этой формуле соответствует принятому в мето-
де скользящего разделения смесей (СРС-методе)
изучению эволюции распределения данных во вре-
мени в режиме сдвигающегося окна. В качестве
тестовых выборок будут использоваться ряды из
статьи [12]. Явные выражения для моментных ха-
рактеристик, включая матричные представления,
приведены в работах [14, 17].

Для исследования моментных характеристик
были рассмотрены два типа архитектур — сети
прямого распространения (многослойный перцеп-
трон) и рекуррентные сети с долгой краткосрочной
памятью LSTM. Строится прогноз на 1шаг, при этом
в качестве входных данных используются 50 пред-
шествующих наблюдений. Были рассмотрены сле-
дующие архитектуры нейронной сети:

I: один скрытый слой, 60 нейронов;

II: один скрытый слой, 100 нейронов;

III: два скрытых слоя по 20 нейронов в каждом;

IV: два скрытых слоя по 50 нейронов в каждом;

V: два скрытых слоя по 100 нейронов в каждом;

VI: три скрытых слоя по 20 нейронов в каждом;

VII: три скрытых слоя по 50 нейронов в каждом.

Обучение проводилось на протяжении 750 эпох
либо останавливалось при отсутствии убывания

Рис. 1 Пример изменения величины ошибок в процессе
обучения (логарифмическая шкала): 1 — RMSE; 2 — Loss;
3 — MSE; 4 — MAE

функции потерь, основанной на среднеквадратич-
ной ошибке, в течение 35 эпох подряд. На рис. 1
показано изменение величины различных исполь-
зованных метрик в зависимости от эпохи обуче-
ния для коэффициента эксцесса, анализируемого
с помощью рекуррентной модификации архитек-
туры VII. Очевидно, что в данном случае нет не-
обходимости в значительном числе шагов, однако
подобная ситуация наблюдалась не для всех рядов.
Кроме того, через некоторое число эпох после вы-
хода на локальное «плато» обучение может быть
продолжено.

Результаты представлены для метода опти-
мизации Adam [18]; использование SGD [15]
и AdaDelta [19] не давало ощутимых преиму-
ществ. В качестве функции активации сетей прямо-
го распространения выбрана ReLU (Rectified Linear
Unit) [20]. Для повышения точности прогнозов ис-
пользовано изменение скорости обучения нейрон-
ной сети при достижении «плато» точности (метод
ReduceLROnPlateauбиблиотеки Keras). Для рекур-
рентных сетей в качестве функции активации при-
менены гиперболический тангенс и так называемая
рациональная сигмоида x/(1 + |x|), для которой
получены лучшие результаты на тестовых данных.
Эффект переобучения не наблюдался. Примене-
ние дропаут-слоев [21] не привело к повышению
качества результатов, поэтому в окончательных ва-
риантах архитектур они не использовались.

3 Применение нейронных сетей
для прогнозирования моментов

В данном разделе рассмотрим результаты при-
менения описанных выше архитектур к задаче
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прогнозирования математического ожидания, дис-
персии, коэффициентов асимметрии и эксцесса
конечных нормальных смесей. Для сравнения
результатов прогнозирования использованы сред-
неквадратичная ошибка RMSE, функция потерь на
основе MSE и L2-регуляризации, а также средняя
абсолютная ошибка MAE. Данные нормализованы
(сдвинуты и нормированы) так, чтобы все наблю-
дения принадлежали сегменту [0, 1].

На рис. 2 представлены величины ошибок
RMSE и MAE моделей, полученных в результате обу-
чения 14 архитектур на основе базовых типов I–VII.
Символ «a» рядом с римскими цифрами использу-
ется для обозначения LSTM.

Из рис. 2 видно, что использование рекуррент-
ных архитектур во всех случаях уменьшает значе-
ние ошибки (точные величины для RMSEприведены
в табл. 1, наименьшие значения в каждом столбце
выделены полужирным шрифтом), при этом в сред-
нем для всех рядов — в 1,33 и 1,31 раза (RMSE и MAE
соответственно). Для математического ожидания
и коэффициента эксцесса на лучших LSTM-архи-
тектурах ошибка в среднем меньше на 10%–20%,
а для дисперсии и коэффициента асимметрии — на
30%–60%. Этот эффект более наглядно проявляет-
ся для функции потерь (рис. 3).

В среднем для всех рядов в данной метрике раз-
ница составляет20,3раза, а в отдельных случаях (см.

Рис. 2 Сравнение среднеквадратичной (а) и средней абсолютной (б) ошибок для различных архитектур: 1 —
математическое ожидание; 2 — дисперсия; 3 — коэффициент асимметрии; 4 — коэффициент эксцесса
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Таблица 1 Значения метрики RMSE и функции потерь Loss (мантиссы, порядок — 10−3) для
различных архитектур

Момент
Архитектура

Exp Var Skew Kurt

Тип LSTM RMSE Loss RMSE Loss RMSE Loss RMSE Loss

I
Нет 5,03 3,78 8,43 3,45 11,92 2,42 22,18 1,71
Да 5,08 0,23 4,5 0,11 11,34 0,34 21,94 0,65

II
Нет 4,67 2,85 8,25 3 11,5 2,97 22,18 2,07
Да 4,04 0,16 4,54 0,05 8,38 0,14 21,44 0,55

III
Нет 5,56 4,14 8,51 2,39 12,02 3,15 22,26 2,53
Да 5,53 0,19 6,9 0,22 9,56 0,23 21,42 0,64

IV
Нет 5,31 3,7 8,7 4,53 12,14 3,46 22,22 2,54
Да 5,45 0,17 4,86 0,09 8,59 0,18 21,34 0,57

V
Нет 5,53 4,68 8,61 3,23 11,93 3,16 22,18 2,19
Да 4,94 0,19 7,37 0,2 7,72 0,18 20,06 0,55

VI
Нет 6,14 2,82 8,78 2,41 11,79 1,81 22,19 1,74
Да 5,85 0,08 3,38 0,09 9,23 0,22 21,57 0,59

VII
Нет 5,85 4,67 8,89 4,24 12,03 3,41 22,15 2,6
Да 4,71 0,07 3,71 0,11 8,01 0,17 20,69 0,55

Рис. 3 Сравнение величины функции потерь для различных архитектур: 1 — математическое ожидание; 2 —
дисперсия; 3 — коэффициент асимметрии; 4 — коэффициент эксцесса

математическое ожидание для конфигураций VII
и VIIa) получается более чем 65-кратное уменьше-
ние величины ошибки. Отдельно можно выделить
конфигурации IIa и VIIa (т. е. рекуррентные сети),
в которых для всех моментных характеристик сра-
зу в обеих метриках получены либо наименьшие
среди всех, либо близкие к этому значения. Таким
образом, применение рекуррентных архитектур ве-
дет к значительному повышению качества обучения
в любой из рассматриваемых метрик.

Для сравнения архитектур определим индика-
тор, который представим как сумму отношений
ошибки в некоторой метрике на данной архитек-
туре к минимальной ошибке прогноза для данного

ряда (случай нулевой величины на практике явля-
ется почти недостижимым). Очевидно, что его
наименьшее значение — 4.

На тестовых данных минимальные значения
данного индикатора достигаются на архитектуре IIa
для математического ожидания, VIa для дисперсии
и Va для коэффициентов асимметрии и эксцесса.
При этом оптимальными в общем случае можно
признать конфигурации II и IIa, поскольку для них
получается минимальная средневзвешенная сумма
ошибок для сетей прямого распространения (4,001)
и второе по величине значение после архитекту-
ры VIIa, для которой введенный индикатор ра-
вен 4,49, среди всех рекуррентных сетей.
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Рис. 4 Коэффициент эксцесса и прогнозы архитекту-
ры VIIa: 1 — данные; 2 — модель

Для иллюстрации качества приближения дан-
ных обученными моделями на рис. 4 продемон-
стрированы значения для коэффициента эксцесса
(нормализованные данные) и аппроксимация ряда
с помощью предсказаний, сделанных с применени-
ем рекуррентной архитектуры VIIa.

4 Повышение эффективности
обучения нейронных сетей
за счет использования
высокопроизводительных
вычислительных средств

В данном разделе будут обсуждаться вопросы,
связанные с временн‚ыми затратами на обучение

базовых архитектур I–VII. Результаты разд. 3 озна-
чают, что использование рекуррентных сетей по-
зволило существенным образом повысить качество
аппроксимации исходных данных. Однако нельзя
не принимать во внимание тот факт, что услож-
нение конфигурации влечет за собой и дополни-
тельную вычислительную нагрузку при обучении.
В табл. 2 приведены временн‚ые затраты для «обыч-
ной» и LSTM-архитектур, при этом не учитываются
накладные расходы на предварительную обработку
данных и инициализацию графических видеокарт.

В среднем сети прямого распространения обуча-
лись за 664 эпохи, в то время как рекуррентные
модификации — за 687. Для рассматриваемых ря-
дов было установлено, что для LSTM-конфигураций
необходимое время обучения в среднем превышает
результаты для классических в 47 раз (минимальное
значение — 6 раз, максимальное — 90) в зависи-
мости от архитектуры и анализируемого ряда. Из
отмеченных в разд. 3 конфигураций IIa и VIIa луч-
шее время показывает именно IIa — около 30 мин
в среднем на моментную характеристику, в то время
как для VIIa получается более 55 мин. Таким обра-
зом, для более быстрой обработки рядов можно
порекомендовать именно архитектуру IIa.

Эффект от использования средств ГВВК про-
является прежде всего при обучении нейронных
сетей прямого распространения. Так, среднее вре-
мя на одну эпоху для сетей прямого распростране-
ния составляет 2 с для настольного решения (про-
цессор Core i7, видеокарта NVIDIA GTX970M), а для
ГВВК — 0,1 с. Однако и для рекуррентных конфигу-
раций получено пятикратное ускорение, а именно:
с 25 до 5 с, — которое позволяет рассматривать
их в качестве инструмента решения реальных при-
кладных задач.

Таблица 2 Время, затраченное на обучение на ГВВК (в секундах)

Архитектура Момент

Тип LSTM Exp Var Skew Kurt

I
Нет 38,08 32,99 303,79 67,72
Да 2081,98 1932,59 1872,37 2034,13

II
Нет 51,21 31,99 37,93 71,48
Да 2170,9 1999,57 1985,41 1079,17

III
Нет 45,61 49,82 56,26 80,56
Да 3114,08 2813,48 2815,11 1362,48

IV
Нет 63,83 36,16 57,23 80,04
Да 3108,84 2839,28 2870,9 1680,07

V
Нет 58,79 40,7 61,33 79,21
Да 3194,87 2983,34 2988,7 3159,44

VI
Нет 73,9 42,52 71,38 61,83
Да 3897,8 3826,78 3756,39 2435,18

VII
Нет 71,72 275,35 68,82 61,96
Да 3534,68 4018,36 3890,21 1909,27
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5 Заключение
В работе проведено сравнение результатов

для 14 различных архитектур нейронных сетей в за-
даче прогнозирования первых четырех моментных
характеристик конечных смесей нормальных рас-
пределений. Выбраны две лучшие конфигурации
(с одним скрытым слоем из 100 нейронов и с тре-
мя слоями по 50 нейронов), для которых получены
наиболее точные значения во всех рассматрива-
емых метриках. При этом на обучение конфигура-
ции с одним слоем затрачивается меньшее время,
поэтому она может быть использована в задачах,
для которых более критично быстродействие, а не
точность аппроксимации. Использованные подхо-
ды в достаточной степени универсальны, поэтому
полученные архитектуры могут быть успешно при-
менены для анализа временн‚ых рядов различной
природы.
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МЕТОДЫ МОДЕЛИРОВАНИЯ И ВИЗУАЛЬНОГО ПРЕДСТАВЛЕНИЯ

КОНФЛИКТА В МАЛОМ КОЛЛЕКТИВЕ ЭКСПЕРТОВ,

РЕШАЮЩИХ ПРОБЛЕМЫ (ОБЗОР)

С. Б. Румовская1, И. А. Кириков2

Аннотация: Малые коллективы экспертов как естественный коллективный интеллект поддержки при-
нятия решений (гетерогенный коллектив) эффективно решают сложные проблемы. При этом такая
форма взаимодействия между экспертами, как конфликт, порождает позитивные изменения в коллек-
тиве: развитие группы, диагностику отношений, снятие напряжения, сплачивание группы, а также
способствует сохранению коллектива. В человеческом мышлении огромную роль играют заготовки-схе-
мы стандартных ситуаций, использование которых существенно ускоряет рассуждения. Визуализация
конфликтной ситуации делает возникшие противоречия контрастными, видимыми, предоставляя новую
информацию для разрешения конфликтов, делая их легкоуправляемыми и позволяя контролировать
влияние на них субъективных предпочтений. Рассмотрено понятие конфликта в малых коллективах, его
особенности, структура и динамика, а также подходы к моделированию и визуальному представлению
конфликтологического аспекта групповой динамики экспертов, решающих проблемы.

Ключевые слова: малый коллектив экспертов; конфликт; модели конфликта; визуализация конфликта
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1 Введение

Естественный коллективный интеллект (ге-
терогенный коллектив) поддержки принятия ре-
шений [1] — малая группа экспертов, которой
присущи неоднородность, разнообразие, сотруд-
ничество, дополнительность и относительность
знаний. Подобные коллективы эффективно ре-
шают сложные проблемы. Ввиду этого малые груп-
пы, проблемы взаимодействия людей внутри них,
а также моделирование их взаимодействия занима-
ют особое место в широком спектре направлений
современной науки. Часто встречающаяся фор-
ма организации малых коллективов — совещания,
построенные по принципу «круглого стола» [2]
с целью выявления и решения проблем. Разно-
го рода конфликты порождают дискуссии, глубина
которых позволяет получить более продуманные
и согласованные решения. Координация работы
экспертов в группе лицом, принимающим решения
(ЛПР), позволяет повысить качество решений, а са-
моорганизация в группе определяет способность
чутко реагировать на изменения во внешней среде,
корректируя свое функционирование и принима-
емые решения.

В [3] представлена система для оперативно-
производственного планирования — моделирова-

лась координация ЛПР (начальником производ-
ственного отдела) коллективной работы главного
конструктора, главного технолога, начальника от-
дела материального снабжения, начальника элек-
тромеханического цеха, начальника отдела продаж
с целью повышения качества оперативных план-
графиков мелкосерийного производства. Относи-
тельная погрешность результатов решения задачи
с координацией — менее 1%, а без — до 36%.

В [3] также описана модель самоорганизации
в группе для транспортной логистики гибридны-
ми интеллектуальными многоагентными система-
ми (ГиМАС). Алгоритм функционирования сис-
темы динамически перестраивается, вырабатывая
релевантный сложной задаче метод решения и со-
кращая среднюю суммарную себестоимость и вре-
мя доставки грузов в день на 7,2% и 12,13% соот-
ветственно; среднее время построения маршрутов
уменьшилось на 23,14%.

Долгое время социологи и психологи считали,
что конфликты — негативное явление и их надо
устранять. Однако работа Г. Зиммеля [2] способ-
ствовала развитию идеи наличия позитивных из-
менений, порождаемых конфликтами: сохранение
социальной системы, развитие группы, диагности-
ка отношений, снятие напряжения, сплачивание
группы и др.

1Калининградский филиал Федерального исследовательского центра «Информатика и управление» Российской академии наук,
sophiyabr@gmail.com

2Калининградский филиал Федерального исследовательского центра «Информатика и управление» Российской академии наук,
baltbipiran@mail.ru
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Таким образом, моделирование развития и раз-
решения конфликта в рамках методологии ГиМАС
позволит спроектировать функционирование сис-
темы релевантно групповой динамике коллекти-
ва экспертов, решающих проблему, и тем самым
существенно повысить качество принимаемых ре-
шений. При этом визуализация конфликтной
ситуации сделает возникшие противоречия кон-
трастными, видимыми, предоставляя новую ин-
формацию для разрешения конфликтов в реаль-
ном коллективе экспертов. В работе рассмотрено
понятие конфликта в малых коллективах, его осо-
бенности, структура и динамика, а также подходы
к моделированию и визуальному представлению
конфликтологического аспекта групповой динами-
ки экспертов, решающих проблемы.

2 Малый коллектив экспертов:
понятие и классификация

Попытки определить малую группу экспертов
сводились к субъективному пониманию и фоку-
сировке на тех или иных сторонах группового
процесса (определенных априори либо эмпири-
ческим): М. Шоу [4] (психологическая составля-
ющая), Р. Браун [5] и Г. М. Андреева [6] (социальная
составляющая).

Приведем определение, включающее в себя
психологическую и социальную составляющие:
«малая группа» — элементарное звено структу-
ры социальных отношений, обретающее через не-
посредственные межличностные контакты струк-
турные, динамические, феноменологические
характеристики, отражающие признаки группы как
целостной системы социальных и психологических
отношений. Понятия «малая группа» и «малый
коллектив» идентичны.

Верхняя граница размерности коллектива (ниж-
няя — 2 участника) определяется с двух точек зре-
ния:

(1) в соответствии с требованиями реализации ее
основной функции [6] — верхняя граница не
может быть обозначена априори;

(2) относительно успешного руководства груп-
пой — верхняя граница соответствует «магиче-
скому числу» Дж. Миллера (7± 2), так как при
численности свыше 10 чел. возрастает число
подгрупп и вероятность противостояния ЛПР,
осложняется координация.

Есть различные классификации малых коллек-
тивов [6], в частности английский психолог М. Ар-
гайл выделяет [7]: семью; подростково-юношеские

коллективы; рабочие коллективы — модель малых

групп с четкой трудовой направленностью и доми-
нирующими отношениями делового характера; ко-

митеты и группы по решению проблем — модель ком-
муникативных малых коллективов, задача которых
принимать эффективные решения, а их участни-
ки должны владеть навыками организации инфор-
мационного обмена, достижения внутригруппово-
го согласия и т. п.; тренинговые и терапевтические

группы.

3 Конфликт: понятие, структура
и типология

Конфликт [8, 9] — столкновение противопо-
ложно направленных интересов, целей, взглядов
и т. п. (обострение противоречия) при взаимодей-
ствии и взаимоотношении сторон, воспринима-
емое субъектом как значимая для него психоло-
гическая проблема, требующая своего разрешения
и вызывающая активность, направленную на его
преодоление. Структура конфликта представлена
на рис. 1 [10, 11].

Стороны конфликта — это субъекты социально-
го взаимодействия: в состоянии конфликта (основ-
ные участники, оппоненты); или же явно или не-
явно поддерживающие конфликтующих (группы
поддержки); или оказывающие эпизодическое вли-
яние на конфликт (другие участники — подстре-
катели, организаторы и т. д.). Объект находится
на пересечении личных или групповых интересов
субъектов. Предмет конфликта — это противоре-
чие, из-за которого и для разрешения которого воз-
никает конфликт. Образ конфликтной ситуации —
это отображение предмета конфликта в сознании
субъектов. Мотивы конфликта — это потребности,
интересы, цели и т. д., подталкивающие субъектов
к конфликту.

Конфликты классифицируются по различным
признакам (рис. 2) [8, 10].

Конструктивные возникают при объективных
противоречиях, когда цели и потребности сторон
едины (развитие коллектива). Деструктивные —
причины их субъективны, вызывают напряжен-
ность и разрушают коллектив.

Конфликт отношений (социальный конфликт) —
разногласие между членами группы по личным
вопросам и проблемам, не относящимся к выпол-
няемой работе (связан с несовместимостью и враж-
дебностью между субъектами).

Межличностные конфликты бывают пяти ти-
пов (см. рис. 2). При этом конфликты внутри
устойчивой подгруппы более скоротечны и чаще
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Рис. 1 Структура конфликта

Рис. 2 Типология конфликта в малом коллективе

имеют иное значение и последствие для их участ-
ников — расцениваются как конфликт «между
своими», семейный конфликт. Микрогрупповой —
конфликт между индивидом и неформальной под-
группой. Межмикрогрупповой — конфликт между
неформальными подгруппами в группе. Группо-

вой — конфликт между индивидом и группой.

Конфликт интересов обусловлен мотивацион-
ными факторами и ситуацией, в которой цели каж-
дого члена не совпадают с целями других. Конфликт

ресурсов предполагает отсутствие соглашения меж-
ду субъектами по поводу ресурсов. Когнитивный

конфликт — цели всех членов группы совпадают, но

их позиции различны (фокус на интеллектуальных
или оценочных проблемах, связи между внутри-
групповым конфликтом и деятельностью группы).

Инструментальный (деловой) конфликт:

(1) конфликт задачи — связан с различием точек
зрения на групповые цели и задачи (помогают
открытое обсуждение и споры);

(2) конфликт процесса — возникает по поводу
проблем, возникающих относительно техно-
логии и способов решения поставленной за-
дачи, распределения между субъектами ролей
и ответственности.
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4 Причины, позитивные
функции и динамика
конфликта

Есть разные точки зрения [9, 12] на классифи-
кацию причин конфликтов. Приведем причины по
К. Левину [9]:

– степень удовлетворенности потребностей — не-
удовлетворенные потребности часто становят-
ся доминирующими, увеличивая вероятность
конфликтов;

– «пространство свободного движения» (доста-
точное пространство — условие удовлетворе-
ния индивидуальных потребностей и адапта-
ции к группе, а ограниченность ведет к росту
напряжения);

– внешний барьер — наличие или отсутствие воз-
можностей выйти из неприятной ситуации (от-
сутствие провоцирует конфликт);

– совпадение или расхождение целей членов груп-

пы — конфликты зависят от степени проти-
воречия целей участников и от их готовности
к компромиссу.

Позитивные функции конфликта [8]:

– обеспечивает уникальность и автономность ка-
ждого из взаимодействующих субъектов, а так-
же развитие отношений между ними;

– предоставляет информацию о возможностях
противодействующих субъектов;

– высвобождает накапливающееся внутреннее
напряжение, сохраняя связи;

– актуализирует разные позиции и мнения по по-
воду возникающих проблем и тем самым спо-
собствует поиску оптимальных способов их ре-
шения;

– усиливает групповую/микрогрупповую иден-
тичность и сплоченность.

Динамика конфликта [10, 11] отражается в двух
понятиях: этапы конфликта и фазы конфликта.
Основные этапы конфликта:

(1) возникновение объективной проблемной ситуа-

ции (появление противоречия);

(2) осознание проблемы хотя бы одним из участни-
ков (если разрешить проблему неконфликт-
ными методами не получается, то возникает
предконфликтная ситуация);

(3) начало открытого конфликтного взаимодей-

ствия (инцидент);

(4) развитие открытого конфликта (эскалация) —
открыто заявляются позиции и выдвигаются
требования. Завершается этот этап сбалан-

сированным противодействием — когда сило-
вые методы не дают результата, интенсивность
борьбы снижается, но действия по достиже-
нию согласия еще не предпринимаются;

(5) разрешение конфликта.

Основные фазы конфликта:

(1) начальная фаза;

(2) фаза подъема;

(3) пик конфликта;

(4) фаза спада.

Фазы могут повторяться циклически (рис. 3) [10].
При этом возможности разрешения конфликта
в каждом последующем цикле сужаются.

5 Методы моделирования
конфликта

В открытой печати встречаются подходы к моде-
лированию межгрупповых и межгосударственных
конфликтов [11, 13–15], которые позволяют заме-
нить непосредственный анализ конфликтов анали-
зом свойств и характеристик их моделей, а также
прогнозировать и оценивать события в реальном
времени. Их опыт можно перенести на модели-
рование конфликтов в малых коллективах при их

Рис. 3 Фазы конфликта
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классификации в рамках микрогрупповой концеп-
ции [8]. В [5] представлен развернутый обзор моде-
лирования военных конфликтов и выделяются:

(1) описательные модели военных действий — осно-
вываются на методах теории вероятностей
и статистической теории решений (принятие
решений в условиях «природной» неопре-
деленности), теории надежности и теории
массового обслуживания, теории экспертных
оценок, а также качественный анализ соответ-
ствующих динамических систем и исследова-
ние их структурной устойчивости;

(2) имитационные модели — основываются на ап-
парате марковских цепей, дифференциальных
уравнений (ланчестеровские модели), конеч-
ных автоматов или методах распределенного
искусственного интеллекта;

(3) оптимизационные модели военных действий ис-
пользуют аппарат линейного и динамическо-
го программирования, теории оптимального
управления, дискретной оптимизации;

(4) модели принятия решений — индивидуального
(основной акцент обычно делается на мно-
гокритериальном принятии решений) и кол-
лективного (акцент на использовании теории
игр).

Многоагентное моделирование — методология,
применяемая для поддержки принятия решений,
анализа и изучения сложных систем, состоящих из
отдельных, функционирующих независимо друг от
друга индивидов [16]. Изучается влияние взаимо-
действий индивидов на системные характеристики
в целом.

Вероятностные распределения — способ описа-
ния переменных через указание доли элементов со-
вокупности с данным значением переменной [17].

Модели целенаправленного поведения — использо-
вание целевых функций для анализа, прогнозиро-
вания и планирования социальных процессов [18].
Модели имеют вид задачи математического про-
граммирования.

Статистические исследования зависимостей —
прежде всего это регрессионные модели, представ-
ляющие связь зависимых и независимых перемен-
ных в виде функциональных отношений [19].

Теоретические модели предназначены для логи-
ческого анализа тех или иных содержательных кон-
цепций, когда затруднена возможность измерения
основных параметров и переменных (возможные
межгосударственные конфликты и др.) [17].

6 Методы визуализации
конфликтов

Эффективность разрешения конфликтов во
многом определяется правильностью и полнотой
их анализа. Рассмотрим основные методы, предла-
гаемые зарубежными и отечественными психоло-
гами.

Картографический анализ конфликтов Х. Корне-

лиус и Ш. Фейр [20]. Проблема обычно записывается
в виде противоречия в центре карты (рис. 4, а), ко-
торая делится по числу сторон конфликта. У каж-
дого участника конфликта выясняются потребно-
сти, интересы и опасения. Все основные элементы
конфликта (проблема, позиции, условия, образы,
интересы, потребности, опасения, исходы и др.)
упорядочиваются и систематизируются.

Метод декартовых координат [21]. Р. Декарт
считал, что наше сознание имеет определенную
структуру и его можно представить как простран-
ство (рис. 4, б), обозначенное математическими

Рис. 4 Карта анализа конфликта (а) и метод декартовых координат (б)
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Рис. 5 Ресурсный анализ конфликта: конфликтограмма и балансный лист ресурсов

Рис. 6 Модели социального поведения (а) и сетка К. Томаса – Л. Килмена (б)

символами (a, b). Все это пространство поделе-
но на четыре квадрата с помощью двух пересека-
ющихся прямых. В каждый квадрат надо записать
не менее десяти ответов, которые сопоставляются
и анализируются для поиска решения выхода из
конфликта.

Ресурсный анализ конфликта В. Н. Ковалева

(РАКК) [22] базируется на заполнении всеми субъ-
ектами конфликтограммы и балансного листа ре-
сурсов сторон (рис. 5), которые позволяют посмот-
реть на конфликт глазами оппонента, установить
возможность обмена ресурсами и компромисса.

Межличностные отношения в конфликте в рам-
ках РАКК представляются моделями социального
поведения оппонента (рис. 6): четверть I — альтру-
изм (оказание помощи другим); II — эгоизм (при-
обретение всего лучшего без обмена ресурсами);
III — альтруизм (оказание помощи через избавле-
ние от трудностей других); IV — эгоизм (избавле-

ние от всего плохого). В квадрате V в соизмеримом
отношении встречаются все формы поведения. За-
вершающий этап — оценка сторонами того, что они
отдали и что приобрели, и взаимное согласие с по-
лученными результатами. Для анализа стилей пове-
дения личности в конфликте психологи пользуются
сеткой К. Томаса и Р. Килмена (рис. 6, б) — она дает
возможность спрогнозировать исходы конфликта,
остроту его протекания, возможные ресурсные по-
тери.

Затем анализируются возможные типы поведе-
ния и реакции на них (рис. 7), и каждой стороной
заполняется таблица проектов предложений. Сто-
роны приступают к совместному анализу предло-
жений и заключают соглашение.

Также для визуализации конфликта можно ис-
пользовать дерево целей и дерево проблем [23]. Де-
рево целей — это структурированная, построенная
по иерархическому принципу совокупность целей
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Рис. 7 Комплексная матрица анализа возможных типов поведения и проекты предложений

конфликтующей системы. Если представить пред-
мет конфликта как проблему, то можно построить
дерево проблем, а затем и дерево решений. В [24]
рассматривается диаграмма разрешения конфлик-
тов, в которой совместно используются деревья те-
кущей реальности, будущей реальности, перехода,
разрешения конфликтов «Грозовая туча».

7 Заключение

Аналитический обзор по материалам открытой
печати показал разнообразие подходов к определе-
нию понятия конфликта, его классификации, а так-
же причин и функций конфликта. При этом для
анализа конфликтной ситуации с целью ее разреше-
ния нет единого подхода к визуализации субъектов
конфликтной ситуации, их характеристик, взаимо-
действия и взаимоотношений. Модели конфликтов
строятся в рамках различных методов и подходов:
описательные, имитационные, оптимизационные
и модели принятия решений — однако найдены
были только модели военных конфликтов. Ис-
пользуя опыт моделирования последних [14,16–21]
с позиции микрогрупповой концепции А. В. Сидо-
ренкова [10], будет разработана модель конфликта
в ГиМАС.
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РАЗРАБОТКА МЕТОДА ФОРМИРОВАНИЯ ПРИЗНАКОВОГО

ПРОСТРАНСТВА И МОДЕЛИ ДЛЯ ОЦЕНКИ

И ПРОГНОЗИРОВАНИЯ АНТРОПОГЕННОГО ВЛИЯНИЯ
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С. В. Волошин5

Аннотация: Работа посвящена разработке системного метода оценки и прогнозирования влияния при-
родных и антропогенных воздействий на окружающую среду, включающего процедуры преобразования
исходных информационных массивов, формирования нейросетевой модели, ее обучения и тестиро-
вания. Метод применен для анализа последствий антропогенных воздействий на окружающую среду
в Ханты-Мансийском автономном округе — Югре.
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1 Введение
Проблема формирования признакового про-

странства, математической модели и подходящих
алгоритмов машинного обучения для оценки и про-
гнозирования влияния природных и антропоген-
ных факторов на окружающую среду весьма ак-
туальна как с теоретической, так и с прикладной
точки зрения. В особенности решение этой проб-
лемы важно для нефтедобывающих регионов, так
как производственные технологии в них сопряже-
ны с загрязнением окружающей среды.

Первая часть исходной проблемы — форми-
рование признакового пространства — связана
с доступными количественными показателями тех-
ногенных аварий [1–3]. Здесь важной является
трансформация исходных информационных мас-
сивов в цифровые характеристики риска влияния
антропогенных факторов.

Вторая и третья части исходной проблемы — мо-
дель и алгоритм обучения — связаны друг с другом
и сводятся к задачам классификации, в которых
используется какая-либо нейросетевая модель
в сочетании с подходящим алгоритмом обучения.
В настоящее время разработано большое число раз-
личных алгоритмов классификации: метод k бли-
жайших соседей [4], случайный лес [5], стохастиче-

ский градиентный спуск [6], метод опорных векто-
ров [7].

В данной работе для решения поставленной
проблемы предлагается метод трансформации ис-
ходных разнородных динамически организован-
ных информационных массивов, полученных пу-
тем дистанционного зондирования земной поверх-
ности с использованием средств географических
информационных систем (ГИС).

На основе преобразованных информационных
массивов формируется трехслойная нейронная сеть
и проводится ее обучение и тестирование. Обучен-
ная сеть используется для прогнозирования послед-
ствий природных и антропогенных воздействий на
окружающую среду.

Разработанные методы были применены для
оценивания и прогнозирования антропогенных
рисков на территории Ханты-Мансийского авто-
номного округа.

2 Структуризация
и предварительная обработка
разнородных данных

Все единицы информационных массивов при-
вязаны к ячейкам поверхностной сетки. Для каждо-

∗Работа выполнена при поддержке Научного фонда ЮГУ (проект 13-01-20/25).
1Югорский НИИ информационных технологий, г. Ханты-Мансийск, BurlutskyVV@uriit.ru
2Югорский государственный университет, г. Ханты-Мансийск, YakimchukAV@uriit.ru
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го признака набора данных была определена шкала
измерения с учетом метода обработки: текстовые
признаки были заменены на числовые, непрерыв-
ные значения были нормализованы по максималь-
ному значению.

Ключевым атрибутом набора данных служат
поверхностные координаты соответствующего ин-
формационного объекта.

Для проверки корректности заполнения базы
использовались методы визуального анализа: ги-
стограммы и картографический анализ.

Для визуального анализа использовался boxplot,
компактно изображающий распределение. Такой
вид диаграммы в удобной форме показывает меди-
ану (или, если нужно, среднее), нижний и верхний
квартили, минимальное и максимальное значение
выборки и выбросы.

3 Модель оценки рисков
В результате проведенного анализа была по-

строена 4-слойная нейросетевая модель оценки
рисков [8]. В качестве данных для входного слоя ис-
пользовалась векторизация признаков, что позво-
лило существенно сократить число входных нейро-
нов.

Число нейронов во втором слое составило 166,
в третьем — 83, в четвертом — 40, и выходной слой
был с двумя нейронами, которые фиксировали по-
ложительную и отрицательную реакцию модели.

Информационные массивы были разделены на
три части, которые использовались для обучения
модели, тестирования и прогнозирования.

4 Применение разработанного
метода для оценки
и прогнозирования рисков
антропогенных факторов
в нефтедобывающем регионе

В качестве подходящего полигона был избран
Ханты-Манcийский автономный округ — Югра,
который лидирует среди нефтедобывающих регио-
нов по добыче нефти и газа. При этом более 95%
территории автономного округа представляют со-
бой земли лесного фонда, которые находятся под
постоянным негативным воздействием предприя-
тий нефтегазового комплекса.

Для построения модели прогнозирования рис-
ков загрязнения использовались данные об авари-
ях и инцидентах, транспортной инфраструктуре,
населенных пунктах [9]. Вся информация привя-
зывалась к 5-километровой поверхностной сетке,
и процесс интеграции данных заключался в унифи-
кации географических координат различных объек-
тов, построении общих классификаторов, удалении
дублирующей информации и приведении к едино-
му виду текстовых признаков.

В результате был получен первичный массив
данных о загрязнениях окружающей среды за пе-
риод 2012–2017 гг. Объем данной информативной
выборки составил 26 015 записей. Общее число
элементарных участков составило 22 054.

Рисунок 1 изображает распределение аварий по
районам, а также показывает медиану (или, ес-

Рис. 1 Распределение аварий по районам
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Рис. 2 Визуализация исходного набора данных

ли нужно, среднее), нижний и верхний квартили,
минимальное и максимальное значение выборки
и выбросы.

Объекты, привязанные к элементарным участ-
кам, представлены на рис. 2.

На следующем этапе набор данных был проана-
лизирован на наличие неинформативных призна-
ков, для этого использовался метод главных ком-
понент.

В результате проведенного анализа и предобра-
ботки данных был получен базовый набор данных,
объем которого составил 22 054.

Для тестирования модели использовался метод
кросс-валидации по k блокам [10]. Исходный на-
бор данных разбивался на 10 одинаковых по раз-
меру блоков. Из 10 блоков один оставлялся для
тестирования модели, а оставшиеся 9 блоков ис-
пользовались как тренировочный набор. Процесс
повторялся 10 раз, и каждый из блоков один раз
использовался как тестовый набор. В итоге полу-
чилось 10 результатов, по одному на каждый блок,
они усреднялись или комбинировались каким-либо
другим способом и дали одну оценку. Результаты
представлены в таблице.

Средняя оценка составила 90,68.

Преимущество такого способа перед случайным
сэмплированием в том, что все наблюдения ис-
пользуются и для тренировки, и для тестирования

Оценка методом кросс-
валидации

Номер
модели

Полученная
оценка

1 91,5
2 90,3
3 90,8
4 91,2
5 89,9
6 90,6
7 91,4
8 89,5
9 91,2

10 90,4

модели, при этом каждое наблюдение используется
для тестирования только один раз.

Получившаяся карта с прогнозированными ава-
риями представлена на рис. 3.

5 Заключение
Разработан системный метод оценки и прогно-

зирования природных и антропогенных воздей-
ствий на окружающую среду, включающий проце-
дуры преобразования исходных информационных
массивов, формирования нейросетевой прогнози-
рующей модели, ее обучения и тестирования. Ме-
тод применен для прогнозирования техногенных
аварий в нефтедобывающем регионе — Югре.
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Рис. 3 Визуализация прогноза аварий
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НАУЧНЫЙ РЕЗУЛЬТАТ КАК ИНФОРМАЦИОННЫЙ ОБЪЕКТ

В КОНТЕКСТЕ СИСТЕМЫ УПРАВЛЕНИЯ НАУЧНЫМИ

СЕРВИСАМИ∗

А. П. Сучков1

Аннотация: Обсуждается проблема формализации одного их важнейших понятий для системы на-
учных сервисов — научный результат, который является квинтэссенцией всех научных исследований
и основным информационным объектом для процессов постановки научной проблемы, формулировки
научных гипотез, мониторинга научно-технической информации. Формализованное понятие «научный
результат», интегрирующее всю информационную структуру научного исследования, используется при
организации значительного числа научных сервисов: сервисов извлечения фактов и знаний (извлече-
ние фактов, понятий, связей и формализация фактографических данных на основе лингвистического
анализа слабоструктурированной информации); интеллектуального поиска информации; тематического
индексирования; наукометрического анализа; анализа фронта исследований; сервисов коммуникаций
(сервисов работы с научно-технической информацией (НТИ) и коммуникаций в научном сообществе;
интеллектуального анализа специализированных социальных сетей и других средств научных коммуни-
каций); проверки заимствований. Особенно это актуально для междисциплинарных исследований, где
обеспечивается поиск и подбор релевантных научных положений и инструментария в смежных областях
научного знания.

Ключевые слова: научный результат; информационная модель; научные сервисы; алгоритмы идентифи-
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1 Введение

В настоящий момент развитие народного хозяй-
ства все больше связывается с внедрением подходов
и технологий цифрового развития. Российская на-
ука обладает всеми необходимыми компонентами
для рассмотрения ее в качестве отрасли цифро-
вой экономики: наличие развитой вычислительной
и телекоммуникационной инфраструктуры, систе-
мы центров коллективного пользования, других
организационных структур, нормативной базы, вы-
сокого уровня компетенций и высококвалифици-
рованных научных коллективов. При этом все пере-
численные компоненты объективно продвигаются
по пути «цифровизации», и наука как отрасль эко-
номики также становится «цифровой».

Другим не менее важным обстоятельством явля-
ется объективная смена подходов к проведению на-
учных исследований, а именно: переход к новой па-
радигме в научных исследованиях, основанной на
анализе накопленных данных в конкретных пред-
метных областях, естественно, в формализованном
цифровом виде. Проведение таких исследований

становится неотъемлемой частью различных обла-
стей науки, экономики, бизнеса на основе инстру-
ментария интенсивного использования данных.

Научные и образовательные организации Рос-
сии обладают широкой, распределенной по терри-
тории страны сетью центров коллективного поль-
зования (ЦКП) и уникальных научных установок
(УНУ), обладающих колоссальным спектром на-
учных услуг в различных областях науки [1]. Не-
обходима систематизация этих услуг и повышение
эффективности их использования на основе созда-
ния современной исследовательской инфраструк-
туры, которая предоставляла бы широкий спектр
возможностей по научным сервисам не только для
научных организаций, но и для внешних пользова-
телей.

В ФИЦ ИУ РАН на основе платформенного
подхода создается прототип подобной инфраструк-
туры, который представляет собой совокупность
трех компонентов. Первый — центр компетенций,
в котором концентрируются знания в конкретной
области. Второй — материально-техническая среда
в виде высокопроизводительного центра обработки

∗Работа выполнена при частичной поддержке РФФИ (проект 18-29-03091).
1Институт проблем информатики Федерального исследовательского центра «Информатика и управление» Российской академии

наук, ASuchkov@ipiran.ru
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данных с гибридной архитектурой. Наконец, тре-
тий — это совокупность научных сервисов, которые
создаются и накапливаются на этой платформе на-
учными подразделениями ФИЦ ИУ РАН [2].

Успешное продвижение цифровизации науч-
ных исследований во многом обусловлено возмож-
ностью создания эффективной системы широкодо-
ступных научных сервисов.

Научный сервис — совокупность действий (про-
цессов) и средств обеспечения процессов (ресур-
сов) по обслуживанию выполнения конкретных
работ и реализации проектов научно-исследова-
тельского и прикладного характера путем сервис-
ной деятельности и предоставления потребителю
(исследователям, специалистам или организаци-
ям) оборудования, расходных материалов, инфор-
мационно-коммуникационных ресурсов, обеспе-
чивающих ресурсов, продуктов интеллектуальной
научной деятельности и обслуживающих человече-
ских ресурсов (субъекты сервисной деятельности).
Результатом сервисной деятельности является услу-
га [3]. Очевидно, что научный сервис опирается как
на цифровые технологии (автоматическое и авто-
матизированное предоставление услуг), так и на ис-
пользование интеллектуальных и обслуживающих
человеческих ресурсов. Система научных серви-
сов должна обеспечивать поддержку процессов ав-
томатизированного подбора релевантных сервисов
и осуществления различных формальных и нефор-
мальных коммуникаций исследователя и государ-
ства, научного сообщества и бизнеса.

Научным коллективом ФИЦ ИУ РАН в рам-
ках проводимых исследований обоснованы [3] кон-
цептуальные и системотехнические подходы к со-
зданию системы управления научными сервисами
(СУС), которые обеспечиваются ЦКП и УНУ ака-
демических институтов.

В статье обсуждается проблема формализации
одного из важнейших понятий для системы на-
учных сервисов — научный результат, который
является квинтэссенцией всех научных исследова-
ний и основным информационным объектом для
процессов постановки научной проблемы, фор-
мулировки научных гипотез, мониторинга НТИ.
Формализованное понятие «научный результат»,
интегрирующее всю информационную структуру
научного исследования, используется при орга-
низации значительного числа научных сервисов:
сервисов извлечения фактов и знаний (извлече-
ние фактов, понятий, связей и формализация фак-
тографических данных на основе лингвистическо-
го анализа слабоструктурированной информации);
интеллектуального поиска информации; тематиче-
ского индексирования; наукометрического анали-
за; анализа фронта исследований; сервисов комму-

никаций (сервисов работы с НТИ и коммуникаций
в научном сообществе; интеллектуального анали-
за специализированных социальных сетей и других
средств научных коммуникаций); проверки заим-
ствований, антиплагиата. Особенно это актуально
для междисциплинарных исследований, где обес-
печивается поиск и подбор релевантных научных
положений и инструментария в смежных областях
научного знания.

Другим важнейшим вопросом, связанным
с формализацией данного понятия, представляет-
ся постановка проблемы создания реестра научных
результатов, который мог бы стать ключевым ре-
сурсом системы научных сервисов. В связи с этим
также рассматриваются задачи и алгоритмы иден-
тификации научных результатов на построенной
информационной модели данного понятия.

2 Информационная структура
процессов научного
исследования

В современном представлении научное исследо-
вание — взаимоувязанная совокупность процессов,
включающая ряд типовых компонентов [4, 5]:

– формулировка научной проблемы;

– предварительный анализ доступной НТИ (фак-
ты, теории, гипотезы);

– формулировка и сравнительный анализ исход-
ных гипотез;

– планирование научных исследований;

– организация и проведение эксперимента;

– анализ и обобщение полученных результатов;

– проверка исходных гипотез, принятие реше-
ний;

– формулирование фактов и положений, их
обоснование и описание (получение продукта
знаний).

Систематизация процессов научного исследова-
ния позволяет сформировать ориентировочный на-
бор научных сервисов, который может лечь в основу
системы цифровизации науки. В [5] обосновыва-
ется перечень и состав основных групп научных
сервисов, которые могут быть использованы в про-
цессах научных исследований:

– сервисы интеллектуального поиска информа-
ции и мониторинга НТИ;

– сервисы извлечения фактов и знаний;

– аналитические сервисы;
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– сервисы коммуникаций;

– сервисы планирования научного исследования;

– сервисы доступа к услугам ЦКП и УНУ;

– сервисы подготовки публикаций.

Все эти группы научных сервисов с необходи-
мостью должны опираться на формализованную
информационную модель процессов научного ис-
следования. Анализ информационной структу-
ры научного исследования позволяет выделить ее
основные информационные объекты. В их числе:

– объект исследования — материальная или мыс-
лимая сущность, по поводу которой изучаются
ее неизвестные свойства или сам факт суще-
ствования;

– субъект исследования — ученый-исследова-
тель;

– средства исследования — инструменты иссле-
дования (метод, алгоритм, модель, техническое
устройство и т. п.);

– научный результат — обоснование неизвестных
свойств или факта существования объекта ис-
следования или средства исследования.

Центральным объектом такой модели служит
понятие «результат научного исследования», кото-
рый непосредственно взаимосвязан со всеми дру-
гими информационными объектами.

3 Формализация понятия
«научный результат»

Законодательно закреплено следующее опреде-
ление: научный и (или) научно-технический ре-

зультат — продукт научной и (или) научно-техни-
ческой деятельности, содержащий новые знания
или решения и зафиксированный на любом ин-
формационном носителе.

Понятие научных результатов подразделяется на
два основных вида: во-первых, научных результа-
тов — идей, сформулированных в виде научных по-
ложений, и, во-вторых, результатов методического
(методологического) и предметного уровня — науч-
ного инструментария (методов, моделей, методик,
экспериментальных установок), научных эффек-
тов, результатов экспериментов, устройств, техни-
ческих и организационных систем и др. [6].

Для формирования XML-модели понятия «На-
учный результат» возможно применение следу-
ющих структур данных (табл. 1).

ГРНТИ (http://grnti.ru) — Государственный руб-
рикатор НТИ (прежнее наименование — Рубрика-
тор ГАСНТИ) — представляет собой универсальную
иерархическую классификацию областей знания,
принятую для систематизации всего потока НТИ.
На основе Рубрикатора построена система локаль-
ных (отраслевых, тематических, проблемных) руб-
рикаторов в органах НТИ.

Объект исследования определяется субъектом
исследования и обычно дается в перечне ключевых
слов публикации. Новое свойство объекта исследо-
вания формулируется на естественном языке и не
может быть лингвистически формализовано в виде
классификаторов, словарей терминов в силу своей
новизны.

Так как перечень видов научных результатов
формулируется впервые, проведено исследование

Таблица 1 Структура объекта «Научный результат»

Структуры/подструктуры Типы Описание

нр:НаучныйРезультат Корневой

Продукт научной и (или) научно-технической дея-
тельности, содержащий новые знания или реше-
ния и зафиксированный на любом информацион-
ном носителе

нр:ОбластьЗнаний
Массив, текст,

по классификатору
ГРНТИ

Область научной и (или) научно-технической дея-
тельности, для междисциплинарных исследова-
ний — множественная

нр:ОбъектИсследования Текстовый
Материальная или мыслимая сущность, по поводу
которой изучаются ее неизвестные свойства или
сам факт существования

нр:СредствоИсследования
По классификатору,

текстовый
Инструменты исследования (метод, алгоритм, мо-
дель, техническое устройство и т. п.)

нр:СвойствоОбъектаИсследования Текст Открытое новое свойство объекта исследования

нр:ВидРезультата
Структура,
текстовый

Иерархический классификатор научных результа-
тов

нр:БиблиографическаяСсылка
Структура,
текстовый

Библиографическое описание публикации по
ГОСТ Р 7.0.100-2018
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Рис. 1 Распределение публикаций по четырем видам научных результатов: 1 — инструмент; 2 — проблема; 3 —
объект; 4 — обзор

корпуса публикаций научного журнала РАН [7] за
период времени 2007–2018 гг. с целью обоснова-
ния их классификации. Общее число публикаций
составило 534. Первоначально в перечень типов
научных результатов было включено четыре типа
(рис. 1) и анализ дал следующее распределение до-
лей:

– научная проблема (0,2% публикаций);

– новые свойства объекта исследования (30%);

– инструмент исследования (69%);

– систематизация (2,8%).

Очевидно, что при такой типизации возникает
существенный перекос в сторону изучения инстру-

Рис. 2 Распределение публикаций по шести видам научных результатов: 1 — проблема; 2 — инструмент; 3 —
объект&инструмент; 4 — новый объект; 5 — новые свойства; 6 — систематизация
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Таблица 2 Структура объекта «ВидНаучногоРезультата»

Структуры/подструктуры Типы Описание
вр:ВидРезультата: Структура, текстовый Классификатор видов
НаучноеПоложение:
НаучнаяПроблема

НовыйОбъектИсследования

НовыеСвойстваОбъектаИсследования

Объект&Инструмент исследования

Структура, текстовый Научные результаты — идеи, сформулирован-
ные в виде научных положений

НаучныйИнструментарий:
ИнструментИсследования

Систематизация

Структура, текстовый Методы, модели, методики, эксперименталь-
ные установки, а также научные эффекты,
результаты экспериментов, технические и ор-
ганизационные системы. Систематизация
включает в себя аналитические обзоры, клас-
сификации, результаты системного анализа

ментов исследования. Это объясняется тем, что
в случае, когда объектом исследования служит на-
учный инструментарий (методы, модели, методи-
ки, экспериментальные установки), зачастую по-
лучают и результаты о новых свойствах изучаемых
материальных или мыслимых сущностей, т. е. науч-
ный результат содержит в себе оба вышеупомяну-
тых вида. Поэтому тип «научный инструмент» был
разделен на два типа: инструмент исследования как
таковой и инструмент исследования с полученными
результатами в отношении объекта исследования.
Также тип «новые свойства объекта исследования»
разделен на два: новый объект исследования и но-
вые свойства объекта исследования. Повторный
анализ корпуса публикаций дал следующее рас-
пределение их по предложенному перечню типов
научных результатов (рис. 2):

– научная проблема (0,4%);

– новый объект исследования (0,2%);

– новые свойства объекта исследования (28%);

– инструмент исследования (42%);

– объект&инструмент исследования (26,6%);

– систематизация (2,8%).

Предложенный состав классификатора можно
признать удовлетворительным, так как он, во-пер-
вых, позволил классифицировать все статьи из до-
вольно представительного корпуса публикаций за
12 лет, во-вторых, позволил выявить даже такие
редкие виды научных результатов, как постановка
научной проблемы и систематизация и, в-третьих,
позволил осуществить разумное разбиение самого
обширного раздела публикации — изучение науч-
ного инструментария (до 70% публикаций). Фор-
мализованное описание классификатора представ-
лено в табл. 2.

4 Алгоритмы идентификации
научных результатов

Формализация обсуждаемого понятия позволя-
ет очертить схему алгоритма процесса идентифи-
кации научного результата на основе мониторинга
доступного массива НТИ. Научные сервисы, осно-
ванные на этом алгоритме, могут позволить решать
следующие задачи: определение новизны получен-
ного результата, подбор схожих результатов по раз-
личным критериям, поиск результатов исследова-
ний в смежных отраслях знаний, поиск научного
инструментария. Можно выделить следующие при-
меры необходимых для этого источников данных,
представляющих собой отечественные и зарубеж-
ные базы данных (БД) НТИ:

– публикации на английском языке ресурса
arXiv.org (1 млн 250 тыс. документов) по есте-
ственным наукам;

– англоязычная Википедия (5 млн 164 тыс. ста-
тей);

– БД по американским патентам (USPTO с 2002
по 2016 гг.): 2 млн 965 тыс. патентов;

– БД по международным патентам (WIPO): 2 млн
384 тыс. патентов.

Другим значимым источником в этой области
служат отечественные и зарубежные электронные
реферативные БД:

– БД ВИНИТИ РАН;

– электронный каталог ГПНТБ России;

– Scopus (SciVerse Scopus) — библиографический
индекс, Elsevier;

– Web of Science — библиографический индекс,
Thomson Reuters;
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– NTIS (National Technical Information Service) —
политематическая БД, U.S. Department of Com-
merce;

– Life Sciences Collection — БД по естественным
наукам, Cambridge Scientific Abstracts;

– Biological Abstracts — БД по биологии, Biological
Abstracts Inc.;

– Biotechnology & Bioengineering — БД по биотех-
нологии и биоинженерии, Cambridge Scientific
Abstracts and Engineering Information Inc.;

– Chemical Engineering and Biotechnology Ab-
stracts — БД по химической инженерии и био-
технологии, The Royal Society of Chemistry;

– Compendex Plus — БД по техническим наукам,
Engineering Information Inc.;

– Corporate & Industry Research Reports (CIRR) —
БД аналитических отчетов фирм, JA Micropub-
lishing;

– Current Contents — еженедельное обозрение со-
держания научных периодических изданий, In-
stitute for Scientific Information;

– Derwent Biotechnology Abstracts — БД по био-
технологии, Derwent Publications Ltd.;

– MEDLINE — БД по медицине и биологии, Na-
tional Library of Medicine

– TOXLINE — БД по токсикологии, National Li-
brary of Medicine, Swedish Nat. Chemicals Inspec-
torate.

Не претендуя на полноту и окончательность это-
го перечня ресурсов, отметим их тематическое раз-
нообразие, значительные объемы и необходимость
наличия глубоких научных компетенций для эф-
фективного использования таких данных. Так как
понятие научного результата не полностью подда-
ется формализации, а значительные объемы свя-
занной с ним информации выражены на естествен-
ном языке и содержатся в плохо структурированных
массивах НТИ, первостепенную роль в алгоритмах
идентификации играют методы искусственного ин-
теллекта и интеллектуального поиска. Существуют
известные методы интеллектуального поиска, на-
пример [8], которые включают следующие:

– единый каталог документов — с помощью тех-
нологий каталогизации и категоризации систе-
ма позволяет создать единый каталог докумен-
тов из всех источников с понятной структурой
и удобной навигацией;

– полнотекстовый поиск по содержанию и атри-
бутам — при формировании результатов об-
работки запроса поиск ключевых слов ведется
в содержании документа, а также в значениях
атрибутов (полей) учетной карточки документа;

– поиск с учетом морфологии — морфологиче-
ский поиск позволяет найти ключевое слово
в документах не только в строго заданном ви-
де, но и во всех его морфологических формах
(с учетом рода, числа и склонения по падежам);

– поиск с фасетными фильтрами — управле-
ние размером выборки документов с помощью
группы из нескольких фильтров (фасетов), ко-
торые представляют различные характеристики
(тип документа, автор, дата создания и др.);

– поиск с учетом словарей синонимов — с ис-
пользованием словарей синонимов, а также
данных о семантической близости слов, по-
лученных с помощью методов дистрибутивной
семантики;

– контекстный поиск — позволяет найти доку-
менты, содержащие ключевые слова, если они
расположены не далее указанного расстояния
друг от друга.

Алгоритм состоит из ряда последовательных ша-
гов (рис. 3).

Во-первых, алгоритм опирается на единый ре-
естр научных результатов, который используется
и пополняется в ходе выполнения алгоритма.

Во-вторых, в ходе интерактивного диалога фор-
мируются запросы различной степени формализа-
ции о сути искомого научного результата, которые
подаются на вход процедур интеллектуального по-
иска информации.

В-третьих, процедуры поиска формируют свои
поисковые предписания в соответствии с особен-
ностями заложенных алгоритмов искусственного
интеллекта (морфологический и синтаксический
разбор, синонимия и контекстный поиск).

В-четвертых, по этим предписаниям осуще-
ствляется поиск в подключенных источниках НТИ
с использованием единого каталога документов. На
выходе этих поисковых процедур выдается набор
схожих научных результатов, ранжированных по
степени релевантности. В случае пустого множе-
ства искомых данных результат признается новым
и заносится в единый реестр.

Итак, обоснование структуры и состава ин-
формационной модели понятия «научный резуль-
тат», а также алгоритмов идентификации позволя-
ет обеспечить новыми возможностями всю систему
научных сервисов: интеллектуальный поиск ин-
формации; тематическое индексирование; науко-
метрический анализ; анализ фронта исследований;
сервисы коммуникаций (сервисы работы с НТИ
и коммуникаций в научном сообществе; интел-
лектуального анализа специализированных соци-
альных сетей и других средств научных коммуни-
каций); проверку заимствований. Особенно это
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Рис. 3 Схема алгоритма идентификации научного результата

актуально для междисциплинарных исследований,
где обеспечивается поиск и подбор релевантных
научных положений и инструментария в смежных
областях научного знания. Сформированная ин-
формационная модель может лечь в основу созда-
ния реестра научных результатов, который мог бы
стать ключевым ресурсом системы научных серви-
сов.
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communication in the scientific community; intellectual analysis of specialized social networks and other means
of scientific communication; and verification of borrowings). This is especially true for interdisciplinary research
providing search and selection of relevant scientific provisions and tools in related fields of scientific knowledge.

Keywords: scientific result; information model; scientific services; identification algorithms; intellectual search;
interdisciplinary research
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